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1 Ðÿäû Ôóðüå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü H � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì â H íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ (·, ·) : H × H → R, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ H è
ëþáîãî α ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. (u, u) > 0, ïðè÷¼ì (u, u) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = 0;

2. (u, v) = (v, u);

3. (u+ v, w) = (u,w) + (v, w);

4. (αu, v) = α(u, v).

Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâå u = 0 èìååòñÿ â âèäó íóëü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå H.
Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî H ñ íîðìîé ‖ · ‖ íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, åñëè â í¼ì ìîæíî

îïðåäåëèòü òàêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·), ÷òî ‖u‖2 = (u, u) äëÿ âñåõ u ∈ H.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïîíÿòèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ââåñòè è â êîìïëåêñíîì ñëó-
÷àå. Ïðè ýòîì H ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è íà
í¼ì îïðåäåëåíî êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·) : H ×H → C, êîòîðîå îáëàäàåò
òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è âåùåñòâåííîå, êðîìå ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè. Â êîìïëåêñ-
íîì ñëó÷àå åãî íàäî çàìåíèòü íà ñâîéñòâî ýðìèòîâîé ñèììåòðè÷íîñòè: (u, v) = (v, u), ãäå
÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èçó÷àòü âåùåñòâåí-
íûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, íî â äàëüíåéøåì íàì âñòðåòÿòñÿ è êîìïëåêñíûå. Ôàêòû
î êîìïëåêñíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, âûâîäÿòñÿ
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ èëè ñðàçó ñëåäóþò èç íåãî. •

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü G � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â Rn. Ïðîñòðàíñòâî L2(G) ÿâëÿåòñÿ ãèëü-
áåðòîâûì. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â í¼ì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(u, v) =

∫
G

u v dµ äëÿ âñåõ u, v ∈ L2(G),

ãäå µ � n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî (u, u) = ‖u‖22.
Ïðîñòðàíñòâà Lp(G) ïðè p 6= 2 è C(G) ãèëüáåðòîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. •

Êàê ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òî èëè èíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâûì? Îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ íå î÷åíü ñëîæåí: â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òàê
íàçûâàåìîå òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ âûâåäåì. Ïóñòü ‖ · ‖ � íîðìà
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à u è v � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

‖u+ v‖2 = (u+ v, u+ v) = ‖u‖2 + 2 (u, v) + ‖v‖2,
‖u− v‖2 = (u− v, u− v) = ‖u‖2 − 2 (u, v) + ‖v‖2.

Åñëè ìû ñëîæèì ýòè ðàâåíñòâà, òî ïîëó÷èì òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà:

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2 ‖u‖2 + 2 ‖v‖2.
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Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ u è v áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà H âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà, òî H ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Ïðè ýòîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(u, v) =
1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
=

1

2

(
‖u+ v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2

)
=

1

2

(
‖u‖2 + ‖v‖2 − ‖u− v‖2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C[0, 1] ñ íîðìîé ‖u‖C = maxx∈[0,1] |u(x)|. Ïîïðîáó-
åì ââåñòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñîãëàñîâàííîå ñ íîðìîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Âîçüì¼ì,
íàïðèìåð, (u, v) =

∫ 1

0
u(x) v(x) dx. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íî ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ñîãëàñîâàíî ñ íîðìîé. Â
ñàìîì äåëå, äëÿ u(x) = x ìû ïîëó÷èì, ÷òî ‖u‖2C = 1, à (u, u) =

∫ 1

0
x2 dx = 1/3 6= 1.

Ìîæåò áûòü íóæíî áûëî èíà÷å îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå? Ïîêàæåì, ÷òî â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñîãëàñîâàííîå ñ íîðìîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ââåñòè íåëüçÿ. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèè u è v èç C[0, 1], äëÿ êîòîðûõ íàðóøàëîñü áû òîæäåñòâî
ïàðàëëåëîãðàììà. Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, u(x) = x è v(x) = 1−x. Òîãäà ‖u+ v‖2C + ‖u−
v‖2C = 1 + 1 = 2, à 2 ‖u‖2C + 2 ‖v‖2C = 2 + 2 = 4. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî C[0, 1] íå
ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî íå ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåð-
òîâûìè è ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1) ïðè p ∈ [1,∞], p 6= 2. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà
L∞(0, 1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â òîæäåñòâå ïàðàëëåëîãðàììà òå æå ôóíêöèè u è v, ÷òî è
äëÿ ïðîñòðàíñòâà C[0, 1], ïîñêîëüêó íà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñîâïàäàþò. •

Óïðàæíåíèå 1.4. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈
H ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî:

|(u, v)| 6 ‖u‖ ‖v‖.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè H = L2(G), òî ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåðàâåíñòâà
Ã¼ëüäåðà. •

Ïóñòü {x1, . . . , xk} � êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ êàêîãî-ëèáî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
X íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ ýëåìåíòîâ íàçîâ¼ì âû-
ðàæåíèå âèäà

∑k
i=1 αixi, ãäå α1, . . . , αk � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Åñëè U �

íåêîòîðîå ñåìåéñòâî (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîå) ýëåìåíòîâ èç X, òî ëèíåéíîé îáîëî÷êîé

ýòîãî ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (êîíå÷íûõ) ýëåìåíòîâ
èç U . Áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ÷åðåç Lin(U).

Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû x1, . . . , xk ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç ðàâåíñòâà∑k
i=1 αixi = 0 ñëåäóåò, ÷òî α1 = . . . = αk = 0. Ñåìåéñòâî U ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ÿâëÿåòñÿ ëþáîé
êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ ýòîãî ñåìåéñòâà.
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Äâà ýëåìåíòà u è v ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè
(u, v) = 0. Ñåìåéñòâî U ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-

íûì, åñëè (u, v) = 0 äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ u è v èç U . Ñåìåéñòâî U íàçûâàåòñÿ íîðìèðî-
âàííûì, åñëè ‖u‖ = 1 äëÿ ëþáîãî u ∈ U . Ñåìåéñòâî U íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì è íîðìèðîâàííûì.

Óïðàæíåíèå 1.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå îðòîíîðìèðîâàííîå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûì. •

Ëåììà 1.6. Åñëè H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ëþáîå îðòîíîðìè-

ðîâàííîå ñåìåéñòâî {uα} ⊂ H ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì.

B Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî {uα} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì,

‖uα − uβ‖2 = (uα − uβ, uα − uβ) = ‖uα‖2 + ‖uβ‖2 = 2

ïðè α 6= β. Ñëåäîâàòåëüíî øàðû B(uα, 1/2) è B(uβ, 1/2) â H íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè α 6= β.
Ïîýòîìó ìîùíîñòü ìíîæåñòâà øàðîâ {B(uα, 1/2)} ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà {uα}.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî, â í¼ì ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå âñþäó ïëîòíîå
ìíîæåñòâî {ψk}k∈N ⊂ H. Òàê êàê ìíîæåñòâî {ψk} ïëîòíî â H, â êàæäîì øàðå B(uα, 1/2)
ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò èç ñåìåéñòâà {ψk}. Ïîýòîìó card {B(uα, 1/2)} 6
card {ψk} = cardN. Ñëåäîâàòåëüíî ñåìåéñòâî {uα} íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. C

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñåìåéñòâî U ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì, åñëè åãî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïëîòíà â H (òî åñòü çàìûêàíèå â H ìíîæåñòâà Lin(U)
ñîâïàäàåò ñ H). •

Ïîëíîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî {ϕα} â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçû-
âàåòñÿ áàçèñîì. Ïîëíîå îðòîíîðìèðîâàííîå ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì

áàçèñîì. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 1.6, åñëè H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, òî ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â í¼ì ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì.
Èññëåäóåì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â H.

Òåîðåìà 1.8. Åñëè H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî â í¼ì ñóùåñòâóåò

ñ÷¼òíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî, â í¼ì ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå âñþäó
ïëîòíîå ìíîæåñòâî {ψk}k∈N. Âûáåðåì èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïîëíîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñå-
ìåéñòâî {ek}k∈N. Äëÿ ýòîãî ìû ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó: â êà÷åñòâå e1 âîçüì¼ì ψ1

(áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ1 6= 0), à äàëåå ïðè êàæäîì m ∈ N âêëþ-
÷èì ýëåìåíò ψm â ñåìåéñòâî {ek}k∈N òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ψm 6∈ Lin({ψ1, . . . , ψm−1}).
Î÷åâèäíî, ÷òî Lin({ψk}) = Lin({ek}), ïîýòîìó ñåìåéñòâî {ek}k∈N ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Êðîìå
òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â H ñóùåñòâóåò ïîëíîå îðòîíîðìèðîâàííîå ñåìåéñòâî {ϕk}k∈N.
Ìû ïðèìåíèì ê ñåìåéñòâó {ek}k∈N ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè. Áóäåì ñòðîèòü ϕi òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû Lin({ϕ1, . . . , ϕk}) = Lin({e1, . . . , ek}) äëÿ âñåõ k ∈ N.

Ïîëîæèì ϕ1 = e1/‖e1‖. Ìû èìååì ïðàâî äåëèòü íà ‖e1‖, òàê êàê ñåìåéñòâî {ek}k∈N
ëèíåéíî íåçàâèñèìî è, ñëåäîâàòåëüíî, â í¼ì íåò íóëåâîãî ýëåìåíòà.

×òîáû íàéòè ϕ2 ïðåäñòàâèì e2 â âèäå e2 = a1ϕ1 + h, ãäå a1 ∈ R è (h, ϕ1) = 0. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî. Â ñàìîì äåëå, ìîæíî âçÿòü a1 = (e2, ϕ1) è h = e2 − a1ϕ1. Òåïåðü
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îïðåäåëèì ϕ2 = h/‖h‖. Îïÿòü æå çàìåòèì, ÷òî h 6= 0, òàê êàê ýëåìåíòû e1 è e2 ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè îðòîíîðìèðîâàííîå ñåìåéñòâî {ϕ1, ϕ2} è
Lin({ϕ1, ϕ2}) = Lin({e1, e2}).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ìû ïîñòðîèëè òàêîå îðòîíîðìèðî-
âàííîå ñåìåéñòâî {ϕ1, . . . , ϕn}, ÷òî Lin({ϕ1, . . . , ϕn}) = Lin({e1, . . . , en}). Ïðåäñòàâèì en+1

â âèäå en+1 = g+h, ãäå g ∈ Lin({e1, . . . , en}) è (h, ϕi) = 0 ïðè i = 1, . . . , n. Ìû ìîæåì âçÿòü
g = a1ϕ1 + · · ·+ anϕn ñ ai = (en+1, ϕi) è h = en+1 − g. Îïðåäåëèì ϕn+1 = h/‖h‖. Ñåìåéñòâî
{ϕ1, . . . , ϕn+1} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì è Lin({ϕ1, . . . , ϕn+1}) = Lin({e1, . . . , en+1}).
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òàêîå îðòîíîðìèðîâàííîå ñå-
ìåéñòâî {ϕk}k∈N, ÷òî Lin({ϕ1, . . . , ϕk}) = Lin({e1, . . . , ek}) äëÿ âñåõ k ∈ N. Ïîñêîëüêó ñå-
ìåéñòâî {ek}k∈N ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â H, ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ è ñåìåéñòâî {ϕk}k∈N. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî {ϕk}k∈N � áàçèñ â H. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü {ϕk}k∈N � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíàÿ) â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ ëþáîãî u ∈ H ÷èñëà αk = (u, ϕk) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôó-

ðüå, à ðÿä
∑∞

k=1 αkϕk � ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà u îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû {ϕk}k∈N. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Sn (èëè Sn(u)) n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà:

Sn =
n∑
k=1

αkϕk.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, u 6=
∑∞

k=1 αkϕk.

Ëåììà 1.9. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë γk ∈ R è äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî:

‖u− Sn‖ 6 ‖u− S ′n‖,

ãäå S ′n =
∑n

k=1 γkϕk. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñðåäè âñåõ ñóìì S ′n, ìèíèìóì
âåëè÷èíû ‖u − S ′n‖ â H äîñòèãàåòñÿ íà ÷àñòè÷íîé ñóììå Sn ðÿäà Ôóðüå, òî åñòü ïðè

γk = αk, k ∈ N.

B Â ñàìîì äåëå,

‖u− S ′n‖2 =
(
u−

n∑
k=1

γkϕk, u−
n∑
k=1

γkϕk
)

= ‖u‖2 − 2
(
u,

n∑
k=1

γkϕk
)
+

n∑
k=1

γ2k = ‖u‖2 − 2
n∑
k=1

γk(u, ϕk) +
n∑
k=1

γ2k

= ‖u‖2 +
n∑
k=1

(γ2k − 2γkαk) = ‖u‖2 −
n∑
k=1

α2
k +

n∑
k=1

(αk − γk)2.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñðåäè âñåõ γk ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-
ìóìà ïðè γk = αk. C

Çàìåòèì, ÷òî, ïîëîæèâ γk = αk â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå äîêàçàòåëüñòâà, ìû ïîëó÷èì
åù¼ îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ðÿäà Ôóðüå, à èìåííî,

‖u− Sn‖2 = ‖u‖2 −
n∑
k=1

α2
k. (∗)
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Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Áåññåëÿ:

∞∑
k=1

α2
k 6 ‖u‖2.

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü {ϕk} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà áûëà ïîëíîé â H, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî u ∈ H âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

‖u‖2 =
∞∑
k=1

α2
k,

ãäå αk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà u îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû {ϕk}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü {ϕk} � ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H è
u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H. Â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Φn}n∈N ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ñèñòåìû {ϕk}, ÷òî Φn → u â H ïðè
n→∞. Ïîëàãàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, íåêîòîðûå ÷èñëà γk ðàâíûìè íóëþ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî Φn =

∑m(n)
k=1 γkϕk, ãäå γk ∈ R, m(n) � ìàêñèìàëüíûé íîìåð ýëåìåíòà ϕk, âõîäÿùåãî â

Φn, è m(n)→∞ ïðè n→∞. Ñîãëàñíî ëåììå 1.9

‖u− Sm(n)‖ 6 ‖u− Φn‖ → 0 ïðè n→∞,

ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (∗), ìû ïîëó÷èì:

‖u‖2 −
∞∑
k=1

α2
k = ‖u‖2 − lim

n→∞

m(n)∑
k=1

α2
k = lim

n→∞
‖u− Sm(n)‖2 = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ H âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ (∗), ìû ïîëó÷èì, ÷òî

lim
n→∞

‖u− Sn‖2 = ‖u‖2 − lim
n→∞

n∑
k=1

α2
k = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ Sn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ñèñòåìû {ϕk}, ýòà ñè-
ñòåìà ïîëíà â H. �

Òåîðåìà 1.11 (Òåîðåìà Ðèññà � Ôèøåðà). Ïóñòü {ϕk} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ, íå îáÿ-

çàòåëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, è {γk} � ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî
∑∞

k=1 γ
2
k < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

u ∈ H, ÷òî u =
∑∞

k=1 γkϕk, ‖u‖2 =
∑∞

k=1 γ
2
k è (u, ϕk) = γk äëÿ âñåõ k ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

un =
n∑
k=1

γkϕk.
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Ïîñêîëüêó ðÿä
∑∞

k=1 γ
2
k ñõîäèòñÿ, èç êðèòåðèÿ Êîøè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

íàéäåòñÿ òàêîå mε ∈ N, ÷òî
∑`

k=m+1 γ
2
k < ε äëÿ âñåõ ` > m > mε. Ïîýòîìó

‖u` − um‖2 =
∥∥ ∑̀
k=m+1

γkϕk
∥∥2 = ∑̀

k=m+1

γ2k < ε

äëÿ âñåõ ` > m > mε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé â H. Èç ïîëíîòû H ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò u ∈ H, ÷òî un → u â H ïðè
n→∞. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå un, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

u = lim
n→∞

n∑
k=1

γkϕk =
∞∑
k=1

γkϕk ∈ H.

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå k ∈ N. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî (un, ϕk) = γk ïðè
n > k è limn→∞(un, ϕk) = γk. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖ϕk‖ = 1, ìû ïîëó÷èì:

|(u, ϕk)− γk| = lim
n→∞

|(u, ϕk)− (un, ϕk)| = lim
n→∞

|(u− un, ϕk)| 6 lim
n→∞

‖u− un‖ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, (u, ϕk) = γk è ÷èñëà γk ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ýëåìåíòà u
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû {ϕk}. Òîãäà èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî

‖u‖2 −
∞∑
k=1

γ2k = lim
n→∞

(
‖u‖2 −

n∑
k=1

γ2k
)
= lim

n→∞
‖u− un‖2 = 0,

è òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ñèñòåìà {ϕk}k∈N ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ
òîòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî u ∈ H èç òîãî, ÷òî (u, ϕk) = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N, ñëåäóåò, ÷òî
u = 0 â H. •

Òåîðåìà 1.13. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕk}k∈N áûëà ïîëíîé â ñå-

ïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà

òîòàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕk}k∈N
ïîëíà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî-
òàëüíîé. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u ∈ H. Èç ïîëíîòû ñèñòåìû {ϕk} ñëåäóåò, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

‖u‖2 =
∞∑
k=1

α2
k,

ãäå αk = (u, ϕk). Åñëè αk = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N, òî ‖u‖ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, u = 0 â H.
Ïîýòîìó ñèñòåìà {ϕk} ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé â H.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕk}k∈N ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé â H. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò u ∈ H, äëÿ êîòîðîãî íà-
ðóøàåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ âñ¼ ðàâíî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ, èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî:

∞∑
k=1

α2
k < ‖u‖2 <∞,

ãäå αk = (u, ϕk). Â òî æå âðåìÿ, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðèññà � Ôèøåðà, ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò v ∈ H, ÷òî v =

∑∞
k=1 αkϕk è

∞∑
k=1

α2
k = ‖v‖2,

ãäå αk = (v, ϕk). Òîãäà

(u− v, ϕk) = (u, ϕk)− (v, ϕk) = αk − αk = 0

äëÿ âñåõ k ∈ N. Èç òîòàëüíîñòè ñèñòåìû {ϕk}k∈N ñëåäóåò, ÷òî u = v â H. Ïîýòîìó
‖u‖ = ‖v‖, ÷åãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ‖v‖2 =

∑∞
k=1 α

2
k < ‖u‖2. Ýòî îïðîâåðãàåò íà-

øå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñèñòåìà {ϕk}k∈N íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. �

2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

2.1 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èçó÷àòü ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé R. Ôóíêöèÿ f : R→ R íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî τ ∈ R+, ÷òî f(x + τ) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ R. Ýòî ÷èñëî τ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì

ôóíêöèè f . Äëÿ êðàòêîñòè ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ ïåðèîäîì τ ìû áóäåì íàçûâàòü
τ -ïåðèîäè÷åñêîé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ïåðèîäîâ. Íàïðèìåð, ïåðèîäàìè ôóíêöèè sinx ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 2π, 4π, 6π è
2kπ äëÿ âñåõ k ∈ N. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðèîäàìè τ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ òàêæå
÷èñëà kτ äëÿ âñåõ k ∈ N. Îáû÷íî ïåðèîäîì íàçûâàþò íàèìåíüøèé èç âîçìîæíûõ ïåðèî-
äîâ. Ó ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ïåðèîäîì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî,
à íàèìåíüøèé ïåðèîä, òàêèì îáðàçîì, ðàâåí íóëþ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ñóùåñòâóþò íåïîñòîÿííûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ÷èñëà τ1 è τ2 ÿâëÿþòñÿ
ïåðèîäàìè, τ1 < τ2 è τ2 6= kτ1 äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ
f : R→ R, òàêàÿ ÷òî f(x) = 1 ïðè x ÿâëÿþùèìñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì è f(x) = 0 ïðè
âñåõ îñòàëüíûõ x. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé ôóíêöèè. Â òî æå
âðåìÿ, íàéäóòñÿ òàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà τ1 è τ2, ÷òî τ2 6= kτ1 äëÿ âñåõ k ∈ N. •

Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé è
∫
R |f | dµ <∞, òî î÷åâèäíî, ÷òî f(x) = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R. Çäåñü µ � îäíîìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà. Ïîýòîìó íå èìååò ñìûñëà
ãîâîðèòü î ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâ Lp(R), p ∈ [1,∞). Òåì íå ìåíåå,
ìîæíî ãîâîðèòü î τ -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ èç ïðîñòðàíñòâ Lp(I), p ∈ [1,∞), ãäå I �
îòðåçîê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà τ .
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Óïðàæíåíèå 2.2. Ïóñòü f : R→ R � τ -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî∫
I1

|f | dµ =

∫
I2

|f | dµ

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îòðåçêîâ I1 è I2, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà τ . •

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ Lp(I) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû
íóëü, ðàâåíñòâî f(x + τ) = f(x) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R, åñëè
ðå÷ü èäåò î τ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó ôóíêöèé:

1, cosx, sinx, . . . , cos kx, sin kx, . . .

Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè, ïîýòîìó ìû ìîæåì èçó÷àòü èõ íà ïðîèçâîëü-
íîì îòðåçêå äëèíû 2π. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, îòðåçîê [−π, π] è ðàññìîòðèì ýòó ñèñòåìó â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé,
íî íå íîðìèðîâàííîé. Â ñàìîì äåëå, äëÿ âñåõ k,m ∈ N∫ π

−π
cos kx cosmxdx =

{
π, k = m,

0, k 6= m,

∫ π

−π
sin kx sinmxdx =

{
π, k = m,

0, k 6= m,∫ π

−π
sin kx cosmxdx = 0.

Èíòåãðàëû çäåñü ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà, õîòÿ ìû è âîñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèåì,
ïîä êîòîðûì ðàíüøå ïîíèìàëñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà. Èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ìû è äàëü-
øå áóäåì òàê äåëàòü, îäíàêî âñå èíòåãðàëû áóäóò èíòåãðàëàìè Ëåáåãà. Çàìåòèì, ÷òî â
ïðèâåä¼ííûõ ðàâåíñòâàõ èíòåãðàëû Ëåáåãà è Ðèìàíà ñîâïàäàþò.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà

1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
, . . . ,

cos kx√
π
,
sin kx√

π
, . . .

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé â L2(−π, π). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà,
êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L2(−π, π) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå å¼ ðÿä Ôóðüå:

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
, (∗)

ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx, bk =

1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïî âíåøíåìó âèäó îòëè÷àþòñÿ îò òîãî, ÷òî áûëî â ïàðàãðàôå 1. Òàì
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f èìåë âèä

∑∞
m=1 αmϕm, ãäå αm =
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(f, ϕm). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî òå æå ñàìûå ñîîòíîøåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü,
íàïðèìåð, ϕm(x) = π−1/2 cosmx, m > 1. Â íàøåì ñëó÷àå H = L2(−π, π), ïîýòîìó

αm =
1√
π

∫ π

−π
f(y) cosmy dy.

Òàêèì îáðàçîì,

αmϕm(x) =
1√
π

∫ π

−π
f(y) cosmy dy

1√
π

cosmx =
1

π

∫ π

−π
f(y) cosmy dy cosmx = am cosmx.

Ðÿä Ôóðüå îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé ìû áóäåì íàçûâàòü
òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå. Ïî÷åìó â (∗) ìû íå ïîñòàâèëè çíàê ðàâåíñòâà? Äåëî
â òîì, ÷òî ìû ïîêà íå äîêàçàëè ïîëíîòó òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â L2(−π, π). Ýòèì
ìû äàëåå è çàéìåìñÿ. Çàìåòèì åù¼, ÷òî äàæå åñëè ìû óñòàíîâèì ïîëíîòó, ðàâåíñòâî â (∗),
âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò ñïðàâåäëèâî ëèøü äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [−π, π], ïîñêîëüêó ôóíêöèè
èç L2(−π, π) îïðåäåëåíû ïî÷òè âñþäó.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè m (èëè ïîðÿäêà m) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
âèäà

c0 +
m∑
k=1

(
ck cos kx+ dk sin kx

)
,

ãäå ck, dk ∈ R è m ∈ N. Êàæäûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïî-
ðÿäêà m1 è m2 ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà m1 + m2, íàïðèìåð,
2 cosx sinx = sin 2x. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé Ýéëåðà: eix = cosx+ i sinx. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî óñòàíîâèòü ñïðà-
âåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ èç ñëåäóþùåãî óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 2.3. Åñëè P (y) � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì, à T (x) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ïîëèíîì, òî ôóíêöèÿ P (T (x)) áóäåò ñíîâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì. •

Äîêàæåì òåïåðü îäíó èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì àíàëèçà.

Òåîðåìà 2.4 (Âåéåðøòðàññ). Åñëè f : R→ R � íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T , ÷òî max
x∈R
|f(x)−

T (x)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f �
÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü f(x) = f(−x). Ðàññìîòðèì f íà îòðåçêå [0, π]. Îïðåäåëèì íà
îòðåçêå [−1, 1] ôóíêöèþ g(t) = f(arccos t). Êàê êîìïîçèöèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [−1, 1], ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé
àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì P , ÷òî

max
t∈[−1,1]

|g(t)− P (t)| < ε.

Ïîëîæèâ t = cosx è çàìåòèâ, ÷òî g(cosx) = f(x) ïðè x ∈ [0, π], ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

max
x∈[0,π]

|f(x)− P (cosx)| < ε.
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f(x) è P (cosx) ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

max
x∈[−π,π]

|f(x)− P (cosx)| < ε.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü òåì, ÷òî ôóíêöèè f(x) è P (cosx) ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè,
ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñ T (x) = P (cosx).

Øàã 2. Ïóñòü òåïåðü f � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäå-
ëèì ÷¼òíûå íåïðåðûâíûå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè:

f1(x) =
1

2

(
f(x) + f(−x)

)
è f2(x) =

1

2

(
f(x)− f(−x)

)
sinx.

Äëÿ êàæäîé èç íèõ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå íà ïåðâîì øàãå. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû T1 è T2, ÷òî

max
x∈R
|f1(x)− T1(x)| <

ε

4
è max

x∈R
|f2(x)− T2(x)| <

ε

4
.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî
f1(x) sin

2 x+ f2(x) sin x = f(x) sin2 x.

Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T3(x) = T1(x) sin
2 x+T2(x) sin x è ó÷èòûâàÿ î÷å-

âèäíîå íåðàâåíñòâî | sinx| 6 1, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

max
x∈R
|f(x) sin2 x− T3(x)|

6 max
x∈R
|f1(x) sin2 x− T1(x) sin2 x|+max

x∈R
|f2(x) sin x− T2(x) sin x|

6 max
x∈R
|f1(x)− T1(x)|+max

x∈R
|f2(x)− T2(x)| <

ε

2
.

Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè è, â ÷àñò-
íîñòè, âîçìîæíî ñ äðóãèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì T4, äëÿ ôóíêöèè f(x + π/2).
Ïîýòîìó äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà T5(x) = T4(x− π/2) èìååò ìåñòî îöåíêà:

max
x∈R
|f(x) cos2 x− T5(x)| = max

x∈R
|f(x) sin2(x− π/2)− T4(x− π/2)|

= max
x∈R
|f(x+ π/2) sin2 x− T4(x)| <

ε

2
.

Çàìåòèâ òåïåðü, ÷òî f(x) = f(x) sin2 x + f(x) cos2 x, è ïîëîæèâ T6(x) = T3(x) + T5(x),
ìû ïîëó÷èì:

max
x∈R
|f(x)− T6(x)| 6 max

x∈R
|f(x) sin2 x− T3(x)|+max

x∈R
|f(x) cos2 x− T5(x)| < ε.

Ïîñêîëüêó T6 � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñïðàâåäëèâî è îáðàùåíèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè f : R → R è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèé ïîëèíîì T , ÷òî maxx∈R |f(x) − T (x)| < ε, òî f � íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ.

12



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, äëÿ êàæäîãî k ∈ N íàéäåòñÿ òàêîé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèé ïîëèíîì Tk, ÷òî maxx∈R |f(x) − Tk(x)| < 1/k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Tk} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî íà R. Ïîñêîëüêó ëþáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïî-
ëèíîì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ f . Îñòàëîñü ïîêàçàòü å¼
2π-ïåðèîäè÷íîñòü. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå x ∈ R è ïîêàæåì, ÷òî f(x+ 2π) = f(x). Òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî
k ∈ N ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∣∣f(x+ 2π)− f(x)

∣∣ 6 ∣∣f(x+ 2π)− Tk(x)
∣∣+ ∣∣Tk(x)− f(x)∣∣

=
∣∣f(x+ 2π)− Tk(x+ 2π)

∣∣+ ∣∣Tk(x)− f(x)∣∣ < 1

k
+

1

k
=

2

k
.

Óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ìû ïîëó÷èì, ÷òî f(x+ 2π) = f(x). �

Òåïåðü, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, ìû ìîæåì äîêàçàòü ïîëíîòó òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â L2(−π, π). Çàìåòèì, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì åñòü ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà å¼ ïîëíîòû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ èç L2(−π, π) ìîæíî ñêîëü
óãîäíî òî÷íî ïî íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèáëèçèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì.

Òåîðåìà 2.6. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π).

Ðèñ. 1: Ôóíêöèÿ wδ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
u ∈ L2(−π, π). Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèé ïîëèíîì T , ÷òî ‖u− T‖2 < ε.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ïëîòíî â L2(−π, π), íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ v ∈
C[−π, π], ÷òî ‖u − v‖2 < ε/3. Ôóíêöèÿ v, îäíàêî,
íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîñòðîèì òàêóþ íåïðå-
ðûâíóþ ôóíêöèþ w, ÷òî w(−π) = w(π) = 0 è ‖v −
w‖2 < ε/3. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ δ ∈ (0, π) îïðåäåëèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
wδ òàê, ÷òî wδ(−π) = wδ(π) = 0, wδ(x) = v(x) ïðè
x ∈ (−π+δ, π−δ), à íà îòðåçêàõ [−π,−π+δ] è [π−δ, π]
îíà ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé (ñì. ðèñ. 1). Ïðè ýòîì maxx∈[−π,π] |wδ(x)| 6 maxx∈[−π,π] |v(x)|. Òîãäà∫ π

−π
|v(x)− wδ(x)|2 dx =

∫ −π+δ
−π

|v(x)− wδ(x)|2 dx

+

∫ π

π−δ
|v(x)− wδ(x)|2 dx 6 8δ max

x∈[−ππ]
|v(x)|2.

Âûáåðåì δ íàñòîëüêî ìàëåíüêèì, ÷òîáû 8δmaxx∈[−π,π] |v(x)|2 < (ε/3)2 è âîçüì¼ì â êà-
÷åñòâå w ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ wδ. Òîãäà ‖v − w‖2 < ε/3. Ôóíêöèþ w ìîæíî ïðî-
äîëæèòü ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü, ïîñêîëüêó w(−π) = w(π) = 0. Êàê ñëåäóåò
èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà 2.4, íàéäåòñÿ òàêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T , ÷òî

max
x∈[−π,π]

|w(x)− T (x)| = max
x∈R
|w(x)− T (x)| < 1

2π

(ε
3

)2
.
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Ïîýòîìó

‖w − T‖22 =
∫ π

−π
|w(x)− T (x)|2 dx 6 2π max

x∈[−ππ]
|w(x)− T (x)|2 <

(ε
3

)2
.

Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷èì:

‖u− T‖2 6 ‖u− v‖2 + ‖v − w‖2 + ‖w − T‖2 <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â
L2(−π, π) ñïðàâåäëèâû âñå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äëÿ ïîë-
íûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì â ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíî-
ñòè,

1. òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè f ∈ L2(−π, π), ñõîäèòñÿ
ê f â L2(−π, π) è

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [−π, π],

ãäå

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx, bk =

1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx;

2. äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L2(−π, π) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

1

π
‖f‖22 =

a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k),

ãäå ak è bk � îïðåäåë¼ííûå âûøå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé.

Ðèñ. 2: Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f : R → R,
f(x) = x ïðè x ∈ (−π, π].

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàõîäÿò ïðèìå-
íåíèå â ñàìûõ íåîæèäàííûõ ðàçäåëàõ ìà-
òåìàòèêè è ôèçèêè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ äå-
ìîíñòðàöèåé òîãî, êàê èõ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ÷èñëîâûõ ðÿ-
äîâ.

Ïðèìåð 2.7. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ
ôóíêöèþ f : R → R, òàêóþ ÷òî f(x) = x
ïðè x ∈ (−π, π] (ñì. ðèñ. 2). Î÷åâèäíî, ÷òî f ∈ L2(−π, π), ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàçëîæèòü
å¼ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå:

ak =
1

π

∫ π

−π
x cos kx dx =

1

kπ

∫ π

−π
x (sin kx)′ dx = − 1

kπ

∫ π

−π
sin kx dx = 0,

bk =
1

π

∫ π

−π
x sin kx dx = − 1

kπ

∫ π

−π
x (cos kx)′ dx = −2

k
(−1)k + 1

kπ

∫ π

−π
cos kx dx =

2

k
(−1)k+1.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ak ñðàçó ñëåäóåò èç íå÷¼òíîñòè ôóíêöèè f
è ÷¼òíîñòè ôóíêöèé x 7→ cos kx. Ïîñêîëüêó ‖f‖22 = 2π3/3, ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïîçâîëÿåò
çàêëþ÷èòü, ÷òî

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
. •
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2.2 Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå

Ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîç-
âîëÿåò ñóäèòü î åãî ñõîäèìîñòè â êàêîé-íèáóäü êîíêðåòíîé òî÷êå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ôóíêöèè èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíû ëèøü ïî÷òè âñþäó, è íå èìååò ñìûñëà ãî-
âîðèòü îá èõ çíà÷åíèè â îäíîé òî÷êå. Â òî÷êå îíè ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå,
êîòîðîå íèêàê íå âëèÿåò íà ñàìó ôóíêöèþ, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà
L2(−π, π).

Îäíàêî, ÷ëåíû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà, êàê è åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû, ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëåíû â êàæäîé òî÷êå. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòàâèòü
âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà â âûáðàííîé òî÷êå.

Ïóñòü f : R → R � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è f ∈ L1(−π, π). Â ýòîì ñëó÷àå îïðå-
äåëåíû å¼ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, êîòîðûå, êàê è ðàíåå, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ak è bk. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Sn(f, x) ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ R:

Sn(f, x) =
a0
2

+
n∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
.

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå óäîáíîì âèäå. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèÿìè
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ìû ïîëó÷èì:

Sn(f, x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt+

1

π

n∑
k=1

(∫ π

−π
f(t) cos kt dt cos kx+

∫ π

−π
f(t) sin kt dt sin kx

)
=

1

2π

∫ π

−π
f(t) dt+

1

π

n∑
k=1

∫ π

−π
f(t) cos k(t− x) dt

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)

(
1 + 2

n∑
k=1

cos k(t− x)
)
dt =

1

2π

∫ π−x

−π−x
f(y + x)

(
1 + 2

n∑
k=1

cos ky
)
dy.

Ðèñ. 3: Ôóíêöèÿ D10.

Ïîä èíòåãðàëîì â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò 2π-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó èíòåãðàë îò
íå¼ ïî ëþáîìó îòðåçêó äëèíîé 2π áóäåò îäíèì
î òåì æå. Ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì óáðàòü x èç
ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

Sn(f, x) =

∫ π

−π
f(x+ y)Dn(y) dy,

ãäå

Dn(y) =
1

2π

(
1 + 2

n∑
k=1

cos ky
)
.

Èíòåãðàë â âûðàæåíèè äëÿ Sn(f, x) íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàëîì Äèðèõëå, à Dn(y) � ÿäðîì Äèðè-

õëå. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ôóíêöèÿ Dn ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé è ÷¼òíîé. Íà ðèñ. 3
èçîáðàæåíà ôóíêöèÿ Dn íà îòðåçêå [−π, π] ïðè n = 10.

Çàìåòèì, ÷òî ∫ π

−π
Dn(y) dy = 1
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äëÿ âñåõ n ∈ N, ïîñêîëüêó
∫ π
−π cos ky dy = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N. Êðîìå òîãî, ëåãêî âû÷èñëèòü,

÷òî

Dn(0) =
2n+ 1

2π
.

Âûðàæåíèå äëÿDn ìîæíî óïðîñòèòü. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü, ÷òî

Dn(y) =
1

2π

sin(n+ 1/2)y

sin y/2
.

Ìû óæå âûâîäèëè ïîäîáíûå ôîðìóëû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà è ôîðìóëó ñóììû
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè åù¼ îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ÿäðà Äèðèõëå, íàì ïîòðåáóåòñÿ
îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå, âïðî÷åì, èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå è
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â àíàëèçå.

Ëåììà 2.8 (Ðèìàí � Ëåáåã). Ïóñòü f ∈ L1(a, b), ãäå [a, b] � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê â R.
Òîãäà

lim
p→∞

∫ b

a

f(t) cos pt dt = lim
p→∞

∫ b

a

f(t) sin pt dt = 0.

B Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå, íàïðèìåð, äëÿ êîñèíóñà. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî f ∈
C1[a, b]. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó÷èì:∫ b

a

f(t) cos pt dt =
1

p

∫ b

a

f(t) (sin pt)′ dt =
1

p
f(t) sin pt

∣∣∣t=b
t=a
− 1

p

∫ b

a

f ′(t) sin pt dt.

Ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì ðàâåíñòâå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè p → ∞, ïîñêîëüêó 1/p → 0, à
ôóíêöèÿ f è å¼ ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíû.

Ïóñòü òåïåðü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L1(a, b). Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé C[a, b] ïëîòíî â L1(a, b), ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
g ∈ C[a, b], ÷òî ‖f − g‖1 < ε/4. Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà íàéäåòñÿ
òàêîé àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì h, ÷òî maxt∈[a,b] |g(t)− h(t)| < ε/(4(b− a)). Òàêèì îáðàçîì,

‖f − h‖1 6 ‖f − g‖1 + ‖g − h‖1 <
ε

4
+

∫ b

a

|g(t)− h(t)| dt < ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, ïî-
ýòîìó h ∈ C1[a, b]. Òàê êàê ìû óæå äîêàçàëè óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèé èç C1[a, b], íàé-
äåòñÿ òàêîå ÷èñëî pε, ÷òî ∣∣∣ ∫ b

a

h(t) cos pt dt
∣∣∣ < ε

2

äëÿ âñåõ p > pε. Ïîýòîìó∣∣∣ ∫ b

a

f(t) cos pt dt
∣∣∣ 6 ∣∣∣ ∫ b

a

h(t) cos pt dt
∣∣∣+ ∫ b

a

|f(t)− h(t)| | cos pt| dt < ε

2
+
ε

2
= ε

äëÿ âñåõ p > pε. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
∫ b
a
f(t) cos pt dt→ 0 ïðè p→∞. C

Óòâåðæäåíèå ëåììû Ðèìàíà � Ëåáåãà ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Â âûðàæåíèè f(t) cos pt ôóíêöèÿ f èãðàåò ðîëü àìïëèòóäû, à p � ÷àñòîòû
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êîëåáàíèé. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî îòðåçêó [a, b] ìû äîëæíû íàéòè ïëî-
ùàäü ïîäãðàôèêà, ïðè÷¼ì ïëîùàäü âûøå îñè t âçÿòü ñ ïëþñîì, à íèæå � ñ ìèíóñîì. ×åì
áîëüøå ÷èñëî p, òåì áëèæå áóäóò ýòè ïëîùàäè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è òåì áëèæå ê
íóëþ áóäåò èíòåãðàë.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè f : R → R � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è f ∈ L1(−π, π),
òî èç ëåììû Ðèìàíà � Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ak è bk ýòîé ôóíêöèè
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞.

Ëåììà 2.9. Äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π) è ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [a, b] ⊂ [−π, π] \ (−δ, δ) èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∫ b

a

Dn(t) dt = 0.

B Ïîñêîëüêó | sin t/2| > sin δ/2 ïðè t ∈ [−π, π] \ (−δ, δ), ôóíêöèÿ t 7→ 1/ sin(t/2) ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà L1(a, b), è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû
Ðèìàíà � Ëåáåãà. C

Èñïîëüçóÿ ëåììó Ðèìàíà � Ëåáåãà, ìû ìîæåì âûâåñòè ïðèçíàê ñõîäèìîñòè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå.

Òåîðåìà 2.10 (Äèíè). Ïóñòü f : R → R � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, f ∈ L1(−π, π),
x0 ∈ [−π, π] è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Äèíè:∫ δ

−δ

|f(x0 + t)− A|
|t|

dt <∞

äëÿ íåêîòîðûõ A ∈ R è δ > 0. Òîãäà Sn(f, x0)→ A ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôó-
ðüå ÷åðåç èíòåãðàë Äèðèõëå, ìû ïîëó÷èì:

Sn(f, x0)− A =

∫ π

−π
f(x0 + t)Dn(t) dt− A =

∫ π

−π

(
f(x0 + t)− A

)
Dn(t) dt

=
1

2π

∫ π

−π

(
f(x0 + t)− A

) sin(n+ 1/2)t

sin t/2
dt =

1

2π

∫ π

−π
F (t) sin(n+ 1/2)t dt,

ãäå

F (t) =
f(x0 + t)− A

sin t/2
=
f(x0 + t)− A

t

t

sin t/2
.

Âòîðîé ñîìíîæèòåëü â ýòîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé, à ïåðâûé, êàê
ñëåäóåò èç óñëîâèÿ Äèíè, ïðèíàäëåæèò L1(−π, π). Ïîýòîìó F ∈ L1(−π, π), è óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû Ðèìàíà � Ëåáåãà. �

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Äèíè îáû÷íî â êà÷åñòâå ÷èñëà A áåðóò f(x0).
Îäíàêî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè èç L1(−π, π) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíî-
æåñòâå ìåðû íóëü, òàê ìîæíî äåëàòü íå äëÿ âñåõ, à òîëüêî äëÿ ïî÷òè âñåõ x0 ∈ [−π, π].
Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî f íåïðåðûâíà, òî ìîæíî ñìåëî áðàòü A = f(x0).
Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, è ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäàåòñÿ â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ, ÷òî
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò â íåé óñëîâèþ Äèíè.
Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ýòî íå òàê.
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Ïðèìåð 2.11. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : [−π, π]→ R, òàêóþ ÷òî f(0) = 0, f(−x) = f(x) è

f(x) =

{
1, x ∈ x ∈ G,
0, x ∈ (0, π] \G,

ãäå G = ∪∞k=1[1/k, 1/k+1/k3]. Î÷åâèäíî, ÷òî f ∈ L1(−π, π). Ïðîâåðèì, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Äèíè â òî÷êå x0 = 0 c A = 0 è, íàïðèìåð, δ = π. Â ñàìîì äåëå,∫ π

−π

|f(t)|
|t|

dt = 2
∞∑
k=1

∫ 1/k+1/k3

1/k

dt

t
= 2

∞∑
k=1

ln(1 + 1/k2) <∞,

ïîñêîëüêó ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óñëîâèå Äèíè âûïîëíåíî,
ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå 0, ïîñêîëüêó ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê íóëþ åñòü
òî÷êè, ãäå îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 è 0. Äàæå èñïðàâëåíèå ýòîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå
ìåðû íóëü íå ïîìîæåò ñäåëàòü å¼ íåïðåðûâíîé. •

Êîãäà ôóíêöèÿ f òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â òî÷êå x0, óñëîâèå Äèíè íå âûïîëíÿ-
åòñÿ, ïîýòîìó ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó íåëüçÿ. Îäíàêî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèì å¼ îáîáùåíèåì:

Òåîðåìà 2.12 (Âòîðàÿ òåîðåìà Äèíè). Ïóñòü f : R → R � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

f ∈ L1(−π, π), x0 ∈ [−π, π] è âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå Äèíè:∫ δ

0

|f(x0 + t)− A+|
|t|

dt <∞,
∫ 0

−δ

|f(x0 + t)− A−|
|t|

dt <∞

äëÿ íåêîòîðûõ A+, A− ∈ R è δ > 0. Òîãäà Sn(f, x)→ (A+ + A−)/2 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÿäðî Äèðèõëå � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ,∫ 0

−π
Dn(t) dt =

∫ π

0

Dn(t) dt =
1

2
.

Ïîýòîìó

Sn(f, x0)−
A− + A+

2
=

∫ 0

−π

(
f(x0 + t)− A−

)
Dn(t) dt+

∫ π

0

(
f(x0 + t)− A+

)
Dn(t) dt.

Îïèðàÿñü íà ëåììó Ðèìàíà � Ëåáåãà è âòîðîå óñëîâèå Äèíè, òàê æå êàê è â äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ìû ïîëó÷èì, ÷òî êàæäûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
âûðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. �

×èñëà A− è A+ â óòâåðæäåíèè äîêàçàííîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ôóíêöèè f
â òî÷êå x0 ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïåðâàÿ òåîðåìà Äèíè ñëåäóåò èç âòîðîé ïðè A− = A+ = A.

Ïðèìåð 2.13. Êàê è â ïðèìåðå 2.7 ðàññìîòðèì 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ f : R → R,
òàêóþ ÷òî f(x) = x ïðè x ∈ (−π, π]. Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = π/2, ïîýòîìó
ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Äèíè 2.10 äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå
â ýòîé òî÷êå. Âîçüì¼ì A = f(x0) = π/2 è ïðîèçâîëüíîå δ ∈ (0, π/2), òîãäà∫ δ

−δ

|f(x0 + t)− A|
|t|

dt =

∫ δ

−δ

|π/2 + t− π/2|
|t|

dt = 2δ < π <∞.
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Ñëåäîâàòåëüíî, Sn(f, π/2) → π/2 ïðè n → ∞. Èñïîëüçóÿ âû÷èñëåííûå â ïðèìåðå 2.7
âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîì ðÿäà Ôóðüå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

π

2
=
∞∑
k=1

(−1)k+1 2

k
sin

kπ

2
=

∞∑
m=1

2

2m− 1
sin

(2m− 1)π

2
=

∞∑
m=1

2

2m− 1
(−1)m+1.

Òàêèì îáðàçîì,

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ . . . =

∞∑
m=1

(−1)m+1

2m− 1
=
π

4
.

Âîçüì¼ì òåïåðü òî÷êó x0 = π. Â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ f òåðïèò ðàçðûâ è f(x0∓0) = ±π.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ âòîðîé òåîðåìû Äèíè 2.12 ñ A+ = −π è
A− = π. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå,

0 =
A+ + A−

2
=
∞∑
k=1

(−1)k+1 2

k
sin kπ.

Íî sin kπ = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N, òî åñòü ýòî ðàâåíñòâî òðèâèàëüíî è ëèøü ïîäòâåðæäàåò
âûâîä òåîðåìû 2.12. •

Òåîðåìà 2.14 (Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè). Ïóñòü f, g : R→ R � 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè,
x0 ∈ [−π, π], f, g ∈ L1(−π, π) è f = g ïî÷òè âñþäó íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæà-

ùåì òî÷êó x0. Òîãäà ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé f è g ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ â òî÷êå x0
îäíîâðåìåííî, è åñëè îíè ñõîäÿòñÿ, òî èõ ñóììû ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn(f, x0) è Sn(g, x0) çíà÷åíèÿ n-õ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ
Ôóðüå â òî÷êå x0 ôóíêöèé f è g ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü δ � òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
÷òî f(x0 + t) = g(x0 + t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (−δ, δ). Òîãäà

Sn(f, x0)− Sn(g, x0) =
∫ π

−π

(
f(x0 + t)− g(x0 + t)

)
Dn(t) dt

=

∫
[−π,π]\(−δ,δ)

(
f(x0 + t)− g(x0 + t)

)
Dn(t) dt =

1

2π

∫
[−π,π]\(−δ,δ)

F (t)
sin(n+ 1/2)t

sin t/2
dt,

ãäå F (t) = f(x0 + t) − g(x0 + t). Ïîñêîëüêó | sin t/2| > sin δ/2 ïðè t ∈ [−π, π] \ (−δ, δ), à
ôóíêöèè f è g ïðèíàäëåæàò L1(−π, π), ôóíêöèÿ F (t)/ sin(t/2) èíòåãðèðóåìà íà ìíîæå-
ñòâå [−π, π] \ (−δ, δ). Â ñèëó ëåììû Ðèìàíà � Ëåáåãà 2.8 èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Ïîýòîìó Sn(f, x0)−Sn(g, x0)→ 0 ïðè n→∞, îòêóäà ñðàçó
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ðÿäîâ Ôóðüå.
Ïðè îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàçëàãàåìîé ôóíê-
öèè íà âñ¼ì îòðåçêå [−π, π], ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû èìåííî ïî ýòîìó
îòðåçêó. Òî åñòü, ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå èìååò íåëîêàëüíûé õàðàêòåð. Äîêàçàííàÿ òåî-
ðåìà îäíàêî óòâåðæäàåò, ÷òî íà çíà÷åíèå ñóììû ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå âëèÿþò çíà÷åíèÿ
ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè òîëüêî â íåêîòîðîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
Âíå ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèþ ìîæíî êàê óãîäíî èçìåíèòü (ñîõðàíèâ èíòåãðèðóåìîñòü),
è ýòî íå èçìåíèò ñóììû ðÿäà Ôóðüå â ñàìîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå â ðÿä
Ôóðüå èìååò âñ¼-òàêè ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ïîýòîìó òåîðåìà è íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ëî-
êàëèçàöèè.
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2.3 Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå

Èçó÷èì òåïåðü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå íå â êàêîé-òî îòäåëüíîé òî÷êå, à íà âñ¼ì
îòðåçêå [−π, π]. Ðå÷ü èä¼ò î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà ýòîì îòðåçêå. Íàïðèìåð, åñëè
ðàçëàãàåìàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â êàæäîé òî÷êå óñëîâèþ Äèíè â íåêîòîðîì ñìûñëå
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−π, π], òî ðÿä Ôóðüå áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî. Îäíà-
êî ïðîâåðèòü ðàâíîìåðíîå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Äèíè íå î÷åíü ïðîñòî, õîòÿ è âîçìîæíî.
Ìîæíî íàëîæèòü íà f áîëåå ïðèâû÷íîå óñëîâèå, ÷òî ìû è ñäåëàåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0, α[−π, π], α ∈ (0, 1), ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [−π, π] ôóíêöèé
f , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà:

|f(x)− f(y)| 6 C |x− y|α

äëÿ âñåõ x è y èç îòðåçêà [−π, π] è íåêîòîðîé êîíñòàíòû C. Ïðè α = 1 óñëîâèå Ã¼ëüäåðà
íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Ëèïøèöà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ (0, 1] ïðîñòðàíñòâî C0, α[−π, π]
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ñ íîðìîé

‖f‖C0, α[−π,π] = max
x∈[−π,π]

|f(x)|+ max
x,y∈[−π,π]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 0 ïðîñòðàíñòâî C0, α[−π, π] ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[−π, π]. ×àñòî C0, α[−π, π] ïðè α ∈ (0, 1) íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì
Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α, à C0,1[−π, π] � ïðîñòðàíñòâîì Ëèïøèöà, êîòîðîå èíîãäà îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç Lip[−π, π]. Äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ:

C0, α[−π, π] ⊂ C0, β[−π, π] ïðè 0 6 β 6 α 6 1.

Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü f : R → R � íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è f ∈
C0, α[−π, π] ñ α ∈ (0, 1]. Òîãäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê

f ðàâíîìåðíî íà [−π, π], à çíà÷èò, è íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ R è ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, π) ìû èìååì:

Sn(f, x)− f(x) =
∫ π

−π

(
f(x+ t)− f(x)

)
Dn(t) dt = Iδn(x) + Jδn(x),

ãäå

Iδn(x) =

∫ δ

−δ

(
f(x+ t)− f(x)

)
Dn(t) dt è Jδn(x) =

∫
[−π,π]\(−δ,δ)

(
f(x+ t)− f(x)

)
Dn(t) dt.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîäáåð¼ì òàêîå δ ∈ (0, π), ÷òî |Iδn(x)| < ε è |Jδn(x)| < ε
äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π] è âñåõ n > N , ãäå N � íåêîòîðîå íå çàâèñÿùåå îò x íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Îòñþäà áóäåò ñðàçó ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Íà÷í¼ì ñ Iδn. Ïîñêîëüêó f ∈ C0, α[−π, π], íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî |f(x+ t)−
f(x)| 6 C|t|α äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π]. Ïîýòîìó

|Iδn(x)| 6
∫ δ

−δ

∣∣f(x+ t)− f(x)
∣∣ |Dn(t)| dt 6

1

2π

∫ δ

−δ

∣∣f(x+ t)− f(x)
∣∣

| sin t/2|
dt 6

C

2π

∫ δ

−δ

|t|α

| sin t/2|
dt.

Ïðè α > 0 ôóíêöèÿ t 7→ |t|α/| sin t/2| èíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðå-
ðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |Iδn(x)| < ε äëÿ âñåõ n ∈ N è âñåõ
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x ∈ [−π, π]. Èòàê, ìû óæå âûáðàëè δ è íå ìîæåì â äàëüíåéøåì åãî ìåíÿòü. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî δ íå çàâèñèò íè îò x, íè îò n.

Ðàññìîòðèì òåïåðü Jδn. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî [−π, π] \ (−δ, δ) íà 2k îòðåçêîâ [ai, bi], i =
1, . . . , 2k, îäèíàêîâîé äëèíû λk = (π − δ)/k. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïîðÿäêà α ñ ïîñòîÿííîé C, ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣F (x, t)− F (x, ai)∣∣ 6 C λαk ïðè t ∈ [ai, bi], i = 1, . . . , 2k,

ãäå F (x, t) = f(x+ t)− f(x). Ïîýòîìó

|Jδn(x)| 6
2k∑
i=1

∣∣∣ ∫ bi

ai

F (x, t)Dn(t) dt
∣∣∣

6
2k∑
i=1

∣∣∣ ∫ bi

ai

(
F (x, t)− F (x, ai)

)
Dn(t) dt

∣∣∣+ 2k∑
i=1

∣∣∣ ∫ bi

ai

F (x, ai)Dn(t) dt
∣∣∣

6 C λαk

2k∑
i=1

∫ bi

ai

|Dn(t)| dt+
2k∑
i=1

|F (x, ai)|
∣∣∣ ∫ bi

ai

Dn(t) dt
∣∣∣.

Íà ìíîæåñòâå [−π, π] \ (−δ, δ) ôóíêöèÿ |Dn| îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé
(
2π sin(δ/2)

)−1
. Ñëå-

äîâàòåëüíî,

|Jδn(x)| 6 C λαk
2(π − δ)
2π sin δ/2

+
2k∑
i=1

|F (x, ai)|
∣∣∣ ∫ bi

ai

Dn(t) dt
∣∣∣.

Ïîñêîëüêó λk → 0 ïðè k →∞, ñóùåñòâóåò òàêîå k∗ ∈ N, ÷òî

C λαk∗
2(π − δ)
2π sin δ/2

<
ε

2
.

Äàëåå, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè F è ëåììû 2.9 íàéä¼òñÿ òàêîå N ∈ N, ÷òî
2k∗∑
i=1

|F (x, ai)|
∣∣∣ ∫ bi

ai

Dn(t) dt
∣∣∣ < ε

2
ïðè n > N.

Òàêèì îáðàçîì, |Jδn(x)| < ε ïðè n > N äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π] è òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
�

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî îáîáùèòü. Íàïðèìåð, ìîæíî îñëàáèòü óñëîâèå ïðèíàä-
ëåæíîñòè ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâó Ã¼ëüäåðà, îäíàêî ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò òàêîãî ðîäà
óñëîâèÿ íåëüçÿ. Åñòü ïðèìåðû ïðîñòî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ðÿä Ôóðüå êîòîðûõ íå ñõî-
äèòñÿ íå òîëüêî ðàâíîìåðíî, íî è ïîòî÷å÷íî. Îòìåòèì îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû â äðóãîì
íàïðàâëåíèè, à èìåííî, â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ïî Ã¼ëüäåðó íà íåêî-
òîðîì îòðåçêå å¼ ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ÷óòü ìåíüøåì îòðåçêå. Àíàëîãè÷íîå
îáîáùåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè. Îáà ýòè óòâåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðî-
âàíû íèæå áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Óòâåðæäåíèå 2.16 (Ðàâíîìåðíûé ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè). Ïóñòü f, g : R → R � 2π-
ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, f, g ∈ L1(−π, π) è f = g ïî÷òè âñþäó íà íåêîòîðîì îòðåçêå

[a, b] ⊂ R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [α, β] ⊂ (a, b) ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé f è g ðàâíîìåðíî
ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ íà [α, β] îäíîâðåìåííî, è åñëè îíè ñõîäÿòñÿ, òî èõ ñóììû

ñîâïàäàþò.
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Óòâåðæäåíèå 2.17. Ïóñòü f : R → R � 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, f ∈ C0,α[a, b],
α ∈ (0, 1], äëÿ íåêîòîðîãî îòðåçêà [a, b] ⊂ R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [α, β] ⊂ (a, b) ðÿä
Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ íà [α, β] ðàâíîìåðíî.

Ïðèìåð 2.18. Ðàññìîòðèì 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ f : R→ R, òàêóþ ÷òî

f(x) =
π − x
2

ïðè x ∈ [0, 2π).

Ëåãêî ïîñ÷èòàòü, ÷òî å¼ ðÿä Ôóðüå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∞∑
k=1

sin kx

k
.

Ýòîò ðÿä ìû óæå èññëåäîâàëè è âûÿñíèëè, ÷òî îí ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ R è ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî x íà ìíîæåñòâå Gδ = R \ ∪m∈Z(2πm− δ, 2πm+ δ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0.
Ñåé÷àñ ìû ìîæåì îáúÿñíèòü ïðè÷èíó òàêîé ñõîäèìîñòè. Íà ìíîæåñòâå Gδ/2 ôóíêöèÿ
f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ïîýòîìó ñõîäèìîñòü å¼ ðÿäà Ôóðüå íà Gδ ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíîé. Ïîñêîëüêó δ ïðîèçâîëüíî, ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå, îòëè÷íîé
îò 2πm, m ∈ Z. Â òî÷êàõ xm = 2πm ñõîäèìîñòü òîæå åñòü, òàê êàê sin kxm = 0 äëÿ âñåõ
k,m ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ íà R, íî ýòà ñõîäèìîñòü íå ìîæåò áûòü
ðàâíîìåðíîé, ïîñêîëüêó â òî÷êàõ xm, m ∈ Z, ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà. ×àñòè÷íûå ñóììû
ýòîãî ðÿäà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7 è 8 íà ñòð. 27. •

Äàëåå æå ìû èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè ÷òî-íèáóäü ñêàçàòü î ðÿäå Ôóðüå, åñëè
ðàñêëàäûâàåìàÿ ôóíêöèÿ f : R → R ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé è ëèøü íåïðåðûâíîé.
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, òàêîé ðÿä Ôóðüå ìîæåò è ðàñõîäèòüñÿ. Íî íàì èçâåñòíû äâà
ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ïîïðîáóåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ×åçàðî.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

σn(f, x) =
1

n

(
S0(f, x) + · · ·+ Sn−1(f, x)

)
.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî

σn(f, x) =

∫ π

−π
f(x+ t)Φn(t) dt, ãäå Φn(t) =

1

2πn

(sinnt/2
sin t/2

)2
.

Ðèñ. 4: Ôóíêöèÿ Φ20.

Ìû íå ïåðâûå, êîìó ïðèøëà â ãîëîâó ïî-
äîáíàÿ èäåÿ, ïîýòîìó ó ïîëó÷åííûõ âåëè÷èí
åñòü îáùåïðèíÿòûå íàçâàíèÿ: σn(f, x) íàçûâà-
åòñÿ ñóììîé Ôåéåðà ôóíêöèè f , à Φn � ÿäðîì

Ôåéåðà. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè
Φ20 íà îòðåçêå [−π, π].
Óïðàæíåíèå 2.19. Âûâåñòè ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ÿäðà Ôåéåðà. •

Îòìåòèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ÿä-
ðà Ôåéåðà. Âî-ïåðâûõ, Φn ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé íåîò-
ðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé è Φn(0) = n/(2π). Âî-
âòîðûõ, Φn � 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèÿ, ïî-
ñêîëüêó

Φn(t) =
1

n

n−1∑
k=0

Dk(t),
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à êàæäîå ÿäðî Äèðèõëå Dk � 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèÿ. Äàëåå, èç ýòîãî æå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∫ π

−π
Φn(t) dt = 1

äëÿ âñåõ n ∈ N â ñèëó àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà Dk. Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, π)

lim
n→∞

∫ π

δ

Φn(t) dt = lim
n→∞

∫ −δ
−π

Φn(t) dt = 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî∫ π

δ

Φn(t) dt =
1

2πn

∫ π

δ

(sinnt/2
sin t/2

)2
dt 6

1

2πn

π − δ
(sin δ/2)2

.

Òåîðåìà 2.20 (Ôåéåð). Ïóñòü f : R → R � íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Òîãäà σn(f)→ f ðàâíîìåðíî íà [−π, π], à çíà÷èò, è íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ÿäðà Ôåéåðà, äëÿ êàæäîãî x ∈ R ìû ïîëó÷èì:

σn(f, x)− f(x) =
∫ π

−π

(
f(x+ t)− f(x)

)
Φn(t) dt.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íàéä¼òñÿ òàêîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî |f(x+ t)− f(x)| < ε/2 ïðè |t| < δ. Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π] ñ îäíèì è òåì æå δ, ïîñêîëüêó èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå [−π, π] ñëåäóåò å¼ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü. Áîëåå òîãî, x ìîæíî
âçÿòü ïðîèçâîëüíûì íà R, òàê êàê ôóíêöèÿ f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Ïîýòîìó

∣∣∣ ∫ δ

−δ

(
f(x+ t)− f(x)

)
Φn(t) dt

∣∣∣ 6 ∫ δ

−δ

∣∣f(x+ t)− f(x)
∣∣Φn(t) dt

6 ε

∫ δ

−δ
Φn(t) dt < ε

∫ π

−π
Φn(t) dt = ε/2.

Îïÿòü æå èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî |f(x)| 6M äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé
M ∈ R+ è âñåõ x ∈ R. Ïîýòîìó∣∣∣ ∫

[−π,π]\(−δ,δ)

(
f(x+ t)− f(x)

)
Φn(t) dt

∣∣∣ 6 2M

∫
[−π,π]\(−δ,δ)

Φn(t) dt

= 4M

∫ π

δ

Φn(t) dt→ 0 ïðè n→∞.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N ∈ N, ÷òî∣∣∣ ∫
[−π,π]\(−δ,δ)

(
f(x+ t)− f(x)

)
Φn(t) dt

∣∣∣ < ε/2 ïðè n > N.

Îáúåäèíÿÿ äâà ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

|σn(f, x)− f(x)| < ε ïðè n > N
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äëÿ âñåõ x ∈ R, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Òåîðåìà Ôåéåðà èìååò çíà÷åíèå íå òîëüêî êàê èíòåðåñíûé ôàêò. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëü-
êó σn(f) ÿâëÿåòñÿ ïðè êàæäîì n ∈ N òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì, èç ýòîé òåîðåìû
ñëåäóåò òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Áîëåå òîãî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, â òåîðåìå Ôåéåðà ïðåäëàãà-
åòñÿ êîíêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàâíîìåðíî.

Óïðàæíåíèå 2.21. Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ïóñòü f : R → R � 2π-ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è f ∈ L1(−π, π). Òîãäà σn(f)→ f â L1(−π, π) ïðè n→∞.
Ñîâåò: äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ôåé-
åðà. Ïðè ýòîì âîçíèêíóò ïîâòîðíûå èíòåãðàëû, êîòîðûå ïðèäåòñÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè, à
òàêæå íåîáõîäèìî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî

lim
t→0

∫ π

−π

∣∣f(x+ t)− f(x)
∣∣ dx = 0

äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f ∈ L1(−π, π). Ýòîò ôàêò ìû òàêæå îñòàâèì â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ. Ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè f çäåñü íóæíà òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü
f(x+ t) âíå îòðåçêà [−π, π]. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå. •

Åñëè f ∈ L1(−π, π), òî ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âñå ñîîòâåòñòâóþùèå f êî-
ýôôèöèåíòû Ôóðüå ak è bk. Ìîæíî ïîñòàâèòü îáðàòíûé âîïðîñ: åñëè çàäàíû ÷èñëîâûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} è {bk}, áóäåò ëè ñîîòâåòñòâóþùèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ðÿäîì
Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè? Â îáùåì ñëó÷àå îòâåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòðèöàòåëüíûé. Îäíàêî
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÷òî-òî âñ¼ æå ìîæíî ñêàçàòü. Íàïðèìåð, åñëè

∑∞
k=1(a

2
k + b2k) < ∞,

òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðèññà � Ôèøåðà, ñóùåñòâóåò f ∈ L2(−π, π), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé ðÿäà Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòàìè {ak} è {bk}. Èñïîëüçóÿ ñóììû Ôåéåðà ìîæíî âû-
ïèñàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé
âîïðîñ. Ìû íå áóäåì èõ äîêàçûâàòü, à ëèøü ñôîðìóëèðóåì.

Óòâåðæäåíèå 2.22. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä áûë ðÿäîì Ôóðüå íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σn} åãî ñóìì

Ôåéåðà ñõîäèëàñü ðàâíîìåðíî.

Ôàêòè÷åñêè, ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ôåéåðà.

Óòâåðæäåíèå 2.23. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä áûë ðÿäîì Ôóðüå ôóíê-

öèè f ∈ Lp(−π, π), p ∈ (1,∞], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ‖σn‖p 6 K äëÿ íåêîòî-

ðîãî K ∈ R+ è âñåõ n ∈ N.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî
×åçàðî ïðèìåíèòü ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ � Ïóàññîíà.

2.4 Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Òåîðèÿ ðÿäîâ Ôóðüå î÷åíü îáøèðíà è âðÿä ëè ìîæåò áûòü ïîëíî èçëîæåíà â ðàìêàõ
êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íàøà öåëü ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òîáû ïîçíàêîìèòüñÿ ñ
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îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè ýòîé òåîðèè. Â ýòîì ïóíêòå ñîáðàíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
ôàêòû, êîòîðûå íèêàê íå áûëè îòðàæåíû â ïðåäûäóùåì èçëîæåíèè è êîòîðûå ìîãóò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè. Àíàëèç ýòèõ ôàêòîâ ìû ïðîâîäèòü íå áóäåì. Íåêîòîðûå èç íèõ â
òàêîì àíàëèçå è íå íóæäàþòñÿ.

Ðÿäû Ôóðüå íà îòðåçêå [0, π].

Â ïðîñòðàíñòâå L2(0, π) ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû
ôóíêöèé:

1, cosx, cos 2x, . . . , cos kx, . . .

è
sinx, sin 2x, . . . , sin kx, . . . .

Â ñàìîì äåëå, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ L2(0, π) è îïðåäåëèì ÷¼òíóþ ôóíêöèþ
g : [−π, π]→ R ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) =

{
f(x), x ∈ [0, π],

f(−x), x ∈ [−π, 0).

Ïîñêîëüêó g � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(−π, π), îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå ðÿäà Ôóðüå, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñèíóñàìè ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó

f(x) = g(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, π].

Áîëåå òîãî, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, π).
Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëèâ ôóíêöèþ g íà [−π, π] íå÷¼òíûì îáðàçîì:

g(x) =

{
f(x), x ∈ [0, π],

−f(−x), x ∈ [−π, 0),
ìû ïîëó÷èì, ÷òî

f(x) = g(x) =
∞∑
k=1

bk sin kx äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, π]

è ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, π).

Ðÿäû Ôóðüå íà îòðåçêå [−τ, τ ].
Ðàññìîòðèì òåïåðü 2τ -ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, ãäå τ � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Çàìåíîé ïåðåìåííîé ýòîò ñëó÷àé ëåãêî ñâåñòè ê èçó÷åíèþ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f : R → R ÿâëÿåòñÿ 2τ -ïåðèîäè÷åñêîé, òî ôóíêöèÿ
g : R→ R, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) = f
(τ
π
x
)
,

ÿâëÿåòñÿ óæå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé, è äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâû âñå äîêàçàííûå íàìè óòâåðæäå-
íèÿ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè g, ìû ìîæåì âûïèñàòü ðÿä Ôóðüå 2τ -
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f :

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

π

τ
kx+ bk sin

π

τ
kx
)
,
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ãäå

ak =
1

τ

∫ τ

−τ
f(x) cos

π

τ
kx dx, bk =

1

τ

∫ τ

−τ
f(x) sin

π

τ
kx dx.

ßâëåíèå Ãèááñà.

Ðàññìîòðèì 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ f : R→ R, òàêóþ ÷òî

f(x) =

{
−1, x ∈ (−π, 0),
1, x ∈ (0, π).

Ýòà ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â òî÷êàõ kπ, k ∈ Z. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f(kπ) = 0,
k ∈ Z, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñî âòîðîé òåîðåìîé Äèíè 2.12. Ðàçëîæèì f â ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
4

π

∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
.

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ R, íî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà â ïðàâîé

Ðèñ. 5: ×àñòè÷íàÿ ñóììà S15(f). Ðèñ. 6: ×àñòè÷íàÿ ñóììà S50(f).

÷àñòè íåò. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ðÿä Ôóðüå ðàçðûâíîé ôóíêöèè íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ
ê íåé ðàâíîìåðíî. Ïîïðîáóåì âûÿñíèòü ïðè÷èíó îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn(f) ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà Ôóðüå. Íà
ðèñ. 5 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè S15(f). Âèäèì, ÷òî âáëèçè òî÷åê kπ ïðèñóòñòâóþò
âûäåëÿþùèåñÿ ïèêè. Åñëè óâåëè÷èâàòü n, òî ïèêè íèêóäà íå èñ÷åçíóò (ñì. ðèñ. 6), Sn(f)
áóäåò ïî-ïðåæíåìó îòêëîíÿòüñÿ îò íóëÿ ïðèìåðíî íà 18% áîëüøå, ÷åì èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ
f . Ýòîò ôàêò íàçûâàåòñÿ ÿâëåíèåì Ãèááñà ïî èìåíè ÷åëîâåêà (âåëèêîãî ôèçèêà è ìåõàíèêà
Äæ. Ãèááñà), ïðèâëåêøåãî ê íåìó âíèìàíèå â ñâîèõ ðàáîòàõ â êîíöå 19-ãî âåêà. Îòìåòèì,
÷òî çà 50 ëåò äî Äæ. Ãèááñà ýòî ÿâëåíèå áûëî îòêðûòî Ã. Óèëáðýìîì.

Òàêîãî ðîäà ïðèìåð îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ó ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ìû â ñâî¼ âðåìÿ ðàññìàòðèâàëè. Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî îí õàðàêòåðåí äëÿ
ðÿäîâ Ôóðüå. ßâëåíèå Ãèááñà âîçíèêàåò âñåãäà ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå ðàçðûâíîé
ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ èç ïðèìåðà 2.18. Ãðàôèêè
÷àñòè÷íûõ ñóìì S15(f) è S50(f) å¼ ðÿäà Ôóðüå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7 è 8. Âèäèì, ÷òî ïèêè
âáëèçè òî÷åê ðàçðûâà è óïîìÿíóòûå îòêëîíåíèÿ â 18% ïðèñóòñòâóþò è çäåñü.
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Ðèñ. 7: ×àñòè÷íàÿ ñóììà S15(f) ôóíêöèè
f(x) = (π − x)/2.

Ðèñ. 8: ×àñòè÷íàÿ ñóììà S50(f) ôóíê-
öèè f(x) = (π − x)/2.

Êîìïëåêñíûå ðÿäû Ôóðüå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f : R → R ïðåäñòàâèìà ñâîèì ðÿäîì
Ôóðüå:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
,

ãäå

ak =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos kt dt, bk =

1

π

∫ π

−π
f(t) sin kt dt.

Ìû óæå îòìå÷àëè ïîëåçíîñòü ôîðìóëû Ýéëåðà, ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü å¼ è â ýòîì ñëó÷àå.
Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå

cos kx =
eikx + e−ikx

2
è sin kx =

eikx − e−ikx

2i
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

f(x) =
∞∑

k=−∞

cke
ikx,

ãäå c0 = a0/2, ck = (ak + ibk)/2 ïðè k < 0 è ck = (ak − ibk)/2 ïðè k > 0. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà ck ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

ck =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikx dx.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â âèäå êîìïëåêñíîãî ðÿäà Ôóðüå,
êîòîðûé âûãëÿäèò êîìïàêòíåå ñîîòâåòñòâóþùåãî âåùåñòâåííîãî ðÿäà.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîìïëåêñíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f :
R → C, ãäå f = f1 + if2 è f1, f2 : R → R � âåùåñòâåííûå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ f1 íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé, à f2 � ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè f .
Çäåñü ñòîèò ñäåëàòü îòñòóïëåíèå, ñâÿçàííîå ñ êîìïëåêñíûìè ïðîñòðàíñòâàìè èíòåãðèðó-
åìûõ ôóíêöèé.

Ñêàæåì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp(−π, π), p ∈ [1,∞],
åñëè å¼ âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ëåæàò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ íîðìû â ýòèõ
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ïðîñòðàíñòâàõ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, îñòà¼òñÿ ïðåæíåå âûðàæåíèå:

‖u‖p =
(∫ π

−π

∣∣u(x)∣∣p dx)1/p, p ∈ [1,∞), ‖u‖∞ = ess sup
x∈[−π,π]

∣∣u(x)∣∣,
ãäå |u| =

√
u21 + u22. Ñ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì L2(−π, π) åñòü íåáîëüøîé íþàíñ. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

(u, v) =

∫ π

−π
u(x) v(x) dx, u, v ∈ L2(−π, π),

ãäå ÷åðòà íàä çíàêîì ôóíêöèè îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå: v = v1− iv2. Î÷åâèäíî,
÷òî ‖u‖22 = (u, u). Â çàìå÷àíèè 1.1 ìû óæå ãîâîðèëè î ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè â êîì-
ïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè
îïðåäåëåíèÿìè äëÿ àáñòðàêòíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà L2(−π, π) ìû èìååì:

f =
∞∑

k=−∞

αkϕk,

ãäå

ϕk(x) =
1√
2π

eikx, αk = (f, ϕk), k ∈ Z.

Ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk, k ∈ Z} îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(−π, π).
Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû îòëè÷àòü êîìïëåêñíûå ïðîñòðàíñòâà îò âåùåñòâåííûõ, ìû èíî-

ãäà, êîãäà ýòî èìååò çíà÷åíèå, áóäåì ïèñàòü LpC â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå.

3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Â ðÿä Ôóðüå ðàñêëàäûâàþòñÿ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Ýòîò àïïàðàò ìîæíî ïðè-
ìåíèòü òàêæå ê ôóíêöèÿì, îïðåäåë¼ííûì íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, ïðîäîëæèâ èõ ïå-
ðèîäè÷åñêè íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Îäíàêî, åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà R è íå ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé, ïðèõîäèòñÿ èñêàòü äðóãèå ïóòè å¼ èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îäíèì èç
íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ èíñòðóìåíòîâ ñëóæèò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, î êîòîðîì è
ïîéä¼ò ðå÷ü â äàííîì ïàðàãðàôå.

3.1 Ôîðìóëà Ôóðüå

Âîîáùå ãîâîðÿ, åñëè ôóíêöèÿ f : R → R íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, íî f ∈ L1(R), òî
f ∈ L1(−τ, τ) äëÿ âñåõ τ > 0. Íî íà îòðåçêå [−τ, τ ] ìû ìîæåì ðàçëîæèòü f â ðÿä Ôóðüå.
Óñòðåìèâ â ýòîì ðàçëîæåíèè τ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ôóðüå. Ïðîùå, îäíàêî, âûâåñòè ýòó ôîðìóëó èç äðóãèõ
ñîîáðàæåíèé.

Íàì ïðèäåòñÿ èíòåãðèðîâàòü ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïîýòîìó ñíà÷àëà íàïîìíèì,
êàê òàêèå èíòåãðàëû Ëåáåãà îïðåäåëÿþòñÿ. ×åðåç L(X) ìû îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíòå-
ãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèé. ×èñëîâàÿ îñü R ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
áåñêîíå÷íîé îäíîìåðíîé ìåðû Ëåáåãà, ïîýòîìó g ∈ L(R), åñëè g ∈ L(X) äëÿ ëþáîãî
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R êîíå÷íîé ìåðû è sup

∫
X
|g| dx < ∞, ãäå ñóïðåìóì áåð¼òñÿ
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ïî âñåì òàêèì ìíîæåñòâàì X. Ïðè ýòîì
∫
R g dx = limk→∞

∫
Xk
g dx, ãäå {Xk} � èñ÷åðïû-

âàþùàÿ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ: ∪∞k=1Xk = R. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåë
íå çàâèñèò îò âûáîðà èñ÷åðïûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ
èíòåãðàëà îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp(R), p ∈ [1,∞), â ÷àñòíîñòè, L1(R) = L(R).

Ìîæíî ââåñòè åù¼ îäíî ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó áåñêîíå÷íîé ìåðû, êî-
òîðîå àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ñêàæåì, ÷òî g ∈ L∗(0,∞),
åñëè g ∈ L(0, τ) äëÿ âñåõ τ ∈ R+ è ñóùåñòâóåò ïðåäåë limτ→∞

∫ τ
0
g(x) dx. Ýòîò ïðåäåë

íàçîâ¼ì íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò ôóíêöèè g ïî ïðîìåæóòêó (0,∞) è îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç

∫∞
0
g(x) dx. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî (−∞, 0).

Ñêàæåì, ÷òî g ∈ L∗(R), åñëè g ∈ L∗(−∞, 0) ∩L∗(0,∞) è∫
R
g(x) dx =

∫ ∞
−∞

g(x) dx = lim
k→∞

∫ βk

−αk
g(x) dx = lim

k→∞

∫ 0

−αk
g(x) dx+ lim

k→∞

∫ βk

0

g(x) dx

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αk}k∈N è {βk}k∈N, òàêèõ ÷òî αk → +∞ è βk →
+∞ ïðè k →∞. Åñëè αk = βk äëÿ âñåõ k ∈ N, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàë ñóùåñòâóåò
â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ è ïèñàòü p.v.

∫∞
−∞ g(x) dx. Â îïðåäåëåíèè L∗(R) ìû âìåñòî íóëÿ

ìîãëè áû âçÿòü ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ÷òî íå ïîâëèÿëî áû íà ðåçóëüòàò.

Ðèñ. 9: Îöåíêà ñíèçó èíòåãðàëà ôóíêöèè
| sinx/x|.

Åñëè ôóíêöèÿ g èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà
áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå (α,∞) â íåñîáñòâåí-
íîì ñìûñëå, òî g ∈ L∗(α,∞). Î÷åâèäíî, ÷òî
L(R) ⊂ L∗(R), îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþ-
ùèé ïðèìåð, îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ íåò.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g : R→ R,
òàêóþ ÷òî

g(x) =
sinx

x
ïðè x ∈ R \ {0} è g(0) = 1.

Ìû óæå èññëåäîâàëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
Ðèìàíà

∫∞
−∞ g(x) dx, íàçûâàåìûé èíòåãðàëîì

Äèðèõëå, è äîêàçàëè, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ê π. Î÷å-
âèäíî, ÷òî g ∈ L∗(R) è íåñîáñòâåííûé èíòå-
ãðàë Ëåáåãà òîæå ñõîäèòñÿ ê π. Òåì íå ìåíåå,

g 6∈ L(R). Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
ôàêòà íàì äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñíèçó èíòåãðàë

∫∞
0
|g(x)| dx. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N

ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∫ πm

0

∣∣∣sinx
x

∣∣∣ dx =
m∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

∣∣∣sinx
x

∣∣∣ dx > 1

2

m∑
k=1

π

π(k + (k − 1))/2
=

m∑
k=1

1

2k − 1
.

Ôàêòè÷åñêè ìû îöåíèëè èíòåãðàë ñíèçó ÷åðåç ñóììó ïëîùàäåé ëåæàùèõ ïîä ãðàôèêîì
ôóíêöèè |g| òðåóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ 9). Ñïðàâà â ýòîé îöåíêå ñòîèò ÷àñòè÷íàÿ ñóììà
ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó

∫ πm
0
|g(x)| dx→∞ ïðè m→∞ è, êàê

ñëåäñòâèå, g 6∈ L(R). •

Òåîðåìà 3.2 (Ôîðìóëà Ôóðüå). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L1
C(R) îïðåäåëåíà â òî÷êå x0 ∈ R è

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè:∫ δ

−δ

|f(x0 + t)− f(x0)|
|t|

dt <∞
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äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

f(x0) =
1

π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

f(t) cosλ(t− x0) dt dλ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

F (x0, τ) =
1

π

∫ τ

0

∫ ∞
−∞

f(t) cosλ(t− x0) dt dλ.

Èíòåãðàë ïî λ áóäåì ïîíèìàòü, êàê íåñîáñòâåííûé, ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî
F (x0, τ) → f(x0) ïðè τ → ∞. Çàìåòèì, ÷òî F (x0, τ) îïðåäåëåíî ïðè τ ∈ R+, ïîñêîëüêó
f ∈ L1(R) è êîñèíóñ � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ìû ìîæåì
ïåðåñòàâèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

F (x0, τ) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)

∫ τ

0

cosλ(t− x0) dλ dt.

Ìû äîêàçàëè òåîðåìó Ôóáèíè òîëüêî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, ïîýòîìó ïîêàæåì,
êàê ìîæíî åþ âîñïîëüçîâàòüñÿ â äàííîì ñëó÷àå. Ïóñòü {αk}k∈N è {βk}k∈N � ïðîèçâîëüíûå
÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèå ÷òî αk → +∞ è βk → +∞ ïðè k → ∞. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíî òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà,
ïîëó÷èì:

F (x0, τ) =
1

π

∫ τ

0

lim
k→∞

∫ βk

−αk
f(t) cosλ(t− x0) dt dλ =

1

π
lim
k→∞

∫ τ

0

∫ βk

−αk
f(t) cosλ(t− x0) dt dλ

=
1

π
lim
k→∞

∫ βk

−αk
f(t)

∫ τ

0

cosλ(t− x0) dλ dt =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)

∫ τ

0

cosλ(t− x0) dλ dt.

Ïîñ÷èòàâ èíòåãðàë ïî λ, ìû ïðèä¼ì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

F (x0, τ) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)
sin τ(t− x0)

t− x0
dt =

1

π

∫ ∞
−∞

f(x0 + t)
sin τt

t
dt.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷èëîñü â ðåçóëüòàòå çàìåíû t−x0 íà íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, êîòîðóþ ìû ñíîâà îáîçíà÷èëè ÷åðåç t. Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íå èçìåíèëèñü,
ïîñêîëüêó x0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Òåïåðü, âñïîìíèâ ïðèìåð 3.1, ìû çàìåòèì, ÷òî∫ ∞

−∞

sin τt

t
dt =

∫ ∞
−∞

sin t

t
dt = π

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà τ . Ëåâîå ðàâåíñòâî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ
çàìåíû τt íà íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó

F (x0, τ)− f(x0) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(x0 + t)− f(x0)
t

sin τt dt.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T , ÷òî
|F (x0, τ) − f(x0)| < ε äëÿ âñåõ τ > T . Äëÿ ýòîãî ìû ðàçîáüåì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ñóììó òð¼õ èíòåãðàëîâ:

F (x0, τ)− f(x0) =
1

π

∫ α

−α

f(x0 + t)− f(x0)
t

sin τt dt

+
1

π

∫
R\(−α,α)

f(x0 + t)
sin τt

t
dt− f(x0)

π

∫
R\(−α,α)

sin τt

t
dt,
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ãäå α � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìû äàëåå îïðåäåëèì.
Îöåíèì âòîðîé èíòåãðàë:∣∣∣ 1

π

∫
R\(−α,α)

f(x0 + t)
sin τt

t
dt
∣∣∣ 6 1

απ
‖f‖1.

Òàê êàê f ∈ L1(R), íàéä¼òñÿ òàêîå α0 > 0, ÷òî∣∣∣ 1
π

∫
R\(−α,α)

f(x0 + t)
sin τt

t
dt
∣∣∣ < ε

3
ïðè α > α0.

Ðàññìîòðèì òðåòèé èíòåãðàë. Â ñèëó ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫∞
−∞ sin τt/t dt

íàéäåòñÿ òàêîå α1 > α0, ÷òî∣∣∣f(x0)
π

∫
R\(−α,α)

sin τt

t
dt
∣∣∣ < ε

3
ïðè α > α1.

Îñòàëîñü îöåíèòü ïåðâûé èíòåãðàë, â êîòîðîì ìû çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî α > α1. Òàê
êàê ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå x0 óñëîâèþ Äèíè, ôóíêöèÿ t 7→ (f(x0+ t)− f(x0))/t
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà L1(−α, α). Êàê ñëåäóåò èç ëåììû Ðèìàíà � Ëåáåãà 2.8,
íàéä¼òñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T , ÷òî∣∣∣ 1

π

∫ α

−α

f(x0 + t)− f(x0)
t

sin τt dt
∣∣∣ < ε

3

äëÿ âñåõ τ > T .
Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ìû ïîëó÷èì, ÷òî |F (x0, τ) − f(x0)| < ε ïðè τ > T , à

ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî F (x0, τ)→ f(x0) ïðè τ →∞. �

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò òåîðåìû 2.10 ìû âûïèñàëè óñëîâèå Äèíè ñ A = f(x0). Åñëè
áû ìû îñòàâèëè ÷èñëî A â ýòîì óñëîâèè, òî è â ôîðìóëå Ôóðüå âìåñòî f(x0) ñòîÿëî áû
A, ÷òî ñêðûâàëî áû ñóòü ýòîé ôîðìóëû. Åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè âî
âñåõ òî÷êàõ x0 ∈ R, òî è ñïðàâà ïîä èíòåãðàëîì, è ñëåâà áóäåò ñòîÿòü f .

Äîêàçàííóþ ôîðìóëó Ôóðüå ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîé êîìïëåêñíîé ôîðìå.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî λ 7→ cosλ(t− x0) � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó

f(x0) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t) cosλ(t− x0) dt dλ.

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ λ 7→ sinλ(t− x0) ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé, ïîýòîìó∫ N

−N

∫ +∞

−∞
f(t) sinλ(t− x0) dt dλ = 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N ∈ R+. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè ïî λ ïî ñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî íóëÿ îòðåçêó [−N,N ]. Òàêèì îáðàçîì,

p.v.

∫ +∞

−∞
dλ

∫ +∞

−∞
f(t) sinλ(t− x0) dt = lim

N→+∞

∫ N

−N
dλ

∫ +∞

−∞
f(t) sinλ(t− x0) dt = 0.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà è îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó
Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå:

f(x0) =
1

2π
p.v.

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλ(t−x0) dt dλ.

Çäåñü èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé t ïîíèìàåòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé, à ïî λ� â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå ìîæíî áûëî áû ïîñòàâèòü eiλ(t−x0), òî åñòü,
èçìåíèòü çíàê âûðàæåíèÿ â ñòåïåíè ÷èñëà e. Ýòî íèêàê íå ïîâëèÿëî áû íà ïðàâèëüíîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ. Âûáîð òàêîãî çíàêà � äàíü òðàäèöèè.

Ìû âûâîäèëè ôîðìóëó Ôóðüå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Íî ìû
íèãäå íå ïîëüçîâàëèñü å¼ âåùåñòâåííîñòüþ, ïîýòîìó ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà òàêæå è
äëÿ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé f : R→ C.

3.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è åãî ñâîéñòâà

Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1
C(R) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ f̂ : R→ C, òàêóþ ÷òî

f̂(λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλt dt.

Ôóíêöèÿ f̂ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f . Ìû áóäåì òàêæå èñïîëü-
çîâàòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîçíà÷åíèå F(f). Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ôóðüå, åñëè f
óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå x0 óñëîâèþ Äèíè, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå:

f(x0) =
1√
2π

p.v.

∫ +∞

−∞
f̂(λ) eiλx0 dλ.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îò f̂ è îáîçíà-
÷àåòñÿ F−1(f̂). Îòìåòèì ñõîæåñòü âûïèñàííûõ ôîðìóë: îíè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì â ñòåïåíè
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè. Áîëåå ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðÿìîì ïðå-
îáðàçîâàíèè Ôóðüå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå, à â îáðàòíîì � â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè âî âñåõ òî÷êàõ âåùåñòâåííîé îñè,
òî F−1

(
F(f)

)
= f . Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ è

äðóãîãî óñëîâèÿ, îòëè÷íîãî îò óñëîâèÿ Äèíè.

Èçó÷èì ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðåæäå âñåãî ìû îòìåòèì, ÷òî Fè F−1 ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ïîêà íå áóäåì óòî÷íÿòü, îòêóäà è êóäà îíè äåéñòâóþò.
Íàïîìíèì ëèøü, ÷òî ìû îïðåäåëèëè F íà ïðîñòðàíñòâå L1

C(R).

Òåîðåìà 3.3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

èç L1
C(R) â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé CC(R). Äðóãèìè ñëîâàìè,

1. åñëè f ∈ L1
C(R), òî F(f) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà R ôóíêöèåé;

2. åñëè fk → f â L1
C(R) ïðè k →∞, òî F(fk)→ F(f) ðàâíîìåðíî íà R.

Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ L1
C(R), òî F(f)(λ)→ 0 ïðè λ→ ±∞ è maxλ∈R |F(f)(λ)| 6 1√

2π
‖f‖1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷í¼ì ìû ñ îöåíêè â êîíöå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû:

max
λ∈R
|F(f)(λ)| 6 1√

2π

∫ +∞

−∞
|f(t)| dt = 1√

2π
‖f‖1.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî |e−iλt| = 1. Èç ýòîé îöåíêè è ëèíåéíîñòè F ñðàçó
ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû:

max
λ∈R
|F(fk)(λ)−F(f)(λ)| 6 1√

2π
‖fk − f‖1.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f ∈ L1
C(R). Â ñèëó òåîðåìû Ãåéíå î íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî F(f)(λk) → F(f)(λ0) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ0 ∈ R è
ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}, ñõîäÿùåéñÿ ê λ0. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà
î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ïîñêîëüêó |f(t) e−iλt| 6 |f(t)|, ìû ìîæåì
âçÿòü f â êà÷åñòâå èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòû. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

F(f)(λk) =
1√
2π

lim
k→∞

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλkt dt =

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t) lim

k→∞
e−iλkt dt

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλ0t dt = F(f)(λ0)

Íàì îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî F(f)(λ)→ 0 ïðè λ→ ±∞, åñëè f ∈ L1
C(R). Çàôèêñèðóåì

ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå λε > 0, ÷òî |F(f)(λ)| < ε ïðè |λ| > λε.
Ïîñêîëüêó f ∈ L1

C(R), ñóùåñòâóåò òàêîå N > 0, ÷òî

1√
2π

∫
R\[−N,N ]

∣∣f(t) e−iλt∣∣ dt = 1√
2π

∫
R\[−N,N ]

|f(t)| dt < ε

2
äëÿ âñåõ λ ∈ R.

Èòàê, N ìû óæå âûáðàëè è íå ìîæåì äàëåå åãî ìåíÿòü. Â ñèëó ëåììû Ðèìàíà � Ëåáåãà 2.8
íàéä¼òñÿ òàêîå λε, ÷òî ∣∣∣ 1√

2π

∫ N

−N
f(t) e−iλt dt

∣∣∣ < ε

2
ïðè |λ| > λε.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ïðèìåð 3.4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : R→ R, òàêóþ ÷òî

f(x) =

{
1, x ∈ [a, b],

0, x ∈ R \ [a, b],

ãäå [a, b] � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè. Î÷åâèäíî, ÷òî f ∈ L1(R), ïîýòîìó
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëåíî è, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû,
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà R. Âû÷èñëèì åãî:

f̂(λ) =
1√
2π

∫ b

a

e−iλt dt =
1√
2π

i

λ
(e−iλb − e−iλa)
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Âèäèì, ÷òî, êàê è óòâåðæäàëîñü â òåîðåìå, f̂(λ) → 0 ïðè |λ| → ∞. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
ïðè a = −α è b = α, ãäå α ∈ R+,

f̂(λ) =
1√
2π

i

λ
(e−iλα − eiλα) =

√
2

π

1

λ
sinλα.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî f̂ 6∈ L1(R) (ñì. ïðèìåð 3.1), îäíàêî f̂ ∈ L∗(R) è f̂ ∈ C(R) â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî f̂(0) = α

√
2/π. •

Èçó÷èì âîïðîñ î ñâÿçè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ îïåðàöèåé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, ÷åì áîëüøå åñòü ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè f , òåì áûñòðåå ñòðåìèòñÿ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè ê íóëþ å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Çàìåòèì, ÷òî ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìû äî-
êàæåì ïðè íå ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ìîæíî áûëî áû îòêàçàòüñÿ îò ïîòî÷å÷íîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè íà R è îñòàâèòü òîëüêî ïðèíàäëåæíîñòü å¼ ïðîèçâîäíîé
ïðîñòðàíñòâó L1(R).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü f : R→ C � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, f ∈ L1
C(R) è f ′ ∈ L1

C(R).
Òîãäà

F(f ′)(λ) = iλF(f)(λ) äëÿ âñåõ λ ∈ R
è F(f)(λ) = o(1/λ) ïðè λ→ ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî f(±α)→ 0 ïðè α→∞. Â ñàìîì äåëå,

f(α) = f(0) +

∫ α

0

f ′(t) dt

è ïîñêîëüêó f ′ ∈ L1
C(R) ⊂ L∗(R), ñóùåñòâóåò ïðåäåë limα→∞ f(α). Òàê êàê f ∈ L1

C(R), ýòîò
ïðåäåë ðàâåí íóëþ. Àíàëîãè÷íî, limα→−∞ f(α) = 0.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ R ìû ïîëó÷èì:

F(f ′)(λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(t) e−iλt dt =

1√
2π

lim
α→∞

∫ α

−α
f ′(t) e−iλt dt

=
1√
2π

lim
α→∞

f(t) e−iλt
∣∣t=α
t=−α +

iλ√
2π

lim
α→∞

∫ α

−α
f(t) e−iλt dt

=
iλ√
2π

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλt dt = iλF(f)(λ).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

F(f)(λ) =
1

iλ
F(f ′)(λ).

Ïîñêîëüêó f ′ ∈ L1
C(R), èç ýòîãî ðàâåíñòâà è òåîðåìû 3.3 ñðàçó ñëåäóåò ïîñëåäíåå óòâåð-

æäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. �

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü f : R→ C � k ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, k ∈ N, f ∈ L1
C(R)

è f (`) ∈ L1
C(R) äëÿ âñåõ ` ∈ {1, . . . , k}. Òîãäà

F(f (k))(λ) = (iλ)kF(f)(λ) äëÿ âñåõ λ ∈ R

è F(f)(λ) = o(1/λk) ïðè λ→ ±∞.
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B Ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû, òàê êàê

F(f (k))(λ) = iλF(f (k−1))(λ) = (iλ)2F(f (k−2))(λ) = . . . = (iλ)kF(f)(λ).

C

Ñïðàâåäëèâ è îáðàòíûé ðåçóëüòàò: ÷åì áûñòðåå óáûâàåò ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè,
òåì áîëåå ãëàäêèì ÿâëÿåòñÿ å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Òåîðåìà 3.7. Åñëè f ∈ L1
C(R) è ôóíêöèÿ x 7→ g(x) = xf(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì

ïðîñòðàíñòâà L1
C(R), òî F(f) ∈ C1

C(R),
(
F(f)

)′
= −iF(g) è

(
F(f)

)′
(λ)→ 0 ïðè λ→ ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññóæäàòü ôîðìàëüíî, òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü áóêâàëüíî â îäíó ñòðî÷êó:

d

dλ
F(f)(λ) =

1√
2π

d

dλ

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλt dt =

1√
2π

∫ +∞

−∞
(−it) f(t) e−iλt dt = −iF(g)(λ).

Îäíàêî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî
ïàðàìåòðó ìû òðåáîâàëè íåïðåðûâíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíîé. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå íàì ïðèäåòñÿ ïðîâåñòè áîëåå ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë δ 6= 0 è λ0 ìû èìååì:

F(f)(λ0 + δ)−F(f)(λ0)

δ
=

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλ0t

e−iδt − 1

δ
dt.

Íàøà öåëü � ïåðåéòè ê ïðåäåëó â ýòîì âûðàæåíèè ïðè δ → 0. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Îáîçíà÷èì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ïðàâîé
÷àñòè ÷åðåç hδ(t) è íàéä¼ì äëÿ íå¼ íå çàâèñÿùóþ îò δ èíòåãðèðóåìóþ ìàæîðàíòó.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ∣∣∣e−iδt − 1

δ

∣∣∣ 6 2|t|

äëÿ âñåõ δ ∈ R. Â ñàìîì äåëå,∣∣∣e−iδt − 1

δ

∣∣∣ = ∣∣∣cos δt− 1

δ
− i sin δt

δ

∣∣∣ 6 ∣∣∣cos δt− 1

δt

∣∣∣ |t|+ ∣∣∣sin δt
δt

∣∣∣ |t| 6 2|t|,

òàê êàê | cosx− 1| 6 |x| è | sinx| 6 |x| äëÿ âñåõ x ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, |hδ(t)| 6 2|t| |f(t)| =
|2tf(t)| = |2g(t)|. Ïîñêîëüêó g ∈ L1

C(R), ìû ìîæåì âçÿòü 2g â êà÷åñòâå èíòåãðèðóåìîé
ìàæîðàíòû.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dλ
F(f)(λ0) = lim

δ→0

F(f)(λ0 + δ)−F(f)(λ0)

δ
=

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλ0t lim

δ→0

e−iδt − 1

δ
dt

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
(−it) f(t) e−iλ0t dt = −iF(g)(λ0).

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ0 ∈ R. Â ñèëó òåîðåìû 3.3 ôóíêöèÿ F(g)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà R, ïîýòîìó ôóíêöèÿ F(f) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà R.
Èç ýòîé æå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

(
F(f)

)′
(λ)→ 0 ïðè λ→ ±∞. �
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Ñëåäñòâèå 3.8. Åñëè f ∈ L1
C(R) è ôóíêöèè x 7→ g`(x) = x`f(x) äëÿ âñåõ ` ∈ {1, . . . , k},

k ∈ N, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà L1
C(R), òî F(f) ∈ Ck

C(R),
(
F(f)

)(k)
=

(−i)kF(gk) è
(
F(f)

)(k)
(λ)→ 0 ïðè λ→ ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïðèìåð 3.9. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàçàííîé òåîðåìû âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè x 7→ f(x) = e−αx

2
, ãäå α � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî, ÷òî

ôóíêöèè x 7→ f(x) è x 7→ xf(x) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà L1(R), ïîýòîìó, êàê
ñëåäóåò èç òåîðåìû,

d

dλ
F(f)(λ) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
(−it) e−αt2 e−iλt dt = 1√

2π

∫ +∞

−∞

i

2α

(
e−αt

2)′
e−iλt dt

=
1√
2π

i

2α
e−αt

2

e−iλt dt
∣∣∣t=+∞

t=−∞
− 1√

2π

λ

2α

∫ +∞

−∞
e−αt

2

e−iλt dt = − λ

2α
F(f)(λ).

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è òåì, ÷òî e−αt
2 → 0 ïðè t→ ±∞.

Òàêèì îáðàçîì, F(f) óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ðåøåíèå
êîòîðîãî ëåãêî íàõîäèòñÿ:

F(f)(λ) = C e−λ
2/(4α),

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îïðåäåëèì ýòó ïîñòîÿííóþ, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå èíòå-
ãðàëà Ýéëåðà � Ïóàññîíà:

C = F(f)(0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−αt

2

dt =
1√
2π

1√
α

∫ +∞

−∞
e−s

2

ds =
1√
2α
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

F(f)(λ) =
1√
2α

e−λ
2/(4α).

Èíòåðåñíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè α = 1/2. Â ýòîì ñëó÷àå F(f) = f . Òî åñòü, ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå íå èçìåíÿåò ôóíêöèþ x 7→ f(x) = e−x

2/2. •

Åñòü åù¼ îäíà îïåðàöèÿ, êîòîðóþ ìû èçó÷èì â ñâÿçè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ñâåðò-
êîé ôóíêöèé f, g ∈ L1

C(R) íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííàÿ íà R ôóíêöèÿ

x 7→ (f ∗ g)(x) = 1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt.

Ñðàçó âîçíèêàåò âîïðîñ î êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèøü èç L1(R). Âîîáùå ãîâîðÿ ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ òàêèõ ôóíêöèé íå äîëæíî áûòü èíòåãðèðóåìûì, îäíàêî ñâ¼ðòêà èìååò ñïå-
öèàëüíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî f ∗ g îïðåäåëåíà êàê ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà L1(R), òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà R.

Òåîðåìà 3.10. Åñëè f, g ∈ L1
C(R), òî f ∗ g ∈ L1

C(R) è ‖f ∗ g‖1 6 1√
2π
‖f‖1‖g‖1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f, g ∈ L1
C(R), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:∫ +∞

−∞
|f(t)| dt

∫ +∞

−∞
|g(x)| dx =

∫ +∞

−∞
|f(t)|

∫ +∞

−∞
|g(x)| dx dt

=

∫ +∞

−∞
|f(t)|

∫ +∞

−∞
|g(x− t)| dx dt =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|f(t)| |g(x− t)| dx dt.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Òîíåëëè ôóíêöèÿ (x, t) 7→ |f(t)| |g(x− t)| ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàí-
ñòâà L1

C(R× R). Ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôóáèíè,

√
2π ‖f ∗ g‖1 =

∫ +∞

−∞

∣∣∣ ∫ +∞

−∞
f(t) g(x− t) dt

∣∣∣ dx
6
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|f(t) g(x− t)| dt dx =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|f(t)| |g(x− t)| dx dt

=

∫ +∞

−∞
|f(t)| dt

∫ +∞

−∞
|g(x)| dx = ‖f‖1‖g‖1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñâ¼ðòêà èìååò ìíîãî çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, îäíàêî ìû îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì
òîëüêî îäíîãî èç íèõ, ñâÿçàííîãî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Òåîðåìà 3.11. Åñëè f, g ∈ L1
C(R), òî F(f ∗ g) = F(f)F(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè è çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x− t =
y, äëÿ ïî÷òè âñåõ λ ∈ R ìû ïîëó÷èì:

F(f ∗ g)(λ) = 1√
2π

∫ +∞

−∞

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt e−iλx dx

=
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) e−iλx dt dx =

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) e−iλx dx dt

=
1

2π

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλt

∫ +∞

−∞
g(x− t) e−iλ(x−t) dx dt

=
1

2π

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλt

∫ +∞

−∞
g(y) e−iλy dy dt = F(f)(λ)F(g)(λ). �

3.3 Èíúåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Â ýòîì ïóíêòå ìû óñòàíîâèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé èç L1
C(R) íå

ìîãóò ñîâïàäàòü. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó, îòíîñÿùóþñÿ ñêîðåå
ê òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Ëåììà 3.12. Ïóñòü f ∈ L1(R). Åñëè
∫ b
a
f(x) dx = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà (a, b) ⊂

R, òî f(x) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R.

B Åñëè A � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R, òî A ïðåäñòàâèìî â âèäå ñ÷¼òíîãî
îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà [ak, bk), k ∈ N. Ïîýòîìó∫

A

f(x) dx =
∞∑
k=1

∫ bk

ak

f(x) dx = 0.
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Åñëè G ⊂ R � ìíîæåñòâî òèïà Gδ, òî G = ∩∞k=1Ak, ãäå {Ak}k∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

G

f(x) dx = lim
k→∞

∫
Ak

f(x) dx = 0.

Åñëè E � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â R, òî ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî G òèïà
Gδ è ìíîæåñòâî M ìåðû íóëü, òàêèå ÷òî E = G \M . Ïîýòîìó∫

E

f(x) dx =

∫
G

f(x) dx = 0.

Îïðåäåëèì èçìåðèìûå ìíîæåñòâà E+ = {x ∈ R | f(x) > 0} è E− = {x ∈ R | f(x) < 0}.
Òîãäà ∫

R
|f(x)| dx =

∫
E+

f(x) dx−
∫
E−

f(x) dx = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f = 0 ïî÷òè âñþäó â R. C

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå äàííîãî ïóíêòà.

Òåîðåìà 3.13 (Îá èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå). Åñëè f, g ∈ L1
C(R) è F(f) =

F(g) ïî÷òè âñþäó â R, òî f = g ïî÷òè âñþäó â R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
F(f) = 0 ïî÷òè âñþäó â R, òî f = 0 ïî÷òè âñþäó â R.

Ïóñòü χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà (a, b) ∈ R, òî åñòü
χ(x) = 1 ïðè x ∈ (a, b) è χ(x) = 0 ïðè x ∈ R \ (a, b). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {χk} ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê χ â ïî÷òè
âñþäó â R. Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû êàæäàÿ χk áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ íà îãðàíè÷åííîì
èíòåðâàëå è |χk| 6 1 â R äëÿ âñåõ k ∈ N.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ R+ ìû ïîëó÷èì (÷åðòà íàä çíàêîì
ôóíêöèè îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå):

0 =

∫ α

−α
F(f)F(χk) dλ =

1√
2π

∫ α

−α

∫ ∞
−∞

f(x) e−iλx dxF(χk)(λ) dλ

=

∫ ∞
−∞

f(x)
1√
2π

∫ α

−α
F(χk)(λ) eiλx dλ dx.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

lim
α→∞

1√
2π

∫ α

−α
F(χk)(λ) e

iλx dλ = χk(x)

ïðè âñåõ x ∈ R. Êðîìå òîãî, ñëåäñòâèå 3.6 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ìîäóëü èíòåãðàëà∫ α
−α F(χk)(λ) e

iλx dλ îãðàíè÷åí íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü îò k, íî
íå çàâèñèò îò α. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà ñ ôóíêöèåé C|f | â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû, ìû ïîëó÷èì:

0 = lim
α→∞

∫ ∞
−∞

f(x)
1√
2π

∫ α

−α
F(χk)(λ) eiλx dλ dx =

∫ ∞
−∞

f(x)χk(x) dx.

Çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ìû óáðàëè, ïîñêîëüêó χk � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Îñó-
ùåñòâèâ â ýòîì ðàâåíñòâå åù¼ îäèí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè k →∞ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ëåáåãà, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

∫∞
−∞ f(x)χ(x) dx = 0. Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò òåïåðü

èç ëåììû 3.12 è òîãî, ÷òî χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà. �
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3.4 Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïðèìåíèòü òåõíèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ðåøå-
íèþ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà
â äëèííîé ïðîâîëîêå. Ïðîâîëîêó ìû âçÿëè, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ
îäíîìåðíûì îáúåêòîì, à ìû èçó÷èëè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Àíàëî-
ãè÷íàÿ òåõíèêà ðàçâèòà è â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâîëîêà
ÿâëÿåòñÿ äëèííîé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåòñÿ
îò −∞ äî +∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ïåðåìåííóþ âðåìåíè, êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, à ÷åðåç u � òåìïåðàòóðó ïðîâîëîêè. Òàêèì îáðàçîì, u ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ
ïåðåìåííûõ: x è t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðûé
ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì t = 0, çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðî-
âîëîêå, òî åñòü

u(x, 0) = u0(x),

ãäå ôóíêöèÿ u0 ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè u = u(x, t) âî
âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè, òî åñòü ïðè t > 0. Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ îïèñû-
âàåòñÿ òàê íàçûâàåìûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ
u:

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
,

ãäå k � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòîò
êîýôôèöèåíò çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñðåäû, ãäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òåïëî, íàïðèìåð, îò ìàòåðè-
àëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíà ïðîâîëîêà. Òàêèì îáðàçîì, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
íàì íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è Êîøè, òî åñòü çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì, äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè � óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè x ∈ R
è t ∈ R+.

Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x.
Â ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè ïîëó÷èì, ÷òî F(u)(λ, t) óäîâëåòâîðÿåò ïðè êàæäîì λ ∈ R
îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

∂F(u)(λ, t)

∂t
= −k λ2 F(u)(λ, t).

Îáùèì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

F(u)(λ, t) = C e−kλ
2t,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ íå çàâèò îò t, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò λ.
Ýòó ïîñòîÿííóþ ìû íàéä¼ì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ:

C = F(u)(λ, 0) = F(u0)(λ).

Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî èòîãà ìû îïðåäåëèëè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ðåøåíèÿ çà-
äà÷è:

F(u)(λ, t) = F(u0)(λ) e
−kλ2t.

Òåïåðü íàéä¼ì ñàìó ôóíêöèþ u. Âñïîìíèâ ïðèìåð 3.9, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

e−kλ
2t = F(g)(λ, t),
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ãäå

g(x, t) =
1√
2kt

e−x
2/(4kt).

Òîãäà èç òåîðåìû 3.11 ñëåäóåò, ÷òî

F(u)(λ, t) = F(u0)(λ)F(g)(λ, t) = F(u0 ∗ g)(λ, t).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü òåîðåìó 3.13 îá èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ìû ïîëó÷èì:

u(x, t) = (u0 ∗ g)(x, t),

ãäå ñâ¼ðòêà áåð¼òñÿ ïî ïåðåìåííîé x. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ñâ¼ðòêè, ýòó ôîð-
ìóëó ìîæíî çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîì âèäå:

u(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
u0(y) g(x− y) dy =

1

2
√
πkt

∫ +∞

−∞
u0(y) e

−(x−y)2/(4kt) dy.

Ôóíêöèÿ g/
√
2π íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðîâîëîêå, ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü å¼ çíà÷åíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 â êàæäîé òî÷êå x. Â ñëó÷àå íåñêîëü-
êèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî, îäíàêî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìíîãîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî áóäåò äàíî â ïóíêòå 3.6.

3.5 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(R)
Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A êîíå÷íîé ìåðû ïðèíàäëåæíîñòü
ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâó Lp(A) âëå÷¼ò å¼ ïðèíàäëåæíîñòü Lq(A) ïðè q ∈ [1, p]. Äëÿ ìíîæåñòâ
áåñêîíå÷íîé ìåðû ýòî ïðàâèëî íàðóøàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ∈ L2(R), òî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, f 6∈ L1(R). Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ f , òàêàÿ ÷òî f(x) = 1 ïðè |x| 6 1
è f(x) = 1/x ïðè |x| > 1. Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ f , òàêàÿ ÷òî f(x) = 0 ïðè |x| > 1 è
f(x) = 1/

√
x ïðè |x| < 1, ïðèíàäëåæèò L1(R), íî íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà

L2(R). Ïîýòîìó L1(R) 6⊂ L2(R). Òî åñòü, ïðîñòðàíñòâà L1(R) è L2(R) íå âêëàäûâàþòñÿ
îäíî â äðóãîå, õîòÿ è èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
ìû îïðåäåëèëè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ïðîñòðàíñòâå L1(R), íà ôóíêöèÿõ èç L2(R) îíî
ìîæåò áûòü è íå îïðåäåëåíî.

Íî ïðîñòðàíñòâî L2(R) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, ïîýòîìó õîòåëîñü áû îïðåäåëèòü íà
í¼ì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåèìóùåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Åñòü åù¼ îäíà âåñêàÿ ïðè÷èíà òàêîãî îïðåäåëåíèÿ. Äåëî â òîì,
÷òî åñëè ìû îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà L2(R) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî ñîâïà-
äàëî ñ ïðåæíèì íà L1(R) ∩ L2(R), òî ïîòîì ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé
òåõíèêè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìîæíî áóäåò îïðåäåëèòü åãî íà âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ
ïðîñòðàíñòâàõ Lp(R) ñ p ∈ (1, 2). Ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü, à îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òåì, ÷òî
îáîáùèì ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òàê, ÷òîáû îíî áûëî îïðåäåëåíî íà ôóíêöèÿõ èç
L2(R) è ñîâïàäàëî ñ êëàññè÷åñêèì íà ôóíêöèÿõ èç L1(R).

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck
0 (R), k ∈ N ∪ {0},

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé (âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûõ) èç Ck(R), èìåþùèõ êîìïàêòíûé íî-
ñèòåëü, òî åñòü îáðàùàþùèõñÿ â íóëü âíå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà. Íàïîìíèì, ÷òî íîñèòåëåì
îïðåäåë¼ííîé íà R ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî supp f , ÿâëÿþùååñÿ çàìûêàíèåì â
R ìíîæåñòâà {x ∈ R | f(x) 6= 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Ck

0 (R), ïðèíàäëåæèò
òàêæå Lp(R) äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞].
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Ëåììà 3.14. Åñëè f, g ∈ C1
0(R), òî F(f),F(g) ∈ L2

C(R),(
F(f),F(g)

)
= (f, g) è ‖F(f)‖2 = ‖f‖2,

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2
C(R):

(f, g) =

∫ ∞
−∞

f(x) g(x) dx,

à ÷åðòà, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

B Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò âî âñåõ òî÷êàõ âåùåñòâåííîé îñè óñëîâèþ
Äèíè, ïîýòîìó äëÿ íèõ âñþäó ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Êðîìå òîãî, F(f) ∈ L2

C(R) (àíàëîãè÷íî, F(g) ∈ L2
C(R)), ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F(f) îãðàíè-

÷åíà (òåîðåìà 3.3), à å¼ êâàäðàò óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå, ÷åì 1/λ2 (òåîðåìà 3.5).
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóþ òåîðåìó Ôóáèíè, ìû ïîëó÷èì:

(
F(f),F(g)

)
=

∫ ∞
−∞

F(f)(λ)F(g)(λ) dλ =

∫ ∞
−∞

1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x) e−iλx dx F(g)(λ) dλ

=

∫ ∞
−∞

f(x)
1√
2π

∫ ∞
−∞

F(g)(λ) eiλx dλ dx =

∫ ∞
−∞

f(x) g(x) dx = (f, g).

Ðàâåíñòâî äëÿ íîðì ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü g = f . C

Òåîðåìà 3.15 (Ïëàíøåðåëü). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2
C(R) è êàæäîãî m ∈ N

îïðåäåëèì ôóíêöèþ Fm(f) : R→ C, òàêóþ ÷òî

Fm(f)(λ) =
1√
2π

∫ m

−m
f(x) e−iλx dx, λ ∈ R.

Òîãäà

1. Fm(f) ∈ L2
C(R) äëÿ âñåõ m ∈ N;

2. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fm(f)}m∈N ñõîäèòñÿ â L2
C(R) ïðè m→∞ ê íåêîòîðîé ôóíê-

öèè F ∈ L2
C(R), ïðè÷¼ì ‖F‖2 = ‖f‖2;

3. åñëè f ∈ L2
C(R) ∩ L1

C(R), òî F = F(f) ïî÷òè âñþäó â R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå m ∈ N è äëÿ f ∈ L2
C(R) îïðåäåëèì

ôóíêöèþ fm : R→ C, òàêóþ ÷òî

fm(x) =

{
f(x), |x| 6 m,

0, |x| > m.

Î÷åâèäíî, ÷òî fm ∈ L1
C(R) è îïðåäåëåíîF(fm). Ïîñêîëüêó C

1
0(−m,m) ïëîòíî â L2

C(−m,m),
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ϕk}k∈N, ÷òî ϕk ∈ C1

0(−m,m) äëÿ âñåõ
k ∈ N è ϕk → fm â L2

C(−m,m) ïðè k → ∞. Íî C1
0(−m,m) ⊂ C1

0(R), ïîýòîìó â ñèëó
ëåììû 3.14

‖F(ϕk)−F(ϕ`)‖2 = ‖F(ϕk − ϕ`)‖2 = ‖ϕk − ϕ`‖2
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äëÿ âñåõ k, ` ∈ N. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk}k∈N ñõîäèòñÿ â L2
C(−m,m), êðèòå-

ðèé Êîøè ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F(ϕk)}k∈N òàêæå ñõîäèòñÿ â
L2
C(−m,m). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fm ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè{ϕk} ê fm â L2

C(−m,m) ñëåäóåò å¼ ñõîäèìîñòü ê òîìó æå
ïðåäåëó â L1

C(−m,m). Ïîýòîìó èç òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî F(ϕk) → F(fm) ïðè k → ∞
ðàâíîìåðíî íà R. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Fm = F(fm), òî åñòü,

lim
k→∞
‖F(ϕk)−F(fm)‖2 = 0.

Áîëåå òîãî, òàê êàê ‖F(ϕk)‖2 = ‖ϕk‖2 äëÿ âñåõ k è ‖ϕk‖2 → ‖fm‖2 ïðè k → ∞, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî

‖F(fm)‖2 = lim
k→∞
‖F(ϕk)‖2 = lim

k→∞
‖ϕk‖2 = ‖fm‖2.

Øàã 2. Ïîñêîëüêó íà ïðåäûäóùåì øàãå ÷èñëî m ∈ N áûëî ïðîèçâîëüíûì, ïîëó÷åííûå
îöåíêè è ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî

‖F(fm)−F(fn)‖2 = ‖fm − fn‖2 äëÿ âñåõ m,n ∈ N.

Íî F(fm) = Fm(f), ïîýòîìó

‖Fm(f)‖2 = ‖fm‖2 è ‖Fm(f)−Fn(f)‖2 = ‖fm − fn‖2 äëÿ âñåõ m,n ∈ N.

Ïîñêîëüêó fm → f ïðè m → ∞ â L2
C(R), èç âòîðîãî ðàâåíñòâà è êðèòåðèÿ Êîøè ñëå-

äóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fm(f)}m∈N ñõîäèòñÿ â L2
C(R) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè F , à

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ïåðâîì ðàâåíñòâå âëå÷¼ò, ÷òî ‖F‖2 = ‖f‖2.

Øàã 3. Íàì îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Åñëè
f ∈ L2

C(R) ∩ L1
C(R), òî fm → f ïðè m → ∞ åù¼ è â L1

C(R). Ïîýòîìó F(fm) → F(f) ïðè
m→∞ ðàâíîìåðíî íà R. Íî F(fm)→ F ïðè m→∞ â L2

C(R), à çíà÷èò, è â L2
C(A), ãäå A

� ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â R. Ñëåäîâàòåëüíî F = F(f) ïî÷òè âñþäó â R.
�

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèé èç L2
C(R). Äëÿ

f ∈ L2
C(R) ïîëîæèì

F(f) = lim
m→∞

Fm(f),

ãäå ïðåäåë íàõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2
C(R). Åñëè æå f ∈ L1

C(R), òî ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíûì íà R (ñì. òåîðåìó 3.3), à ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ïðîñòðàíñòâå CC(R). Çàìåòèì,
÷òî â îïðåäåëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Fm ìû ìîãëè áû èíòåãðàë áðàòü ïî ïðîèçâîëüíîìó
èíòåðâàëó (am, bm), òàêîìó ÷òî am → −∞ è bm → +∞ ïðè m → ∞. Ñèììåòðè÷íîñòü
èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íóëÿ íèãäå â äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçîâàëàñü.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàñøèðèëè ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îïðåäåëèâ åãî íå òîëü-
êî íà L1

C(R), íî è íà L2
C(R). Íà ïðîñòðàíñòâå L2

C(R) îíî îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ
ñâîéñòâ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòîáðàæàåò ýòî ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ, ïðè-
÷¼ì ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, òî åñòü ñîõðàíÿåò íîðìó ýëåìåíòà. Ïîýòîìó íåò íèêàêèõ ïðî-
áëåì ñ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, è íà ôóíêöèþ íå òðåáóåòñÿ íàëàãàòü äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ òèïà óñëîâèÿ Äèíè.

Óñòàíîâèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ñâÿçàííîå ñ ãèëüáåðòîâîé ñòðóê-
òóðîé ïðîñòðàíñòâà L2

C(R).
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Òåîðåìà 3.16. Åñëè f, g ∈ L2
C(R), òî

(
F(f),F(g)

)
= (f, g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

‖f + g‖22 = ‖F(f + g)‖22 =
(
F(f) + F(g),F(f) + F(g)

)
= ‖F(f)‖22 + ‖F(g)‖22 + 2

(
F(f),F(g)

)
= ‖f‖22 + ‖g‖22 + 2

(
F(f),F(g)

)
,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî, òàê êàê

‖f + g‖22 = (f + g, f + g) = ‖f‖22 + ‖g‖22 + 2(f, g). �

3.6 Ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f : Rn → C îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ïðåîá-
ðàçîâàíèþ. Ìû íå áóäåì åãî èçó÷àòü, à ïðèâåä¼ì ëèøü îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn)
è ξ = (ξ1, . . . , ξn) � âåêòîðû â Rn, à x · ξ = x1ξ1 + . . . + xnξn � èõ åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå. Åñëè f ∈ L1

C(Rn), òî ïîëîæèì

F(f)(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x) e−iξ·x dx,

ãäå dx � n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà. Ôóíêöèÿ F(f) : Rn → C íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå (n-ìåðíûì) ôóíêöèè f . Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ìîæíî âû÷èñëåíèå n-ìåðíîãî
èíòåãðàëà ñâåñòè ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ n îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Òî åñòü

F(f)(ξ) =
1

(2π)n/2

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

f(x) e−i(x1ξ1+...+xnξn) dx1 . . . dxn

=
1

(2π)n/2

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

f(x) e−ix1ξ1 dx1 . . . e
−ixnξn dxn = Fn . . .F1(f)(ξ),

ãäå Fk � îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî k-é ïåðåìåííîé. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîìåð-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü êîìïîçèöèÿ îäíîìåðíûõ, ïðè÷¼ì â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè
íå èìååò çíà÷åíèÿ, â êàêîì ïîðÿäêå âû÷èñëÿþòñÿ ýòè îäíîìåðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì îäíîìåðíîãî.
Îíî ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ íåñêîëüêèìè ïåðå-
ìåííûìè.

43


	Ряды Фурье в гильбертовом пространстве
	Тригонометрические ряды Фурье
	Тригонометрическая система функций
	Поточечная сходимость ряда Фурье
	Равномерная сходимость ряда Фурье
	Общие замечания

	Преобразование Фурье
	Формула Фурье
	Преобразование Фурье и его свойства
	Инъективность преобразования Фурье
	Задача о распространении тепла
	Преобразование Фурье в L2(R)
	Многомерное преобразование Фурье


