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1 Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ

1.1 Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâîíà÷àëüíûõ â ìàòåìàòèêå, ïîýòîìó åãî ñòðî-
ãîå îïðåäåëåíèå ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè. Âñåãäà, îïðåäåëÿÿ íîâûé îáúåêò, ìû
îïèðàåìñÿ íà óæå èçâåñòíûå, ââåä¼ííûå ðàíåå ïîíÿòèÿ. Íî êàê áûòü ñ îáúåêòàìè, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ â ñàìîì íà÷àëå ýòîé öåïî÷êè îïðåäåëåíèé? Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîíÿòèå
ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî ÿñíûì è íå íóæäàåòñÿ â îïðåäåëåíèè, îäíàêî áûë ïî-
ñòðîåí ðÿä ïðèìåðîâ ìíîæåñòâ, ñàìî îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò â ñåáå ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð 1.1. (Á. Ðàññåë. Ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ.) Â ãîðîäå Í åñòü òîëüêî îäèí áðàäîáðåé
è îí áðååò âñåõ òåõ (è òîëüêî òåõ), êòî íå áðååòñÿ ñàì. Íî òîãäà íà âîïðîñ î òîì, êòî
æå áðååò ñàìîãî áðàäîáðåÿ, íåâîçìîæíî îòâåòèòü. È ïðè÷èíà ýòîãî êðîåòñÿ íå â íàøåé
íåäîñòàòî÷íîé îñâåäîìëåííîñòè, à â ïðîòèâîðå÷èâîñòè ôîðìóëèðîâêè. Ñîîòâåòñòâåííî,
íåêîððåêòíûì áóäåò è îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà âñåõ òåõ ëþäåé èç ãîðîäà Í, êòî íå áðååòñÿ
ñàì. Õîòÿ íà ÿçûêå ïîâñåäíåâíîãî îáùåíèÿ ýòî îïðåäåëåíèå è âûãëÿäèò âïîëíå ïðèåìëå-
ìûì, åãî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü â ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ. •

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü ïîäîáíûå ïàðàäîêñû, ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ
êàê îáúåêò, óäîâëåòâîðÿþùèé íåêîòîðîìó íàáîðó àêñèîì. Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä âñåãäà
ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà íå íà ÷òî îïåðåòüñÿ ïðè ââåäåíèè íîâîãî ïîíÿòèÿ. Ìû
âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ïîäõîäîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñëåäóåò ïðèçíàòü,
÷òî ïðè ýòîì íàãëÿäíîñòü ïðèíîñèòñÿ â æåðòâó ñòðîãîñòè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû íå áóäåì
çëîóïîòðåáëÿòü àêñèîìàòè÷åñêèì ïîäõîäîì è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà îãðàíè÷èìñÿ
òàê íàçûâàåìîé ¾íàèâíîé òåîðèåé ìíîæåñòâ¿, êîòîðàÿ îïèðàåòñÿ íà íàø ïîâñåäíåâíûé
îïûò. Ïðè ýòîì ìû ïîñòàðàåìñÿ áûòü ìàêñèìàëüíî îñòîðîæíûìè â ôîðìóëèðîâêàõ.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî êàê ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷èìûõ îáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðî-
äû, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê åäèíîå öåëîå. Ñàìè îáúåêòû íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæå-
ñòâà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî îïðåäåëåíèå íåïðèåìëåìî, òàê êàê îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ¾ñîâî-
êóïíîñòü¿, êîòîðîå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñèíîíèìîì ïîíÿòèÿ ¾ìíîæåñòâî¿. Â îïðàâäàíèå
ñêàæåì, ÷òî ñëîâî ¾ìíîæåñòâî¿ ìû çäåñü èñïîëüçîâàëè, êàê îïðåäåëÿåìûé ìàòåìàòè÷å-
ñêèé òåðìèí, à ¾ñîâîêóïíîñòü¿ � êàê ñëîâî ðóññêîãî ÿçûêà, ïðèçâàííîå îáúÿñíèòü ýòîò
òåðìèí. Êàê áû òî íè áûëî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì èçâåñòíû ïîíÿòèÿ ¾ìíîæåñòâî¿ è
¾ýëåìåíò ìíîæåñòâà¿. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîïèñíûå áóê-
âû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà (A, B, C, . . . ), à äëÿ ýëåìåíòîâ � ñòðî÷íûå (a, b, c, . . . ). Òîò ôàêò,
÷òî íåêîòîðûé îáúåêò x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x ∈ A. Åñëè æå x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A, òî ïèøóò
x 6∈ A èëè x∈A. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðâîå èç ýòèõ îáîçíà÷åíèé.

Â êà÷åñòâå ñèíîíèìîâ òåðìèíà ¾ìíîæåñòâî¿ ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû
¾êëàññ¿, ¾ñèñòåìà¿, ¾ñåìåéñòâî¿, ¾íàáîð¿ è äðóãèå. Óïîòðåáëåíèå òîãî èëè èíîãî èç ýòèõ
òåðìèíîâ ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ äàíüþ òðàäèöèè, ñ äðóãîé � ïðèçâàíî èçáåæàòü ïà-
ðàäîêñîâ íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.2. (Á. Ðàññåë) Ïðîòèâîðå÷èâûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A � ìíîæåñòâî òåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñåáÿ â êà÷åñòâå
ñâîåãî ýëåìåíòà. Ïîïðîáóåì îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè A ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A.
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Ïîëîæèòåëüíûì îòâåò áûòü íå ìîæåò â ñèëó îïðåäåëåíèÿ A. Çíà÷èò, A íå ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòîì ìíîæåñòâà A. Íî â ýòîì ñëó÷àå, îïÿòü æå ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî
A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. •

×òîáû èçáåæàòü ïîäîáíûõ ïàðàäîêñîâ è íå ïóòàòü ìíîæåñòâà ñ ýëåìåíòàìè, ëó÷øå
èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ ðàçëè÷íûå òåðìèíû: ¾êëàññ òàêèõ-òî ìíîæåñòâ¿ èëè ¾ñåìåéñòâî
òàêèõ-òî ìíîæåñòâ¿.

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ:

1◦. Åñëè ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, òî ìîæíî ïðîñòî âñå ýòè ýëå-
ìåíòû ïåðå÷èñëèòü, çàïèñàâ èõ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ÷åðåç çàïÿòóþ. Íàïðèìåð, åñëè
A åñòü ìíîæåñòâî áóêâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñëîâî ¾ìàòåìàòèêà¿, òî A = {ì,à,ò,å,è,ê}. Çà-
ìåòèì, ÷òî êàæäàÿ áóêâà âñòðå÷àåòñÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ òîëüêî îäèí ðàç (ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà äîëæíû áûòü ðàçëè÷èìû).

2◦. Ïóñòü P � êàêîå-ëèáî ñâîéñòâî, è çàïèñü P(x) îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò x îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì P . Òîò ôàêò, ÷òî A åñòü ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P , çàïè-
ñûâàþò òàê: A = {x | P(x)}. Åñëè ìû äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòè îáúåêòû
âûáèðàëèñü èç íåêîòîðîãî äðóãîãî ìíîæåñòâà B, òî çàïèøåì A = {x ∈ B | P(x)}. ×è-
òàåòñÿ ýòà çàïèñü òàê: ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç òåõ (è òîëüêî òåõ) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
B, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì P . Âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì äëÿ
ñëîâ ¾êîòîðûå¿ èëè ¾òàêèå ÷òî¿.

Ïðèìåð 1.3.

à) Çàïèøåì íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå ôðàçó ¾Ïåòÿ ëþáèò ìîðêîâêó¿. Ëþáèòü ìîðêîâêó
ìîãóò íå òîëüêî ëþäè, íî è æèâîòíûå. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ïåòÿ � ÷åëîâåê. Îáîçíà÷èì
Ïåòþ ñèìâîëîì p, ìíîæåñòâî âñåõ ëþäåé � ñèìâîëîì M , à ñâîéñòâî íåêîòîðîãî èíäèâèäà
x (íå îáÿçàòåëüíî ÷åëîâåêà) ëþáèòü ìîðêîâêó � ñèìâîëîì P(x). Òîãäà íàøà ôðàçà áóäåò
âûãëÿäåòü òàê: p ∈ {x ∈M | P(x)}.
á) Ïóñòü A � ìíîæåñòâî áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà. Òîãäà B = {x ∈ A | x � ãëàñíàÿ}
� ìíîæåñòâî ãëàñíûõ áóêâ. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ è ïåðâûì
ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ: B = {à, å, ¼, è, î, ó, û, ý, þ, ÿ}. •

Ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (îáîçíà÷åíèå: A = B), åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå
îáúåêòîâ. Âûðàæåíèå A 6= B îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B íå ðàâíû, òî åñòü íå âñå
ýëåìåíòû îäíîãî èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äðóãîãî. Ðàâåíñòâî åñòü îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ìåæäó ìíîæåñòâàìè, òàê êàê îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦. ðåôëåêñèâíîñòü (A = A);

2◦. ñèììåòðè÷íîñòü (åñëè A = B, òî B = A);

3◦. òðàíçèòèâíîñòü (åñëè A = B è B = C, òî A = C).

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B, òî ãîâîðÿò, ÷òî
A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B (èëè A ñîäåðæèòñÿ â B). Ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ýòîò ôàêò òàê: A ⊂ B. Ñêàæåì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì B
(îáîçíà÷åíèå: A b B), åñëè A ⊂ B è A 6= B.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

4



1◦. A ⊂ A;

2◦. åñëè A ⊂ B è B ⊂ A, òî A = B;

3◦. åñëè A ⊂ B è B ⊂ C, òî A ⊂ C.

Óäîáíî ââåñòè ìíîæåñòâî, ñîâñåì íå èìåþùåå ýëåìåíòîâ è íàçûâàåìîå ïóñòûì ìíîæå-
ñòâîì. Äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ∅. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà. Âïðî÷åì, ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü äîêàçàí. Åãî
äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî â ïðèìåðå 1.6 â êîíöå ñëåäóþùåãî ïóíêòà.

1.2 Ëîãè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà

Ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé è èõ äîêà-
çàòåëüñòâ, äëÿ èçëîæåíèÿ êîòîðûõ ïîìèìî ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ ÷àùå âñåãî èñïîëüçó-
åòñÿ îáû÷íûé ÿçûê. Èíîãäà, îäíàêî, áûâàåò ïîëåçíî çàïèñàòü òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå
ôîðìàëüíûì ÿçûêîì. Òàêàÿ ïîòðåáíîñòü ìîæåò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì ïî-
ñòðîèòü îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ, èìåþùåãî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Êðîìå òîãî, â äëèííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåñëîæíûõ óìîçàêëþ÷åíèé ëåã÷å ðàçîáðàòüñÿ, åñëè îíà íàïèñàíà áî-
ëåå êîìïàêòíî. Ìû ââåä¼ì ñèìâîëû q,∧,∨,⇒,⇔, ∀, ∃, çàèìñòâîâàííûå èç ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè, è ïîêàæåì, êàê ìîæíî ñ èõ ïîìîùüþ çàïèñûâàòü óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå (âûñêàçûâàíèå) åñòü ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ìîæåò
áûòü ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì. Ïóñòü A è B � óòâåðæäåíèÿ, òîãäà

óòâåðæäåíèå qA (íå A) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ëîæíî;

óòâåðæäåíèå A ∧ B (A è B) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B èñòèííû;

óòâåðæäåíèå A∨B (A èëè B) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç óòâåð-
æäåíèé A è B èñòèííî;

óòâåðæäåíèå A ⇒ B (A âëå÷¼ò B, èç A ñëåäóåò B) îçíà÷àåò, ÷òî A èñòèííî òîëüêî òîãäà,
êîãäà èñòèííî B;
óòâåðæäåíèå A ⇔ B (A ðàâíîñèëüíî B) îçíà÷àåò, ÷òî èç èñòèííîñòè A ñëåäóåò èñòèííîñòü
B è èç èñòèííîñòè B ñëåäóåò èñòèííîñòü A.

Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì ÷àñòî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå êîíñòðóêöèè: ¾åñëè A, òî B¿,
¾äëÿ òîãî, ÷òîáû A, íåîáõîäèìî, ÷òîáû B¿, ¾äëÿ òîãî, ÷òîáû B, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû A¿,
êîòîðûå îçíà÷àþò A ⇒ B, à òàêæå ¾A ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B¿, ¾äëÿ
òîãî, ÷òîáû A, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû B¿, îçíà÷àþùèå A ⇔ B.

×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû, èíîãäà ìû áóäåì çàêëþ÷àòü óòâåðæäåíèÿ â êðóãëûå ñêîá-
êè. Íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1◦. q(qA)⇔ A,

2◦. q(A ∧ B)⇔ (qA) ∨ (qB),

3◦. q(A ∨ B)⇔ (qA) ∧ (qB),

4◦. (A ⇒ B)⇔ (qA) ∨ B,

5◦. q(A ⇒ B)⇔ A∧ (qB).
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Óòâåðæäåíèå 1◦ èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ýòîò ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà îñíîâàí íà òîì, ÷òî åñëè qA ëîæíî, òî q(qA), à çíà÷èò, èA èñòèííî. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
ëîæíîñòè qA îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò åãî èñòèííîñòü è ïðèõîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèå 4◦ ïðîùå âûâåñòè èç 5◦, èñïîëüçóÿ ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ:

(A ⇒ B)⇔q(q(A ⇒ B))⇔q(A ∧ (qB))⇔ (qA) ∨ B.

Ñèìâîëû ∀ è ∃ íàçûâàþòñÿ êâàíòîðàìè. Êâàíòîð âñåîáùíîñòè ∀ ñëóæèò ñîêðàùåíèåì
ñëîâ ¾äëÿ ëþáîãî¿, ¾äëÿ âñåõ¿, à êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ � äëÿ ñëîâ ¾ñóùåñòâóåò¿, ¾íàé-
ä¼òñÿ¿. Ìû èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü åù¼ îäíî ñîêðàùåíèå: ñèìâîë ∃! áóäåò îçíà÷àòü
¾ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé¿. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðîâ ìû ïîÿñíèì íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü A è B � êàêèå-ëèáî ìíîæåñòâà.

à) A 6= ∅ åñòü óòâåðæäåíèå (∃x)(x ∈ A).
á) A ⊂ B åñòü óòâåðæäåíèå (∀x)(x ∈ A ⇒ x ∈ B). Ìû òàêæå áóäåì çàïèñûâàòü ýòî
óòâåðæäåíèå (è ïîäîáíûå åìó) â äðóãîé ôîðìå: (∀x ∈ A)(x ∈ B).

â) A b B åñòü óòâåðæäåíèå (A ⊂ B) ∧ (A 6= B), êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü è ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(
(∀x ∈ A)(x ∈ B)

)
∧
(
(∃x ∈ B)(x 6∈ A)

)
. •

Îòðèöàíèå óòâåðæäåíèé, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò êâàíòîðû, ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó
ïðèíöèïó:

q((∀x)A(x))⇔ (∃x)(qA(x)),
q((∃x)A(x))⇔ (∀x)(qA(x)).

Çäåñü A(x) � êàêîå-ëèáî óòâåðæäåíèå, êàñàþùååñÿ îáúåêòà x.

Ïðèìåð 1.5. Âûïèøåì îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèé èç ïðèìåðà 1.4.

à) q(A 6= ∅) åñòü óòâåðæäåíèå (∀x)(x 6∈ A), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî A = ∅.
á) q(A ⊂ B) åñòü óòâåðæäåíèå (∃x)

(
(x ∈ A) ∧ (x 6∈ B)

)
èëè, â áîëåå êîðîòêîé ôîðìå,

(∃x ∈ A)(x 6∈ B).

â) q(A b B) åñòü óòâåðæäåíèå
(
(∃x ∈ A)(x 6∈ B)

)
∨
(
(∀x ∈ B)(x ∈ A)

)
. •

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ∅ ⊂ A. Çàïèøåì ýòî
óòâåðæäåíèå ôîðìàëüíûì ÿçûêîì: (∀x)((x ∈ ∅)⇒ (x ∈ A)). Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâî-
äèòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ:
(∃x)((x ∈ ∅) ∧ (x 6∈ A)). Íî ýòî óòâåðæäåíèå íå ìîæåò áûòü èñòèííûì, òàê êàê èç íåãî
ñëåäóåò (∃x)(x ∈ ∅), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïóñòîãî ìíîæåñòâà. •

1.3 Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Â ýòîì ïóíêòå ìû èçó÷èì ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíî-
æåñòâ A è B îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

1◦. ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B åñòü ìíîæåñòâî A∩B òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò B;

2◦. îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B åñòü ìíîæåñòâî A∪B îáúåêòîâ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ õîòÿ
áû â îäíîì èç ìíîæåñòâ A è B;

6



3◦. ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B åñòü ìíîæåñòâî A \B ýëåìåíòîâ A, íå âõîäÿùèõ â B;

4◦. ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B åñòü ìíîæåñòâî A4B = (A∪B) \ (A∩B).

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ:

A ∩B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)} = {x ∈ A | x ∈ B} = {x ∈ B | x ∈ A},
A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)},
A \B = {x | (x ∈ A) ∧ (x 6∈ B)} = {x ∈ A | x 6∈ B}.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåä¼ííûõ îïåðàöèé.

1◦. Ñèììåòðè÷íîñòü ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ:

A ∩B = B ∩ A, A ∪B = B ∪ A.

2◦. Àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ:

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.

Ýòè äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ìû ìîæåì íå áåñïîêîèòüñÿ î ïîðÿäêå
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ (òàê æå, êàê è îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ) ìíîæåñòâ. Åñëè
{A,B,C, . . . , Z} � êàêîé-ëèáî íàáîð ìíîæåñòâ, òî ìû èìååì ïðàâî íàïèñàòü A ∩ B ∩ C ∩
. . . ∩ Z è A ∪ B ∪ C ∪ . . . ∪ Z. Ïðîèçâîëüíàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê â ýòèõ îïåðàöèÿõ íèêàê
íå ïîâëèÿåò íà ðåçóëüòàò.

3◦. Äèñòðèáóòèâíîñòü:

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C), (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

B Äîêàæåì ëèøü ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñíà÷àëà
óñòàíîâèì, ÷òî (A ∪ B) ∩ C ⊂ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C). Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç
(A ∪B) ∩C. Òîãäà x ∈ C è x ∈ A ∪B. Òî åñòü òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî x ∈ C. Åñëè ê òîìó æå
x ∈ A, òî x ∈ A ∩ C ⊂ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C). Åñëè x ∈ B, òî x ∈ B ∩ C ⊂ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).
Òàêèì îáðàçîì, èç òîãî, ÷òî x ∈ (A ∪ B) ∩ C ñëåäóåò, ÷òî x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî (A ∪B) ∩ C ⊂ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå (A∩C)∪ (B∩C) ⊂ (A∪B)∩C. Ïóñòü x �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç (A∩C)∪(B∩C). Òîãäà x ∈ A∩C èëè x ∈ B∩C. Â ëþáîì ñëó÷àå
x ∈ C. Êðîìå òîãî, x ∈ A èëè x ∈ B, òî åñòü x ∈ A∪B. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ (A∪B)∩C è
äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî. C

Óïðàæíåíèå 1.7. Äîêàçàòü, ÷òî A4B = (A \B) ∪ (B \ A). •

Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è A ⊂ M . Ìíîæåñòâî CMA = M \ A íàçûâàåòñÿ
äîïîëíåíèåì A â M . Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî CM∅ = M è CMM = ∅. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíî-
æåñòâ A è B ìíîæåñòâà M ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, íàçûâàåìûå çàêîíàìè
äå Ìîðãàíà:

CM(A ∩B) = CMA ∪ CMB, CM(A ∪B) = CMA ∩ CMB.
Äîêàæåì ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ, à âòîðîå îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Åñëè x �
êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ìíîæåñòâà M , òî

x ∈ CM(A ∩B)⇔ x 6∈ A ∩B ⇔ (x 6∈ A) ∨ (x 6∈ B)⇔
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⇔ (x ∈ CMA) ∨ (x ∈ CMB)⇔ x ∈ CMA ∪ CMB.
Äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ýòîé öåïî÷êè ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ââåä¼ì åù¼ îäíó îïåðàöèþ íàä ìíîæåñòâàìè. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì A×B ìíî-
æåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), ãäå a ∈ A è b ∈ B. Óïî-
ðÿäî÷åííîñòü ïàðû (a, b) îçíà÷àåò, ÷òî â íåé íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò ýëåìåíò èç A, à íà
âòîðîì � ýëåìåíò èç B. Ýëåìåíòû a ∈ A è b ∈ B íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè ýëåìåíòà
(a, b) ∈ A × B. Åñëè äàíî n ìíîæåñòâ X1, . . . , Xn, òî îïðåäåëèì X1 × X2 × · · · × Xn êàê
ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (x1, x2, . . . , xn), ãäå x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.

1.4 Îòîáðàæåíèÿ

×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå, ìû ñíà÷àëà äàäèì íåñòðîãîå
îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ è ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ìû äà-
äèì â êîíöå ïóíêòà. Ïóñòü X è Y � ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî
Y åñòü ïðàâèëî (èëè çàêîí), ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y . Ïðè ýòîì X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ñèíîíèìîâ òåðìèíà ¾îòîáðàæåíèå¿ ìû, â çàâèñèìîñòè îò ñèòó-
àöèè, áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû ¾ôóíêöèÿ¿, ¾ïðåîáðàçîâàíèå¿, ¾îïåðàòîð¿ è äðóãèå.
Íåñòðîãîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè â í¼ì íåîïðå-
äåë¼ííîå ïîíÿòèå ¾ïðàâèëî¿ è ôàêòè÷åñêè ñèíîíèì ¾ñîîòâåòñòâèå¿ ñëîâà ¾îòîáðàæåíèå¿.

Âûðàæåíèå F : X → Y îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå F äåéñòâóåò èç X â Y .
Ïðè ýòîì äëÿ åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿX ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå domF .
Åñëè x ∈ domF , òî F (x) åñòü îáðàç ýëåìåíòà x ïðè îòîáðàæåíèè F . Åñëè A ⊂ domF ,
òî F (A) = {y ∈ Y | (∃x ∈ A)(y = F (x))} åñòü îáðàç ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè F .
Ìíîæåñòâî imF = F (domF ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ F . Åñëè
B ⊂ Y , òî ìíîæåñòâî F−1(B) = {x ∈ domF |F (x) ∈ B} íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì ìíîæå-
ñòâà B ïðè îòîáðàæåíèè F . Î÷åâèäíî, ÷òî F−1(imF ) = domF . Çàìåòèì, ÷òî ïðîîáðàç
F−1(B) îïðåäåë¼í äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Y . Ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü ìíîæåñòâî
B, ñîñòîÿùèì èç îäíîãî ýëåìåíòà èëè íå èìåþùèì îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ ìíîæåñòâîì imF .
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå F−1(B) = ∅. Äàæå åñëè B = ∅, òî åãî ïðîîáðàç îïðåäåëåí è, êàê
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, F−1(∅) = ∅.

Ïðèìåð 1.8. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è P(M) � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíî-
æåñòâ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : P(M) → P(M) ñëåäóþùèì îáðàçîì: F (A) = CMA
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂M . Î÷åâèäíî, ÷òî domF = imF = P(M). •

Ïðèìåð 1.9 (Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ). Ïóñòü A è B � êàêèå-ëèáî ìíîæåñòâà. Îïðåäå-
ëèì îòîáðàæåíèå P : A×B → A ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x = (a, b) ∈ A×B, òî P (x) = a.
Î÷åâèäíî, ÷òî domP = A × B è imP = A. Îòîáðàæåíèå P íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðî-
åêòèðîâàíèÿ. •

Ïðèìåð 1.10. Îòîáðàæåíèå IX : X → X, òàêîå ÷òî IX(x) = x äëÿ âñåõ x ∈ X, íàçûâàåòñÿ
òîæäåñòâåííûì. Îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå y ∈ Y , ÷òî F (x) = y äëÿ âñåõ x ∈ X. •

Îïðåäåëåíèå 1.11. Îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì (èëè íàêðûâà-
þùèì), åñëè imF = Y , òî åñòü (∀y ∈ Y ) (∃x ∈ X) (F (x) = y).
Îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì (èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íûì), åñëè
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((∀x1 ∈ X) ∧ (∀x2 ∈ X))(x1 6= x2 ⇒ F (x1) 6= F (x2)).
Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì, åñëè îíî ñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî. •

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå F : X → Y âçàèìíî îäíîçíà÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìíîæåñòâî F−1(y) (òî åñòü ïðîîáðàç ýëåìåíòà y) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà äëÿ
ëþáîãî y ∈ imF . Ëþáîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → Y ìîæíî ñäåëàòü
áèåêòèâíûì, åñëè âçÿòü Y = imF .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñþðúåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ èç ïðèìåðîâ 1.8 è
1.9, à òàêæå òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Èíúåêòèâíûìè � îòîáðàæåíèå èç ïðèìåðà 1.8
è òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿþòñÿ åù¼ è áèåêòèâíûìè.

Äâà îòîáðàæåíèÿ F1 è F2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (ïèøåòñÿ F1 = F2), åñëè domF1 =
domF2 è F1(x) = F2(x) äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü äàíû äâà îòîáðàæåíèÿ F : X → Y è G : Y → Z. Ñóïåðïîçèöèåé (èëè êîì-
ïîçèöèåé) îòîáðàæåíèé F è G íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå G ◦ F : X → Z, òàêîå ÷òî
(G ◦ F )(x) = G(F (x)) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ëåììà 1.12. Ïóñòü äàíû îòîáðàæåíèÿ F : X → Y è G : Y → X. Åñëè F ◦ G = IY , òî
F � ñþðúåêöèÿ, à G � èíúåêöèÿ.

B Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ Y ïîëîæèì x = G(y) ∈ X. Òîãäà F (x) = F (G(y)) = (F ◦G)(y) =
IY (y) = y. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ Y ìû íàøëè òàêîå x ∈ X, ÷òî F (x) = y.
Ñëåäîâàòåëüíî F � íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå.

Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ G. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå y1 è y2 èç Y . Åñëè
y1 6= y2, òî ïî óñëîâèþ ëåììû (F ◦G)(y1) 6= (F ◦G)(y2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G(y1) 6= G(y2),
òàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî (F ◦G)(y1) = (F ◦G)(y2). C

Îïðåäåëåíèå 1.13. Îòîáðàæåíèå G : Y → X íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ
F : X → Y , åñëè F ◦G = IY è G ◦F = IX . Îáðàòíîå ê F îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ F−1. •

Íå ó êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ åñòü îáðàòíîå. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü óæå èçâåñòíûé
íàì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ (ïðèìåð 1.9). Âîçüìåì X = A × B, Y = A è F = P . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G : A → A × B, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê P .
Åñëè a ∈ A, òî G(a) = (gA(a), gB(a)), ãäå gA(a) ∈ A è gB(a) ∈ B. Ôàêòè÷åñêè gA è gB
ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè èç A â A è B ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî P ◦G = IA, ìû äîëæíû ïîëîæèòü gA(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ A. Ïðè ýòîì îòîáðà-
æåíèå gB : A → B ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûì. Ìû, îäíàêî, äîëæíû åãî çàôèêñèðîâàòü,
÷òîáû G áûëî ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî. Äëÿ êàæäîãî a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç aB îáðàç ýëå-
ìåíòà a ïðè îòîáðàæåíèè gB. Òàêèì îáðàçîì, G(a) = (a, aB). Òåïåðü ïðîâåðèì ðàâåíñòâî
G ◦ P = IA×B. Åñëè (a, b) ∈ A × B, òî P

(
(a, b)

)
= a è G ◦ P

(
(a, b)

)
= (a, aB). Âèäèì, ÷òî

òðåáóåìîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ (a, b) ∈ A×B, à òîëüêî äëÿ òåõ, ó êîòîðûõ
b = aB. Ïîýòîìó G ◦ P 6= IA×B è G íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì ê P .

Îòîáðàæåíèå èç ïðèìåðà 1.8, íàïðîòèâ, èìååò îáðàòíîå. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ýòî îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ñàìîìó ñåáå. Â ÷¼ì æå ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå
îòîáðàæåíèé èç ýòèõ ïðèìåðîâ, ïî÷åìó ó îäíîãî åñòü îáðàòíîå, à ó äðóãîãî � íåò? Îáà
ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêòèâíûìè, íî â îòëè÷èå îò îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ îòîáðàæåíèå èç
ïðèìåðà 1.8 ÿâëÿåòñÿ åù¼ è èíúåêòèâíûì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñâîéñòâà
ñþðúåêòèâíîñòè è èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ó íåãî îáðàòíîãî.
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Òåîðåìà 1.14. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå èìåëî îáðàòíîå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû îíî áûëî áèåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå F : X → Y è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî èìååò îáðàòíîå F−1 : Y → X. Äîêàæåì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ è èíú-
åêöèåé, è ñþðúåêöèåé. Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà: F ◦ F−1 = IY è F−1 ◦ F = IX . Â ñèëó ëåììû 1.12 èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò
ñþðúåêòèâíîñòü F , à èç âòîðîãî � åãî èíúåêòèâíîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F : X → Y � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ïîêàæåì, åãî îáðàòèìîñòü.
Òàê êàê F � ñþðúåêöèÿ, äëÿ êàæäîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò òàêîé xy ∈ X, ÷òî F (xy) = y.
Áîëåå òîãî, ýëåìåíò xy îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì â ñèëó òîãî, ÷òî F � èíúåêöèÿ.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå G : Y → X ñëåäóþùèì îáðàçîì: G(y) = xy äëÿ âñåõ y ∈ Y . Òîãäà
G(F (xy)) = xy è F (G(y)) = y, òî åñòü G ◦ F = IX è F ◦G = IY . Ïîýòîìó G = F−1. �

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáíàðóæèòü èçúÿí â çàâåðøàþùåé ñòàäèè ïðèâåä¼ííî-
ãî äîêàçàòåëüñòâà. Â ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî G◦F = IX ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî G(F (x)) = x
äëÿ âñåõ x ∈ X. Ìû æå óñòàíîâèëè òîëüêî, ÷òî G(F (xy)) = xy äëÿ âñåõ y ∈ Y . Ïîêàæåì,
êàê ìîæíî óñòðàíèòü ýòó íåòî÷íîñòü. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç X. Òîãäà, âçÿâ
y = F (x) ∈ Y , ìû ïîëó÷èì, ÷òî x = xy. Òàêèì îáðàçîì, G(F (x)) = x äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ñëåäñòâèå 1.15. Åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå F : X → Y èìååò äâà îáðàòíûõ îòîáðàæåíèÿ: G1 è
G2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ Y ïîëîæèì x1 = G1(y) è x2 = G2(y). Òàê êàê F ◦ G1 = IY
è F ◦ G2 = IY , F (x1) = F (x2) = y. Íî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, F � áèåêòèâíîå, à
çíà÷èò, âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ïîýòîìó x1 = x2, òî åñòü G1(y) = G2(y). Èç
ïðîèçâîëüíîñòè y ñëåäóåò, ÷òî G1 = G2. C

Ïóñòü çàäàíû îòîáðàæåíèÿ F1 : X1 → Y è F2 : X2 → Y . Åñëè X1 ⊂ X2 è F1(x) = F2(x)
äëÿ âñåõ x ∈ X1, òî F1 íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ F2, à F2 � ïðîäîëæåíèåì
îòîáðàæåíèÿ F1.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü, èñïîëüçóÿ çíàêîìîå ñî øêîëû ïîíÿòèå ãðàôèêà ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîä-
ìíîæåñòâî G äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × Y , ÷òî ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y | (x, y) ∈ G. •

Ýòî îïðåäåëåíèå ïðèåìëåìî ñ ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îíî îïèðàåòñÿ íà ââåä¼ííûå
ðàíåå ïîíÿòèÿ. Ôàêòè÷åñêè, ìû îòîæäåñòâèëè îòîáðàæåíèå è åãî ãðàôèê. Ñ òàêèì îïðå-
äåëåíèåì òîæå ìîæíî ðàáîòàòü, îäíàêî ïðåæíåå îïðåäåëåíèå, ïóñòü äàæå è íå ñîâñåì
êîððåêòíîå, âñ¼ æå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîíÿòíûì è ïðèâû÷íûì.

1.5 Àêñèîìà âûáîðà

Â ýòîì ïóíêòå ìû ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá îäíîì âàæíîì â ìàòåìàòèêå ñîãëàøåíèè,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé âûáîðà è çâó÷èò òàê: äëÿ âñÿêîãî ñåìåéñòâà íåïóñòûõ ìíî-
æåñòâ ñóùåñòâóåò ïðàâèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäîìó ìíîæåñòâó ñåìåéñòâà ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ îäèí èç ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ýòî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé âûáîðà äëÿ
çàäàííîãî ñåìåéñòâà.
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Êàçàëîñü áû, ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîìû âûáîðà íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Åñëè åñòü íåïó-
ñòîå ìíîæåñòâî, òî ìû ìîæåì âûáðàòü â í¼ì êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò. Åñëè åñòü ñåìåéñòâî
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, òî òàê æå ìû ìîæåì ïîñòóïèòü ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì ýòîãî ñåìåé-
ñòâà. Êàêèå ìîãóò áûòü âîïðîñû? Ïðîáëåìà òóò êðîåòñÿ â âîçìîæíîñòè âûáðàòü êàêîé-
íèáóäü ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà. À êàêîé? Âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáõîäèì àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ìû îñóùåñòâèì âûáîð, îäíàêî òàêîé àëãîðèòì íå âñåãäà ìîæíî óêàçàòü. Áåðòðàí
Ðàññåë êîãäà-òî ïîøóòèë: ¾Åñëè ìíå ïðèä¼òñÿ âûáèðàòü ïî îäíîìó áîòèíêó èç êàæäîé ïà-
ðû áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà áîòèíîê, òî ÿ ñ ë¼ãêîñòüþ ñìîãó ñäåëàòü ýòî, âçÿâ, íàïðèìåð,
ëåâûé. Íî åñëè ìíå íóæíî âûáðàòü ïî îäíîìó íîñêó èç êàæäîé ïàðû, êîòîðûõ òîæå áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî, âîçíèêíóò çàòðóäíåíèÿ¿. Äåëî â òîì, ÷òî â êàæäîé ïàðå íîñêè àáñîëþòíî
îäèíàêîâû, è ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, êàêîé èç íèõ ìû âûáèðàåì. Àêñèîìà âûáîðà ïîçâîëÿåò
óòâåðæäàòü, ÷òî òàêîé âûáîð âîçìîæåí è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ âûáîðà ñóùåñòâóåò,
õîòÿ ìû å¼ è íå çíàåì. Òî åñòü àêñèîìà âûáîðà íîñèò íåêîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, ÷òî
è ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ïðè÷èíîé íåîäíîçíà÷íîãî îòíîøåíèÿ ê íåé. Ìíîãèå ìàòåìàòèêè ïî-
ëàãàþò, ÷òî òà èëè èíàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà, åñëè èñïîëüçóåìûå ïðè å¼ äîêàçàòåëüñòâå
îáúåêòû ïîñòðîåíû ÿâíî.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ íå ñ÷èòàåò íåêîíñòðóê-
òèâíîñòü äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì. Íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâà, ïîñòðî-
åííûå ðàññóæäåíèÿìè îò ïðîòèâíîãî, âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íåêîíñòðóêòèâíûìè. Ìû ïðåäïî-
ëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî-ëèáî îáúåêòà èëè âûïîëíåíèå êàêîãî-ëèáî ñâîéñòâà è ïðèõî-
äèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äî êîíöà XIX âåêà àêñèîìà âûáîðà èñïîëüçîâàëàñü áåçîãîâîðî÷íî,
à ñôîðìóëèðîâàíà îíà áûëà íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ý. Öåðìåëî â 1904 ãîäó. Óæå ïîñëå
ýòîãî âîêðóã íå¼ ðàçãîðåëèñü ñïîðû. Äåëî â òîì, ÷òî àêñèîìà âûáîðà âëå÷¼ò ðÿä ïàðàäîê-
ñàëüíûõ ñëåäñòâèé. Íàïðèìåð, èç íå¼ ñëåäóåò, ÷òî åäèíè÷íûé øàð ìîæíî ðàçáèòü íà ïÿòü
êîíãðóýíòíûõ (îäèíàêîâûõ) ÷àñòåé, à çàòåì ñëîæèòü èç íèõ äâà øàðà òàêîãî æå ðàçìåðà
(ïàðàäîêñ Áàíàõà �� Òàðñêîãî). Á. Ðàññåë òàê îòîçâàëñÿ îá àêñèîìå âûáîðà: ¾Ñíà÷àëà îíà
êàæåòñÿ î÷åâèäíîé, íî ÷åì áîëüøå âäóìûâàåøüñÿ, òåì áîëåå ñòðàííûìè êàæóòñÿ âûâî-
äû èç ýòîé àêñèîìû, ïîä êîíåö æå âîîáùå ïåðåñòàåøü ïîíèìàòü, ÷òî æå îíà îçíà÷àåò¿. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áåç àêñèîìû âûáîðà. Âîîáùå
ãîâîðÿ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé íåîáõîäèìà íå ïîëíàÿ, à òàê íàçûâàåìàÿ
ñ÷¼òíàÿ ôîðìà àêñèîìû, îäíàêî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ òàêîãî òèïà îáîéòèñü íåëüçÿ èëè åù¼
íå ïðèäóìàíî êàê. Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ àêñèîìà âûáîðà íå
îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ñìîæåì ñîâåðøèòü ïîñòðîåíèå äðóãèì ñïîñîáîì.

Àêñèîìà âûáîðà íåçàâèñèìà îò îñòàëüíûõ àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ. Êàê äîêàçàë Ï. Êî-
ýí, å¼ íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü â ýòîé ñèñòåìå àêñèîì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñòðîèòü ìàòåìàòèêó êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé àêñèîìû, òàê è áåç íå¼. Êîíå÷íî, âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ïðèä¼òñÿ îòêàçàòüñÿ îò ìíîãèõ âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
àêñèîìà âûáîðà ñïðàâåäëèâà è äàæå íå áóäåì íà íå¼ ññûëàòüñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíà
èñïîëüçóåòñÿ. Òî åñòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëèðîâêå
ýòîé àêñèîìû, ïðåäïîëàãàåòñÿ åñòåñòâåííûì.
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2 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ââîäÿòñÿ íàòóðàëüíûå, öåëûå, ðàöèîíàëüíûå è äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ñèñòåìàòèçèðóåì ýòè çíàíèÿ. Çàìåòèì åù¼, ÷òî
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ÷àñòî íàçûâàþò âåùåñòâåííûìè. Òàêîé òåðìèíîëîãèè áóäåì ïðè-
äåðæèâàòüñÿ è ìû.

2.1 Ïîëå

Åñëè A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ëþáîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A × A â A íàçûâàåòñÿ
áèíàðíîé îïåðàöèåé íà A. Ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè. Íàïðèìåð,
îáúåäèíåíèå ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M åñòü áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà P(M).
Òàê êàê ìû ñîáèðàåìñÿ îïðåäåëèòü íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ ñèñòåìó, ââåä¼ì äâå áèíàðíûå
îïåðàöèè, íàçûâàåìûå ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì. Åñëè x è y � ýëåìåíòû êàêîãî-ëèáî
ìíîæåñòâà, òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê íèì ýòèõ îïåðàöèé òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç x + y è xy (èëè x · y) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì x + y íàçûâàåòñÿ ñóììîé, à xy �
ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ x è y. Â àðèôìåòèêå óæå âñòðå÷àëèñü îïåðàöèè ñ òàêèìè íà-
çâàíèÿìè, à èõ ñâîéñòâà, òàê æå êàê è ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, ââîäèëèñü
ïîñòåïåííî, øàã çà øàãîì. È, âîîáùå ãîâîðÿ, áûëî íå ñîâñåì ÿñíî, îáëàäàþò ëè îíè åù¼
êàêèìè-ëèáî ñâîéñòâàìè, èëè òî, ÷òî èçó÷åíî, ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì øàãîì â ýòîé öåïî÷êå.
Â ýòîì ïóíêòå ìû, èñïîëüçóÿ àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä, îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ âìåñòå ñ îáëàñòüþ èõ îïðåäåëåíèÿ, êàê îáúåêòû, îáëàäàþùèå îïðåäåë¼ííûì,
ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè íà í¼ì îïðåäåëåíû
äâå áèíàðíûå îïåðàöèè, íàçûâàåìûå ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè:

S1. (çàêîí àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ñëîæåíèÿ)
åñëè x, y, z ∈ X, òî x+ (y + z) = (x+ y) + z;

S2. (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ)
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ X, òàêîé ÷òî x+ 0 = 0 + x = x äëÿ âñåõ x ∈ X;

S3. (ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà)
äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (−x) ∈ X, òàêîé ÷òî x+ (−x) = (−x) + x = 0;

S4. (çàêîí êîììóòàòèâíîñòè äëÿ ñëîæåíèÿ)
åñëè x, y ∈ X, òî x+ y = y + x.

M1. (çàêîí àññîöèàòèâíîñòè äëÿ óìíîæåíèÿ)
åñëè x, y, z ∈ X, òî x(yz) = (xy)z;

M2. (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû)
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 1 ∈ X, òàêîé ÷òî 1 6= 0 è x · 1 = 1 · x = x äëÿ âñåõ x ∈ X;

M3. (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà)

äëÿ êàæäîãî x ∈ X \ {0} ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 1

x
∈ X, òàêîé ÷òî x · 1

x
=

1

x
· x = 1;
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M4. (çàêîí êîììóòàòèâíîñòè äëÿ óìíîæåíèÿ)
åñëè x, y ∈ X, òî xy = yx.

D. (çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè)
åñëè x, y, z ∈ X, òî x(y + z) = xy + xz. •

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ x + (−y) íà-
çûâàåòñÿ âû÷èòàíèåì, à å¼ ðåçóëüòàò, íàçûâàåìûé ðàçíîñòüþ ýëåìåíòîâ x è y, îáû÷íî
çàïèñûâàþò êîðî÷å: x−y. Îáðàòíûé ýëåìåíò, ââåä¼ííûé â ñâîéñòâå M3, îáîçíà÷àåòñÿ òàê-

æå ÷åðåç x−1 èëè 1/x. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ x · 1
y
= xy−1 íàçûâàåòñÿ äåëåíèåì. Å¼ ðåçóëüòàò,

êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àþò âûðàæåíèåì
x

y
(èëè x/y), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äðîáüþ (èëè ÷àñò-

íûì ýëåìåíòîâ x è y). Ïðè ýòîì x íàçûâàåòñÿ ÷èñëèòåëåì äðîáè, à y � çíàìåíàòåëåì.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîëå X íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî
X+, òàêîå ÷òî

P1. åñëè x, y ∈ X+, òî x+ y ∈ X+ è xy ∈ X+;

P2. äëÿ êàæäîãî x ∈ X ðåàëèçóåòñÿ îäíà è òîëüêî îäíà èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âîçìîæíîñòåé:
x ∈ X+, x = 0, (−x) ∈ X+. •

Ýëåìåíò x óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ X íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè x ∈ X+, è îò-
ðèöàòåëüíûì, åñëè (−x) ∈ X+. Òàêèì îáðàçîì, X+ åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ X.

Ïóñòü x è y � ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ X. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
x > y (ýëåìåíò x áîëüøå ýëåìåíòà y) ⇔ (x− y) ∈ X+;
x > y (ýëåìåíò x áîëüøå èëè ðàâåí ýëåìåíòó y) ⇔ ((x− y) ∈ X+ èëè x = y);
x < y (ýëåìåíò x ìåíüøå ýëåìåíòà y) ⇔ (y − x) ∈ X+;
x 6 y (ýëåìåíò x ìåíüøå èëè ðàâåí ýëåìåíòó y) ⇔ ((y − x) ∈ X+ èëè x = y).

Âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå çíàêè <, >, 6 è > íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè. Íåðàâåí-
ñòâà, ñîäåðæàùèå çíàêè < è > íàçûâàþòñÿ ñòðîãèìè, à íåðàâåíñòâà ñî çíàêàìè 6 è > �
íåñòðîãèìè.

Âûðàæåíèå a < x < b, ðàâíîñèëüíî äâóì íåðàâåíñòâàì: a < x è x < b. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî âêëþ÷åíèå x ∈ X+ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó x > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Óïîðÿäî÷åííîå ïîëå X íàçûâàåòñÿ ïîëíûì (èëè íåïðåðûâíûì), åñëè
îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ A è B ïîëÿ X,
òàêèõ ÷òî a 6 b äëÿ âñåõ a ∈ A è b ∈ B, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò c ∈ X, ÷òî a 6 c 6 b
äëÿ âñåõ a ∈ A è b ∈ B. •

2.2 Ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Îïðåäåëèì âåùåñòâåííûå ÷èñëà êàê ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ïîëíîãî óïîðÿäî÷åííîãî ïî-
ëÿ R, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R+ íàçîâ¼ì
ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, à ïðîòèâîïîëîæíûå ê íèì � îòðèöàòåëü-
íûìè. Ýòî îïðåäåëåíèå âûçûâàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, êàêîå èìåííî ïîëå áåð¼òñÿ
â êà÷åñòâå R? Îêàçûâàåòñÿ, ïîëíîå óïîðÿäî÷åííîå ïîëå â íåêîòîðîì ñìûñëå åäèíñòâåííî.
×òîáû ïîíÿòü, â êàêîì èìåííî ñìûñëå, ââåä¼ì ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà.

13



Îïðåäåëåíèå 2.4. Äâà óïîðÿäî÷åííûõ ïîëÿ X è X ′ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå F : X → X ′, òàêîå ÷òî F (x + y) = F (x) + F (y),
F (xy) = F (x)F (y) è x < y ⇔ F (x) < F (y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Ïðè ýòîì F íàçûâàåòñÿ
èçîìîðôèçìîì óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé X è X ′. •

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.5. Ëþáûå äâà ïîëíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëÿ èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèì, õîòÿ è íå ñëîæíûì. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ìû íå áóäåì åãî çäåñü âîñïðîèçâîäèòü, à îñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëíîå óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, à çíà÷èò
è ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå 2.6. Âîîáùå ãîâîðÿ, èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ íàøèìè îáû÷-
íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ÷èñëàõ. Ìû èñïîëüçóåì ÷èñëà, íàïðèìåð, äëÿ èçìåðåíèÿ ìàññû
è äëèíû. Êàçàëîñü áû, ÷òî ìîæåò áûòü îáùåãî ó òð¼õ êèëîãðàììîâ êàðòîøêè è òð¼õ êèëî-
ìåòðîâ ïóòè? Êèëîìåòðû è êèëîãðàììû ñêëàäûâàòü íåëüçÿ, òî åñòü äëÿ èçìåðåíèÿ ìàññû
è ðàññòîÿíèÿ ìû èñïîëüçóåì ðàçíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîëÿ. Òåì íå ìåíåå, â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ ìû óïîòðåáëÿåì ÷èñëî òðè (èëè êàêîå-ëèáî äðóãîå) è ïîëüçóåìñÿ ïåðå÷èñëåííûìè â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå àêñèîìàìè ïîëÿ. Òî åñòü ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòè àêñèîìû
ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìàññ, è äëÿ ïðîòÿæ¼ííîñòåé. Ýòî, ôàêòè÷åñêè, è îçíà÷àåò èçîìîðô-
íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðÿ î âåùåñòâåííûõ
÷èñëàõ, ìû îòâëåêàåìñÿ îò èõ êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ôîêóñèðóåì âíèìàíèå òîëüêî
íà îïåðàöèÿõ, êîòîðûå ìû íàä íèìè âûïîëíÿåì. •

Âûâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.
×èòàòåëþ, îêîí÷èâøåìó ñðåäíþþ øêîëó, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñìåøíûì, ÷òî ìû áóäåì äî-
êàçûâàòü î÷åâèäíûå ôàêòû. Íà ñàìîì äåëå, ìû èõ íå äîêàçûâàåì, à âûâîäèì èç ôèê-
ñèðîâàííîé ñèñòåìû àêñèîì. Ýòè àêñèîìû (êðîìå, áûòü ìîæåò, àêñèîìû ïîëíîòû) ñôîð-
ìóëèðîâàíû â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñî øêîëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ÷èñëàõ. Â òî æå
âðåìÿ, åñòü ìíîãî ôàêòîâ, êîòîðûå â øêîëüíîé ïðîãðàììå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíÿòü íà âå-
ðó è êîòîðûå íå ôèãóðèðóþò â íàøåì ñïèñêå àêñèîì. Ïî÷åìó, íàïðèìåð, ïðè óìíîæåíèè
÷èñëà íà íóëü ïîëó÷àåòñÿ íóëü? Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ìû çàôèêñèðîâàëè íåêîòîðûé
íàáîð ñâîéñòâ, êîòîðûìè äîëæíû îáëàäàòü ÷èñëà, à âñå äðóãèå ñâîéñòâà äîëæíû áûòü èõ
ñëåäñòâèÿìè.

Òåîðåìà 2.7 (Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ïîëÿ).

1◦. Â R ñóùåñòâóþò òîëüêî îäèí íóëü è òîëüêî îäíà åäèíèöà.

2◦. Ó êàæäîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò (âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî).

3◦. (çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñëîæåíèÿ) Åñëè a, b, c ∈ R è a+ c = b+ c, òî a = b.

4◦. Ó êàæäîãî x ∈ R \ {0} ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí îáðàòíûé ýëåìåíò.

5◦. (çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ óìíîæåíèÿ) Åñëè a, b, c ∈ R, c 6= 0 è ac = bc, òî a = b.

6◦. Äëÿ êàæäîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî x · 0 = 0.
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7◦. Åñëè xy = 0, òî ëèáî x = 0, ëèáî y = 0.

8◦. Äëÿ êàæäîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (−1) · x = −x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðå÷èñëåííûõ ôàêòîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àêñè-
îìû èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçîáðàòüñÿ, ãäå êàêàÿ
àêñèîìà ïðèìåíÿåòñÿ.

1◦. Äîêàæåì òîëüêî åäèíñòâåííîñòü íóëÿ. Äëÿ åäèíèöû óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â R ñóùåñòâóþò äâà íóëÿ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
01 è 02. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ íóëÿ ñëåäóåò, ÷òî 01 = 01 + 02 = 02. Òî åñòü ýòè íóëè
ðàâíû.

2◦. Åñëè x1 è x2 � ýëåìåíòû, ïðîòèâîïîëîæíûå x ∈ R, òî

x1 = x1 + 0 = x1 + (x+ x2) = (x1 + x) + x2 = 0 + x2 = x2.

3◦. Åñëè a+c = b+c, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R áóäóò òàêæå ðàâíû ÷èñëà (a+c)+x è (b+c)+x.
Âîçüì¼ì x = −c. Òîãäà

a = a+ 0 = a+ (c+ (−c)) = (a+ c) + (−c) = (b+ c) + (−c) = b+ (c+ (−c)) = b+ 0 = b.

Ñëåäîâàòåëüíî a = b.

4◦. Ïóñòü x1 è x2 � ýëåìåíòû, îáðàòíûå x ∈ R \ {0}. Òîãäà

x1 = x1 · 1 = x1 · (xx2) = (x1x)x2 = 1 · x2 = x2.

5◦. Åñëè ac = bc, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R áóäóò òàêæå ðàâíû ÷èñëà (ac)x è (bc)x. Ïîñêîëüêó
c 6= 0, ìû ìîæåì âçÿòü x = c−1. Òîãäà

a = a · 1 = a · (c · c−1) = (ac) · c−1 = (bc) · c−1 = b · (c · c−1) = b · 1 = b.

Ñëåäîâàòåëüíî a = b.

6◦. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íóëÿ, 0 + 0 = 0. Ïîýòîìó

x · 0 + x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 = x · 0 + 0.

Ïðèìåíÿÿ çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñëîæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî x · 0 = 0.

7◦. Åñëè xy = 0 è, íàïðèìåð, y 6= 0, òî èç ðàâåíñòâà xy = y · 0 è çàêîíà ñîêðàùåíèÿ äëÿ
óìíîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

8◦. Èç ðàâåíñòâà 1 + (−1) = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî x + (−1)x = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ R.
Ïîýòîìó ÷èñëî (−1)x ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê x. Èç åäèíñòâåííîñòè ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî ÷èñëà ñëåäóåò, ÷òî (−1)x = −x. �

Òåîðåìà 2.8 (Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ïîðÿäêà). Ïóñòü a, b, c ∈ R. Òîãäà

1◦. (òðàíçèòèâíîñòü) åñëè a > b è b > c, òî a > c;

15



2◦. åñëè a > b, òî a+ c > b+ c;

3◦. (ñëîæåíèå íåðàâåíñòâ) åñëè x > y è a > b, òî x+ a > y + b;

4◦. åñëè a > b è c > 0, òî ac > bc.

5◦. åñëè a > b è c < 0, òî ac < bc.

6◦. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R \ {0} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xx > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1◦. Åñëè a = b è b > c, òî a− c = b− c ∈ R+. Åñëè æå a > b, òî ïîñêîëüêó (a− b) ∈ R+ è
(b− c) ∈ R+, â R+ áóäåò è a− c = (a− b) + (b− c).

2◦. (a+ c)− (b+ c) = (a− b) + (c− c) = a− b ∈ R+.

3◦. Òàê êàê x− y ∈ R+ è a− b ∈ R+, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R+ ñëåäóåò, ÷òî (x+ a)−
(y + b) = (x− y) + (a− b) ∈ R+.

4◦. Òàê êàê (a − b) ∈ R+ è c ∈ R+, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R+ ñëåäóåò, ÷òî ac − bc =
(a− b)c ∈ R+.

5◦. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, òàê êàê (a− b) ∈ R+ è (−c) ∈ R+, ïîëó÷àåì
bc− ac = (b− a)c = (a− b)(−1)c = (a− b)(−c) ∈ R+.

6◦. Åñëè x ∈ R+, òî âêëþ÷åíèå xx ∈ R+ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R+. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî (−x) ∈ R+. Êàê ñëåäóåò èç ïóíêòîâ 8 è 2 òåîðåìû 2.7, (−1)(−1) = 1.
Ïîýòîìó xx = (−1)x(−1)x = (−x)(−x) ∈ R+. �

Çàìåòèì, ÷òî èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî 1 > 0, òàê êàê 1 = 1 ·1
è 1 6= 0.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ R îïðåäåëèì åãî àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó èëè ìîäóëü |x| ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

|x| =

{
x, x > 0,

−x, x < 0.

Òàêæå, ïîñòàâèì êàæäîìó x ∈ R â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî sgnx (÷èòàåòñÿ ñèãíóì èëè çíàê):

sgnx =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî |x| > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R è èç |x| = 0 ñëåäóåò x = 0. Êðîìå òîãî, |x| = x·sgnx
è x = |x| · sgnx. Âûâåäåì åù¼ íåñêîëüêî ñâîéñòâ ìîäóëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü x, y ∈ R. Òîãäà

1◦. |xy| = |x| · |y|;

2◦. åñëè ε ∈ R+, òî (|x| < ε)⇔ (−ε < x < ε), (|x| 6 ε)⇔ (−ε 6 x 6 ε);
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3◦. (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) |x+ y| 6 |x|+ |y|;

4◦.
∣∣|x| − |y|∣∣ 6 |x− y|.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1◦. Ýòî ðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî (−1)(−1) = 1 è sgn (xy) = sgn x sgn y.

2◦. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè x > 0 è x < 0.

3◦. Âçÿâ â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè ε = |x|, ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî −|x| 6 x 6 |x|.
Àíàëîãè÷íî, −|y| 6 y 6 |y|. Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

−(|x|+ |y|) 6 x+ y 6 |x|+ |y|.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

4◦. Òàê êàê x = (x− y) + y è y = (y − x) + x, èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì:

|x| 6 |x− y|+ |y| è |y| 6 |y − x|+ |x|.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

−|x− y| 6 |x| − |y| 6 |x− y|,

îòêóäà, ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 2◦ ñ ε = |x− y|, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �

Âûâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ñâîéñòâà ïîëíîòû ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ
÷èñåë. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ R îãðàíè÷åíî ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ R, ÷òî
x > a äëÿ âñåõ x ∈ A. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî A ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå b ∈ R, ÷òî x 6 b äëÿ âñåõ x ∈ A. Ïðè ýòîì a íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ èëè
ìèíîðàíòîé ìíîæåñòâà A, à b � åãî âåðõíåé ãðàíüþ èëè ìàæîðàíòîé. Åñëè ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åíî è ñâåðõó, è ñíèçó, òî îíî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Åñëè c åñòü âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü ìíîæåñòâà A è c ∈ A, òî c íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì
(ìèíèìóìîì) ìíîæåñòâà A. Çàïèñûâàåòñÿ ýòî òàê: c = maxA (c = minA).

Îïðåäåëåíèå 2.10. ×èñëî a ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ èëè èíôèìóìîì
íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A (çàïèñûâàåòñÿ a = inf A), åñëè
à) a ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ A;
á) äëÿ ëþáîãî y > a ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ A, ÷òî x < y.

×èñëî b ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ èëè ñóïðåìóìîì íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A
(çàïèñûâàåòñÿ b = supA), åñëè
à) b ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A;
á) äëÿ ëþáîãî y < b ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ A, ÷òî x > y. •

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïî-äðóãîìó: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóþò òàêèå x, y ∈ A, ÷òî x > supA− ε è y < inf A+ ε.

Ñóïðåìóì îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà A ⊂ R îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè
ñâîéñòâàìè:

1◦. åñëè supA ∈ A, òî supA = maxA;
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2◦. supA åñòü íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A;

3◦. supA îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì;

4◦. ìíîæåñòâî −A = {x ∈ R | − x ∈ A} îãðàíè÷åíî ñíèçó è inf(−A) = − supA.

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò inf A. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñôîðìóëèðîâàòü èõ ñà-
ìîñòîÿòåëüíî.

Ïðèìåð 2.11. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = {x ∈ R | 0 6 x < 1}. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
supA = 1, maxA íå ñóùåñòâóåò, inf A = minA = 0, inf(−A) = −1, sup(−A) = 0. •

Ïîêà ÷òî ìû íå âûÿñíèëè îòâåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íûõ ãðàíåé ìíîæåñòâà.
Òàê êàê inf A = − sup(−A), äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòüñÿ ñ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ.
Òåîðåìà 2.12. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî c ∈ R, ÷òî c = supA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, ìíîæåñòâî B åãî âåðõíèõ
ãðàíåé íå ïóñòî. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè, a 6 b äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B. Â ñèëó
ïîëíîòû R ñóùåñòâóåò òàêîå c ∈ R, ÷òî a 6 c 6 b äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B. ×èñëî c
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ A, òî åñòü c ∈ B. Òàê êàê c 6 b äëÿ ëþáîãî b ∈ B, c åñòü
íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü. Ñëåäîâàòåëüíî c = supA. �

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü â äîêàçàòåëüñòâå òåì, ÷òî ñóïðåìóì åñòü íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü. Ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà. Ïî-
êàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî y < c ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ A, ÷òî x > y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
óòâåðæäåíèå ëîæíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî y < c, ÷òî x 6 y äëÿ âñåõ x ∈ A. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ A, òî åñòü y ∈ B. Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà c
ñëåäóåò, ÷òî c 6 y, à èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ � ÷òî y < c. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò, ÷òî c = supA.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü A è B � íåïóñòûå îãðàíè÷åííûå ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâà â R.
Åñëè A ⊂ B, òî supA 6 supB (inf A > inf B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ìíîæåñòâ. Äëÿ êàæäîãî
x ∈ B ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x 6 supB. Òàê êàê A ⊂ B, ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî
è äëÿ âñåõ x ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî supB ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ A. Ïîñêîëüêó supA
åñòü íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A, supA 6 supB. �

Â çàêëþ÷åíèå ïóíêòà ââåä¼ì åù¼ îäíî ïîíÿòèå. Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äîïîëíåííîå äâóìÿ ýëåìåíòàìè −∞ è +∞,
íàçûâàåìûìè ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü è ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ýòèìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé
è îáîçíà÷àåòñÿ R. Áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû íàäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦. (+∞) + (+∞) = +∞, (−∞) + (−∞) = −∞, (+∞) · (+∞) = +∞, (−∞) · (−∞) = +∞,
−(+∞) = −∞, −(−∞) = +∞;

2◦. x+ (+∞) = +∞, x+ (−∞) = −∞ è x/(+∞) = x/(−∞) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R;

3◦. x · (+∞) = +∞ è x · (−∞) = −∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ R+;

4◦. −∞ < x < +∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ R;

5◦. âûðàæåíèÿ (+∞)+(−∞), 0·(±∞), (±∞)/(±∞) íå èìåþò ñìûñëà è íàçûâàþòñÿ íåîïðå-
äåë¼ííîñòÿìè.
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2.3 Âàæíåéøèå êëàññû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

2.3.1 Íàòóðàëüíûå ÷èñëà

Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñîäåðæèò íåñêîëüêî êëàññîâ ÷èñåë, êîòîðûå èñòîðè÷åñêè
ïîÿâèëèñü çíà÷èòåëüíî ðàíüøå ñàìèõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ, íàïðè-
ìåð, íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â øêîëå èõ îïðåäåëÿþò êàê ÷èñëà âèäà 1, 1+ 1, (1+ 1)+ 1 è òàê
äàëåå è îáîçíà÷àþò 1, 2, 3 è òàê äàëåå. Ìû ñîõðàíèì ââåä¼ííûå â øêîëå îáîçíà÷åíèÿ, íî
íå ïðèìåì äàííîå òàì îïðåäåëåíèå. Ñóòü ïðåòåíçèé çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè ñëîâ ¾è òàê
äàëåå¿. Ïîñêîëüêó ìû íå ìîæåì ïåðå÷èñëèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íåîáõîäèìî ïðåä-
ëîæèòü íåêîòîðóþ ïðîöåäóðó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìû ìîãëè áû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî íàòóðàëüíûì èëè íåò. Êðîìå òîãî, õîòåëîñü áû äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå ïîçâîëèëî áû äîêàçûâàòü ïîëåçíûå, ñîäåðæàòåëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ.

Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíûì, åñëè 1 ∈ A è äëÿ ëþáîãî x ∈ A ÷èñëî
(x+1) òàêæå ïðèíàäëåæèò A. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà R è R+ ÿâëÿþòñÿ èíäóêòèâíûìè.

Ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè èíäóêòèâíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ìíî-
æåñòâîì. Â ñàìîì äåëå, åäèíèöà ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç ìíîæåñòâ ýòîé ñîâîêóïíîñòè,
à ïîýòîìó è èõ ïåðåñå÷åíèþ. Åñëè êàêîå-ëèáî ÷èñëî x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ, òî îíî
ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç ñîñòàâëÿþùèõ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó âñå ýòè ìíî-
æåñòâà èíäóêòèâíû, êàæäîìó èç íèõ ïðèíàäëåæèò è ÷èñëî x+ 1. Ïîýòîìó x+ 1 ïðèíàä-
ëåæèò èõ ïåðåñå÷åíèþ.

Èç äîêàçàííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ èíäóêòèâíûõ ìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ìíîæåñòâîì. Ýòî ïåðåñå÷åíèå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì N. Âûâåäåì åù¼ íåñêîëüêî ñâîéñòâ ìíîæåñòâà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë.

Óòâåðæäåíèå 2.14 (Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè). Åñëè A ⊂ N è A � èíäóê-
òèâíîå ìíîæåñòâî, òî A = N.

B Ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà N, ñîãëàñíî êîòîðîìó N
äîëæíî áûòü ïîäìíîæåñòâîì êàæäîãî èíäóêòèâíîãî ìíîæåñòâà è â òîì ÷èñëå A. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ A ⊂ N. Òàêèì îáðàçîì, A = N. C

×àñòî ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñïîëüçóåòñÿ â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå: ïóñòü
P (n) � êàêîå-ëèáî óòâåðæäåíèå, êàñàþùååñÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Åñëè P (1) èñòèííî,
à èç èñòèííîñòè P (n) ñëåäóåò èñòèííîñòü P (n + 1), òî P (n) èñòèííî äëÿ âñåõ n ∈ N.
Ýòà ôîðìóëèðîâêà, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíà ïðåäûäóùåé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
èç ïåðâîé ôîðìóëèðîâêè ñëåäóåò âòîðàÿ, äîñòàòî÷íî âçÿòü A = {n ∈ N | P (n)}. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ îïðåäåëèì P (n), êàê óòâåðæäåíèå (n ∈ A).

Äàííîå íàìè îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî àáñòðàêò-
íûì è íå äà¼ò ïðåäñòàâëåíèÿ î ñòðóêòóðå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò
âûÿñíèòü, êàêèìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îñíîâíûì
èíñòðóìåíòîì ïðè å¼ äîêàçàòåëüñòâå áóäåò ñëóæèòü ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òåîðåìà 2.15 (Î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà N).

1◦. n > 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N;

2◦. åñëè k è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî (k +m) ∈ N è km ∈ N;
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3◦. åñëè k ∈ N è k 6= 1, òî (k − 1) ∈ N;

4◦. åñëè k è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è k < m, òî (m− k) ∈ N;

5◦. äëÿ ëþáîãî k ∈ N íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òàêîãî, ÷òî k < n < k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1◦. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A = {n ∈ N | n > 1} ⊂ N. Ïîêàæåì, ÷òî A � èíäóêòèâíîå
ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó 1 > 1, åäèíèöà ïðèíàäëåæèò A. Åñëè êàêîå-ëèáî íàòóðàëüíîå
÷èñëî n ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî n > 1 è, êàê ñëåäóåò èç ïîðÿäêîâûõ ñâîéñòâ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, n + 1 > 1 + 1 > 1 + 0 = 1. Òî åñòü (n + 1) ∈ A. Òàêèì îáðàçîì,
A ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ìíîæåñòâîì. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè,
A = N. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî n > 1 äëÿ âñåõ n ∈ N.

2◦. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì k +m. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî k ∈ N è ïîêàæåì, ÷òî
(k + n) ∈ N äëÿ âñåõ n ∈ N. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A = {m ∈ N | (k +m) ∈ N} ⊂ N. Ïîñêîëüêó N � èíäóêòèâíîå
ìíîæåñòâî è k ∈ N, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (k + 1) ∈ N. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 1 ∈ A. Åñëè
n ∈ A, òî ïî îïðåäåëåíèþ A ÷èñëî k + n ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì. Èç èíäóêòèâíîñòè N
ñëåäóåò, ÷òî k + (n + 1) = (k + n) + 1 ∈ N. Ïîýòîìó n + 1 ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, A �
èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî è, êàê ñëåäñòâèå, A = N.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùåãîñÿ ïðîèçâåäåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ âòîðîé ôîðìóëèðîâêîé ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî k ∈ N è äîêàæåì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ
P (n) = (kn ∈ N) äëÿ âñåõ n ∈ N. P (1) èñòèííî, òàê êàê k · 1 = k ∈ N. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî P (n) èñòèííî è ïîêàæåì, ÷òî èñòèííî óòâåðæäåíèå P (n + 1). Çàìåòèì, ÷òî
k(n + 1) = kn + k. Òàê êàê kn ∈ N â ñèëó èñòèííîñòè P (n) è k ∈ N, èç ïåðâîé ÷à-
ñòè äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (kn + k) ∈ N. Òî åñòü k(n + 1) ∈ N è
óòâåðæäåíèå P (n+ 1) èñòèííî.

3◦. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî òàê: (∀k ∈ N)((k 6= 1) ⇒ (k − 1) ∈
N). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A = {x ∈ N | x = 1 ∨ (x − 1) ∈ N} ⊂ N. Óòâåðæäåíèå
áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî A = N. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà A, 1 ∈ A.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ∈ A, è ðàññìîòðèì ÷èñëî (n + 1). Çàìåòèì, ÷òî n ∈ N, òàê êàê
A ⊂ N. Ïîýòîìó íàòóðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ è ÷èñëî (n + 1)− 1, ïîñêîëüêó îíî ñîâïàäàåò
ñ n. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (n + 1) ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî A = N.

4◦. Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé ôîðìóëèðîâêîé ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Îïðåäå-
ëèì óòâåðæäåíèå P (k) ñëåäóþùèì îáðàçîì: (∀m ∈ N)((m > k) ⇒ (m − k) ∈ N).
Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N óòâåðæäåíèå P (k) èñòèííî. P (1) èñòèííî
â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòèííî P (n), è äîêàæåì P (n+1). Âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > n+1. Òàê êàê ïðè ýòîì m > n, èç P (n) ñëåäóåò,
÷òî (m− n) ∈ N. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâî m > n + 1 îçíà÷àåò, ÷òî m− n > 1. Ïîýòî-
ìó èç óòâåðæäåíèÿ 3◦ âûòåêàåò, ÷òî m − (n + 1) = (m − n) − 1 ∈ N. Òàêèì îáðàçîì,
óòâåðæäåíèå P (n+ 1) èñòèííî.
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5◦. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî k ∈ N è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó k <
n < k + 1. Ïîñêîëüêó n ∈ N è n > k, èç óòâåðæäåíèÿ 4◦ ñëåäóåò, ÷òî (n− k) ∈ N. Â òî
æå âðåìÿ, n− k < (k + 1)− k = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 1◦. �

Â äîïîëíåíèå ê äîêàçàííîé òåîðåìå îòìåòèì åù¼ äâà ñâîéñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: åñëè
n ∈ N, òî (−n) 6∈ N è 1/n 6∈ N ïðè n 6= 1. Ýòè ñâîéñòâà ñðàçó ñëåäóþò èç òåîðåìû 2.15.

Çàìå÷àíèå 2.16. Íà îñíîâå òåîðåìû 2.15 ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü, êàêèå âåùåñòâåííûå
÷èñëà âõîäÿò â îïðåäåëåííîå íàìè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âî ïåðâûõ, 1 ∈ N è âñå
îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà áîëüøå åäèíèöû. Äàëåå, â ñèëó èíäóêòèâíîñòè N, ÷èñëà
2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, 4 = 3 + 1 è òàê äàëåå ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè. Áîëåå òîãî, èç
óòâåðæäåíèÿ 5◦ òåîðåìû 2.15 ñëåäóåò, ÷òî äðóãèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåò. Ôàêòè÷åñêè ýòî
è åñòü øêîëüíîå îïðåäåëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. •

Çàìå÷àíèå 2.17. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ýëå-
ìåíòîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü Nm = {k ∈ N | k 6 m}. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà íà Nm äëÿ
íåêîòîðîãî m ∈ N. Ïðè ýòîì ÷èñëî m íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ïîäðîáíåå ñ òà-
êîãî ðîäà âîïðîñàìè ìû ïîçíàêîìèìñÿ â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì êàðäèíàëüíûì ÷èñëàì,
à ñåé÷àñ îòìåòèì ëèøü ïàðó î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Åñëè
A è B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, òî êîíå÷íûì ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî A ∪ B. Îòñþäà ñðàçó
ñëåäóåò, ÷òî åñëè A � áåñêîíå÷íîå, à B � êîíå÷íîå ìíîæåñòâà, òî A \ B � áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà èñïîëüçóþò òàêæå äëÿ ïîäñ÷åòà ïîâòîðÿþùèõñÿ ñîáûòèé èëè îáú-
åêòîâ. Íàïðèìåð, ìû ãîâîðèì, ÷òî áóêâà ¾à¿ âñòðå÷àåòñÿ â ñëîâå ¾àáðàêàäàáðà¿ ïÿòü ðàç.
×òîáû ïîëó÷èòü ýòî ÷èñëî, ìû íàïðîòèâ êàæäîé áóêâû ¾à¿ ïîñòàâèì åäèíèöó, à ïîòîì
âñå ýòè åäèíèöû ñëîæèì. •

Äëÿ ëþáûõ n ∈ N è x ∈ R îïðåäåëèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî xn êàê ïðîèçâåäåíèå x·x · · ·x,
â êîòîðîì n ðàç ñòîèò ÷èñëî x. ×èñëî xn íàçûâàåòñÿ n-é ñòåïåíüþ ÷èñëà x è ÷èòàåòñÿ
¾x â ñòåïåíè n¿. Èñòîðè÷åñêè ïðèíÿòî âûäåëÿòü äâà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿ: x2 íàçûâàåòñÿ
¾x â êâàäðàòå¿, à x3 � ¾x â êóáå¿. Î÷åâèäíî, ÷òî x1 = x äëÿ âñåõ x ∈ R. Êðîìå òîãî, ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì, ÷òî x0 = 1 äëÿ âñåõ x ∈ R.
Òåîðåìà 2.18 (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Äëÿ êàæäîãî n ∈ N è äëÿ âñåõ x ∈ R, òàêèõ
÷òî x > −1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: (1 + x)n > 1 + nx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå x > −1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà Áåðíóë-
ëè âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè n = 1, òî äîêàçûâàåìîå
íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî: (1 + x)1 = 1 + x = 1 + 1 · x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðà-
âåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ êàêîãî-ëèáî n ∈ N. Äîêàæåì, ÷òî (1 + x)n+1 > 1 + (n + 1)x. Â
ñàìîì äåëå, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè è íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ÷èñëà
1 + x, ìû ïîëó÷èì:

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) > (1 + nx)(1 + x) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 > 1 + (n+ 1)x.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ýòîé öåïî÷êå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê x2 > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R. Èç
ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ n ∈ N. �
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Òåîðåìà 2.19 (Ïðèíöèï Àðõèìåäà). Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ñâåðõó. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî
n > x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N � îãðà-
íè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.12, ñóùåñòâóåò òàêîå âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî c, ÷òî c = supN. Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, äëÿ ëþáîãî
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà y, ìåíüøåãî c, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü òàêîå n ∈ N, ÷òî n > y. Âîçü-
ì¼ì y = c−1. Òîãäà n > c−1 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, òî åñòü n+1 > c. Íî N � èíäóêòèâíîå
ìíîæåñòâî, ïîýòîìó (n+1) ∈ N. Ïîëó÷èëè äâà ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó óòâåðæäåíèÿ:
¾c = supN ¿ è ¾ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k (k = n+ 1), êîòîðîå áîëüøå c¿. �

Ýòî, êàçàëîñü áû òðèâèàëüíîå, óòâåðæäåíèå èìååò ïîëåçíûå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.20. Äëÿ ëþáûõ a ∈ R è b ∈ R+ ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî a < nb.

B Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå a ∈ R è b ∈ R+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a > nb. Íî òîãäà ìíîæåñòâî N îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåùåñòâåííûì
÷èñëîì a/b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó Àðõèìåäà. C

Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå èìååò ïðîñòóþ òðàêòîâêó èç ïîâñåäíåâíîé æèçíè: çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ (äëèíû b) ìîæíî ïðîéòè ëþáîå ðàññòîÿíèå (a).

Ñëåäñòâèå 2.21. Ïóñòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y è z òàêîâû, ÷òî y 6 x 6 y + z/n äëÿ
âñåõ n ∈ N. Òîãäà x = y.

B Îïÿòü ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x 6= y, òî åñòü x > y.
Ïîëîæèâ â ïðåäûäóùåì ñëåäñòâèè a = z è b = x − y, ìû ïîëó÷èì, ÷òî n(x − y) > z äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ýòîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x > y + z/n,
êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. C

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìû ìîãëè áû ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ
äðóãîãî íåðàâåíñòâà: y − z/n 6 x 6 y. Óòâåðæäåíèå ïðè ýòîì íå èçìåíèëîñü áû. Êðîìå
òîãî, óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ â ñèëå, åñëè ýòè íåðàâåíñòâà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà.

2.3.2 Öåëûå ÷èñëà

Ñêàæåì, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ öåëûì, åñëè ëèáî x ∈ N, ëèáî x = 0, ëèáî
(−x) ∈ N. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Z. Òàêèì îáðàçîì, Z =
(−N) ∪ {0} ∪ N.

Îñíîâíîå îòëè÷èå Z îò N ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ Z åãî ïðîòèâîïîëîæíûé
ýëåìåíò (−n) òàêæå ïðèíàäëåæèò Z. Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ
÷èñåë íå îãðàíè÷åíî íè ñâåðõó, íè ñíèçó. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k
è n èç Z èõ ðàçíîñòü (k − n) (òàê æå êàê è (n− k)) òîæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Z.

Äðóãèå ñâîéñòâà öåëûõ ÷èñåë àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ìû äîêàæåì òîëüêî îäíî óòâåðæäåíèå, êàñàþùååñÿ öåëûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.22. Äëÿ êàæäîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå n ∈ Z, òàêîå ÷òî n 6 x <
n+ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x ∈ R è äëÿ êàæäîãî k ∈ Z îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî Ak = {y ∈ R | k 6 y < k + 1}. Çàìåòèì, ÷òî Ak ∩ A` = ∅, åñëè k è ` �
ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî k 6= ` è Ak ∩ A` 6= ∅. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå y ∈ R, ÷òî k 6 y < k + 1 è ` 6 y < ` + 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî k < `, ïîýòîìó k < ` 6 y < k + 1. Òî åñòü k < ` < k + 1, à
ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó öåëûõ ÷èñåë, àíàëîãè÷íîìó óòâåðæäåíèþ 5◦ èç òåîðåìû 2.15.
Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ öåëûõ ÷èñåë ñàìîñòîÿòåëüíî.

Êàê ñëåäóåò èç ïðèíöèïà Àðõèìåäà, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî |x| <
m. Ïîýòîìó −m < x < m. Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

x ∈ ∪k=m−1k=−m Ak = A−m ∪ A−m+1 ∪ . . . ∪ Am−1.

Ñëåäîâàòåëüíî x ïðèíàäëåæèò îäíîìó (è òîëüêî îäíîìó) èç ìíîæåñòâ Ak, k ∈ {−m,−m+
1, . . . ,m − 1}. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå n òî öåëîå ÷èñëî èç íàáîðà {−m,−m + 1, . . . ,m − 1},
äëÿ êîòîðîãî x ∈ An. Òîãäà n 6 x < n+ 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x öåëîå ÷èñëî n, òàêîå ÷òî n 6 x < n+1, íàçûâàåòñÿ
öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà x. Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [x]. Äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà
x îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç {x} è îïðåäåëÿåòñÿ êàê x − [x]. Íå ñëåäóåò ïóòàòü äðîáíóþ ÷àñòü
÷èñëà x ñ ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç îäíîãî ýëåìåíòà x.

Îòìåòèì åù¼, ÷òî ìíîæåñòâî Z äåëèòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà �
÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ÷èñåë. ×èñëî n ∈ Z íàçûâàåòñÿ ÷¼òíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ Z,
÷òî n = 2k. ×èñëî n ∈ Z íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ Z, ÷òî n =
2k − 1.

2.3.3 Ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà âèäà k/n, ãäå k ∈ Z è n ∈ N, íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Ìíîæåñòâî
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Q. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðà-
öèîíàëüíûìè, íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè. Ïðè îïðåäåëåíèè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà k/n
âîçíèêàåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî äðîáü km/(nm) çàäà¼ò îäíî è òî æå ÷èñëî äëÿ
êàæäîãîm ∈ N. Òî åñòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà çàäàþòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Ìû îáîéä¼ì ýòó ïðî-
áëåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî ` 6= 1 íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì öåëîãî ÷èñëà
k, åñëè k = m` äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ Z. Ñêàæåì, ÷òî äðîáü k/n ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé,
åñëè ÷èñëà k è n íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé (òàêèå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòû-
ìè). Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, êàê íåñîêðàòèìûå äðîáè. Ïðè
ýòîì äëÿ êàæäîãî p ∈ Q ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûå k ∈ Z è n ∈ N, òàêèå ÷òî
p = k/n.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Q åñòü óïîðÿäî÷åííîå ïîëå. Â òî æå âðåìÿ, êàê ìû óâè-
äèì äàëåå, ïîëå Q íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äëÿ íà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî Q 6= R. Ýòî áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñóùåñòâóþò. Èñòîðè÷åñêè èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà
âîçíèêëè ïðè ïîïûòêå ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 = a, ãäå a ∈ R+. Ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç ÷èñëà a è îáîçíà÷àåòñÿ

√
a

èëè a1/2. Äëÿ íåêîòîðûõ a, íàïðèìåð äëÿ a = 2, íå óäàëîñü íàéòè ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x,
óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óðàâíåíèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé
ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ðåøåíèå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü. Â ñàìîì äåëå, èñõîäÿ èç òåîðåìû
Ïèôàãîðà, x ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ãèïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ äëèíîé êàòå-
òîâ, ðàâíîé åäèíèöå. Ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî â R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.
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Òåîðåìà 2.23 (Î êâàäðàòíîì êîðíå). Äëÿ êàæäîãî a ∈ R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî x ∈ R+, òàêîå ÷òî x

2 = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò äâà ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëà x1 è x2, êâàäðàòû êîòîðûõ ðàâíû a. Òî-
ãäà x21− x22 = 0. Íî x21− x22 = (x1− x2)(x1 + x2), ïîýòîìó ëèáî x1− x2 = 0, ëèáî x1 + x2 = 0.
Âòîðîé âàðèàíò íåâîçìîæåí ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè x1 è x2. Òàêèì îáðàçîì, x1 = x2, òî
åñòü ðåøåíèå âñ¼-òàêè åäèíñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A = {x ∈ R+ | x2 < a}.

Ýòî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, íàïðèìåð, ÷èñëîì (a+1). Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî x ∈ A, ÷òî x > a+1. Òîãäà x2 > (a+1)2 > a, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî x ∈ A.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà A ñâåðõó, ñóùåñòâóåò ÷èñëî c = supA ∈ R+. Ïîêà-
æåì, ÷òî c2 = a, òî åñòü c è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì êâàäðàòíûì êîðíåì èç ÷èñëà a.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c2 < a. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî
ε, ÷òî c2+ε < a. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ε = (a−c2)/2. Èç ïðèíöèïà Àðõèìåäà ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî 2c+ 1 < nε. Ïðîâåðèì, ÷òî ÷èñëî (c+ 1/n) ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó A. Äåéñòâèòåëüíî,(

c+
1

n

)2
= c2 +

(
2c+

1

n

)
· 1
n
6 c2 +

(
2c+ 1

)
· 1
n
< c2 + ε < a.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó c + 1/n > c è (c + 1/n) ∈ A, ÷èñëî c íå ìîæåò áûòü âåðõíåé
ãðàíüþ ìíîæåñòâà A. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, c2 > a. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, äëÿ ëþáîãî k ∈ N
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî x ∈ A, ÷òî x > (c − 1/k). Òàê êàê x ∈ A, ìû ïîëó÷àåì: a > x2 >
(c− 1/k)2 > c2 − 2c/k. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

a 6 c2 6 a+
2c

k
.

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 2.21 ïðèíöèïà Àðõèìåäà, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî c2 = a. �

Óïðàæíåíèå 2.24. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ R+ è n ∈ N ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ÷èñëî x ∈ R+, òàêîå ÷òî x

n = a. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ êîðíåì ñòåïåíè n
èç ÷èñëà a è îáîçíà÷àåòñÿ n

√
a èëè a1/n. Îòìåòèì åù¼, ÷òî êîðåíü ñòåïåíè 3 íàçûâàåòñÿ

êóáè÷åñêèì. •

Âåðí¼ìñÿ ê èððàöèîíàëüíûì ÷èñëàì è äîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ÷èñëî òàêîãî
òèïà ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 2.25. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî
√
2 ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 = 2. Ýòî ðåøåíèå îáîçíà÷àþò
÷åðåç

√
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

√
2 ∈ Q. Òîãäà ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûå âçà-

èìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå (òàê êàê
√
2 > 0) ÷èñëà k è n, òàêèå ÷òî

√
2 = k/n è, êàê
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ñëåäñòâèå, k2 = 2n2. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî k2 ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì, òî
åñòü ñðåäè äåëèòåëåé ÷èñëà k ïðèñóòñòâóåò 2. Ïîýòîìó k = 2m äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N.
Òîãäà 2m2 = n2, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî n � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî åñòü ñðåäè åãî äåëèòåëåé òî-
æå ïðèñóòñòâóåò 2. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà k è n íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè âîïðåêè
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî

√
2 ∈ R \Q. �

Èòàê, Q 6= R. Ìû äîêàçàëè äâà óòâåðæäåíèÿ, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Íà ñàìîì äåëå èððàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ìíîãî. Î÷åíü ìíîãî! Èõ, â êàêîì-òî ñìûñëå, çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ðàöèîíàëüíûõ.
Ìû ïîäðîáíåå èññëåäóåì ýòîò âîïðîñ â ïàðàãðàôå, ïîñâÿù¼ííîì êàðäèíàëüíûì ÷èñëàì.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê
ðàçíîñòü äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (òàêæå êàê è ïðîèçâåäåíèå) ìîæåò áûòü ÷èñëîì
ðàöèîíàëüíûì.

Åù¼ îäèí âûâîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü òåîðåìà 2.25, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëå Q
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A = {x ∈ Q | x > 0 è x2 < 2}
è B = {x ∈ Q | x > 0 è x2 > 2}. Òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.23, ìû ìîæåì
ïîêàçàòü, ÷òî a < b äëÿ âñåõ a ∈ A è b ∈ B. Îäíàêî åäèíñòâåííûì ÷èñëîì, ðàçäåëÿþùèì
ýòè ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ

√
2, êîòîðîå íå ïðèíàäëåæèò Q.

Èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òîæå äî-
âîëüíî ìíîãî.

Òåîðåìà 2.26. Åñëè a è b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è a < b, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî p, ÷òî a < p < b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Àðõèìåäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,
÷òî 1 < (b − a)n. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü íåìíîãî èíà÷å: bn > an + 1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.22, k 6 an < k + 1 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z. Òîãäà
bn > k + 1. Òàêèì îáðàçîì, an < k + 1 < bn è â êà÷åñòâå p ìû ìîæåì âçÿòü ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî (k + 1)/n. �

Â çàêëþ÷åíèå ïóíêòà îòìåòèì åù¼ îäíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà R íà íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ êëàññû. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ âèäà a0x

n+a1x
n−1+ . . .+an−1x+an = 0 ñ n ∈ N è ñ ðàöèîíàëüíûìè

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ak, k = 0, 1, . . . , n. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
÷èñëî íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì. Ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ èçó÷åíèåì ýòèõ ÷èñåë.

2.4 Ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Äëÿ çàïèñè êîíêðåòíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñèìâîëû èëè çíà-
êè, íàçûâàåìûå öèôðàìè. Êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ çíàêîâ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Â
ïîâñåäíåâíîé æèçíè ìû èìååì äåëî ñ äåñÿòè÷íîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ. Òàêîå íàçâàíèå
âîçíèêëî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå èñïîëüçóåòñÿ äåñÿòü ñèìâîëîâ: 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9. Â êîìïüþòåðàõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ øåñòíàäöàòåðè÷íàÿ ñèñòåìà, ñèìâîëàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñèñòå-
ìû, îäíàêî êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â ñèñòåìå íå ìîæåò áûòü ìåíüøå äâóõ, òàê êàê â ñàìîé
àêñèîìàòèêå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à èìåííî, â îïðåäåëåíèè ïîëÿ óæå èñïîëüçóåòñÿ äâà
ñèìâîëà: 0 è 1. Åñëè ìû òîëüêî ýòèìè çíàêàìè è îãðàíè÷èìñÿ, òî ïîëó÷èì äâîè÷íóþ ñè-
ñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Ïðèáàâèâ ê íèì åù¼ îäèí ñèìâîë, íàïðèìåð 2, ìû ïðèä¼ì ê òðîè÷íîé
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ñèñòåìå è òàê äàëåå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàäàþùåå êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ñèìâîëîâ,
íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Çàïèñü îäíîãî è òîãî æå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà áóäåò ðàçëè÷íîé â ðàçíûõ ñèñòåìàõ
ñ÷èñëåíèÿ. ×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû è ïîä÷åðêíóòü, â êàêîé èìåííî ñèñòåìå çàïèñàíî
÷èñëî, ìû áóäåì ïèñàòü åãî ñ èíäåêñîì, êîòîðûé, îäíàêî, ïðåäñòàâëåí â äåñÿòè÷íîé ñèñòå-
ìå. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå a = 1710 îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî a â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ
èìååò âèä 17. Òî æå ñàìîå ÷èñëî â äâîè÷íîé ñèñòåìå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a = 100012. Ìû ñåé÷àñ ðàçáåð¼ìñÿ, êàê ïåðåâîäèòü ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà èç îäíîé ñèñòåìû
â äðóãóþ íà ïðèìåðå äåñÿòè÷íîé, äâîè÷íîé è òðîè÷íîé ñèñòåì.

Íà÷í¼ì ñ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ÷èñëî 239, çàïèñàííîå â äåñÿòè÷íîé
ñèñòåìå. Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

23910 = 2 · 102 + 3 · 101 + 9 · 100.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû áóäåì íóìåðîâàòü ïîçèöèè öèôð ñïðàâà íàëåâî, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ, òî
÷èñëî áóäåò ñóììîé ýòèõ öèôð, óìíîæåííûõ íà 10 â ñòåïåíè, ðàâíîé íîìåðó èõ ïîçèöèé. Òî
åñòü èíôîðìàöèþ íåñ¼ò íå òîëüêî ñàìà öèôðà, íî è ïîçèöèÿ, íà êîòîðîé îíà ðàñïîëîæåíà.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå òàêèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ íàçûâàþò ïîçèöèîííûìè. Â Äðåâíåì Ðèìå
èñïîëüçîâàëàñü äðóãàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ òåïåðü íàçûâàåòñÿ ðèìñêîé.

×òîáû çàïèñàòü ÷èñëî 100012 â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå, íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî 2
4 = 1610,

23 = 810, 2
2 = 410, 2 = 210 è 20 = 1. Ñèìâîëû 0 è 1 â ëþáîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ îçíà÷àþò

íóëü è åäèíèöó ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó

100012 = 1 · 24 + 0 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20

= 1 · 1610 + 0 · 810 + 0 · 410 + 0 · 210 + 1 · 1 = 1610 + 1 = 1710.

Çàïèøåì ÷èñëî 23910 â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü öèôðû
αn, αn−1, . . . , α0, òàêèå ÷òî

23910 = αn · 2n + αn−1 · 2n−1 + . . .+ α0 · 20.

Ïðè ýòîì âñå αk, k = 0, 1, . . . , n, äîëæíû áûòü ëèáî 0, ëèáî 1, ïîñêîëüêó òîëüêî ýòè
ñèìâîëû èñïîëüçóþòñÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàì ïîêà íåèçâåñòíî.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì α0. Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà 239 âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïîñëåäíåãî, ïðè
äåëåíèè íà 2 íå äàþò îñòàòêà, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè ÷èñëàìè. Äåëèìîñòü ïîñëåäíåãî
ñëàãàåìîãî íà 2 çàâèñèò îò òîãî, áóäåò α0 ðàâíî íóëþ èëè åäèíèöå. Òàê êàê

23910 = 11910 · 210 + 1 = 11910 · 210 + 1 · 20,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî α0 = 1. Àíàëîãè÷íî,

11910 = 5910 · 210 + 1 ⇒ α1 = 1,

5910 = 2910 · 210 + 1 ⇒ α2 = 1,

2910 = 1410 · 210 + 1 ⇒ α3 = 1,

1410 = 710 · 210 + 0 ⇒ α4 = 0,

710 = 310 · 210 + 1 ⇒ α5 = 1,

310 = 1 · 210 + 1 ⇒ α6 = 1,

1 = 0 · 210 + 1 ⇒ α7 = 1.
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Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî 23910 = 111011112. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ïåðåâîäà ÷èñëà èç äå-
ñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äâîè÷íóþ ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè äåëåíèÿ
íà 2, ïðè ýòîì îñòàòêè çàïèñûâàþòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

Çàïèøåì òî æå ñàìîå ÷èñëî â òðîè÷íîé ñèñòåìå. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå ÷èñëà βk ∈
{0, 1, 2}, k = 0, 1, . . . , n, ÷òî

23910 = βn · 3n + βn−1 · 3n−1 + . . .+ β0 · 30.

Òåïåðü áóäåì âûïîëíÿòü äåëåíèå íà 3 è íàõîäèòü îñòàòêè:

23910 = 7910 · 310 + 2 ⇒ β0 = 2,

7910 = 2610 · 310 + 1 ⇒ β1 = 1,

2610 = 810 · 310 + 2 ⇒ β2 = 2,

810 = 210 · 310 + 2 ⇒ β3 = 2,

210 = 0 · 310 + 2 ⇒ β4 = 2.

Òàêèì îáðàçîì, 23910 = 222123.
Åñëè p � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

p = αn · sn + αn−1 · sn−1 + . . .+ α0 · s0 + α−1 · s−1 + α−2 · s−2 + . . .+ α−k · s−k + . . . ,

ãäå s > 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ îñíîâàíèåì ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, s−k = 1/(sk)
� ÷èñëî, îáðàòíîå ê sk, αi ∈ {0, 1, . . . , s − 1}. Â ïîçèöèîííîé çàïèñè ÷èñëà ñèìâîëû ñ
îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè îòäåëÿþòñÿ çàïÿòîé:

ps = αnαn−1 . . . α0, α−1α−2 . . . α−k . . . .

Íàïðèìåð, ÷èñëî 1/6 â äåñÿòè÷íîé çàïèñè âûãëÿäèò òàê: 0, 166666 . . . . Ìíîãîòî÷èå îçíà-
÷àåò, ÷òî äàëåå ñëåäóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñèìâîëîâ 6. Âîîáùå ãîâîðÿ, åñëè êàêàÿ-ëèáî
ñîâîêóïíîñòü öèôð â ïîçèöèîííîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà ïîâòîðÿåòñÿ, òî ýòó ïîâòîðÿþùó-
þñÿ ÷àñòü íàçûâàþò ïåðèîäîì äðîáè è ïèøóò â ñêîáêàõ: 1/6 = 0, 16(6), 3/7 = 0, (428571).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ïåðåä èõ ïðåäñòàâëåíèåì â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ñòàâèòñÿ çíàê ìèíóñ. Åñëè âåùåñòâåííîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì, òî åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íàçûâàåòñÿ äåñÿòè÷íîé äðîáüþ. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ äâîè÷íûå äðîáè.

Ïåðåâîä äâîè÷íîé äðîáè â äåñÿòè÷íóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ìû ýòî äåëàëè äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ ïðîöåäóðó. Íàéä¼ì
äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 0, 12510. Íåîáõîäèìî íàéòè αi ∈ {0, 1} â ïðåäñòàâëåíèè:

0, 12510 = α−1 · 2−1 + α−2 · 2−2 + α−3 · 2−3 + . . .

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà 2, ìû ïîëó÷èì:

0, 2510 = α−1 + α−2 · 2−1 + α−3 · 2−2 + . . .

Âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëîæèòåëüíû è 0, 2510 < 1, ïîýòîìó α−1 íå ìîæåò áûòü
ðàâíûì 1. Ñëåäîâàòåëüíî, α−1 = 0. Óìíîæèâ âñ¼ ðàâåíñòâî åù¼ ðàç íà 2, ìû ïîëó÷èì:

0, 510 = α−2 + α−3 · 2−1 + α−4 · 2−2 + . . .
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Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé α−2 = 0. Î÷åðåäíîå óìíîæåíèå íà 2 ïðèâåä¼ò ê ðàâåíñòâó:

1 = α−3 + α−4 · 2−1 + . . .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî äîïóñêàåò îáà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà
α−3, òî åñòü è íóëü, è åäèíèöó. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòîò ôàêò, âñïîìíèì ôîðìóëó ñóììû
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 1/2 + 1/4 + 1/8 + . . . = 1. Åñëè α−3 = 1, òî α−k = 0 äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ k > 3. Åñëè æå α−3 = 0, òî α−k = 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k > 3. Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî 0, 12510 èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå: 0, 0012 è 0, 0001(1)2.
Íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ çäåñü íåò, ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû äëÿ ñóììû ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, 0, 0012 = 0, 0001(1)2.

Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ çàïèñè ÷èñëà, âñòðå÷àåòñÿ âî âñåõ
ïîçèöèîííûõ ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð, 5, 7(9)10 = 5, 810. Íåîäíîçíà÷íîñòü âîçíèêàåò,
êîãäà â çàïèñè ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ïîçèöèè ïîñëå çàïÿòîé è äî áåñêîíå÷íîñòè (â
ïåðèîäå), ñòîèò ïîñëåäíÿÿ öèôðà èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Èíòåðåñíî åù¼ îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â îäíîé ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äðîáè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, à â äðóãîé �
ñ áåñêîíå÷íûì. Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, ÷èñëî 1/3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî 1/3 = 0, 3(3)10 =
0, 13.

3 ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ

3.1 Ïîíÿòèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé

×àñòî â àíàëèçå èç ñîîáðàæåíèé íàãëÿäíîñòè áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè îáúåêòàìè. Ìû ïðåäñòàâëÿåì ñåáå ìíîæåñòâà â âèäå ôèãóð íà ïëîñêîñòè, ðèñóåì
ãðàôèêè ôóíêöèé è ò.ä. Â ýòîì ïóíêòå ìû îòîæäåñòâèì âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñ òî÷êàìè
ïðÿìîé ëèíèè.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ è îòìåòèì íà íåé äâå ïðîèçâîëüíûå íåñîâïàäàþùèå
òî÷êè, êîòîðûå íàçîâ¼ì 0 è 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé è ÷òî
òî÷êà 1 ëåæèò ïðàâåå òî÷êè 0. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé ïðàâåå òî÷êè 0,
íàçîâ¼ì ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ, à ëåâåå � îòðèöàòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà 1
ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Îòðåçîê ïðÿìîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó òî÷êàìè 0 è 1,
áóäåò çàäàâàòü ýòàëîí åäèíè÷íîé äëèíû. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ (íàïðè-
ìåð, ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè áåç äåëåíèé), îòìåòèì íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè
òî÷êè òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå îò íèõ äî íóëÿ çàäàâàëîñü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Òàê, åñëè
k ∈ N, òî ìû ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ îòëîæèì k ðàç ñïðàâà îò òî÷êè 0 îòðåçîê åäèíè÷íîé
äëèíû è îòìåòèì òî÷êó, êîòîðàÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷èñëó k. Àíàëîãè÷íî, íà îòðè-
öàòåëüíîé ïîëóîñè îòìåòèì òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå îòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëàì. Â
ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû ìû îòìåòèì íà ïðÿìîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì öåëûì
÷èñëàì. Ìû áóäåì èõ íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì: òî÷êà 3, òî÷êà −5 è ò.ä. Òàê
êàê ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé ìû ìîæåì ðàçäåëèòü îòðåçîê ïðÿìîé íà ëþáîå
÷èñëî ðàâíûõ îòðåçêîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàìè îòìå÷åíû è âñå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì. Ìû òàêæå ïðèñâîèì èì íàçâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë. Íî íà
ïðÿìîé åù¼ îñòàíóòñÿ òî÷êè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî íóëÿ ÿâëÿåòñÿ íåñîèçìåðèìûì ñ
åäèíèöåé. Íàïðèìåð, êàê ìû óæå çíàåì, äëèíà ãèïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ñ åäèíè÷íûìè êàòåòàìè ðàâíà

√
2, à ýòî ÷èñëî ðàöèîíàëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ.
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Ïðåæäå, ÷åì äîêàçàòü, ÷òî êàæäîé òî÷êå íà ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî, ââåä¼ì íà ýòîé ïðÿìîé îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ïóñòü x è y � òî÷êè íà ïðÿ-
ìîé. Ñêàæåì, ÷òî x < y, åñëè òî÷êà x ëåæèò ëåâåå òî÷êè y. Èñïîëüçóÿ ýòî ñîãëàøåíèå,
ìû ìîæåì âñþ òåðìèíîëîãèþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïðèìåíèòü ê òî÷êàì íà ïðÿìîé.

Âîçüì¼ì íà ïðÿìîé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C, íå ÿâëÿþùóþñÿ ðàöèîíàëüíîé, è îïðå-
äåëèì äâà ìíîæåñòâà A è B ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ ëåâåå è ïðàâåå òî÷êè C ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïî àêñèîìå ïîëíîòû íàéä¼òñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî c, ÷òî a 6 c 6 b
äëÿ âñåõ a ∈ A è âñåõ b ∈ B. Òàêîå ÷èñëî åäèíñòâåííî. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, îáëàäàþùèõ òàêèì ðàçäåëÿþùèì ñâîéñòâîì Ìåíüøåå
èç ýòèõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç c1, à áîëüøåå � ÷åðåç c2. Â ñèëó òåîðåìû 2.26 ñóùåñòâóåò
òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî c3, ÷òî c1 < c3 < c2. Òàêèì îáðàçîì, a 6 c1 < c3 < c2 6 b äëÿ
âñåõ a ∈ A è âñåõ b ∈ B, òî åñòü c3 íå ïðèíàäëåæèò íè A, íè B. Íî ìíîæåñòâî A ∪ B
ñîäåðæèò âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü
÷èñëà c. Ýòî ÷èñëî è ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå C.

Èòàê, êàæäîé òî÷êå ïðÿìîé ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå êàêîå-ëèáî âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé è îáîçíà÷àåòñÿ òàê æå, êàê è ìíîæåñòâî
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÷åðåç R.

Âîîáùå ãîâîðÿ, òåïåðü åù¼ íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè
ïðÿìîé, êîòîðîå àíàëîãè÷íî àêñèîìå ïîëíîòû äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: åñëè ìíîæåñòâî
A íà ïðÿìîé ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B, òî íà ïðÿìîé ñóùåñòâóåò òî÷êà, ëåæàùàÿ ìåæäó
ýòèìè ìíîæåñòâàìè. Ôàêòè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðÿìîé íåò ðàçðûâîâ. Ðà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà ìû íà ïðÿìîé óæå îòìåòèëè. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü èððàöèîíàëüíûå.
Ïóñòü x � êàêîå-ëèáî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà A = {p ∈ Q | p < x}
è B = {p ∈ Q | p > x}. Òîãäà x åñòü åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó a 6 x 6 b äëÿ âñåõ a ∈ A è b ∈ B. Íî ìíîæåñòâà A è B íà ïðÿìîé óæå îòìå-
÷åíû, ïðè÷¼ì A ëåæèò ëåâåå B. Èç íåïðåðûâíîñòè ïðÿìîé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè,
ëåæàùåé ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè. Ýòó òî÷êó ìû è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëó x.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêèõ òî÷åê äâå, òî îíè ðàñïîëîæåíû íà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòî-
ÿíèè äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó ìåæäó íèìè äîëæíà íàéòèñü ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ,
òàêèì îáðàçîì, íå ïðèíàäëåæèò íè A, íè B. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî
A ∪B ñîäåðæèò âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè.

Õîòÿ â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê è ïðåäñòàâ-
ëÿòü ÷èñëà òî÷êàìè ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà áóäóò îïèðàòüñÿ íà
àêñèîìàòèêó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è íà óæå äîêàçàííûå ôàêòû.

3.2 Òîïîëîãè÷åñêèå àñïåêòû ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: (a, b) = {x ∈ R | a < x < b} � èíòåðâàë (èëè îò-
êðûòûé èíòåðâàë, îòêðûòûé ïðîìåæóòîê), [a, b] = {x ∈ R | a 6 x 6 b} � îòðåçîê
(èëè çàìêíóòûé èíòåðâàë, çàìêíóòûé ïðîìåæóòîê), [a, b) = {x ∈ R | a 6 x < b} è
(a, b] = {x ∈ R | a < x 6 b} � ïîëóèíòåðâàëû. Èíòåðâàëû, îòðåçêè è ïîëóèíòåðâàëû
áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòêàìè è îáîçíà÷àòü 〈a, b〉. ×àñòî ïî àíàëîãèè ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ
R îáîçíà÷àþò ÷åðåç (−∞,+∞).

Äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈ R íàçûâàåòñÿ ëþáîé èí-
òåðâàë, ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 èíòåðâàë (x − ε, x + ε) íàçûâàåòñÿ
ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé

29



òî÷êîé îíî ñîäåðæèò è íåêîòîðóþ å¼ îêðåñòíîñòü. Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òûì, åñëè ìíîæåñòâî R \ A îòêðûòî.

Ïðèìåð 3.1. a) Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì ïî îïðåäåëåíèþ. ×èñëîâàÿ
ïðÿìàÿ R, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
á) Òàê êàê R \ ∅ = R è R \ R = ∅ � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâà ∅ è R ÿâëÿþòñÿ
òàêæå è çàìêíóòûìè.
â) Ëþáîé èíòåðâàë (a, b) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëüêó îí ñàì ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè.
ã) Ëþáîé îòðåçîê [a, b] ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A = R \
[a, b] = {x ∈ R | x < a ∨ x > b} îòêðûòî. Â ñàìîì äåëå, åñëè, íàïðèìåð, x > b, òî
x ∈

(
(x+ b)/2, x+ 1

)
⊂ A.

ä) Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
å) Ïîëóèíòåðâàë íå ÿâëÿåòñÿ íè çàìêíóòûì, íè îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. •

Äëèíîé ïðîìåæóòêà 〈a, b〉 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà (b− a). Åñëè I � ïðîìåæóòîê, òî åãî
äëèíó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |I|. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè a è b íàçûâàåòñÿ äëèíà
ïðîìåæóòêà ñ êîíöàìè a è b, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ðàâíà |a− b|.

Ïóñòü X � êàêîå-ëèáî ìíîæåñòâî (íå îáÿçàòåëüíî ÷èñëîâîå). Âñÿêîå îòîáðàæåíèå f :
N→ X íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N
îáîçíà÷èì ÷åðåç xk îáðàç ÷èñëà k ïðè îòîáðàæåíèè f . Òàêèì îáðàçîì, xk ∈ X. Îáû÷íî
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âìåñòî f èñïîëüçóþò îäíî èç ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé: {xk}k∈N,
{xk, k ∈ N}, {xk}∞k=1 èëè ïðîñòî {xk}, åñëè îáëàñòü èçìåíåíèÿ èíäåêñà k ÿñíà èç êîíòåêñòà.

Òåîðåìà 3.2 (Î âëîæåííûõ îòðåçêàõ). Åñëè {Ik} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé, òàêèõ ÷òî I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Ik ⊃ . . . (ò.å., Ik ⊃ Ik+1 äëÿ âñåõ k ∈ N), òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ R, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò âñåì ýòèì îòðåçêàì (ò.å., c ∈ ∩k∈NIk).

Áîëåå òîãî, åñëè äëÿ ëþáîãî ε ∈ R+ ñóùåñòâóåò òàêîå kε ∈ N, ÷òî |Ikε | < ε, òî c �
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà â ∩k∈NIk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè c. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
îòðåçêîâ In = [an, bn] è Im = [am, bm] ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ik} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
an 6 bm. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî am 6 bm < an 6 bn, òî åñòü Im∩In = ∅,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Èç ïîëíîòû ìíîæåñòâà R ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà c,
ðàçäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà A = {ak | k ∈ N} è B = {bk | k ∈ N}. Òî åñòü ak 6 c 6 bk äëÿ âñåõ
k ∈ N. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî c ∈ Ik äëÿ âñåõ k ∈ N.

Èññëåäóåì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè òî÷êè c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè,
ïðèíàäëåæàùèå âñåì îòðåçêàì Ik. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç c1 è c2 è âîçüì¼ì ε = (c2 − c1)/2.
Ïî óñëîâèþ, äîëæåí ñóùåñòâîâàòü îòðåçîê Ikε , äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå ε. Íî òîãäà îí íå
ìîæåò ñîäåðæàòü è c1, è c2. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ S íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A, åñëè A ⊂ ∪U∈SU . Òî
åñòü A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ ñèñòåìû S. Åñëè S ′ ⊂ S
è A ⊂ ∪U∈S′U , òî S ′ íàçûâàåòñÿ ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ S. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ëþáîå
ïîäïîêðûòèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà. Åñëè ñèñòåìà S ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ìíîæåñòâ, òî îíà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ïîêðûòèåì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðå-
çóëüòàò, êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, àíàëîãè÷åí ïðèíöèïó Àðõèìåäà.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå nε ∈ N, ÷òî 1 < ε2n äëÿ âñåõ n > nε.
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B Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.20 ïðèíöèïà Àðõèìåäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîå nε ∈ N, ÷òî 1 < ε(n+1) äëÿ âñåõ n > nε. Óòâåðæäåíèå ëåììû òåïåðü ñëåäóåò
èç íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè ñ x = 1, à èìåííî èç òîãî, ÷òî 2n > 1 + n äëÿ âñåõ n ∈ N. C

Óïðàæíåíèå 3.4. Ïóñòü q � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå nε ∈ N, ÷òî qn < ε äëÿ âñåõ n > nε. •

Òåîðåìà 3.5 (Î êîíå÷íîì ïîäïîêðûòèè). Ëþáîå ïîêðûòèå îòðåçêà ÷èñëîâîé ïðÿìîé
ñèñòåìîé îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ýòîãî îòðåçêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I1 � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé è S � ñèñòåìà èíòåðâàëîâ, ïîêðû-
âàþùàÿ I1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû S íå ïîêðûâàåò I1.
Ðàçäåëèì îòðåçîê I1 ïîïîëàì, îáðàçîâàâ èç íåãî äâà îòðåçêà îäèíàêîâîé äëèíû. Õîòÿ áû
îäíà èç ïîëîâèíîê òàêæå íå ìîæåò áûòü ïîêðûòà íèêàêîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû
S. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåñü îòðåçîê I1 äîïóñêàë áû êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èëî áû ïðåäïîëîæåíèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I2 òîò îòðåçîê èç ýòèõ äâóõ ïîëîâèíîê, êîòîðûé
íå ïîêðûâàåòñÿ íèêàêîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû S. Àíàëîãè÷íî, ðàçáèâàÿ îòðåçîê
I2 ïîïîëàì, ïîëó÷àåì îòðåçîê I3, îáëàäàþùèé òåì æå ñâîéñòâîì. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {Ik}k∈N, òàêèõ ÷òî |Ik+1| = |Ik|/2, Ik+1 ⊂ Ik äëÿ âñåõ
k ∈ N è êàæäûé èç ýòèõ îòðåçêîâ íå ìîæåò áûòü ïîêðûò íèêàêîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìîé
ñèñòåìû S.

Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ R, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
âñåì îòðåçêàì Ik. Ïîñêîëüêó S � ïîêðûòèå îòðåçêà I1 è c ∈ I1, ñóùåñòâóåò èíòåðâàë
(α, β) ∈ S, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó c. Âîçüì¼ì ε = min{c − α, β − c}/2 è íàéä¼ì kε ∈ N,
òàêîå ÷òî |Ikε| < ε. Òàêîå ÷èñëî kε ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû 3.3. Òîãäà, ïîñêîëüêó c ∈ Ikε ,
Ikε ⊂ (α, β), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ îòðåçêîâ Ik: ìû ïîêðûëè îäèí èç ýòèõ îòðåçêîâ
îäíèì èíòåðâàëîì èç ñèñòåìû S. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû âàæíû.

Ïðèìåð 3.6. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â óñëîâèè òåîðåìû îòðåçîê íåëüçÿ çàìåíèòü
èíòåðâàëîì. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (0, 1) è ñèñòåìó èíòåðâàëîâ S = {(1/k, 1), k ∈ N}.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (0, 1) ⊂ ∪k∈N(1/k, 1). Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ (0, 1), òî â ñèëó
ïðèíöèïà Àðõèìåäà ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ N, ÷òî 1/k < x, òî åñòü x ∈ (1/k, 1). Â òî
æå âðåìÿ, íèêàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû S íå ïîêðûâàåò èíòåðâàë (0, 1). Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè {k1, k2, . . . , kn} � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è
k∗ = max{k1, k2, . . . , kn}, òî ∪ni=1(1/ki, 1) = (1/k∗, 1) b (0, 1). •

Ïðèìåð 3.7. Â ýòîì ïðèìåðå ìû ðàññìîòðèì ïîêðûòèå îòðåçêà ñèñòåìîé îòðåçêîâ. Âîçü-
ì¼ì îòðåçîê [0, 1] è ñèñòåìó îòðåçêîâ S = {Ik, k ∈ N ∪ {0}}, ãäå I0 = [−1, 0] è Ik = [1/k, 1]
ïðè k ∈ N. Î÷åâèäíî, ÷òî [0, 1] ⊂ ∪∞k=0Ik, òî åñòü S ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì îòðåçêà [0, 1].
Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íèêàêàÿ
êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû S íå ïîêðûâàåò îòðåçîê [0, 1]. •

Òî÷êà p ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ R, åñëè â ëþáîé å¼
îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç A\{p}. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíîæåñòâó. Íàïðèìåð, òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíîé òî÷êîé èíòåðâàëà (0, 1), âñå òî÷êè îòðåçêà [0, 1] ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ
ìíîæåñòâà Q ∩ (0, 1).
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Óòâåðæäåíèå 3.8. Òî÷êà p ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ R òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé å¼ îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê
èç A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè p
ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç A, òî òàì íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç
A \ {p} (òî÷íåå, òàêèõ òî÷åê áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî). Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â äðóãóþ
ñòîðîíó.

Ïóñòü p � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A è U � å¼ îêðåñòíîñòü, òî åñòü ñîäåðæàùèé
p èíòåðâàë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íûé íàáîð {a1, a2, . . . , am} òî÷åê
èç A. Åñëè òî÷êà p ïðèñóòñòâóåò â ýòîì íàáîðå (à ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òîëüêî òîãäà,
êîãäà p ∈ A), òî èñêëþ÷èì å¼. Òàêèì îáðàçîì, p 6∈ {a1, a2, . . . , am}. Òî÷êè a1, a2, . . . , am
ðàçáèâàþò U íà m+1 èíòåðâàë. Òîò èç íèõ, â êîòîðûé ïîïàëà òî÷êà p îáîçíà÷èì ÷åðåç V .
Èíòåðâàë V ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè p è â í¼ì íåò íè îäíîé òî÷êè èç A\{p}. Ïîýòîìó
p íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå. �

Òåîðåìà 3.9 (Òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà). Åñëè A ⊂ R � îãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, òî A èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îò-
ðåçêå I ⊂ R. Åñëè A èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè, òî îíè äîëæíû ëåæàòü â I. Â ñàìîì äåëå,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî p � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà R\I. Ïîñêîëüêó R\I � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, ñóùåñòâóåò ëåæàùàÿ â ýòîì ìíîæåñòâå îêðåñòíîñòü U òî÷êè p. Òîãäà â U íåò
íè îäíîé òî÷êè èç A è, çíà÷èò, p íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â I íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A. Òîãäà ó êàæäîé òî÷êè x ∈ I
åñòü îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ëèáî ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç A, ëèáî íå ñîäåðæèò
èõ âîâñå. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ îêðåñòíîñòåé âñåõ òî÷åê îòðåçêà I îáðàçóåò åãî ïîêðû-
òèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 ýòî ïîêðûòèå èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïî îïðåäåëåíèþ
âûáðàííûõ îêðåñòíîñòåé, â îáúåäèíåíèè âñåõ ìíîæåñòâ ýòîãî êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ ñî-
äåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç A. Ïîýòîìó, òàê êàê ýòî îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò A,
ìíîæåñòâî A äîëæíî áûòü êîíå÷íûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Ñëåäîâàòåëüíî
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî â I íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íåâåðíî. �

3.3 ×èñëîâàÿ îêðóæíîñòü

Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå R2 = R× R äâóõ ÷èñëîâûõ ïðÿìûõ. Ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà R2 ìû òîæå áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè. Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ R2 åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ
ïàðà (x1, x2) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x1 è x2, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè òî÷êè x. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ìíîæåñòâî R2 íàçûâàþò êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ. Òî÷êà 0 = (0, 0) íàçûâàåò-
ñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Êàæäîé òî÷êå x ∈ R2 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ñ
íà÷àëîì â 0 è êîíöîì â x. Ïîýòîìó ýëåìåíòû R2 ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü âåêòîðàìè.
Âåêòîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî: x+ y = (x1 + y1, x2 + y2)

è tx = (tx1, tx2) äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Âåëè÷èíó |x−y| :=
(
(x1−y1)2+(x2−y2)2

)1/2
íàçûâàþò

åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x è y êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ïóíêòå
ó íàñ íå âñòðåòèòñÿ äðóãèõ ðàññòîÿíèé, ïîýòîìó ñëîâî ¾åâêëèäîâî¿ ìû áóäåì îïóñêàòü.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî íà÷àëà êîîðäèíàò 0 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà
x è îáîçíà÷àåòñÿ |x|.
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Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå áóäåò ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Åñëè íàì
çàäàí íàáîð {a1, a2, . . . , an} ÷èñåë èëè äðóãèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîæíî ñêëàäûâàòü, òî èõ
ñóììó îáîçíà÷àþò òàê:

∑n
i=1 ai. Òàêèì îáðàçîì, åñëè x,y ∈ R2, òî

|x− y| =
( 2∑
i=1

(xi − yi)2
)1/2

.

Ïóñòü a � êàêàÿ-ëèáî òî÷êà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R2 è r ∈ R+. Ìíîæåñòâî Sr(a) =
{x ∈ R2 | |x− a| = r} íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Â ýòîì
ïóíêòå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S îêðóæíîñòü S1(0).

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � ââåñòè ïîíÿòèå äëèíû äóãè îêðóæíîñòè. Ïóñòü a è b� òî÷êè
íà S, ïðè÷¼ì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè èç a â b ìû äîëæíû äâèãàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè. Ìíîæåñòâî òî÷åê îêðóæíîñòè S, çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó a è b, íàçîâ¼ì äóãîé
_

ab.
Òî÷êà a � íà÷àëî, à b � êîíåö äóãè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð {ξ0, ξ1, ξ2, . . . , ξn}
íåñîâïàäàþùèõ òî÷åê íà

_

ab, òàêèõ ÷òî ξ0 = a è ξn = b. Âïèñàííîé â äóãó
_

ab ëîìàíîé ñ
âåðøèíàìè â òî÷êàõ ξk íàçûâàåòñÿ íàáîð îòðåçêîâ [ξk−1, ξk], k = 1, 2, . . . , n, ãäå îòðåçîê
[ξk−1, ξk] åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ R2, òàêèõ ÷òî x = (1− t) ξk−1+ t ξk äëÿ íåêîòîðîãî t ∈
[0, 1]. Åñëè ìû îáîçíà÷èì ýòó ëîìàíóþ ÷åðåç ξ̄, òî å¼ äëèíó îïðåäåëèì êàê ïîëîæèòåëüíîå

âåùåñòâåííîå ÷èñëî `(ξ̄) =
∑n

i=1 |ξi−ξi−1|. Ìíîæåñòâî âñåõ âïèñàííûõ â äóãó
_

ab ëîìàíûõ
îáîçíà÷èì ÷åðåç L(a, b).

Íàçîâ¼ì äëèíîé äóãè
_

ab îêðóæíîñòè S âåùåñòâåííîå ÷èñëî

s(a, b) = sup
ξ̄∈L(a,b)

`(ξ̄).

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì s(a,a) = 0. Äàäèì íåñêîëüêî ïîÿñíåíèé ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ. Âî-
ïåðâûõ, ìû íåîáû÷íûì îáðàçîì èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå ñóïðåìóìà. Ðàíåå ìû âñòðå-
÷àëèñü ñ ñóïðåìóìîì íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷åíèå, ââåä¼ííîå íàìè ñåé-
÷àñ, îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè A åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äëèíîé íåêîòîðîé âïèñàííîé â äóãó
_

ab ëîìàíîé, òî
s(a, b) = supA. Òàêèì îáðàçîì,

s(a, b) = sup
ξ̄∈L(a,b)

`(ξ̄) = sup{`(ξ̄) ∈ R+ | ξ̄ ∈ L(a, b)}.

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáíûìè îáîçíà÷åíèÿìè. Äàëåå, ñóùåñòâî-
âàíèå ñóïðåìóìà ìíîæåñòâà A ïîêà îñòà¼òñÿ ïîä âîïðîñîì, äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà
íà êîòîðûé äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ìû îñòàâèì ýòîò
âîïðîñ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ñäåëàåì ïîäñêàçêó: ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî
ñâåðõó, íàïðèìåð, ÷èñëîì 8 (ïåðèìåòðîì íàèìåíüøåãî êâàäðàòà, ñîäåðæàùåãî îêðóæíîñòü
S). Êðîìå òîãî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîíàäîáÿòñÿ íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì
â âèäå ëåììû.

Ëåììà 3.10. 1◦. 2ab 6 a2 + b2 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R;

2◦.
∣∣∑2

i=1 xiyi
∣∣ 6 (∑2

i=1 x
2
i

)1/2 (∑2
i=1 y

2
i

)1/2
äëÿ âñåõ x,y ∈ R2;

3◦. |x+ y| 6 |x|+ |y| äëÿ âñåõ x,y ∈ R2.

33



B

1◦. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî (a − b)2 > 0, è ðàñ-
êðûòü ñêîáêè.

2◦. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò íå ÷òî èíîå, êàê |x| |y|. Åñëè
x = 0 èëè y = 0, òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé x 6= 0 è y 6= 0. Íåðàâåíñòâî áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû óñòàíîâèì, ÷òî

∣∣∣ 2∑
i=1

xi
|x|

yi
|y|

∣∣∣ 6 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì èç óòâåðæäåíèÿ 1◦.

∣∣∣ 2∑
i=1

xi
|x|

yi
|y|

∣∣∣ 6 1

2

2∑
i=1

( x2i
|x|2

+
y2i
|y|2

)
=

1

2

( |x|2
|x|2

+
|y|2

|y|2
)
= 1.

3◦. Åñëè |x+y| = 0, òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |x+y| 6= 0. Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ 2◦, ìû ïîëó÷èì:

|x+ y|2 =
2∑
i=1

(xi + yi)(xi + yi) =
2∑
i=1

(xi + yi)xi + (xi + yi)yi 6

6 |x+ y| |x|+ |x+ y| |y| = |x+ y|
(
|x|+ |y|

)
,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî. C

Îòìåòèì íà äóãå
_

ab ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó c è äîêàæåì àääèòèâíîñòü äëèíû äóãè:

s(a, b) = s(a, c) + s(c, b).

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî s(a, b) > s(a, c) + s(c, b). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lc(a, b) ìíîæåñòâî òåõ
ëîìàíûõ èç L(a, b), êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êó c â êà÷åñòâå îäíîé èç ñâîèõ âåðøèí. Òîãäà

sup
ξ̄∈Lc(a,b)

`(ξ̄) = s(a, c) + s(c, b).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê Lc(a, b) ⊂ L(a, b),

sup
ξ̄∈Lc(a,b)

`(ξ̄) 6 sup
ξ̄∈L(a,b)

`(ξ̄) = s(a, b),

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëîìàíàÿ ξ̄ ∈

L(a, b), ÷òî s(a, b) 6 `(ξ̄) + 1/m. Äîáàâèì ê ξ̄ îäíó âåðøèíó, ñîâïàäàþùóþ ñ òî÷êîé c.
Íîâóþ ëîìàíóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ̄c. Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3◦ ëåììû 3.10, `(ξ̄) 6
`(ξ̄c). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, `(ξ̄c) 6 s(a, c) + s(c, b). Ïîýòîìó

s(a, b)− 1/m 6 s(a, c) + s(c, b) 6 s(a, b).
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Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè m è ïðèíöèïà Àðõèìåäà, ñëåäóåò àääèòèâíîñòü äëèíû
äóãè.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå óãëà: â0b := s(a, b). Îáîçíà÷èì ÷åðåç e òî÷êó
(1, 0) ∈ S è îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ : S → R ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ(a) = s(e,a) (îò e ê
a äâèæåìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Äëÿ âåëè÷èíû ϕ(−e), ãäå −e = (−1, 0), ñî âðåì¼í
Àðõèìåäà ïðèíÿòî ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå: π. ×èñëî π ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ïîëîâèíû åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè S. Ñîîòâåòñòâåííî, äëèíà âñåé îêðóæíîñòè ðàâíà 2π. Èòàê, êàæäîé
òî÷êå îêðóæíîñòè S ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà [0, 2π) ÷èñëîâîé
ïðÿìîé. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ϕ ∈ [0, 2π) ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ òî÷êà a ∈ S, ÷òî ϕ = s(e,a), ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì è ïðèìåì åãî â êà÷åñòâå
àêñèîìû. Ôàêòè÷åñêè, òàê æå êàê è â ñëó÷àå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷à-
åò îòñóòñòâèå ðàçðûâîâ íà îêðóæíîñòè, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò íàøèì ãåîìåòðè÷åñêèì
ïðåäñòàâëåíèÿì.

×òîáû îïðåäåëèòü òî÷êó a(ϕ) ∈ S ïðè ϕ 6∈ [0, 2π), ìû ïîëîæèì a(ϕ+2πk) = a(ϕ) äëÿ
âñåõ k ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ψ ∈ R ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì òàêèå ϕ ∈ [0, 2π)
è k ∈ Z, ÷òî ψ = ϕ+ 2πk, è ïîëîæèì a(ψ) = a(ϕ).

Â çàêëþ÷åíèå ïóíêòà îïðåäåëèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Äëÿ êàæäîãî ψ ∈ R

cosψ = a1(ψ), sinψ = a2(ψ),

ãäå (a1(ψ), a2(ψ)) = a(ψ). Ýòè âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ êîñèíóñîì è ñèíóñîì óãëà ψ ñî-

îòâåòñòâåííî. Åñëè cosψ 6= 0, òî âåëè÷èíó tgψ =
sinψ

cosψ
íàçûâàþò òàíãåíñîì óãëà ψ.

Åñëè sinψ 6= 0, òî âåëè÷èíó ctgψ =
cosψ

sinψ
íàçûâàþò êîòàíãåíñîì óãëà ψ. Òàê êàê

a(ψ) = a(ψ + 2πk), äëÿ âñåõ k ∈ Z ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

sinψ = sin(ψ + 2πk), cosψ = cos(ψ + 2πk), tgψ = tg(ψ + 2πk), ctgψ = ctg(ψ + 2πk).

Ïóñòü T ∈ R+. Ôóíêöèÿ f : R→ R íàçûâàåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè f(x+ T ) = f(x)
äëÿ âñåõ x ∈ R. Ïðè ýòîì ÷èñëî T íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f . Òàêèì îáðàçîì,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè cos, sin, tg è ctg ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè.

Íåñëîæíî âûâåñòè è ìíîãèå äðóãèå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìû îòìå-
òèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ:

cos2 ψ + sin2 ψ = 1,

cos(ϕ+ ψ) = cosϕ cosψ − sinϕ sinψ,

sin(ϕ+ ψ) = sinϕ cosψ + cosϕ sinψ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

4 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Â ïóíêòå 2.3 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 = a íå äëÿ âñåõ a ∈ R+ èìååò
ðåøåíèå ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ïðèâåëî íàñ ê ïîíÿòèþ èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.
Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x2 = −1. ßñíî, ÷òî íèêàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî íå ìîæåò
áûòü åãî ðåøåíèåì, òàê êàê êâàäðàò âåùåñòâåííîãî ÷èñëà âñåãäà íåîòðèöàòåëåí. Òåì íå
ìåíåå, ìû ïîñòðîèì ðàñøèðåíèå ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, â êîòîðîì ýòî óðàâíåíèå áóäåò
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èìåòü ðåøåíèå. Äîáàâèì ê ìíîæåñòâó R îäèí äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë i è áóäåì âûïîë-
íÿòü ñ íèì àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè êàê ñ îáû÷íûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ñèìâîë i
íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé è õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: i2 = −1. Â íîâîì
÷èñëîâîì ìíîæåñòâå äîëæíû èìåòü ñìûñë âûðàæåíèÿ âèäà x+i è xi, ãäå x� ïðîèçâîëüíîå
âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Îáúåêòû âèäà x+ iy, ãäå x è y � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C. ×àùå âñåãî êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé z. Òàêèì îáðàçîì, åñëè z ∈ C, òî ñóùåñòâóþò
âåùåñòâåííûå ÷èñëà x è y, òàêèå ÷òî z = x + iy. ×èñëî x íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷à-
ñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z (îáîçíà÷àåòñÿ x = Re z), à y � ìíèìîé ÷àñòüþ (îáîçíà÷àåòñÿ
y = Im z). Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà ñîâïàäàþò, åñëè ñîâïàäàþò èõ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå
÷àñòè.

Îïðåäåëèì ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2),

z1z2 = x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i2y1y2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Òî åñòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî òàê æå,
êàê ñ âåùåñòâåííûìè, íî ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî i2 = −1. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî C
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Íóë¼ì ýòîãî ïîëÿ ñëóæèò ÷èñëî 0 = 0+i·0, à åäèíèöåé � ÷èñëî 1 = 1+i·0.
Ïîÿñíèì, êàê íàõîäèòñÿ îáðàòíûé ýëåìåíò. Ïóñòü z = x + iy � íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå
÷èñëî. Ñîïðÿæ¼ííûì ê z íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z = x− iy. Òàê êàê zz = x2+y2 6= 0, îáðàòíûì
ýëåìåíòîì äëÿ z áóäåò ÷èñëî z/(x2 + y2).

Åñëè ìû îòîæäåñòâèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî x ñ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì x+i·0, òî ïîëó÷èì,
÷òî R ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ C (ò.å., ïîëå C ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ R). Îäíàêî â
îòëè÷èå îò R ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà äîïóñêàþò åñòåñòâåííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Êàæäî-
ìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x + iy ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë (x, y), êîòîðàÿ çàäà¼ò íåêîòîðóþ òî÷êó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R2.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ýòîé òî÷êå îòâå÷àåò âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (x, y). Òàêèì îáðà-
çîì, êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîãóò áûòü èçîáðàæåíû òî÷êàìè (èëè âåêòîðàìè) íà ïëîñêîñòè,
êîòîðàÿ ïî ýòîé ïðè÷èíå íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðîèçâîäèòñÿ êàê ñëîæåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì âåêòîðîâ. Ñ óìíîæåíèåì äåëî îáñòîèò íåìíîãî ñëîæíåå. Ìîäóëåì êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z = x + iy íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî |z| =

√
x2 + y2.

Àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy 6= 0 íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñ êî-
îðäèíàòàìè (1, 0) è (x, y). Åñëè ìû îáîçíà÷èì ìîäóëü ÷èñëà z ÷åðåç ρ, à àðãóìåíò � ÷åðåç
ϕ, òî ïîëó÷èì äëÿ ÷èñëà z ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

z = ρ (cosϕ+ i sinϕ).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè cos è sin ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè, ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû âìåñòî ϕ íàïèøåì ϕ+ 2πk, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Òî
åñòü êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî çíà÷åíèé óãëà ϕ. Ìíîæåñòâî âñåõ
ýòèõ çíà÷åíèé îáîçíà÷àþò ÷åðåç Arg z. ×òîáû îïðåäåëèòü àðãóìåíò ÷èñëà îäíîçíà÷íî,
ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàþò, â êàêîì ïðîìåæóòêå åãî ñëåäóåò âûáèðàòü. Îáû÷íî ýòî áûâà-
åò îäèí èç ïîëóèíòåðâàëîâ [0, 2π) è (−π, π]. Çíà÷åíèå àðãóìåíòà â ïðåäåëàõ âûáðàííîãî
ïðîìåæóòêà îáîçíà÷àþò ÷åðåç arg z è íàçûâàþò ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà.
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Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Âîçüì¼ì äâà ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñëà:

z1 = ρ1(cosϕ1 + i sinϕ1) è z2 = ρ2(cosϕ2 + i sinϕ2).

Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ìû ïîëó÷èì:

z1z2 = ρ1ρ2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé êîì-
ïëåêñíîìó ÷èñëó z1z2, ìû äîëæíû óäëèíèòü âåêòîð (x1, y1) â ρ2 ðàç è ïîâåðíóòü íà óãîë ϕ2

(íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ìîæíî,
êîíå÷íî, óäëèíèòü âåêòîð (x2, y2) â ρ1 ðàç è ïîâåðíóòü íà óãîë ϕ1. Ðåçóëüòàò îò ýòîãî íå
èçìåíèòñÿ.

Óïðàæíåíèå 4.1. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë è ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, äîêàçàòü ôîðìóëó Ìóàâðà:

zk = ρk(cos kϕ+ i sin kϕ),

ãäå ρ = |z|, ϕ = arg z, k ∈ N. •

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Ìóàâðà äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ðå-
øåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 4.2. Íàéä¼ì âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ z4 = 1. Ñðåäè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë åñòü äâà ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ: +1 è −1. Êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé
áîëüøå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå z = ρ (cosϕ + i sinϕ). Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ìóàâðà,
òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ρ ∈ R+ è ϕ ∈ R, ÷òî ρ4(cos 4ϕ + i sin 4ϕ) = 1.
Òàê êàê ñïðàâà â ýòîì ðàâåíñòâå ñòîèò êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå,
ρ4 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî ρ = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê óðàâíåíèþ cos 4ϕ+ i sin 4ϕ = 1,
êîòîðîå (òàê êàê 1 = 1 + i · 0) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

cos 4ϕ = 1, sin 4ϕ = 0.

Ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

ϕ1 = 0 + 2πk1, ϕ2 =
π

2
+ 2πk2, ϕ3 = π + 2πk3, ϕ4 =

3π

2
+ 2πk4,

ãäå k1, k2, k3, k4 � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òàê êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëî íå ìåíÿåòñÿ
ïðè èçìåíåíèè åãî àðãóìåíòà íà 2πk, ìû ïîëó÷àåì â èòîãå ñëåäóþùèé íàáîð ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ z4 = 1: z1 = 1, z2 = i, z3 = −1, z4 = −i.

Âîîáùå, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 3 ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ zn = 1 ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíû âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, îäíà âåðøèíà
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé z = 1. Ïðè n = 1 ðåøåíèå, î÷åâèäíî, òîëüêî îäíî: z = 1, à
ïðè n = 2 ðåøåíèé äâà: z = 1 è z = −1. •

Ïðèìåð 4.3. Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà íàéä¼ì âûðàæåíèå äëÿ cos 3ϕ è sin 3ϕ ÷åðåç
sinϕ è cosϕ. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ìóàâðà,

cos 3ϕ+ i sin 3ϕ = (cosϕ+ i sinϕ)3 = cos3 ϕ+ 3i cos2 ϕ sinϕ− 3 cosϕ sin2 ϕ− i sin3 ϕ.
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Ïðèðàâíÿâ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè âûðàæåíèé ñëåâà è ñïðàâà, ìû ïîëó÷èì:

cos 3ϕ = cos3 ϕ− 3 cosϕ sin2 ϕ,

sin 3ϕ = 3 cos2 ϕ sinϕ− sin3 ϕ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ cosnϕ è sinnϕ ïðè ëþáîì n ∈ N. •

5 Êàðäèíàëüíûå ÷èñëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äîâîëüíî íåîáû÷íóþ ñèñòåìó ÷èñåë, íàçûâàåìûõ êàð-
äèíàëüíûìè. Ìû íå áóäåì îïðåäåëÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè äëÿ ýòèõ ÷èñåë, à óñòà-
íîâèì òîëüêî èõ ïîðÿäêîâûå ñâîéñòâà. Áîëåå òîãî, ìû èçó÷èì òîëüêî äâà êàðäèíàëüíûõ
÷èñëà, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â àíàëèçå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, â êàêîì èç äâóõ ìíîæåñòâ áîëüøå ýëå-
ìåíòîâ. Åñëè ýòè ìíîæåñòâà êîíå÷íû, òî ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â
êàæäîì èç íèõ è ñðàâíèòü ïîëó÷èâøèåñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà. À ÷òî äåëàòü, åñëè ìíîæå-
ñòâà áåñêîíå÷íû? Â ýòîì ñëó÷àå ñàìî ïîíÿòèå ¾êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ¿ òåðÿåò ñìûñë. Âîò
çäåñü íàì è ïðèõîäèò íà ïîìîùü ïîíÿòèå êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà èëè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà.
×òîáû ïîÿñíèòü îñíîâíóþ èäåþ ñðàâíåíèÿ ¾êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ¿ â áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâàõ, ïðåäñòàâèì ñåáå ìàëåíüêîãî ìàëü÷èêà, êîòîðûé íå óìååò ñ÷èòàòü. Ïåðåä íèì �
ãîðêà ÿáëîê è êàêîå-òî êîëè÷åñòâî êîðçèíîê. Êàê îí ìîæåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, ÷å-
ãî áîëüøå: ÿáëîê èëè êîðçèíîê? Ìàëü÷èê îêàçàëñÿ ñîîáðàçèòåëüíûì è ðåøèë ïîëîæèòü â
êàæäóþ êîðçèíêó ïî îäíîìó ÿáëîêó. Åñëè ïîñëå ýòîãî îñòàíóòñÿ ñâîáîäíûå êîðçèíêè, òî
êîðçèíîê áîëüøå, ÷åì ÿáëîê. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå èäåÿ ìàëü÷èêà ñîñòîèò â ïîïûòêå
óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êîðçèíîê è ÿáëîê. Ýòà
èäåÿ è ëåæèò â îñíîâå ïîíÿòèÿ êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà.

5.1 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó B, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå F : A→ B, òàêîå ÷òî F (A) = B. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F äîëæíî
áûòü áèåêòèâíûì. Îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, òàê êàê îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè:

1◦. ëþáîå ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî ñàìîìó ñåáå (ðåôëåêñèâíîñòü), ïðè ýòîì â êà÷åñòâå F
ìîæíî âçÿòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;

2◦. åñëè A ðàâíîìîùíî B, òî B ðàâíîìîùíî A (ñèììåòðè÷íîñòü), ïîñêîëüêó èç òîãî,
÷òî F : A → B � áèåêöèÿ, ñëåäóåò, ÷òî F−1 : B → A òîæå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì;

3◦. åñëè A ðàâíîìîùíî B è B ðàâíîìîùíî C, òî A ðàâíîìîùíî C (òðàíçèòèâíîñòü). Â
ñàìîì äåëå, åñëè F : A→ B è G : B → C � áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, òî áèåêòèâíûì
áóäåò è îòîáðàæåíèå G ◦ F : A→ C.

Òîò ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü A ∼ B.
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ðàâíîìîù-

íûõ ìíîæåñòâ. Ìîùíîñòüþ (èëè êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì) ìíîæåñòâà íàçîâ¼ì êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè, êîòîðîìó ýòî ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò. Ìîùíîñòü êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà A
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ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç cardA. Âûðàæåíèå cardA = cardB îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà
A è B ïîïàëè â îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, à ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè ðàâíîìîùíû, òî åñòü
A ∼ B.

Çàìå÷àíèå 5.1. Âîîáùå ãîâîðÿ, òîò ôàêò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ ìîæíî ðàç-
áèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì. Åãî
äîêàçàòåëüñòâî, îäíàêî, âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Áîëåå òîãî, ýòîò ôàêò íåîáõîäèì
íàì ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû êàêèì-òî îáðàçîì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà. Â
ïðèíöèïå, ìû ìîæåì îáîéòèñü áåç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è òðàêòîâàòü cardA, êàê íåêîòîðûé
ïàðàìåòð ìíîæåñòâà A, ïðè÷¼ì ó ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâ ýòîò ïàðàìåòð áóäåò îäèíàêî-
âûì. •

Åñëè A� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ïðèíÿòî îïðåäåëÿòü cardA êàê êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A. Â ÷àñòíîñòè, card∅ = 0. Îäíàêî îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ââåäåíèÿ êàðäèíàëüíûõ
÷èñåë ñâÿçàíà ñ ïîïûòêîé ñðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ðàíåå, â çàìå÷àíèè 2.17, ìû
íàçâàëè ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Äåäåêèíä ïðåäëîæèë
íàçûâàòü ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó
ïîäìíîæåñòâó. Ñåé÷àñ ìû íå ãîòîâû äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé, ïîýòîìó
îòëîæèì äàííûé âîïðîñ è îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïîÿñíÿþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 5.2. Ðàññìîòðèì çàâåäîìî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è ïî-
êàæåì, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ñâîåìó ïîäìíîæåñòâó A, íå ñîâïàäàþùåìó ñ
N. Âîçüì¼ì A = N \ {1} è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : N → A ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F (k) = k+1 äëÿ êàæäîãî k ∈ N. Î÷åâèäíî, ÷òî F � áèåêöèÿ è imF = A. Òàêèì îáðàçîì,
N è ïî Äåäåêèíäó ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. Ìîæíî áûëî áû âçÿòü è äðóãîå
ìíîæåñòâî A. Åñëè, íàïðèìåð, A � ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî â êà÷åñòâå
áèåêöèè F : N→ A ãîäèòñÿ îòîáðàæåíèå F (k) = 2k, k ∈ N. •

Ìîùíîñòè ìíîæåñòâ ìîæíî ñðàâíèâàòü. Ñêàæåì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A íå ïðåâîñ-
õîäèò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B (cardA 6 cardB), åñëè A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó ìíîæåñòâà B (òî åñòü A ∼ B1 è B1 ⊂ B).

Óïðàæíåíèå 5.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè cardA 6 cardB è cardB 6 cardC, òî cardA 6
cardC. •

Íàì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b íåðàâåíñòâà a 6 b è
b 6 a âëåêóò ðàâåíñòâî a = b. Ýòîò ôàêò èìååò ìåñòî è äëÿ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 5.4 (Òåîðåìà Øð¼äåðà � Áåðíøòåéíà). Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæå-
ñòâà. Åñëè cardA 6 cardB è cardB 6 cardA, òî cardA = cardB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê cardA 6 cardB è cardB 6 cardA, ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà
A1 ⊂ A è B1 ⊂ B, òàêèå ÷òî A ∼ B1 è B ∼ A1. Áèåêöèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ìíîæåñòâà B è
A1, ïåðåâîäèò B1 â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî A2 ìíîæåñòâà A1. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì
òðè âëîæåííûõ ìíîæåñòâà A ⊃ A1 ⊃ A2, ïðè÷¼ì A ∼ A2, ïîñêîëüêó A ∼ B1 è B1 ∼ A2.
Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû óñòàíîâèì, ÷òî A ∼ A1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F áèåêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ A â A2 è îïðåäåëèì åù¼ îäíî ìíîæåñòâî
A3 = F (A1). Òàê êàê A ⊃ A1 è, êàê ñëåäñòâèå, F (A) ⊃ F (A1), ìû èìååì âêëþ÷åíèå
A2 ⊃ A3. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ìíîæåñòâ
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A ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ Ak ⊃ . . ., òàêèõ ÷òî Ak+2 = F (Ak) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Ðàäè
åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî A ÷åðåç A0.

Õîòÿ ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ÿâëÿåòñÿ ñóæèâàþùåéñÿ (òî åñòü Ak ⊃ Ak+1), ìíîæå-
ñòâî C = ∩∞k=0Ak ìîæåò áûòü íåïóñòûì. Ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ Ck = Ak \ Ak+1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Ck ∼ Ck+2 äëÿ âñåõ k ∈ N ∪ {0}. Â ñàìîì
äåëå, Ak åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ak+1 è Ck. Ïîýòîìó

Ak+2 = F (Ak) = F (Ak+1) ∪ F (Ck) = Ak+3 ∪ F (Ck).

Òàê êàê ìíîæåñòâà F (Ak+1) è F (Ck) íå ïåðåñåêàþòñÿ (F � áèåêöèÿ),

F (Ck) = Ak+2 \ Ak+3 = Ck+2.

Ñëåäîâàòåëüíî Ck ∼ Ck+2.
Ìíîæåñòâà A = A0 è A1 îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæåñòâî C0, à èìåííî,

A = A0 = C ∪ C0 ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ . . . ,
A1 = C ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ . . . .

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå G : A→ A1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(x) =


x, x ∈ C,
x, x ∈ Ck, k � íå÷¼òíîå,

F (x), x ∈ Ck, k � ÷¼òíîå.

Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî èçîáðàçèòü áîëåå íàãëÿäíî ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû:

Î÷åâèäíî, ÷òî G � áèåêöèÿ è G(A) = A1. Òàêèì îáðàçîì, A ∼ A1 è òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñêàæåì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B (îáîçíà÷àåòñÿ
cardA < cardB), åñëè cardA 6 cardB è cardA 6= cardB.

Òåîðåìà 5.5 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Êàíòîðà). Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
cardA < cardP(A), ãäå P(A) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òî îíî íå èìååò ýëåìåíòîâ è cardA =
0. Â òî æå âðåìÿ,P(A) ñîäåðæèò îäèí ýëåìåíò � ïóñòîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó cardP(A) =
1 > 0 = cardA.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A. Ïóñòü B � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà B ⊂ P(A) è B ∼ A. Ïðè
ýòîì â êà÷åñòâå áèåêöèè G : A→ B ìîæíî âçÿòü îòîáðàæåíèå G(x) = {x}. Òàêèì îáðàçîì,
cardA 6 cardP(A). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî cardA 6= cardP(A).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî cardA = cardP(A). Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
F : A → P(A). Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò x ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ¾ïðàâèëüíûì¿, åñëè
x ∈ F (x). Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A (òî åñòü òàêèå, ÷òî x 6∈ F (x)) íàçî-
â¼ì ¾íåïðàâèëüíûìè¿. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî âñåõ ¾íåïðàâèëüíûõ¿ ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó
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E ∈P(A) è F � áèåêöèÿ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò e ∈ A, òàêîé ÷òî F (e) = E.
Ýëåìåíò e ìîæåò áûòü ëèáî ¾ïðàâèëüíûì¿, ëèáî ¾íåïðàâèëüíûì¿. Åñëè îí ¾ïðàâèëüíûé¿,
òî e ∈ F (e), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî e ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ¾íåïðàâèëüíûõ¿ ýëåìåíòîâ E.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî e � ¾íåïðàâèëüíûé¿, òî e ∈ E = F (e), òî åñòü, e ÿâëÿåòñÿ
¾ïðàâèëüíûì¿. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå: e ∈ A è e íå ìîæåò áûòü íè ¾ïðàâèëüíûì¿, íè
¾íåïðàâèëüíûì¿. Ñëåäîâàòåëüíî cardA 6= cardP(A). �

Êàê ñëåäóåò èç ýòîé òåîðåìû, íå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà. Êàêîå
áû ìíîæåñòâî A ìû íè âçÿëè, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî, ìîùíîñòü êîòîðîãî
áîëüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà A.

5.2 Ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì, åñëè îíî êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.

Â ïðèìåðå 5.2 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼ò-
íûì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ÷¼òíûì ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî íå÷¼òíûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Èç ýòèõ äâóõ ôàêòîâ ëåãêî ñëåäóåò ñ÷¼òíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A è B � ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà, òî ìû
ìîæåì ðàñïîëîæèòü èõ ýëåìåíòû â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: A = {a1, a2, . . . , ak, . . .} è
B = {b1, b2, . . . , bk, . . .}, ïðè÷åì â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íè îäèí ýëåìåíò íå âñòðå÷àåòñÿ
äâàæäû. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : N→ A ∪B ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè n � íå÷¼òíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî F (n) = a(n+1)/2, à åñëè n � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî F (n) = bn/2. Òàê êàê
A ∩B = ∅, îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì.

Óïðàæíåíèå 5.6. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ (íå
îáÿçàòåëüíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ) åñòü íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî. •

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå
íàèìåíüøèìè èç áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 5.7. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a1
ìíîæåñòâà A. Ïîñêîëüêó A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, A1 := A \ {a1} 6= ∅ è, áîëåå òîãî,
A1 � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò a2 ∈ A1, ïðè÷¼ì A2 := A1 \ {a2} �
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak}
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, òàêèõ ÷òî ak 6= a` ïðè k 6= `. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî B =
{ak | k ∈ N} ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì è B ⊂ A. �

Ñëåäñòâèå 5.8. Áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.

B Ïóñòü A � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî è B � åãî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî. Òàê êàê B ⊂
A, cardB 6 cardA = cardN. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîðåìå B èìååò
ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî C. Ïîýòîìó cardN = cardC 6 cardB. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Øð¼äåðà
� Áåðíøòåéíà, ïîëó÷àåì, ÷òî cardB = cardN. C

Ñëåäñòâèå 5.9. Åñëè A � áåñêîíå÷íîå, à B � íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâà, òî
card (A ∪B) = cardA.
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B Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B ∩ A = ∅, èíà÷å ìû âîçüì¼ì âìåñòî B ìíîæåñòâî B \ A. Ïóñòü
C � êàêîå-ëèáî ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A. Î÷åâèäíî, ÷òî A = (A \ C) ∪ C è
A ∪ B = (A \ C) ∪ (C ∪ B). Â òî æå âðåìÿ, C ∼ (C ∪ B). Ïîýòîìó A ∼ A ∪ B. Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü F � áèåêöèÿ C íà C ∪B. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå G : A→ A∪B ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

G(x) =

{
x, x ∈ A \ C,
F (x), x ∈ C.

Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì. C

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âñòðåòèâøèõñÿ íàì ðàíåå îïðåäåëå-
íèé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 5.10 (Äåäåêèíä). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî áûëî áåñêîíå÷íûì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî ðàâíîìîùíî ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
B ⊂ A. Åñëè b ∈ B, òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.8 ìíîæåñòâî B \ {b} ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.
Ïîýòîìó B ∼ B\{b}. Ïîñêîëüêó A = (A\B)∪B è A\{b} = (A\B)∪(B\{b}), ìû ïîëó÷àåì,
÷òî A ∼ A\{b}. Òàêèì îáðàçîì, A ðàâíîìîùíî ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó A\{b}.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî A ∼ E, E ⊂ A è A \ E 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî A � áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå n ∈ N, ÷òî A ∼ Nn è ïîýòîìó A = {a1, . . . , an}. ×òîáû ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî E,
ìû äîëæíû îòáðîñèòü îäèí èëè íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ìíîæåñòâà A, íàïðèìåð, ïîñëåäíèå:
E = {a1, . . . , am}, m < n. Ïîñêîëüêó A ∼ E, ìû â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî Nn ∼ Nm, ÷åãî,
êîíå÷íî æå, áûòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà A íåâåðíî.

�

Èçó÷èì äðóãèå ñâîéñòâà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 5.11. card (N× N) = cardN.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîé ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n, k) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî
F (n, k) = (2k − 1) · 2n−1. Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå òàáëèöû:

n� k 1 2 3 4 . . .

1 1 3 5 7 . . .
2 2 6 10 14 . . .
3 4 12 20 28 . . .
4 8 24 40 56 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Â êëåòêàõ çàïèñàíû çíà÷åíèÿ F (n, k). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíû
âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà, à ÷èñëà èç ñëåäóþùèõ ñòðîê ïîëó÷àþòñÿ óäâîåíèåì ÷èñåë, ñòîÿùèõ
îäíîé ñòðîêîé âûøå.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå F : N × N → N ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Åñëè n1 6= n2, òî
F (n1, k) 6= F (n2,m) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k è m. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ðàçëîæåíèè
÷èñåë F (n1, k) è F (n2,m) íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ïðèñóòñòâóåò ðàçíîå êîëè÷åñòâî äâîåê.
Åñëè æå n1 = n2 è k 6= m, òî, î÷åâèäíî, òàêæå F (n1, k) 6= F (n2,m). Ïîýòîìó F � âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Åãî ñþðúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå
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÷èñëî ` ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (2k− 1) · 2n−1 äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
k è n. ×òîáû íàéòè ýòè ÷èñëà, áóäåì äåëèòü ` íà 2 äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ íå÷¼òíîå
÷èñëî. Ýòî íå÷¼òíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (2k−1), à êîëè÷åñòâî äåëåíèé
íà 2 ðàâíî (n− 1). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. �

Ñëåäñòâèå 5.12. Îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíîãî íàáîðà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì
ìíîæåñòâîì.

B Ñ÷¼òíóþ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü
{Xk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ è X = ∪∞k=1Xk. Òàê êàê X1 ⊂ X è X1 �
ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, cardN = cardX1 6 cardX. Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî cardX 6 cardN.

Ìíîæåñòâà Xk ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ïîýòîìó îïðåäåëèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ {Yk}, òàêèõ ÷òî Y1 = X1 è Yk = Xk \ ∪k−1i=1Xi ïðè k > 2. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà Yk
ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ è X = ∪∞k=1Yk. Êàæäîå ìíîæåñòâî Yk ìîæåò áûòü ëèáî
ñ÷¼òíûì, ëèáî êîíå÷íûì, ïîýòîìó Yk = ∪`km=1{ymk }, ãäå ñèìâîë `k îáîçíà÷àåò ëèáî êàêîå-
ëèáî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ëèáî +∞. Ïóñòü M ⊂ N × N � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë (k,m), òàêèõ ÷òî k ∈ N è ymk ∈ Yk. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñïîëüçóÿ íåêîòî-
ðîþ âîëüíîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ, M = {(k,m) ∈ N × N | m 6 `k}. Âîëüíîñòü çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî íå ñîâñåì êîððåêòíî ïèñàòü m 6 +∞. Ïðàâèëüíåå áûëî áû íàïèñàòü
M = {(k,m) ∈ N× N | m 6 `k, åñëè `k ∈ N, è m ∈ N åñëè `k = +∞}.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : M → X, òàêîå ÷òî F (k, n) = ynk . Ïîñêîëüêó yn1
k1
6= yn2

k2

ïðè (k1, n1) 6= (k2, n2), îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî cardX =
cardM 6 card (N×N) = cardN. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Øð¼äåðà � Áåðíøòåé-
íà, ïîëó÷àåì, ÷òî cardX = cardN. C

Ñëåäñòâèå 5.13. cardQ = cardN.

B Ìíîæåñòâî Q ñîñòîèò èç äðîáåé n/k, ãäå n ∈ Z è k ∈ N. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N ââåä¼ì
ìíîæåñòâî Qk = {n/k | n ∈ Z}. Òî åñòü Qk åñòü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ó êî-
òîðûõ çíàìåíàòåëü ðàâåí k. Î÷åâèäíî, ÷òî Q = ∪∞k=1Qk. Êàæäîå ìíîæåñòâî Qk ÿâëÿåòñÿ
ñ÷¼òíûì, ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ñ÷¼òíûì ÿâëÿåòñÿ è Q. C

Óïðàæíåíèå 5.14. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ÷¼ò-
íî. •

5.3 Ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà

Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, åñëè îíî ðàâíîìîùíî îòðåçêó [0, 1]
÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìîùíîñòè êîíòèíóóìà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ëàòèíñêàÿ
áóêâà c. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîíêðåòíûìè ìíîæåñòâàìè ìîù-
íîñòè êîíòèíóóìà.

Ïðèìåð 5.15. Èíòåðâàë (0, 1) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîýòîìó ñëåäñòâèå 5.9
âëå÷¼ò ðàâåíñòâà: card [0, 1] = card [0, 1) = card (0, 1] = card (0, 1). •

Ïðèìåð 5.16. Ëþáîé îòðåçîê [a, b] âåùåñòâåííîé ïðÿìîé èìååò ìîùíîñòü c. Â ñàìîì
äåëå, áèåêöèåé F : [a, b]→ [0, 1] áóäåò ñëóæèòü îòîáðàæåíèå F (x) = (x− a)/(b− a). •
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Ïðèìåð 5.17. Âñÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ R èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Äåéñòâèòåëüíî,
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó x ∈ R ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî
F (x) = x/(1+ |x|), ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé R íà èíòåðâàë (−1, 1), èìåþùèé ìîùíîñòü c. Äàëåå,
ìû ïîêàæåì, ÷òî cardR = c, ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ðàññóæäåíèé. •

Èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìîùíîñòè êîíòèíóóìà. Ñíà÷àëà îòâåòèì íà âî-
ïðîñ, íå ÿâëÿþòñÿ ëè ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà ñ÷¼òíûìè.

Òåîðåìà 5.18 (Âòîðàÿ òåîðåìà Êàíòîðà). cardN < c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Òàê êàê Q � ñ÷¼òíîå ìíîæå-
ñòâî, ñëåäñòâèå 5.8 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q∩ [0, 1] òîæå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.
Ïîýòîìó cardN 6 card [0, 1] = c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî card [0, 1] = cardN. Òîãäà îòðåçîê [0, 1]
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê: [0, 1] = {xk}k∈N.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [0, 1] ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . Ik ⊃ . . . , òàêèõ
÷òî Ik íå ñîäåðæèò òî÷åê x1, x2, . . . , xk. Òàêîå ïîñòðîåíèå ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè.
Âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò îòðåçîê I1 ⊂ [0, 1], òàêîé ÷òî x1 6∈ I1. Åñëè óæå ïîñòðîåí îòðåçîê
Ik ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, òî âîçüì¼ì â êà÷åñòâå Ik+1 êàêîé-íèáóäü îòðåçîê, ïðèíàäëå-
æàùèé Ik è íå ñîäåðæàùèé òî÷êó xk+1.

Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ [0, 1], òàêàÿ ÷òî a ∈ ∩k∈NIk.
Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâ Ik, a 6= xk äëÿ âñåõ k ∈ N. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî íà-
øåìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}k∈N èñ÷åðïûâàåò âñå òî÷êè îòðåçêà [0, 1].
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ìû óñòàíîâèëè ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî îäíîãî èððàöèîíàëüíîãî
÷èñëà, à èìåííî,

√
2. Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû äîêàçàòü, ÷òî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë çíà÷èòåëüíî

áîëüøå, ÷åì ðàöèîíàëüíûõ.

Ñëåäñòâèå 5.19. Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñóùåñòâóþò. Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë îòðåçêà [0, 1] èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

B Åñëè áû âñå ÷èñëà íà îòðåçêå [0, 1] áûëè ðàöèîíàëüíûìè, ìíîæåñòâî Q∩ [0, 1] èìåëî áû
ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ðàíåå ìû óñòàíîâèëè ñ÷¼òíîñòü ýòîãî
ìíîæåñòâà.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü A = [0, 1]\Q è Q[0,1] � ìíîæåñòâà èððàöèî-
íàëüíûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1] ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A ∪ Q[0,1] = [0, 1] áûëî áû ñ÷¼òíûì, à ýòî íå òàê.
Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 5.9 âûòåêàåò, ÷òî cardA = card (A ∪Q[0,1]) = card [0, 1] = c. C

Óïðàæíåíèå 5.20. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóìà, à B � åãî ñ÷¼òíîå
ïîäìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A \B èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. •

Óòâåðæäåíèå 5.21. Åñëè A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíó-
óìà, òî card (A ∪B) = c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóþò áèåêöèè FA : A → [0, 1/2) è FB : B → [1/2, 1]. Òàê êàê
A ∩ B = ∅, îòîáðàæåíèå F : A ∪ B → [0, 1], òàêîå ÷òî F (x) = FA(x) ïðè x ∈ A è
F (x) = FB(x) ïðè x ∈ B, ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî card (A ∪B) = c. �

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè {Xk}k∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè êîíòèíóóìà, òî èõ îáúåäèíåíèå òîæå èìååò ìîùíîñòü c. Äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü áèåêöèè Fk : Xk → (1/(k + 1), 1/k], k ∈ N. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò óæå
óñòàíîâëåííûé íàìè ðàíåå ôàêò: ìíîæåñòâî R = ∪n∈Z(n, n+ 1] èìååò ìîùíîñòü c.
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Òåîðåìà 5.22. card
(
[0, 1]× [0, 1]

)
= card [0, 1] = c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî card
(
[0, 1) × [0, 1)

)
= card [0, 1) = c. Áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà x ∈ [0, 1) â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè: x = 0, x1x2x3 . . .. Çäåñü
xk îçíà÷àþò öèôðû îò 0 äî 9. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ïóíêòå 2.4, âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëà, äëÿ
êîòîðûõ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëåíî íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Åñëè ó äåñÿòè÷íîé
äðîáè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ïîçèöèè ñòîÿò äåâÿòêè, òî ýòà äðîáü áóäåò çàäàâàòü òî æå
ñàìîå ÷èñëî, åñëè ìû çàìåíèì âñå ýòè äåâÿòêè íà íóëè, à ê öèôðå íà ïðåäûäóùåé ïîçè-
öèè äîáàâèì åäèíèöó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü ÷èñëî äåñÿòè÷íîé äðîáüþ îäíîçíà÷íî,
äîãîâîðèìñÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî òî ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì öèôðà 9 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäîì.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : [0, 1) × [0, 1) → [0, 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè (x, y) ∈
[0, 1) × [0, 1), òî F (x, y) = 0, x1y1x2y2x3y3 . . . . Òî åñòü íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ ìû ðàññòàâèì
öèôðû èç äåñÿòè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà x, à íà ÷¼òíûõ � ÷èñëà y. Íåòðóäíî çàìå-
òèòü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì. Åãî îáëàñòü çíà÷åíèé, îäíàêî,
íå ñîâïàäàåò ñ [0, 1). Íàïðèìåð, ÷èñëî, ó êîòîðîãî íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ ñòîÿò äåâÿòêè, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ íàøåé äîãîâîð¼ííîñòüþ î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ íå èìååò ïðîîáðàçà
â [0, 1)× [0, 1). Òåì íå ìåíåå, F ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç [0, 1)× [0, 1) â imF ⊂ [0, 1). Ïîýòîìó
card

(
[0, 1)× [0, 1)

)
6 card [0, 1) = c.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïîñòðîèòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå G ïîëóèíòåðâàëà [0, 1) â
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî êâàäðàòà [0, 1) × [0, 1). Íàïðèìåð, äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1) ìîæíî
ïîëîæèòü G(x) = (x, 0). Òàêèì îáðàçîì, c = card [0, 1) 6 card

(
[0, 1)× [0, 1)

)
.

Äîêàçûâàåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò òåïåðü èç òåîðåìû Øð¼äåðà � Áåðíøòåéíà. �

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé ïî èíäóêöèè ëåãêî âûâåñòè, ÷òî äëÿ
ëþáîãî n ∈ N ìíîæåñòâî [0, 1]n = [0, 1] × . . . [0, 1] èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà è, êàê
ñëåäñòâèå, cardRn = c. Ýòà òåîðåìà èìååò è áîëåå óäèâèòåëüíûå ñëåäñòâèÿ, îäíî è êîòîðûõ
ìû óñòàíîâèì äàëåå.

Ñëåäñòâèå 5.23. Åñëè äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1] ìíîæåñòâî Xα èìååò ìîùíîñòü êîíòè-
íóóìà, òî ìíîæåñòâî X = ∪α∈[0,1]Xα òîæå èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

B Äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1] îáîçíà÷èì ÷åðåç Fα áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Xα íà
[0, 1] è, êðîìå òîãî, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Yα = Xα \ ∪σ∈[0,α)Xσ (â êà÷åñòâå Y0 âîçüì¼ì
X0). Î÷åâèäíî, ÷òî ∪α∈[0,1]Yα = X è Yα ∩ Yβ = ∅, åñëè α 6= β. Îáðàç ìíîæåñòâà Yα
ïðè îòîáðàæåíèè Fα îáîçíà÷èì ÷åðåç Mα. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : X → [0, 1] × [0, 1]
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîëîæèì F (x) = (α, Fα(x)), ãäå α � åäèíñòâåííîå
÷èñëî èç [0, 1], òàêîå ÷òî x ∈ Yα. Î÷åâèäíî, ÷òî F � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
X íà ìíîæåñòâî M = {(α, β) ∈ [0, 1] × [0, 1] | β ∈ Mα}. Òàê êàê M ⊂ [0, 1] × [0, 1], èç
äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî cardX 6 c.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, cardX0 = c è X0 ⊂ X. Ïîýòîìó c 6 cardX. Èç òåîðåìû Øð¼äåðà
� Áåðíøòåéíà ñëåäóåò, ÷òî cardX = c. C

Çàìå÷àíèå 5.24. Â ïðèâåä¼ííîì äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî îáîéòèñü áåç ìíîæåñòâ Yα. Êàê è
ðàíåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Fα áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Xα íà [0, 1]. Äëÿ êàæäîãî
x ∈ X ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðóåì (èñïîëüçóÿ àêñèîìó âûáîðà) îäíî α ∈ [0, 1], òàêîå ÷òî
x ∈ Xα. Ìû îáîçíà÷èì âûáðàííîå α ÷åðåç α(x). Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : X →
[0, 1] × [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîëîæèì F (x) = (α(x), Fα(x)(x)).
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî F � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x′ 6= x′′.
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Åñëè α(x′) 6= α(x′′), òî F (x′) 6= F (x′′), ïîñêîëüêó ó íèõ îòëè÷àþòñÿ ïåðâûå êîîðäèíàòû.
Åñëè α(x′) = α(x′′) = α, òî F (x′) 6= F (x′′), òàê êàê x′, x′′ ∈ Xα è Fα ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé
íà Xα. Òàêèì îáðàçîì, F ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìíîæåñòâà X íà M = imF ⊂ [0, 1] × [0, 1].
Ñëåäîâàòåëüíî, cardX = cardM 6 card [0, 1]× [0, 1] = card [0, 1] = c. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî
äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ. •

Òåîðåìà 5.25. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö,
èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîìó ÷èñëó èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå äâîè÷íîé äðîáè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ïðåäñòàâëåíèå áûëî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì, äîãîâîðèìñÿ íå èñïîëüçîâàòü öèôðó 1 â êà÷åñòâå ïåðèîäà äðîáè. Î íåîäíî-
çíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ óæå ãîâîðèëîñü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.22 è â êîíöå ïóíê-
òà 2.4. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö, ó êîòîðûõ
åäèíèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì, èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Äîáàâèâ ê ýòîìó ìíîæåñòâó
ìíîæåñòâî A âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ñòîÿò
òîëüêî åäèíèöû (òî åñòü åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì), ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.9 òåîðåìà áóäåò
äîêàçàíà, åñëè ìû óñòàíîâèì ñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà k,
ñòîÿò åäèíèöû. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Ak ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è A = ∪∞k=1Ak. Ïîýòîìó A �
ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî (ñì. ñëåäñòâèå 5.12). �

Ñëåäñòâèå 5.26. Åñëè A � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, òî P(A) èìååò ìîùíîñòü êîíòèíó-
óìà.

B Ïîñêîëüêó A � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå F : N →
A. Êàæäîìó ìíîæåñòâó B ⊂ A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}k∈N ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

bk =

{
1, F (k) ∈ B,
0, F (k) ∈ A \B.

Ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì P(A) íà ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö. Òàêèì îáðàçîì, íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû. C

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû 5.5 ñðàçó âûòåêàåò òåîðåìà 5.18 (âòîðàÿ
òåîðåìà Êàíòîðà).

Óïðàæíåíèå 5.27. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç n
öèôð äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ (2 6 n 6 10), èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. •

Óïðàæíåíèå 5.28. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1], â äåñÿòè÷íîì ïðåä-
ñòàâëåíèè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò n öèôð (0 6 n 6 8), èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. •
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