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ÂâåäåíèåÏîíÿòèå ãðà�à ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðè îïèñàíèè ñòðóê-òóðû äèñêðåòíûõ ñèñòåì. Â îáùåì âèäå, ãðà� îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ñâÿ-çåé ìåæäó îòäåëüíûìè ÷àñòÿìè ñèñòåìû è â ñèëó ñâîåé îáùíîñòè èñïîëü-çóåòñÿ âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Çàäà÷è, âîçíèêàþùèå íà ãðà-�àõ, âåñüìà ðàçíîîáðàçíû: èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ ãðà�îâ,èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ãðà�îâ, ïîñòðîåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâäëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà ãðà�àõ è ò. ä.�ðà�û íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ çíàíèé, â ÷àñò-íîñòè, â õèìèè äëÿ îïèñàíèÿ õèìè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ïóòåé ñëîæíûõðåàêöèé; â áèîëîãèè äëÿ îïèñàíèÿ ãåííûõ ñåòåé; â èí�îðìàòèêå è ïðî-ãðàììèðîâàíèè äëÿ õðàíåíèÿ è ïîèñêà äàííûõ; â ñõåìàòåõíèêå äëÿ îïè-ñàíèÿ òîïîëîãèè ïå÷àòíûõ ïëàò è ìèêðîñõåì; â ëîãèñòèêå äëÿ àíàëèçàèí�ðàñòðóêòóðû òîâàðîïîòîêîâ; â ñîöèîëîãèè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îòíî-øåíèé âíóòðè íåêîòîðîãî ñîöèóìà.Îïðåäåëåíèå ãðà�à Êýëè áûëî ââåäåíî àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì Àð-òóðîì Êýëè â 1878 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è îáúÿñíåíèÿ ïîíÿòèÿ àáñòðàêò-íîé ãðóïïû, ïîðîæäàåìîé ìíîæåñòâîì ãåíåðàòîðîâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû,òåîðèÿ ãðà�îâ Êýëè ðàçâèâàåòñÿ, êàê îòäåëüíàÿ áîëüøàÿ îáëàñòü àë-ãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ãðà�îâ. �ðà�û Êýëè íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå êàêâ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê êëàññè�èêàöèÿ,èçîìîð�èçì è ïåðå÷èñëåíèå ãðà�îâ, òàê è â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.Â ïðåäëàãàåìîì êóðñå ëåêöèé èçó÷àþòñÿ êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è íàãðà�àõ Êýëè. Áîëüøèíñòâî èç ýòèõ çàäà÷ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿþò-ñÿ îòêðûòûìè, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíîâîñòè ïðîèçâîëüíîãîãðà�à Êýëè, à òàêæå ïîäñ÷åò ÷èñëà ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, è îïðåäåëå-íèå äèàìåòðà ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à Êýëè. Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðà�îâýòè çàäà÷è óäàåòñÿ ðåøèòü. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå4



Ââåäåíèå 5öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ãðà�îâ Êýëè, â ÷àñòíîñòè, â ãðà�àõ Êýëè, îïè-ñûâàþùèõ êîìïüþòåðíûå ñåòè. Ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â ýòîé îáëàñòèáóäóò ïðåäëîæåíû äëÿ èçó÷åíèÿ.Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ãðà�àì Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé è ãè-ïåðîêñàýäðàëüíîé ãðóïïàõ, èìåþùèõ ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè,â ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè ïåðåñòàíîâêè è ïîìå÷åííûå ïåðåñòàíîâêè èñ-ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à íåêîòî-ðûå îïåðàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ ñîîòâåòñòâóþò ýâîëþöèîííûì ñîáûòèÿì.Îäíîé èç òàêèõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ èíâåðñèÿ ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè (ðå-âåðñàë). Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàèìåíüøåãî ÷èñëà ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿ-ùèõ çàäàííóþ ïåðåñòàíîâêó â åäèíè÷íóþ, èññëåäóåòñÿ â ìîëåêóëÿðíîéáèîëîãèè è íàçûâàåòñÿ ñîðòèðîâêà ðåâåðñàëàìè.Ýòà çàäà÷à íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ èçâåñòíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷åéPan
ake problem, â êîòîðîé êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò Pan
ake ãðà�, ÿâëÿþ-ùèéñÿ ãðà�îì Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå. Pan
ake problem ñîñòîèòâ îïðåäåëåíèè äèàìåòðà �an
ake graph, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé íà ñåãîäíÿø-íèé äåíü è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé çàäà÷èîïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà ãðà�à Êýëè. Èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðå-çóëüòàòû ïî ýòîé òåìå áóäóò èçëîæåíû â êóðñå ëåêöèé.Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ý��åêòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âåðøèíâ ãðà�å, êîòîðàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò â òåîðèè êîäèðîâà-íèÿ è ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäîâàëàñü äëÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûõ ãðà-�îâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðà�à Õýììèíãà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè.Ïîçäíåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî íàéäåíî äëÿ ãðà�îâ Êýëè, íå ÿâëÿ-þùèõñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûìè. Äëÿ òàêèõ ãðà�îâ ðåøåíèå çàäà÷èñòàíîâèòñÿ áîëåå òðóäíûì. Ïî�ïðåæíåìó ìíîãèå âîïðîñû â ðàìêàõ ýòîéçàäà÷è îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.Â öåëîì, îñíîâíîå âíèìàíèå ýòîãî êóðñà óäåëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì êîì-áèíàòîðíûì çàäà÷àì íà ãðà�àõ Êýëè, èìåþùèì ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå,íî ïðè ýòîì, íàïðÿìóþ ñâÿçàííûõ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîñòàíîâêàìè çàäà÷â òåîðèè ãðà�îâ, àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ãðà�îâ, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü À.Í. Ìåäâåäåâó çà ðèñóíêè, ïîäãî-òîâëåííûå äëÿ ýòîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.



�ëàâà 1Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðûÂ ýòîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ãðóïïè òåîðèè ãðà�îâ, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûåêîìáèíàòîðíûå è ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ãðà�îâ Êýëè, êîòîðûå áîëåå äå-òàëüíî áóäóò èçó÷àòüñÿ ïîçäíåå. Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íå ïðèâî-äÿòñÿ â ýòîì ðàçäåëå, ìîãóò áûòü íàéäåíû â êíèãàõ [11, 13, 15, 62, 67℄.1.1 �ðóïïû�ðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ G ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ◦ íàíåì, òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:Àêñèîìà 1. (àññîöèàòèâíîñòü) Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ f, g, h ∈ G âåðíî:
f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.Àêñèîìà 2. (î åäèíè÷íîì ýëåìåíòå) Â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íûé ýëåìåíò I, òàêîé, ÷òî: g ◦ I = I ◦ g = g.Àêñèîìà 3. (îá îáðàòíîì ýëåìåíòå) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G ñó-ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò g−1 ∈ G, òàêîé, ÷òî:
g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = I.Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíåíà åùå îäíà àêñèîìà:Àêñèîìà 4. (êîììóòàòèâíîñòü) Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g, h ∈ G âåðíî:
g ◦ h = h ◦ g.òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé.6



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 7Îáû÷íî ïîä áèíàðíîé îïåðàöèåé ïîíèìàåòñÿ ñëîæåíèå èëè óìíîæåíèåýëåìåíòîâ. Ïðè óìíîæåíèè ýëåìåíòîâ f è g ðåçóëüòàò áèíàðíîé îïåðàöèèîáîçíà÷àåòñÿ fg. Ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ çàïèñü. Àääèòèâíàÿ çàïèñü
f+g èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà ðåçóëüòàòîì áèíàðíîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ñóììàäâóõ ýëåìåíòîâ.Ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû òðàäè-öèîííî íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ e èëè I. Ïðè àääèòèâíîéçàïèñè åäèíè÷íûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ íóëåì è îáîçíà÷àåòñÿ 0.Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûå ãðóïïû, ê êîòî-ðûì îòíîñÿòñÿ âñå ÷èñëîâûå ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, öåëûå Z, ðàöèîíàëü-íûå Q, äåéñòâèòåëüíûå R, êîìïëåêñíûå ÷èñëà C îáðàçóþò àääèòèâíûåàáåëåâû ãðóïïû. Íåíóëåâûå ðàöèîíàëüíûå Q∗, äåéñòâèòåëüíûå R∗, êîì-ïëåêñíûå ÷èñëà C∗ îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíûå àáåëåâû ãðóïïû.Åñëè ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êî-íå÷íîé. Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â íåé.Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé è ïóñòü S ⊂ G. Ìíîæåñòâî Síàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì (generating set) ãðóïïû, à åãîýëåìåíòû - ïîðîæäàþùèìè (generators), åñëè ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû Gìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàþ-ùèõ (ñ ó÷åòîì áèíàðíîé îïåðàöèè íà ãðóïïå). Ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâîãðóïïû òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ.Íàïðèìåð, êîíå÷íàÿ àääèòèâíàÿ ãðóïïà Zn öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ nïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ Zn.Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè îíà ìîæåò áûòüïîðîæäåíà îäíèì ýëåìåíòîì g, ò.å. ýëåìåíòû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿ-ìè g (èëè, åñëè èñïîëüçîâàòü àääèòèâíóþ òåðìèíîëîãèþ, ïðåäñòàâèìû ââèäå ng, ãäå n - öåëîå ÷èñëî). Íàïðèìåð, ýëåìåíòû öèêëè÷åñêîé ãðóïïûïîðÿäêà òðè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå: g, g2, e, g, g2, e, ..., ãäå e = g0.Äâå ãðóïïû G è H ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ◦ è ∗ ÿâëÿþòñÿ èçîìîð�-íûìè, åñëè èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ ãðóïïû G âãðóïïó H òàêîå, ÷òî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, ò.å. îáðàçïðîèçâåäåíèÿ ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ îáðàçîâ ϕ(f ∗ g) = ϕ(f) ◦ ϕ(f).Íàïðèìåð, êàæäàÿ êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîð�íà ãðóïïå Zn.



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 8Äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà (ãðóïïà äèýäðà) Dm ñîñòîèò èç 2m ýëåìåíòîâ, mèç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòàìè íà 2πk/m, 0 ≤ k < m, à äðóãèå m åñòüñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû m�óãîëüíèêàè ñåðåäèíû åãî ñòîðîí ñ åãî öåíòðîì. Ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî äèýä-ðàëüíîé ãðóïïû Dm ñîñòîèò èç äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé: ïîâîðîòà íà óãîë
2π/m è ëþáîé èç ñèììåòðèé. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Dm ïîðîæäàåòñÿâðàùåíèÿìè è îòðàæåíèÿìè ïðàâèëüíîãî m�ìíîãîóãîëüíèêà.�àññìîòðèì åùå äâà ïðèìåðà ãðóïï íà ïåðåñòàíîâêàõ è ïîìå÷åííûõïåðåñòàíîâêàõ.1.1.1 Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà SymnÏåðåñòàíîâêîé π íà ìíîæåñòâå X = {1, . . . , n} íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îä-íîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâàX íà ñåáÿ. Áóäåì çàïèñûâàòü ïåðåñòà-íîâêó π â îäíó ñòðîêó â âèäå π = [π1, π2, . . . , πn], ãäå πi = π(i) ÿâëÿåòñÿîáðàçîì i�ãî ýëåìåíòà äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïåðåñòàíîâîê π ◦ σ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, êî-òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïåðåñòàíîâêè σ, à çàòåì ïåðåñòàíîâêè
π. Ýòà îïåðàöèÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ, à ïîðÿ-äîê óìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó çàïèñè êîìïîçèöèè �óíêöèé: (π◦
σ)(i) = (π(σ(i)).�ðóïïà Symn âñåõ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}, íàçûâàåòñÿñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà |Symn| = n!. Áèíàðíîé îïåðàöèåé íàýòîé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê, à åäèíè÷íûéýëåìåíò ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêå I = [1, 2, . . . , πn]. Îá-ðàòíûì ýëåìåíòîì ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ ê íåé. Ñèì-ìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íåêîììóòàòèâíà ïðè n ≥ 3. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
[231] ◦ [132] = [213] 6= [321] = [132] ◦ [231].Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Symn ïîðîæäàåòñÿ ðàçëè÷íûìè ñèñòåìàìèîáðàçóþùèõ, â ÷àñòíîñòè, òðàíñïîçèöèÿìè (i, i + 1), i = 1, . . . , n, äâóõñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî S = {(1, 2), (2, 3), ..., (n− 1, n)} èçâåñò-íî êàê (n − 1)�ìíîæåñòâî Êîêñåòåðà, ïîðîæäàþùåå Symn. Îíî èãðàåòâàæíóþ ðîëü â êîìáèíàòîðèêå ãðóïï Êîêñåòåðà (áîëåå äåòàëüíî ñì. [14℄).



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 91.1.2 �èïåðîêòàýäðàëüíàÿ ãðóïïà Bn�èïåðîêòàýäðàëüíàÿ ãðóïïà (a hypero
tahedral group) Bn ÿâëÿåòñÿ âàæ-íûì òèïîì ãðóïï, ðåàëèçóþùèõ ñèììåòðèè ãèïåðêóáà è çàäàþùèõñÿ åãîðàçìåðíîñòüþ n. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ýòîé ãðóïïû,ïåðâîå èç êîòîðûõ áûëî ïðåäëîæåíî ßíãîì [58℄ â 1930ã. Èì æå áûëîïðåäëîæåíî è íàçâàíèå ñàìîé ãðóïïû.Ìû ïðèâîäèì ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû ÷åðåç ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóï-ïó. Ïîìå÷åííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà (the signed symmetri
 group) Bnîïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê πσ, äåéñòâóþùèõ íà ìíîæå-ñòâå {±1, . . . ,±n} òàê, ÷òî πσ(−i) = −πσ(i) äëÿ â
åõ i ∈ {1, . . . , n}. Ýëå-ìåíò ãðóïïû Bn ÿâëÿåòñÿ ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêîé, ò.å. ïåðåñòàíîâêîéñ ïðèêðåïëåííûì ê êàæäîìó ýëåìåíòó çíàêîì + èëè −.Òàêèì îáðàçîì, ïîìå÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùè-ìè äàííûìè:
• ýëåìåíòàìè |π(|i|)|, ïåðåñòàâëÿþùèìè {1, . . . , n}
• çíàêîì πσ(i) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n.Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ãðóïïîé Bn è ãðóï-ïîé Z2≀Symn, ÿâëÿþùåéñÿ âåíî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì (wreath produ
t) çíà-êîïåðåìåííîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z2 ñ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Symn,÷òî äàåò íàì |Bn| = 2n n!.Ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê îòîáðàæåíèå ìåæäó {±1, . . . ,±n} è {1, . . . , n}äàåò âëîæåíèå ãðóïïû Bn â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sym2n, ïðè ýòîì

π(2n+ 1− i) = 2n+ 1− π(i).�ðóïïà Bn ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S = {s0, s1, . . . , sn−1}, ãäåïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíû òðàíñïîçèöèÿìè s0 = (1,−1) è
si = (i, i+1)(−i,−i−1) äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n−1, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîéãðóïïîé Êîêñåòåðà òèïà B (ñì. [14℄).Äëÿ ïîìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê πσ ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü èõêîìïàêòíóþ çàïèñü â îäíó ñòðîêó â âèäå [π1, π2, . . . , πi, . . . , πn], ãäå âåðõ-íåå ïîä÷åðêèâàíèå ýëåìåíòà îçíà÷àåò, ÷òî îí èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê.Ïîìå÷åííûå ïåðåñòàíîâêè èãðàþò âàæíóþ ðîëü çàäà÷àõ íà ãðà�àõÊýëè, âîçíèêàþùèõ â áèîèí�îðìàòèêå, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ñîðòè-ðîâêè ðåâåðñàëàìè, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â �ëàâå 4.



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 101.2 �ðà�û�ðà� Γ = (V, E) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà V âåðøèíè ìíîæåñòâà E ðåáåð (íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ âåðøèí). Ïîðÿ-äîê ãðà�à îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ åãî ìíîæåñòâà âåðøèí. Ëþáûå äâåâåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó ðåáðó.Ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð.�ðà� ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåðøèí ýòîãî ãðà�àñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ïóòü, ñâÿçûâàþùèé èõ.Äâà ãðà�à Γ1 è Γ2 èçîìîð�íû, Γ1
∼= Γ2, åñëè ìåæäó èõ ìíîæåñòâà-ìè âåðøèí ñóùåñòâóåò âçàèìíî�îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùååñìåæíîñòü.Â ïîëíîì ãðà�å Kn êàæäàÿ ïàðà åãî n âåðøèí ñìåæíà. Â ïîëíîìäâóäîëüíîì ãðà�å Kp,q ñ p è q âåðøèíàìè â êàæäîé äîëå âñå âåðøèíûîäíîé äîëè ñìåæíû ñî âñåìè âåðøèíàìè äðóãîé äîëè, íî íå ñìåæíûâíóòðè äîëåé. Öèêë íà n âåðøèíàõ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü Cn.1.2.1 �åãóëÿðíûå è òðàíçèòèâíûå ãðà�û�ðà� Γ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñòåïåíè k, åñëè êàæäàÿ åãî âåðøèíàèìååò ñòåïåíü k. �åãóëÿðíûé ãðà� ñòåïåíè òðè íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì.Àâòîìîð�èçìîì ãðà�à Γ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå α ìíîæåñòâà âåð-øèí íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ñìåæíîñòü, ò.å. åñëè {u, v} ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì

Γ, òî è {α(u), α(v)} ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì Γ. Î÷åâèäíî, ÷òî àâòî�îðìèçì ïå-ðåâîäèò äðóã â äðóãà òîëüêî âåðøèíû, èìåþùèå îäèíàêîâûå ñòåïåíè.Ìíîæåñòâî òàêèõ àâòîìîð�èçìîâ îáðàçóåò âåðøèííóþ ãðóïïó ãðà�à èëèïðîñòî ãðóïïó ãðà�à. �ðóïïà ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå ðåáåð íàçûâà-åòñÿ ðåáåðíîé ãðóïïîé ãðà�à.�ðà� Γ íàçûâàåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõâåðøèí u, v ∈ V (Γ) ñóùåñòâóåò àâòî�îðìèçì α, ïðè êîòîðîì α(u) = v.Âñÿêèé âåðøèííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Îäíàêî,íå âñÿêèé ðåãóëÿðíûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî-òðàíçèòèâíûì. Íàïðè-ìåð, ãðà� Ôðóõòà (Fru
ht graph), èçîáðàæåííûé íà �èñóíêå 1.�ðà� Γ íàçûâàåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðûðåáåð x, y ∈ E(Γ) ñóùåñòâóåò àâòî�îðìèçì α, ïðè êîòîðîì α(x) = y.
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�èñóíîê 1. �ðà� Ôðóõòà: ðåãóëÿðíûé, íî íå âåðøèííî-òðàíçèòèâíûé.�ðà� Γ: âåðøèííî-òðàíçèòèâíûé, íî íå ðåáåðíî-òðàíçèòèâíûé.�ðà� Ôðóõòà Γ

Ýòè ñâîéñòâà íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîçàìåíÿþùèìè, ïîñêîëüêó èìåþòñÿâåðøèííî�òðàíçèòèâíûå ãðà�û, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíû-ìè, è íàîáîðîò. Íà �èñóíêå 1 ïðåäñòàâëåí âåðøèííî-òðàíçèòèâíûé ãðà�,íå ÿâëÿþùèéñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì, ïîñêîëüêó ìåæäó ðåáðàìè {u, v}è {u′, v′} íå ñóùåñòâóåò íóæíîãî àâòîìîð�èçìà.Ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðà�Kp,q, ãäå p 6= q, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ðåáåðíî�òðàíçèòèâíîãî, íî íå âåðøèííî�òðàíçèòèâíîãî ãðà�à.Íà �èñóíêe 2 ïðåäñòàâëåí ãðà� Ïåòåðñîíà, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåí-íî âåðøèííî� è ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì, è ãðà�, íå îáëàäàþùèé íè îä-íèì èç ýòèõ ñâîéñòâ.

�èñóíîê 2. Âåðøèííî� è ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûé ãðà� Ïåòåðñîíà;ãðà� Γ, íå îáëàäàþùèé íè îäíèì èç ýòèõ ñâîéñòâ�ðà� Ïåòåðñîíà �ðà� Γ
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v S1(v) Sd(v)S2(v)

a1

k 1 b1
c2 b2

a2 ad

cd

1.2.2 Äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûå è �òðàíçèòèâíûå ãðà�ûÏîä ðàññòîÿíèåì d(u, v) ìåæäó âåðøèíàìè u, v â ãðà�å Γ = (V, E) ïî-íèìàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåé öåïè, ñâÿçûâàþùåé ýòè äâå âåðøèíû. Äèà-ìåòðîì d(Γ) ãðà�à Γ íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íàèáîëåå óäà-ëåííûìè âåðøèíàìè â ãðà�å, ò.å. d(Γ) = max{d(u, v) : u, v ∈ V }.Ìåòðè÷åñêîé ñ�åðîé ðàäèóñà i ñ öåíòðîì â âåðøèíå v ∈ V (Γ) íàçû-âàþò ìíîæåñòâî
Si(v) = {u ∈ V (Γ) : d(v, u) = i}.Âåðøèíû ìíîæåñòâà Si(v) ÿâëÿþòñÿ i�îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû v ∈ V (Γ).Ïðåäñòàâëåíèå ãðà�à â âèäå ðàçáèåíèÿ íà i�îêðåñòíîñòè îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîé âåðøèíû íàçûâàþò ñëîåâûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðà�à.Ïóñòü v ∈ V (Γ), u ∈ Si(v). Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ci = ci(v, u) = |{x ∈ Si−1(v) : d(x, u) = 1}|,
ai = ai(v, u) = |{x ∈ Si(v) : d(x, u) = 1}|,
bi = bi(v, u) = |{x ∈ Si+1(v) : d(x, u) = 1}|.Î÷åâèäíî, ÷òî â k�ðåãóëÿðíîì ãðà�å a0 = 0, c0 = 0, b0 = k, bd = 0,

c1 = 1 è ai + bi + ci = k äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, . . . , d, ãäå d = d(Γ).Ñâÿçíûé k�ðåãóëÿðíûé ãðà� Γ äèàìåòðà d íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèoííî�ðåãóëÿðíûì ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé
{b0 = k, b1, . . . , bd−1; c1 = 1, c2, . . . , cd},åñëè äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, . . . , d ïàðàìåòðû bi, ci íå çàâèñÿò îò âûáîðàïàðû âåðøèí u, v ∈ V (Γ) òàêèõ, ÷òî d(u, v) = i.Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàññèâà ïåðåñå÷åíèé äèñòàíöèîííî�ðå-ãóëÿðíîãî ãðà�à âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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• ïîëíûé ãðà� Kn ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {n− 1; 1};
• ãðà� Ïåòåðñîíà ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {3, 2; 1, 1};
• ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðà� K3,3 ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {3, 2; 1, 3}.Äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûé ãðà� äèàìåòðà d = 2 íàçûâàåòñÿ ñèëüíî�ðåãóëÿðíûì. �îâîðÿò, ÷òî ñèëüíî�ðåãóëÿðíûé ãðà� èìååò ïàðàìåòðû
(v, k, λ, µ), ãäå v - ïîðÿäîê ãðà�à, k - ñòåïåíü âåðøèí, λ - ÷èñëî îáùèõñîñåäåé ó ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí â ãðà�å, µ - ÷èñëî îáùèõ ñîñåäåéó ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ â ãðà�å.Ïðèìåðû ñèëüíî�ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ:
• öèêë äëèíû ïÿòü C5 ñ ïàðàìåòðàìè (5, 2, 0, 1);
• ãðà� Ïåòåðñîíà ñ ïàðàìåòðàìè (10, 3, 0, 1).Ñâÿçíûé ãðà� Γ íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèoííî�òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿëþáûõ äâóõ ïàð ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ âåðøèí (v, u) è (v′, u′), íàõî-äÿùèõñÿ íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè d(v, u) = d(v′, u′), ñóùåñòâóåòàâòîìîð�èçì σ â ãðà�å Γ òàêîé, ÷òî σ(v) = v′ è σ(u) = u′.Ïðèìåðû äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ:
• ïîëíûé ãðà� Kn;
• öèêë Cn;
• ãðà� Ïåòåðñîíà;Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.Óòâåðæäåíèå 1.2.1 Ëþáîé äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� ÿâëÿ-åòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì.Îäíàêî, îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî. Ñóùåñòâóþò âåðøèííî�òðàíçèòèâ-íûå ãðà�û, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûìè.
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�èñóíîê 3. Öèêëè÷åñêàÿ 6�ëåñòíèöà L6Íàïðèìåð, öèêëè÷åñêàÿ 6�ëåñòíèöà L6 íà �èñóíêå 3 ÿâëÿåòñÿ âåðøèí-íî�òðàíçèòèâíûì ãðà�îì: åãî ìîæíî âðàùàòü è îòðàæàòü îòíîñèòåëüíîîñåé ñèììåòðèè íà ïëîñêîñòè. Îäíàêî, ýòîò ãðà� íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîí-íî�òðàíçèòèâíûì, ïîñêîëüêó äëÿ âåðøèí u, v è u, w òàêèõ, ÷òî d(u, v) =
d(u, w) = 2 âåðíî ñëåäóþùåå: ìåæäó âåðøèíàìè u, v èìååòñÿ äâà ïóòèäëèíû äâà, òîãäà êàê äëÿ âåðøèí u, w òàêîé ïóòü â ãðà�å òîëüêî îäèí.Åùå îäíî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 1.2.2 Ëþáîé äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� ÿâëÿ-åòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì.Îäíàêî, îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî. Íàèìåíüøèì äèñòàíöèîííî�ðåãó-ëÿðíûì ãðà�îì, íå ÿâëÿþùèìñÿ äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì ÿâëÿåòñÿãðà� Øðèõàíäå (ñì. �èñóíîê 4), íàéäåííûé Ñ.Ñ. Øðèõàíäå â 1959 [56℄è îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• 6�ðåãóëÿðíûé ñ 16 âåðøèíàìè è 48 ðåáðàìè äèàìåòðà äâà;
• ñèëüíî�ðåãóëÿðíûé ñ ïàðàìåòðàìè (16, 6, 2, 2).
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�èñóíîê 4. �ðà� Øðèõàíäå: äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûé, íîíå äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûé



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 161.3 �ðà�û Êýëè�àññìîòðèì êîíå÷íóþ ãðóïïó G ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S ⊂ G.Ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì îò åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà (identityfree), åñëè I 6∈ S, è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (symmetri
), åñëè èç s ∈ Sñëåäóåò s−1 ∈ S, ò.å. äëÿ âñÿêîãî ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà îáðàòíûé êýòîìó ýëåìåíòó òàêæå ñîäåðæèòñÿ â ïîðîæäàþùåì ìíîæåñòâå. Ïîñëåä-íåå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ êàê S = S−1, ãäå S−1 = {s−1 : s ∈ S}.Â ãðà�å Êýëè (Cayley graph) Γ = Cay(G, S) = (V, E) âåðøèíû ñîîò-âåòñòâóþò ýëåìåíòàì ãðóïïû, ò.å. V = G, à ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò óìíî-æåíèþ ýëåìåíòà ãðóïïû ñïðàâà íà ýëåìåíò ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà,ò.å. E = {{g, gs} : g ∈ G, s ∈ S}.Ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì îò åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, ñëåäîâà-òåëüíî, ãðà� Γ íå ñîäåðæèò ïåòåëü.Ñèììåòðè÷íîñòü ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ãðà� ÿâëÿ-åòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì è áåç êðàòíûõ ðåáåð, ò.å. åñëè â ãðà�å èìå-åòñÿ ðåáðî èç g â gs, òî ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñîâïàäåò ñ ðåáðîì èç gs â
(gs)s−1 = g.1.3.1 Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ãðà�îâ Êýëè1. Ïîëíûé ãðà�Kn ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè íà êîíå÷íîé àääèòèâíîé ãðóï-ïå Zn öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì âñåõ íåíóëå-âûõ ýëåìåíòîâ Zn.2. Öèêë Cn äëèíû n ÿâëÿåòñÿ äðóãèì ïðèìåðîì ãðà�à Êýëè íà êîíå÷íîéöèêëè÷åñêîé ãðóïïå Zn ïîðÿäêà n, ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãîñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ.3. Öèêë C6 äëèíû 6 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ãðà�à Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîéãðóïïå Sym3 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì òðàíñïîçèöèé t = {(12), (13)}.4. Ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðà� K3,3 ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè íà ñèììåòðè-÷åñêîé ãðóïïå Sym3 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì âñåõ òðàíñïîçèöèé
T = {(12), (23), (13)} íà ìíîæåñòâå {1, 2, 3, }. Íà �èñóíêå 5 ïðåäñòàâ-ëåí ãðà� Êýëè T3 = Cay(Sym3, T ), èçîìîð�íûé K3,3.
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T3 K3,3≃�èñóíîê 5. �ðà� Êýëè T3, èçîìîð�íûé ãðà�ó K3,31.3.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãðà�îâ ÊýëèÓòâåðæäåíèå 1.3.1 Ïóñòü S åñòü ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ãðóïïû
G. Òîãäà ãðà� Êýëè Γ = Cay(G, S) ÿâëÿåòñÿ:(i) ñâÿçíûì S�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;(ii) âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì ãðà�îì.Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì,ñëåäîâàòåëüíî, Γ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, à ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-íûì, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ âåðøèíà â ãðà�å Γ = Cay(G, S) èìååò ñòå-ïåíü ðàâíóþ |S|, ò.å. ãðà� Γ ÿâëÿåòñÿ S�ðåãóëÿðíûì.(ii) �ðà� Êýëè ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì, ïîñêîëüêó îòîáðà-æåíèå αg : v 7→ vg ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì äëÿ ëþáîé âåðøèíû ãðà�à
Γ. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó (ug)(vg)−1 = ugg−1v−1 = uv−1, ñëåäîâà-òåëüíî, âåðøèíà vg ñìåæíà ñ âåðøèíîé ug òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâåðøèíà v ñìåæíà ñ âåðøèíîé u. Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîð�èçì αv−1u ïå-ðåâîäèò v â u. �Âåðíî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 1.3.2 Íå êàæäûé âåðøèííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� ÿâëÿ-åòñÿ ãðà�îì Êýëè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñëóæèò ãðà� Ïåòåðñîíà, êî-òîðûé ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè.Â ñàìîì äåëå, ãðà� Ïåòåðñîíà ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì (3�ðåãóëÿðíûì)ãðà�îì ïîðÿäêà 10 è äèàìåòðà 2 (ñì. �èñóíîê 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òîãðà� Ïåòåðñîíà èçîìîð�åí íåêîòîðîìó ãðà�ó Êýëè Cay(G, S). Òîãäàãðóïïà G äîëæíà áûòü ãðóïïîé ïîðÿäêà 10, à ìîùíîñòü ïîðîæäàþùåãîìíîæåñòâà S äîëæíà áûòü ðàâíà òðåì. Èìååòñÿ ðîâíî äâå íåèçîìîð�-íûå ãðóïïû ïîðÿäêà 10, à èìåííî, äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà D5 è àääèòèâíàÿãðóïïà Z10. Ïðîâåðÿÿ âñå òðåõýëåìåíòíûå ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà S,ñâîáîäíûå îò åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà è ñèììåòðè÷íûå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òîâî âñåõ ñëó÷àÿõ äèàìåòð ïîëó÷àåìîãî ãðà�à Êýëè áóäåò áîëüøå äâóõ.Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå àääèòèâíîé ãðóïïû Z10 èìååòñÿ ðîâíî ÷åòûðåòðåõýëåìåíòíûõ ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâà: {1, 9, 5}, {2, 8, 5}, {3, 7, 5},

{4, 6, 5}, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ìû íå ïîëó÷èì ãðà� äèàìåòðà 2. �Èäåÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæèò Áèãñó [13℄.Òàêèì îáðàçîì, ñõåìàòè÷åñêè ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè ðå-ãóëÿðíûõ è òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ, à òàêæå èõ ñâÿçü ñ ãðà�àìè Êýëè,ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 19Ïðèâåäåì òðè ïðèìåðà äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ, îäèí èçêîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè, äðóãîé - íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì, â öåëîì,à òðåòèé - ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ.1.3.3 �ðà� Õýììèíãà: äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� Êý-ëè�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Õýììèíãà F n
q , ñîñòîÿùåå èç qn âåêòîðîâ (ñëîâ)äëèíû n íàä àë�àâèòîì {0, 1, ..., q − 1}, q ≥ 2. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâåîïðåäåëåíà ìåòðèêà Õýììèíãà d(x, y), ðàâíàÿ ÷èñëó ïîçèöèé, â êîòîðûõ

x è y ðàçëè÷íû.�ðà� Õýììèíãà Ln(q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí,ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì ïðîñòðàíñòâà Õýììèíãà, ïðè ýòîì ðåáðî
{x, y} èìååòñÿ â ãðà�å òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d(x, y) = 1. �ðà�Õýììèíãà ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü, êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ïîë-íûõ ãðà�îâ Kq.�ðà� Õýììèíãà Ln(q) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. äèàìåòð Ln(q) ðàâåí n;2. Ln(q) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì;3. Ln(q) ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè íà àääèòèâíîé ãðóïïå F n

q ñ ïîðîæäà-þùèì ìíîæåñòâîì S = {xei : x ∈ (Fq)
×, 1 ≤ i ≤ n}, ãäå (Fq)

×ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì Fq (ïîëå èç q ýëåìåíòîâ), à
ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) - ñòàíäàðòíûì áàçèñîì âåêòîðîâ F n

q .4. Ln(q) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì; åãî ìàññèâ ïåðåñå÷åíèéçàäàåòñÿ bj = (n− j)(q − 1) è cj = j äëÿ 0 ≤ j ≤ n;Çàìåòèì, ÷òî Ln(1) ∼= K1, à L1(q) ∼= Kq.Åñëè q = 2, òî ãðà� Õýììèíãà Ln(2) èçâåñòåí, êàê ãèïåðêóá.Åñëè n = 2, òî ãðà� Õýììèíãà L2(q) èçâåñòåí, êàê ðåøåòî÷íûé ãðà�(the latti
e graph). Ýòîò ãðà� ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî�ðåãóëÿðíûì ñ ïàðàìåòðà-ìè |V (L2(q))| = q2, k = 2(q − 1), λ = q − 2, µ = 2. �åøåòî÷íûé ãðà�
L2(3) ïðåäñòàâëåí íà �èñóíêå 6.
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{0,0} {0,1} {0,2}�èñóíîê 6. �åøåòî÷íûé ãðà� L2(3)1.3.4 �ðà� Äæîíñîíà: äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûé ãðà�, íåÿâëÿþùèéñÿ ãðà�îì Êýëè�ðà�îì Äæîíñîíà J(n,m) íàçûâàåòñÿ ãðà�, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-þòñÿ m�ïîäìíîæåñòâà äàííîãî n�ìíîæåñòâà X, è âåðøèíû x, y ñìåæíûòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïåðåñåêàþòñÿ íà (m− 1)�ìíîæåñòâàõ.�ðà� Äæîíñîíà J(n,m) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. äèàìåòð d = d(J(n,m)) ãðà�à J(n,m) ðàâåí min(m, n−m);2. J(n,m) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì;3. J(n,m) íå ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè (ïðè m > 2);4. J(n,m) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì; åãî ìàññèâ ïåðåñå÷å-íèé çàäàåòñÿ bj = (m− j)(n−m− j) è cj = j2 äëÿ 0 ≤ j ≤ d;Çàìåòèì, ÷òî J(n, 1) ∼= Kn, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè (ñì. 1.3.1).Ïðè m = 2 è n ≥ 4 ãðà� Äæîíñîíà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíûì ãðà�îì
T (n) (the triangular graph). Åãî âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ äâóõýëåìåíòíûåïîäìíîæåñòâà n�ìíîæåñòâà è äâå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ ïåðåñå÷åíèå ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Ýòîòãðà� ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî�ðåãóëÿðíûì ñ ïàðàìåòðàìè |V (T (n))| = n(n−1)

2
,

k = 2(n− 2), λ = n− 2, µ = 4.
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{1,4}{1,3}

{2,4}{2,3}

{3,4}�èñóíîê 7. Òðåóãîëüíûé ãðà� T (4)Íà �èñóíêå 7 ïðåäñòàâëåí òðåóãîëüíûé ãðà� T (4). Îí ÿâëÿåòñÿ ãðà-�îì Êýëè íà êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Z6 ïîðÿäêà 6, ïîðîæäàþùååìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ {1, 2, 4, 5}.�ðà� Äæîíñîíà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì êîäîâîãî ãðà�à è øèðîêî èñïîëü-çóåòñÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, íàðÿäó ñ ãðà�îì Õýììèíãà.1.3.5 �ðà� Êíåçåðà: êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè?�ðà� Êíåçåðà K(n, k), k ≥ 2, n ≥ 2k+1, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðà�, â êîòî-ðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò k�ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà
{1, .., n}. Âåðøèíû â äàííîì ãðà�å ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ.�ðà� Êíåçåðà K(n, k) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. äèàìåòð ãðà�à K(n, k) ðàâåí ⌈ k−1

n−2k
+ 1⌉;2. K(n, k) ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî� è ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;3. K(n, k) ÿâëÿåòñÿ (

n−k
k

)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;
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4. K(n, k) íå ÿâëÿåòñÿ, â îáùåì, ñèëüíî�ðåãóëÿðíûì, ïîñêîëüêó ðàç-ëè÷íûå ïàðû íåñìåæíûõ âåðøèí ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íîå êîëè÷å-ñòâî îáùèõ ñîñåäåé, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì ïåðåñå÷åíèé ñîîò-âåòñòâóþùèõ ïàð ìíîæåñòâ.Ïîëíûé ãðà� Kn íà n âåðøèíàõ ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êíåçåðà K(n, 1).Íà �èñóíêå 8 ïðåäñòàâëåí ãðà� Êíåçåðà K(5, 2), êîòîðûé èçîìîð�åíãðà�ó Ïåòåðñîíà.Ñëåäóþùåå Óòâåðæäåíèå äàåò íàì óñëîâèÿ íà ÷èñëî k, ïðè êîòîðûõñîîòâåòñòâóþùèé ãðà� Êíåçåðà ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè.Óòâåðæäåíèå 1.3.3 [25℄ �ðà� ÊíåçåðàK(n, k) íå ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êý-ëè, çà èñêëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:(i) k = 2, n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëîì è n ≡ 3 (mod 4);(ii) k = 3, n = 8 èëè n = 32.

�èñóíîê 8. Êíåçåðà K(5, 2), èçîìîð�íûé ãðà�ó Ïåòåðñîíà.



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 231.3.6 �ðà�û Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå SymnÂ äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ãðà�û Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå
Symn, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â èí�îðìàòèêå,ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è áèîèí�îðìàòèêå.Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ. Ïîä òðàíñïîçèöèåé tij áóäåì ïîíè-ìàòü ïåðåñòàíîâêó, êîòîðàÿ ìåíÿåò ïîçèöèè ýëåìåíòîâ i è j ïåðåñòàíîâêè
π = [. . . πi . . . πj . . .] ïðè óìíîæåíèè íà íåå ñïðàâà, ò.å.

[. . . πi . . . πj . . .] · tij = [. . . πj . . . πi . . .].Ïîä ðåâåðñàëîì rij ïîíèìàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ ïîðÿäîê ýëå-ìåíòîâ âíóòðè èíòåðâàëà [i, j], 1 ≤ i < j ≤ n, ïåðåñòàíîâêè π ïðèóìíîæåíèè íà íåå ñïðàâà, ò.å.
[. . . πiπi+1 . . . πj−1πj . . .] · rij = [. . . πjπj−1 . . . πi+1πi, . . .].1. Òðàíñïîçèöèîííûé ãðà� Tn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè èç ìíîæå-ñòâà T = {tij ∈ Symn, 1 ≤ i < j ≤ n}. �àññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè âýòîì ãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, ïåðåâî-äÿùèõ îäíó ïåðåñòàíîâêó â äðóãóþ. Èç ñâîéñòâ ïåðåñòàíîâîê èçâåñòíî,÷òî ëþáîé k�öèêë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, êàê ïðîèçâåäåíèå k−1 òðàíñ-ïîçèöèé è íå ìåíåå, ò.å. n�öèêë ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n − 1òðàíñïîçèöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòð äàííîãî ãðà�à åñòü n− 1.Òðàíñïîçèöèîííûé ãðà� Tn, n ≥ 3, èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1. èìååò ïîðÿäîê n! è äèàìåòð n− 1;2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì äâóäîëüíûì (

n
2

)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò ïîäãðà�û, èçîìîð�íûå K2,4;4. ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;5. íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿäèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ïðè n > 3).Äàííûé ãðà� íàõîäèò ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ý��åêòèâíîãîâîññòàíîâëåíèÿ âåðøèí ïî ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó âåðøèí èç çàäàí-íîé îêðåñòíîñòè.



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 242. Bubble�sort ãðà� BSn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè èç ìíîæåñòâà t =

{ti,i+1 ∈ Symn, 1 ≤ i < n}. Òðàíñïîçèöèè ti,i+1 ÿâëÿþòñÿ 2�öèêëàìè,ìåíÿþùèìè ïîçèöèè äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ, è îíè õîðîøî èçâåñòíûêàê (n− 1)�ìíîæåñòâî Êîêñåòåðà, ïîðîæäàþùåå ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóï-ïó Symn [14℄. �àññòîÿíèå â ãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå ÷èñëîòðàíñïîçèöèé äàííîãî òèïà, ïåðåâîäÿùèõ îäíó ïåðåñòàíîâêó â äðóãóþ.�ðà� BSn, n ≥ 3, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. èìååò ïîðÿäîê n! è äèàìåòð (
n
2

);2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì äâóäîëüíûì (n− 1)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò ïîäãðà�û, èçîìîð�íûå K2,3;4. ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;5. íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿäèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ïðè n > 3).Äàííûé ãðà� èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé äëÿ ïðåä-ñòàâëåíèÿ ëîêàëüíûõ ñåòåé, à òàêæå â êîìáèíàòîðèêå ãðóïï Êîêñåòåðà.3. Star ãðà� Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè èç ìíîæåñòâà st = {t1i ∈
Symn, 1 < i ≤ n}. �àññòîÿíèå â ãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå÷èñëî òðàíñïîçèöèé äàííîãî òèïà, ïåðåâîäÿùèõ îäíó ïåðåñòàíîâêó âäðóãóþ. Äèàìåòð äàííîãî ãðà�à âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

diam(Sn) =

{
3(n−1)

2 , åñëè n íå÷åòíîå,
1 + 3(n−1)

2 , åñëè n > 3 ÷åòíîå.Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òàê. Ïóñòü n ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì. �àññìîòðèì ïåðå-ñòàíîâêó π = [1 3 2 5 4 . . . n n − 1]. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ëþáîéòðàíñïîçèöèè èç ìíîæåñòâà st ê íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå, åäèíñòâåííûéýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè ìåíÿåò ìåñòî (íå ñ÷èòàÿ ïåðâîãî). Ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïåðåñòàíîâêå π ïîñòàâèòü ýëåìåíòû 3 è 2 íà �ïðà-âèëüíîå� ìåñòî, ïîòðåáóåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè òðàíñïîçèöèè äëÿâòîðîãî è òðåòüåãî ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó âñåãî â π òàêèõ ïàð (n−1)
2 , ñëå-äîâàòåëüíî, äèàìåòð â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí 3(n−1)

2 .



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 25Äëÿ ÷åòíîãî n ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó τ = [2 1 4 3 6 5 . . . n n − 1].Ìû ìîæåì çà îäèí øàã ïîñòàâèòü íà ìåñòî ýëåìåíòû 2 è 1, íî äëÿ îñòàâ-øèõñÿ ýëåìåíòîâ âíîâü ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå òðåõ îïåðàöèé, ÷òî äàåòíàì çíà÷åíèå äèàìåòðà ðàâíûì 1 + 3(n−1)
2 â ýòîì ñëó÷àå.�ðà� Sn, n ≥ 3, èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1. èìååò ïîðÿäîê n! è äèàìåòð ⌊3(n−1)

2 ⌋;2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì äâóäîëüíûì (n− 1)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò öèêëû C3, C4, C5, C7;4. ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;5. íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿäèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ïðè n > 3).Äàííûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ â òåîðèè ìåæ-êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé, ïîñêîëüêó ìíîãèå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìûý��åêòèâíî ðåàëèçóþòñÿ íà àðõèòåêòóðå ýòîãî ãðà�à [29, 41℄.4. �åâåðñàëüíûé ãðà� Rn íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ïîðîæäàåòñÿ ðåâåð-ñàëàìè èç ìíîæåñòâà R = {rij ∈ Symn, 1 ≤ i < j ≤ n}. �àññòîÿíèåâ ãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿùèõîäíó ïåðåñòàíîâêó â äðóãóþ.�åâåðñàëüíûé ãðà� Rn, n ≥ 3, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. èìååò ïîðÿäîê n! è äèàìåòð n− 1;2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì (
n
2

)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêè è ïîäãðà�û, èçîìîð�íûå K2,4;4. íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;5. íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿäèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ïðè n > 3).Äàííûé ãðà� èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñîðòèðîâêè ðåâåðñà-ëàìè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è áóäåò ðàññìîòðåíàâ �ëàâå 4, à òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ý��åêòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 26âåðøèí ïî ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó âåðøèí èç çàäàííîé îêðåñòíîñòè,êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â �ëàâå 5.5. Pan
ake ãðà� Pn ïîðîæäàåòñÿ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè èç ìíîæåñòâà
PR = {r1,i ∈ Symn, 1 < i ≤ n}. �àññòîÿíèå â ãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ, êàêíàèìåíüøåå ÷èñëî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ îäíó ïåðåñòàíîâêóâ äðóãóþ.Pan
ake ãðà� Pn, n ≥ 3, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. èìååò ïîðÿäîê n!;2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì (n− 1)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò öèêëû C3, C4, C5;4. íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;5. íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿäèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ïðè n > 3).Äàííûé ãðà� øèðîêî èçâåñòåí â ñâÿçè ñ íåðåøåííîé Pan
ake problem[21℄, ñîñòîÿùåé â îïðåäåëåíèè äèàìåòðà ýòîãî ãðà�à. Ýòà çàäà÷à áóäåòïðåäñòàâëåíà â �àçäåëå 3.3 �ëàâû 3. Êðîìå ýòîãî, Pan
ake ãðà� áóäåòòàêæå ðàññìîòðåí â �àçäåëå 2.6 �ëàâû 2, êàê îäèí èç ãðà�îâ Êýëè, äëÿêîòîðûõ ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà.1.3.7 �ðà�û Êýëè íà ãèïåðîêòàýäðàëüíîé ãðóïïå BnÂ äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ãðà�û Êýëè íà ãèïåðîêòàýäðàëüíîéãðóïïå Bn, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â òåîðèè êîì-ïüþòåðíûõ ñåòåé, èí�îðìàòèêå, ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è áèîèí�îðìà-òèêå.Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ. Ïîä çíàêîïåðåìåííîé òðàíñïîçè-öèåé tσij, i 6= j, áóäåì ïîíèìàòü ïåðåñòàíîâêó, êîòîðàÿ ìåíÿåò ïîçèöèèýëåìåíòîâ i è j ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêè πσ = [. . . , πi, . . . , πj, . . .], à òàê-æå èõ çíàê ïðè óìíîæåíèè íà íåå ñïðàâà, ò.å.

[. . . , πi, . . . , πj, . . .] · tσij = [. . . , πj, . . . , πi, . . .],



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 27à ïîä çíàêîïåðåìåííîé òðàíñïîçèöèåé tσii áóäåì ïîíèìàòü ïåðåñòàíîâêó,êîòîðàÿ ìåíÿåò çíàê ýëåìåíòà i ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêè πσ ïðè óìíî-æåíèè íà íåå ñïðàâà, ò.å.
[. . . , πi, . . .] · tσii = [. . . , πi, . . .].Ïîä çíàêîïåðåìåííûì ðåâåðñàëîì rσij ïîíèìàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿ-þùàÿ ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ âíóòðè èíòåðâàëà [i, j], 1 ≤ i < j ≤ n, ïåðå-ñòàíîâêè πσ âìåñòå ñ èçìåíåíèåì çíàêà ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðè óìíîæåíèèíà íåå ñïðàâà, ò.å.

[. . . , πi, πi+1, . . . , πj−1, πj, . . .] · rσij = [. . . , πj, πj−1, . . . , πi+1, πi, . . .].Ïðè i = j áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî rσii = tσii.1. Òðàíñïîçèöèîííûé ãðà� BTn íà Bn ïîðîæäàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûìèòðàíñïîçèöèÿìè èç ìíîæåñòâà T σ = {tσij ∈ Bn, 1 ≤ i ≤ j ≤ n}. �àñ-ñòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè â ýòîì ãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå÷èñëî çíàêîïåðåìåííûõ òðàíñïîçèöèé, ïåðåâîäÿùèõ îäíó ïåðåñòàíîâêóâ äðóãóþ.Òðàíñïîçèöèîííûé ãðà� BTn, n ≥ 2, èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1. èìååò ïîðÿäîê 2nn!;2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì äâóäîëüíûì (
n+1
2

)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò ïîäãðà�û, èçîìîð�íûå K2,3.Äàííûé ãðà� èñïîëüçóåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé [29℄.2. �åâåðñàëüíûé ãðà� BRn ïîðîæäàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè ðåâåðñàëà-ìè èç ìíîæåñòâà Rσ = {rσij ∈ Bn, 1 ≤ i ≤ j ≤ n}. �àññòîÿíèå â ãðà�åîïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî çíàêîïåðåìåííûõ ðåâåðñàëîâ, ïåðå-âîäÿùèõ îäíó ïåðåñòàíîâêó â äðóãóþ.�ðà� BRn, n ≥ 2, èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1. èìååò ïîðÿäîê 2n n! è äèàìåòð n+ 1;2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì (
n+1
2

)�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêè è ïîäãðà�û, èçîìîð�íûå K2,3;



Îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû 284. íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;5. íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿäèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ïðè n > 3).Äàííûé ãðà� èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñîðòèðîâêè ðåâåðñà-ëàìè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è áóäåò ðàññìîòðåíàâ �ëàâå 4. Äëÿ ýòîãî ãðà�à òàêæå ðåøåíà çàäà÷à ý��åêòèâíîãî âîñ-ñòàíîâëåíèÿ âåðøèí ïî ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó âåðøèí èç çàäàííîéîêðåñòíîñòè, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà â �ëàâå 5.3. Burnt pan
ake ãðà� BPn ïîðîæäàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè èç ìíîæåñòâà PRσ = {rσ1i ∈ Bn, 1 ≤ i ≤ n}, ãäå ïðå�èêñ�ðåâåðñàë rσ11 ìåíÿåò çíàê ïåðâîãî ýëåìåíòà ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêè.�àññòîÿíèå â ãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî çíàêîïåðåìåí-íûõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ îäíó ïåðåñòàíîâêó â äðóãóþ.�ðà� BPn, n ≥ 2, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. èìååò ïîðÿäîê 2n n!;2. ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì n�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì;3. íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêè è ïîäãðà�û, èçîìîð�íûå K2,3;4. íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî�òðàíçèòèâíûì;5. íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿäèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ïðè n > 3).Äàííûé ãðà� èçâåñòåí â ñâÿçè ñ îòêðûòîé Burnt Pan
ake problem[16, 24℄, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì Pan
ake problem è ñîñòîÿùåé â îïðåäå-ëåíèè äèàìåòðà ãðà�à BPn. Èìåþùèåñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòà-òû ïî ýòîé ïðîáëåìå áóäóò îáñóæäàòüñÿ â �àçäåëå 3.4 �ëàâû 3. �åøåíèåçàäà÷è ý��åêòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âåðøèí ïî ìèíèìàëüíîìó êîëè÷å-ñòâó âåðøèí èç çàäàííîé îêðåñòíîñòè äëÿ äàííîãî ãðà�à ïðèâîäèòñÿ â�ëàâå 5.



�ëàâà 2�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ ÊýëèÏóñòü Γ = (V, E) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðà�îì. Ïóòü, ñîäåðæàùèé êàæäóþâåðøèíó ãðà�à Γ ðîâíî îäèí ðàç, íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. �àìèëü-òîíîâ ïóòü, íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû êîòîðîãî ñîâïàäàþò, íàçû-âàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì. �ðà� íàçûâàþò ãàìèëüòîíîâûì, åñëèâ íåì ñîäåðæèòñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü èëè ãàìèëüòîíîâ öèêë.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèå ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�îâ ÿâëÿåòñÿîäíîé èç âàæíûõ çàäà÷, ðåøåíèåì êîòîðîé çàíèìàþòñÿ ñïåöèàëèñòû âîáëàñòè òåîðèè ãðà�îâ è òåîðèè ãðóïï. Ïðîâåðêà ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�àÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ NP�ïîëíûõ ïðîáëåì [23℄. �àìèëüòîíî-âû ïóòè è ãàìèëüòîíîâû öèêëû èãðàþò òàêæå âàæíóþ ðîëü â òåîðèèêîìïüþòåðíûõ ñåòåé [41, 29℄ è â êîìáèíàòîðíîì äèçàéíå [43, 20℄. Íàïðè-ìåð, ãàìèëüòîíîâîñòü ãèïåðêóáà L2(q) íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ êîäîì �ðåÿ(ñì. [65℄), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâó öèêëó â ãèïåðêóáå.2.1 �àìèëüòîíîâîñòü ãèïåðêóáà è êîä �ðåÿ�èïåðêóá Hn = Ln(2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãðà�à Õýììèíãà, ðàñ-ñìîòðåííîãî â ïàðàãðà�å 1.3.3. Âåðøèíàìè ãèïåðêóáà ÿâëÿþòñÿ 2n âåê-òîðîâ äëèíû n. Äâå âåðøèíû ãèïåðêóáà ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû ðàçëè÷àþòñÿ ðîâíî â îäíîé ïîçèöèè.�èïåðêóá ÿâëÿåòñÿ n�ðåãóëÿðíûì ãðà�îì äèàìåòðà n è åãî ìîæíî òàêæåïðåäñòàâèòü, êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ïîëíûõ ãðà�îâ K2.�èïåðêóá Hn ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè íà ãðóïïå Zn
2 ñ ïîðîæäàþùèììíîæåñòâîì S = {(0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸
i

, 1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸
n−i−1

), 0 ≤ i ≤ n− 1}, ãäå |S| = n.29



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 30�àìèëüòîíîâîñòü ãèïåðêóáà Hn ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì n�ðàçðÿäíîãî äâîè÷íîãî êîäà �ðåÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê óïîðÿäî-÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 2n n�ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ êîäîâûõ ñëîâ,êàæäîå èç êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò ñîñåäíåãî â îäíîì ðàçðÿäå.Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî êîäà �ðåÿ îñíîâàí íà ðåêóðñèè èñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ.1. Ôèêñèðóåì íóëåâîå çíà÷åíèå ñòàðøåé êîìïîíåíòû ñëîâà (âåêòîðà) èïåðåáèðàåì âñå íàáîðû äëèíû n− 1 äëÿ îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò.2. Ìåíÿåì çíà÷åíèå ñòàðøåé êîìïîíåíòû ñ 0 íà 1. Ïåðåáèðàåì íàáîðûäëèíû n− 1 â îáðàòíîì ïîðÿäêå.Èíûìè ñëîâàìè, êîä �ðåÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2nâåêòîðîâ, çàïèñàííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî âòîðàÿ åãî ïîëîâèíà ýêâèâà-ëåíòíà ïåðâîé ïîëîâèíå, çàïèñàííîé â îáðàòíîì ïîðÿäêå, çà èñêëþ÷åíè-åì ñòàðøåé êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ ïðîñòî èíâåðòèðóåòñÿ. Åñëè ðàçäåëèòüêàæäóþ ïîëîâèíêó åùå ðàç ïîïîëàì, òî ýòî ñâîéñòâî áóäåò ñîõðàíÿòüñÿäëÿ êàæäîé ïîëîâèíû ïîëîâèíîê è ò.ä.Â ñâÿçè ñ òàêîé ñõåìîé ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íûé êîä �ðåÿ òàêæå íàçûâà-þò ðå�ëåêñíûì èëè îòðàæ¼ííûì äâîè÷íûì êîäîì.Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 2 êîä �ðåÿ èìååò âèä:
00 01 | 11 10.Ïðè n = 3 êîä �ðåÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åãî ïåðâàÿ ïîëîâèíàïîëó÷àåòñÿ èç êîäà �ðåÿ ïðè n = 2 ïðèïèñûâàíèåì 0 â ñòàðøåé êîìïî-íåíòå, à åãî âòîðàÿ ïîëîâèíà ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì ïóíêòîìàëãîðèòìà:

000 001 011 010 | 110 111 101 100.Ïðè n = 4 êîä �ðåÿ èìååò âèä:
0000 0001 0011 0010 0110 0111 0101 0100 | 1100 1101 1111 1110 1010 1011 1001 1000.Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ çàäàåò ìíî-æåñòâî âåðøèí ãèïåðêóáà, à ïîñêîëüêó êàæäûé âåêòîð â êîäå �ðåÿ îò-
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ëè÷àåòñÿ îò ñîñåäíåãî â îäíîì ðàçðÿäå, òî ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâó ïóòè â ãèïåðêóáå. Ñ ó÷åòîì òîãî,÷òî ïåðâûé è ïîñëåäíèé âåêòîðà òàêæå îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â îäíîé ïîçè-öèè, ñëåäîâàòåëüíî, êîä �ðåÿ îïèñûâàåò ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãèïåðêóáå.Íà �èñóíêå 9 ïðåäñòàâëåíû ãèïåðêóáû H2, H3, H4 è èõ ãàìèëüòîíîâûöèêëû.

�èñóíîê 9. �èïåðêóáû H2, H3, H4 è èõ ãàìèëüòîíîâû öèêëû.Òåïåðü ðàññìîòðèì êîìáèíàòîðíûå óñëîâèÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�îâÊýëè, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû åùå â ñåðåäèíå 20�ãî âåêà.2.2 Êîìáèíàòîðíûå óñëîâèÿ äëÿ ãàìèëüòîíîâîñòèÇàäà÷à ïðîâåðêè ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�à áûëà âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíàñýðîì Â.�. �àìèëüòîíîì â 1850 ã.(ñì. [26℄). Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì â ðåøå-íèè çàäà÷è ïîèñêà ãàìèëüòîíîâà öèêëà â ãðà�àõ Êýëè ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà�àïïîïîðò�Øòðàóññ, íàïèñàííàÿ â 1959 [52℄. Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû Gñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S, |S| ≤ 3, ïðåäñòàâëåííûì èíâîëþöèÿìèáûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ïîä èíâîëþöèåé ïîíèìàåòñÿ ýëåìåíò
α ∈ G òàêîé, ÷òî α2 = 1.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 32Òåîðåìà 2.2.1 [52℄ Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé, ïîðîæäåí-íîé òðåìÿ èíâîëþöèÿìè α, β, γ òàêèìè, ÷òî αβ = βα. Òîãäà ãðà� Êýëè
Γ = Cay(G, {α, β, γ}) èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî z ∈ G è ëþáîãî X ⊂ G îáîçíà÷èì

ϑz(X) = {g ∈ G−X : g = xz, x ∈ X}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç H = 〈β, γ〉 ïîäãðóïïó ãðóïïû G ïîðÿäêà |H| = 2m, ò.å.ïîäìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, îïðåäåë¼í-íîé â G.Ïóñòü X1 = H. Ïîñêîëüêó H ÿâëÿåòñÿ äèýäðàëüíîé ãðóïïîé, òî X1ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë ñëåäóþùåãî âèäà:
1 → β → βγ → βγβ → . . . → (βγ)m−1β → (βγ)m = 1 (2.1)Ïîñòðîèì ãàìèëüòîíîâ öèêë â Γ ïî èíäóêöèè. Íà øàãå i ìû ïîëó÷à-åì öèêë, êîòîðûé ïîêðûâàåò âåðøèíû ìíîæåñòâà Xi ⊂ G. Áîëåå òî-ãî, êàæäîå ìíîæåñòâî Xi óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ϑβ(Xi) =

ϑγ(Xi) = 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Xi ÿâëÿåòñÿîáúåäèíåíèåì ëåâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ïîäãðóïïû H â G, ãäå ïîä ëå-âûì êëàññîì ñìåæíîñòè ýëåìåíòà g ∈ G ïî ïîäãðóïïå H â G ïîíèìàåòñÿìíîæåñòâî gH = {gh | h ∈ H}. Ïî îïðåäåëåíèþ ϑβ(X1) = ϑγ(X1) = 0.Ýòî äàåò íàì áàçó èíäóêöèè.Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xi îïðåäåëåíî, êàê ðàíåå. Òîãäà ëèáî èìååì
ϑα(Xi) = 0 è â ýòîì ñëó÷àå öèêë íà âñåõ âåðøèíàõ ìíîæåñòâà Xi = Gÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì, ëèáî íàéäåòñÿ y ∈ ϑα(Xi) ⊂
G−Xi. Çàìåòèì, ÷òî yH∩Xi = 0, ïîñêîëüêó èíà÷å äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
yh = x ∈ Xi äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H, ÷òî îçíà÷àåò y = xh−1 ∈ Xi,ïîñêîëüêó h ∈ 〈β, γ〉 è zβ, zγ ∈ X äëÿ âñåõ z ∈ X.Ïóñòü Xi+1 = Xi ∪ yH. Î÷åâèäíî, ÷òî ϑβ(Xi+1) = ϑγ(Xi+1) = 0. Ïîèíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, x = yα ∈ Xi ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìóöèêëó íà âñåõ âåðøèíàõ Xi. Òîãäà x äîëæíà áûòü ñîåäèíåíà ñ xβ è xγ,ïîñêîëüêó xα−1 = y 6∈ Xi. �àññìîòðèì öèêë â yH, ïîëó÷åííûé óìíîæå-íèåì öèêëà, îïèñàííîãî (2.1), íà y. Íàïîìíèì, ÷òî ïî óñëîâèþ Òåîðåìû
αβ = βα. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xβα = yβ. Óáåðåì ðåáðà {x; xβ} è {y; yβ}èç öèêëîâ â Xi è yH, à äîáàâèì ðåáðà {x; y} è {xβ; yβ}. Ýòî äàåò íàì



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 33öèêë, êîòîðûé ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà Xi+1, ÷òî çàâåðøàåòøàã èíäóêöèè è äîêàçàòåëüñòâî. �Êîíå÷íûå ãðóïïû, ïîðîæäåííûå äâóìÿ ýëåìåíòàìè, áûëè ðàññìîòðå-íû �àíêèíûì [51℄ â 1966. Îí ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 2.2.2 [51℄ Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé, ïîðîæäåí-íîé äâóìÿ ýëåìåíòàìè α, β òàêèìè, ÷òî (αβ)2 = 1. Òîãäà ãðà� Êýëè
Γ = Cay(G, {α, β}) èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èñïîëüçóåì òî æå ñàìîå èíäóêöèîííîå ïðåäïî-ëîæåíèå, ÷òî è â Òåîðåìå 2.2.1. Êðîìå ýòîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðîåäîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå.Ïóñòü H = 〈β〉, X1 = H è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϑα(Xi) = ϑα−1(Xi) = 0.Ìû òàêæå ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî â ãðà�å Γ èìååòñÿ îðèåíòèðî-âàííûé ãàìèëüòîíîâ öèêë Ci íà ìíîæåñòâåXi, êîòîðûé ñîäåðæèò òîëüêîìåòêè β è α−1. Áóäåì íàçûâàòü ýòî ïðåäïîëîæåíèå óñëîâèåì íà ìåòêè.Áàçèñîì èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ϑα(X1) = ϑα−1(X1) = 0.Â êà÷åñòâå øàãà èíäóêöèè ðàññìîòðèì ýëåìåíò y = xα ∈ ϑα(Xi)−Xi.Çàìåòèì, ÷òî ðåáðî, îðèåíòèðîâàííîå ê x ∈ Xi â öèêëå Ci íå ìîæåòèìåòü íè ìåòêó α−1 (èíà÷å èìååì ðåáðî {y, x}, â òî âðåìÿ êàê y 6∈ Xi),íè ìåòêè α èëè β−1 (ïî óñëîâèþ íà ìåòêè). ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðåáðîäîëæíî èìåòü ìåòêó β è ðåáðî {xβ−1, x} ∈ Ci.Òåïåðü ðàññìîòðèì öèêë R íà yH ñ ìåòêàìè β íà âñåõ ðåáðàx è çàìå-òèì, ÷òî

x → xα = y → xαβ = yβ → xβ−1 = xαβα → xÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, êîòîðûé ñîåäèíÿåò R è Ci. Ôîðìàëüíî çàïèøåì ýòî,êàê
Ci+1 = Ci ∪ R+ {x, y}+ {yβ, xβ−1} − {xβ−1, x} − {y, yβ}è çàìåòèì, ÷òî Ci ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì íà Xi+1 = Xi ∪ yH.Ïóñòü Ci+1 íàñëåäóåò îðèåíòàöèþ öèêëà Ci è óáåäèìñÿ â òîì, òåïåðüöèêë Ci+1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà ìåòêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé îðèåí-òàöèåé.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 34Â ñëó÷àå, êîãäà y = xα−1 6∈ Xi, ðàññìîòðèì ðåáðî, âûõîäÿùåå èç
x ∈ Xi àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îïèñàíî âûøå. Åñëè ϑα(Xi) = ϑα−1(Xi) = 0,òî ìû èìååì Xi = G, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �Îáå Òåîðåìû èçëîæåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ïðåäëîæåí-íûì È. Ïàêîì è �. �àäîè÷è÷åì [48℄, ïîñêîëüêó îíè áóäóò èñïîëüçîâàíûâ �àçäåëå 2.4 â äîêàçàòåëüñòâå ïîëó÷åííîãî èìè ðåçóëüòàòà ïî ãàìèëü-òîâîñòè ãðà�îâ Êýëè äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ñ ìàëåíüêèì ïîðîæäàþùèììíîæåñòâîì.2.3 �èïîòåçû Ëîâàñà è ÁàáàèÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèå ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�îâ ÿâëÿåòñÿ îä-íîé èç âàæíûõ çàäà÷, ðåøåíèåì êîòîðîé çàíèìàþòñÿ ñïåöèàëèñòû â îá-ëàñòè òåîðèè ãðà�îâ è òåîðèè ãðóïï. �àìèëüòîíîâû ïóòè è ãàìèëüòî-íîâû öèêëû èãðàþò òàêæå âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êîìïüþòåðíûõ ñå-òåé [41, 29℄ è â êîìáèíàòîðíîì äèçàéíå [43, 20℄. Íàïðèìåð, ãàìèëüòîíî-âîñòü ãèïåðêóáà L2(q) íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ êîäîì �ðåÿ (ñì. [65℄), êîòîðûéñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâó öèêëó â ãèïåðêóáå. Ïðîâåðêà ãàìèëüòîíîâî-ñòè ãðà�à ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ NP�ïîëíûõ ïðîáëåì [23℄.Ê èçâåñòíåéøèì ïðîáëåìàì â ýòîé îáëàñòè îòíîñèòñÿ çàäà÷à ãàìèëü-òîíîâîñòè âåðøèííî�òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ, ïîñòàâëåííàÿ Ëàöè Ëîâàñîìâ 1970 è ñ�îðìóëèðîâàííàÿ èì â âèäå ñëåäóþùåãî âîïðîñà.Ïðîáëåìà 2.3.1 Âñÿêèé ëè âåðøèííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� ñ áîëåå ÷åìäâóìÿ âåðøèíàìè èìååò ãàìèëüòîíîâ ïóòü?Íà ñàìîì äåëå, èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà Ëî-âàñîì äëÿ ñèììåòðè÷íûõ (âåðøèííî�òðàíçèòèâíûõ) ãðà�îâ â ñëåäóþ-ùåì âèäå [45℄:� ... ïîñòðîèòü êîíå÷íûé ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�,ÿâëÿþùèéñÿ ñèììåòðè÷íûì è íå ñîäåðæàùèé ïðîñòîé ïóòüíà âñåõ âåðøèíàõ ãðà�à. �ðà� ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëèäëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x è y â ãðà�å èìååòñÿ àâòîìîð�èçì,ïåðåâîäÿùèé x â y.�



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 35Â áîëüøèíñòâå íàó÷íûõ îáçîðîâ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ãàìèëü-òîíîâîñòè ãðà�îâ (íàïðèìåð, ñì. [19℄), ýòà ïðîáëåìà �îðìóëèðóåòñÿ âóòâåðäèòåëüíîì âèäå è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãèïîòåçà Ëîâàñà.�èïîòåçà 2.3.1 (�èïîòåçà Ëîâàñà, L. Lov�asz, 1970). Âñÿêèé âåðøèííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� èìååò ãàìèëüòîíîâ ïóòüÏðè ýòîì, îêàçàëîñü, ÷òî èìååòñÿ è ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êà çðåíèÿíà ýòó ïðîáëåìó. Â ÷àñòíîñòè, Áàáàè [8℄ âûñêàçàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.�èïîòåçà 2.3.2 (�èïîòåçà Áàáàè, L. Babai, 1996) Äëÿ íåêîòîðîãî ε >

o, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî âåðøèííî�òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ (èäàæå ãðà�îâ Êýëè) Γ, íå ñîäåðæàùèõ öèêëîâ äëèíû ≥ (1− ε)|V (Γ)|.Åäèíñòâåííûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ âåðøèí-íî�òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ Áàáàè [4℄ â 1979 ã. , ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðøèííî�òðàíçèòèâíûé ãðà� ñ n âåðøèíàìè èìååò öèêë äëèíû ≥
√
3n. Î÷åâèäíî,÷òî ýòî íå äàåò îòâåòà íà åãî ãèïîòåçó.Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåèçâåñòíî, èìåþòñÿ ëè âåðøèííî�òðàíçèòèâíûåãðà�û, íå ñîäåðæàùèå ãàìèëüòîíîâû ïóòè.Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî èìååòñÿ ÷åòûðå âåðøèííî�òðàíçèòèâíûõ ãðà-�à íà áîëåå ÷åì äâóõ âåðøèíàõ, êîòîðûå èìåþò ãàìèëüòîíîâ ïóòü, íîíå èìåþò ãàìèëüòîíîâà öèêëà: ãðà� Ïåòåðñîíà, ãðà� Êîêñåòåðà (åäèí-ñòâåííûé êóáè÷åñêèé äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ ìàññèâîì ïåðå-ñå÷åíèé {3, 2, 2, 1; 1, 1, 1, 2} íà 28 âåðøèíàõ è ñ 42 ðåáðàìè), ïðåäñòàâëåí-íûé íà �èñóíêå 10, à òàêæå äâà ãðà�à, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ãðà�îâÏåòåðñîíà è Êîêñåòåðà çàìåíîé êàæäîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêîì ñ ñî-õðàíåíèåì ñìåæíîñòè âåðøèí.Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íè îäèí èç òàêèõ ãðà�îâ íå ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êý-ëè, ïîýòîìó ñðàçó íåñêîëüêî ìàòåìàòèêîâ ñ�îðìóëèðîâàëè ñëåäóþùóþãèïîòåçó.�èïîòåçà 2.3.3 Êàæäûé ãðà� Êýëè íà êîíå÷íîé ãðóïïå èìååò ãàìèëü-òîíîâ öèêë.
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�èñóíîê 10. �ðà� Êîêñåòåðà.(åäèíñòâåííûé êóáè÷åñêèé äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûé ãðà� ñ ìàññèâîìïåðåñå÷åíèé {3, 2, 2, 1; 1, 1, 1, 2} íà 28 âåðøèíàõ è ñ 42 ðåáðàìè).Äëÿ ïîñëåäíåé ãèïîòåçû èìååòñÿ íåñêîëüêî ïîëó÷åííûõ íà ñåãîäíÿø-íèé äåíü ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â 1983 ã. Ä. Ìàðóñè÷ [47℄ äîêàçàë,÷òî ãðà� Êýëè íà àáåëåâîé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, à â 1986ã.Ä. Âàéòîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãðà�û Êýëè íà p�ãðóïïàõ ÿâëÿþòñÿ ãà-ìèëüòîíîâûìè, ãäå ïîä p�ãðóïïîé ïîíèìàåòñÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîéðàâåí íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà. Àëüñïàõ è Æàíã â 1989 ã. äîêà-çàëè, ÷òî âñÿêèé ñâÿçíûé êóáè÷åñêèé ãðà� Êýëè íà äèýäðàëüíîé ãðóïïåÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì [1℄.Îäíèì èç ïîñëåäíèõ è íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿäîêàçàòåëüñòâî ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�îâ Êýëè íà ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîéãðóïïå ñ ìàëåíüêèì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì, êîòîðîå ïðåäëàãàåòñÿ âñëåäóþùåì ðàçäåëå.2.4 �àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè íà ïðîèçâîëüíîéêîíå÷íîé ãðóïïåÂ 2009 ã. È. Ïàê è �. �àäîè÷è÷ [48℄ ïîëó÷èëè îáùèé ðåçóëüòàò äëÿ êî-íå÷íûõ ãðóïï ñ ìàëåíüêèì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 37Òåîðåìà 2.4.1 (Ïàê, �àäîè÷è÷, 2009) �ðà� Êýëè Γ = Cay(G, S) íà êî-íå÷íîé ãðóïïå G ïîðÿäêà |G| > 3 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S ðàç-ìåðíîñòè |S| ≤ log2 |G| ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë.Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü G åñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïî-ðÿäêà n è H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òîãäà ëåâûì è ïðàâûìñìåæíûìè êëàññàìè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà
gH = {gh | h ∈ H} è Hg = {hg | h ∈ H}, ãäå g ∈ G åñòü íåêîòîðûéýëåìåíò. Âñÿêèé ýëåìåíò èç gH èëè Hg íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåìýòîãî ñìåæíîãî êëàññà. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé(ïèøóò H ⊳ G), åñëè åå ëåâûé è ïðàâûé ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò,ò.å. gH = Hg äëÿ ëþáîãî g ∈ G. �ðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëèåå íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà,ñîäåðæàùàÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò, è âñÿ ãðóïïà.Ôàêòîðãðóïïîé G/H ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H íàçûâà-þò ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ïîäãðóïïû H ñ óìíîæåíèåì, îïðåäåëÿ-åìûì ñëåäóþùèì îáðàçîì: (aH) · (bH) = (ab)H. �ðóïïà G ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà â âèäå êîìïîçèöèîííîé ñåðèè:

1 = H0 ⊳H1 ⊳ . . .⊳Hn = G,ãäå Hi ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé Hi+1 äëÿ âñåõ
0 ≤ i ≤ n. Ôàêòîðãðóïïà Hi+1/Hi â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè íàçûâàåòñÿêîìïîçèöèîííûì �àêòîðîì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(G) ÷èñëî âñåõ êîìïîçèöèîííûõ �àêòîðîâ ãðóïïû
G, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l(G) = r(G) + m(G), ãäå r(G) è m(G)åñòü ÷èñëî àáåëåâûõ è íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ �àêòîðîâ.Äîêàæåì íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.Óòâåðæäåíèå 2.4.1 Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
H⊳G ïðåäïîëîæèì, ÷òî S = S1∪S2 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæå-ñòâîì ãðóïïû G, ïðè÷åì S1 ⊂ H ïîðîæäàåò H, à ïðîåêöèÿ S ′

2 ìíîæå-ñòâà S2 íà �àêòîðãðóïïó G/H ïîðîæäàåò G/H. Ïðåäïîëîæèì òàê-æå, ÷òî ãðà�û Êýëè Γ1 = Cay(H, S1) è Γ2 = Cay(G/H, S ′
2) ñîäåðæàòãàìèëüòîíîâû ïóòè. Òîãäà ãðà� Êýëè Γ = Cay(G, S) òàêæå ñîäåðæèòãàìèëüòîíîâ ïóòü.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 38Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ = Cay(G, S) áóäåò ãðà�îì Êýëè, ñîäåðæà-ùèì ãàìèëüòîíîâ ïóòü. Â ñèëó âåðøèííîé òðàíçèòèâíîñòè Γ ãàìèëüòî-íîâ ïóòü ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîé âåðøèíû g ∈ G.Ïóñòü k = |G/H| åñòü ïîðÿäîê �àêòîðãðóïïû |G/H| è g1 = 1 ∈ G.�àññìîòðèì ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðà�å Γ2 = Cay(G/H, S ′
2), îí áóäåòèìåòü âèä:

H → Hg1 → Hg2 → Hg3 → . . . → Hgk.Äàëåå ïðèìåíèì òó æå èäåþ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî áûëà èñïîëüçîâàíà âÒåîðåìå 2.2.1. Çà�èêñèðóåì ãàìèëüòîíîâ ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ âåðøè-íîé 1 ∈ G â ïðàâîì ñìåæíîì êëàññå Hg1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíå÷-íîé âåðøèíîé ýòîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà h1g1. Äîáàâèì ê íåìó ðåáðî
{h1g1, h1g2} è ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ïðàâîì ñìåæíîì êëàññå
Hg2, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ âåðøèíàìè h1g2 è h2g2, ñîîòâåò-ñòâåííî. Ïðîäîëæàåì ýòó ïðîöåäóðó, ïîêà êîíå÷íîé âåðøèíîé íå ñòàíåò
hkgk, ÷òî çàâåðøàåò ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíîâà ïóòè â ãðà�å Γ. �Òåîðåìà 2.4.2 Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ñ ÷èñëàìè r(G) è
m(G) åå àáåëåâûõ è íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ �àêòîðîâ. Òîãäà íàé-äåòñÿ ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî S, |S| ≤ r(G) + 2m(G), ãðóïïû G òà-êîå, ÷òî ãðà� Êýëè Γ = Cay(G, S) ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ ïóòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êëàññè�èêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï ñëåäó-åò, ÷òî ëþáàÿ íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü ïîðîæäå-íà äâóìÿ ýëåìåíòàìè, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Ñëåäîâà-òåëüíî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü Òåîðåìó 2.2.2 è çàêëþ÷èòü, ÷òî ãðà� Êýëèäëÿ ëþáîé íåàáåëåâîé êîíå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïû ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæå-ñòâîì S, |S| = 2, ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë. Åñëè ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿöèêëè÷åñêîé, òî äîñòàòî÷íî îäíîãî ýëåìåíòà â ïîðîæäàþùåì ìíîæåñòâå.Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ Óòâåðæäåíèåì 2.4.1. Çàìåòèì, ÷òî â îáîçíà÷å-íèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëþáîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî S ′

2 �àêòîðãðóï-ïû G/H ìîæåò áûòü ïîäíÿòî äî S2 ⊂ G, ãäå S = S1 ∪ S2 ÿâëÿåòñÿïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì ãðóïïû G. Áîëåå òîãî, åñëè H è G/H èìåþòïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè k1 è k2 è ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ãðà�û Êýëè ñîäåðæàò ãàìèëüòîíîâû ïóòè, òî òîãäà G áóäåò èìåòüïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè k1 + k2.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 39Òåïåðü çà�èêñèðóåì ëþáóþ êîìïîçèöèîííóþ ñåðèþ êîíå÷íîé ãðóïïû
G. Èç Óòâåðæäåíèÿ 2.4.1 ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîðîæäàþ-ùåå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè r(G) + 2m(G) è ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèéãðà� Êýëè Γ = Cay(G, S) áóäåò ñîäåðæàòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü, ÷òî çàâåð-øàåò äîêàçàòåëüñòâî. �Òåïåðü äîêàæåì Òåîðåìó 2.4.1.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû ñëåäóåò èç Òåîðåìû 2.4.2.Â ñàìîì äåëå, çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ êîìïîçèöèîííóþ ñåðèþ ãðóïïû
G. Ïóñòü r = r(G) èm = m(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåçK1, . . . , Kr è L1, . . . , Lmàáåëåâû è íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå �àêòîðû ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøàÿ íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê,ðàâíûé 60, òî |Lj| ≥ 60 > 4 äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , m}. Èìååì:

2r+2m = 2r · 4m ≤
r∏

i=1

|Ki| ·
m∏

j=1

|Li| = |G|.Ñëåäîâàòåëüíî, r(G)+2m(G) ≤ log2|G|, ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëü-êî äëÿ G ∼= Zn
2 , ÷òî äàåò íàì ãèïåðêóá, íà êîòîðîì ãàìèëüòîíîâ öèêëîïèñûâàåòñÿ êîäîì �ðåÿ. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ îñòàåòñÿ òîëüêî äîáàâèòü êïîðîæäàþùåìó ìíîæåñòâó åùå îäèí ýëåìåíò ãðóïïû, ÷òîáû ñîåäèíèòüêîíöû ãàìèëüòîíîâà ïóòè, ÷òî äàåò íàì ãàìèëüòîíîâ öèêë è çàâåðøàåòäîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû. �2.5 �àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè íà ñèììåòðè÷å-ñêîé ãðóïïåÈìååòñÿ íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ïî ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�îâ Êýëè íà ñèì-ìåòðè÷åñêîé ãðóïïå. Â ÷àñòíîñòè, îòìåòèì äâà ðåçóëüòàòà äëÿ ãðà�îâÊýëè, ïîðîæäåííûõ òðàíñïîçèöèÿìè. Ïåðâûé áûë ïîëó÷åí Â.Ë. Êîì-ïåëüìàõåðîì è Â.À. Ëèñêîâöîì â 1975ã. [63℄. Îíè çàäàâàëèñü ñëåäóþùèìâîïðîñîì: �ìîæíî ëè âñå ïåðåñòàíîâêè çàäàííîé äëèíû ðàñïîëîæèòü òàê,÷òîáû êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîëó÷àëàñü èç ïðåäûäóùåé îäíîé òðàíñïîçè-öèåé èç ïðîèçâîëüíîãî �èêñèðîâàííîãî áàçèñà?�



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 40Òàêèì îáðàçîì, ýòîò âîïðîñ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê âîïðîñ î ñóùå-ñòâîâàíèè ãàìèëüòîíîâà öèêëà â ãðà�å Êýëè, ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâîêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíî ìíîæåñòâîì òðàíñïîçèöèé. Îòâåòîì íà ýòîò âî-ïðîñ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 2.5.1 (Êîìïåëüìàõåð, Ëèñêîâåö, 1975) Äëÿ ëþáîãî ïîðîæ-äàþùåãî ìíîæåñòâà S, ïðåäñòàâëåííîãî òðàíñïîçèöèÿìè, ãðà� Êýëè
Cay(Symn, S) ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.Ëþáîé ãðà� Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå, ïîðîæäåííûé òðàíñ-ïîçèöèÿìè, ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, ïîñêîëüêó ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ ïåðå-âîäèò ÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó â íå÷åòíóþ, è íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî, âîäíîé äîëå áóäóò âñå ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè, à â äðóãîé - âñå íå÷åòíûå. Â1982ã. ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Êîìïåëüìàõåðîì è Ëèñêîâöîì áûë îáîá-ùåí â ñëåäóþùåì âèäå [57℄.Òåîðåìà 2.5.2 (T
huente, 1982) Åñëè ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî S ñèì-ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Symn ñîñòîèò èç òðàíñïîçèöèé, òî â ãðà�å Êýëè
Cay(Symn, S) âñåãäà íàéäåòñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü ìåæäó ëþáûìè äâó-ìÿ âåðøèíàìè ðàçíûõ äîëåé ãðà�à.Òàêèì îáðàçîì, ãðà�û Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå, ïîðîæäåííîéëþáûìè ìíîæåñòâàìè òðàíñïîçèöèé, âñåãäà ãàìèëüòîíîâû.Íåçàâèñèìî, â òåîðèè ìåæêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé áûëè ïîëó÷åíûðåçóëüòàòû äëÿ ãðà�îâ Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñ ïîðîæäàþ-ùèì ìíîæåñòâîì, ïðåäñòàâëåííûì çàäàííûì ìíîæåñòâîì òðàíñïîçèöèé.Â ÷àñòíîñòè, â 1991 ã. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâûìè ÿâëÿþòñÿ Starãðà� Sn [32℄ è Bubble�sort ãðà� BSn [33℄. Â ïîñëåäíåé ðàáîòå òàêæå ïî-êàçàíà ãàìèëüòîíîâîñòü Pan
ake ãðà�à Pn. Ïåðâûé ðåçóëüòàò î ãàìèëü-òîíîâîñòè ýòîãî ãðà�à áûë ïîëó÷åí â 1984 ã. Çàêñîì [61℄.Âñå ýòè ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû îáúåäèíÿåò òîò �àêò, ÷òî äàííûå ãðà�ûèìåþò èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, èãðàåò âàæ-íóþ ðîëü ïðè ðàçðàáîòêå àðõèòåêòóðû êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, à ñ äðóãîéñòîðîíû, ïîìîãàåò íàõîäèòü ïðîñòûå è êðàñèâûå àëãîðèòìû äëÿ ïîèñêàãàìèëüòîíîâà öèêëà. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íà ïðèìåðå Pan
ake ãðà�àîïèøåì ïðèíöèï åãî èåðàðõè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ è ïðèâåäåì ñïîñîá ïî-ñòðîåíèÿ â íåì ãàìèëüòîíîâà öèêëà.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 412.6 �àìèëüòîíîâîñòü Pan
ake ãðà�àPan
ake ãðà� Pn îïðåäåëÿåòñÿ íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Symn ïåðå-ñòàíîâîê π = [π1 π2 . . . πn], ãäå πi = π(i) äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n},ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì PR = {ri ∈ Symn, 2 ≤ i ≤ n} âñåõïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ ri, ìåíÿþùèõ ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ âíóòðè èíòåðâà-ëà [1, i], 2 ≤ i ≤ n, ïåðåñòàíîâêè π ïðè óìíîæåíèè íà íåå ñïðàâà:
[π1 . . . πi πi+1 . . . πn] ri = [πi . . . π1 πi+1 . . . πn].Èç Óòâåðæäåíèÿ 1.3.1, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ãðà� ÿâëÿ-åòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì (n − 1)�ðåãóëÿðíûì íåîðèåíòèðîâàííûìãðà�îì áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð ïîðÿäêà n! . Íåêîòîðûå äðóãèå åãîñâîéñòâà áûëè ïðåäñòàâëåíû ðàíåå â �àçäåëå 1.1.1.Êðîìå ýòîãî, ãðà� Pn, n ≥ 3, îáëàäàåò èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, àèìåííî, îí ñîñòîèò èç n êîïèé Pn−1(i), 1 ≤ i ≤ n, â êàæäîé èç êîòîðûõìíîæåñòâî âåðøèí ïðåäñòàâëåíî êàê

Vi = {[π1 . . . πn−1 i], ãäå πk ∈ {1, . . . , n}\{i}, 1 ≤ k ≤ n− 1},

|Vi| = (n− 1)!, à ìíîæåñòâî ðåáåð ïðåäñòàâëåíî êàê
Ei = {{[π1 . . . πn−1 i], [π1 . . . πn−1 i] rj}, 2 ≤ j ≤ n− 1},

|Ei| = (n−1)!(n−2)
2 .Ëþáûå äâå êîïèè Pn−1(i), Pn−1(j), i 6= j, ñîåäèíÿþòñÿ (n−2)! ðåáðàìèâèäà {[i π2 . . . πn−1 j], [j πn−1 . . . π2, i]}, ãäå

[i π2 . . . πn−1 j] rn = [j πn−1 . . . π2 i].Ïðå�èêñ�ðåâåðñàëû rj, 2 ≤ j ≤ n − 1, îïðåäåëÿþò âíóòðåííèå ðåáðà âêàæäîé èç n êîïèé Pn−1(i), 1 ≤ i ≤ n, à ïðå�èêñ�ðåâåðñàë rn îïðåäåëÿåòâíåøíèå ðåáðà ìåæäó êîïèÿìè. Êîïèè Pn−1(i) áóäåì òàêæå íàçûâàòü
(n− 1)�êîïèÿìè.Âñåãî â ãðà�å èìååòñÿ |Eext| = n!

2
âíåøíèõ ðåáåð è |Eint| = n (n−1)!(n−2)

2
=

n!(n−2)
2 âíóòðåííèõ ðåáåð. ×èñëî âåðøèí óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò

Pn−1 ê Pn â n ðàç, ÷èñëî ðåáåð óâåëè÷èâàåòñÿ â nn−1
n−2 ðàç.Íà �èñóíêå 11 ïîêàçàíî èåðàðõè÷åñêîå ñòðîåíèå ãðà�îâ P2, P3 è P4.
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�èñóíîê 11. Èåðàðõè÷åñêîå ñòðîåíèå Pan
ake ãðà�îâ P2, P3 è P4.Òåîðåìà 2.6.1 Pan
ake ãðà� Pn, n > 3, ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k, ãäå ïîä k áóäåì ïîíè-ìàòü ðàçìåðíîñòü ãðà�à Pk, k ≥ 3. Ïðè k = 3 ãðà� Pk ïðåäñòàâëÿåòñîáîé öèêë äëèíû 6. Î÷åâèäíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì è ìî-æåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: [123] r2→ [213]
r3→ [312]

r2→
[132]

r3→ [231]
r2→ [321]

r3→ [123], ïðè ýòîì óäàëåíèå ïîñëåäíåãî ðåáðà âýòîì ãàìèëüòîíîâîì öèêëå äàñò íàì ãàìèëüòîíîâ ïóòü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè k = n − 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.Äîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíåíî è ïðè k = n. Ïîñòðîèì ãàìèëüòîíîâ öèêë
Hn, èñïîëüçóÿ èåðàðõè÷åñêîå ñòðîåíèå ãðà�à. Íà÷íåì ñ âåðøèíû π1 =

I = [1 2 . . . (n−1)n] ∈ Pn−1(n). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, â Pn−1(n) ñóùåñòâó-åò ãàìèëüòîíîâ öèêë Hn
n−1. Óäàëèì èç íåãî ðåáðî {[1 2 . . . (n−1)n], [(n−

1) . . . 2 1n]}, ïðèíàäëåæàùååHn
n−1 ïî ïîñòðîåíèþ, è îáîçíà÷èì ïîëó÷èâ-øèéñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü ÷åðåç Ln

n−1, ãäå âåðõíèé èíäåêñ n îáîçíà÷àåòíîìåð êîïèè. Âåðøèíà π2 = [(n− 1) . . . 2 1n] â ãðà�å Pn−1(n− 1) ñîåäè-íåíà âíåøíèì ðåáðîì ñ âåðøèíîé π3 = [n 1 2 . . . (n − 2) (n− 1)]. Êðîìåýòîãî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ â íåì ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë. Óäàëèì èç



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 43

��

��

��

��

��

��

��

��rn

rn

rn

rn

rn

π1

π2

π3

π4

π2n

Pn−1(n)

Pn−1(n − 1)

Pn−1(n − 2)

Pn−1(1)

L
n−1

n−1

L
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L
1

n−1

π5

L
n−2

n−1

íåãî ðåáðî {[n 1 2 . . . (n−2) (n−1)], [(n−2) . . . 1n (n−1)]} è îáîçíà÷èìïîëó÷èâøèéñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü ÷åðåç Ln−1
n−1.Äàëåå, âåðøèíà π4 = [(n−2) . . . 1n (n−1)] ñîåäèíåíà âíåøíèì ðåáðîìñ âåðøèíîé π5 = [(n−1)n 1 . . . (n−3) (n−2)] ãðà�à Pn−1(n−2), â êîòîðîìòàêæå èìååòñÿ, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ãàìèëüòîíîâ öèêë. Èñïîëüçóÿ ðàñ-ñóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, â ýòîé êîïèè, à òàêæå âî âñåõ îñòàëüíûõêîïèÿõ Pn−1(j), 1 6 j 6 n − 2, ïîëó÷èì ïóòè Ln−2

n−1, . . . , L
1
n−1, ñîåäèíåí-íûå ìåæäó ñîáîé âíåøíèìè ðåáðàìè. Ïîñëåäíèé ïóòü L1

n−1 çàêàí÷èâàåò-ñÿ âåðøèíîé π2n = [n (n−1) . . . 2 1], èìåþùåé âíåøíåå ðåáðî ñ âåðøèíîé
π1 ãðà�à Pn−1(n), ñ êîòîðîé ìû íà÷èíàëè ïîñòðîåíèå (ñì. �èñóíîê 12).Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ïóòè Ln

n−1, L
n−1
n−1, . . . , L

1
n−1 è âíåø-íèå ðåáðà ìåæäó íèìè, ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâ öèêë Hn, ÷òî çàâåðøàåòäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

�èñóíîê 12. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 2.6.1



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 442.7 Äðóãèå öèêëû Pan
ake ãðà�àÏîìèìî ãàìèëüòîíîâà öèêëà, â Pan
ake ãðà�å Pn, n > 3, èìåþòñÿ èäðóãèå öèêëû. Â 1995 ã. À. Êàíåâñêèé è Ñ. Ôåíã [34℄ äîêàçàëè, ÷òî âäàííîì ãðà�å ñîäåðæàòñÿ âñå öèêëû Cl äëèíû l, ãäå 6 ≤ l ≤ n! − 2 è
l = n!. Íàëè÷èå öèêëà äëèíû l = n!−1 â ãðà�å Pn, n ≥ 4, áûëî äîêàçàíîâ 2006 ã. ãðóïïîé òàéâàíüñêèõ ó÷åíûõ [55℄. Òàêèì îáðàçîì èìååò ìåñòîñëåäóþùàÿ Òåîðåìà.Òåîðåìà 2.7.1 [34℄ [55℄ Â Pan
ake ãðà�å Pn, n ≥ 3, èìåþòñÿ öèêëû
Cl äëèíû l, ãäå 6 ≤ l ≤ n!.Îäíàêî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íà ýòîì ãðà�å, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîèñêååãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà, èíòåðåñåí íå òîëüêî ñàì �àêò íàëè÷èÿ â íåìöèêëîâ, íî è èõ òî÷íîå îïèñàíèå. Â 2010 ã. Êîíñòàíòèíîâîé è Ìåäâå-äåâûì [64℄ äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ öèêëîâ äëèíû øåñòü èñåìü, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëü-íûå ïîíÿòèÿ. Äàëåå ïîä âåðøèíîé ãðà�à Pn áóäåì ïîíèìàòü ïåðåñòà-íîâêó, êîòîðàÿ ýòîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò, à öèêëû áóäåì îïèñûâàòü,èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ.Ôîðìîé öèêëà Cl äëèíû l â ãðà�å Pn, n ≥ 3, áóäåì íàçûâàòü ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ Cl = ri1 . . . ril, ãäå 2 ≤ ij ≤ n, è ij 6=
ij+1 ((j+1)mod l) äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , l}, òàêèõ, ÷òî π ri1 . . . ril = π, ãäå
π ∈ Symn. Öèêë Cl äëèíû l áóäåì òàêæå íàçûâàòü l�öèêëîì. Îòìåòèìñëåäóþùèå ñâîéñòâà äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëîâ.Ñâîéñòâî 1. Åñëè ri1 . . . ril ÿâëÿåòñÿ �îðìîé íåêîòîðîãî öèêëà, òî
ril . . . ri1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ �îðìîé òîãî æå ñàìîãî öèêëà, çàäàííîãî â îá-ðàòíîì íàïðàâëåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óìíîæåíèè îáåèõ ÷àñòåé ðà-âåíñòâà π ri1 . . . ril = π ñïðàâà íà ril . . . ri1 ïîëó÷èì π = πril . . . ri1.Ñâîéñòâî 2. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà âåðøèíû l�öèêë ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí 2 l �îðìàìè (íå îáÿçàòåëüíî ðàçíûìè). Â ñàìîì äåëå, ïðèóìíîæåíèè îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà π ri1 . . . ril = π ñïðàâà íà ri1 ïîëó÷èì
(π ri1) ri2 . . . ril ri1 = π ri1, ãäå π ri1 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé, à ri2 . . . ril ri1�îðìîé òîãî æå ñàìîãî l�öèêëà. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 45äàëåå, ïîëó÷èì l �îðì îäíîãî è òîãî æå l�öèêëà, à ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãîñâîéñòâà èõ áóäåò 2 l.Ñâîéñòâî 3. �àçíûå �îðìû l�öèêëà îïèñûâàþò ðàçíûå l�öèêëû äëÿ�èêñèðîâàííîé âåðøèíû π. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé π èí-öèäåíòíûå åé ðåáðà çàäàþòñÿ (n − 1) ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè, òî åñëè
π ri1 . . . ril = π, òîãäà è π rij . . . ril ri1 . . . rij−1

= π, ãäå 1 < j < n− 1.Êàíîíè÷åñêîé �îðìîé öèêëà Cl äëèíû l áóäåì íàçûâàòü �îðìó ñ ëåê-ñèêîãðà�è÷åñêè ìàêñèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èíäåêñîâ i1 . . . il.Î÷åâèäíî, ÷òî èç êàíîíè÷åñêîé �îðìû öèêëà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âñåäðóãèå åãî �îðìû.Ñåãìåíòîì [i, j] ïåðåñòàíîâêè π = [π1 . . . πi . . . πj . . . πn] áóäåì íàçû-âàòü âñå ýëåìåíòû, çàêëþ÷åííûå ìåæäó πi è πj âêëþ÷èòåëüíî. Ëþáàÿ ïå-ðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåãìåí-òîâ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû {i, j, k} è {α, β, γ} äëÿ îáîçíà÷åíèÿîäíîýëåìåíòíûõ è ìíîãîýëåìåíòíûõ ñåãìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðè-ìåð, π = [i π2 π3 π4 j π6 π7 π8 k] ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå π = [i α j β k],ãäå α = [π2 π3 π4], β = [π6 π7 π8]. Ïîä çàïèñüþ α áóäåì ïîíèìàòü ñåãìåíò,ïîëó÷àþùèéñÿ èíâåðñèåé ýëåìåíòîâ α. Î÷åâèäíî, ÷òî α = α. ×åðåç |α|áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñåãìåíòå α.Äîêàæåì ïðîñòóþ âñïîìîãàòåëüíóþ Ëåììó. Ïîä ðàññòîÿíèåì d =

d(π, τ) ìåæäó âåðøèíàìè π è τ â ãðà�å Pn ïîíèìàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñ-ëî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ ïåðåñòàíîâêó π â ïåðåñòàíîâêó τ ,ò.å. π ri1 ri2 . . . rid = τ . Îáîçíà÷èì π = π rn è τ = τ rn.Ëåììà 2.7.1 Ïóñòü π 6= τ ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå (n − 1)�êîïèè ãðà�à Pn, n ≥ 3, è ïóñòü d(π, τ) ≤ 2, òîãäà π, τ ïðèíàäëåæàòðàçíûì (n− 1)�êîïèÿì ýòîãî ãðà�à.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π, τ ∈ Pn−1(i), 1 ≤ i ≤ n, òî åñòü èõ ïî-ñëåäíèé ýëåìåíò ðàâåí i. Òîãäà åñëè d(π, τ) = 1 è åñëè ïîëîæèòü π =

[j α k β i], òî τ = [k α j β i], ãäå j 6= k 6= i. Îòñþäà π = [i β k α j],
τ = [i β j α k], à ïîñêîëüêó èõ ïîñëåäíèå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû, òî ñëåäîâà-òåëüíî, îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîïèÿì Pn−1(j), Pn−1(k), ãäå 1 ≤ i 6=
j 6= k ≤ n. Åñëè d(π, τ) = 2, òî â Pn−1(i) èìååòñÿ ñìåæíàÿ ñ π è τ âåðøè-íà ω, ïîñëåäíèé ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí i. Ïåðåñòàíîâêè π è τ ïîëó÷àþòñÿèç ω óìíîæåíèåì åå íà ðàçëè÷íûå (îòëè÷íûå îò rn) ïðå�èêñ�ðåâåðñàëû



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 46ñïðàâà. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå ýëåìåíòû π è τ áóäóò ðàçëè÷íû, ÷òîýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïîñëåäíèå ýëåìåíòû ïåðåñòàíîâîê π = π rn è
τ = τ rn áóäóò ðàçëè÷íû, ò.å. îíè âíîâü áóäóò ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì
(n− 1)�êîïèÿì ãðà�à Pn. �2.7.1 Öèêëû äëèíû øåñòüÎïèñàíèå öèêëîâ äëèíû øåñòü äàåòñÿ â ñëåäóþùåé Òåîðåìå.Òåîðåìà 2.7.2 Â ãðà�å Pn, n ≥ 3, ÷åðåç êàæäóþ åãî âåðøèíó ïðîõîäèòðîâíî îäèí öèêë äëèíû øåñòü êàíîíè÷åñêîé �îðìû C6 = r3 r2 r3 r2 r3 r2.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 3, òî P3

∼= C6 è 6�öèêë �îðìèðóåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì: [123] r2→ [213]
r3→ [312]

r2→ [132]
r3→ [231]

r2→ [321]
r3→ [123].÷òî ñîîòâåòñòâóåò êàíîíè÷åñêîé �îðìå C6 = r3 r2 r3 r2 r3 r2 â óñëîâèèËåììû.Ïîêàæåì, ÷òî 6�öèêëû äðóãîé �îðìû â Pn, n ≥ 4, íå âîçíèêàþò.Î÷åâèäíî, ÷òî 6�öèêë íå ìîæåò âîçíèêíóòü íà âåðøèíàõ äâóõ ðàçíûõ

(n− 1)�êîïèé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü π, τ ∈ Pn−1(i), π 6= τ , òîãäà èç Ëåì-ìû 2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè π, τ ∈ Pn−1(j), j 6= i, ãäå π = π rn, τ = τ rn, òî
d(π, τ) 6= 1 è d(π, τ) 6= 2, ò.å. d(π, τ) ≥ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà âåðøè-íàõ π, τ, π, τ èìååòñÿ 6�öèêë. Òîãäà, åñëè d(π, τ) = 3, òî âåðøèíû π, τäîëæíû áûòü ñìåæíûìè â Pn−1(j), ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 2 âåðøèíû
π = π rn, τ = τ rn äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì (n − 1)�êîïèÿì, à ýòîíå òàê, ïîñêîëüêó π, τ ∈ Pn−1(i). Åñëè æå d(π, τ) = 4, òî äîëæíî âû-ïîëíÿòüñÿ π = τ , à ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó π 6= τ . Òàêèì îáðàçîì,
6�öèêë íå ìîæåò âîçíèêíóòü íà âåðøèíàõ äâóõ ðàçíûõ (n− 1)�êîïèé.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî 6�öèêë íå ìîæåò âîçíèêíóòü íà âåðøèíàõ òðåõðàçíûõ (n−1)�êîïèé. Ïóñòü π, τ ∈ Pn−1(i), π 6= τ , òàêèå, ÷òî d(π, τ) ≤ 2,òîãäà ïî Ëåììå 2 âåðøèíû π, τ ïðèíàäëåæàò ðàçíûì (n − 1)�êîïèÿì.�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü d(π, τ) = 1, òîãäà âåðøèíû π, τ, π, τ áóäóòïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó 6�öèêëó òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà d(π, τ) =
3. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü π = [j α k β i], ãäå j 6= k 6= i, òîãäà
τ = [k α j β i], à π = [i β k α j] ∈ Pn−1(j), τ = [i β j α k] ∈ Pn−1(k). Êðàò-÷àéøèé ïóòü èç π â êîïèþ Pn−1(k) ëåæèò ÷åðåç âåðøèíû ω = [k β i α j]



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 47è ω = [j α i β k] ∈ Pn−1(k), ò.å. d(π, ω) = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî íå ñóùåñòâó-åò ïðå�èêñ�ðåâåðñàëà, ïåðåâîäÿùåãî ω â τ , ò.å. d(ω, τ) 6= 1, à çíà÷èò,
d(π, τ) 6= 3. Òåïåðü ïóñòü d(π, τ) = 2. Â ýòîì ñëó÷àå, âåðøèíû π, τ, π, τáóäóò ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó 6�öèêëó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
d(π, τ) = 2. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïî Ëåììå 2 âåðøèíû π = π rnè τ = τ rn äîëæíû áóäóò ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì (n−1)�êîïèÿì. Ñëåäîâà-òåëüíî, ïðè n ≥ 4 öèêë äëèíû øåñòü íå ìîæåò âîçíèêíóòü íà âåðøèíàõòðåõ ðàçíûõ (n− 1)�êîïèé.Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî 6�öèêë íå ìîæåò âîçíèêíóòü íà âåðøèíàõ ÷å-òûðåõ è áîëåå ðàçíûõ (n− 1)�êîïèé, ïîñêîëüêó ìåæäó êîïèÿìè äîëæíîáûòü íå ìåíåå ÷åòûðåõ âíåøíèõ ðåáåð è âíóòðè êàæäîé èç (n−1)�êîïèé,ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåáðî, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå öèêëîì ìèíèìàëüíîéäëèíû áóäåò 8�öèêë.Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òîëüêî îäíà êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà r3 r2 r3 r2 r3 r2,îïèñûâàþùàÿ öèêëû äëèíû øåñòü â ãðà�å Pn, n ≥ 3. Ýòè öèêëû ÿâëÿþò-ñÿ íåçàâèñèìûìè ïðè n ≥ 4, ïîñêîëüêó ïðå�èêñ�ðåâåðñàëû ri, 4 ≤ i ≤ n,îïðåäåëÿþò âíåøíèå ðåáðà ïî îòíîøåíèþ ê öèêëàì äëèíû øåñòü, à çíà-÷èò, ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ãðà�à ïðîõîäèò ðîâíî îäèí öèêë äëèíûøåñòü êàíîíè÷åñêîé �îðìû. �Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 2.7.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé �àêò.Ñëåäñòâèå 2.7.1 Â ãðà�å Pn, n ≥ 3, ñîäåðæèòñÿ n!

6
íåçàâèñèìûõ öèê-ëîâ äëèíû øåñòü.2.7.2 Öèêëû äëèíû ñåìüÒåïåðü ðàññìîòðèì öèêëû äëèíû ñåìü â Pan
ake ãðà�å è äàäèì èõ ïîë-íóþ õàðàêòåðèçàöèþ.Òåîðåìà 2.7.3 Â ãðà�å Pn, n ≥ 4, ÷åðåç êàæäóþ åãî âåðøèíó ïðîõîäèòðîâíî 7 (n − 3) ðàçëè÷íûõ öèêëîâ äëèíû ñåìü ñëåäóþùåé êàíîíè÷åñêîé�îðìû:

C7 = rk rk−1 rk rk−1 rk−2 rk r2, (2.2)ãäå 4 ≤ k ≤ n.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 48Òàáëèöà 2.1: Öèêëû äëèíû ñåìü â ãðà�å P4, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó
[1234].� îïèñàíèå ÷åðåç âåðøèíû îïèñàíèå ÷åðåç ïðå�èêñ�ðåâåðñàëû1 1234-4321-2341-1432-3412-4312-2134 r4 r3 r4 r3 r2 r4 r22 1234-3214-4123-2143-1243-3421-4321 r3 r4 r3 r2 r4 r2 r43 1234-4321-2341-3241-1423-4123-3214 r4 r3 r2 r4 r2 r4 r34 1234-3214-2314-4132-1432-2341-4321 r3 r2 r4 r2 r4 r3 r45 1234-2134-4312-3412-2143-4123-3214 r2 r4 r2 r4 r3 r4 r36 1234-4321-3421-1243-4213-3124-2134 r4 r2 r4 r3 r4 r3 r27 1234-2134-4312-1342-2431-3421-4321 r2 r4 r3 r4 r3 r2 r4Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k, ãäå ïîä k áóäåì ïîíèìàòüðàçìåðíîñòü ãðà�à Pk, k ≥ 4.Ïðè k = 4 ïî óñëîâèþ Òåîðåìû â ãðà�å P4 ÷åðåç ëþáóþ åãî âåðøè-íó ïðîõîäèò ðîâíî ñåìü ðàçëè÷íûõ öèêëîâ äëèíû ñåìü. Ïîñêîëüêó ïîËåììå 1 ãðà� ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì, òî äîñòàòî÷íî ýòî ïî-êàçàòü äëÿ ëþáîé åãî âåðøèíû. Â ÷àñòíîñòè, â Òàáëèöå 2.1 ïðåäñòàâëåíûâñå öèêëû äëèíû ñåìü, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó [1234], êîòîðûå ëåãêîïîëó÷àþòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ñëîåâóþ ñòðóêòóðó ãðà�à P4 îòíîñèòåëü-íî ýòîé âåðøèíû. Ïî Òåîðåìå 2 â ãðà�å P4 îòñóòñòâóþò 3�, 4�, 5�öèêëû,òî åñòü â ïåðâîì è âòîðîì ñëîÿõ áóäóò íàõîäèòüñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òðèè øåñòü âåðøèí, ïðè÷åì ñðåäè âåðøèí îäíîãî è òîãî æå ñëîÿ íå áóäåòñìåæíûõ. Ïåðâûå ñìåæíûå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó è òîìóæå ñëîþ, ïîÿâÿòñÿ â òðåòüåì ñëîå. Ýòî è áóäóò âåðøèíû, ïðèíàäëåæà-ùèå öèêëàì äëèíû ñåìü. Âñåãî òàêèõ ïàð âåðøèí áóäåò ñåìü, ïî ÷èñëóöèêëîâ äëèíû ñåìü, ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáëèöå 2.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êà-íîíè÷åñêîé �îðìîé âñåõ ýòèõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ �îðìà r4 r3 r4 r3 r2 r4 r2,ñîîòâåòñòâóþùàÿ (2.2) ïðè k = 4.Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî Òåîðåìà âåðíà ïðè k = n − 1 è äîêàæåìóòâåðæäåíèå äëÿ k = n, èñïîëüçóÿ èåðàðõè÷åñêîå ñòðîåíèå ãðà�à Pn.Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ÷åðåç ëþáóþ âåðøèíó ëþáîé

(n−1)�êîïèè ïðîõîäèò 7((n−1)−3) = 7(n−4) ðàçëè÷íûõ öèêëîâ äëèíûñåìü, ñîäåðæàùèõ òîëüêî âåðøèíû òîé êîïèè, êîòîðîé äàííàÿ âåðøèíàïðèíàäëåæèò. Ïîìèìî öèêëîâ äëèíû ñåìü, ëåæàùèõ âíóòðè îäíîé è òîé
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æå (n−1)�êîïèè, â Pn ìîãóò âîçíèêíóòü öèêëû äëèíû ñåìü, ïðîõîäÿùèå÷åðåç âåðøèíû ðàçíûõ (n− 1)�êîïèé.Âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë C∗
7 äëèíû ñåìü ïîÿâëÿåòñÿ íà âåð-øèíàõ äâóõ (n−1)�êîïèé, òî åñòü ëèáî äâå âåðøèíû C∗

7 ëåæàò â Pn−1(i),à ïÿòü â Pn−1(j), ãäå 1 ≤ i 6= j ≤ n; ëèáî òðè âåðøèíû C∗
7 ëåæàò â Pn−1(i),à ÷åòûðå â Pn−1(j). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ âåðøèí π, τ ∈ Pn−1(i), π 6= τ ,öèêëà C∗

7 âûïîëíÿåòñÿ d(π, τ) ≤ 2. Òîãäà ïî Ëåììå 2.7.1 âåðøèíû π, τäîëæíû ëåæàòü â ðàçíûõ (n−1)�êîïèÿõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåä-ïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 7�öèêë íå ìîæåò âîçíèêíóòü íà âåðøèíàõäâóõ (n− 1)�êîïèé.Ñëó÷àé 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë C∗
7 äëèíû ñåìü âîçíèêàåò íà âåð-øèíàõ òðåõ (n − 1)�êîïèé òàê, ÷òî äâå âåðøèíû πi1, πi2 ëåæàò â êîïèè

Pn−1(i), äâå äðóãèå πj1 , πj2 ëåæàò â êîïèè Pn−1(j), îñòàëüíûå òðè âåð-øèíû πn1, πn2, πn3 ëåæàò â êîïèè Pn−1(n), ãäå 1 ≤ i 6= j ≤ n, i < j (ñì.�èñóíîê 13).

�èñóíîê 13. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 2.7.3
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7 . Ïîñêîëüêó ãðà� ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì,òî íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì πn2 = In = [α iβ j γ n], ãäå α =

[1 . . . i − 1], β = [i + 1 . . . j − 1], γ = [j + 1 . . . n − 1] è |α| = i − 1,
|β| = j− i−1, |γ| = n− j−1. Ïî Ëåììå 2.7.1 âåðøèíû πn1 è πn3 äîëæíûáûòü ñìåæíûìè ñ âåðøèíàìè èç ðàçíûõ (n−1)�êîïèé, â íàøåì îáîçíà÷å-íèè ýòî Pn−1(i) è Pn−1(j), ñëåäîâàòåëüíî, îíè äîëæíû èìåòü ñëåäóþùèéâèä:

πn1 = πn2 ri = [i α β j γ n], ãäå πn1

j = j,

πn3 = πn2 rj = [j β i α γ n], ãäå πn3

j−i+1 = i.Òîãäà ñìåæíûå èì âåðøèíû â êîïèÿõ Pn−1(i) è Pn−1(j) ïðèìóò âèä:
πi1 = πn1 rn = [n γ j β α i], ãäå πi1

n−j+1 = j,

πj1 = πn3 rn = [n γ α i β j], ãäå πj1
n−j+i = i.Âåðøèíà πi2 äîëæíà áûòü ñìåæíîé ñ âåðøèíîé πi1 è ñ îäíîé èç âåðøèí,ñêàæåì πj2, êîïèè Pn−1(j), ñëåäîâàòåëüíî,

πi2 = πi1 rn−j+1 = [j γ nβ α i], ãäå πi2
1 = j.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðøèíà πj2 äîëæíà áûòü ñìåæíîé ñ âåðøèíîé πj1, àïîñêîëüêó îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ñ πi2, òî ïåðåñòàíîâêà πj2 ïðèìåòâèä:

πj2 = πj1 rn−j+i = [i α γ n β j], ãäå πj2
1 = i.Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, âåðøèíû πi2 è πj2 èíöèäåíòíû îäíîìó èòîìó æå âíåøíåìó ðåáðó, ò.å. ïåðåñòàíîâêà π∗ = πi2 rn = [i α β n γ j]äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ïåðåñòàíîâêîé πj2. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå,êîãäà ñåãìåíòû β è γ áóäóò ïóñòûìè, ò.å. |β| = j − i − 1 = 0 è |γ| =

n − j − 1 = 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî j = n − 1 è i = j − 1 = n − 2, àöèêë äëèíû ñåìü ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: πi1 r2→ πi2 rn→ πj2
rn−1−→

πj1 rn→ πn3
rn−1−→ πn2

rn−2−→ πn1
rn→ πi1, êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà êîòîðîãî C7 =

rn rn−1 rn rn−1 rn−2 rn r2 ñîâïàäàåò ñ (2.2) ïðè k = n.Ñëó÷àé 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë äëèíû ñåìü âîçíèêàåò íà âåðøèíàõ÷åòûðåõ èëè áîëåå (n−1)�êîïèé. Èç èåðàðõè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ãðà�à ñëå-äóåò, ÷òî ëþáàÿ åãî âåðøèíà èíöèäåíòíà åäèíñòâåííîìó âíåøíåìó ðåáðó.



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 51Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé öèêë â ãðà�å äîëæåí ïðîõîäèòü êàê ìèíèìóì ÷å-ðåç äâå âåðøèíû îäíîé è òîé æå (n− 1)�êîïèè, è ñóùåñòâîâàíèå öèêëàäëèíû ñåìü â äàííîì ïðåäïîëîæåíèè íåâîçìîæíî.Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà åäèíñòâåííàÿ êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà
rn rn−1 rn rn−1 rn−2 rn r2,îïèñûâàþùàÿ ñåìü öèêëîâ äëèíû ñåìü, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû òðåõðàçëè÷íûõ (n−1)�êîïèé ãðà�à Pn. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ñåìü öèêëîâ ïðîõî-äÿò ÷åðåç ëþáóþ âåðøèíó ãðà�à Pn. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó èíäóêöèîííî-ãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷åðåç ëþáóþ âåðøèíó ëþáîé (n−1)�êîïèè, ïðîõîäèò

7(n−4) ðàçëè÷íûõ öèêëîâ äëèíû ñåìü. Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðà�å Pn ÷åðåçëþáóþ åãî âåðøèíó ïðîõîäèò 7(n− 4) + 7 = 7(n− 3) ðàçëè÷íûõ öèêëîâäëèíû ñåìü êàíîíè÷åñêîé �îðìû (2.2), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû. �Ñëåäñòâèå 2.7.2 Â ãðà�å Pn, n ≥ 4, èìååòñÿ n! (n−3) ðàçëè÷íûõ öèê-ëîâ äëèíû ñåìü.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåìåäëåííî èç Òåîðåìû 2.7.3, åñëè çàìå-òèòü, ÷òî â ãðà�å n! âåðøèí, à ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ïðîõîäèò 7 (n−3)ðàçëè÷íûõ öèêëîâ äëèíû ñåìü, ò.å. âñåãî â ãðà�å n! 7 (n − 3) öèêëîâäëèíû ñåìü. Îäíàêî, êàæäûé öèêë áûë ïîñ÷èòàí ðîâíî ñåìü ðàç (ïî êî-ëè÷åñòâó âåðøèí â öèêëå), ñëåäîâàòåëüíî, â ãðà�å Pn, n ≥ 4, èìååòñÿ
n! (n− 3) ðàçëè÷íûõ öèêëîâ äëèíû ñåìü. �Ñëåäñòâèå 2.7.3 Â ãðà�å Pn, n ≥ 4, èìååòñÿ n!

8
≤ N7 ≤ n!

7
íåçàâèñè-ìûõ öèêëîâ äëèíû ñåìü.Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 4 â ãðà�å P4 ñóùå-ñòâóåò âñåãî òðè íåçàâèñèìûõ öèêëà äëèíû ñåìü. Íàïðèìåð, ñëåäóþùèåòðè 7�öèêëà ÿâëÿþòñÿ â P4 íåçàâèñèìûìè:

C1
7 = [1234]− [2134]− [4312]− [1342]− [2431]− [3421]− [4321],

C2
7 = [3241]− [2341]− [1432]− [3412]− [2143]− [4123]− [1423],

C3
7 = [4213]− [2413]− [3142]− [4132]− [2314]− [1324]− [3124].



�àìèëüòîíîâîñòü ãðà�îâ Êýëè 52Òîãäà èç èåðàðõè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ãðà�à ñëåäóåò, ÷òî â Pn, n ≥ 5, èìå-åòñÿ n!
24 êîïèé P4, â êàæäîé èç êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî òðè íåçàâèñèìûõöèêëà, ñëåäîâàòåëüíî, â öåëîì, â Pn èõ èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå n!

8
, ÷òîäàåò íàì íèæíþþ îöåíêó. Âåðõíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè,÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîìó öèêëó äëèíû ñåìü. �



�ëàâà 3Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè�ðà�û Êýëè èìåþò ìíîãî ïðèâëåêàòåëüíûõ ñâîéñòâ, ñðåäè êîòîðûõ, âòîì ÷èñëå, èõ ìàëûé äèàìåòð. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí øèðîêîãîïðèìåíåíèÿ ãðà�îâ Êýëè â ïðåäñòàâëåíèè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé.Ïîä äèàìåòðîì ãðà�à Êýëè Γ = Cay(G, S) îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ìàêñè-ìóì ñðåäè âñåõ êðàò÷àéøèõ äëèí âûðàæåíèÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû
G ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ãåíåðàòîðîâ èç S. Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ïðîèç-âîëüíîãî ãðà�à Êýëè ñ ïðîèçâîëüíûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì ÿâëÿ-åòñÿ NP�òðóäíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ìè-íèìàëüíîãî ñëîâà, â öåëîì, ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé. Ýòîò ðåçóëüòàò áûëïîëó÷åí Ýâåíîì è �îëäðåõîì [22℄ â 1981 ã.Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè ñ çàäàííûìè ãðóïïîé è ïîðîæäà-þùèì ìíîæåñòâîì òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé.Â ÷àñòíîñòè, ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè ãîëîâîëîìêè 3×3×3Êóáèê �óáèêà. Ó êóáèêà âñåãî øåñòü ãðàíåé, ïðè âðàùåíèè êîòîðûõâîçíèêàåò òî÷íî N = 43.252.003.274.489.856.000 ïîçèöèé. Åñëè ðàññìîò-ðåòü ýòè ïîçèöèè, êàê ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê ãîëîâîëîìêè, à ïîðîæäàþùååìíîæåñòâî ýòîé ãðóïïû îïðåäåëèòü 18 òèïàìè âðàùåíèé ãðàíåé, òî ìûïîëó÷èì 18�ðåãóëÿðíûé ãðà� Êýëè íà N âåðøèíàõ. �åøåíèåì ãîëîâî-ëîìêè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ïóòè â äàííîì ãðà�å îò âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþ-ùåé èñõîäíîé ïîçèöèè êóáèêà, ê âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé �ñîáðàííîé�ïîçèöèè, ò.å. ê åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ãðóïïû. ×èñëî õîäîâ â íàèëó÷øåìðåøåíèè ïðè íàèõóäøåé èñõîäíîé ïîçèöèè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü äèà-ìåòðó äàííîãî ãðà�à Êýëè.�åøåíèåì ýòîé çàäà÷è çàíèìàëèñü, íà÷èíàÿ ñ 1981 ã., êîãäà áûëè íàé-53



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 54äåíû ïåðâûå îöåíêè íà äèàìåòð. Îäíàêî, òîëüêî â 2010 ã. áûëî àííîí-ñèðîâàíî [31℄, ÷òî äèàìåòð äàííîãî ãðà�à ðàâåí 20.Â îáùåì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî ñëîæíî ïîëó÷èòü äàæå íèæíèå è âåðõ-íèå îöåíêè íà äèàìåòð ãðà�à Êýëè. Êðîìå ýòîãî, ñóùåòñòâóåò áîëüøàÿðàçíèöà ìåæäó ãðà�àìè Êýëè àáåëåâûõ è íåàáåëåâûõ ãðóïï.3.1 Äèàìåòð ãðà�îâ Êýëè íà àáåëåâûõ è íåàáåëåâûõãðóïïàõÂ 1988 ã. Áàáàè è Ñåðåø [6℄ âûäâèíóëè ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äèàìåòðãðà�îâ Êýëè íà íåàáåëåâûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ âñåãäà áóäåò ìà-ëåíüêèì.�èïîòåçà 3.1.1 [6℄ Íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C, ÷òî äëÿ ëþáîé íåàáåëå-âîé êîíå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïû G äèàìåòð ëþáîãî ãðà�à Êýëè íà ýòîéãðóïïå áóäåò ≤ (log2 |G|)C .Â 1989 ã. Áàáàè, Êàíòîð è Ëþáîöêèé [5℄ ïîëó÷èëè îöåíêó äèàìåòðàãðà�îâ Êýëè íà íåàáåëåâûõ ãðóïïàõ.Òåîðåìà 3.1.1 [5℄ Âñÿêàÿ íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà G èìååòïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî S ìîùíîñòè |S| ≤ 7, òàêîå, ÷òî ãðà� Êýëèíà ýòîé ãðóïïå ñ äàííûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì èìååò äèàìåòð
O(log2 |G|).Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.1.1 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ êëàñ-ñè�èêàöèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, à èìåííî òîò �àêò, ÷òî èìååòñÿòîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï, êîòîðûå íå îêàçûâàþò ñó-ùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò. Êðîìå ýòîãî, â äîêàçàòåëüñòâå èñ-ïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðóïï Ëè. Èçó÷åíèå âñåõ ýòèõ �àêòîâëåæèò çà ðàìêàìè íàñòîÿùåãî êóðñà, ïîýòîìó ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëü-ñòâî äàííîé òåîðåìû.Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ òåîðåìà íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïïïðîñòîãî ïîðÿäêà. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî Bubble�sort ãðà� BSn (ñì. îïðå-äåëåíèå ýòîãî ãðà�à â �àçäåëå 1.1.1) íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Symn ñ



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 55ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì òðàíñïîçèöèé âèäà t = {ti,i+1 ∈ Symn, 1 ≤
i < n}, èìååò äèàìåòð Θ(n2).Â [5℄ òàêæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äèàìåòð ëþáîãî ãðà�à Êýëè íà àáå-ëåâîé ãðóïïå G ñ n ýëåìåíòàìè è ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S èìååòäèàìåòð > 1

2(n
l/|S| − 1). Òàêèì îáðàçîì, Òåîðåìà 3.1.1 íå âûïîëíÿåòñÿäëÿ àáåëåâûõ ãðóïï.Â 1993 ã. Àíåêñøòåéí è Áàóìñëàã [2℄ ïîëó÷èëè íèæíþþ îöåíêó íà äèà-ìåòð ãðà�à Êýëè íà àáåëåâîé ãðóïïå. Íàïîìíèì, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïåóìíîæåíèå ñïðàâà è ñëåâà ýêâèâàëåíòíû, ò.å., äëÿ ëþáûõ g, h ∈ G âûïîë-íÿåòñÿ ðàâåíñòâî gh = hg, è âñå ïîäãðóïïû àáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿíîðìàëüíûìè.Â äàëüíåéøåì, äèàìåòð ãðà�à Êýëè Cay(G, S) íà ãðóïïå G ñ ïîðîæ-äàþùèì ìíîæåñòâîì S áóäåì îáîçíà÷àòü êàê diam(Cay(G, S)).Òåîðåìà 3.1.2 [2℄ Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé G ñ ïîðîæäà-þùèì ìíîæåñòâîì S, |S| = r. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿîöåíêà íà äèàìåòð ãðà�à Êýëè Cay(G, S):
diam(Cay(G, S)) ≥ 1

e
|G|1/r = Ω(|G|1/r).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ãðóïïå G èìååòñÿ n ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìî-ãóò áûòü çàïèñàíû êàê ïðîèçâåäåíèå ≤ d ýëåìåíòîâ èç ïîðîæäàþùåãîìíîæåñòâà S. Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, òî n íå ïðåâûøà-åò ÷èñëà ñïîñîáîâ, êîòîðûìè d îáúåêòîâ ìîãóò áûòü âûáðàíû èç ìíîæå-ñòâà r+1 îáúåêòîâ (ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî S è åäèíè÷íûé ýëåìåíò) ñïîâòîðåíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî n îãðàíè÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:

n ≤
(
r + d

d

)

=
(r + d)!

r! d!
≤ (r + d)r

r!
≤ (r d)r

r!
≤ (ed)r.�åøåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà äëÿ d äàåò íèæíþþ ãðàíèöó äèàìåòðà. �Áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî r ≤ |G|1/r ≤ d.Â ýòîì ñëó÷àå èìååì:

n ≤
(
r + d

d

)

=
(r + d)!

r! d!
≤ (r + d)r

r!
≤ (2d)r

r!
≤

(
2ed

r

)r

.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 56Óòâåðæäåíèå 3.1.1 Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé G ñ ïîðîæ-äàþùèì ìíîæåñòâîì S, |S| = r, ïðè÷åì r ≤ |G|1/r ≤ d. Òîãäà èìååòìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà íà äèàìåòð ãðà�à Êýëè Cay(G, S):
diam(Cay(G, S)) ≥ r

2e
|G|1/r = Ω(r|G|1/r).Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ïîñêîëüêó îíà äîñòèãàåòñÿíà ãðà�å Êýëè, îïðåäåëåííîì äëÿ ãðóïïû Gn,r = Zr1/r × . . . × Zr1/r =

Zr
r1/r

, ãäå n, r íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ñî ñòàíäàðòíûìïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S. Òîãäà, diam(Cay(Gn,r S)) = O(rn1/r).3.2 Äèàìåòð ãðà�îâ Êýëè íà ñèììåòðè÷åñêîé è çíà-êîïåðåìåííîé ãðóïïàõÅñëè �èïîòåçà 3.1.1, îáñóæäàåìàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îêàæåòñÿ âåð-íîé, òî ìîæíî îæèäàòü íàéòè áîëüøîå ÷èñëî ãðà�îâ Êýëè íà íåàáå-ëåâûõ ãðóïïàõ, èìåþùèõ ìàëåíüêèé äèàìåòð. Îäíàêî, íà ñåãîäíÿøíèéäåíü ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé äàæå äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï An,ñîñòîÿùèõ èõ âñåõ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê. Ïåðâûé øàã â ðåøåíèè �èïî-òåçû 3.1.1 áûë ñäåëàí Áàáàè è Ñåðåøîì [6℄, êîãäà â 1988 ã. îíè äîêàçàëèñëåäóþùóþ òåîðåìó äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï.Òåîðåìà 3.2.1 [6℄ Åñëè G ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñèììåòðè÷åñêîé Symn, ëèáîçíàêîïåðåìåííîé An ãðóïïîé, òî äèàìåòð âñÿêîãî ãðà�à Êýëè íà ýòîéãðóïïå ≤ exp((n lnn)(1/2)(1 + o(1))).Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçîâàëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ðå-çóëüòàòû Ëàíäàó [42℄, ïîëó÷åííûå èì â 1909 ã. íà ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîêïåðåñòàíîâîê îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè, ãäå ïîä ñòåïåíüþ deg(π) ïåðåñòàíîâ-êè π ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî òî÷åê, ïåðåìåùåííûõ äàííîé ïåðåñòàíîâêîé.Â 1992 ã. ýòè æå àâòîðû âûäâèíóëè ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó [7℄.�èïîòåçà 3.2.1 [7℄ Äèàìåòð çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An âñåãäà < nC,ãäå C íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Çàìåòíîå ïðîäâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëî ñäåëàíî Âåíüÿí Õèàî[59℄, êîòîðûé â 2006 ã. ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ãðà�îâ Êýëèíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 57Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Äâå ïîäãðóïïû
H1 è H2 ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò
g ∈ G òàêîé, ÷òî g H1 g

−1 = H2. Çàìåòèì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿòî÷íîå ðàâåíñòâî. Ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæäåííàÿ S, îáîçíà÷àåòñÿêàê 〈S〉. Åñëè H ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, òî ÷åðåç
HG áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäãðóïïó G, ïîðîæäåííóþ âñåìè ñîïðÿæåííûìèïîäãðóïïàìè äëÿ H.Òåîðåìà 3.2.2 [59℄ Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ñèì-ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Symn, ïðè÷åì G = 〈S〉, ãäå 1 6∈ S = S−1. Åñëèíàéäåòñÿ ýëåìåíò π ∈ S, ñòåïåíü êîòîðîãî deg(π) ≤ k, ãäå k åñòüíåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òàêîé, ÷òî 〈π〉G = G, òî òîãäà

diam(Cay(G, S)) < n2k+1.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé Òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûåóòâåðæäåíèÿ è ïîíÿòèÿ.Ïóñòü G íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà, äëÿ êîòîðîé G = 〈S〉 è 1 6∈ S =

S−1, è ïóñòü L íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà G, ïðè÷åì |G : L| = n, ãäå |G : L|åñòü èíäåêñ ïîäãðóïïû L â ãðóïïå G, îïðåäåëÿåìûé êàê ÷èñëî ñìåæíûõêëàññîâ â êàæäîì (ïðàâîì èëè ëåâîì) èç ðàçëîæåíèé ãðóïïû G ïî ýòîéïîäãðóïïå H. Äëÿ äâóõ ïîäãðóïï H1 è H2 ãðóïïû G, èõ îáúåäèíåíèåîïðåäåëÿåòñÿ êàê H1H2 = {h1h2|h1 ∈ H1, h2 ∈ H2}.Óòâåðæäåíèå 3.2.1 G = L (1 ∪ S)Sn−2Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî.Ïóñòü n ≥ 2. Òîãäà ìû èìååì:
L ⊆ L(1 ∪ S) ⊆ . . . ⊆ L(1 ∪ S)Sm ⊆ . . . ,ãäå m åñòü íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à S0 = 1.Ïîñêîëüêó ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íåêî-òîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî L(1 ∪ S)Sl = L(1 ∪ S)Sl+1, èïîýòîìó L(1 ∪ S)Sl = L(1 ∪ S)Sl+t, ãäå t ìîæåò áûòü ëþáûì íåîòðèöà-òåëüíûì ÷èñëîì. À ïîñêîëüêó ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ S, ñëåäîâàòåëüíî,âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

G = L (1 ∪ S)Sl. (3.1)



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 58Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå l ≤ n − 2, ÷òî ðàâåí-ñòâî (3.1) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè L ⊂ L(1 ∪ S) ⊂ . . . ⊂
L(1 ∪ S)Sn−2, òî L(1 ∪ S) ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà ñìåæíûõêëàññà ïî ïîäãðóïïå L â G, . . ., L(1 ∪ S)Sn−2 ñîäåðæèò, ïî êðàéíåéìåðå, n ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå L â G. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
G = L (1∪S)Sn−2. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå íåîòðèöàòåëü-íîå l ≤ n− 2, ÷òî ðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-çàòü. �Ñëåäñòâèå 3.2.1 Ïóñòü H = 〈S2〉 è h = |G|. Òîãäà:(1) åñëè S 6⊆ H, òî G = H ∪Hs, ãäå H = Sh−2 è s ∈ S;(2) åñëè S ⊆ H, òî G = H = Sh−2.Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S íå ñîäåðæèòñÿ â H. Òîãäà,
G = H ∪Hs, ãäå s ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîâ èç S è, ñëåäîâàòåëüíî,
h = |G| = 2|H| ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Òàêèì îáðàçîì, Sh−2 ⊆ H. ÈçÓòâåðæäåíèÿ 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè L = 1 ìû èìååì G = (1 ∪ S)Sh−2.Î÷åâèäíî, ÷òî S ∩H = 0, ñëåäîâàòåëüíî, H = Sh−2.(2) Ïóñòü S ⊆ H. Èç Óòâåðæäåíèÿ 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè L = 1 ìûèìååì G = (1∪S)Sh−2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå÷èñëî m, ÷òî G = Sm. Ïóñòü m áóäåò íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñ-ëîì, äëÿ êîòîðîãî G = Sm âûïîëíÿåòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî m ≤ h − 1. Íàñàìîì äåëå, ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî

1 < |S| < |S2| < . . . < |Sm|. (3.2)Åñëè |Si| = |Si+1|, ãäå i ≤ m − 1, òîãäà |Sis1| = |Sis2| = |Si+1| äëÿëþáûõ s1, s2 ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, Sis1 = Sis2 = Si+1 è Si = Sis2s
−1
1 äëÿëþáûõ s1, s2 ∈ S. Òàêèì îáðàçîì, èìååì Si = Si+2 è ïîýòîìó G = Si, ãäå

i ≤ m−1. Èìååì ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, |Sm| ≥ m+1 ïî (3.2), à èçîïðåäåëåíèÿ m èìååì m ≤ h− 1. Îòêóäà G = H = Sh−2, ÷òî çàâåðøàåòäîêàçàòåëüñòâî. �Ïîä ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g ∈ G ïîíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå÷èñëî m òàêîå, ÷òî gm = e, à ïîòî÷å÷íûì ñòàáèëèçàòîðîì íàçûâàþòïîäãðóïïó ýëåìåíòîâ G∆ = {g ∈ G| gx = x, ∀x ∈ ∆}, ãäå ∆ ⊂ G.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 59Òåïåðü äîêàæåì Òåîðåìó 3.2.2.Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíî-æåñòâî òî÷åê, ïåðåìåùåííûõ äàííîé ïåðåñòàíîâêîé π, îïðåäåëÿåòñÿ êàê
{1, 2, . . . , k}. Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ýëåìåíòà π êàê |π|. Òîãäà |π| ≤ k!.Ïóñòü L áóäåò ïîòî÷å÷íûì ñòàáèëèçàòîðîì íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , k}â ãðóïïå G. Òîãäà π è L êîììóòèðóþò. Èç Óòâåðæäåíèÿ 3.2.1 ñëåäó-åò, ÷òî G = L(1 ∪ S)Sm−2, ãäå m = n(n − 1) . . . (n − k + 1). Î÷åâèä-íî, ÷òî S ∩ H = 0, ñëåäîâàòåëüíî, H = Sh−2. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ èç-âåñòíûé �àêò [30℄ î òîì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ðàçëè÷-íûõ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï 〈π〉. Íî ïîñêîëüêó, 〈π〉 è L êîììóòèðóþò, à
G = L(1 ∪ S)Sm−2, òî ìû èìååì:

G = 〈π〉t1〈π〉t2 . . . 〈π〉tm,ãäå ti ∈ (1 ∪ S)Sm−2 ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ñìåæíûõ êëàññîâ L â
G, ãäå 1 ≤ i ≤ m.Òàê êàê |π| ≤ k!, òî 〈π〉 ⊆ Sk!. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì:

G = (Sk!)m((1 ∪ S)Sm−2)2m = (1 ∪ S)S3n2k−1 = (1 ∪ S)Sn2k+1−1.Ñëåäîâàòåëüíî, diam(Cay(G, S)) ≤ n2k+1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
�Òåïåðü ðàññìîòðèì èçâåñòíóþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñîïðåäåëåíèåì äèàìåòðà Pan
ake ãðà�à.3.3 Pan
ake problemÊàê áûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå ýòîé ãëàâû, îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�àÊýëè ñ çàäàííûìè ãðóïïîé è ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì òàêæå ÿâëÿ-åòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Â ÷àñòíîñòè, ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïî�ïðåæíåìóîòêðûòîé äëÿ Pan
ake ãðà�à Pn, êîòîðûé ïîëó÷èë ñâîå íàçâàíèå áëà-ãîäàðÿ Pan
ake problem, ïîñòàâëåííîé ß. �óäìàíîì [21℄ â 1975 ã., ãäå îíçàäàâàëñÿ âîïðîñîì:êàêîâî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî �ëèïîâ, ïîçâîëÿþùèõ óïîðÿ-äî÷èòü ñòîïêó áëèí÷èêîâ ðàçíîãî ðàçìåðà â ñîîòâåòñòâèèñ èõ ðàçìåðîì îò ìèíèìàëüíîãî íàâåðõó äî ìàêñèìàëüíîãî



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 60âíèçó, ãäå ïîä �ëèïîì ïîíèìàåòñÿ îïåðàöèÿ ïåðåâîðà÷èâàíèÿñòîïêè áëèí÷èêîâ îò âåðõíåãî äî íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî?Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü âñå áëèí÷èêè â ñòîïêå îò 1 äî n â ñîîòâåòñòâèè ñèõ ðàçìåðîì, òî ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó, íà êîòîðîé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë âûïîëíÿåò òó æå îïåðàöèþ, ÷òî è �ëèï íà ñòîïêå áëèí÷èêîâ.Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäóïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé π è åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêîé In = [1 2 . . . n]â ãðà�å Pn, òî åñòü ê îïðåäåëåíèþ äèàìåòðà äàííîãî ãðà�à. Ýòó çàäà÷óòàêæå íàçûâàþò ñîðòèðîâêà ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè [24℄.Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ çíàíèé.Â ÷àñòíîñòè, â èí�îðìàòèêå Pan
ake ãðà� èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâ-ëåíèÿ n�ìåðíûõ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèå Pan
akenetworks. Åñëè Pan
ake network ðàññìàòðèâàòü êàê ãðà�, â êîòîðîì âåð-øèíû ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåññîðàì, òî äèàìåòð òàêîé ñåòè ìîæíî èíòåð-ïðåòèðîâàòü êàê íàèõóäøàÿ ñåòåâàÿ çàäåðæêà ïðè ïåðåäà÷å èí�îðìàöèèâ ñèñòåìå [28℄.Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàñøè�ðîâêîé ãåíîìà, ïîêàçà-ëè òàêæå, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò îòíîøåíèå è ê ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè.Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè ïåðåíóìåðîâàòü âñå ãåíû îò 1 äî n âãåíîìå, òî ëþáîé ãåíîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñò-íîñòè, â 1986 ã. Ïàëìåð è Õåðäîí [49℄, îáíàðóæèëè, ÷òîX�õðîìîñîìû ÷å-ëîâåêà è ìûøè ñîäåðæàò îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ ãåíîâ. Îä-íàêî, â X�õðîìîñîìå ÷åëîâåêà îíè óïîðÿäî÷åíû êàê [4, 6, 1, 7, 2, 3, 5, 8],à â X�õðîìîñîìå ìûøè êàê [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îä-íèì èç ñïîñîáîâ ìóòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãîâèäà ê äðóãîìó íàáîð ãåíîâ îñòàåòñÿ îäíèì è òåì æå, íî ìåíÿåòñÿ ïîðÿ-äîê çàïèñè ãåíîâ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðè ïðèìåíåíèèïðå�èêñ�ðåâåðñàëà ê ïåðåñòàíîâêå [46℄.Â íàñòîÿùèé ìîìåíò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà Pan
ake ãðà�à íåðåøåíà, èçâåñòíû ëèøü âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè, à òàêæå òî÷íûå çíà-÷åíèÿ äèàìåòðà âïëîòü äî n = 17.Ïðîñòóþ âåðõíþþ îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé àë-ãîðèòì ñîðòèðîâêè ïåðåñòàíîâêè π ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 61Àëãîðèòì 1(ïðîñòàÿ ñîðòèðîâêà ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè)Øàã 0. Âõîäíûå äàííûå: íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà π, íàèáîëüøèé ýëå-ìåíò êîòîðîé íàõîäèòñÿ íà i ïîçèöèè, 2 ≤ i ≤ n− 1.Øàã 1. Ïðèìåíèòü ê π ïðå�èêñ�ðåâåðñàë, ïåðåìåùàþùèé íàèáîëüøèéýëåìåíò íà ïåðâîå ìåñòî.Øàã 2. Ïðèìåíèòü ê ïåðåñòàíîâêå, ïîëó÷åííîé íà Øàãå 1, ïðå�èêñ�ðåâåðñàë, ïåðåâîðà÷èâàþùèé âñþ ïåðåñòàíîâêó.Øàã 3. Ïðèìåíèòü ê íåîòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè ïåðåñòàíîâêè ïðå�èêñ�ðåâåðñàë, ïåðåìåùàþùèé íàèáîëüøèé ýëåìåíò íà ïåðâîå ìåñòî.Øàã 4. Ïðèìåíèòü ê ïåðåñòàíîâêå, ïîëó÷åííîé íà Øàãå 3, ïðå�èêñ�ðåâåðñàë, ïåðåâîðà÷èâàþùèé íåîòñîðòèðîâàííóþ ÷àñòü ïåðåñòàíîâêè.Ïîâòîðÿòü øàãè 3�4, ïîêà âñå ýëåìåíòû èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêè π íå áó-äóò îòñîðòèðîâàíû.Î÷åâèäíî, ÷òîÀëãîðèòì 1 äàåò ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó íà äèà-ìåòð Pan
ake ãðà�à:
diam(Pn) ≤ 2(n− 1).Ïðîñòàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.Ïîä ñìåæíîñòüþ â ïåðåñòàíîâêå ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà äâóõ ïîñëå-äîâàòåëüíûõ ñîñåäíèõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ÷òî â åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêåòàêèõ ñìåæíîñòåé áóäåò n, ïðåäïîëàãàÿ ÷òî ÷èñëà 1 è n òàêæå èìåþòñìåæíîñòü. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 4 âñåãäà íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îä-íà ïåðåñòàíîâêà, íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíîé ñìåæíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ

n = 4 òàêîé ïåðåñòàíîâêîé áóäåò [3142]. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ëþ-áîãî ïðå�èêñ�ðåâåðñàë ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ íå áîëåå, ÷åì îä-íîé íîâîé ñìåæíîñòè â ïåðåñòàíîâêå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷èíàòü ñïåðåñòàíîâêè, íå èìåþùåé íè îäíîé ñìåæíîñòè, òî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òîêàæäûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë áóäåò äàâàòü íå áîëåå îäíîé íîâîé ñìåæíî-ñòè, íàì ïîíàäîáèòñÿ íå ìåíåå n ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü
n ñìåæíîñòåé â åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêå In.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 62Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ íèæíþþ îöåíêó íàäèàìåòð Pan
ake ãðà�à:
n ≤ diam(Pn).3.3.1 Âåðõíÿÿ îöåíêà �åéòñà è Ïàïàäèìèòðîó íà äèàìåòðPan
ake ãðà�àÏåðâûå óëó÷øåííûå îöåíêè íà äèàìåòð Pan
ake ãðà�à áûëè ïîëó÷å-íû �åéòñîì è Ïàïàäèìèòðîó [24℄ â 1979 ã. Íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿíà îñíîâå ïîøàãîâîãî àëãîðèòìà, â êîòîðîì íà êàæäîì øàãå èñõîäíàÿïåðåñòàíîâêà ïðåîáðàçóåòñÿ â íîâóþ ïåðåñòàíîâêó, èìåþùóþ áîëüøåå÷èñëî ñìåæíîñòåé. Àëãîðèòì ðàáîòàåò ïîêà ðåçóëüòèðóþùàÿ ïåðåñòà-íîâêà íå ïîëó÷èò n ñìåæíîñòåé, òî åñòü ïîêà ìû íå ïîëó÷èì åäèíè÷íóþïåðåñòàíîâêó In. Ïðè ýòîì, íà êàæäîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ êàêóþ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ (íå áîëåå 4) íóæíî ïðèìåíèòü äëÿóâåëè÷åíèÿ ñìåæíîñòåé â ïåðåñòàíîâêå ñ ó÷åòîì 9 ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ååïðåäñòàâëåíèÿ.Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Ïóñòü π = [π1, π2, . . . , πn] åñòü ïåðåñòàíîâêà è ïðè óìíîæåíèè íà íååñïðàâà ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîì ri, 2 ≤ i ≤ n, ïîëó÷àåì ïåðåñòàíîâêó ñëå-äóþùåãî âèäà: [πi, . . . , π1, πi+1, . . . , πn] = [π1, . . . , πi, πi+1, . . . , πn] ri. Åñëèâ ïåðåñòàíîâêå π âûïîëíÿåòñÿ |πi − πi+1| = 1, òî ïàðó (i, i + 1) íàçûâà-þò 
ìåæíîñòüþ, ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïàðà (1, n) òàêæå âñåãäà äàåò
ìåæíîñòü. Áëîêîì â ïåðåñòàíîâêå π íàçûâàþò âñå ïîñëåäîâàòåëüíûåýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñìåæíîñòè. Åñëè ýëåìåíò

πi íå â áëîêå, ò.å. (i−1, i) è (i, i+1) íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíîñòÿìè, òî îí ÿâ-ëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Íàïðèìåð, â ïåðåñòàíîâêå [654132] èìååòñÿ äâà áëîêà,
[654] è [32], è îäèí ñâîáîäíûé ýëåìåíò 1, à â ïåðåñòàíîâêå [321654] èìå-åòñÿ 5 ñìåæíîñòåé, îäèí áëîê (ïîñêîëüêó ïàðà (1, 6) èìååò ñìåæíîñòü) èíè îäíîãî ñâîáîäíîãî ýëåìåíòà.Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà In = [1, 2, 3, . . . , n] èìååò îäèíáëîê è n ñìåæíîñòåé.Ïðè îïèñàíèè Àëãîðèòìà 2, ïðåäëîæåííîãî �åéòñîì è Ïàïàäèìèòðîó,ïîä ñèìâîëîì o áóäåì ïîíèìàòü ëèáî 1, ëèáî −1.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 63Àëãîðèòì 2 (�åéòñ, Ïàïàäèìèòðîó)(ý��åêòèâíàÿ ñîðòèðîâêà ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè)Øàã 0. Âõîäíûå äàííûå: íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà π = [π1, π2, . . . , πn] 6=
In. Åñëè èñõîäíàÿ ïåðåñòàíîâêà èìååò n − 1 ñìåæíîñòåé, òî ïåðåõîäèìíà Øàã 2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì íà Øàã 1.Øàã 1. Ïóñòü π1 = t. Òîãäà âîçìîæíû ñëó÷àè.Ñëó÷àé 1. Åñëè t è πi = t+ o ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ýëåìåíòàìè, òîïîëó÷àåì íîâóþ ïåðåñòàíîâêó π∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[t, . . . , πi−1, t+ o, πi+1, . . . , πn] ri−1 = [πi−1, . . . , t, t+ o, πi+1, . . . , πn] = π∗,ò.å. π∗ = π ri−1.Ñëó÷àé 2. Åñëè t ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, à ýëåìåíò πi = t+ o ÿâëÿåòñÿïåðâûì ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî áëîêà, òî ïîëó÷àåì íîâóþ ïåðåñòàíîâêó
π∗, êàê â Ñëó÷àå 1: π∗ = π ri−1.Ñëó÷àé 3. Åñëè t ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, à πi = t + o è πj = t − oÿâëÿþòñÿ ïîñëåäíèìè ýëåìåíòàìè íåêîòîðûõ áëîêîâ, òî ïîëó÷àåì íîâóþïåðåñòàíîâêó π∗ ïîñëåäîâàòåëüíî:
[t, . . . , πi−1, t+o, . . . , πj−1, t−o, . . . , πn]

ri→ [t+o, . . . , t, . . . , t−o, . . . , πn]
ri−1→

[. . . , t+ o, t, . . . , t− o, . . . , πn]
rj→ [t− o, πj−1, . . . , t, t+ o, . . . , πn]

rj−i→
→[. . . , t− o, t, t+ o, . . . , πn] = π∗,ò.å. ïåðåñòàíîâêà π∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâêè π ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷å-òûðåõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ ñëåäóþùåãî âèäà: π∗ = π ri ri−1 rj rj−i.Ñëó÷àé 4. Åñëè t íàõîäèòñÿ â áëîêå, à ýëåìåíò πi = t + o ÿâëÿåòñÿñâîáîäíûì, òî ïîëó÷àåì íîâóþ ïåðåñòàíîâêó π∗, êàê â Ñëó÷àå 1, ò.å.

π∗ = π ri−1.Ñëó÷àé 5. Åñëè t íàõîäèòñÿ â áëîêå, à ýëåìåíò πi = t + o ÿâëÿåòñÿïåðâûì ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî áëîêà, òî ïîëó÷àåì íîâóþ ïåðåñòàíîâêó
π∗, êàê â Ñëó÷àå 1: π∗ = π ri−1.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 64Ñëó÷àé 6. Åñëè t íàõîäèòñÿ â áëîêå, ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì êîòîðîãîÿâëÿåòñÿ πs = t + k · o, k > 0, πj = t− o ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîìäðóãîãî áëîêà, à πi = t+(k+1) ·o ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, òî, â çàâèñèìîñòèîò ïîçèöèé äâóõ áëîêîâ è ýëåìåíòà t+ (k+ 1) · o, íîâàÿ ïåðåñòàíîâêà π∗ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëèáî ñïîñîáîì (a):
[t, . . . , πs−1, t+k·o, πs+1, . . . , πi−1, t+(k+1)·o, πi+1, . . . , πj−1, t−o, . . . , πn]

ri→

[t+(k+1)·o, πi−1, . . . , πs+1, t+k·o, πs−1, . . . , t, πi+1, . . . , πj−1, t−o, . . . , πn]
ri−s→

[. . . , πi−1, t+ (k + 1) · o, t+ k · o, πs−1, . . . , t, πi+1, . . . , πj−1, t− o, . . . , πn]
rj→

[t− o, . . . , πi+1, t, . . . , t+ k · o, t+ (k + 1) · o, . . . , πn]
rj−i→

[. . . , t− o, t, . . . , t+ k · o, t+ (k + 1) · o, . . . , πn] = π∗,ëèáî ñïîñîáîì (b):
[t, . . . , πs−1, t+k·o, πs+1, . . . , πj−1, t−o, πj+1, . . . , πi−1, t+(k+1)·o, πi+1 . . . , πn]

ri→

[t+(k+1)·o, πi−1, . . . , πj+1, t−o, πj−1, . . . , πs+1, t+k·o, πs−1, . . . , t, . . . , πn]
ri−s→

[. . . , πj−1, t− o, πj+1, . . . , πi−1, t+ (k + 1) · o, t+ k · o, . . . , t, πi+1, . . . , πn]
ri→

[t, . . . , t+ k · o, t+ (k + 1) · o, . . . , πj+1, t− o, . . . , πn]
ri−j+s→

[. . . , t+ (k + 1) · o, t+ k · o, . . . , t, t− o, . . . , πn] = π∗.Òàêèì îáðàçîì, â Ñëó÷àå 6 (a) ïåðåñòàíîâêà π∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâ-êè π ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòûðåõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ ñëåäóþùåãî âèäà:
π∗ = π ri ri−s rj rj−i. Â Ñëó÷àå 6 (b) ïåðåñòàíîâêà π∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ïå-ðåñòàíîâêè π ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêæå ÷åòûðåõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, íîîíè èìåþò òàêîé âèä: π∗ = π ri ri−s ri ri−j+s.Ñëó÷àé 7. Åñëè t íàõîäèòñÿ â áëîêå, ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì êîòîðîãîÿâëÿåòñÿ πi = t+ k · o, k > 0, à πj = t+ (k+1) · o íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîìáëîêå, òî, â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ πj - â íà÷àëå áëîêà (a) èëèâ êîíöå áëîêà (b), íîâàÿ ïåðåñòàíîâêà π∗ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) : [t, . . . , πi−1, t+ k · o, πi+1, . . . , t+ (k + 1) · o, πj+1, . . . , πn]
ri→

[t+ k · o, πi−1, . . . , t, πi+1, . . . , t+ (k + 1) · o, πj+1, . . . , πn]
rj−1→
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[. . . , t, . . . , t+ k · o, t+ (k + 1) · o, . . . , πn] = π∗.

(b) : [t, . . . , πi−1, t+ k · o, πi+1, . . . , πj−1, t+ (k + 1) · o, . . . , πn]
rj→

[t+ (k + 1) · o, πj−1, . . . , πi+1, t+ k · o, . . . , t, . . . , πn]
rj−i→

[. . . , t+ (k + 1) · o, t+ k · o, . . . , t, . . . , πn] = π∗.Òàêèì îáðàçîì, â Ñëó÷àå 7 (a) ïåðåñòàíîâêà π∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòà-íîâêè π ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ ñëåäóþùåãî âèäà:
π∗ = π ri rj−1. Â Ñëó÷àå 7 (b) ïåðåñòàíîâêà π∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâ-êè π ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêæå äâóõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, íî îíè èìåþòòàêîé âèä: π∗ = π rj rj−i.Åñëè ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêà π∗ èìååò n− 1 ñìåæíîñòåé, òî π := π∗ èïåðåõîäèì íàØàã 2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå π := π∗ è ïîâòîðÿåìØàã 1.Øàã 2. Ïåðåñòàíîâêà, èìåþùàÿ n − 1 ñìåæíîñòåé, ñîñòîèò èç îäíîãîáëîêà. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.Ñëó÷àé 8. Ïóñòü π = [i− 1, . . . , 1, n, , . . . , i], ãäå πi = n, òî ðåçóëüòè-ðóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà In ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[i− 1, . . . , 1, n, . . . , i]

rn→ [i, . . . , n, 1, . . . , i− 1]
rn−i+1→ [n, . . . , i, 1, . . . , i− 1]

rn→
[i− 1, . . . , 1, i, . . . , n, ]

ri−1→ [1, . . . , i− 1, i, . . . , n, ] = In,ò.å. åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâêè π ñ èñïîëüçîâà-íèåì ÷åòûðåõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ òàê, ÷òî In = π rn rn−i+1 rn ri−1.Ñëó÷àé 9. Ïóñòü π = [i, . . . , n, 1, . . . , i − 1], ãäå πi = 1, òî ðåçóëüòè-ðóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà In ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[i, . . . , n, 1, . . . , i−1]

ri−1→ [n, . . . , i, 1, . . . , i−1]
rn→ [i−1, . . . , 1, i, . . . , n]

rn−i+1→
[1, . . . , i− 1, i, . . . , n] = In,ò.å. åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâêè π ñ èñïîëüçîâà-íèåì òðåõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ òàê, ÷òî In = π ri−1 rn rn−i+1.Êîíåö ðàáîòû Àëãîðèòìà 2 (�åéòñ, Ïàïàäèìèòðîó)Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà áûëà ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêàíà äèàìåòð Pan
ake ãðà�à, êîòîðàÿ àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ñëåäóþùåéòåîðåìû.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 66Òåîðåìà 3.3.1 [24℄ Àëãîðèòì 2 ïåðåâîäèò ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó â åäè-íè÷íóþ íå áîëåå, ÷åì çà (5n+ 5)/3 ïðåîáðàçîâàíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ ïåðåñòà-íîâêà èìååò ìåíüøå, ÷åì n − 1 ñìåæíîñòåé, òî îäèí èç Ñëó÷àåâ 1�7âñåãäà èìååò ìåñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü, ïîêà íåïîëó÷èòñÿ ïåðåñòàíîâêà ñ n − 1 ñìåæíîñòÿìè. Äëÿ òàêîé ïåðåñòàíîâêèàëãîðèòì ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü â Ñëó÷àÿõ 8�9, ïðåîáðàçóþùèõ ïåðåñòà-íîâêó ñ n− 1 ñìåæíîñòÿìè è îäíèì áëîêîì â åäèíè÷íóþ ïåðåñòàíîâêó,èìåþùóþ n ñìåæíîñòåé è îäèí áëîê. Ïîñëå ýòîãî àëãîðèòì ïðåêðàùà-åò ñâîþ ðàáîòó. Ïðè ýòîì, â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà, ïî êðàéíåéìåðå, îäíà íîâàÿ ñìåæíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ â ïåðåñòàíîâêå è íè îäíà èç ñó-ùåñòâóþùèõ ñìåæíîñòåé íå èñ÷åçàåò. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýòîãîòðåáóåòñÿ íå áîëåå, ÷åì (5n+ 5)/3 ïðåîáðàçîâàíèé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi, ãäå i = 1, . . . , 9, íîìåð Ñëó÷àÿ â Àëãîðèòìå 2è ðàññìîòðèì âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â ïåðâûõ ñåìèñëó÷àÿõ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî x3 = x6. Òîãäà îáùåå ÷èñëî z ïðåîáðàçîâàíèé,êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â Ñëó÷àÿõ 1�7, çàïèøåì â âèäå:
z = x1 + x2 + 4x3 + x4 + x5 + 2x7,ãäå xi óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðå-îáðàçîâàíèÿ ïåðåñòàíîâêè â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì, Ñëó÷àé3 äàåò íàì ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïîäñëó÷àÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïåðå-ñòàíîâêå ïåðåä ïðèìåíåíèåì ê íåé ïîñëåäíåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîì. Âåðõíÿÿ ÷àñòü ñòåêà ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïîñëåäíåãî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëà è ýëåìåíò, ñîñåäíèé ñ ýëåìåíòîì t− o, ìîãóò:1) áûòü íåñìåæíûìè;2) �îðìèðîâàòü íîâûé áëîê;3) îáúåäèíÿòü áëîê ñ îäèíî÷íûì ýëåìåíòîì;4) îáúåäèíÿòü äâà áëîêà.Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì ðàçëè÷àòü ÷åòûðå ïîäñëó÷àÿ èïèñàòü x3 = x31 + x32 + x33 + x34.Ïóñòü a îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñìåæíîñòåé â èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêå π, òî-ãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ Òàáëèöåé 3.1, îáùåå ÷èñëî n−1 ñìåæíîñòåé â êîíöå



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 67Òàáëèöà 3.1: ×èñëî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, âîçíèêàþùèõ â Àëãîðèòìå 2, àòàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñìåæíîñòåé è ÷èñëà áëîêîâ.Ñëó÷àé 1 2 31 32 33 34 4 5 7÷èñëî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ 1 1 4 4 4 4 1 1 2óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñìåæíîñòåé 1 1 2 3 3 3 1 1 1èçìåíåíèå ÷èñëà áëîêîâ 1 0 -1 0 -1 -2 0 -1 -1ðàáîòûØàãà 1 Àëãîðèòìà 2 (ñ èñïîëüçîâàíèåì Ñëó÷àåâ 1�7) áóäåò èìåòüâèä:
n− 1 = a+ x1 + x2 + 2x31 + 3x32 + 3x33 + 3x34 + x4 + x5 + x7. (3.3)Ïóñòü b îáîçíà÷àåò ÷èñëî áëîêîâ â èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêå π, òîãäà âñîîòâåòñòâèè ñ Òàáëèöåé 3.1 è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ïåðå-ñòàíîâêà áóäåò èìåòü òîëüêî îäèí áëîê, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî:

b+ x1 − x31 − x33 − 2x34 − x5 − x7 = 1. (3.4)Çàìåòèì, ÷òî b ≤ a, ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.3) èìååì:
x1 + x2 + 2x31 + 3x32 + 3x33 + 3x34 + x4 + x5 + x7 + b ≤ n− 1. (3.5)Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè Àëãîðèòìà 2, â ñàìîì õóäøåì ñëó-÷àå, ïîòðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü îáùåå ÷èñëî ïðåîáðàçîâàíèé

z = x1 + x2 + 4x3 + x4 + x5 + 2x7,ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ (3.4) è (3.5).Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìóì áóäåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ:
x1 = (n+ 1)/3,
x2 = 0,
x3 = x31 = (n− 2)/3,
x4 = x5 = x7 = b = 0,è ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ìû ïîëó÷èì z = (5n− 7)/3.Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíîì ïðî-ãðàììèðîâàíèè, íàì äîñòàòî÷íî ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó:

ω = ξ2 + (n− 1)ξ3,



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 68ãäå âåëè÷èíû ξ2 è ξ3 ñîîòâåòñòâóþò èçìåíåíèþ ÷èñëà áëîêîâ è ÷èñëàñìåæíîñòåé â ïåðåñòàíîâêå, ïðè óñëîâèè ñîáëþäåíèÿ ñëåäóþùèõ íåðà-âåíñòâ (ñì. Òàáëèöó 3.1):
ξ2 + ξ3 ≥ 1,

ξ3 ≥ 1,

−ξ2 + 2ξ3 ≥ 4,

3ξ3 ≥ 4,

−ξ2 + 3ξ3 ≥ 4,

−2ξ2 + 3ξ3 ≥ 4,

ξ3 ≥ 1,

−ξ2 + ξ3 ≥ 1,

−ξ2 + ξ3 ≥ 2,

ξ2 + ξ3 ≥ 0.Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü íàøå óòâåðæäåíèå, íóæíî íàéòè ïàðó
(ξ2, ξ3), óäîâëåòâîðÿþùóþ âûøåïåðå÷èñëåííûì íåðàâåíñòâàì, à òàêæåðàâåíñòâó ω = ξ2 + (n − 1)ξ3 = (5n − 7)/3. Òàêîé ïàðîé îêàçûâàþòñÿçíà÷åíèÿ ξ2 = −2/3, ξ3 = 5/3.Òàêèì îáðàçîì, Àëãîðèòì 2 äàåò ïåðåñòàíîâêó ñ n − 1 ñìåæíîñòÿìèíå áîëåå, ÷åì çà (5n − 7)/3 ïðåîáðàçîâàíèé. Åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêàïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâêè, èìåþùåé n − 1 ñìåæíîñòåé, íå áîëåå, ÷åìçà 4 ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ñëåäóåò èç Ñëó÷àåâ 8�9 Àëãîðèòìà 2. Òàêèìîáðàçîì, Àëãîðèòì 2 ïåðåâîäèò ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó â åäèíè÷íóþ íåáîëåå, ÷åì çà (5n+ 5)/3 ïðåîáðàçîâàíèé. �Ñëåäñòâèå 3.3.1 Äèàìåòð Pan
ake ãðà�à Pn, n ≥ 3, îãðàíè÷åí ñâåðõóñëåäóþùåé âåëè÷èíîé:

diam(Pn) ≤ (5n+ 5)/3.3.3.2 Íèæíÿÿ îöåíêà �åéòñà è Ïàïàäèìèòðîó íà äèàìåòðPan
ake ãðà�àÏóñòü τ = [17536428], à τk = [1k7k5k3k6k4k2k8k], ãäå mk = m+8(k− 1), à
k åñòü íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. �àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó

χ = τ1 τ
r
2 τ3 τ

r
4 · · · τm−1 τ

r
m, (3.6)



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 69ãäå m ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì, n = |χ| = 8m, τ = τ1, à τ rk = τi r8 =

8k2k4k6k3k5k7k1k äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî k ≤ m.Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(χ) ÷èñëî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ ïåðå-ñòàíîâêó χ â åäèíè÷íóþ ïåðåñòàíîâêó. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3.3.2 [24℄ 17n/16 ≤ f(χ) ≤ 19n/16.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó, ðàññìîò-ðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé:
χ → τ2 τ

r
1 τ3 · · · → τ r2 τ

r
1 τ3 · · · → τ1 τ2 τ3 · · · è ò.ä.,ïðè êîòîðûõ ÷àñòü τk ïåðåñòàíîâêè χ, èìåþùàÿ ÷åòíûé íèæíèé èíäåêñ,ñíà÷àëà ïåðåâîäèòñÿ â íà÷àëî ïåðåñòàíîâêè, à ïîòîì âîçâðàùàåòñÿ íàñâîå ìåñòî, íî óæå áåç âåðõíåãî èíäåêñà r. Íà òàêîå ïðåîáðàçîâàíèåòðåáóåòñÿ òðè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëà. Òàêèì îáðàçîì, çà 3n/16 ïðèìåíåíèÿïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ ìû ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó χ′ = τ1 τ2 τ3 τ4 · · · τm−1 τm.Òåïåðü äëÿ êàæäîé êîïèè τ â χ′ áóäåì ïîâòîðÿòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü èç âîñüìè ïðåîáðàçîâàíèé ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè (äëÿ ïðî-ñòîòû èçëîæåíèÿ íèæíèé èíäåêñ k îïóñêàåòñÿ):

χ′ = x17536428y → 571xr36428y → 63x175428y → 1xr3675428y →

→ 45763x128y → 67543x128y → 76543x128y → 21xr345678y →
→ x12345678y.Ïîñêîëüêó n = 8m, òî äëÿ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ nïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, à â öåëîì, ïîíàäîáèòñÿ 19n/16 ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ,÷òîáû ïåðåâåñòè èñõîäíóþ ïåðåñòàíîâêó χ â åäèíè÷íóþ ïåðåñòàíîâêó.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âåðõíþþ îöåíêó f(χ) ≤ 19n/16.Òåïåðü äîêàæåì íèæíþþ îöåíêó. Ïóñòü

χ ≡ χ0 → χ1 → χ2 → . . . → χf(χ) ≡ In (3.7)ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïåðå-ñòàíîâêè χ. Êàæäóþ èç ïåðåñòàíîâîê χi äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , f(χ),áóäåì íàçûâàòü õîäîì. Áóäåì íàçûâàòü õîä k�ñòàáèëüíûì, åñëè â íåìñîäåðæèòñÿ �ðàãìåíò 1k7kσ2k8k (èëè îáðàòíûé ê íåìó), ãäå σ ÿâëÿåòñÿ



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 70ïåðåñòàíîâêîé íà ýëåìåíòàõ {3k, 4k, 5k, 6k}. Áóäåì íàçûâàòü χi ñîáûòèåì,åñëè χi−1 ÿâëÿåòñÿ k�ñòàáèëüíûì äëÿ íåêîòîðîãî k, à χi, χi+1, . . . χf(χ)òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ.Ôàêò 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.7) èìååòñÿ ðîâíî m ñîáûòèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî χ0 ÿâëÿåòñÿ k�ñòàáèëüíûì äëÿ âñåõ
k = 1, . . . , m, à χf(χ) íå ÿâëÿåòñÿ k�ñòàáèëüíûì íè äëÿ êàêîãî k. Áîëååòîãî, íè êàêàÿ èç ïåðåñòàíîâîê íå ìîæåò çà îäíî ïðåîáðàçîâàíèå ïðå-êðàòèòü áûòü êàê k1�ñòàáèëüíîé, òàê è k2�ñòàáèëüíîé äëÿ íåêîòîðûõ
k1 6= k2. �Áóäåì íàçûâàòü χi ïîòåðåé, åñëè â χi ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ñìåæ-íîñòåé, ÷åì â χi−1. (Çäåñü ïîä ñìåæíîñòüþ â σ ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ïàðà
(i, i+ 1), ÷òî ëèáî i < n è |σi − σi+1| = 1, ëèáî i = n è σi = n). Ïóñòü wåñòü îáùåå ÷èñëî ïîòåðü ñðåäè {χi : i = 1, . . . , f(χ)}.Ôàêò 2. n+ w ≤ f(χ).Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü ýòîò �àêò äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,÷òî ó ïåðåñòàíîâêè χ íåò ñìåæíîñòåé, à åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà In èìååò
n ñìåæíîñòåé, è ëþáîé õîä, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåðåé, ñîçäàåò òî÷íîîäíó ñìåæíîñòü. �Èç Ôàêòà 1 ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîñêîëüêó â îïòèìàëüíîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè (3.7) èìååòñÿ ðîâíî m ñîáûòèé, òî îíà ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

χi1
∗→ χi2

∗→ χi3
∗→ . . .

∗→ χim, (3.8)ãäå ïîä îïåðàöèåé ∗→ ïîíèìàåòñÿ òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå →, ò.å. âñåïðîìåæóòî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóñêàþòñÿ, à ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ïðå-îáðàçîâàíèÿ îò ñîáûòèÿ ê ñîáûòèþ.Ôàêò 3.Äëÿ âñåõ j, 1 ≤ j ≤ m−1, íàéäåòñÿ ïîòåðÿ χl, ãäå ij ≤ l ≤ ij+1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Äðóãèìè ñëîâàìè,ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òàêîå ñîáûòèå ij (êðîìå ïîñëåäíåãî), ÷òî âñåõîäû χl, ãäå ij ≤ l ≤ ij+1, ñîçäàþò íîâóþ ñìåæíîñòü, íå ðàçðóøàÿ ïðè



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 71ýòî óæå ñóùåñòâóþùèå ñìåæíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k åñòü íåêîòî-ðûé èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî χij−1 ÿâëÿåòñÿ k�ñòàáèëüíîé ïåðåñòàíîâêîéâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3.8. Òîãäà, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì
χij−1 = [x 1k7kσ2k8k y], ãäå x è y íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ÷èñåë, à σ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íà ýëåìåíòàõ {3k, 4k, 5k, 6k}. Ìû ìî-æåì ðàññìàòðèâàòü òàêóþ ïåðåñòàíîâêó, ïîñêîëüêó íàøà áàçîâàÿ ïåðå-ñòàíîâêà τ = [17536428] ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ò.å. i + j = 9 òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà τi + τj = 9. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ìû îïóñêà-åì äàëåå èíäåêñ k è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî σ = [5364] (â äðóãèõ ñëó÷àÿõäîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ k�ñòàáèëüíàÿ ïå-ðåñòàíîâêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3.8 èìååò âèä:

χij−1 = [x 17536428y].Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1.Ïóñòü x ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïîñêîëü-êó χij íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîòåðåé, íè k�ñòàáèëüíîé, ìû äîëæíû ïîëó÷èòüïåðåñòàíîâêó ñ íîâîé ñìåæíîñòüþ:
χij = [46357128y].Òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì, ìû íå äîëæíû ïîëó-÷èòü ïîòåðþ äî ñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ. Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêóïåðâûé õîä ïîñëå χij , â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïðå�èêñ�ðåâåðñàë íà áîëåå÷åì ÷åòûðåõ ýëåìåíòàõ, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîòåðåé.Ñëó÷àé 2. Ïóñòü x íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. �àñ-ñìîòðèì χij−1 = [x17546428y]. Ïîñêîëüêó χij íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîòåðåé,íè k�ñòàáèëüíîé, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà x = 9z è

χij = [2463571zr98y]. È âíîâü, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì,ìû íå äîëæíû ïîëó÷èòü ïîòåðþ äî ñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïåðåñòàíîâêå âîçìîæíûòîëüêî íà öåëûõ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Ñëåäîâàòåëüíî,
χij = [2463571zr98y]

∗→ [7654321zr98y].Îäíàêî, ñëåäóþùèé õîä áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîòåðåé. �



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 72Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî íàøåé Òåîðåìû ñëåäóåò èç Ôàêòîâ 1, 2 è 3:
f(χ) ≥ n+ w ≥ n+

m

2
= 17n/16.

�Ñëåäñòâèå 3.3.2 Äèàìåòð Pan
ake ãðà�à Pn, n ≥ 3, äëÿ n êðàòíûõ
16, îãðàíè÷åí ñíèçó ñëåäóþùåé âåëè÷èíîé:

17n/16 ≤ diam(Pn).3.3.3 Óëó÷øåííûå îöåíêè Õåéäàðè è Ñàäáîðîó íà äèàìåòðPan
ake ãðà�àÂ ñâîåé ðàáîòå [24℄ �åéòñ è Ïàïàäèìèòðîó îòìå÷àëè, ÷òî íèæíóþ îöåíêóìîæíî ëåãêî óëó÷øèòü, â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìîòðåòü íåêîòîðóþ áàçî-âóþ ïåðåñòàíîâêó äëèíû 7. Êðîìå ýòîãî, îíè âûäâèíóëè ãèïîòåçó, ÷òîäëÿ èõ �òðóäíîé� ïåðåñòàíîâêè χ (ñì. (3.6)) òðåáóåòñÿ â òî÷íîñòè 19n/16ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. f(χ) = 19n/16.Õåéäàðè è Ñàäáîðîó â ñâîåé ðàáîòå [28℄ óëó÷øèëè íèæíþþ îöåíêó èïîêàçàëè, ÷òî ãèïîòåçà �åéòñà è Ïàïàäèìèòðîó î òîì, ÷òî f(χ) = 19n/16ãäå χ îïðåäåëÿåòñÿ (3.6) íåâåðíà, à èìåííî, èì óäàëîñü íàéòè èíóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, êîòîðàÿ äàåò äëÿ ïåðåñòàíîâêè χñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó:
f(χ) ≤ 9n/8 + 2.Óëó÷øåííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ áàçîâîéïåðåñòàíîâêè ζ = [1753642], äëÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ζk =

[1k7k5k3k6k4k2k], ãäåmk = m+7(k−1), à k åñòü íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî. �àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó
ϕn = ζ1 ζ2 · · · ζm, (3.9)ãäå m ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì, n = |χ| = 7m, ζ = ζ1.Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(ϕn) ÷èñëî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ ïå-ðåñòàíîâêó ϕn â åäèíè÷íóþ ïåðåñòàíîâêó. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåî-ðåìà.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 73Òåîðåìà 3.3.3 [28℄ 15n/14 ≤ f(χ) äëÿ âñåõ n ≡ 0 (mod 14).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû áàçèðóåòñÿ íà äî-êàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.3.2. Ïóñòü
ϕ ≡ ϕ0 → ϕ1 → . . . → ϕf(ϕn) ≡ In (3.10)ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïåðå-ñòàíîâêè ϕn. Êàæäóþ èç ïåðåñòàíîâîê ϕi äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , f(ϕn),áóäåì íàçûâàòü õîäîì. Õîä íàçûâàåòñÿ k�ñòàáèëüíûì, åñëè â íåì ñîäåð-æèòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî
òü [1k7kσ2k8k] = [1k7kσ2k1k+1] (èëè îáðàòíàÿê íåé), ãäå σ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íà ýëåìåíòàõ {3k, 4k, 5k, 6k}. (Ïî-ëàãàÿ, ÷òî 8k = 1k+1 íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå íàâåðõó ñòå-êà). Áóäåì íàçûâàòü ϕi ñîáûòèåì, åñëè ϕi−1 ÿâëÿåòñÿ k�ñòàáèëüíûì äëÿíåêîòîðîãî k, à ϕi, ϕi+1, . . . ϕf(ϕn) òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ.Ôàêò 1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.10) èìååòñÿ ðîâíî m ñîáûòèé.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ϕ0 ÿâëÿåòñÿ k�ñòà-áèëüíûì äëÿ âñåõ k = 1, . . . , m, à ϕf(ϕn) íå ÿâëÿåòñÿ k�ñòàáèëüíûì íèäëÿ êàêîãî k. È êðîìå òîãî, íè êàêàÿ èç ïåðåñòàíîâîê íå ìîæåò çà îäíîïðåîáðàçîâàíèå ïðåêðàòèòü áûòü îäíîâðåìåííî êàê k1�ñòàáèëüíîé, òàêè k2�ñòàáèëüíîé äëÿ íåêîòîðûõ k1 6= k2.Áóäåì íàçûâàòü ϕi ïîòåðåé, åñëè â ϕi ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ñìåæíî-ñòåé, ÷åì â ϕi−1. (Çäåñü ïîä ñìåæíîñòüþ â τ = t1t2 · · · tn ïîíèìàåòñÿòàêàÿ ïàðà (i, i+1), ÷òî ëèáî i < n è |ti − ti+1| = 1, ëèáî i = n è tn = n).Ïóñòü w åñòü îáùåå ÷èñëî ïîòåðü ñðåäè {ϕi : i = 1, . . . , f(ϕn)}.Ôàêò 2. n+ w ≤ f(χ).×òîáû äîêàçàòü ýòîò �àêò, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ó ïåðåñòàíîâêè

ϕn íåò ñìåæíîñòåé, à åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà In èìååò n ñìåæíîñòåé, èëþáîé õîä, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåðåé, ñîçäàåò òî÷íî îäíó ñìåæíîñòü.Èç Ôàêòà 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî â îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.10)èìååòñÿ m ñîáûòèé è îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:
ϕi1

∗→ ϕi2
∗→ ϕi3

∗→ . . .
∗→ ϕim, (3.11)



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 74ãäå îïåðàöèÿ ∗→ ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì → (ò.å. âñå ïðîìå-æóòî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóñêàþòñÿ, à ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ïðåîáðà-çîâàíèÿ îò ñîáûòèÿ ê ñîáûòèþ).Ôàêò 3.Äëÿ âñåõ j, 1 ≤ j ≤ m−1, íàéäåòñÿ ïîòåðÿ ϕl, ãäå ij ≤ l ≤ ij+1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Äðóãèìè ñëîâàìè,ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òàêîå ñîáûòèå ij (êðîìå ïîñëåäíåãî), ÷òî âñåõîäû ϕl, ãäå ij ≤ l ≤ ij+1, ñîçäàþò íîâóþ ñìåæíîñòü, íå ðàçðóøàÿ ïðèýòî óæå ñóùåñòâóþùèå ñìåæíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k åñòü íåêîòîðûéèíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî ϕij−1 ÿâëÿåòñÿ k�ñòàáèëüíîé ïåðåñòàíîâêîé â ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè (3.11). Òîãäà, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì
ϕij−1 = [x 1k7kσ2k8k y] = [x 1k7kσ2k1k+1 y],ãäå x è y íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë, à σ ÿâëÿåòñÿ ïåðå-ñòàíîâêîé íà ýëåìåíòàõ {3k, 4k, 5k, 6k}. Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òàêóþïåðåñòàíîâêó, ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêà ζ = [17536428] ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-ðè÷íîé, ò.å. i+j = 9 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ζi+ζj = 9. Äëÿ ïðîñòîòûèçëîæåíèÿ, ìû îïóñêàåì äàëåå èíäåêñ k è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî σ = [5364](â äðóãèõ ñëó÷àÿõ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíÿÿ

k�ñòàáèëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.11) èìååò âèä:
ϕij−1 = [x 17536428y].Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1.Ïóñòü x ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïîñêîëü-êó χij íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîòåðåé, íè k�ñòàáèëüíîé, ìû äîëæíû ïîëó÷èòüïåðåñòàíîâêó ñ íîâîé ñìåæíîñòüþ:
ϕij = [46357128y].Òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì, ìû íå äîëæíû ïîëó-÷èòü ïîòåðþ äî ñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ. Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêóïåðâûé æå õîä ïîñëå χij , â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïðå�èêñ�ðåâåðñàë íàáîëåå ÷åì ÷åòûðåõ ýëåìåíòàõ, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîòåðåé. Çàìåòèì, ÷òî ýëå-ìåíò 8k = 1k+1 îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè ïðèìåíåíèè ëþáîãî ïðå�èêñ�



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 75ðåâåðñàëà íà ïåðâûõ ÷åòûðåõ ýëåìåíòàõ, à çíà÷èò, âñå òàêèå ïðåîáðà-çîâàíèÿ íèêàê íå âëèÿþò íà òî, ñîäåðæèò (èëè íå ñîäåðæèò) ïåðåñòà-íîâêà ϕij−1 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü [1k+17k+1σ2k+18k+1] (èëè îáðàòíóþê íåé) äëÿ ëþáîé σ. Êðîìå ýòîãî, ïîñêîëüêó 1k = 8k−1 ÿâëÿåòñÿ ïåð-âûì ýëåìåíòîì â ϕij−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñîñåäíèìñ ýëåìåíòîì 2k−1, òî ñîáûòèå ϕij−1 íå ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
[8k−12k−1σ7k−11k−1] (èëè îáðàòíóþ ê íåé) äëÿ ëþáîé σ. Òàê êàê ëþáîéïðå�èêñ�ðåâåðñàë íà ïåðâûõ ÷åòûðåõ ýëåìåíòàõ íå áóäåò ñîçäàâàòü òà-êóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü è íå áóäåò åå ëîìàòü, ñëåäîâàòåëüíî, íå íàé-äåòñÿ òàêîãî ñîáûòèÿ, ñîçäàííîãî óêàçàííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè, êî-òîðîå áûëî áû (k − 1)�ñòàáèëüíûì èëè (k + 1)�ñòàáèëüíûì.Ñëó÷àé 2. Ïóñòü x ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. �àñ-ñìîòðèì ϕij−1 = [x17546428y]. Ïîñêîëüêó ϕij íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîòåðåé,íè k�ñòàáèëüíîé, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà x = 9z è
ϕij = [2463571zr98y]. È âíîâü, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì,ìû íå äîëæíû ïîëó÷èòü ïîòåðþ äî ñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïåðåñòàíîâêå âîçìîæíûòîëüêî íà öåëûõ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕij = [2463571zr98y]
∗→ [7654321zr98y].Îäíàêî, ñëåäóþùèé õîä áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîòåðåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕijñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü [1k+17k+1σ2k+18k+1] äëÿ íåêîòîðîé σ.Íàïîìíèì, ÷òî 8k−1 = 1k, ïîýòîìó ëþáîé õîä, â êîòîðîì ïðèìåíÿåòñÿïðå�èêñ�ðåâåðñàë íà ýëåìåíòàõ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, âêëþ÷àÿ ñîáûòèå ϕij =

[2463571zr98y], íå ìåíÿþò ñòàòóñ (k−1)�ñòàáèëüíîñòè. Àíàëîãè÷íî, äëÿ
(k+1)�ñòàáèëüíîñòè, ïîñêîëüêó ýëåìåíò 8k = 1k+1 îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
� Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.3.3 ñëåäóåò èç Ôàêòîâ 1, 2 è 3:

f(ϕn) ≥ n+ w ≥ n+
m

2
= 15n/14.

�Òåîðåìà 3.3.3 àâòîìàòè÷åñêè äàåò íàì óëó÷øåííóþ íèæíþþ îöåíêóíà äèàìåòð Pan
ake ãðà�à.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 76Ñëåäñòâèå 3.3.3 Äèàìåòð Pan
ake ãðà�à Pn, n ≥ 3, äëÿ n êðàòíûõ
14, îãðàíè÷åí ñíèçó ñëåäóþùåé âåëè÷èíîé:

15n/14 ≤ diam(Pn).3.3.4 Òî÷íûå çíà÷åíèÿ äèàìåòðà Pan
ake ãðà�àÂ ñâîåé ðàáîòå 1997 ã. Õåéäàðè è Ñàäáîðîó [28℄ ïðèâåëè òàêæå òî÷íûåçíà÷åíèÿ äèàìåòðà Pan
ake ãðà�à Pn, n ≥ 3, âû÷èñëåííûå äëÿ n ≤ 13.Äèàìåòð ãðà�à äëÿ n = 14, 15 ñòàë èçâåñòåí â 2005 ã., áëàãîäàðÿ âû÷èñ-ëåíèÿì É. Êîóíîèêå, Ê. Êàíåêî è É.Øèíàíî [39℄. Â ñâîåì àëãîðèòìå îíèèñïîëüçîâàëè ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Õåéäàðè è Ñàäáîðîó â [28℄. Ïàðàë-ëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëèëè ýòèì æå àâòîðàì [3℄ â 2006 ã. ïîëó÷èòüòî÷íûå çíà÷åíèÿ äèàìåòðà ãðà�à äëÿ n = 16, 17.Òàáëèöà òî÷íûõ çíà÷åíèé äèàìåòðà diam(Pn) Pan
ake ãðà�à Pn äëÿ
2 ≤ n ≤ 17 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
diam(Pn) 1 3 4 5 7 8 9 10 11 13 14 15 16 17 18 19

3.4 Burnt Pan
ake problemÑëåäóþùåå îáîáùåíèå äëÿ Pan
ake problem áûëî ñäåëàíî �åéòñîì è Ïà-ïàäèìèòðîó [24℄. Îíè ïðåäëîæèëè ðàññìîòðåòü Burnt Pan
ake problem âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñÿêèé áëèí÷èê èìååò îäíó �ïîäãîðåâøóþ� (burnt)ñòîðîíó è, áîëåå òîãî, ÷òî â ñòîïêå îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèíáëèí÷èê, ëåæàùèé ïîäãîðåâøåé ñòîðîíîé êâåðõó.Òîãäà Burnt Pan
ake problem �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:êàêîâî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî �ëèïîâ, ïîçâîëÿþùèõ óïîðÿ-äî÷èòü ñòîïêó ïîäãîðåâøèõ ñ îäíîé ñòîðîíû áëèí÷èêîâ ðàç-íîãî ðàçìåðà â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ðàçìåðîì îò ìèíèìàëüíîãîíàâåðõó äî ìàêñèìàëüíîãî âíèçó òàê, ÷òîáû âñå áëèí÷èêè áû-ëè ïåðåâåðíóòû êâåðõó ñâîåé íåïîäãîðåâøåé ñòîðîíîé?



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 77Çäåñü ïîä �ëèïîì, êàê è ðàíåå â Pan
ake problem, ïîíèìàåòñÿ îïåðà-öèÿ ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ñòîïêè áëèí÷èêîâ îò âåðõíåãî äî íåêîòîðîãî �èê-ñèðîâàííîãî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðåíóìåðîâàòü âñå áëèí÷èêè â ñòîïêåîò 1 äî n â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ðàçìåðîì, à òàêæå äîáàâèòü ê ýòèì ÷èñ-ëàì çíàêè �+� è �-�, îòìå÷àÿ òåì ñàìûì íåïîäãîðåâøóþ è ïîäãîðåâøóþñòîðîíû, ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ïîìå÷åííóþ ïåðåñòà-íîâêó, íà êîòîðîé çíàêîïåðåìåííûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë âûïîëíÿåò òó æåîïåðàöèþ, ÷òî è �ëèï íà ñòîïêå áëèí÷èêîâ. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ êîïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîèçâîëüíîé ïîìå÷åí-íîé ïåðåñòàíîâêîé πσ è åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêîé In = [1 2 . . . n] â Burntpan
ake ãðà�å BPn, òî åñòü ê îïðåäåëåíèþ äèàìåòðà äàííîãî ãðà�à.�ðà� BPn áûë ââåäåí ðàíåå â ðàçäåëå 1.3.7. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿáóäåì èíîãäà îïóñêàòü �+� â ïðåäñòàâëåíèè ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêè.Ýòà çàäà÷à èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ìîëåêóëÿðíîé áèî-ëîãèè, ïîñêîëüêó ïîìå÷åííûå ïåðåñòàíîâêè, êàê è îáû÷íûå ïåðåñòàíîâ-êè, òàêæå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãåíîìîâ, à çíàêîïåðåìåííûåïðå�èêñ�ðåâåðñàëû ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì ìóòàöèÿì, êîòîðûå ìîãóòïðîèñõîäèòü â ãåíîìå. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî [27℄, ÷òî íàáîð ãåíîâ â êàïó-ñòå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêè [1,−5, 4,−3, 2],â òî âðåìÿ, êàê â ðåïå ýòè æå ñàìûå ãåíû óïîðÿäî÷åíû êàê â åäèíè÷íîéïåðåñòàíîâêå [1, 2, 3, 4, 5].Êàê è â ñëó÷àå Pan
ake ãðà�à, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà BurntPan
ake ãðà�à íå ðåøåíà, èçâåñòíû ëèøü âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè, àòàêæå òî÷íûå çíà÷åíèÿ äèàìåòðà âïëîòü äî n = 18.Ïðîñòóþ âåðõíþþ îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé àë-ãîðèòì ñîðòèðîâêè ïåðåñòàíîâêè πσ çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè.Íàïîìíèì, ÷òî Burnt Pan
ake ãðà� ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ òèïàìè çíàêîïå-ðåìåííûõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, à èìåííî, çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè rσ1i, ìåíÿþùèìè ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè πσ â èí-òåðâàëå [1, . . . , i] è çíàê ó êàæäîãî ýëåìåíòà èç ýòîãî èíòåðâàëà, à òàêæåçíàêîïåðåìåííûì ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîì rσ11, ìåíÿþùèì çíàê ïåðâîãî ýëå-ìåíòà πσ
1 . Áóäåì íàçûâàòü rσ1i çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìèïåðâîãî òèïà, à rσ11 - çíàêîïåðåìåííûì ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîì âòîðîãî òè-ïà.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 78Àëãîðèòì 3(ïðîñòàÿ ñîðòèðîâêà çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè)Øàã 0. Âõîäíûå äàííûå: ïîìå÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêà πσ.Øàã 1. Ïðèìåíèòü ê πσ çíàêîïåðåìåííûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë ïåðâîãîòèïà, ïåðåìåùàþùèé íàèáîëüøèé ýëåìåíò íà ïåðâîå ìåñòî.Øàã 2. Ïðèìåíèòü ê ïåðâîìó ýëåìåíòó ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêè çíà-êîïåðåìåííûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë âòîðîãî òèïà, åñëè òðåáóåòñÿ ïîìåíÿòüçíàê ïåðâîãî ýëåìåíòà.Øàã 3. Ïðèìåíèòü ê ïåðåñòàíîâêå, ïîëó÷åííîé íà Øàãå 2, çíàêîïåðå-ìåííûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë ïåðâîãî òèïà, ïåðåâîðà÷èâàþùèé âñþ ïåðå-ñòàíîâêó.Øàã 4. Ïðèìåíèòü ê íåîòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè ïåðåñòàíîâêè çíàêîïå-ðåìåííûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë ïåðâîãî òèïà, ïåðåìåùàþùèé íàèáîëüøèéýëåìåíò íà ïåðâîå ìåñòî.Øàã 5. Ïðèìåíèòü ê ïåðâîìó ýëåìåíòó ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêè çíà-êîïåðåìåííûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë âòîðîãî òèïà, åñëè òðåáóåòñÿ ïîìåíÿòüçíàê ïåðâîãî ýëåìåíòà.Øàã 6. Ïðèìåíèòü ê ïåðåñòàíîâêå, ïîëó÷åííîé íà Øàãå 5, çíàêîïåðå-ìåííûé ïðå�èêñ�ðåâåðñàë ïåðâîãî òèïà, ïåðåâîðà÷èâàþùèé íåîòñîðòè-ðîâàííóþ ÷àñòü ïåðåñòàíîâêè.Ïîâòîðÿòü øàãè 4�6 äëÿ íåîòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè ïåðåñòàíîâêè äî òåõïîð, ïîêà âñå ýëåìåíòû èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêè íå áóäóò îòñîðòèðîâàíû.Î÷åâèäíî, ÷òîÀëãîðèòì 3 äàåò ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó íà äèà-ìåòð Burnt Pan
ake ãðà�à:
diam(BPn) ≤ 3n.�åéòñ è Ïàïàäèìèòðîó [24℄ äàëè ñëåäóþùèå îöåíêè íà äèàìåòð BurntPan
ake ãðà�à:

3n/2− 1 ≤ diam(BPn) ≤ 2n+ 3.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 793.4.1 Óëó÷øåííûå îöåíêè íà äèàìåòð Burnt Pan
ake ãðà�àÏåðâàÿ óëó÷øåííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà äèàìåòð Burnt Pan
ake ãðà�àáûëà ïîëó÷åíà Êîýíîì è Áëþìîì [16℄ â 1995 ã. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî
diam(BPn) ≤ 2n.Ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü èìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãîðåçóëüòàòà. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòà p è p+1 â ïåðåñòàíîâêå íà-çûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè, åñëè îíè ðàñïîëàãàþòñÿ ëèáî êàê (p, p+ 1), ëèáîêàê (−(p+1),−p). (Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïåðåñòàíîâêå èìåþòñÿ �ðàãìåí-òû (p + 1, p) èëè (−p,−(p + 1)), òî ýëåìåíòû p è p + 1 ñâÿçàííûìè íåÿâëÿþòñÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè p è p+1 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè, òî èõ íåñëåäóåò ðàçúåäèíÿòü â ïðîöåññå ñîðòèðîâêè è åñëè â ïåðåñòàíîâêå èìå-åòñÿ n ñâÿçíîñòåé (ñ ó÷åòîì ñâÿçíîñòè ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòîâ),òî î÷åâèäíî, ÷òî îíà îòñîðòèðîâàíà.Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâ-êè çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè äàåò 2n îïåðàöèé â õóäøåìñëó÷àå, êîòîðûé âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, íà îòðèöàòåëüíîé åäèíè÷íîéïåðåñòàíîâêå −In = [−1,−2, . . . ,−n].Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè −In îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Àëãîðèòì 4(ñîðòèðîâêà −In çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè)Øàã 1. Ïðèìåíèòü ê ïåðåñòàíîâêå rσ1,n.Øàã 2. Ïðèìåíèòü ê ïåðåñòàíîâêå rσ1,n−1.Øàã 3. Ïîâòîðÿòü Øàãè 1 è 2 ðîâíî n ðàç.Î÷åâèäíî, ÷òî Àëãîðèòì 4 ñîðòèðóåò ïåðåñòàíîâêó −In ðîâíî çà 2nøàãîâ. Íàïðèìåð, ñîðòèðîâêà ïåðåñòàíîâêè −I4 ýòèì àëãîðèòìîì âû-ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[−1−2−3−4]
r4→ [+4+3+2+1]

r3→ [−2−3−4+1]
r4→ [−1+4+3+2]

r3→

[−3−4+1+2]
r4→ [−2−1+4+3]

r3→ [−4+1+2+3]
r4→ [−3−2−1+4]

r3→
r3→ [+1 + 2 + 3 + 4]



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 80Êðîìå ýòîãî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ïåðåñòàíîâêè,îòëè÷íîé îò −In, ñâÿçíîñòü ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ìîæíî îáåñïå÷èòü çàäâà çíàêîïåðåìåííûõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîõîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ â ïåðåñòàíîâêå èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê.Òîãäà, åñëè îäèí èç ýëåìåíòîâ èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê, à äðóãîéïîëîæèòåëüíûé, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:
[. . . p . . .− (p+ 1) . . .]→[p+ 1 . . .− p . . .]→[. . .− (p+ 1), −p . . .],

[. . .− (p+ 1) . . . p . . .]→[−p . . . p+ 1 . . .]→[. . . p, p + 1 . . .].Åñëè îáà ýëåìåíòà èìåþò îòðèöàòåëüíûå çíàêè, òî çäåñü äîñòàòî÷íî ðàñ-ñìîòðåòü òîëüêî òàêîé ñëó÷àé:
[. . .− (p+ 1) . . .− p . . .]→[p+ 1 . . .− p . . .]→[. . .− (p+ 1), −p . . .].Åñëè æå ýëåìåíò −(p+1) ðàñïîëîæåí â ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêå ïðà-âåå ýëåìåíòà−p, òî èìååì ñèòóàöèþ, âîçíèêàþùóþ â îòðèöàòåëüíîé åäè-íè÷íîé ïåðåñòàíîâêå, ñîðòèðîâêà êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ Àëãîðèòìîì4. Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó îäíà ñâÿçíîñòü âîçíèêàåò â ïðîèçâîëüíîéïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêå, îòëè÷íîé îò −In, ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå,÷åì äâóõ çíàêîïåðåìåííûõ ïðå�èêñ�ðåâåðñàëîâ, à âñåãî íóæíî ïîëó-÷èòü n ñâÿçíîñòåé, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïîìå÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêà ìî-æåò áûòü îòñîðòèðîâàíà íå áîëåå, ÷åì 2n çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3.4.1 [16℄ diam(BPn) ≤ 2n.Â ýòîé æå ðàáîòå [16℄ Êîýíó è Áëþìó óäàëîñü íàéòè áîëåå ñòðóêòóðè-ðîâàííûé àëãîðèòì îòðèöàòåëüíîé åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêè −In, êîòî-ðûé ïîçâîëèë íåìíîãî óëó÷øèòü îöåíêó Òåîðåìû 3.4.1. Êðîìå ýòîãî, âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî −In ÿâëÿåòñÿ íàèõóäøåé ïåðåñòàíîâêîé äëÿ ñîðòè-ðîâêè çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè, îíè íåìíîãî óëó÷øèëèîöåíêó �åéòñà è Ïàïàäèìèòðîó. â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëè ñëåäóþùèåîöåíêè:

3n/2 ≤ diam(BPn) ≤ 2n− 2.



Îïðåäåëåíèå äèàìåòðà ãðà�à Êýëè 81Â 1997 ã. Õåéäàðè è Ñàäáîðîó â ñâîåé ðàáîòå [28℄ òàêæå â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî −In ÿâëÿåòñÿ íàèõóäøåé ïåðåñòàíîâêîé äëÿ ñîðòèðîâêèçíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè, óëó÷øèëè âåðõíþþ îöåíêó èïîêàçàëè, ÷òî diam(BPn) ≤ 3(n+ 1)/2 äëÿ âñåõ n ≡ 3 (mod 4) è n ≥ 23.Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèå îöåíêè íà äèàìåòð Burnt Pan
ake ãðà�àèìåþò ìåñòî:
3n

2
≤ diam(BPn) ≤

3(n+ 1)

2
.3.4.2 Òî÷íûå çíà÷åíèÿ äèàìåòðà Burnt Pan
ake ãðà�àÒî÷íûå çíà÷åíèÿ äèàìåòðà Burnt Pan
ake ãðà�à BPn, âû÷èñëåííûå äëÿ

1 ≤ n ≤ 18 áûëè âïåðâûå ïðèâåäåíû Õåéäàðè è Ñàäáîðîó [28℄.Ïóñòü D ≡ diam(BPn), òîãäà òàáëèöà ýòèõ çíà÷åíèé âûãëÿäèò ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
D 1 4 6 8 10 12 14 15 17 18 19 21 22 23 24 26 28 29



�ëàâà 4Ñîðòèðîâêà ðåâåðñàëàìèÊàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå â �àçäåëàõ 3.3 è 3.4 âñÿêèé ãåíîì ïðåäñòàâèìâ âèäå ïåðåñòàíîâêè èëè ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêè, ýëåìåíòû êîòîðûõñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì ãåíàì. Â 1986 ã. Ïàëìåðîì è Õåðäîíîì [49℄, àïîçäíåå Õàííåõàëè è Ïåâçíåðîì â 1999 ã. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðå�èêñ�ðåâåðñàëû íà ïåðåñòàíîâêàõ è çíàêîïåðåìåííûå ïðå�èêñ�ðåâåðñàëû íàïîìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâêàõ ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì ìóòàöèÿì, êîòî-ðûå ìîãóò ïðîèñõîäèòü â ãåíîìå.Êðîìå ýòîãî, â 1992 è 1994 ãã. Ñàíüêîâûì è Êåñåñèîãëó áûëî ïîêàçà-íî, ÷òî îäíèì èç ñïîñîáîâ ìóòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: ïðè ïåðåõîäåîò îäíîãî âèäà ê äðóãîìó íàáîð ãåíîâ îñòàíåòñÿ îäíèì è òåì æå, íî ìå-íÿåòñÿ ïîðÿäîê çàïèñè ãåíîâ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðèïðèìåíåíèè ðåâåðñàëà ê ïåðåñòàíîâêå èëè çíàêîïåðåìåííîãî ðåâåðñàëàê ïîìå÷åííîé ïåðåñòàíîâêå [53, 36℄. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ðåâåðñàëîì rijïîíèìàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ âíóòðè èíòåð-âàëà [i, j], 1 ≤ i < j ≤ n, ïåðåñòàíîâêè π ïðè óìíîæåíèè íà íåå ñïðàâà,ò.å.
[. . . πiπi+1 . . . πj−1πj . . .] · rij = [. . . πjπj−1 . . . πi+1πi, . . .].À ïîä çíàêîïåðåìåííûì ðåâåðñàëîì rσij ïîíèìàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿ-þùàÿ ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ âíóòðè èíòåðâàëà [i, j], 1 ≤ i ≤ j ≤ n, ïåðå-ñòàíîâêè πσ âìåñòå ñ èçìåíåíèåì çíàêà ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðè óìíîæåíèèíà íåå ñïðàâà, ò.å.

[. . . , πi, πi+1, . . . , πj−1, πj, . . .] · rσij = [. . . , πj, πj−1, . . . , πi+1, πi, . . .].Àíàëèç ãåíîìîâ, ìóòàöèè êîòîðûõ íà ÿçûêå ïåðåñòàíîâîê ïðåäñòàâè-ìû â âèäå ðåâåðñàëîâ è çíàêîïåðåìåííûõ ðåâåðñàëîâ, ïðèâîäÿò ê êîìáè-82



Ñîðòèðîâêà ðåâåðñàëàìè 83íàòîðíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ â ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ ñîðòèðîâêà ðåâåðñà-ëàìè. Ïîä ýâîëþöèîííûì ðàññòîÿíèåì â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ÷èñ-ëî ìóòàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèè ðåâåðñàëà èëè çíàêîïåðåìåííî-ãî ðåâåðñàëà. Òàêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåñòàíîâêàìè íàçûâàþò îáû÷íîðåâåðñàëüíûì ðàññòîÿíèåì.Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ýòîé çàäà÷è áûë íà÷àò â 1992 ã. Ñàíüêîâûì,à çàòåì ïðîäîëæåí äðóãèìè àâòîðàìè. Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è èìååòñÿäâå àëãîðèòìè÷åñêèå ïîäçàäà÷è.I.Ïåðâàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ðåâåðñàëüíîå ðàññòîÿíèå d(τ1, τ2)ìåæäó äâóìÿ ïåðåñòàíîâêàìè τ1 è τ2. Çàìåòèì, ÷òî ðåâåðñàëüíîå ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó τ1 è τ2 ñîâïàäàåò ñ ðåâåðñàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó
π = τ−1

2 τ1 è åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêîé In.Ïî÷òè â îäíî è òî æå âðåìÿ Ñàíüêîâ è Êåñåñèîãëó [37℄ â 1995 ã., àòàêæå Áàí�à è Ïåâçíåð [10℄ â 1996 ã., ïîêàçàëè, ÷òî
max

π∈Symn

d(π, I) = n− 1.Î÷åâèäíî, ÷òî ðåâåðñàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåñòàíîâêàìè ñîîò-âåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ â ðåâåðñàëüíîì ãðà�å Rn, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Symn è ïîðîæäàåòñÿ ðåâåðñàëàìè èç ìíîæå-ñòâà R = {ri,j ∈ Symn, 1 ≤ i < j ≤ n} (ñì. �àçäåë 1.3.6). Òàêèì îáðàçîì,äèàìåòð äàííîãî ãðà�à èìååò âèä:
diam(Rn) = n− 1.Äàííîå çíà÷åíèå äèàìåòðà äîñòèãàåòñÿ íà ïåðåñòàíîâêàõ �îëëàíà γn, àòàêæå îáðàòíûì ê íèì, ãäå γn îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γn =

{

3 1 5 2 7 4 . . . n− 3n− 5n− 1n− 4nn− 2, åñëè n ÷åòíîå,
3 1 5 2 7 4 . . . n− 6n− 2n− 5nn− 3n− 1, åñëè n íå÷åòíîå.Â ñëó÷àå ïîìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê, òðåáóåòñÿ íàéòè ðåâåðñàëüíîå ðàñ-ñòîÿíèå ρ(τσ1 , τσ2 ) ìåæäó ïîìå÷åííûìè ïåðåñòàíîâêàìè τσ1 è τσ2 , èëè ìåæ-äó πσ = (τσ2 )

−1τσ1 è åäèíè÷íîé ïîëîæèòåëüíîé ïåðåñòàíîâêîé In. Êíóòîìâ Óïðàæíåíèè 5.1.4�43 [40℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñîðòèðîâêè ïîìå÷åí-íîé ïåðåñòàíîâêè çíàêîïåðåìåííûìè ïðå�èêñ�ðåâåðñàëàìè òðåáóåòñÿ íåáîëåå, ÷åì n+ 1 îïåðàöèé äëÿ ëþáîãî n > 3, ò.å
max
πσ∈Bn

ρ(πσ, I) = n+ 1.



Ñîðòèðîâêà ðåâåðñàëàìè 84Ïîñêîëüêó ðåâåðñàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîìå÷åííûìè ïåðåñòàíîâ-êàìè ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ â ðåâåðñàëüíîì ãðà�å BRn, êîòîðûéîïðåäåëÿåòñÿ íà ãèïåðîêòàýäðàëüíîé ãðóïïå Bn è ïîðîæäàåòñÿ çíàêî-ïåðåìåííûìè ðåâåðñàëàìè èç ìíîæåñòâà Rσ = {rσij ∈ Bn, 1 ≤ i ≤ j ≤ n}(ñì. �àçäåë 1.3.7). Òàêèì îáðàçîì, äèàìåòð äàííîãî ãðà�à èìååò âèä:
diam(BRn) = n+ 1.Äàííîå çíà÷åíèå äèàìåòðà äîñòèãàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïåðåñòàíîâêà:

πσ =

{

+n,+(n− 1), . . . ,+1, åñëè n ÷åòíîå,
+2,+1,+3,+n,+(n− 1), . . . ,+4, åñëè n > 3 íå÷åòíîå.Â 2001 ã. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê ðåâåðñàëü-íîå ðàññòîÿíèå âû÷èñëÿåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ [9℄.II. Âòîðîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïîäçàäà÷åé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâ-ëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåâåðñàëîâ, ðåàëèçóþùåé ðå-âåðñàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïåðåñòàíîâêàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî òà-êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé äëÿ îäíîé è òîé æåïàðû ïåðåñòàíîâîê [12℄.Â 1994 ã. Ñàíüêîâ è Êåñåñèîãëó [36℄ äîêàçàëè, ÷òî ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåò-ñÿ NP�òðóäíîé äëÿ íåïîìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïî-ìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê ýòà çàäà÷à èìååò ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òîáûëî ïîêàçàíî Õàííåõàëè è Ïåâçíåðîì [27℄ â 1999 ã. Íàèëó÷øèé ïðèáëè-æåííûé àëãîðèòì äëÿ ñîðòèðîâêè íåïîìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê ðåâåðñà-ëàìè áûë ïðåäëîæåí Êðèñòè [18℄. Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ àë-ãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè ïîìå÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê çíàêîïåðåìåííûìè ðå-âåðñàëàìè ñ÷èòàåòñÿ àëãîðèòì Êàïëàíà è Âåðáèíèíà [35℄, êîòîðûé áûëèìè ïðåäëîæåí â 2003 ã.Áîëåå ïîëíóþ èí�îðìàöèþ â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è ìîæíî íàéòè âêíèãàõ Ïåâçíåðà [50℄, à òàêæå Ñàíüêîâà è Ýëü�Ìàáðóêà [54℄.



�ëàâà 5Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèíâ ãðà�åÇàäà÷à ý��åêòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âåðøèí â ãðà�å áûëà ïîñòàâëåíàÂ.È. Ëåâåíøòåéíîì â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è ïåðâîíà÷àëüíî �îðìóëè-ðîâàëàñü êàê çàäà÷à ý��åêòèâíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòîâ (íàïðèìåð,ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ) ïî åãî îáðàçöàì, èñêàæåííûì îøèáêàìèçàäàííîãî òèïà, òàêèõ êàê çàìåùåíèå, òðàíñïîçèöèÿ, óäàëåíèå è âñòàâêàñèìâîëîâ [66℄. Îáúåêòû (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âåð-øèíû V ãðà�à Γ = (V, E), ãäå {v, u} ∈ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàèìåþòñÿ îäèíî÷íûå îøèáêè, ïåðåâîäÿùèå âåðøèíó v â âåðøèíó u, à òàê-æå âåðøèíó u â âåðøèíó v. Òîãäà çàäà÷à ý��åêòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿâåðøèí â ãðà�å �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ìåòðè÷åñêèì øàðîì ðàäèóñà r, ãäå 1 ≤ r ≤ diam(Γ), ñ öåíòðîì ââåðøèíå v ∈ V (Γ) íàçûâàþò ìíîæåñòâî
Br(v) = {u ∈ V (Γ) : d(v, u) ≤ r}.�àññìîòðèì òàêèå ìåòðè÷åñêèå øàðû Br(v) è Br(u), ïåðåñå÷åíèå êî-òîðûõ íåïóñòî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçN(Γ, r) ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå |Br(v)∩

Br(u)| äëÿ âñåõ ïàð âåðøèí v è u ãðà�à Γ, ò.å.
N(Γ, r) = max

v,u∈V, v 6=u
|Br(v) ∩Br(u)|. (5.1)Òîãäà ëþáàÿ âåðøèíà v îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ N(Γ, r) + 1 ÷èñëîìâåðøèí èç ìåòðè÷åñêîãî øàðà Br(v). Òàêîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèíû ïîåå ëîêàëüíîìó îêðóæåíèþ íàçûâàþò òàêæå ý��åêòèâíûì âîññòàíîâëå-íèåì. 85



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 86Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â ëþáîì ïðîñòîì ñâÿçíîì ãðà�å Γ = (V, E)íåðàâåíñòâî |Br(v) ∩ Br(u)| > 0, v 6= u, âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå,êîãäà 1 ≤ d(v, u) ≤ 2r, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
N(Γ, r) = max

1≤s≤2r
Ns(Γ, r),ãäå

Ns(Γ, r) = max
v,u∈V ; d(v,u)=s

|Br(v) ∩ Br(u)| .Êðîìå ýòîãî, N1(Γ, 1) = λ+ 2 è N2(Γ, 1) = µ, ñëåäîâàòåëüíî,
N(Γ, 1) = max(λ+ 2, µ), (5.2)ãäå ïîä λ è µ ïîíèìàþòñÿ, ïî àíàëîãèè ñ äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûìèãðà�àìè, ÷èñëî îáùèõ ñîñåäåé ó ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ è ëþáûõ äâóõíåñìåæíûõ âåðøèí â ãðà�å, ñîîòâåòñòâåííî.Èç ýòèõ �îðìóë, â ÷àñòíîñòè, íåçàìåäëèòåëüíî ñëåäóþò ðåçóëüòàòûäëÿ ðåøåòî÷íîãî ãðà�à L2(q) è òðåóãîëüíîãî ãðà�à T (n), êîòîðûå áûëèîïðåäåëåíû ðàíåå â �àçäåëàõ 1.3.3 è 1.3.4, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñàìîì äåëå,ïîñêîëüêó λ = n − 2 è µ = 4 äëÿ T (n), n ≥ 4, òî N(T (n), 1) = n.Àíàëîãè÷íî, äëÿ L2(q) èìååì N(L2(q), 1) = q, ïîñêîëüêó λ = q − 2 è

µ = 2 â ýòîì ñëó÷àå.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à îñíîâàíà íà ìåòðè÷åñêèõ øàðàõ âãðà�å, îíà èìååò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ çàäà÷ óïà-êîâêè [17℄. Êðîìå ýòîãî, îíà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííûõçàäà÷ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è çàêîäèðîâàííûõ ñîîáùåíèé, ïîñêîëüêó ðå÷üèäåò î âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà.Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ íåèçâåñòíîãî îáúåêòà ïî åãî îáðàçöàì âñòðå÷àþò-ñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â âû÷èñëèòåëüíîéòåõíèêå, õèìèè, ãåíåòèêå.Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è áûëè îïóáëèêîâàíû Ëå-âåíøòåéíîì [66℄ â 1997 äëÿ äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ, òðà-äèöèîííî èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ýòî ãðà�û Õýììèíãà èÄæîíñîíà, êîòîðûå ðàíåå áûëè îïðåäåëåíû â �àçäåëàõ 1.3.3 è 1.3.4, ñî-îòâåòñòâåííî.



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 875.1 �ðà� Õýììèíãà Ln(q)�ðà� Õýììèíãà Ln(q) ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè. Íàïîìíèì, ÷òî îí îïðå-äåëÿåòñÿ íà Õýììèíãîâîì ïðîñòðàíñòâå F n
q , n ≥ 2, q ≥ 2, ñ ìåòðèêîéÕýììèíãà, ò.å. â ãðà�å èìååòñÿ ðåáðî {x, y} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d(x, y) = 1.Òåîðåìà 5.1.1 [66℄, [44℄ Äëÿ ëþáûõ n ≥ 2, q ≥ 2 è r ≥ 1,
N(Ln(q), r) = q

r−1∑

i=0

(
n− 1

i

)

(q − 1)i. (5.3)Ëþáîé âåêòîð x = (x1, . . . , xn) ∈ F n
q ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí èç

M = N(Ln(q), r) + 1 ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ y1, . . . , yM , ëåæàùèõ âìåòðè÷åñêîì øàðå Br(x). Ïðè ýòîì, åñëè âñå ýòè M âåêòîðîâ çàïèñàíû,êàê ñòîëáöû ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n × M , òî ïðèìåíåíèå ìàæîðèòàð-íîãî àëãîðèòìà ê ñòðîêàì ýòîé ìàòðèöû äàñò íàì èñêîìûé âåêòîð x.Êîîðäèíàòû xi èñêîìîãî âåêòîðà x ðàâíû òîìó çíà÷åíèþ èç q ýëåìåí-òîâ, êîòîðûå â i�ì ðÿäó ïîÿâëÿþòñÿ ÷àùå.Íàïðèìåð, äëÿ n = 5, q = 2, r = 2 èìååì N(L5(2), 2) = 10 è ñëåäóþ-ùàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 5× 11:









0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0








ïîçâîëèò íàì îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü èñêîìûé âåêòîð x ∈ L5(2) êàê

x = (00001).Â ÷àñòíîñòè, èç (5.3) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåòî÷íîãî ãðà�à L2(q)èìååì
N(L2(q), 1) = q,÷òî áûëî ðàíåå ïîëó÷åíî ïî �îðìóëå (5.2), è
N(L2(q), 2) = q2.



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 885.2 �ðà�à Äæîíñîíà J(n,m)�ðà� Äæîíñîíà J(n,m) íå ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Êýëè. Ïî îïðåäåëåíèþ âåð-øèíàìè J(n,m) ÿâëÿþòñÿ m�ïîäìíîæåñòâà äàííîãî n�ìíîæåñòâà X, èâåðøèíû x, y ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïåðåñåêàþòñÿ íà
(m− 1)�ìíîæåñòâàõ.Òåîðåìà 5.2.1 [66℄, [44℄ Äëÿ ëþáûõ n ≥ 2, m ≥ 1 è r ≥ 1,

N(J(n,m), r) = n

r−1∑

i=0

(
m− 1

i

)(
n−m− 1

i

)
1

i+ 1
. (5.4)Ëþáîé âåêòîð x = (x1, . . . , xn) ∈ J(n,m) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíèç M = N(J(n,m))+ 1 ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ y1, . . . , yM , ëåæàùèõâ ìåòðè÷åñêîì øàðå Br(x). Ïðè ýòîì, åñëè âñå âûáðàííûå M âåêòîðîâçàïèñàíû, êàê ñòîëáöû ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n×M , òî ïðèìåíåíèå ïîðî-ãîâîãî àëãîðèòìà ê ñòðîêàì ýòîé ìàòðèöû äàñò íàì èñêîìûé âåêòîð x. Â÷àñòíîñòè, åñëè q = 2, òî êîîðäèíàòà xi èñêîìîãî âåêòîðà x ðàâíà 1, åñëè÷èñëî åäèíèö â i�îé ñòðîêå ïðåâûøàåò ïîðîã τ = N(J(n,m), r)m/n, èðàâíà 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ñëó÷àå, êîãäà q ≥ 3, ïîðîãîâûé àëãîðèòìèìååò áîëåå îáîáùåííûé âèä [44℄.Íàïðèìåð, äëÿ n = 5, m = 2, r = 1, èìååì N(J(5, 2), 1) = 5, τ = 2, èñëåäóþùàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 5× 6:










0 1 1 0 0 1

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0

1 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 0








äàåò èñêîìûé âåêòîð x ∈ J(5, 2) â âèäå x = (10010).Èç (5.4), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíîãî ãðà�à T (n) âû-ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ

N(T (n), 1) = n,÷òî áûëî ðàíåå ïîëó÷åíî ïî �îðìóëå (5.2), è
N(T (n), 2) =

n(n− 1)

2
.



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 895.3 �åâåðñàëüíûé ãðà� RnÂ ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïåðåñòàíîâêè πïî åå îáðàçöàì, èñêàæåííûì ðåâåðñàëüíûìè îøèáêàìè, ò.å. ïî ïåðåñòà-íîâêàì, íàõîäÿùèìñÿ îò π íà ðåâåðñàëüíîì ðàññòîÿíèè íå áîëåå íåêî-òîðîãî çàäàííîãî r. Ôàêòè÷åñêè, ðå÷ü èäåò î âîññòàíîâëåíèè âåðøèí âðåâåðñàëüíîì ãðà�å Rn, îïðåäåëåííîì íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñ ïî-ðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì ðåâåðñàëîâ R = {rij ∈ Symn, 1 ≤ i < j ≤ n},ãäå ïîä ðåâåðñàëîì rij ïîíèìàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ ïîðÿäîê ýëå-ìåíòîâ âíóòðè èíòåðâàëà [i, j], 1 ≤ i < j ≤ n, ïåðåñòàíîâêè π ïðè óìíî-æåíèè íà íåå ñïðàâà, ò.å.
[. . . πiπi+1 . . . πj−1πj . . .] · rij = [. . . πjπj−1 . . . πi+1πi, . . .].�åâåðñàëüíîå ðàññòîÿíèå d(π, τ) ìåæäó äâóìÿ ïåðåñòàíîâêàìè π è τîïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî d ðåâåðñàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ π â τ,ò.å. πri1j1 . . . ridjd = τ .Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðåâåðñàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðåñòàíîâêà-ìè, íàçûâàåìàÿ ñîðòèðîâêà ðåâåðñàëàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ â �ëàâå 4.�åøåíèå çàäà÷è ý��åêòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âåðøèí â ãðà�å Rnñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå âåëè÷èíû (5.1) äëÿ Γ = Rn. �åâåð-ñàëüíûé ãðà� Rn ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, íî íå äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, íå äèñòàíöèîííî�òðàíçèòèâíûì (ñì. 1.3.6), ÷òî äåëà-åò ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ ëþáîãî n íà ýòîì ãðà�å äî-ñòàòî÷íî ñëîæíûì. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ N(Rn, 1) è

N(Rn, 2), êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðíûõñâîéñòâ äàííîãî ãðà�à ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ïåðåñòàíîâîê è ðåâåðñàëîâ [38℄.5.3.1 Ïåðåñòàíîâêè è ðåâåðñàëû�àññìîòðèì ñâîéñòâà ïåðåñòàíîâîê è ðåâåðñàëîâ.Ïóñòü π = [π1, π2, . . . , πn], òîãäà π−1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê π è ππ−1 =

π−1π = I, ãäå I ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêîé. Äàëåå áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü ïåðåñòàíîâêó π = [π0, π1, . . . , πn+1], â êîòîðîé π0 = 0 è πn+1 =

n+ 1. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ.



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 90Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà π èìååò òî÷êó ðàçðûâà ìåæäó ïî-çèöèÿìè i− 1 è i äëÿ i ∈ {1, . . . , n+ 1}, åñëè |αi(π)| ≥ 2, ãäå
αi = αi(π) = πi − πi−1, i = 1, ..., n+ 1. (5.5)×èñëî òî÷åê ðàçðûâà â ïåðåñòàíîâêå π îáîçíà÷èì êàê b(π). Çàìåòèì,÷òî b(π) = 0 òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà π = I, è b(π) ≥ 2 âî âñåõ îñòàëüíûõñëó÷àÿõ.Ïóñòü ïåðåñòàíîâêà π èìååò b = b(π) ≥ 2 òî÷åê ðàçðûâà ìåæäó ïî-çèöèÿìè ih − 1 è ih, h = 1, ..., b, òîãäà èíòåðâàë [0, n + 1] ðàçáèâàåòñÿíà b + 1 èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè [ih, ih+1 − 1] ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåëâ óáûâàþùåì èëè âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå, ãäå h = 0, 1, ..., b, à i0 = 0 è

ib+1 = n + 2. Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èíòåðâàëû ìîãóò ñîñòîÿòü òîëüêîèç îäíîãî ÷èñëà. Ïðè ýòîì, åñëè äëèíà ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî èíòåðâàëîâíå ìåíåå äâóõ, òî îíè ñîñòîÿò òîëüêî èç ÷èñåë â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå.Îïðåäåëèì âåêòîð β(π) = (β0, β1, ..., βb−1), êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé òî÷åê ðàçðûâà òàê, ÷òî
βh =

{

+ if πih+1
> πih+1−1,

− if πih+1
< πih+1−1,

h = 0, ..., b− 1.Çàìåòèì, ÷òî 0 ≤ πi1−1 < πi1 è πib−1 < πib ≤ n + 1, è ñëåäîâàòåëüíî,
β0 = βb−1 = +.Îïðåäåëèì òàêæå âåêòîð γ(π) = (γ1, . . . , γb−1), êàê ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ïîãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè òàê, ÷òî

γh =







0 if ih+1 − 1 = ih,

+ if ih+1 − 1 > ih è πih+1−1 > πih,

− if ih+1 − 1 > ih è πih+1−1 < πih,

h = 1, ..., b− 1.Âåêòîðû β(π) è γ(π) îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé π, è äâå ïåðå-ñòàíîâêè áóäóò ðàçëè÷íûìè, åñëè îíè ðàçëè÷àþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, âîäíîì èç ýòèõ âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðåñòàíîâêè π = [0165472389]èìååòñÿ ðàçáèåíèå èíòåðâàëà [0, 9] íà èíòåðâàëû [0, 1], [2, 4], [5], [6, 7], [8, 9],

b(P ) = 4, ò.î., β(π) = (+,+,−,+), à γ(π) = (−, 0,+).Òåïåðü ìû óñòàíîâèì, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà â ïåðåñòà-íîâêå π ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íåé ðåâåðñàëà rij. Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðî-âàòü ñëåäóþùóþ Ëåììó, îïðåäåëèì äîïîëíèòåëüíóþ �óíêöèþ δ(x, y) îò



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 91äâóõ ïåðåìåííûõ x è y òàê, ÷òî δ(x, y) = 1, åñëè |x−y| ≥ 2 è δ(x, y) = 0,åñëè |x− y| ≤ 1.Ëåììà 5.3.1 [38℄ Ïóñòü π = [π0, π1, ..., πn, πn+1] è rij ÿâëÿåòñÿ ðåâåð-ñàëîì íà èíòåðâàëå [i, j], 1 ≤ i < j ≤ n. Òîãäà
b(πrij)− b(π) = δ(πi−1, πj) + δ(πi, πj+1)− δ(πi−1, πi)− δ(πj , πj+1).Äîêàçàòåëüñòâî. �åâåðñàë rij ìîæåò èçìåíèòü ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà òîëü-êî ìåæäó ïîçèöèÿìè i− 1 è i, à òàêæå ìåæäó ïîçèöèÿìè j è j + 1. �Ëåììà 5.3.2 [38℄ Ïóñòü π = [π0, π1, ..., πn, πn+1], 1 ≤ i < j ≤ n, è

|αi| = |αj+1| = 1. Òîãäà b(πrij) = b(π) + 1, åñëè è òîëüêî åñëè αi =

−αj+1 è ëèáî πj = πi − 2αi, ëèáî πj = πi + 2αi; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
b(πri,j) = b(π) + 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5.5) çàêëþ÷àåì, ÷òî óñëîâèå |αi| = |αj+1| = 1 ðàâ-íîñèëüíî óñëîâèþ δ(πi−1, πi) = δ(πj, πj+1) = 0 è ìû èìååì:

πi = πi−1 + αi è πj+1 = πj + αj+1 (5.6)Çàìåòèì, ÷òî πi − αi, πi, πi + αi è πj − αj+1, πj, πj + αj+1 ÿâëÿþòñÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè â âîçðàñòàþùåì èëè â óáûâàþùåì ïîðÿäêå.Ïîñêîëüêó πi−1, πi, πj, πj+1 ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè, òî èìååì:1) ëèáî δ(πi, πj+1) = 1 èëè πj+1 = πi + αi, ïîñêîëüêó πi−1 = πi − αi;2) ëèáî δ(πi−1, πj) = 1 èëè πi−1 = πj −αj+1, ïîñêîëüêó πj+1 = πj +αj+1.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè b(πrij) = b(π) + 1 èëè b(πrij) = b(π), òî òîãäàïî Ëåììå 5.3.1 èìååì πi−1 = πj − αj+1 èëè πj+1 = πi + αi. Â êàæäîìèç ýòèõ ñëó÷àåâ âûïîëíÿåòñÿ αi = −αj+1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èç (5.6)ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî πj = πi. Áîëåå òîãî, äëÿ αi = −αj+1 â ñëó÷àå, êîãäà
πi−1 = πj − αj+1, èç (5.6) ìû ïîëó÷àåì :

πi = πi−1 + αi = πj + 2αi = πj+1 + 3αi (5.7)è, ñëåäîâàòåëüíî, δ(πi−1, πj) = 0, δ(πi, πj+1) = 1; à â ñëó÷àå, êîãäà πj+1 =

πi + αi, èç (5.6) ìû ïîëó÷àåì:
πj = πj+1 + αi = πi + 2αi = πi−1 + 3αi (5.8)



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 92è, ñëåäîâàòåëüíî, δ(πi−1, πj) = 1, δ(πi, πj+1) = 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
αi = −αj+1 è ëèáî πj = πi−2αi, ëèáî πj = πi+2αi, åñëè b(πrij) = b(π)+

1. Êðîìå ýòîãî, ñëó÷àé b(πrij) = b(π) íåâîçìîæåí â óñëîâèÿõ äàííîéËåììû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ αi = −αj+1 è πj = πi − 2αi èëè
πj = πi + 2αi ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
b(πrij) = b(π) + 1, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñëó÷àÿõ èìåþò ìåñòî (5.7) è (5.8),ñîîòâåòñòâåííî, è ìû ïîëó÷àåì b(πrij) = b(π) + 1 â êàæäîì èç ýòèõñëó÷àåâ. �Çàìåòèì, ÷òî Ëåììà 5.3.2 äàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðèìåíåíèå ðå-âåðñàëà ê ïåðåñòàíîâêå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà.Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è èñïîëüçóåòñÿ â ý��åêòèâíîì àë-ãîðèòìå ñîðòèðîâêè ðåâåðñàëàìè äëÿ ïîèñêà ðåâåðñàëà, êîòîðûé óìåíü-øàåò íà äâà ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ó ïåðåñòàíîâêè, èìåþùåé óáûâàþùèéèíòåðâàë. Â ÷àñòíîñòè, â [37℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêîé ðåâåðñàë âñå-ãäà íàéäåòñÿ, åñëè êàæäûé ðåâåðñàë, êîòîðûé óäàëÿåò íåêîòîðóþ òî÷êóðàçðûâà ïåðåñòàíîâêè π, ïðèâîäèò ê ïåðåñòàíîâêå áåç óáûâàþùèõ èí-òåðâàëîâ.5.3.2 Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ðåâåðñàëüíîãî ãðà�à RnÖåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ðå-âåðñàëüíîãî ãðà�à Rn, à èìåííî, åãî ìåòðè÷åñêèõ ñ�åð S1 = S1(I) è
S2 = S2(I), à òàêæå ñâÿçè ìåæäó íèìè. Çàìåòèì, ÷òî íå íàðóøàÿ îáùíî-ñòè, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ìåòðè÷åñêèå ñ�åðû äëÿ åäèíè÷íîé ïåðå-ñòàíîâêè, ïîñêîëüêó ãðà� Rn ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì. Çíàíèåýòèõ ñâîéñòâ îáåñïå÷èò íàì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè-÷èíû (5.1) ïðè r = 1, 2, ò.å. N(Rn, 1) è N(Rn, 2).Î÷åâèäíî, ÷òî S1 = R è ïî Ëåììå 5.3.1 ëþáîé ðåâåðñàë èìååò äâåòî÷êè ðàçðûâà. Ìåòðè÷åñêóþ ñ�åðó S2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ìåò-ðè÷åñêóþ ñ�åðó S1(rij) äëÿ ëþáîãî rij ∈ S1, 1 ≤ i < j ≤ n. Ñëåäóþùèåäâå òåõíè÷åñêèå Ëåììû äàþò íàì ïîëíîå îïèñàíèå ïåðåñòàíîâîê π ∈ S2ñ òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè ðàçðûâà. Â äàëüíåéøåì, äëÿ ïðîñòîòû èç-ëîæåíèÿ áóäåì çàïèñûâàòü êîîðäèíàòó âåêòîðà γ(π) â âèäå +∨0 è −∨0,åñëè ýòà êîîðäèíàòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ + èëè 0, è − èëè 0, ñîîòâåò-ñòâåííî.



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 93Ëåììà 5.3.3 [38℄ Ïóñòü π = rkl rij ∈ S2, ïðè÷åì b(π) = 3 è rkl 6= rijäëÿ �èêñèðîâàííûõ k è l, ãäå 1 ≤ k < l ≤ n, è ëþáûõ i è j, ãäå 1 ≤ i <

j ≤ n. Òîãäà π ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâ Uh(k, l), h = 1, ..., 8, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1. Åñëè π ∈ U1(k, l), òî i = k − 1 ≥ 1, j = l − 1 è γ(π) = (+ ∨ 0,+);2. Åñëè π ∈ U2(k, l), òî i = k + 1, j = l + 1 ≤ n è γ(π) = (+,+ ∨ 0);3. Åñëè π ∈ U3(k, l), òî i = k, k + 1 ≤ j ≤ l − 1 è γ(π) = (+,− ∨ 0);4. Åñëè π ∈ U4(k, l), òî i = k, l + 1 ≤ j ≤ n è γ(π) = (− ∨ 0,+);5. Åñëè π ∈ U5(k, l), òî 1 ≤ i ≤ k − 1, j = l è γ(π) = (+,− ∨ 0);6. Åñëè π ∈ U6(k, l), òî k + 1 ≤ i ≤ l − 1, j = l è γ(π) = (− ∨ 0,+);7. Åñëè π ∈ U7(k, l), òî i = l + 1, l + 2 ≤ j ≤ n è γ(π) = (−,−);8. Åñëè π ∈ U8(k, l), òî 1 ≤ i ≤ k − 2, j = k − 1 è γ(π) = (−,−).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíû óñëî-âèÿ Ëåììû 5.3.2. Òîãäà b(rkl rij) = 3, åñëè è òîëüêî åñëè αi = −αj+1 = ±1è ëèáî πj = πi+2αi, ëèáî πj = πi− 2αi. Ïîñêîëüêó γ(rk,l) = (−), òî èìå-þòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:1) αi = 1, ãäå 1 ≤ i ≤ k − 1, è αj+1 = −1, ãäå k ≤ j ≤ l − 1;2) αi = −1, ãäå k + 1 ≤ i ≤ l, è αj+1 = 1, ãäå l + 1 ≤ j ≤ n.Â ïåðâîì ñëó÷àå πi = i è πj = i + 2, à çíà÷èò, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî
U1(k, l), ïîñêîëüêó èç óñëîâèé i ≤ k−1 è πj ≥ k+1 ñëåäóåò, ÷òî i = k−1,
πj = k+1 è j = l−1. Âî âòîðîì ñëó÷àå πj = j è πi = j−2, ò.å. ïîëó÷àåììíîæåñòâî U2(k, l), ïîñêîëüêó èç óñëîâèé j ≥ l + 1 è πi ≤ l − 1 ñëåäóåò,÷òî j = l + 1, πi = l − 1 è i = k + 1.Åñëè óñëîâèÿ Ëåììû 5.3.2 íå âûïîëíåíû, òî èìååì i = k èëè i = l+1,êîãäà |πi − πi−1| ≥ 2, è èìååì j = k − 1 èëè j = l, êîãäà |πj+1 − πj| ≥ 2.Ïîñêîëüêó i < j è k < l (åñëè i = k è j = l, òî π = rkl rij = I), òîýòè ÷åòûðå ñëó÷àÿ íåñîâìåñòèìû. Ñëó÷àé i = k ïðèâîäèò ê ìíîæåñòâó
U3(k, l), êîãäà k + 1 ≤ j ≤ l − 1, è ïðèâîäèò ê ìíîæåñòâó U4(k, l), êî-ãäà l + 1 ≤ j ≤ n. Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àé j = l äàåò ìíîæåñòâî U5(k, l),



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 94êîãäà 1 ≤ i ≤ k − 1, è äàåò ìíîæåñòâî U6(k, l), êîãäà k + 1 ≤ i ≤ l − 1.Ñëó÷àé i = l + 1 âîçìîæåí òîëüêî, åñëè l + 2 ≤ j ≤ n, è ìû ïîëó÷àåììíîæåñòâî U7(k, l). Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àé j = k− 1 âîçìîæåí òîëüêî, åñëè
1 ≤ i ≤ k − 2, è ìû ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî U8(k, l). Ëåãêî âèäåòü, ÷òîïåðåñòàíîâêè èç ïîñëåäíèõ øåñòè ìíîæåñòâ èìåþò òðè òî÷êè ðàçðûâà.Ìíîæåñòâà Uh(k, l), h = 1, . . . , 8, ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, ïîñêîëü-êó ðåâåðñàëû rij ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Îíè ñîäåðæàòïåðåñòàíîâêè π, èìåþùèå âåêòîð β(π) = (+,−,+) â ïåðâûõ øåñòè ñëó-÷àÿõ è âåêòîð β(π) = (+,+,+) â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ. �Ñëåäñòâèå 5.3.1 �åâåðñàëüíûé ãðà� Rn, n ≥ 2, íå ñîäåðæèò òðåóãîëü-íèêîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà π = rkl rij, ãäå rkl 6= rij, èìååò3 èëè 4 òî÷êè ðàçðûâà. Ýòî ñëåäóåò èç Ëåììû 5.3.2 è äîêàçàòåëüñòâàËåììû 5.3.3, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè óñëîâèÿ Ëåììû 5.3.2 íå ñî-áëþäàþòñÿ äëÿ rkl, ãäå rkl 6= rij, òî òîãäà π = rkl rij èìååò òðè òî÷êèðàçðûâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðà�å Rn íåò ðåáåð ìåæäó âåðøèíàìè,ïðèíàäëåæàùèìè ìåòðè÷åñêîé ñ�åðå S1, ïîñêîëüêó âñåì âåðøèíàì èç
S1 ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòàíîâêè ñ äâóìÿ òî÷êàìè ðàçðûâà. �Ëåììà 5.3.4 [38℄ Ïóñòü π = rkl rij ∈ S2, ïðè÷åì b(π) = 4 è rkl 6= rijäëÿ �èêñèðîâàííûõ k è l, ãäå 1 ≤ k < l ≤ n, è ëþáûõ i è j, ãäå 1 ≤ i <

j ≤ n. Òîãäà π ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâ Wh(k, l), h = 1, ..., 4, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1. Åñëè π ∈ W1(k, l), òî k+1 < l+1 < i < j èëè i+1 < j+1 < k < l;
β(π) = (+,+,+,+), γ(π) = (−,+ ∨ 0,−);2. Åñëè π ∈ W2(k, l), òî k < i < j < l èëè i < k < l < j; β(π) =

(+,−,−,+), γ(π) = (− ∨ 0,+,−∨ 0);3. Åñëè π ∈ W3(k, l), òî 1 ≤ i ≤ k − 1, k ≤ j ≤ l − 1 è j 6= l − 1,êîãäà i = k − 1; β(π) = (+,−,+,+), γ(π) = (+ ∨ 0,−,− ∨ 0) èëè
γ(π) = (+ ∨ 0, 0,−);
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γ(π) = (−, 0,+ ∨ 0).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà π = rkl rij, ãäå rkl 6=

rij, èìååò òðè èëè ÷åòûðå òî÷êè ðàçðûâà, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîéËåììû íóæíî ðàññìîòðåòü âñå ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå äëÿ ÷èñåë i, j, 1 ≤
i < j ≤ n, ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà k, l, 1 ≤ k < l ≤ n, ÿâëÿþòñÿ �èêñèðî-âàííûìè, à çàòåì èñêëþ÷èòü ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå â Ëåììå 5.3.3, êîãäà
π èìååò òðè òî÷êè ðàçðûâà. �Òàêèì îáðàçîì, Ëåììû 5.3.3 è 5.3.4 îïðåäåëÿþò âñå íåïåðåñåêàþùèåñÿìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê π ∈ S2.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâÿçè, èìåþùèåñÿ ìåæäó S1 è S2, à òàêæå íàéäåì
c2(π) äëÿ π ∈ S2, ãäå c2(π) åñòü ÷èñëî îáùèõ ñîñåäåé äëÿ ïåðåñòàíî-âîê I è π. ×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò çà�èêñèðóåìïåðåñòàíîâêó π ∈ S2 è ðàññìîòðèì ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê íà ïå-ðåñòàíîâêàõ rkl ∈ S1, 1 ≤ k < l ≤ n, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî rkl < rk′l′, åñëè
k ≤ k′ è l < l′. Ëþáàÿ ïàðà ðåáåð {rkl, π} è {rk′l′, π} â ðåâåðñàëüíîìãðà�å Rn îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ π:

rkl rij = rk′l′ ri′j′, (5.9)ãäå rij = rklπ è ri′j′ = rk′,l′π. Ìû ãîâîðèì, ÷òî (5.9) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâ-ëåíèåì ïåðåñòàíîâêè π, åñëè rkl < rk′l′. Ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ìèíè-ìàëüíûì äëÿ π, åñëè rkl ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîìïîðÿäêå íà ïåðåñòàíîâêàõ ìíîæåñòâà S2,1(π) = {x ∈ S1 : d(x, π) = 1}.Åñëè π èìååò òîëüêî îäíî ïðåäñòàâëåíèå, òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå áóäåìñ÷èòàòü ìèíèìàëüíûì è c2(π) = 2 â ýòîì ñëó÷àå. Â îáùåì ñëó÷àå, åñ-ëè π èìååò h ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ãäå h = 0, 1, . . ., òî òîãäà
c2(π) = h+ 1. Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó

πk = [0, 1, . . . , k − 1, k + 1, k + 2, k, k + 3, . . . , n+ 1],ãäå 1 ≤ k ≤ n − 2, b(πk) = 3, β(πk) = (+,−,+), è γ(πk) = (+, 0).Îáðàòíîé ê íåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà
π−1
k = [0, 1, . . . , k − 1, k + 2, k, k + 1, k + 3, . . . , n+ 1],
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k ) = 3, β(π−1

k ) = (+,−,+) è γ(π−1
k ) = (0,+). Ëåãêî ïîêà-çàòü, ÷òî

πk = rk,k+1 rk+1,k+2 = rk,k+2 rk,k+1 = rk+1,k+2 rk,k+2 (5.10)è ó÷èòûâàÿ (π1π2)
−1 = π−1

2 π−1
1 èìååì

π−1
k = rk,k+1 rk,k+2 = rk,k+2 rk+1,k+2 = rk+1,k+2 rk,k+1. (5.11)Ìû òàêæå îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó
τk = [0, 1, ..., k− 1, k + 2, k + 3, k, k + 1, k + 4, ..., n+ 1],ãäå 1 ≤ k ≤ n − 3, b(τk) = 3, β(τk) = (+,−,+), γ(τk) = (+,+), τ−1

k = τkïðè÷åì
τk = rk,k+2 rk+1,k+3 = rk+1,k+3 rk,k+2.Ëåììà 5.3.5 [38℄ Ïóñòü äëÿ äàííîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ S2 ÷èñëî k, 1 ≤

k ≤ n−1, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì öåëûì òàêèì, ÷òî rk,s ∈ S2,1(π) äëÿíåêîòîðîãî s, k < s ≤ n. Òîãäà1. c2(π) = 3, åñëè π = πk èëè π = π−1
k äëÿ k ≤ n− 2;2. c2(π) = 2, åñëè π èìååò îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé:

rk k+2 rk+1 k+3 = rk+1 k+3 rk k+2 = τk, k ≤ n− 3; (5.12)
rk l rk j = rk+l−j l rk l, k + 1 ≤ j ≤ l − 1, l > k + 2; (5.13)
rk l rk j = rk j rk+j−l j, l + 1 ≤ j ≤ n, j > k + 2; (5.14)
rk l ri j = ri j rk l, k < l < i < j; (5.15)
rk l ri j = rl−j+k l−i+k rk l, k < i < j < l; (5.16)3. c2(π) = 1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c2(π) > 1 è ïóñòü s áóäåò íåêîòîðûì öå-ëûì, äëÿ êîòîðîãî rks ∈ S2,1(π). Òîãäà ïåðåñòàíîâêà π èìååò ïðåäñòàâëå-íèå (5.9) ñ ìèíèìàëüíûì öåëûì k. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü Ëåììó, îïè-øåì âñå òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ π, îïðåäåëèì ìèíèìàëüíîå, à ïîòîì íàéäåì

c2(π). Åñëè π èìååò ïðåäñòàâëåíèå (5.9), òî èç Ëåìì 5.3.3 è 5.3.4 ñëåäóåò,
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′, l′), åñëè b(π) = 3, è π ∈ Wh(k, l) ∩ Wm(k

′, l′),åñëè b(π) = 4 äëÿ íåêîòîðûõ h è m.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ñ òðåìÿ òî÷êàìèðàçðûâà. Èìååì γ(π) = (− ∨ 0,+) äëÿ π ∈ U4, U6 è γ(π) = (+,− ∨ 0)äëÿ π ∈ U3, U5. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó γ(π) = (+ ∨ 0,+) äëÿ π ∈ U1è γ(π) = (+,+ ∨ 0) äëÿ π ∈ U2, òî ïîëó÷àåì, ÷òî
(U2(k, l) ∪ U3(k, l) ∪ U5(k, l)) ∩ (U4(k

′, l′) ∪ U6(k
′, l′)) = ∅è

(U3(k, l) ∪ U5(k, l)) ∩ (U1(k
′, l′) ∪ U4(k

′, l′) ∪ U6(k
′, l′)) = ∅.Ïîñêîëüêó γ(π) = (−,−) äëÿ π ∈ U7, U8, ñëåäîâàòåëüíî,

(U7(k, l) ∪ U8(k, l)) ∩
(
∪6
m=1Um(k

′, l′)
)
= ∅.Áîëåå òîãî,

Uh(k, l) ∩ Uh(k
′, l′) = ∅äëÿ ëþáîãî h = 1, . . . , 8, ïîñêîëüêó k è l îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ëþ-áûì ýëåìåíòîì èç Uh(k, l). Âñå âûøåñêàçàííîå ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òîåñëè π èìååò ïðåäñòàâëåíèå (5.9), b(π) = 3 è π ∈ Uh(k, l) ∩ Um(k

′, l′), òî
(h,m) èëè (m, h) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó

A = {(2, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 6), (4, 1), (6, 1), (2, 1), (7, 8)}.Äîêàæåì, ÷òî åñëè rk l ∈ S2,1(π), òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ðåâåðñàë
rk′ l′ òàêîé, ÷òî π ∈ Uh(k, l) ∩ Um(k

′, l′), ãäå (h,m) ∈ A, à π èìååò ïðåä-ñòàâëåíèå (5.9), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ rk l < rk′ l′. Ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî äëÿ (m, h) ∈ A ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (5.9), íî îíî íå ÿâëÿåò-ñÿ ïðåäñòàâëåíèåì π, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå rk l < rk′ l′ íåâûïîëíÿåòñÿ.Ñëó÷àé 1: (h,m) = (2, 3). Åñëè π ∈ U2(k, l) ∩ U3(k
′, l′), òî i = k + 1,

j = l+1, i′ = k′, k′ = k, l′ = l+1, j′ = l′+k′−l = l′−k′−k−1 = k+1 = l,è rk,k+1 rk+1,k+2 = rk,k+2 rk,k+1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïåðåñòàíîâêè
π.Ñëó÷àé 2: (h,m) = (2, 5). Åñëè π ∈ U2(k, l)∩U5(k

′, l′), òî i = k+ 1, j =
l+1, i′ = k = l−1, j′ = l′ = l+1, k′ = l, è rk,k+1 rk+1,k+2 = rk+1,k+2 rk,k+2ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïåðåñòàíîâêè π.
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′, l′), òî i = k, k+1 ≤

j ≤ l− 1, i′ = k, j′ = l = l′, k′ = k + l − j, è ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
rk,l rk,j = rk+l−j,l rk,l äëÿ ïåðåñòàíîâêè π, îòêóäà ñëåäóåò (5.13) äëÿ
l > k+2. Åñëè l = k+2, òî èìååì j = k+1 è ïðåäñòàâëåíèåì π ÿâëÿåòñÿ
rk,k+2 rk,k+1 = rk+1,k+2 rk,k+2.Ñëó÷àé 4: (h,m) = (4, 6). Åñëè π ∈ U4(k, l)∩ U6(k

′, l′), òî i = k, l + 1 ≤
j ≤ n, j′ = l′ = j, k′ = k, i′ = k′ + l′ − l = k + j − l, è rk,l rk,j =

rk,j rk+j−l,j ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïåðåñòàíîâêè π, ÷òî äàåò (5.14) äëÿ
j > k + 2. Åñëè j = k + 2, òî ïðåäñòàâëåíèåì π ÿâëÿåòñÿ rk,k+1 rk,k+2 =

rk,k+2 rk+1,k+2.Ñëó÷àé 5: (h,m) = (4, 1). Åñëè π ∈ U4(k, l) ∩ U1(k
′, l′), òî i = k, i′ =

k′ − 1, j′ = l′ − 1, k′ = k + 1 = j − 1, k′ = l, l′ = j, è ìû ïîëó÷àåìïðåäñòàâëåíèå rk,k+1 rk,k+2 = rk+1,k+2 rk,k+1 äëÿ ïåðåñòàíîâêè π.Ñëó÷àé 6: (h,m) = (6, 1). Åñëè π ∈ U6(k, l)∩U1(k
′, l′), òî j = l, i′ = k′−1,

j′ = l′−1, k′ = k+1 = l−1, l′ = l, i = k+1 è rk,k+2 rk+1,k+2 = rk+1,k+2 rk,k+1ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïåðåñòàíîâêè π.Ñëó÷àé 7: (h,m) = (2, 1). Åñëè π ∈ U2(k, l) ∩ U1(k
′, l′), òî i = k + 1,

j = l + 1, i′ = k′ − 1, j′ = l′ − 1, k′ = k + 1 = l − 1, l′ = l + 1, è ìûïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (5.12) äëÿ ïåðåñòàíîâêè π = τk.Ñëó÷àé 8: (h,m) = (7, 8). Åñëè π ∈ U7(k, l) ∩ U8(k
′, l′), òî i = l + 1,

i′ = k, j′ = k′− 1 = l, l′ = j, l+2 ≤ j ≤ n, è ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
rk,l rl+1,j = rl+1,j rk,l äëÿ ïåðåñòàíîâêè π, ÷òî äàåò (5.15) äëÿ i = l + 1.Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè äàþò íàì ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõïåðåñòàíîâîê ñ òðåìÿ òî÷êàìè ðàçðûâà. Ñëó÷àè 1�3 äàþò ïðåäñòàâëåíèÿïåðåñòàíîâêè πk, à ñëó÷àè 4�6 äàþò ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåñòàíîâêè π−1

k .Ïåðåñòàíîâêè πk è π−1
k îòëè÷àþòñÿ îò äðóãèõ ïåðåñòàíîâîê ñ òðåìÿ òî÷-êàìè ðàçðûâà, ïðåäñòàâëåííûìè (5.12)�(5.15), ïîñêîëüêó èõ âíóòðåííèåèíòåðâàëû ñîñòîÿò èç îäíîãî èëè äâóõ ÷èñåë. Âñå îñòàëüíûå ïåðåñòàíîâ-êè π òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ìåæäó ñîáîé, ïîñêîëüêó γ(π) = (+,+)äëÿ π = τk (ñì. (5.12)) è γ(π) = (+,−), γ(π) = (−,+), γ(π) = (−,−)äëÿ (5.13)�(5.15), ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåñòàíîâêè πk è π−1

k èìåþò äâà ìè-íèìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (Cëó÷àè 1, 2 è 4, 5, ñîîòâåòñòâåííî), è (5.12)�(5.15) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíûìè ïðåä-ñòàâëåíèÿìè ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðåñòàíîâîê
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π ñ òðåìÿ òî÷êàìè ðàçðûâà óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê π ñ ÷åòûðüìÿòî÷êàìè ðàçðûâà, èñïîëüçóÿ Ëåììû 5.3.1 è 5.3.4. Åñëè π ∈ W1(k, l)èëè π ∈ W2(k, l), òî èìåþòñÿ äâà ðåâåðñàëà, à èìåííî, ri,j è rk,l, êàæ-äûé èç êîòîðûõ óìåíüøàåò íà äâà ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà è ïåðåâîäèòïåðåñòàíîâêó π â ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé S1. Ýòî äàåò íàì ïðåäñòàâ-ëåíèÿ (5.15), (5.16) äëÿ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê π. Åñëè π ∈ W3(k, l) èëè
π ∈ W4(k, l), òî èìååòñÿ òîëüêî îäèí ðåâåðñàë, à èìåííî, rij, êîòîðûéóìåíüøàåò íà äâà ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ó ïåðåñòàíîâêè π. Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ ïåðåñòàíîâêè π ∈ S2 ñ ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè ðàçðûâà èìååì c2(π) = 2,åñëè π èìååò ïðåäñòàâëåíèÿ (5.15),(5.16), è c1(π) = 1, â ïðîòèâíîì ñëó-÷àå. �Ïóñòü Kp,q åñòü ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðà� ñ p è q âåðøèíàìè â êàæäîéèç äîëåé, 1 ≤ p ≤ q.Òåîðåìà 5.3.1 [38℄ �åâåðñàëüíûé ãðà� Rn, n ≥ 3,(i) íå ñîäåðæèò ïîäãðà�îâ, èçîìîð�íûõ K2,4;(ii) êàæäàÿ åãî âåðøèíà ïðèíàäëåæèò (n−2) ïîäãðà�àì, èçîìîð�íûì

K3,3(iii) è 1
12(n−3)(n−1)(n2+2n+4), n ≥ 4, ïîäãðà�àì, èçîìîð�íûì K2,2,êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîäãðà�àìè K3,3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðà� Rn, n ≥ 3, ñîäåðæèò K2,4.Òàêæå ïðåäïîëîæèì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà

I ïðèíàäëåæèò ìåíüøåé ÷àñòè K2,4. Ñëåäîâàòåëüíî, â S1 äîëæíû áûòü÷åòûðå ðàçëè÷íûå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ I. Òîãäà äðóãàÿ âåðøèíà ìåíü-øåé ÷àñòè ïðèíàäëåæèò S2 è îíà òàêæå äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ òåìèæå ñàìûìè ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè èç S1. Îäíàêî, ýòî ïðîòèâîðå÷èò Ëåì-ìå 5.3.5.Èç Ëåììû 5.3.5 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ òî÷íî (n− 2) ïîäãðà�îâ
K3,3, èìåþùèõ I â êà÷åñòâå îäíîé èç âåðøèí. Äîëÿìè òàêèõ ïîäãðà�îâÿâëÿþòñÿ {I, πk, π−1

k } è {rk,k+1, rk,k+2, rk+1,k+2} äëÿ ëþáûõ k, 1 ≤ k ≤
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n− 2. Ïîñêîëüêó ãðà� Rn ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì, òî ñëåäî-âàòåëüíî, êàæäàÿ åãî âåðøèíà ïðèíàäëåæèò (n− 2) ïîäãðà�àì K3,3.×òîáû äîêàçàòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå Òåîðåìû, íåîáõîäèìî ðàñ-ñìîòðåòü îáùåå ÷èñëî N2 ïåðåñòàíîâîê π ∈ S2, äëÿ êîòîðûõ c2(π) = 2.Èç Ëåììû 5.3.5 ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ òî÷íî (n− 3) ïåðåñòàíîâîê ñ ïðåä-ñòàâëåíèÿìè (5.12). ×èñëî ïðåäñòàâëåíèé (5.13) åñòü:

n−3∑

k=1

n∑

l=k+3

(l − k − 1),à ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé (5.14) åñòü:
n−3∑

k=1

n∑

j=k+3

(j − k − 1).Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé (5.13) è (5.14) âû÷èñëÿåò-ñÿ, êàê
2

n−3∑

k=1

n−k∑

i=3

(i− 1) =
n−3∑

k=1

(n2 − n− 2− k(2n− 1) + k2) =

= (n− 3)

(

(n− 2)(n+ 1)− 1

2
(2n− 1)(n− 2) +

1

6
(n− 2)(2n− 5)

)

=

=
1

3
(n− 3)(n− 2)(n+ 2).×èñëî ïðåäñòàâëåíèé (5.15)�(5.16) ðàâíî 2(n4).Òàêèì îáðàçîì, ñêëàäûâàÿ âñå ýòè âåëè÷èíû ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå÷èñëî:

N2 =
1

12
(n− 3)(n− 1)(n2 + 2n+ 4).

�Ñëåäñòâèå 5.3.2 �åâåðñàëüíûé ãðà� Rn, n ≥ 3, íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàí-öèîííî�ðåãóëÿðíûì, à ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî�òðàí-çèòèâíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåìåäëåííî èç Ëåììû 5.3.5,ïîñêîëüêó â äèñòàíöèîííî�ðåãóëÿðíîì ãðà�å ÷èñëà bi(u) è ci(u) çàâèñÿòòîëüêî îò âûáîðà i, íî íå çàâèñÿò îò âûáîðà âåðøèíû u. �
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6(n

4 − 2n3 − n2 − 16n+ 42), n ≥ 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ N3 = 2(n − 2) ïåðåñòàíîâîê, äëÿêîòîðûõ c2(π) = 3, è N2 = 1
12(n − 3)(n − 1)(n2 + 2n + 4) ïåðåñòàíîâîê,äëÿ êîòîðûõ c2(π) = 2, à òàêæå ïîñêîëüêó ïî Ñëåäñòâèþ 5.3.1 ãðà� íåñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ, òî

|S2| = |S1|(|S1| − 1)− 2N3 −N2,ãäå |S1| =
(
n
2

), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �5.3.3 Âîññòàíîâëåíèå ïåðåñòàíîâîê â ðåâåðñàëüíîì ãðà�å RnÈñ÷åðïûâàþùèé àíàëèç ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ðåâåðñàëüíîãî ãðà�à Rnïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû â çàäà÷å ý��åêòèâíîãî âîñ-ñòàíîâëåíèÿ âåðøèí ïî èõ ëîêàëüíîìó îêðóæåíèþ.Òåîðåìà 5.3.2 [38℄ Äëÿ ðåâåðñàëüíîãî ãðà�à Rn, n ≥ 3, èìååì
N(Rn, 1) = 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ñëåäñòâèþ 5.3.1 ãðà� Rn íå ñîäåðæèò òðåóãîëü-íèêîâ, ò.å. λ(Γ) = 0. Êðîìå ýòîãî, µ(Γ) = 3, ïîñêîëüêó maxπ∈S2

c2(π) = 3ïî Ëåììå 5.3.5. Ñëåäîâàòåëüíî, èç �îðìóëû (5.2) ìû ñðàçó ïîëó÷àåì,÷òî N(Γ, 1) = 3. �Ñëåäñòâèå 5.3.4 Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà π âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ÷åòû-ðåì ðàçëè÷íûì ïåðåñòàíîâêàì, ïðèíàäëåæàùèì ìåòðè÷åñêîìó øàðó
B1(π) â ðåâåðñàëüíîì ãðà�å Rn.Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ti åñòü ÷èñëî ìíîæåñòâ iðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê â B1(π), èç êîòîðûõ ïåðåñòàíîâêà π âîññòàíàâ-ëèâàåòñÿ. Ïóñòü

N = |B1(π)| =
(
n

2

)

+ 1îáîçíà÷àåò ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, íàõîäÿùèõñÿ íà ðåâåðñàëüíîì ðàññòîÿ-íèè íå áîëåå îäèí îò ïåðåñòàíîâêè π. Òîãäà pi =
ti

(Ni )
åñòü âåðîÿòíîñòü



Ý��åêòèâíîå âîññòàíîâëåíèå âåðøèí â ãðà�å 102òîãî, ÷òî ïåðåñòàíîâêà π ý��åêòèâíî âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç i ðàçëè÷-íûõ ïåðåñòàíîâîê â B1(π) ïðè óñëîâèè ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòèýòèõ ïåðåñòàíîâîê. Î÷åâèäíî, ÷òî p1 = 0 è p4 = 1, ò.å., ìû íèêîãäà íåñìîæåì âîññòàíîâèòü â ðåâåðñàëüíîì ãðà�å Rn ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó πïî åäèíñòâåííîé ïåðåñòàíîâêå èç B1(π), íî âñåãäà ìîæåì âîññòàíîâèòüïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó π ïî ÷åòûðåì ðàçëè÷íûì ïåðåñòàíîâêàì èç
B1(π) ïî Ñëåäñòâèþ 5.3.4.Òåîðåìà 5.3.3 [38℄ p2 ∼ 1

3
è p3 → 1 ïðè n → ∞.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, p2 = t2

(N2)
, ãäå t2 åñòü ÷èñëî ìíî-æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç B1(π), ïî êîòî-ðûì ïåðåñòàíîâêà π âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Ïîñêîëüêó ðåâåðñàëüíûé ãðà�

Rn ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâåïåðåñòàíîâêè π åäèíè÷íóþ ïåðåñòàíîâêó I. Èìååòñÿ (
n
2

) ðàçëè÷íûõ ïàð
(I, τ), ãäå τ ∈ S1, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü I. Áîëåå òîãî, ïàðàïåðåñòàíîâîê èç S1, ñìåæíûõ îäíîé è òîé æå ïåðåñòàíîâêå τ ∈ S2 òàêæåíå ïîçâîëÿò âîññòàíîâèòü I. Åñëè τ = πk, 1 ≤ k ≤ n − 2, òî ïî Òåîðå-ìå 5.3.1 â ãðà�å Rn èìååòñÿ ðîâíî N2 =

1
12(n−3)(n−1)(n2+2n+4) òàêèõïàð ïåðåñòàíîâîê èç S1, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò S2,1(τ), è 3(n−2) òàêèõïàð ïåðåñòàíîâîê èç S1, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò S2,1(τ). Ñëåäîâàòåëüíî,

(
N

2

)

− t2 =

(
n

2

)

+N2 + 3(n− 2) =
1

12
(n4 − 2n3 + 5n2 + 20n− 60).Ïîñêîëüêó (

N

2

)

=
1

8
(n4 − 2n3 + 3n2 + 2n),òî

p2 =
t2
(
N
2

) ∼ 1

3
as n → ∞.Òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ, p3 = t3

(N3)
, ãäå t3 åñòü ÷èñëî ìíîæåñòâ, ñîñòîÿ-ùèõ èç òðåõ ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç B1(π), ïî êîòîðûì ïåðåñòàíîâêà

π âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî èìååòñÿ òî÷íî (n−2) ìíîæåñòâ òàêèõïåðåñòàíîâîê {x1, x2, x3} ∈ B1(I), ÷òî {x1, x2, x3} ∈ B1(τ) äëÿ íåêîòîðîãî
τ 6= I. Ïîñêîëüêó ïî Ñëåäñòâèþ 5.3.1 ðåâåðñàëüíûé ãðà� Rn íå ñîäåð-æèò òðåóãîëüíèêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, {x1, x2, x3} ∈ S1(I) è τ ∈ S2(I). Ïî



Ëèòåðàòóðà 103Ëåììå 5.3.5 ýòî èìååò ìåñòî òîëüêî òîãäà, êîãäà τ = πk èëè τ = π−1
k äëÿíåêîòîðîãî 1 ≤ k ≤ n− 2. Ñëåäîâàòåëüíî, (N3 )− t3 = n− 2. Ïîñêîëüêó

(
N

3

)

∼ n6

48
as n → ∞,ìû ïîëó÷àåì 1− p3 ∼ 48

n5 è, ñëåäîâàòåëüíî, p3 → 1 ïðè n → ∞. �Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â ðåâåðñàëüíîì ãðà�å Rn ïåðåñòàíîâêè π ïî ïåðå-ñòàíîâêàì èç ìåòðè÷åñêîãî øàðà B2(π) òðåáóåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåå÷èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê.Òåîðåìà 5.3.4 [38℄ Äëÿ ðåâåðñàëüíîãî ãðà�à Rn, n ≥ 3, èìååì
N(Rn, 2) ≥

3

2
(n− 2)(n+ 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî

N(Rn, 2) = max
π,τ∈V (Rn), π 6=τ

|B2(π) ∩B2(τ)|.Ïóñòü τ = I è π ∈ S2 òàêèå, ÷òî c2(π) = 3 è π èìååò ìèíèìàëüíîåïðåäñòàâëåíèå (5.9). Òîãäà èç Ëåììû 5.3.5 ñëåäóåò, ÷òî π = πk èëè π =

π−1
k äëÿ k = 1, . . . , n − 2. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ rki,li ∈ S1, i = 1, 2, 3,âûïîëíÿåòñÿ

| ∪3
i=1 B1(rki,li)| ≤

3

2
(n− 2)(n+ 1).Â ñàìîì äåëå, ìåòðè÷åñêèå øàðû B1(rki,li), i = 1, 2, 3, ïðèíàäëåæàò

B2(π) ∩ B2(I) è èìåþò òðè îáùèå âåðøèíû I, πk, π
−1
k , ïîñêîëüêó Rn íåñîäåðæèò íè òðåóãîëüíèêîâ, íè ïîäãðà�îâ, èçîìîð�íûõ K2,4 ïî Ñëåä-ñòâèþ 5.3.1 è Òåîðåìå 5.3.1. Êàæäûé èç ìåòðè÷åñêèõ øàðîâ èìååò ðàçìåð

(
n
2

)
+1. Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç 3 ((n2)+ 1

)
−6 = 3

2(n−2)(n+1).
� �àâåíñòâî â Òåîðåìå 5.3.4 äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïåðåñòàíîâîê πk è π−1

k , äëÿêîòîðûõ ðåâåðñàëû ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ π = π2 =

[1342] èëè π = π−1
2 = [1423], è äëÿ r24 = [1432], r23 = [1324], r34 = [1243]ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî |B2(π) ∩B2(I)| = |B1(r2,4) ∪B1(r2,3) ∪B1(r3,4)| = 15.
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