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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùèé êóðñ ëåêöèé ïîñâÿù¼í ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ïîñòðîå-

íèÿ �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì íàðàñòàòü ñî

âðåìåíåì â ñèëó òåõ èëè èíûõ íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå îïè-

ñûâàþò ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé èçó÷àåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-

ñèÿ (ïîêîÿ) ëèáî ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ, à òàêæå

ïðèãîäíûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â èññëåäîâàíèÿõ ñàìîãî øèðîêîãî êðóãà

ëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Öåëü äàííîãî êóðñà ëåêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàó÷èòü ñëó-

øàòåëåé ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàñ-

òóùèõ âî âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà íà ðåãóëÿðíîé îñíîâå èëè

ïîêàçûâàòü àáñîëþòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü, èëè ïîëó÷àòü äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, èëè îáðàùàòü èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) ëè-

áî óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

âîçìóùåíèÿì.

ÏÎÍßÒÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ/ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ. Â íàó÷íîé

ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ öåëûé ðÿä îïðåäåëåíèé ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñ-

òè ðàçíîãî ðîäà ïðîöåññîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðîèñõîäèòü â ñïëîøíûõ

ñðåäàõ [1�13℄. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûì èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëó-

æèò îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, òîæå ïîíèìàåìîå òåìè

èëè äðóãèìè àâòîðàìè ðàçëè÷íûì îáðàçîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òðàêòîâêè ïîíÿòèé óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷è-

âîñòè íèæå ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïðåäëîæåíî àâòîðîì ðà-
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áîòû [11℄. Äàííîå îïðåäåëåíèå âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî â í¼ì â öåíòðå

âíèìàíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè, òîãäà

êàê âîïðîñû êîððåêòíîñòè èçó÷àåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñòàþò-

ñÿ â ñòîðîíå. Èíûìè ñëîâàìè, àâòîð ìîíîãðà�èè [11℄ ïðåäïîëàãàåò,

÷òî ðåøåíèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò è â êàæäîì îòäåëüíîì

ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿþò âñåì ïðåäúÿâëÿåìûì ê íèì òðåáîâàíèÿì. Åñ-

òåñòâåííî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷è-

âîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè áóäóò íîñèòü èñêëþ÷èòåëüíî àïðèîðíûé õàðàê-

òåð.

Êîíêðåòíî, ïóñòü ïîâåäåíèå ñïëîøíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

�óíêöèé

Ψ(x, t) ≡ (Ψ1(x, t), Ψ2(x, t), ..., Ψn(x, t))

ãäå x = (x1, x2, x3) � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, t � âðåìÿ.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [11℄, çäåñü è äàëåå âñÿêàÿ âåêòîð��óíêöèÿ Ψ(x, t) íà-

çûâàåòñÿ ïðîöåññîì. �àññìàòðèâàþòñÿ íåâîçìóù¼ííûé (îñíîâíîé) Ψ0

è âîçìóù¼ííûé (ëþáîé, îòëè÷íûé îò îñíîâíîãî) Ψ ïðîöåññû. Îòêëî-

íåíèÿ âòîðîãî îò ïåðâîãî õàðàêòåðèçóþòñÿ âåêòîð��óíêöèåé

ϕ(x, t) ≡ Ψ(x, t)−Ψ0(x, t)

â òåðìèíàõ êîòîðîé íåâîçìóù¼ííîìó ïðîöåññó Ψ0 îòâå÷àåò ϕ ≡ 0.

Ñîãëàñíî ìîíîãðà�èè [11℄, îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ñî-

ñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé (áëîêîâ).

Áëîê � 1. Ââîäèòñÿ ìåðà îòêëîíåíèÿ âîçìóù¼ííîãî ïðîöåññà îò

íåâîçìóù¼ííîãî. Â êà÷åñòâå ýòîé ìåðû ìîæíî âûáðàòü âñÿêèé âå-

ùåñòâåííûé �óíêöèîíàë M [ϕ], îïðåäåë¼ííûé íà èçó÷àåìîé ñèñòåìå
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�óíêöèé ϕ è ïîä÷èíÿþùèéñÿ îãðàíè÷åíèÿì: à)M [ϕ] ≥ 0; á)M [0] = 0;

â) äëÿ ëþáîãî èññëåäóåìîãî îòêëîíåíèÿ ϕ(x, t) âåùåñòâåííàÿ �óíê-

öèÿ m(x, t) ≡ M [ϕ(x, t)] íåïðåðûâíà ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåðà îòêëîíåíèÿ M [ϕ] íå îáÿçàíà óäîâëåòâî-

ðÿòü àêñèîìàì ðàññòîÿíèÿ ëèáî íîðìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ �àçîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.

Áëîê � 2 (ñîáñòâåííî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó). Íåâîçìóù¼ííûé

ïðîöåññϕ ≡ 0 íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî ìåðåm(x, t) òîãäà, êîãäà äëÿ

âñÿêîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ǫ ìîæåò áûòü óêà-

çàíî òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ íà-

÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ϕ(x, 0) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå m(x, 0) < δ,

òî äëÿ ëþáûõ âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé ϕ(x, t) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

m(x, t) < ǫ. Íàïðîòèâ, íåâîçìóù¼ííûé ïðîöåññ ϕ ≡ 0 íàçûâàåòñÿ

íåóñòîé÷èâûì ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ m(x, t), åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû

îäíî ÷èñëî ǫ > 0, äëÿ êîòîðîãî íåëüçÿ ïîäîáðàòü äðóãîå ÷èñëî δ > 0

òàêîå, ÷òîáû èç m < δ ïðè t = 0 âûòåêàëî m < ǫ ïðè t > 0.

Â ïðåäñòàâëÿåìîì êóðñå ëåêöèé ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷è-

âîñòè ýêñïëóàòèðóþòñÿ èìåííî â òðàêòîâêå àâòîðà ðàáîòû [11℄.

Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè â ñìûñ-

ëå ìîíîãðà�èè [11℄ äîïóñêàåò îáîáùåíèå è íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ ïðîìå-

æóòêîâ âðåìåíè, ïîýòîìó òîãäà, êîãäà, íàïðèìåð, t ∈ [0, T ] ñ ïðîèç-

âîëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé T , ãîâîðÿò î ïîíÿòèÿõ

ïðàêòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè [9, 14�16℄.

ÀÊÒÓÀËÜÍÎÑÒÜ ÊÓ�ÑÀ ËÅÊÖÈÉ. Â õîäå òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ-

ñìîòðåíèÿ ïðèðîäû òåõ èëè èíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé îãðîìíóþ ðîëü

10



èãðàåò ïðîáëåìà àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ

äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé. Ê ïðèìåðó, åñëè äîêàçàíî, ÷òî íåêîå �è-

çè÷åñêîå ÿâëåíèå äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåòñÿ íà ïðàêòèêå, òî òà ëèáî

äðóãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áóäåò åìó àäåêâàòíà â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà îáëàäàåò ðåøåíèÿìè, êîòîðûå îòâå÷àþò äàííî-

ìó ÿâëåíèþ, è ýòè ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû [17�21℄.

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíîé íàñòîÿòåëüíàÿ ïî-

òðåáíîñòü â ñîçäàíèè ïðîñòûõ, ý��åêòèâíûõ è óíèâåðñàëüíûõ àíà-

ëèòè÷åñêèõ ìåòîäèê, ïîçâîëÿþùèõ äëÿ òîé èëè èíîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè, ñ îäíîé ñòîðîíû, áûñòðî, ýêîíîìè÷íî è íàä¼æíî îïðåäåëÿòü

êëàññû óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé, à ñ äðóãîé � óêàçûâàòü íà÷àëüíûå äàí-

íûå, èç êîòîðûõ âåðîÿòíî ðàçâèòèå íàðàñòàþùèõ âîçìóùåíèé íåóñòîé-

÷èâûõ ðåøåíèé. Ïîäîáíûå ìåòîäèêè, áåññïîðíî, ñîâåðøåííî íåîáõîäè-

ìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ ìèíèìóìîì çàòðàò âðåìåíè è ðåñóðñîâ âûáèðàòü

ñðåäè ìíîæåñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñàìóþ îïòèìàëüíóþ ñ òî÷-

êè çðåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ñêðóïóë¼çíîãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ òîãî ëèáî

èíîãî èíòåðåñóþùåãî �èçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìà àäåêâàòíîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé íå èìååò óäîâëåòâîðè-

òåëüíîãî ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ îòáðàêîâêè ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà ñðàâ-

íèòåëüíîì àíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ, àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ

ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî, íàäî ïðèçíàòü, ýòîò ïîäõîä î÷åíü òðóäî¼ìîê è,

÷òî ïðèíöèïèàëüíî, äî ñèõ ïîð òàê è íå ïîëó÷èë äîëæíîãî íàó÷íîãî

îáîñíîâàíèÿ. ×òî æå êàñàåòñÿ ïðîñòûõ, ý��åêòèâíûõ è óíèâåðñàëü-
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íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäèê âûáðàêîâêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òî

îíè ïîïðîñòó îòñóòñòâóþò.

Äàííûé êóðñ ëåêöèé êàê ðàç è �îêóñèðóåòñÿ íà ñîçäàíèè ïðîñòûõ,

ý��åêòèâíûõ è óíèâåðñàëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäèê îòáîðà ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðàâäà, ïîêà îíè ðàçðàáàòûâàþòñÿ â ïðèëîæå-

íèè ê ìîäåëÿì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, íî èäåè, êîòîðûå ñîäåðæàò-

ñÿ â ñåðäöåâèíå ýòèõ ìåòîäèê, áóäóò, íåñîìíåííî, ñïîñîáñòâîâàòü èõ

ðàñïðîñòðàíåíèþ è íà ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äðóãèõ òèïîâ.

Êîíêðåòíî, â íàñòîÿùåì êóðñå ëåêöèé ðå÷ü ïîéä¼ò î íîâûõ àíàëè-

òè÷åñêèõ ìåòîäèêàõ èññëåäîâàíèÿ íàèáîëåå øèðîêîãî êðóãà ëèíåéíûõ

çàäà÷ òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ñóòü äàííûõ ìåòîäèê

çàêëþ÷àåòñÿ â àëãîðèòìè÷åñêîì êîíñòðóèðîâàíèè �óíêöèîíàëîâ Ëÿ-

ïóíîâà [10, 16, 22℄, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ðîñòîì ñî âðåìåíåì â ñèëó

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ðàññìàò-

ðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èëè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Öåëåñîîáðàçíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå íà ðåãóëÿðíîé îñíîâå

�óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, êîòîðûì ñâîéñòâåííî íàðàñòàíèå âî âðåìåíè

ñîãëàñíî òåì ëèáî èíûì íà÷àëüíî�êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ìàëûõ âîçìó-

ùåíèé èçó÷àåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èëè óñòàíîâèâøèõñÿ

òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ, ñàìî ïî ñåáå ñëóæèò îòäåëüíîé �óíäàìåí-

òàëüíîé íàó÷íîé ïðîáëåìîé, âñ¼ åù¼ æäóùåé ñâîåãî ðàçðåøåíèÿ.

Äåëî â òîì, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò ðÿä ïðè¼ìîâ êîí-

ñòðóèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, êîòî-

ðûå óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷
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óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) ëèáî âåñüìà óçêèõ ïîä-

êëàññîâ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ. Â òî æå âðåìÿ,

íåñìîòðÿ íà ïîèñòèíå òèòàíè÷åñêèå óñèëèÿ ó÷¼íûõ, çàíèìàþùèõñÿ

äàëüíåéøèì ñîâåðøåíñòâîâàíèåì òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè, ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòèõ ïðè¼ìîâ íà ëèíåéíûå çà-

äà÷è óñòîé÷èâîñòè ïðîèçâîëüíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé

è ãàçîâ íèêàê íå óäà¼òñÿ. Åñòåñòâåííî, ñëîæèâøàÿñÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ àáñîëþòíî íåïðèåìëåìîé è òðåáóåò íåìåäëåííîãî óñòðàíåíèÿ.

Â äàííîì êóðñå ëåêöèé, îïÿòü æå, êàê ðàç è ðàçáèðàåòñÿ àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ íàðàñòàþùèõ âî âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, êîòî-

ðûå ãîäÿòñÿ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèî-

íàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ îáùåãî âèäà.

Èòàê, òåìà íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé, êàê ýòî âûòåêàåò èç âûøå-

èçëîæåííîãî, äåéñòâèòåëüíî àêòóàëüíà è íåðàçðûâíî ñâÿçàíà ñ ðå-

øåíèåì, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóõ íàó÷íûõ ïðîáëåì �óíäàìåíòàëüíîãî

õàðàêòåðà � àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �èçè÷åñ-

êèõ ïðîöåññîâ è ðåãóëÿðíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì

�óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ëþáûõ äî-

ïóñòèìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Ê�ÀÒÊÈÉ ÎÁÇÎ� ÈÇÂÅÑÒÍÛÕ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ Ä�Ó�ÈÕ ÀÂ-

ÒÎ�ÎÂ. Íèæå àíàëèçèðóåòñÿ èìåþùàÿñÿ íàó÷íàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿ-

ù¼ííàÿ âòîðîìó (èëè ïðÿìîìó) ìåòîäó Ëÿïóíîâà è åãî ïðèëîæåíèÿì â

òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ñ öåëüþ îñâåùåíèÿ èñòîðèè

âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèè äàííîãî ìåòîäà, à òàêæå íûíåøíåãî óðîâ-

íÿ åãî ðàçâèòèÿ. Êîíå÷íî æå, ïðåäñòàâëÿåìûé àíàëèç ëèòåðàòóðíûõ
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èñòî÷íèêîâ íèêîèì îáðàçîì íå ïðåòåíäóåò íà âñåîõâàòíîñòü è ïîëíî-

òó, îäíàêî ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ïîçèöèþ àâòîðà íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé

ïî èçó÷àåìîé â í¼ì ïðîáëåìàòèêå è ìîòèâû, êîòîðûå ïîáóäèëè åãî íà-

÷àòü èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäøèå â èòîãå ê âûíîñèìûì íà ñóä ñëóøàòåëåé

êóðñà ëåêöèé ðåçóëüòàòàì.

Èìåííî, ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà ñëóæèò îäíèì èç ñàìûõ îáùèõ

ïîäõîäîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè

îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ñâîéñòâ ÷àñòíûõ ðåøåíèé,

óòâåðæäåíèå îá óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè äåëàåòñÿ ñðàçó äëÿ øè-

ðîêèõ èõ êëàññîâ. Âàðèàíòîì ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ ýíåð-

ãåòè÷åñêèé ìåòîä, ñóùíîñòü êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ïðèìåíåíèåì â òîé

ëèáî èíîé �îðìå �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ýíåðãåòè÷åñêîé ïðèðîäû.

Âïåðâûå ýíåðãåòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè áûëè èñïîëüçîâàíû â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ëèóâèëëÿ

(1855), Òîìñîíà è Òýòà (1883), Ëÿïóíîâà (1884), Ïóàíêàðå (1885) è ðÿ-

äà äðóãèõ àâòîðîâ. Â ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àëàñü ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè

æèäêèõ ìàññ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî ãðàâèòàöèîí-

íîãî ïîëÿ. Ïîäðîáíûå îáçîðû äîñòèæåíèé äàííîãî ïåðèîäà ñîäåðæàò-

ñÿ â ïóáëèêàöèÿõ [6, 7, 23, 24℄.

Âàæíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ðàííåìó ïåðèîäó

èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷èâàëèñü ëèøü âû÷èñëåíèÿìè âòîðîé âàðèàöèè

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, íà îñíîâàíèè ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè

êîòîðîé ó÷¼íûå ïðèõîäèëè ê ñëîâåñíîìó âûâîäó îá óñòîé÷èâîñòè, íå

ïîäêðåïë¼ííîìó õîòü ñêîëüêî�íèáóäü äîêàçàòåëüíûìè ðàññóæäåíèÿ-

ìè.
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Àíàëèç ñóòè îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïî-

êîÿ) æèäêîñòè âïåðâûå áûë âûïîëíåí À. Ì. Ëÿïóíîâûì. Â ñâîåé äèñ-

ñåðòàöèè ¾Îá óñòîé÷èâîñòè ýëëèïñîèäàëüíûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ âðà-

ùàþùåéñÿ æèäêîñòè¿ (1884) [7℄ îí ââ¼ë êîíöåïöèþ óñòîé÷èâîñòè, êî-

òîðàÿ âïîñëåäñòâèè ñòàëà èçâåñòíà êàê ¾óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó¿

[8�10, 25, 26℄.

Êðîìå òîãî, ïðèäåðæèâàÿñü òðàäèöèé àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè,

À. Ì. Ëÿïóíîâ äàë îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî îòêëîíåíèÿì êî-

îðäèíàò òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Íà

ýòîì ïóòè îí âñòðåòèë ðÿä òðóäíîñòåé, èñêëþ÷àþùèõ âîçìîæíîñòü

ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ òàêîãî îïðåäåëåíèÿ. Ñóùå-

ñòâî äàííûõ òðóäíîñòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ

�óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà îçíà÷àåò çàêëàäûâàíèå â ïîñòàíîâêó çàäà÷è

òîëüêî èí�îðìàöèè î ïîâåäåíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé è íè÷å-

ãî áîëåå. Ïîýòîìó àäåêâàòíîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü

ñ�îðìóëèðîâàíî ëèøü íà ÿçûêå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ìåðû îòêëîíåíèÿ

m(x, t). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ æå îöåíîê â òåðìèíàõ îòêëîíåíèé êîîðäèíàò

íóæíî ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î âèäå ðåøåíèé, ïåðâàÿ

ïîïûòêà åñòåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ êîòîðûõ è áûëà ïðåäïðèíÿòà

À. Ì. Ëÿïóíîâûì [7℄. Òåì íå ìåíåå, äèñêóññèè î ñìûñëå äîïîëíèòåëü-

íîãî óñëîâèÿ, ââåä¼ííîãî èì â îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè, íå óòèõàþò

è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ïîçäíåå êîíöåïöèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó íàøëà ñâî¼ ïðîäîë-

æåíèå â ðàáîòàõ Í. �. ×åòàåâà [16℄ ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Çàòåì

êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû À. Ì. Ëÿïóíîâà è Í. �. ×åòàåâà áûëè
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Â. Â. �óìÿíöåâûì [10, 27�30℄ è Â. À. Ñàìñîíîâûì [31�33℄ îáîáùåíû è

ðàñïðîñòðàíåíû íà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ)

æèäêîñòè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ñûãðàëî îãðîìíóþ ðîëü â ñâÿçè

ñ çàðîæäåíèåì è ïîñëåäóþùèì ñîâåðøåíñòâîâàíèåì êîñìè÷åñêîé òåõ-

íèêè, ïîñêîëüêó â äàííûé ïåðèîä êàê ðàç è ïðèîáðåëè äîâîëüíî áîëü-

øîå çíà÷åíèå çàäà÷è îïèñàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

(ïîêîÿ) íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ îáëàäàåò ïîâåðõíîñòíûì íà-

òÿæåíèåì, à òàêæå òâ¼ðäûõ òåë ñ ïîëîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè ïîäîáíóþ

æèäêîñòü [10, 27�51℄.

Èíîå íàïðàâëåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ìåòîäà � îáíàðóæåíèå óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè

èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè � ýâîëþöèîíèðîâàëî íåçàâèñèìî

îò íàõîæäåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ).

Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (ïðè îòñóòñòâèè ñâîáîäíûõ ãðàíèö) äëÿ òå-

÷åíèé óêàçàííîãî òèïà ïîïðîñòó íåò, ïîýòîìó óæå �îðìóëèðîâêà âà-

ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà îêàçûâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ñëîæíîé çàäà÷åé.

Ïî ýòîé�òî ïðè÷èíå èíòåíñèâíàÿ ðàçðàáîòêà äàííîãî íàïðàâëåíèÿ è

íà÷àëàñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî.

Îäíàêî, äâà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó ýíåð-

ãåòè÷åñêèõ ïî ñâîåìó õàðàêòåðó óñëîâèé, áûëè ïîëó÷åíû �åëååì åù¼ â

1880 è 1916 ãîäàõ. Îíè èçâåñòíû ïîä íàçâàíèÿìè ¾ñäâèãîâîãî¿ (î òî÷êå

ïåðåãèáà â ïðî�èëå ñêîðîñòè) [5, 52℄ è ¾öåíòðîáåæíîãî¿ (î êâàäðàòå

öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè) [5, 53℄ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Õîòÿ âûâîä ¾öåíò-

ðîáåæíîãî¿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èçíà÷àëüíî è îïèðàëñÿ íà ðàññìîò-

ðåíèå ñâîéñòâ �óíêöèîíàëà ýíåðãèè, íî ñïåöè�èêà ýòîãî ðàññìîòðå-
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íèÿ (âðàùàòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ äâèæåíèé, ñîõðàíåíèå öèðêóëÿöèè ñêî-

ðîñòè ïðè âîçìóùåíèÿõ, ðàññóæäåíèÿ â ðàìêàõ êðàéíå óïðîù¼ííîé

ìîäåëè) íàëîæèëà, òåì íå ìåíåå, çàïðåò íà ñàìó âîçìîæíîñòü ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ ðåçóëüòàòà �åëåÿ íà òå÷åíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà. ×òî æå

êàñàåòñÿ ïåðâîãî (¾ñäâèãîâîãî¿) óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, òî îíî áûëî

îáíàðóæåíî â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè, à ïîòîìó �åëåé è íå ïîäîçðåâàë

îá ýíåðãåòè÷åñêîé ïðèðîäå äàííîãî ðåçóëüòàòà.

Òîëüêî â 1950 ãîäó �. Ôüîðòî�ò âû÷èñëèë âòîðóþ âàðèàöèþ ýíåð-

ãèè äëÿ íåêîòîðûõ ïëîñêèõ òå÷åíèé æèäêîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî âå-

ëè÷èíà çàâèõðåííîñòè îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé â êàæäîé æèäêîé ÷àñòèöå

[54℄. Â èòîãå èì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ¾ñäâèãîâîå¿ óñëîâèå óñòîé÷è-

âîñòè �åëåÿ èìååò ýíåðãåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ñïðàâåäëèâî äëÿ ãîðàçäî

áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ äâèæåíèé, íåæåëè ñ÷èòàëîñü ðàíåå. Ê ñîæà-

ëåíèþ, ñòàòüÿ �. Ôüîðòî�òà [54℄ áûëà îïóáëèêîâàíà â ìàëîäîñòóïíîì

íàó÷íîì æóðíàëå ãåî�èçè÷åñêîãî ïðî�èëÿ è äîëãîå âðåìÿ íàõîäèëàñü

âíå ïîëÿ çðåíèÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà.

Êðîìå òîãî, ïîíèìàíèå å¼ ñóòè îêàçàëîñü çàòðóäíåíî èç�çà íå÷¼òêîñ-

òè �îðìóëèðîâîê áàçîâûõ ïðåäïîëîæåíèé è êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íîâûé ýòàï ðàçâèòèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ìåòîäà äëÿ òå÷åíèé íåâÿçêîé

æèäêîñòè áûë èíèöèèðîâàí ðàáîòàìè Â. È. Àðíîëüäà [55�57℄. Â íèõ

îí ñêîíñòðóèðîâàë âàðèàöèîííûé ïðèíöèï îáùåãî âèäà, ãëàñÿùèé,

÷òî âñÿêîå òð¼õìåðíîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè

èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ

æå òî÷êó èíòåãðàëà ýíåðãèè. Ïðè ýòîì âàðèàöèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
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ïîëåé áûëè Â. È. Àðíîëüäîì ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì ¾ðàâíîçàâèõðåííîñ-

òè¿ [56℄, êîòîðûå ñëóæàò èíòåãðàëüíîé �îðìîé óñëîâèé ¾âìîðîæåí-

íîñòè¿ âèõðåâûõ ëèíèé â ïîëå âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé æèäêèõ ÷àñ-

òèö. Óñëîâèå ¾ðàâíîçàâèõðåííîñòè¿ âûðàæàåòñÿ êàê âåñüìà ñëîæíîå

ðàâåíñòâî öèðêóëÿöèé ñêîðîñòè ïî êîíòóðàì, ïðè÷¼ì ìåæäó äàííûìè

êîíòóðàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå. Îäíàêî, äëÿ êëàññà ïëîñ-

êèõ äâèæåíèé ýòî óñëîâèå óäàëîñü âêëþ÷èòü â âàðüèðóåìûé �óíê-

öèîíàë [55℄. Òåì ñàìûì áûëà âûïèñàíà ñâÿçêà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

(�óíêöèîíàë ýíåðãèè è èíòåãðàë îò ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè çàâèõðåí-

íîñòè), ÷üÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíîé. Ñîâåðøåíñòâî-

âàíèå äàííîãî ïîäõîäà ïîçâîëèëî Â. È. Àðíîëüäó ïîëó÷èòü ïåðâûå

àïðèîðíûå îöåíêè íåëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïëîñêèõ òå÷åíèé îáùåãî

âèäà. Äàëüíåéøèå øàãè ïî ðàçâèòèþ ïîäõîäà Â. È. Àðíîëüäà ñäåëàëè

Ë. À. Äèêèé [58℄, ïðåäëîæèâøèé íîâóþ �îðìó âàðèàöèîííîãî ïðèí-

öèïà äëÿ ýíåðãèè òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, è

Â. È. Ñåäåíêî ñ Â. È. Þäîâè÷åì [59℄, êîòîðûå âûâåëè äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïëîñêèõ òå÷åíèé íåâÿçêîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ëàâèíîîáðàçíîå íàðàñòàíèå ïóáëèêàöèé ïî àíàëèçèðóåìîé òåìàòè-

êå íàáëþäàåòñÿ ñ 80�õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà [60�113℄. Âñå ýòè ðàáîòû

ðàñøèðÿþò ñ�åðó èñïîëüçîâàíèÿ èäåé Â. È. Àðíîëüäà è �. Ôüîðòî�-

òà, à èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ê äàííûì èäåÿì íå îñëàáåâàåò è ïî ñåé

äåíü.

Íåñêîëüêî îñîáîå ïîëîæåíèå ñðåäè äðóãèõ ïóáëèêàöèé ïî òåîðèè

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çàíèìàþò ñòàòüè [114, 115℄. Â ýòèõ
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ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàëàñü óñòîé÷èâîñòü â ïëîñêîé çàäà÷å ïîòåíöèàëü-

íîãî îáòåêàíèÿ ïóçûðÿ. Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà îïèñûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì íà-

áîðîì îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò, ÷àñòü èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèê-

ëè÷åñêèå îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû. Èãíîðèðîâàíèå ïîñëåäíèõ ïî ñõåìå

�àóñà [116℄ ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèÿì îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ. �àáî-

òû [114, 115℄ íàèáîëåå ÿðêî äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòè íåïîñðåä-

ñòâåííîãî ïåðåíåñåíèÿ ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè â ìåõà-

íèêó æèäêîñòè è ãàçà.

Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä äà¼ò ëèøü äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Â òî æå âðåìÿ, ïîõîæå, ïîäàâëÿþùåå áîëü-

øèíñòâî óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ íåóñòîé÷èâî, òàê

êàê íà ýòî óêàçûâàåò óçîñòü îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè óñëîâèé óñòîé-

÷èâîñòè, îáíàðóæåííûõ äëÿ äàííûõ òå÷åíèé ïðè ïîìîùè ýíåðãåòè-

÷åñêîãî ìåòîäà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî óìåòü íàõîäèòü îáùèå óñëîâèÿ

íåóñòîé÷èâîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, ñèòóàöèÿ ñ íèìè â òåîðèè ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êðàéíå òÿæ¼ëàÿ.

Äåëî â òîì, ÷òî ïî ñîñòîÿíèþ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîñòûå, ý��åê-

òèâíûå è óíèâåðñàëüíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ðàñòóùèõ âî âðåìå-

íè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò. Îòíîñèòåëüíî

ðàçðàáîòàííûìè ìîãóò âîñïðèíèìàòüñÿ òîëüêî òå ïðè¼ìû êîíñòðóè-

ðîâàíèÿ íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, êîòîðûå

õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàëè â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷

óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) ëèáî îòäåëüíûõ ïîäêëàñ-

ñîâ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Âàæíîñòü ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðåãóëÿðíîãî ïîñòðîåíèÿ ðàñòóùèõ

19



âî âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ìîæíî îñâåòèòü åù¼ è ñ òàêèõ ïî-

çèöèé. Âî�ïåðâûõ, áåç èñïîëüçîâàíèÿ íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì �óíê-

öèîíàëîâ Ëÿïóíîâà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà �óíäàìåíòàëüíàÿ íàó÷íàÿ

ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷è-

âîñòè, òî åñòü çàäà÷à âûÿâëåíèÿ �àêòîðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âîçìîæ-

íîñòü âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé óñòîé÷è-

âîñòè (âåðîÿòíîå íàëè÷èå âîçìóùåíèé, êîòîðûå ìîãëè áû óìåíüøàòü

ýíåðãèþ èññëåäóåìîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èëè óñòàíîâèâøå-

ãîñÿ òå÷åíèÿ). È, âî�âòîðûõ, ðàñòóùèé âî âðåìåíè �óíêöèîíàë ñëó-

æèò íå ìåíåå ñîäåðæàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé òå÷åíèÿ, ÷åì èíòåãðàë

äâèæåíèÿ (ñîõðàíÿþùèéñÿ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàë). Íàðàñòàþùèé

âî âðåìåíè �óíêöèîíàë âûðàæàåò, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî íåîáðàòè-

ìîñòè â ïîâåäåíèè ñïëîøíîé ñðåäû, íàïðàâëåíèå è êà÷åñòâî íàêàïëè-

âàþùèõñÿ â íåé èçìåíåíèé.

Ïèîíåðñêèå ïóáëèêàöèè ïî ïðèìåíåíèþ ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà

â õîäå ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïî-

êîÿ) æèäêîñòè ïðèíàäëåæàò Â. Â. �óìÿíöåâó [10, 29℄, îáîáùèâøåìó

îòíîñÿùèéñÿ ê àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå êëàññè÷åñêèé çàäåë

À. Ì. Ëÿïóíîâà [22℄ è Í. �. ×åòàåâà [16℄. Îí ïðåäëîæèë äëÿ ìåõà-

íè÷åñêèõ ñèñòåì ¾òåëî + æèäêîñòü¿ èñïîëüçîâàòü êàê �óíêöèîíàë

Ëÿïóíîâà âåëè÷èíó, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò âèðèàëîì [24℄.

Èíûå èíòåðåñíûå ïðîäâèæåíèÿ ïî ïóòè, íàìå÷åííîìó Â. Â. �óìÿí-

öåâûì, íî óæå â çàäà÷àõ íåóñòîé÷èâîñòè áàðîêëèííîãî âèõðÿ è ñîñòîÿ-

íèé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî (Ì�Ä) ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) ïðèâåäå-

íû â ñòàòüÿõ [117, 118℄. Òàê, â ðàáîòå [117℄ ïðèìåí¼í äîâîëüíî îðèãè-
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íàëüíûé ïðè¼ì, êîãäà íåóñòîé÷èâîñòü ïîêàçûâàåòñÿ íå äëÿ èñõîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à äëÿ ïîëó÷åííîé èç íå¼ ïîñðåäñòâîì

n�êðàòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Îäíàêî, ïîÿâëÿþùååñÿ

ïðè ýòîì çàòðóäíåíèå ñ çàäàíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé îñòàëîñü â

ñòàòüå [117℄ íåïðåîäîë¼ííûì. Â ðàáîòå æå [118℄ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî,

÷òî èçó÷àåìûå ñîñòîÿíèÿ Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) íåóñòîé÷èâû ïî îò-

íîøåíèþ ê ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì, åñëè ëèíåéíûé

àíàëîã ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ ïðèíèìàòü îò-

ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, â íåé ñêîíñòðóèðîâàíà àïðèîðíàÿ

ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó, êîòîðàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî

âèðèàë (�óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà) èìååò âîçìîæíîñòü ðàñòè ñî âðåìå-

íåì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî. Íàêîíåö, àâòîðàì ñòàòüè [118℄

óäàëîñü óêàçàòü äëÿ âåëè÷èíû èíêðåìåíòà íàðàñòàíèÿ ìàëûõ òð¼õìåð-

íûõ âîçìóùåíèé êàê âåðõíåå, òàê è íèæíåå äîïóñòèìûå ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ.

Íàðàáîòêè ïóáëèêàöèè [118℄ îêàçàëèñü ñàìûìè ïðîäóêòèâíûìè è

ïîçâîëèëè ñîçäàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñòóùèõ âî âðåìåíè �óíê-

öèîíàëîâ Ëÿïóíîâà äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) æèäêîñòåé è ãàçîâ [71, 119�129℄, ðÿä ïðè¼ìîâ êîí-

ñòðóèðîâàíèÿ íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà äëÿ

ëèíåéíûõ çàäà÷ íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé [130, 131℄, ñâî-

äÿùèõñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ê íåêèì ý��åêòèâ-

íûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ), è íåëèíåéíûõ çàäà÷ íåóñòîé÷è-

âîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) æèäêîñòåé è ãàçîâ [127, 132℄. Íàè-

áîëüøèé æå ïðîãðåññ áûë äîñòèãíóò â ñòàòüå [133℄, àâòîðû êîòîðîé
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ñìîãëè ïîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü îäíîãî ïîäêëàññà óñòàíîâèâøèõñÿ òå-

÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, íå

ñâîäÿùèõñÿ íèêàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ê ý�-

�åêòèâíûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ), îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé è ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ âèðèàëà (�óíê-

öèîíàëà Ëÿïóíîâà) àïðèîðíóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ñíèçó ðîñòà

ïîñëåäíèõ âî âðåìåíè. Ê ñîæàëåíèþ, èñïîëüçîâàííûé àâòîðàìè ðàáî-

òû [133℄ ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ íàðàñòàþùåãî ñî âðåìåíåì �óíêöèî-

íàëà Ëÿïóíîâà îáëàäàåò òàêèìè ñïåöè�è÷åñêèìè ÷åðòàìè, êîòîðûå

äåëàþò àáñîëþòíî íåâîçìîæíûì ðàñøèðåíèå åãî ñ�åðû ïðèìåíèìîñ-

òè íà äðóãèå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ.

Âûïîëíåííûé âûøå àíàëèç ïóáëèêàöèé [10, 29, 71, 117�133℄ ïîçâî-

ëÿåò ïðèéòè ê íåäâóñìûñëåííîìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî äàëüíåéøåå ñîâåð-

øåíñòâîâàíèå ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà â ïðèëîæåíèè ê íåëèíåéíûì

çàäà÷àì íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ), à òàêæå êàê ê

ëèíåéíûì, òàê è íåëèíåéíûì çàäà÷àì íåóñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõ-

ñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ îñòðî íóæäàåòñÿ â ðàçðàáîòêå ïðîñòûõ,

ý��åêòèâíûõ è óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ðàñòóùèõ âî

âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà. �ëàâû II�IV äàííîãî êóðñà ëåêöèé

êàê ðàç è ïîñâÿùåíû ñîçäàíèþ òàêèõ àëãîðèòìîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ

íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà âèðèàëüíîãî òè-

ïà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ íåóñòîé÷èâîñòè ïðîèçâîëüíûõ

ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Â çàâåðøåíèå ýòîãî ïóíêòà ëîãè÷íî àêöåíòèðîâàòüñÿ íà ñëîæèâ-

øåéñÿ ñèòóàöèè ñ ðàññìîòðåíèåì âîïðîñîâ ïðàêòè÷åñêîé íåóñòîé÷è-
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âîñòè [9, 14�16℄ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ. �ëàâíûé

íåäîñòàòîê ïîëó÷åííûõ â äàííîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â

òîì, ÷òî îíè, êàê ïðàâèëî, íîñÿò óñëîâíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó òðå-

áóþò çíàíèÿ îïðåäåë¼ííûõ ñâîéñòâ âîçìóùåíèé èçó÷àåìûõ òå÷åíèé,

êîè îáû÷íî íåèçâåñòíû. ßñíî, ÷òî ñ òàêèì ïîëîæåíèåì äåë ìèðèòü-

ñÿ íåëüçÿ, à ïîòîìó â òåõ æå ãëàâàõ II�IV áóäåò ïðåäëîæåíà ìåòîäè-

êà èññëåäîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

æèäêîñòåé è ãàçîâ ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ, ñâîáîäíàÿ îò íåîáõî-

äèìîñòè çíàòü ëþáûå äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î íàëîæåííûõ íà íèõ

ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.

�ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÜ �ÀÑÑÌÀÒ�ÈÂÀÅÌÛÕ Â ÊÓ�ÑÅ ËÅÊÖÈÉ

ÑÌÅØÀÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

È ÈÍÒÅ��ÎÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ×ÀÑÒÍÛ-

ÌÈ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ. Â íàñòîÿùåì êóðñå ëåêöèé èçó÷àþòñÿ ëèíåà-

ðèçîâàííûå íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ

è èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è

ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ÷üè ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ýâîëþöèþ:

1) ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) íå-

âÿçêîé ñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñðåäû ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿ-

íèÿ îáùåãî âèäà â ìàãíèòíîì ïîëå [134, 135℄; 2) ìàëûõ âðàùàòåëü-

íî�ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé óñòàíîâèâøèõñÿ âðàùàòåëüíî�ñèììåò-

ðè÷íûõ æå Ì�Ä òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè è áåñêîíå÷íîé ïî

ïðîâîäèìîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [135, 136℄; 3) ìàëûõ

âèíòîâûõ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíûõ âèíòîâûõ æå òå÷åíèé îäíîðîä-

íîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé
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ïðîâîäèìîñòüþ â ìàãíèòíîì ïîëå [135, 137, 138℄; 4) ìàëûõ îñåñèììåò-

ðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷-

íûõ æå ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñ-

òè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñî ñâîáîä-

íîé ïîâåðõíîñòüþ [139�144℄; 5) ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàð-

íûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñ-

òè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [145℄ è 6) ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ âîçìóùåíèé óñòàíîâèâøèõñÿ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [146, 147℄.

Öåëåñîîáðàçíî îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè èññëåäóåìûõ

â äàííîì êóðñå ëåêöèé ñìåøàííûõ çàäà÷ ïðèíàäëåæàò ê ÷èñëó öåíò-

ðàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè. �îâî-

ðÿ î êóðñå ëåêöèé â öåëîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü

ðàññìàòðèâàåìûõ â í¼ì íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ íå îáëàäàåò ñêîëüêî�

íèáóäü çàâåðø¼ííûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì. Íàðÿäó ñ ýòèì ïî

íåêîòîðûì âîïðîñàì èìåþòñÿ î÷åâèäíûå ïðîäâèæåíèÿ. Íèæå ïðèâî-

äèòñÿ êðàòêèé îáçîð ïóáëèêàöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ äîñòèãíóòûé íà

ñåãîäíÿ óðîâåíü ïîíèìàíèÿ â ïðîáëåìàõ ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííûõ çà-

äà÷, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â íàñòîÿùåì êóðñå ëåêöèé.

Ñàìàÿ áëàãîïîëó÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ ðàçðåøèìîñòüþ íà÷àëüíî�êðàå-

âûõ çàäà÷ ñëîæèëàñü äëÿ ìîäåëè èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãàçîäèíàìèêè.

Çäåñü ðàçâèòû ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíûõ (ïî âðåìåíè) òåî-

ðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êàê ãëàäêèõ, òàê è ðàçðûâíûõ

ðåøåíèé ñìåøàííûõ çàäà÷ â âåñüìà îáùèõ ïîñòàíîâêàõ [148�150℄.

Íåïëîõî îáñòîÿò äåëà è ñ ðàçðåøèìîñòüþ íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷

24



äëÿ äëèííîâîëíîâûõ ìîäåëåé ñòðóéíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå, ïðåîáðàçóåìûõ ïåðåõîäîì ê ñìåøàí-

íûì ýéëåðîâî�ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì [151℄ â ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-

äåëè òèïà âèõðåâîé ìåëêîé âîäû [152℄. Êàê èçâåñòíî, ïîñëåäíèå, â ñâîþ

î÷åðåäü, àíàëîãè÷íû ìîäåëÿì, êîòîðûå îïèñûâàþò òå÷åíèÿ íîðìàëü-

íîãî ãàçà â êàíàëå [17, 153℄. Äàííûé �àêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

çàäåë ãàçîâîé äèíàìèêè ïî ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíûõ (ïî âðåìåíè) òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñìåøàííûõ çàäà÷ äëèííîâîëíîâûõ ìîäåëåé

ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [151, 152,

154�168℄.

Òðóäíåå âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ ñíèìàþò-

ñÿ äëÿ ìîäåëè èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Ýòîìó ñïîñîá-

ñòâóåò, ãëàâíûì îáðàçîì, îòñóòñòâèå ó óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ

òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â

ìàãíèòíîì ïîëå, òàêîé èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíû, êàê ¾ïîòåíöèàëüíûé

âèõðü¿ [169℄. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü òå ñëó÷àè, êîãäà èññëå-

äóåìûå Ì�Ä òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè îáëàäàþò âðàùàòåëüíîé èëè âèíòîâîé ñèììåòðèÿìè.

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà, îïèðàÿñü íà õîðîøî èçâåñòíóþ àíàëîãèþ ìåæ-

äó ý��åêòàìè âðàùåíèÿ è ïëîòíîñòíîé ñòðàòè�èêàöèè [5, 53, 170�

175℄, óäà¼òñÿ ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå òàê, ÷òî

îíè ñòàíîâÿòñÿ ïîõîæèìè íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòðàòè�èöèðîâàí-

íîé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè [135�138℄.
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Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíûõ (ïî

âðåìåíè) òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñìåøàí-

íûõ çàäà÷ ìîäåëåé âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ è âèíòîâûõ Ì�Ä òå-

÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè-

ìåíÿòü íàðàáîòêè ïî ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ ìîäå-

ëè äâóìåðíûõ òå÷åíèé ñòðàòè�èöèðîâàííîé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè [152, 176, 177℄.

×òî æå êàñàåòñÿ ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè

èäåàëüíîé ãèäðîäèíàìèêè, òî òóò âñ¼ êàðäèíàëüíî çàâèñèò îò òîãî, êà-

êèå ýâîëþöèîííûå òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ: ïëîñêèå ëèáî òð¼õìåðíûå. Åñëè

ïëîñêèå, òî, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî çàâèõðåííîñòè ñîõðàíÿòüñÿ â æèäêèõ

÷àñòèöàõ ïðè èõ äâèæåíèÿõ, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì äîêàçûâàòü ëî-

êàëüíûå (ïî âðåìåíè) òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèé íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ â ñàìûõ îáùèõ ïîñòàíîâêàõ [178�184℄. Åñ-

ëè æå òð¼õìåðíûå, òî èìåþòñÿ òîëüêî îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ðàçðå-

øèìîñòè íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñìåøàííûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó-

÷àå íåò èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíû òèïà ¾ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ¿ [169℄, à

óðàâíåíèå ¾âìîðîæåííîñòè¿ çàâèõðåííîñòè ìîæåò îáëàäàòü è ãëàäêè-

ìè, è ðàçðûâíûìè ðåøåíèÿìè [17, 184℄.

Ñîîòíîñÿ âûïîëíåííûé çäåñü îáçîð ïóáëèêàöèé ïî ðàçðåøèìîñòè

íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ â ãèäðîäèíàìèêå è ìàãíèòíîé ãèäðîãàçîäè-

íàìèêå ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå êîíêðåòíûìè ñìåøàííûìè çàäà÷à-

ìè, èçó÷àåìûìè â äàííîì êóðñå ëåêöèé, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû: à) ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ 1)�5) [134�145℄ â
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äîñòàòî÷íîé ìåðå îáîñíîâàíà; á) ñìåøàííàÿ æå çàäà÷à 6) [146, 147℄

èññëåäóåòñÿ â îòñóòñòâèå ëîêàëüíîé (ïî âðåìåíè) òåîðåìû ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè å¼ ðåøåíèé, ÷òî, åñòåñòâåííî, ëèøü óñèëèâàåò

êàê àïðèîðíûé õàðàêòåð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñ-

òè/íåóñòîé÷èâîñòè, òàê è ñòåïåíü èõ âàæíîñòè.

ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÊÓ�ÑÀ ËÅÊÖÈÉ. Íàñòîÿùèé êóðñ ëåêöèé ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, êîòîðûå ðàçáèòû íà ñåìü ïàðàãðà�îâ, çà-

êëþ÷åíèÿ, âûâîäîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû ïî-

ìåùåíà ïîäðîáíàÿ ñâîäêà ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ. Ñóììàðíûé

îáú¼ì êóðñà ëåêöèé ñîñòàâëÿåò 286 ñòðàíèö, ïðè ýòîì 24 èç íèõ çàíè-

ìàåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Íóìåðàöèÿ ïàðàãðà�îâ âåä¼òñÿ âî âñåõ ãëà-

âàõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ôîðìóëû ïîìå÷àþòñÿ íîìåðîì, îáðà-

çîâàííûì èç íîìåðîâ ãëàâû, ïàðàãðà�à è ïîðÿäêîâîãî íîìåðà âíóòðè

ïàðàãðà�à. Ïðè ññûëêàõ íà òó èëè èíóþ �îðìóëó âíóòðè êàêîé�ëèáî

ãëàâû íîìåð ïîñëåäíåé îïóñêàåòñÿ.

�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÌÀÒÅ�ÈÀËÀ ÏÎ �ËÀÂÀÌ. Ïåðâûå äâå ãëà-

âû äàííîãî êóðñà ëåêöèé ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ âòîðûì (èëè ïðÿìûì)

ìåòîäîì Ëÿïóíîâà óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ñîñòîÿ-

íèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èäåàëüíîãî ãàçà ñ ïðîèçâîëüíûì óðàâíåíèåì

ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè

íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå, ïðè÷¼ì ïîñëåäíèå

ñâîäÿòñÿ ïîñðåäñòâîì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ ê íåêèì ý��åêòèâíûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ). Â îñòàëü-

íûõ äâóõ ãëàâàõ òåì æå ìåòîäîì èññëåäóåòñÿ ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü

êàê óñòàíîâèâøèõñÿ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè
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èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è áåñêîíå÷-

íîé ïðîâîäèìîñòüþ â ðàìêàõ äëèííîâîëíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, òàê è

ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë è áåç âñÿêèõ äîïîë-

íèòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ïðè ýòîì íè òå, íè äðóãèå óñòàíîâèâøèåñÿ

òå÷åíèÿ íèêàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ê ý��åê-

òèâíûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) íå ñâîäÿòñÿ.

Èìåííî, â ïåðâîé ãëàâå êóðñà ëåêöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ

çàäà÷à íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èäåàëüíîé ñæè-

ìàåìîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðîâîäèìîñòè ñðåäû ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

îáùåãî âèäà â ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà äåìîí-

ñòðèðóåòñÿ, ÷òî äàííûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) íåóñòîé÷èâû ïî

îòíîøåíèþ ê òàêèì ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì, êîòîðûå

óìåíüøàþò ý��åêòèâíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ

ñîáîé ñóììó âíóòðåííåé ýíåðãèè ñðåäû è ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñòðîÿòñÿ àïðèîðíûå äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà

èçó÷àåìûõ âîçìóùåíèé, ïðè÷¼ì èíêðåìåíòû ýêñïîíåíò, êîòîðûå ñî-

äåðæàòñÿ â ýòèõ îöåíêàõ, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ (ïîêîÿ) è íà÷àëüíûì äàííûì äëÿ ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìó-

ùåíèé. Âûäåëåí ïîäêëàññ íàèáîëåå áûñòðî íàðàñòàþùèõ ìàëûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé è îáíàðóæåíà òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ñêîðîñòè èõ ðîñòà.

Âî âòîðîé ãëàâå êóðñà ëåêöèé èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå çàäà÷è óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ è âèíòîâûõ Ì�Ä

òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî
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ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà â äâóõ ïàðàãðà-

�àõ íàñòîÿùåé ãëàâû ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî âðàùàòåëüíî�ñèììåò-

ðè÷íûõ è âèíòîâûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå, êîã-

äà äàííûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè íàðóøàþòñÿ, êîíñòðóè-

ðóþòñÿ àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íàðàñòàíèÿ ìàëûõ âîç-

ìóùåíèé êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó, ïðè ýòîì äëÿ îäíîé ÷àñòè íàñòîÿùèõ

îöåíîê èíêðåìåíòû ïðèñóòñòâóþùèõ â íèõ ýêñïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ïàðàìåòðàì óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé è íà÷àëüíûì äàííûì ðàññìàò-

ðèâàåìûõ âîçìóùåíèé, à äëÿ îñòàâøåéñÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè

ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè. Âûâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàê-

òè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Óêàçàíû ïîäêëàññû ñàìûõ áûñòðî

ðàñòóùèõ ìàëûõ âîçìóùåíèé è íàéäåíû òî÷íûå �îðìóëû, ïîçâîëÿþ-

ùèå îïðåäåëÿòü ñêîðîñòü èõ íàðàñòàíèÿ. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû ñòàöèî-

íàðíûõ òå÷åíèé è íà÷àëüíûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå èëëþñòðè-

ðóþò óñòàíîâëåííûå ðåçóëüòàòû.

Â òðåòüåé ãëàâå êóðñà ëåêöèé èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûå çàäà÷è óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðî-

âîäèìîñòè æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è â àçèìóòàëüíîì,

è â ïîëîèäàëüíîì ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Â òð¼õ ïàðàãðà�àõ ýòîé ãëàâû

ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà îáíàðóæåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äàííûõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñå-

ñèììåòðè÷íûì æå äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì êàê ñïåöèàëüíîãî,

òàê è îáùåãî âèäà. Åñëè ýòè óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè íå âû-
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ïîëíÿþòñÿ, òî êîíñòðóèðóþòñÿ è íèæíèå, è âåðõíèå àïðèîðíûå ýêñïî-

íåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà èññëåäóåìûõ âîçìóùåíèé, ïðè÷¼ì èíêðå-

ìåíòû ýêñïîíåíò, �èãóðèðóþùèõ â îäíèõ îöåíêàõ, âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ïàðàìåòðàì ðàññìàòðèâàåìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé è íà÷àëüíûì

äàííûì äëÿ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, à

â îñòàëüíûõ ñëóæàò ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè

âåëè÷èíàìè. Âûäåëåíû ïîäêëàññû áûñòðåå âñåãî íàðàñòàþùèõ ìàëûõ

âîçìóùåíèé è ïîëó÷åíû òî÷íûå �îðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñ-

òè èõ ðîñòà. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé

íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ

ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé è íàëàãàåìûõ íà íèõ ìàëûõ îñåñèì-

ìåòðè÷íûõ æå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå ðàçâèâàþòñÿ íà

ëèíåéíîé ñòàäèè ñîãëàñíî ïîñòðîåííûì îöåíêàì.

È, íàêîíåö, â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå êóðñà ëåêöèé èññëåäóþòñÿ ëèíåé-

íûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâè-

ãîâûõ è ëþáûõ äîïóñòèìûõ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ìàñ-

ñîâûõ ñèë. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà â äâóõ ïàðàãðà�àõ ýòîé ãëà-

âû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííûå òå÷åíèÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû îòíîñè-

òåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ

òå÷åíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-

âîñòè (�åëåÿ, Ôüîðòî�òà è Àðíîëüäà) äàííûõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê

ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì ÿâëÿþòñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûìè. Êîí-

ñòðóèðóþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ñíèçó, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î òîì, ÷òî
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èçó÷àåìûå ìàëûå âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

åñëè è íàðàñòàþò âî âðåìåíè, òî íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî.

Îáíàðóæåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷è-

âîñòè. Ñòðîÿòñÿ èëëþñòðàòèâíûå àíàëèòè÷åñêèå ïðèìåðû óñòàíîâèâ-

øèõñÿ òå÷åíèé è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå ðàñ-

òóò ñî âðåìåíåì â ñîãëàñèè ñî ñêîíñòðóèðîâàííûìè îöåíêàìè.

Äåòàëüíàÿ èí�îðìàöèÿ êàê î ñîäåðæàíèè òîé èëè èíîé ãëàâû, òàê

è î íàéäåííûõ â íèõ ðåçóëüòàòàõ ìîæåò áûòü ïî÷åðïíóòà èç ñâîäîê

ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåä¼ííûõ â êîíöå êàæäîé èç ãëàâ.

ÍÀÓ×ÍÀß ÍÎÂÈÇÍÀ. Àâòîðîì êóðñà ëåêöèé áûëè âïåðâûå ïîëó-

÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà ñóä åãî

ñëóøàòåëåé:

1) ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà îáíàðóæåíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�

ñèììåòðè÷íûõ è âèíòîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëü-

íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ â ìàãíèò-

íîì ïîëå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ æå è âèí-

òîâûõ âîçìóùåíèé ñîîòâåòñòâåííî; äëÿ íåóñòîé÷èâûõ óñòàíîâèâøèõñÿ

Ì�Ä òå÷åíèé ïîñòðîåíû àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íàðàñ-

òàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñâåðõó è ñíèçó; íàéäåíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè; ïðåäëî-

æåííûå ïðè¼ìû êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ âî âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ

Ëÿïóíîâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ ëèíåéíûõ

çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ, ñâîäÿ-

ùèõñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ê òåì ëèáî èíûì ý�-

31



�åêòèâíûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ);

2) ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà èëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíà àáñîëþòíàÿ

ëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, èëè óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëè-

íåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè (â òîì ÷èñëå è ïðàêòè÷åñêîé), èëè îáðàùåíû

èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, èëè ïîëó÷åíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèî-

íàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñî

ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ëèáî â àçèìóòàëüíîì, ëèáî â ïîëîèäàëüíîì ìàã-

íèòíûõ ïîëÿõ, à òàêæå óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâè-

ãîâûõ è ïðîèçâîëüíûõ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè

íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë

ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùèì èçó÷àåìûì ìàëûì âîçìóùåíèÿì;

ïîñòðîåíû êàê âåðõíèå, òàê è íèæíèå àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå

îöåíêè íàðàñòàíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ

òå÷åíèé; ðàçðàáîòàííûå ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ ñî âðåìå-

íåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ðàññìîòðå-

íèÿ, â ïðèíöèïå, ëþáûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ

òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ, ïðè÷¼ì âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñâîäÿòñÿ

ýòè òå÷åíèÿ ïðè ïîìîùè òåõ èëè äðóãèõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ ê íåêèì ý��åêòèâíûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) ëèáî

íåò;

3) äëÿ îäíîãî ïîäêëàññà ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâè-

ãîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè
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òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè áåç òî÷åê ïå-

ðåãèáà â ïðî�èëå ñêîðîñòè îáíàðóæåíû ÷àñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøå-

íèÿ êëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è íà îòûñêàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äëÿ óðàâíåíèÿ �åëåÿ [4, 5, 21, 52, 145, 147,

185℄, êîòîðûå îòâå÷àþò íàðàñòàþùèì âî âðåìåíè ìàëûì ïëîñêèì è

òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí è óòî÷íÿþò èçâåñò-

íûå òåîðåìû �åëåÿ [52℄, Ôüîðòî�òà [54℄ è Àðíîëüäà [55℄ î ëèíåéíîé

óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷å-

íèé; äàííûé �àêò ãîâîðèò î òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ èíòåã-

ðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé [52, 185℄ è ñâÿçêè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ [54, 55℄

â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñ-

òè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ òðåáóåò ñòðîãîãî îïèñà-

íèÿ èçó÷àåìûõ ïîäêëàññîâ ìàëûõ âîçìóùåíèé, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå âûñîêà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü îøèáî÷íûå ðåçóëüòàòû.

ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È Ï�ÀÊÒÈ×ÅÑÊÀß ÖÅÍÍÎÑÒÜ. Íàó÷íàÿ

çíà÷èìîñòü íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ïëîäîòâîðíîñòüþ

ñîçäàííûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, èìåþùèõ

ñâîéñòâî ðàñòè ñî âðåìåíåì â ñèëó òåõ ëèáî äðóãèõ ñìåøàííûõ çàäà÷,

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èëè óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèä-

êîñòåé è ãàçîâ.

Ýòè àëãîðèòìû êîíñòðóèðîâàíèÿ íàðàñòàþùèõ âî âðåìåíè �óíê-

öèîíàëîâ Ëÿïóíîâà îòêðûâàþò ñîâåðøåííî îøåëîìëÿþùèå ïåðñïåê-

òèâû äëÿ ðàçâèòèÿ ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà â òåîðèè ãèäðîäèíàìè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
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Êîíêðåòíî, óæå ñåé÷àñ ïîñðåäñòâîì äàííûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ

ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà íå ñîñòàâëÿåò îñîáûõ

ïðîáëåì èññëåäîâàòü âåñüìà øèðîêèé êðóã ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷è-

âîñòè êàê ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ), òàê è ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Äàëåå, çíàÿ, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðîëü íàðàñòàþùåãî âî

âðåìåíè �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà èãðàåò âèðèàë [24℄, ëîãè÷íî ïîïû-

òàòüñÿ íàéòè åãî íåëèíåéíûé àíàëîã, îáîáùèâ òåì ñàìûì ðàçðàáîòàí-

íûå àëãîðèòìû êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíà-

ëîâ Ëÿïóíîâà íà êàê ìîæíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî íåëèíåéíûõ çàäà÷

óñòîé÷èâîñòè è ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ), è óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷å-

íèé æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Íàêîíåö, åñëè ðàñïðîñòðàíèòü äåéñòâèå ñîçäàííûõ àëãîðèòìîâ ïî-

ñòðîåíèÿ íàðàñòàþùèõ âî âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà êàê íà ëè-

íåéíûå, òàê è íà íåëèíåéíûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ýâîëþöèîííûõ òå-

÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ, òî îêàæåòñÿ âïîëíå ðåàëüíûì ñ ìèíèìóìîì

çàòðàò îòáèðàòü ñðåäè ìíîæåñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàèáîëåå

îïòèìàëüíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ èçó÷àåìûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ æå çíà÷èìîñòü íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé îáóñëîâëå-

íà òåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðàçâèòûõ â í¼ì àëãîðèòìîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ

ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà èç ðàññìàòðèâàåìûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåõ ëèáî èíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â æèä-

êîñòÿõ è ãàçàõ ìîæåò èçâëåêàòüñÿ èí�îðìàöèÿ è î êëàññàõ óñòîé÷è-

âûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé, è î íà÷àëüíûõ äàííûõ, èç êîòîðûõ âå-
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ðîÿòíî íàðàñòàíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé íåóñòîé÷èâûõ óñòàíîâèâøèõñÿ

òå÷åíèé, è î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé-

÷èâîñòè, ïðè ýòîì, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî, áåç âûïîëíåíèÿ ñëîæíîãî è

òðóäî¼ìêîãî òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ñâîéñòâ êàê ñàìèõ èññëåäóåìûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàê è èõ ðåøåíèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, äàííóþ

èí�îðìàöèþ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ñîçäàíèÿ è ïîñëåäóþùåé ìîäåð-

íèçàöèè ðàçíîãî ðîäà òåõíîëîãèé, èñïîëüçóþùèõ òå èëè äðóãèå òå÷å-

íèÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ, ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, êîòîðûå

ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðàñ÷¼òà òåõ ëèáî èíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â æèä-

êîñòÿõ è ãàçàõ, è ò. ä. è ò. ï.
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�ëàâà I. Ï�ßÌÎÉ ÌÅÒÎÄ ËßÏÓÍÎÂÀ Â ËÈÍÅÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ Ì�Ä �ÀÂÍÎÂÅÑÈß

(ÏÎÊÎß) ÍÅÂßÇÊÎÉ ÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÏÎ

Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ Ñ�ÅÄÛ

Â ýòîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïî íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èäåàëüíîé ñæèìàåìîé ñðåäû ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâî-

äèìîñòüþ â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííûå ñîñòîÿíèÿ

Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìà-

ëûì ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì, óìåíüøàþùèì ý��åêòèâíóþ

ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âíóòðåííåé ýíåð-

ãèè ñðåäû è ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñòðîÿòñÿ äâóñòîðîííèå ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìóùåíèé, ïðè÷¼ì

èíêðåìåíòû ýêñïîíåíò, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòèõ îöåíêàõ, âû÷èñëÿþòñÿ

ïî ïàðàìåòðàì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) è íà÷àëüíûì äàííûì

ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé. Óêàçûâàåòñÿ ïîäêëàññ ñàìûõ áûñòðî

íàðàñòàþùèõ ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé è êîíñòðóèðóåòñÿ

òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè èõ ðîñòà. Ïðîâîäèòñÿ ñî-

ïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ãëàâû ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè,

êîòîðûå ïîëó÷åíû äðóãèìè àâòîðàìè.

Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âñå ïðåä-

ñòàâëÿåìûå íèæå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû íîñÿò àïðèîðíûé õàðàêòåð,

ïîñêîëüêó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé èññëåäóåìûõ êðàåâûõ è

ñìåøàííûõ çàäà÷ íå äîêàçûâàþòñÿ.
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Ïîäðîáíàÿ ñâîäêà óñòàíîâëåííûõ â ýòîé ãëàâå ðåçóëüòàòîâ ïîìåùå-

íà â å¼ êîíöå. Ìàòåðèàë äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàí â ðàáîòàõ [134,

135℄.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Èçó÷àþòñÿ òð¼õìåðíûå äâè-

æåíèÿ íåâÿçêîé ñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñðåäû â ìàãíèòíîì

ïîëå [134, 135℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â îá-

ëàñòè τ ñ ïîêîÿùåéñÿ íåïðîíèöàåìîé òâ¼ðäîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðîâî-

äèìîñòè ãðàíèöåé ∂τ è îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè [186℄:

ρDvi = − ∂p

∂xi
+
hk
4π

(

∂hi
∂xk

− ∂hk
∂xi

)

, Dρ+ ρ
∂vi
∂xi

= 0 (I.1)

Dhi = hk
∂vi
∂xk

− hi
∂vk
∂xk

,
∂hi
∂xi

= 0, Ds = 0

D ≡ ∂

∂t
+ vi

∂

∂xi
; e = e(ρ, s), de = Tds− pd

(

1

ρ

)

ãäå ρ, v = (v1, v2, v3), p, s, e è T � ïîëÿ ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè, äàâëå-

íèÿ, ýíòðîïèè, âíóòðåííåé ýíåðãèè è òåìïåðàòóðû; h = (h1, h2, h3) �

ìàãíèòíîå ïîëå; x = (x1, x2, x3) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû; t � âðåìÿ.

Åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, òî ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ëàòèíñêèì èíäåêñàì

âñþäó â ïåðâîé ãëàâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò åäèíèöû äî

òð¼õ.

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ∂τ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðîòå-

êàíèÿ

vini = 0, hini = 0 (I.2)

(çäåñü n = (n1, n2, n3) � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂τ).

Âòîðîå èç óñëîâèé (2) îçíà÷àåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå h (1) öåëèêîì

ñîñðåäîòî÷åíî âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ τ è çà å¼ ïðåäåëû íå ïðîíèêàåò.

37



Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) çàäàþòñÿ â âèäå

v (x, 0) = v0 (x) (I.3)

ρ (x, 0) = ρ0 (x) , h (x, 0) = h0 (x) , s (x, 0) = s0 (x)

Ïðè ýòîì ñêàëÿðíûå �óíêöèè ρ0 (x) è s0 (x) ïðîèçâîëüíû, òîãäà êàê

âåêòîð��óíêöèÿ h0 (x) äîëæíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáðàùàòü â òîæäå-

ñòâî ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1), à ñ äðóãîé � ãàðàíòèðîâàòü,

ñîâìåñòíî ñ âåêòîðíîé �óíêöèåé v0 (x), èñòèííîñòü ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé (2).

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå �èçè÷åñêèå ïîëÿ,

êîòîðûå çàäåéñòâîâàíû â �îðìóëèðîâêå ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3), îá-

ëàäàþò äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïëàçìåííîé óñòàíîâêè, ÷üÿ ìàãíèòíàÿ ñèñòåìà

îáåñïå÷èâàåò èäåàëüíûå óñëîâèÿ óäåðæàíèÿ ïëàçìû, íåïîñðåäñòâåííî

ñîïðèêàñàþùåéñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ êîæóõà. �àññìîòðåíèå äàííîé çàäà-

÷è íåîáõîäèìî â êà÷åñòâå ïîäãîòîâèòåëüíîãî ýòàïà äëÿ èññëåäîâàíèÿ

áîëåå îáùåé, íî è áîëåå ðåàëèñòè÷íîé ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñìå-

øàííîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò ïëàçìåííóþ óñòàíîâêó, ãäå ðåàëè-

çîâàíû èäåàëüíûå óñëîâèÿ óäåðæàíèÿ ïëàçìû, îòäåë¼ííîé îò êîæóõà,

ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì òåðìîèçîëÿöèè, âàêóóìíîé ïðîñëîéêîé [187℄.

Ïðè ïîìîùè íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü ïðîäåìîíñòðèðî-

âàíî, ÷òî íà ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) èìååò ìåñòî

ñîõðàíåíèå èíòåãðàëà ýíåðãèè

E1 ≡ K1 + Π1 = 
onst (I.4)
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2K1 ≡
∫

τ

ρvividτ, Π1 ≡
∫

τ

[

ρe(ρ, s) +
1

8π
hihi

]

dτ, dτ ≡ dx1dx2dx3

Òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3)

v = 0, ρ = ρ0 (x) , p = p0 (x) , h = h0 (x) , s = s0 (x) (I.5)

êîòîðûå îòâå÷àþò ñîñòîÿíèÿì Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) íåâÿçêîé ñæè-

ìàåìîé ñðåäû ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-

íèÿì

1

4π
h0k

(

∂h0i
∂xk

− ∂h0k
∂xi

)

=
∂p0
∂xi

,
∂h0k
∂xk

= 0 (I.6)

e = e0 (ρ0, s0) , p0 = ρ20
∂e

∂ρ
(ρ0, s0)

â îáëàñòè τ è óñëîâèþ

h0ini = 0 (I.7)

íà å¼ ãðàíèöå ∂τ .

Öåëü äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü íå-

óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5)�(7) îòíîñèòåëüíî ìà-

ëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Äëÿ äîñòèæå-

íèÿ óêàçàííîé âûøå öåëè ïðîâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé

çàäà÷è (1)�(3) îêîëî òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (5)�(7), â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

ρ0
∂v′i
∂t

= − ∂p′

∂xi
+
h0k
4π

(

∂h′i
∂xk

− ∂h′k
∂xi

)

+

+
h′k
4π

(

∂h0i
∂xk

− ∂h0k
∂xi

)

,
∂ρ′

∂t
+

∂

∂xk
(ρ0v

′
k) = 0 (I.8)

∂s′

∂t
+ v′k

∂s0
∂xk

= 0,
∂h′i
∂t

=
∂

∂xk
(v′ih0k − v′kh0i) ,

∂h′k
∂xk

= 0
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p′ = c20ρ
′ + ρ20s

′ ∂
2e

∂ρ∂s
(ρ0, s0) , c

2
0 = ρ0

(

2
∂e

∂ρ
(ρ0, s0) + ρ0

∂2e

∂ρ2
(ρ0, s0)

)

îïðåäåëÿþùóþ ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé

ïîëåé ñêîðîñòè v′
, ïëîòíîñòè ρ′, ýíòðîïèè s′ è ìàãíèòíîãî ïîëÿ h′

â

îáëàñòè òå÷åíèÿ τ (çäåñü p′ � ìàëûå ïðîñòðàíñòâåííûå âîçìóùåíèÿ

ïîëÿ äàâëåíèÿ, c0 � ñêîðîñòü çâóêà). Ýòó ñèñòåìó äîïîëíÿþò óñëîâèÿ

íåïðîòåêàíèÿ

v′ini = 0, h′ini = 0 (I.9)

êîòîðûå ñòàâÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ∂τ , è íà÷àëüíûå äàííûå

v′ (x, 0) = v′0 (x) (I.10)

ρ′ (x, 0) = ρ′0 (x) , h′ (x, 0) = h′0 (x) , s′ (x, 0) = s′0 (x)

ïðè÷¼ì íà âåêòîð��óíêöèè v′0 (x) è h′0 (x) íàëàãàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ,

àíàëîãè÷íûå ïðèíÿòûì ðàíåå äëÿ âåêòîðíûõ �óíêöèé v0 (x) è h0 (x)

èç (3). Íèæå øòðèõè ó âåëè÷èí, êîòîðûå îáîçíà÷àþò ïîëÿ âîçìóùå-

íèé, îïóñêàþòñÿ.

Íåóñòîé÷èâîñòü âñÿêîãî ñîñòîÿíèÿ Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5)�

(7) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì (8)�(10) ìîæåò

áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà óäàñòñÿ

îáíàðóæèòü õîòÿ áû îäíî âîçìóùåíèå, íàðàñòàþùåå ñî âðåìåíåì íå

ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî.

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî ñóçèòü îáëàñòü ïîèñêà òàêîãî âîçìóùåíèÿ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäêëàññ äâèæåíèé, â êîòîðîì âîçìóùåíèÿ ýí-

òðîïèè æèäêèõ ÷àñòèö (ëàãðàíæåâû âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ýíòðîïèè) ðàâ-

íû íóëþ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýíòðîïèÿ êàæäîé æèä-

êîé ÷àñòèöû ïðè âîçìóùåíèÿõ íå ìåíÿåòñÿ, âîçìóùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
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ñîáîé èñêëþ÷èòåëüíî ñìåùåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö èç èõ ðàâíîâåñíûõ ïî-

ëîæåíèé.

Ïðîùå âñåãî äàííûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû ïîñðåäñòâîì

òàê íàçûâàåìîãî ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ = ξ (x, t) = (ξ1, ξ2,

ξ3) [24℄.

ËÀ��ÀÍÆÅÂÛ ÑÌÅÙÅÍÈß. Ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ

ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ñâÿçåé ëàãðàíæåâûõ X è ýéëåðîâûõ x

êîîðäèíàò äëÿ íåâîçìóù¼ííîãî (îñíîâíîãî) è âîçìóù¼ííîãî äâèæå-

íèé.

Ïóñòü îñíîâíîå (íåâîçìóù¼ííîå) äâèæåíèå æèäêèõ ÷àñòèö õàðàê-

òåðèçóåòñÿ âåêòîð��óíêöèÿìè

x = x (X , t) , X = x (X , 0) , v0 ≡
∂x (X , t)

∂t
(I.11)

ãäå v0 = v0 (x) � ïîëå ñêîðîñòè óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè,

ñîîòâåòñòâóþùåãî íåâîçìóù¼ííîìó (îñíîâíîìó) äâèæåíèþ (11) æèä-

êèõ ÷àñòèö. Ïîñëå íàëîæåíèÿ âîçìóùåíèé òå÷åíèå æèäêîñòè áóäåò

îïèñûâàòüñÿ äðóãèìè âåêòîðíûìè �óíêöèÿìè, íî òåõ æå íåçàâèñèìûõ

ïåðåìåííûõ X, t:

x∗ = x∗ (X, t) , v∗ ≡ ∂x∗ (X , t)

∂t
(I.12)

(çäåñü v∗ = v∗ (x∗, t) � ïîëå ñêîðîñòè âîçìóù¼ííîãî òå÷åíèÿ æèäêîñ-

òè, êîòîðîå îòâå÷àåò âîçìóù¼ííîìó æå äâèæåíèþ æèäêèõ ÷àñòèö).

Çàâèñèìîñòü âåêòîð��óíêöèé x è x∗
îò îäíîé è òîé æå ëàãðàíæåâîé

êîîðäèíàòû X îòðàæàåò ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçè ìåæäó æèäêèìè ÷àñòè-

öàìè â äâèæåíèÿõ (11) è (12).

Ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòíî-
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øåíèÿ

ξ (X, t) ≡ x∗ (X , t)− x (X , t)

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíóþ ê âåêòîðíîé �óíêöèè x (11) âåêòîð��óíêöèþ

X = X (x, t), ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

x∗ (x, t) = x+ ξ (x, t)

îçíà÷àþùåå, ÷òî æèäêàÿ ÷àñòèöà, êîòîðàÿ â ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè

æèäêîñòè îáëàäàëà áû â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè ýéëåðîâîé

êîîðäèíàòîé x, èìååò â âîçìóù¼ííîì òå÷åíèè (â òîò æå ìîìåíò) êî-

îðäèíàòó x∗
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè v∗
(12) âûòåêàåò, ÷òî

D1 [x+ ξ (x, t)] = v∗ (x∗, t) , D1 ≡
∂

∂t
+ v0k

∂

∂xk

D1ξ (x, t) = v∗ (x+ ξ, t)− v0 (x) ≡ δv (x, t)

ãäå δv (x, t) � ýòî ëàãðàíæåâî ïðèðàùåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè, òî åñòü

ðàçíîñòü ñêîðîñòåé îäíîé è òîé æå æèäêîé ÷àñòèöû â âîçìóù¼ííîì

è îñíîâíîì (íåâîçìóù¼ííîì) äâèæåíèÿõ. Ýéëåðîâî âîçìóùåíèå ïîëÿ

ñêîðîñòè (åãî ïðèðàùåíèå â äàííîé òî÷êå x) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç v:

v (x, t) ≡ v∗ (x, t)− v0 (x)

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

δv = D1ξ = v + (ξ∇)v0

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì îêîí÷àòåëüíîì

âèäå:

∂ξi
∂t

= vi + {v0, ξ}i ≡ vi + ξk
∂v0i
∂xk

− v0k
∂ξi
∂xk

(I.13)
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(çäåñü ïðè ïîìîùè �èãóðíûõ ñêîáîê {A, B} îáîçíà÷åíà ñêîáêà Ïóàñ-
ñîíà âåêòîðíûõ ïîëåé A è B [56, 67, 76℄).

Ïóñòü òåïåðü Q (x∗, t) � íåêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñðåäû, îïðåäåë¼í-

íàÿ íà âîçìóù¼ííîì äâèæåíèè (12), òîãäà êàê Q0 (x) � òà æå ñàìàÿ

õàðàêòåðèñòèêà, íî íà íåâîçìóù¼ííîì (îñíîâíîì) äâèæåíèè (11). �àç-

íîñòü

δQ ≡ Q (x∗, t)−Q0 (x)

íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì âîçìóùåíèåì âåëè÷èíû Q, à ðàçíîñòü

q ≡ Q (x, t)−Q0 (x)

� å¼ ýéëåðîâûì âîçìóùåíèåì. Åñëè âîçìóùåíèÿ ìàëû, òî â ïåðâîì

ïîðÿäêå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

δQ = q + ξk
∂Q

∂xk

Â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà Q ñîõðàíÿåòñÿ â ëþáîé èç æèäêèõ

÷àñòèö, è âîçìóùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñìåùåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö,

òîãäà δQ = 0, è

q = − ξk
∂Q

∂xk

ÏÅ�ÅÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÑÌÅØÀÍ-

ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È (8)�(10) ÏÎÑ�ÅÄÑÒÂÎÌ ÏÎËß ËÀ��ÀÍÆÅÂÛÕ

ÑÌÅÙÅÍÈÉ. Âîçâðàùàÿñü ê èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà-

÷è (8)�(10), íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ)

(5)�(7) ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ (13) áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñîîòíî-

øåíèåì

∂ξi
∂t

= vi (I.14)
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Ñ ïîìîùüþ ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ (14) ñìåøàííóþ çàäà÷ó

(8)�(10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ρ0
∂2ξi
∂t2

= − ∂p

∂xi
+
h0k
4π

(

∂hi
∂xk

− ∂hk
∂xi

)

+

+
hk
4π

(

∂h0i
∂xk

− ∂h0k
∂xi

)

, ρ = − ∂

∂xk
(ρ0ξk) (I.15)

hi =
∂

∂xk
(ξih0k − ξkh0i) , s = − ξk

∂s0
∂xk

â τ ; ξini = 0, hini = 0 íà ∂τ

ξ (x, 0) = ξ0 (x) , v (x, 0) = v0 (x)

Íà ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (14), (15) îñòà¼òñÿ íåèçìåí-

íûì ëèíåéíûé àíàëîã èíòåãðàëà ýíåðãèè

E ≡ K +Π = 
onst; 2K ≡
∫

τ

ρ0vividτ (I.16)

2Π ≡
∫

τ

(

− p
∂ξk
∂xk

+
hi
4π

[

hi − ξk

(

∂h0k
∂xi

− ∂h0i
∂xk

)])

dτ

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà Π1 (4), åñëè

å¼ ïåðåïèñàòü â ïîäõîäÿùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñîâïàäàåò ïî �îðìå ñ èí-

òåãðàëîì Π, à åãî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ íà ñîñòîÿíèÿõ Ì�Ä

ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5) â ñèëó óñëîâèé (6), (7).

ÒÅÎ�ÅÌÀ ËÀ��ÀÍÆÀ È Å� ÎÁ�ÀÙÅÍÈÅ. Åñëè äëÿ âñåõ äî-

ïóñòèìûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ (14) èñòèííî íåðàâåíñòâî

Π ≥ 0, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò äîñòèæåíèþ �óíêöèîíàëîì Π1 ñâîåãî

ìèíèìóìà íà òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ (5)�(7) ñìåøàííîé çà-

äà÷è (1)�(3), òî èç íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà E (16) îò âðåìåíè âûòå-

êàåò óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5)�(7) îòíîñèòåëüíî

ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (14), (15). Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâ-

ëÿåòñÿ, ïî ñóòè, îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé òåîðåìû Ëàãðàíæà [10, 16,
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25℄ îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè â

í¼ì ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Íèæå áóäåò óñòàíîâëåíî îáðàùåíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà, òî åñòü ïðî-

äåìîíñòðèðîâàíà íåóñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ)

(5)�(7) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì ïðè óñëî-

âèè, ÷òî �óíêöèîíàë Π1 (4) íå äîñòèãàåò íà íèõ ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ. Â òåðìèíàõ ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóåò íà÷àëüíîå ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0∗(x) (15),

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì:

Π(0) < 0, åñëè ξ = ξ0∗(x) (I.17)

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ èíûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé

ξ0(x) íåðàâåíñòâî (17) ìîæåò ñìåíèòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5)�(7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ¾ñåäëîâîé¿ òî÷êè èíòåãðàëà Π1.

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË ËßÏÓÍÎÂÀ. Â äóõå ðàáîò [85, 120, 127℄, ââîäèòñÿ

èíòåãðàë

M ≡
∫

τ

ρ0ξiξidτ (I.18)

äâóêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå êîòîðîãî ïî âðåìåíè è äàëüíåéøèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (14)�(16) ñïîñîáñòâóþò

ïîëó÷åíèþ óðàâíåíèÿ

d2M

dt2
= 4(K − Π) = 8K − 4E

íàçûâàåìîãî âèðèàëüíûì ðàâåíñòâîì [24℄. Óìíîæàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,

äàííîå ðàâåíñòâî íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó λ è âû÷èòàÿ
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ïðîèçâåäåíèå èç ñîîòíîøåíèÿ (16), ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèå

dEλ

dt
= 2λEλ − 4λKλ; Eλ ≡ Kλ + Πλ (I.19)

2Πλ ≡ 2Π+λ2M, 2Kλ ≡ 2K−λdM
dt

+λ2M =

∫

τ

ρ0

(

∂ξ

∂t
− λξ

)2

dτ ≥ 0

Åñëè ïîëîæèòü λ > 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (19), ñîãëàñíî íåîòðèöà-

òåëüíîñòè �óíêöèîíàëà Kλ, áóäåò âûòåêàòü äè��åðåíöèàëüíîå íåðà-

âåíñòâî

dEλ

dt
≤ 2λEλ

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îñíîâíîå äëÿ

ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèå

Eλ(t) ≤ Eλ(0) exp(2λt) (I.20)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (20) ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ

âñÿêèõ ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (14), (15), òàê è äëÿ ëþáûõ

ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû λ. Êðîìå òîãî, ïðè

ïîëó÷åíèè äàííîãî íåðàâåíñòâà íå ïîòðåáîâàëîñü íàëàãàòü íèêàêèõ

îãðàíè÷åíèé íà çíàê �óíêöèîíàëà Π (16).

Ïîñêîëüêó èìåííî äëÿ èíòåãðàëà Eλ óäàëîñü âûâåñòè ñîîòíîøåíèå

(20), òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è äà¼ò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü åãî íè-

æå â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà [16, 22℄.

ÎÖÅÍÊÈ ÑÂÅ�ÕÓ È ÑÍÈÇÓ. Ïóò¼ì çàäàíèÿ íàäëåæàùèì îáðà-

çîì íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ è âîç-

ìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñòè v (14), (15) è ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâà (20)

ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà
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ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïî-

êîÿ) (5)�(7), à òàêæå íàéäåíà òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñ-

òè íàðàñòàíèÿ íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèõ âîçìóùåíèé.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü íà÷àëüíîå ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 òà-

êîâî, ÷òî äëÿ íåãî èìååò ìåñòî óñëîâèå (17). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,

÷òî ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ è âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñòè v

çàäàþòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, â

êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ ìîæíî âçÿòü �óíêöèè v0
òàêèå, ÷òîáû îíè óäîâ-

ëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèþ K(0) ≤ |Π(0)|. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà Eλ(0),

â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ (19), áóäåò íå ÷åì èíûì, êàê ïîëèíîìîì âòî-

ðîé ñòåïåíè îò λ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîý��èöèåíòîì M(0) (18) ïðè λ2

è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì E(0) ≤ 0 (16):

Eλ(0) ≡ E(0)− λ

2

dM

dt
(0) + λ2M(0) (I.21)

Ïóñòü λ > 0, òîãäà èç ñâÿçè (21) âûòåêàåò, ÷òî íà èíòåðâàëå

0 < λ < Λ1 ≡ B +
√
C (I.22)

B ≡ 1

4M(0)

dM

dt
(0), C ≡ B2 − E(0)

M(0)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Eλ(0) < 0 (I.23)

Ñîîòíîøåíèÿ (20), (23) ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

(14), (15), (17) ìîãóò íàðàñòàòü âî âðåìåíè íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïî-

íåíöèàëüíî.

Åñëè λ = Λ1 − δ (ñî âñÿêèì δ èç èíòåðâàëà ]0, Λ1[), òî íåðàâåíñòâî

(20) ïðåäñòàíåò â âèäå

EΛ1−δ(t) ≤ EΛ1−δ(0) exp [2 (Λ1 − δ) t] (EΛ1−δ(0) < 0) (I.24)
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Îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëîâ Eλ, Kλ è Πλ (19), íåòðóäíî âû-

âåñòè ñîîòíîøåíèå Eλ(t) ≥ Π(t), êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðèäàòü íåðàâåí-

ñòâó (24) �îðìó

Π(t) ≤ EΛ1−δ(0) exp [2 (Λ1 − δ) t] (I.25)

Ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ â èññëåäîâàíèå �óíêöèîíàëà

J(t) ≡
∫

τ

{

ρ2 + s2 +

(

∂ξi
∂xi

)2

+ hihi + ξiξi

}

dτ (I.26)

ñîîòíîøåíèå (25) ïðåîáðàçóåòñÿ ê áîëåå ñîäåðæàòåëüíîìó íåðàâåíñòâó

J(t) ≥ |cEΛ1−δ(0)| exp [2 (Λ1 − δ) t] (I.27)

(çäåñü c � èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ). Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ñîîòíîøå-

íèÿ (27) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïàðàìåòð Λ1 − δ (22), (24) îöåíèâàåò

èíêðåìåíòû ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (14), (15), (17) ñíèçó.

Îöåíêà (27) ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óëó÷øåíà, åñëè íà÷àëüíûå

âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè v0
(15) ñâÿçàòü ñ íà÷àëüíûì ïîëåì ëàãðàí-

æåâûõ ñìåùåíèé ξ0∗ (15), (17) ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

v0(x) = λξ0∗(x) (I.28)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäà âåðíî ñîîòíîøåíèå (28), èç îïðåäå-

ëåíèé (19) èíòåãðàëîâ Eλ, Kλ è Πλ âûòåêàåò, ÷òî

Kλ(0) = 0, Eλ(0) = Πλ(0) (I.29)

Âíîâü ñ÷èòàÿ λ > 0, ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (21), (29) íåñëîæíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî íà èíòåðâàëå

0 < λ < Λ ≡
√

− 2Π(0)

M(0)
(I.30)
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èñòèííî íåðàâåíñòâî Πλ(0) < 0. Åñëè òåïåðü λ = Λ − δ1 (ñ ëþáûì δ1

èç èíòåðâàëà ]0, Λ[), òî ñ ó÷¼òîì ñâÿçåé (29) ñîîòíîøåíèå (20) ìîæíî

ïðèâåñòè ê íåðàâåíñòâó

EΛ−δ1(t) ≤ ΠΛ−δ1(0) exp [2 (Λ− δ1) t] (ΠΛ−δ1(0) < 0) (I.31)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (26) è (31) â èòîãå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

íåðàâåíñòâî

J(t) ≥ |c1ΠΛ−δ1(0)| exp [2 (Λ− δ1) t] (I.32)

ãäå c1 � èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Íàñòîÿùåå íåðàâåíñòâî ñâè-

äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïàðàìåòð Λ − δ1 (30), (31) îöåíèâàåò ñíèçó

èíêðåìåíòû ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è (14), (15), (17), (28).

Ñîïîñòàâëåíèå îöåíîê (27) è (32) äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ðåøåíèÿ íà-

÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (14), (15), ÷üè íà÷àëüíûå äàííûå óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì (17), (28), ðàñòóò áûñòðåå âñåõ îñòàëüíûõ âîçìóùåíèé.

Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàëûå òð¼õìåðíûå âîçìóùåíèÿ

(14), (15) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (17), (28) ñëóæàò ñàìûìè îïàñíûìè,

òàê êàê íàèáûñòðåéøåå íàðàñòàíèå ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è (14),

(15), (17), (28) íàáëþäàåòñÿ ïðè

Λ+ ≡ sup

ξ0∗(x)
Λ (I.33)

Äëÿ ýòîãî íóæíî ñêîíñòðóèðîâàòü îöåíêó, äàþùóþ îãðàíè÷åíèå

ñâåðõó íà ðîñò ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (14), (15), (17),

(28) ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5)�(7). Íàñòîÿùàÿ öåëü ìîæåò

áûòü äîñòèãíóòà, åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà λ âûáðàòü òàêîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïî âåëè÷èíå áûëî áû áîëüøå, ÷åì Λ+
. Òîãäà

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 (15)
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áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Πλ(0) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèî-

íàë Eλ (19) òîæå áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ

íà÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 è âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêî-

ðîñòè v0
(15). Ýòîò �àêò îçíà÷àåò, ÷òî ïðè λ = Λ+ + ǫ (ǫ > 0) èç

îñíîâíîãî íåðàâåíñòâà (20) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

EΛ++ǫ(t) ≤ EΛ++ǫ(0) exp
[

2
(

Λ+ + ǫ
)

t
]

Äàííîå ñîîòíîøåíèå ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâà ΠΛ+(t) ≥ 0 ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü â ñëåäóþùåì íàãëÿäíîì è îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

2KΛ++ǫ(t) + ǫ
(

2Λ+ + ǫ
)

M(t) ≤ 2EΛ++ǫ(0) exp
[

2
(

Λ+ + ǫ
)

t
]

(I.34)

Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (34) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïàðàìåòð Λ++ ǫ

(30), (33) îöåíèâàåò èíêðåìåíòû ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è

(14), (15), (17), (28) ñâåðõó.

Ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ (32) è (34) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âå-

ëè÷èíà Λ+
îöåíèâàåò ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è

(14), (15), (17), (28) êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó:

Λ+ − δ1 ≤ ω∗ ≤ Λ+ + ǫ (I.35)

Îöåíêà (35) äåìîíñòðèðóåò, ÷òî íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóò òå ðåøåíèÿ

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (14), (15), (17), (28), ÷åé èíêðåìåíò ω∗ = Λ+

(33).

Èòàê, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (17), òî, âû÷èñëèâ çíà÷åíèå âåëè÷è-

íû Λ+
ïî �îðìóëàì (30), (33), íåñëîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ: çà êàêîå

õàðàêòåðíîå âðåìÿ ìàëûå òð¼õìåðíûå âîçìóùåíèÿ (14), (15), (17), (28)

ðàçðóøàò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5)�(7) èäåàëüíîé ñæèìàåìîé

áåñêîíå÷íîé ïî ïðîâîäèìîñòè ñðåäû â ìàãíèòíîì ïîëå?
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ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ Ñ ÈÇ-

ÂÅÑÒÍÛÌÈ �ÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈ Ä�Ó�ÈÕ ÀÂÒÎ�ÎÂ. Ïåðåõîäÿ ê

ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ, óñòàíîâëåííûõ â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåãî êóð-

ñà ëåêöèé, ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû èíûìè àâòî-

ðàìè, ñòîèò, ïðåæäå âñåãî, ñêàçàòü î òîì, ÷òî ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷è-

âîñòè ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) íåâÿçêîé ñæèìàåìîé èäåàëü-

íî ïðîâîäÿùåé ñðåäû ñ ÷àñòíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ â âèäå àäèà-

áàòû Ïóàññîíà èçó÷àëàñü ðàíåå â ðàáîòå [77℄. �ëàâíûé íåäîñòàòîê îá-

íàðóæåííûõ â ýòîé ïóáëèêàöèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óäåðæàíèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñðåäû â ìàãíèòíîé ëîâóøêå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè

ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà áûëè ïðèìåíå-

íû ïåðâûå èíòåãðàëû ñïèðàëüíîñòè, ïðèâåäøèå, ïî ñóòè, ê íåÿâíîìó

èñêëþ÷åíèþ èç èññëåäîâàíèÿ âîçìóùåíèé, êîòîðûå îáëàäàþò íóëå-

âîé ñïèðàëüíîñòüþ, íî, òåì íå ìåíåå, óìåíüøàþò ý��åêòèâíóþ ïîòåí-

öèàëüíóþ ýíåðãèþ. �åçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ñâîáîäíû îò óêàçàííîãî

íåäîñòàòêà.

Äàëåå, äðóãèì âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, çàñëóæèâàþùèì îñîáîãî

âíèìàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èçëîæåííàÿ âûøå ìåòîäèêà êîíñòðóèðî-

âàíèÿ äâóñòîðîííèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê íàðàñòàíèÿ ìàëûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è ïðè èçó÷åíèè

ëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) áåçãðà-

íè÷íîé èäåàëüíîé ñæèìàåìîé ñðåäû ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ â

ïåðèîäè÷åñêîì ïî ïðîñòðàíñòâó ìàãíèòíîì ïîëå [62, 188�191℄.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîä îáëàñòüþ òå÷åíèÿ τ äîëæíî ïîíèìàòü íåêîòî-

ðûé êîíå÷íûé îáú¼ì ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû, à ïîä ïîâåðõíîñòüþ ∂τ
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äàííîé îáëàñòè � åãî ãðàíèöó. Åñòåñòâåííî, ÷òî íà òàêîé ∂τ óñëîâèÿ

íåïðîòåêàíèÿ (2) óæå íå áóäóò àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿòüñÿ, ïîýòîìó

íàäî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû ïîâåðõíîñòíûå �óíêöèîíàëû, âû÷èñëÿå-

ìûå ïî ãðàíèöå âûäåëåííîãî îáú¼ìà ñðåäû, îáðàùàëèñü â íóëü.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé

Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) áåñêîíå÷íîé íåâÿçêîé ñæèìàåìîé èäåàëüíî

ïðîâîäÿùåé ñðåäû èññëåäîâàëàñü ïðåæäå â ðàáîòàõ [62, 188�191℄. Òàê,

àâòîð ñòàòåé [188�190℄ óñòàíîâèë, ÷òî èçó÷àåìûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ (ïîêîÿ) àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî êðóïíîìàñøòàáíûõ

ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé. Â òî æå âðåìÿ àâòîð ðàáîòû [62℄ ïîëó-

÷èë ïðîòèâîïîëîæíûé ðåçóëüòàò � îá àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) ïî îòíîøåíèþ êî

âñåâîçìîæíûì ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì. Íà îøèáî÷-

íîñòü ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà óêàçûâàëîñü â ñòàòüå [191℄, îäíàêî ïðåä-

ñòàâëåííûé â íåé ïðèìåð íà÷àëüíîãî ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé,

äëÿ êîòîðîãî âòîðàÿ âàðèàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ îòðèöà-

òåëüíîé, íåëüçÿ ïðèçíàòü äîêàçàòåëüíûì, ïîñêîëüêó äàííîå íà÷àëü-

íîå ïîëå ïðîòèâîðå÷èò ïðèíÿòîìó àâòîðîì ðàáîòû [191℄ òðåáîâàíèþ

ñîëåíîèäàëüíîñòè.

Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ïåðå÷èñëåííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ

èíûõ àâòîðîâ íèæå ñòðîèòñÿ ïðèìåð ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5),

(6) áåçãðàíè÷íîé èäåàëüíîé ñæèìàåìîé ñðåäû ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäè-

ìîñòüþ â ïðîñòðàíñòâåííî�ïåðèîäè÷åñêîì ìàãíèòíîì ïîëå è íà÷àëü-

íûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé (15), (17), ÷ü¼ ðàçâèòèå âî âðåìåíè

íà ëèíåéíîé ñòàäèè áóäåò ïðîòåêàòü â ñîãëàñèè ñî ñêîíñòðóèðîâàííû-
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ìè ýêñïîíåíöèàëüíûìè îöåíêàìè ñíèçó (27) è ñâåðõó (34) ðîñòà ìàëûõ

òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé (14), (15), (17) [135℄.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ïðèìåð èìååò ÷èñòî èëëþñòðàòèâ-

íûé õàðàêòåð, è ê íåìó íè â êîåì ðàçå íå íóæíî îòíîñèòüñÿ êàê ê

ñòðîãîìó äîêàçàòåëüñòâó íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ

(ïîêîÿ) áåñêîíå÷íîé íåâÿçêîé ñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñðå-

äû, òàê êàê âñå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé

óñòàíîâëåíû â ïðåäïîëîæåíèè íàëè÷èÿ ðåàëüíîãî ñîñóäà τ ñ íåïî-

äâèæíîé òâ¼ðäîé íåîãðàíè÷åííîé ïî ïðîâîäèìîñòè ïîâåðõíîñòüþ ∂τ ,

à â ïðåäëàãàåìîì äàëåå ïðèìåðå âìåñòî òàêîãî ñîñóäà áóäåò �èãóðè-

ðîâàòü íåêàÿ ÿ÷åéêà, óìîçðèòåëüíî âûðåçàííàÿ èç áåñêîíå÷íîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, êîòîðîå öåëèêîì çàïîëíåíî èññëåäóåìîé ñðåäîé. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äàííûé ïðèìåð ñòîèò âîñïðèíèìàòü, ñêîðåå, êàê ïîáóäèòåëü-

íûé ìîòèâ ê îñóùåñòâëåíèþ â áóäóùåì áîëåå òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ

óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ), ÷åì âû-

ïîëíÿâøååñÿ ðàíüøå [62, 188�191℄.

Èòàê, ïóñòü èäåàëüíàÿ ñæèìàåìàÿ ñðåäà ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðîâî-

äèìîñòüþ, íàïîëíÿþùàÿ áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ïîêîèòñÿ â ïðî-

ñòðàíñòâåííî�ïåðèîäè÷åñêîì ìàãíèòíîì ïîëå

h0(x) = A (cosαx3 + sinαx2, cosαx1 + sinαx3,

cosαx2 + sinαx1) (I.36)

ãäå A è α � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïåðâàÿ èç êî-

òîðûõ ñëóæèò àìïëèòóäîé ïîëÿ h0, à âòîðàÿ � åãî îáðàòíûì ïðî-

ñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì [62, 188�191℄. Ìàãíèòíîå ïîëå h0(x) (36)
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ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàíñòâó ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, èìåíóåìîãî áåññèëîâûì ïîëåì Áåëüòðàìè [62, 191℄.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (36) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (6), íåñëîæíî ïîëó-

÷èòü, ÷òî ïðè ýòîì ïåðâîå å¼ óðàâíåíèå ñâåä¼òñÿ ê ðàâåíñòâó

p0 = 
onst, òîãäà êàê âòîðîå ïðåâðàòèòñÿ â òîæäåñòâî. Çíà÷èò, â ðàâ-

íîâåñèè (ïîêîå) èññëåäóåìàÿ ñðåäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåò

ïîëàãàòüñÿ îäíîðîäíîé, òî åñòü

ρ = ρ0 = 
onst, s = s0 = 
onst, p = p0 = 
onst (I.37)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷ëåíèòü òðåáóåìóþ ÿ÷åéêó ñ íåâÿçêîé ñæèìàå-

ìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñðåäîé, â áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå íåîáõî-

äèìî �èêñèðîâàòü íåêîòîðóþ òî÷êó â êà÷åñòâå íà÷àëà îòñ÷¼òà äåêàð-

òîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Çàòåì â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãåîìåò-

ðè÷åñêè âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íûé îáú¼ì ñðåäû â �îðìå ïðÿìîóãîëüíîãî

ïàðàëëåëåïèïåäà:

τ =

{

(x1, x2, x3) : − π

2α
< x1 <

π

2α
, − π

2β
< x2 <

π

2β
,

0 < x3 <
π

α

}

(I.38)

(çäåñü β � íåêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà).

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè

∂τ =

{

(x1, x2, x3) : x1 = − π

2α
, x1 =

π

2α
, x2 = − π

2β
,

x2 =
π

2β
, x3 = 0, x3 =

π

α

}

(I.39)

ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà τ (38) ñòàöèîíàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå

h0 (36) íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (7). Ýòîò �àêò áóäåò
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ó÷ò¼í íèæå ïðè ïîñòðîåíèè íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ

èñòèííîñòü íåðàâåíñòâà (17).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñåì ïðåäúÿâëÿåìûì ê íà÷àëüíûì ìàëûì òð¼õ-

ìåðíûì âîçìóùåíèÿì (14), (15), (17) òðåáîâàíèÿì îòâå÷àåò ïîëå ëàã-

ðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ(x, t), êîòîðîå ïðè t = 0 ïðèíèìàåò âèä

ξ = ξ0∗(x) = a (sin βx2, 0, 0) (I.40)

ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ñàìîì äåëå, èíòåãðàëû

I ≡ 1

4π

∫

τ

∂

∂xi

(

h0iξ
0∗
k h0k − ξ0∗i h0kh0k

)

dτ (I.41)

I1 ≡
1

8π

∫

τ

∂

∂xi

[

h0k
(

ξ0∗k h
0
i − ξ0∗i h

0
k

)]

dτ

(çäåñü h0(x) =
(

h01, h
0
2, h

0
3

)

� íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ

h0 òàêîå, ÷òî h
0
1 = βAa (cosαx1 + sinαx3) cos βx2, h

0
2 = αAa sinαx1×

× sinβx2, h
0
3 = −αAa cosαx1 sin βx2), ïðèñóòñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåí-

íî â ïåðâîé è âòîðîé âàðèàöèÿõ �óíêöèîíàëà ý��åêòèâíîé ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè Π1 (4), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷íûõ

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (5)�(7) ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3), ñòàíîâÿòñÿ

â äàííîì ñëó÷àå ðàâíûìè íóëþ.

Òàê, ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (36), (38)�(40) èíòåãðàë I ìîæåò

áûòü ïðåîáðàçîâàí ê �îðìå

I =
A2a

4π

(

I1 + I2 + I3 + I4 + I5
)

ãäå

I1 ≡ β

π/2α
∫

− π/2α

π/2β
∫

− π/2β

π/α
∫

0

[cosαx1 cos βx2 cosαx3] dx1dx2dx3
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I2 ≡ α

π/2α
∫

− π/2α

π/2β
∫

− π/2β

π/α
∫

0

[sinαx1 sin βx2 sinαx3] dx1dx2dx3

I3 ≡ β

π/2α
∫

− π/2α

π/2β
∫

− π/2β

π/α
∫

0

[(cosαx1 + sinαx3) sinαx2 cos βx2] dx1dx2dx3

I4 ≡ −α

π/2α
∫

− π/2α

π/2β
∫

− π/2β

π/α
∫

0

[cosαx1 cosαx2 sinβx2] dx1dx2dx3

I5 ≡ β

π/2α
∫

− π/2α

π/2β
∫

− π/2β

π/α
∫

0

[cosβx2 sinαx3 cosαx3] dx1dx2dx3

Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèîíàëû I2, I3 è I4 ðàâíû íó-

ëþ, ïîñêîëüêó ñîäåðæàò â ñåáå íå÷¼òíûå �óíêöèè àðãóìåíòà x2, èí-

òåãðèðîâàíèå ïî êîòîðîìó âåä¼òñÿ íà èíòåðâàëå, ñèììåòðè÷íîì ïî îò-

íîøåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Áîëåå òîãî, ïðÿìûå ðàñ÷¼òû ïîçâîëÿþò ïîêàçàòü ðàâåíñòâî íóëþ è

�óíêöèîíàëîâ I1, I5 òîæå. Äåéñòâèòåëüíî,

I1 =
sinαx1
α2

∣

∣

∣

∣

∣

π/2α

− π/2α

sinβx2

∣

∣

∣

∣

∣

π/2β

− π/2β

sinαx3

∣

∣

∣

∣

∣

π/α

0

=
4

α2
(sin π − 0) = 0

I5 = − x1
4α

∣

∣

∣

∣

∣

π/2α

− π/2α

sin βx2

∣

∣

∣

∣

∣

π/2β

− π/2β

cos 2αx3

∣

∣

∣

∣

∣

π/α

0

= − π

2α2
(cos 2π − 1) = 0

Â èòîãå, èíòåãðàë I (41), êàê è îæèäàëîñü, ðàâåí íóëþ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, è

�óíêöèîíàë I1 (41), êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ñâÿçåé (36), (38)�(40) ìîæåò

áûòü çàïèñàí â âèäå

I1 =
αβ

4π
A2a2

π/2α
∫

− π/2α

π/2β
∫

− π/2β

π/α
∫

0

[(sinαx2 + cosαx3) sinαx1×
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× sin βx2 cosβx2] dx1dx2dx3

îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê êàê âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíòåãðàë ñ ñèììåòðè÷íû-

ìè ïðåäåëàìè îò íå÷¼òíîé �óíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x1.

Òåì ñàìûì íàéäåíî, ÷òî äëÿ òî÷íûõ ðåøåíèé (36), (37) ñòàöèîíàð-

íûõ óðàâíåíèé (6) ïåðâàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà ý��åêòèâíîé ïî-

òåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π1 ðàâíà íóëþ, à âòîðàÿ âàðèàöèÿ ñîâïàäàåò ñ

èíòåãðàëîì Π (16), îáëàäàþùèì òåïåðü �îðìîé

Π(0) =
1

8π

∫

τ

h0i

(

h0i − ξ0∗k

[

∂h0k
∂xi

− ∂h0i
∂xk

])

dτ

èëè, ïîñëå çàìåíû h0, ξ
0∗
è h0

îòâå÷àþùèìè èì âûðàæåíèÿìè,

Π(0) =
A2a2

8π

π/2α
∫

− π/2α

π/2β
∫

− π/2β

π/α
∫

0

[

β2 (cosαx1 + sinαx3)
2 cos2 βx2−

−α2 (sinαx1 cosαx2 + cosαx1 sinαx3) sin
2 βx2

]

dx1dx2dx3

Ïîñðåäñòâîì íåïðîäîëæèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäíèé �óíê-

öèîíàë ìîæíî óïðîñòèòü òàê, ÷òî îí ïðåäñòàíåò â âèäå

Π(0) =
A2a2

16βα2

[(

π2 + 8
)

β2 − 4α2
]

êîòîðûé äà¼ò âñå îñíîâàíèÿ ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ î ñïðàâåäëèâîñòè

íåðàâåíñòâà (17) òîãäà è ëèøü òîãäà, êîãäà

α >
β

2

√

π2 + 8 (I.42)

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïîëÿ h0, ξ
0∗

è h0
èìåþò íóæíóþ ñòåïåíü ãëàä-

êîñòè íå òîëüêî âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà τ (38) è íà

åãî ïîâåðõíîñòè ∂τ (39), íî è âî âíåøíåì îòíîñèòåëüíî èçó÷àåìîãî

ïàðàëëåëåïèïåäà áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå.
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Èòàê, êîíñòðóèðîâàíèå àíîíñèðîâàííîãî âûøå èëëþñòðàòèâíîãî

ïðèìåðà ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) è íà÷àëüíûõ ïîëåé ìà-

ëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé çàâåðøåíî. Èç íåãî, â ÷àñòíîñòè, ñëå-

äóåò, ÷òî, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (42), ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) áåñ-

êîíå÷íîé èäåàëüíîé ñæèìàåìîé íåîãðàíè÷åííîé ïî ïðîâîäèìîñòè ñðå-

äû â ïðîñòðàíñòâåííî�ïåðèîäè÷åñêîì ìàãíèòíîì ïîëå, ñóäÿ ïî âñåìó,

àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê êðóïíîìàñøòàáíûì ìàëûì

òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì, ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (17)

îáðàùåíèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà, êàê òî è óòâåðæäàëîñü àâòîðîì ñòàòåé

[188�190℄.

ÑÂÎÄÊÀ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ �ËÀÂÛ I

Öåëüþ ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé ñëóæèò ðàññìîòðå-

íèå ëèíåéíîé çàäà÷è íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïî-

êîÿ) (5)�(7) íåâÿçêîé ñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ñðåäû.

Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

(ïîêîÿ) àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ âîçìóùåíèé (14), (15), (17), êîòîðûå óìåíüøàþò ý��åêòèâíóþ

ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (4), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñóììó âíóòðåí-

íåé ýíåðãèè ñðåäû è ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîñòðîåíû àïðèîðíûå

äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè (27), (32), (34) íàðàñòàíèÿ ìà-

ëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé (14), (15), (17), (28), ïðè÷¼ì èíêðåìåíòû

ýêñïîíåíò, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â íàñòîÿùèõ îöåíêàõ, âû÷èñëÿþò-

ñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (22), (30), (33) ïî ïàðàìåòðàì ñîñòîÿíèé

Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (5)�(7) è íà÷àëüíûì äàííûì (15), (17), (28)

èññëåäóåìûõ ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé. Îïèñàí ïîäêëàññ
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(14), (15), (17), (28) íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèõ ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîç-

ìóùåíèé è ñêîíñòðóèðîâàíà òî÷íàÿ �îðìóëà (33) äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñêîðîñòè èõ íàðàñòàíèÿ.

Âûïîëíåíî ñîïîñòàâëåíèå îáíàðóæåííûõ â ïåðâîé ãëàâå êóðñà ëåê-

öèé ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè, óñòàíîâëåííûìè ðàíåå àâòîðàìè ïóá-

ëèêàöèé [62, 77, 188�191℄.

Óêàçàíî íà îøèáî÷íîñòü äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëèíåéíîé óñòîé÷è-

âîñòè, êîòîðûå ïîëó÷åíû àâòîðàìè ñòàòüè [77℄ â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ

çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) íàõîäÿùåéñÿ â

ìàãíèòíîì ïîëå èäåàëüíîé ñæèìàåìîé ñðåäû ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäè-

ìîñòüþ è ÷àñòíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ â âèäå àäèàáàòû Ïóàññîíà

ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñïèðàëüíîñòè.

Ïîñòðîåí ïðèìåð áåññèëîâûõ ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ)

(36)�(39) áåçãðàíè÷íîé íåâÿçêîé ñæèìàåìîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðîâîäè-

ìîñòè ñðåäû è íà÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé (40), (42), ÷üÿ

ýâîëþöèÿ íà ëèíåéíîì ýòàïå áóäåò ïðîèñòåêàòü ñîãëàñíî ñêîíñòðóè-

ðîâàííûì àïðèîðíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì îöåíêàì ñíèçó (27) è ñâåð-

õó (34) ðîñòà ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (14), (15), (17).

Ïðè ýòîì äàííûé ïðèìåð ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåò âûâîä àâòîðà ðà-

áîò [188�190℄ î íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (36), (37)

ïî îòíîøåíèþ ê êðóïíîìàñøòàáíûì ìàëûì òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì

â ñëó÷àå, êîãäà ëîêàëüíî èñòèííî óñëîâèå (17) îáðàùåíèÿ òåîðåìû

Ëàãðàíæà. ×òî æå êàñàåòñÿ ðåçóëüòàòà àâòîðà ñòàòüè [62℄ îá àáñîëþò-

íîé óñòîé÷èâîñòè áåññèëîâûõ ñîñòîÿíèé Ì�Ä ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (36),

(37) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé, òî ïîñòðîåí-
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íûé ïðèìåð íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò åãî ëîæíîñòü. Îá ýòîì îáñòîÿ-

òåëüñòâå ãîâîðèëîñü è â ðàáîòå [191℄, íî, ê ñîæàëåíèþ, äîïóùåííûé â

íåé ïðîñ÷¼ò ñ ñîëåíîèäàëüíîñòüþ íà÷àëüíîãî ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìå-

ùåíèé ñâ¼ë íà íåò âñþ êðèòèêó ðåçóëüòàòà ñòàòüè [62℄.
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�ëàâà II. Ï�ßÌÎÉ ÌÅÒÎÄ ËßÏÓÍÎÂÀ Â Ï�ÈËÎÆÅÍÈÈ Ê

ËÈÍÅÉÍÛÌ ÇÀÄÀ×ÀÌ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß Â�ÀÙÀÒÅËÜÍÎ�ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ È

ÂÈÍÒÎÂÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ

ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ Â ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ

ÏÎËÅ

Â äàííîé ãëàâå ðå÷ü ïîéä¼ò î ðåçóëüòàòàõ ïî óñòîé÷èâîñòè ñòà-

öèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ è âèíòîâûõ Ì�Ä òå÷åíèé îä-

íîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé

æèäêîñòè.

Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïîëó÷àþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê âðàùàòåëüíî�

ñèììåòðè÷íûì è âèíòîâûì ìàëûì âîçìóùåíèÿì ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

íàñòîÿùèå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè íàðóøàþòñÿ, òî êîíñòðóè-

ðóþòñÿ àïðèîðíûå íèæíèå è âåðõíèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íà-

ðàñòàíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé, ïðè÷¼ì äëÿ îäíèõ îöåíîê èíêðåìåíòû

ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ýêñïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì óñòàíî-

âèâøèõñÿ òå÷åíèé è íà÷àëüíûì äàííûì ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìóùå-

íèé, òîãäà êàê äëÿ äðóãèõ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíû-

ìè ïîñòîÿííûìè. Âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëè-

íåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Âûäåëÿþòñÿ ïîäêëàññû ñàìûõ áûñòðî ðàñòó-

ùèõ ìàëûõ âîçìóùåíèé è ïîëó÷àþòñÿ òî÷íûå �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå

îïðåäåëÿòü ñêîðîñòü èõ íàðàñòàíèÿ. Ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû ñòàöèîíàðíûõ
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òå÷åíèé è íà÷àëüíûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò âû-

âåäåííûå ðåçóëüòàòû.

Äåòàëüíàÿ ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ðàçìåùåíà â å¼ êîíöå.

Ìàòåðèàë íàñòîÿùåé ãëàâû îïóáëèêîâàí â ðàáîòàõ [135�138℄.

�1. ËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß Â�ÀÙÀÒÅËÜÍÎ�ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ

ÒÅ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ

Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ Â ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Â äàííîì ïàðàãðà�å ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ èññëåäóåòñÿ çà-

äà÷à óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ Ì�Ä

òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî

ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè [135, 136℄. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà óñòà-

íàâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ýòèõ

òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé òîãî æå òèïà ñèììåòðèè,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáîáùåíèå íà ìàãíèòíóþ ãèäðîäèíàìèêó èç-

âåñòíîãî êðèòåðèÿ �åëåÿ [5, 53, 62℄ î ¾öåíòðîáåæíîé¿ óñòîé÷èâîñ-

òè âðàùàþùèõñÿ ïîòîêîâ. Êîíñòðóèðóþòñÿ àïðèîðíûå äâóñòîðîííèå

ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà èçó÷àåìûõ âîçìóùåíèé. Îïèñûâàåòñÿ

ïîäêëàññ íàèáîëåå áûñòðî íàðàñòàþùèõ ìàëûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåò-

ðè÷íûõ âîçìóùåíèé è ïîëó÷àåòñÿ òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñêîðîñòè èõ ðîñòà. Ñòðîèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð óñòàíîâèâøèõ-

ñÿ òå÷åíèé è íà÷àëüíûõ äàííûõ ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìóùåíèé.

ÒÎ×ÍÀß ÇÀÄÀ×À. Èññëåäóþòñÿ òð¼õìåðíûå äâèæåíèÿ îäíîðîä-

íîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé
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ïðîâîäèìîñòüþ, êîòîðàÿ öåëèêîì çàïîëíÿåò îáëàñòü τ ñ ïîêîÿùåéñÿ

íåïðîíèöàåìîé òâ¼ðäîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ãðàíèöåé ∂τ , â ìàãíèò-

íîì ïîëå. Óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ýòè äâèæåíèÿ, áåðóòñÿ â âèäå

[192℄

ut + (u∇)u = −∇p− 1

4π
(h× roth) (II.1.1)

ht = rot(u× h), divu = 0, divh = 0

ãäå u = (u, v, w) � ïîëå ñêîðîñòè, h = (h1, h2, h3) � ìàãíèòíîå ïîëå,

p � ïîëå äàâëåíèÿ, t � âðåìÿ, x = (x1, x2, x3) � äåêàðòîâû êîîðäè-

íàòû. Ïîâñþäó â ïåðâîì ïàðàãðà�å âòîðîé ãëàâû êóðñà ëåêöèé èí-

äåêñàìè èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Íà ïîâåðõíîñòè ∂τ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðîòå-

êàíèÿ

un = 0, hn = 0 (II.1.2)

(çäåñü n = (n1, n2, n3) � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂τ).

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñîîòíîøåíèé (1.1), (1.2) çàäàþòñÿ â �îðìå

u(x, 0) = u0(x), h(x, 0) = h0(x) (II.1.3)

ïðè ýòîì âåêòîð��óíêöèè u0(x) è h0(x) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåí-

íî òðåòüåìó è ÷åòâ¼ðòîìó óðàâíåíèÿì ñèñòåìû (1.1) â îáëàñòè òå÷åíèÿ

τ , à òàêæå óñëîâèÿì (1.2) íà å¼ ïîâåðõíîñòè ∂τ . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âñå èñïîëüçóåìûå â ñîîòíîøåíèÿõ (1.1)�(1.3) �óíêöèè îáëàäàþò òðå-

áóåìîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè.

Äàëåå èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåò-

ðè÷íûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðîâîäèìîñòüþ â òàíãåíöèàëüíîì ìàãíèòíîì

ïîëå ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì òîé æå ñèììåòðèè.
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Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϕ, z óðàâíåíèÿ (1.1) ìîãóò

áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå [66, 90℄

Du = − p∗r + ρ1g1 + ρ2g2 (II.1.4)

Dw = − p∗z, Dρ1 = 0, Dρ2 = 0, ur +
u

r
+ wz = 0; p∗ ≡ p +

h22
8π

ρ1 ≡ (rv)2, g1 ≡
1

r3
, ρ2 ≡

h22
4πr2

, g2 ≡ − r, D ≡ ∂

∂t
+ u

∂

∂r
+ w

∂

∂z

Ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ q(r, z, t), çíà÷åíèÿ

êîòîðîé ñîõðàíÿþòñÿ â êàæäîé æèäêîé ÷àñòèöå [90℄

Dq = 0 (II.1.5)

Â êà÷åñòâå äàííîé �óíêöèè q ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, ê ïðèìåðó, îäíó

èç ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò æèäêèõ ÷àñòèö.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè íèæå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèÿ èññëåäóåìîé

æèäêîñòè ïðîèñõîäÿò â äâóñâÿçíîé îáëàñòè τ , ÷üÿ ïîâåðõíîñòü ∂τ

èìååò íóæíóþ ñèììåòðèþ, òî åñòü îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé äâóõ íåçàâè-

ñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ (1.2) â �îðìå

u (sα)r + w (sα)z = 0, sα(r, z) = 0 (II.1.6)

ãäå âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (1.6) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïîâåðõíîñòè ∂τ ,

à çíà÷åíèÿ èíäåêñà α = 1, 2 îòâå÷àþò å¼ âíóòðåííåé è âíåøíåé ñî-

ñòàâëÿþùèì.

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñîîòíîøåíèé (1.4), (1.5) ìîãóò áûòü âçÿòû

â âèäå

u(r, z, 0) = u0(r, z), w(r, z, 0) = w0(r, z) (II.1.7)
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ρ1(r, z, 0) = ρ10(r, z), ρ2(r, z, 0) = ρ20(r, z), q(r, z, 0) = q0(r, z)

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðèíÿòàÿ âûøå ãèïîòåçà î íàëè÷èè ó ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ h òîëüêî óãëîâîãî êîìïîíåíòà h2 âñåöåëî ñîãëàñóåòñÿ ñ ñèñ-

òåìîé óðàâíåíèé (1.4): â ñàìîì äåëå, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

çàäàòü ðàäèàëüíóþ h1 è îñåâóþ h3 ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ h

íóëåâûìè, òî îíè òàêîâûìè îñòàíóòñÿ è âî âñÿêèé ïîñëåäóþùèé ìî-

ìåíò âðåìåíè.

Íà ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.4)�(1.7) ñîõðàíÿþòñÿ ïîë-

íàÿ ýíåðãèÿ E1 è èíòåãðàë äâèæåíèÿ I, âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç ïðîèç-

âîëüíóþ �óíêöèþ Φ àðãóìåíòà q:

E1 ≡ T1 + Π1 +Π2 = 
onst (II.1.8)

2T1 ≡
∫

τ

(

u2 + w2
)

rdrdz, Π1 ≡
∫

τ

ρ1U1rdrdz, U1(r) ≡
1

2r2
+ C1

Π2 ≡
∫

τ

ρ2U2rdrdz, U2(r) ≡
r2

2
+ C2; I ≡

∫

τ

Φ(q)rdrdz = 
onst

Çäåñü C1 è C2 � ýòî çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé U1 è U2 ëèáî íà

âíåøíåì, ëèáî íà âíóòðåííåì êîìïîíåíòàõ ãðàíèöû ∂τ .

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1.4)�(1.7) îáëàäàåò òî÷íûìè ñòàöèîíàðíûìè ðå-

øåíèÿìè â �îðìå

u = w = 0, ρ1 = ρ01(r), ρ2 = ρ02(r) (II.1.9)

p∗ = P ∗(r), q = Q(r);
dP ∗

dr
= ρ01g1 + ρ02g2

ãäå ïîëå Q(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ �óíêöèþ ðàäèóñà r.

Â ñëó÷àå, êîãäà dQ/dr 6= 0 â îáëàñòè òå÷åíèÿ τ [193℄, èç ñîîòíîøå-

íèé (1.8), (1.9) âûòåêàþò ñâÿçè

ρ01 = ρ01(Q), ρ
0
2 = ρ02(Q), U1 = U1(Q), U2 = U2(Q)
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Q ∈
(

Q−, Q+
)

; Q− ≡ minQ(r), Q+ ≡ maxQ(r), r ∈ τ

ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À. Ëèíåàðèçàöèÿ íà÷àëüíî�êðàå-

âîé çàäà÷è (1.4)�(1.7) â îêðåñòíîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

(1.9) äà¼ò

u′t = − p∗′r + ρ′1g1 + ρ′2g2 (II.1.10)

w′
t = − p∗′z , ρ

′
1t + u′

dρ01
dr

= 0, ρ′2t + u′
dρ02
dr

= 0, q′t + u′
dQ

dr
= 0

u′r +
u′

r
+ w′

z = 0 â τ ; u′ (sα)r + w′ (sα)z = 0 íà ∂τ : sα(r, z) = 0

u′(r, z, 0) = u′0(r, z), w
′(r, z, 0) = w′

0(r, z), ρ
′
1(r, z, 0) = ρ′10(r, z)

ρ′2(r, z, 0) = ρ′20(r, z), q
′(r, z, 0) = q′0(r, z)

(çäåñü u′, w′
, ρ′1, ρ

′
2, p

∗′
, q′ � ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè u, ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ h, ïîëÿ äàâëåíèÿ p è äîïîëíèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

q). Äàëåå øòðèõè ó ïîëåé âîçìóùåíèé, êîòîðûå îòëè÷àþò èõ îò ðåøå-

íèé òî÷íîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1.4)�(1.7), îïóñêàþòñÿ.

Äëÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.10) ñïðàâåäëèâ ëèíåéíûé

àíàëîã �óíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè

E ≡ T +Π = 
onst (II.1.11)

2T ≡
∫

τ

(

u2 + w2
)

rdrdz

2Π ≡ −
∫

τ

[

U ′
1(Q)ρ

0′
1 (Q) + U ′

2(Q)ρ
0′
2 (Q)

]

q2rdrdz

ãäå øòðèõîì ñâåðõó îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ òîé èëè èíîé �óíêöèè

ïî å¼ àðãóìåíòó.

Åñëè âåçäå â îáëàñòè òå÷åíèÿ τ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

0 ≤ −
[

U ′
1(Q)ρ

0′
1 (Q) + U ′

2(Q)ρ
0′
2 (Q)

]

< +∞ (II.1.12)
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òî èç ðàâåíñòâà E(t) = E(0) (1.11) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü òî÷íûõ ñòà-

öèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.9) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé (1.10) [90℄.

ËÀ��ÀÍÆÅÂÛ ÑÌÅÙÅÍÈß È ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË ËßÏÓÍÎÂÀ.

Íèæå èçó÷åíèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà ðàññìîòðåíèè áîëåå óçêîãî êëàññà

äâèæåíèé, ÷üèì õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ñëóæèò òî, ÷òî â ïðîöåññå

ýòèõ äâèæåíèé ëàãðàíæåâû âîçìóùåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ q (1.5), (1.10) âñ¼ âðåìÿ ðàâíû íóëþ. Ïðîùå âñåãî äàííûé êëàññ

îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ = ξ (r, z, t) =

= (ξ1, ξ2, ξ3) (I.13) òàêîãî, ÷òî ξt = u [24℄. Â èòîãå, ñìåøàííàÿ çàäà÷à

(1.10) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ξ1tt = − p∗r + ρ1g1 + ρ2g2 (II.1.13)

ξ3tt = − p∗z, ρ1 = − ξ1ρ
0′
1 (r), ρ2 = − ξ1ρ

0′
2 (r), q = − ξ1Q

′(r)

ξ1r +
ξ1
r
+ ξ3z = 0 â τ ; ξ1 (sα)r + ξ3 (sα)z = 0 íà ∂τ : sα(r, z) = 0

ξ (r, z, 0) = ξ0 (r, z) , u (r, z, 0) = u0 (r, z)

Ëèíåéíûé àíàëîã E (1.11) èíòåãðàëà ïîëíîé ýíåðãèè ñîõðàíÿåòñÿ è

íà ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13) òîæå, ïðè÷¼ì �óíêöèî-

íàë T îñòà¼òñÿ ïðåæíèì, à èíòåãðàë Π ïðèíèìàåò �îðìó

2Π = −
∫

τ

[

U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

]

ξ21rdrdz (II.1.14)

Òåïåðü â èññëåäîâàíèå ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë

M ≡
∫

τ

(

ξ21 + ξ23
)

rdrdz (II.1.15)

Äâàæäû äè��åðåíöèðóÿ èíòåãðàëM ïî âðåìåíè, à çàòåì îñóùåñòâëÿÿ

ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì ñîîòíîøåíèé (1.11), (1.13), (1.14),
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ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

M ′′(t) = 4(T − Π) = 8T − 4E

íàçûâàåìîå âèðèàëüíûì ðàâåíñòâîì [24℄. Óìíîæàÿ äàëåå ýòî ðàâåí-

ñòâî íà íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü λ è âû÷èòàÿ ðåçóëüòàò èç

ñîîòíîøåíèÿ (1.11), íåòðóäíî ïðèéòè ê óðàâíåíèþ

E ′
λ(t) = 2λEλ − 4λTλ (II.1.16)

Eλ ≡ Tλ +Πλ, 2Πλ ≡ 2Π + λ2M

2Tλ ≡ 2T − λM ′(t) + λ2M =

∫

τ

[

(ξ1t − λξ)2 + (ξ3t − λξ3)
2
]

rdrdz

Ïóñòü λ > 0, òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (1.16), â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñ-

òè �óíêöèîíàëà Tλ, âûòåêàåò äè��åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî E
′
λ(t) ≤

≤ 2λEλ, ÷ü¼ èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò

Eλ(t) ≤ Eλ(0) exp(2λt) (II.1.17)

Ñîîòíîøåíèå (1.17) âåðíî êàê äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.13), òàê è äëÿ âñÿêèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ. Êðîìå

òîãî, ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (1.17) óäàëîñü îáîéòèñü áåç êàêèõ áû òî

íè áûëî îãðàíè÷åíèé íà çíàê �óíêöèîíàëà Π.

Ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå (1.17), ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî íèæå áóäóò

êîíñòðóèðîâàòüñÿ àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íàðàñòàíèÿ

èçó÷àåìûõ ìàëûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (1.13) è

ñâåðõó, è ñíèçó, óñòàíîâëåíî êîíêðåòíî äëÿ èíòåãðàëà Eλ, òî ýòîò �àêò

è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü åãî äàëåå â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëà Ëÿïó-

íîâà [16, 22℄.
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Èòàê, íèæå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íåóñòîé÷èâîñòü òî÷íûõ ñòà-

öèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.9) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.4)�(1.7) â ñëó÷àå, åñëè

óñëîâèå (1.12) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü â ñèòóàöèè, êîãäà ãäå�ëèáî â

ïðåäåëàõ îáëàñòè τ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

U ′
1(Q)ρ

0′
1 (Q) + U ′

2(Q)ρ
0′
2 (Q) > 0 (II.1.18)

Òàêæå áóäóò ïîñòðîåíû àïðèîðíûå âåðõíÿÿ è íèæíèå ýêñïîíåíöèàëü-

íûå îöåíêè ðîñòà èññëåäóåìûõ âîçìóùåíèé è ïðåäúÿâëåí ïðèìåð óñòà-

íîâèâøèõñÿ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé è íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé òîé æå ñèììåòðèè, èëëþñòðèðóþùèé ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

ÄÂÓÑÒÎ�ÎÍÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ. Ïóñòü èñòèííî óñëîâèå (1.18). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìîãóò áûòü ïîäîáðàíû òàêèå íà÷àëüíûå ïîëÿ ëàãðàíæå-

âûõ ñìåùåíèé ξ0 (1.13), äëÿ êîòîðûõ Π(0) < 0 (1.14). Â êà÷åñòâå æå

íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñòè áåðóòñÿ âåêòîðíûå �óíêöèè u0

(1.13), ãàðàíòèðóþùèå ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà T (0) ≤ |Π(0)|.
Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî, ñîãëàñíî ñâîåìó îïðå-

äåëåíèþ (1.16), èíòåãðàë Eλ(0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì âòîðîé

ñòåïåíè îò λ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîý��èöèåíòîì M(0) (1.15) ïðè λ2 è

ñâîáîäíûì ÷ëåíîì E(0) ≤ 0 (1.11):

Eλ(0) ≡ E(0)− (λ/2)M ′(0) + λ2M(0) (II.1.19)

Ñ÷èòàÿ λ > 0, ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà (1.19) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

íà èíòåðâàëå

0 < λ < Λ1 ≡ B +
√
C; B ≡ M ′(0)

4M(0)
, C ≡ B2 − E(0)

M(0)
(II.1.20)
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âåðíî ñîîòíîøåíèå

Eλ(0) < 0 (II.1.21)

Èç íåðàâåíñòâ (1.17), (1.21) âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàå-

âîé çàäà÷è (1.13) íàðàñòàþò ñî âðåìåíåì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåí-

öèàëüíî.

Åñëè λ = Λ1 − δ (ñ ëþáûì δ èç èíòåðâàëà ]0, Λ1[), òî ñîîòíîøåíèå

(1.17) ïðèìåò âèä

EΛ1−δ(t) ≤ EΛ1−δ(0) exp [2 (Λ1 − δ) t] (EΛ1−δ(0) < 0) (II.1.22)

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè �óíêöèîíàëîâ Tλ è Πλ (1.16), íåñëîæíî

óñòàíîâèòü, ÷òî

Eλ(t) ≡ Tλ(t) + Πλ(t) ≥ − 1

2

∫

τ

[

U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

]

ξ21rdrdz

îòêóäà, ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà (1.22), ñëåäóåò îöåíêà

∫

τ

[

U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

]

ξ21rdrdz ≥

≥ 2 |EΛ1−δ(0)| exp [2 (Λ1 − δ) t] (II.1.23)

Ñîîòíîøåíèå (1.23) äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïàðàìåòð Λ1 − δ (1.20), (1.22)

îöåíèâàåò èíêðåìåíòû ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13) ñíèçó.

Îöåíêà (1.23) ìîæåò áûòü çàìåòíî óñèëåíà, åñëè ñîñðåäîòî÷èòüñÿ

íà èçó÷åíèè ïîäêëàññà ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13), äëÿ

êîòîðîãî íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ u0(r, z) ïîëÿ ñêîðîñòè è íà÷àëüíûå

æå ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0(r, z) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñî-

îòíîøåíèåì u0(r, z) = λξ0(r, z). Òîãäà èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ (1.16)

âûòåêàåò, ÷òî

Tλ(0) = 0, Eλ(0) = Πλ(0) (II.1.24)
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Ïóñòü óñëîâèå (1.18) ïî�ïðåæíåìó âûïîëíåíî. Â òàêîì ñëó÷àå,

îïÿòü âûáèðàÿ λ > 0, à íà÷àëüíûå ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0

(1.13) óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâó Π(0) < 0, ïîñðåäñòâîì ñîîòíî-

øåíèé (1.16) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî íà èíòåðâàëå

0 < λ < Λ ≡
√

− 2Π(0)

M(0)
(II.1.25)

èñòèííî íåðàâåíñòâî Πλ(0) < 0. Ïðåäïîëàãàÿ λ = Λ − δ1 (ñî âñÿêèì

δ1 èç èíòåðâàëà ]0, Λ[) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.24),

íåðàâåíñòâî (1.17) ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

EΛ−δ1(t) ≤ ΠΛ−δ1(0) exp [2 (Λ− δ1) t) (ΠΛ−δ1(0) < 0) (II.1.26)

Îòñþäà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñëåäóåò îöåíêà

∫

τ

[

U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

]

ξ21rdrdz ≥

≥ 2 |ΠΛ−δ1(0)| exp [2 (Λ− δ1) t] (II.1.27)

ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î òîì, ÷òî ïàðàìåòð Λ−δ1 (1.25), (1.26) îöåíèâàåò

ñíèçó èíêðåìåíòû ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13), (1.24).

Ñîïîñòàâëåíèå íåðàâåíñòâ (1.23) è (1.27) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåøå-

íèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13), íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ êîòîðûõ

îòâå÷àþò óñëîâèþ (1.24), ðàñòóò áûñòðåå.

Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ èç ïîäêëàññà (1.24) � ñàìûå

îïàñíûå â òîì ñìûñëå, ÷òî íàèñêîðåéøåå íàðàñòàíèå ðåøåíèé ñìåøàí-

íîé çàäà÷è (1.13) íàáëþäàåòñÿ ïðè

Λ+ ≡ supξ0(r, z)
Λ (II.1.28)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî λ > Λ+
(1.28). Òîã-

äà äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0
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(1.13) âåðíî ñîîòíîøåíèå Πλ(0) > 0. Çíà÷èò, èíòåãðàë Eλ (1.16) òî-

æå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 è íà÷àëüíûõ æå âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñ-

òè u0 (1.13).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ = Λ+ + ǫ (ǫ > 0) èç áàçîâîãî íåðàâåíñòâà

(1.17) âûòåêàåò îöåíêà

EΛ++ǫ(t) ≤ EΛ++ǫ(0) exp
[

2
(

Λ+ + ǫ
)

t
]

(II.1.29)

ïîçâîëÿþùàÿ óâèäåòü, ÷òî ïàðàìåòð Λ+ + ǫ (1.28), (1.29) îöåíèâàåò

èíêðåìåíòû ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13) ñâåðõó.

Ñðàâíåíèå ñîîòíîøåíèé (1.27) è (1.29) äà¼ò âîçìîæíîñòü çàêëþ-

÷èòü, ÷òî ïàðàìåòð Λ+
îöåíèâàåò ñêîðîñòü ω∗ ðîñòà ðåøåíèé ñìåøàí-

íîé çàäà÷è (1.13), (1.24) êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó:

Λ+ − δ1 ≤ ω∗ ≤ Λ+ + ǫ (II.1.30)

Äâîéíîå íåðàâåíñòâî (1.30) äåìîíñòðèðóåò, ÷òî íàèáîëåå áûñòðî íà-

ðàñòàþò òå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13), ó êîòîðûõ èíêðå-

ìåíòîì ñëóæèò âåëè÷èíà Λ+
(1.28).

Â èòîãå, åñëè óñëîâèå (1.18) âûïîëíåíî, òî, âû÷èñëèâ çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà Λ+
ïî �îðìóëàì (1.25), (1.28), íåñëîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ,

çà êàêîå õàðàêòåðíîå âðåìÿ ¾èñïîðòÿòñÿ¿ óñòàíîâèâøèåñÿ âðàùàòåëü-

íî�ñèììåòðè÷íûå Ì�Ä òå÷åíèÿ (1.9)?

Ï�ÈÌÅ�. �àññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå âðàùàòåëüíî�ñèììåò-

ðè÷íûå òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ â ìàãíèòíîì ïîëå:

u0 =
(

0, v0, 0
)

, h0 =
(

0, h02, 0
)

; v0 ≡ c1
r
, h02 ≡ c2r

√
ln r (II.1.31)

72



(çäåñü c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû).

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü öåëèêîì íàïîëíÿåò äâóñâÿçíûé îñåñèììåò-

ðè÷íûé ñîñóä

τ ≡ {(r, z) : r1 < r < r2, 0 < z < z1} (II.1.32)

ãäå r1, r2 è z1 � íåêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Åñëè â êà÷åñòâå �óíêöèè Q (1.9) âçÿòü ïðîñòî êîîðäèíàòó r, òî,

êàê ïîêàçûâàþò ïðÿìûå ðàñ÷¼òû, óñëîâèå (1.18) áóäåò èñòèííî äëÿ

óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.31) âñþäó â ñîñóäå τ (1.32).

Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ (1.31) îêàæóòñÿ íåóñòîé÷èâû-

ìè, íàïðèìåð, ïî îòíîøåíèþ ê ïîëÿì ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ (1.13)

è âîçìóùåíèÿì u (1.10) ïîëÿ ñêîðîñòè, îáëàäàþùèì â íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè t = 0 ñëåäóþùèì âèäîì

ξ0 =

(

ψ1z

r
, 0, − ψ1r

r

)

(II.1.33)

u0 =

(

ψ2z

r
, 0, − ψ2r

r

)

; ψ1 ≡ sin2
(

2πr

r1

)

sin2
(

2πr

r2

)

sin2
(

2πz

z1

)

ψ2 ≡ sin3
(

2πr

r1

)

sin3
(

2πr

r2

)

sin3
(

2πz

z1

)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð��óíêöèè u0 è ξ0 (1.33) ÿâëÿþò-

ñÿ áåçäèâåðãåíòíûìè âíóòðè ñîñóäà τ (1.32), à òàêæå óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì (1.10) è (1.13) ñîîòâåòñòâåííî íà åãî ïîâåðõíîñòè

∂τ ≡ {(r, z) : r = r1, r = r2, z = 0, z = z1}

Â ðåçóëüòàòå, äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.31) ñ ïîìîùüþ ñîîò-

íîøåíèé (1.33) ìîãóò áûòü âûïèñàíû íèæíèå (1.23), (1.27) è âåðõíÿÿ
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(1.29) îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà ìàëûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ âîç-

ìóùåíèé (1.10), (1.13), (1.24), à ïî �îðìóëàì (1.25), (1.28) îïðåäåëåíà

âåëè÷èíà èíêðåìåíòà Λ+
ñàìûõ áûñòðî íàðàñòàþùèõ âîçìóùåíèé.

�ßÄ ÇÀÂÅ�ØÀÞÙÈÕ ÇÀÌÅ×ÀÍÈÉ:

à) íàëîæåííîå â ïóíêòå ¾ËÀ��ÀÍÆÅÂÛ ÑÌÅÙÅÍÈß È ÔÓÍÊ-

ÖÈÎÍÀË ËßÏÓÍÎÂÀ¿ îãðàíè÷åíèå íà äîïóñòèìûå ìàëûå âîçìóùå-

íèÿ íèêàê íå âëèÿåò íà îáùíîñòü ïîëó÷åííûõ â äàííîì ïàðàãðà�å

ðåçóëüòàòîâ; äåëî â òîì, ÷òî äëÿ äåìîíñòðàöèè íåóñòîé÷èâîñòè äîñòà-

òî÷íî óêàçàòü õîòÿ áû îäíî ðàñòóùåå âîçìóùåíèå; èìåííî ýòî è áûëî

ñäåëàíî äëÿ âûäåëåííîãî êëàññà äâèæåíèé (1.13);

á) åñëè óñëîâèå (1.18) ïåðåïèñàòü â âèäå

[Q′(r)]
− 2 [

U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

]

> 0 (II.1.34)

òî ñðàçó æå ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

(1.34) ñòàöèîíàðíûå âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûå Ì�Ä òå÷åíèÿ (1.9)

áóäóò íåóñòîé÷èâû ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ âíå çàâèñèìîñòè îò

âûáîðà äîïîëíèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ q (1.5); äàííîå çàêëþ÷åíèå

ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå è òåì, ÷òî â âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà Π (1.14)

�óíêöèÿ Q (1.9) âîîáùå íå âõîäèò;

â) åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî h ≡ 0, Q ≡ r, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (1.12)

áóäåò âûòåêàòü êðèòåðèé �åëåÿ [5, 53, 62℄ î ¾öåíòðîáåæíîé¿ óñòîé÷è-

âîñòè âðàùàþùèõñÿ ïîòîêîâ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âðàùàòåëüíî�ñèì-

ìåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé; ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâëåííîå â ïðîöåññå íà-

ñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (1.12) ëè-

íåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ òå÷å-

íèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâî-

74



äÿùåé æèäêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ýòî-

ãî êðèòåðèÿ íà ìîäåëü îäíîæèäêîñòíîé áåçäèññèïàòèâíîé ìàãíèòíîé

ãèäðîäèíàìèêè.

�2. ËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÂÈÍÒÎÂÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ

ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÍÅÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ

ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ Â ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ

ÏÎËÅ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å èçó÷àåòñÿ ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ çà-

äà÷à óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âèíòîâûõ Ì�Ä òå÷åíèé îäíîðîäíîé

ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâî-

äèìîñòüþ [135, 137, 138℄. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïîëó÷àåòñÿ íåîá-

õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äàííûõ òå÷åíèé ïî îòíî-

øåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì òîãî æå òèïà ñèììåòðèè. Äëÿ îäíîãî

÷àñòíîãî êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé êîíñòðóè-

ðóþòñÿ àïðèîðíûå äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íàðàñòà-

íèÿ ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé, ïðè ýòîì èíêðåìåíòû ýêñïîíåíò,

êîòîðûå �èãóðèðóþò â íàñòîÿùèõ îöåíêàõ, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðàìåò-

ðàì ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé è íà÷àëüíûì äàííûì èññëåäóåìûõ âîçìó-

ùåíèé. Îáîñîáëÿåòñÿ ïîäêëàññ íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèõ ìàëûõ âèí-

òîâûõ âîçìóùåíèé è îáíàðóæèâàåòñÿ òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ñêîðîñòè èõ íàðàñòàíèÿ. Ñòðîèòñÿ ïðèìåð óñòàíîâèâøèõñÿ âèíòî-

âûõ Ì�Ä òå÷åíèé è íà÷àëüíûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé òîé æå ñèììåòðèè,

÷ü¼ ðàçâèòèå íà ëèíåéíîé ñòàäèè áóäåò ïðîèñõîäèòü ñîãëàñíî âûâå-

äåííûì îöåíêàì. Äëÿ íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ âèíòîâûõ òå÷åíèé
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îáùåãî âèäà ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé

íåóñòîé÷èâîñòè è êîíñòðóèðóåòñÿ àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåí-

êà ñíèçó ðîñòà ìàëûõ âèíòîâûõ æå âîçìóùåíèé, ïðè÷¼ì èíêðåìåíò

ñîäåðæàùåéñÿ â íåé ýêñïîíåíòû ñëóæèò ïðîèçâîëüíûì ïî ñâîåé âåëè-

÷èíå ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò r, ϕ, z èçó÷àþòñÿ âèíòîâûå äâèæåíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè â ìàã-

íèòíîì ïîëå h = (0, h2, h3). Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ äâèæåíèé óäîáíî

ïðèìåíèòü âèíòîâóþ êîîðäèíàòó µ ≡ aϕ − bz (çäåñü a � ëþáîå öåëîå

÷èñëî, à b � âñÿêîå âåùåñòâåííîå). Òîãäà ïîëå ñêîðîñòè u = (u, v, w),

ïîëå äàâëåíèÿ p è ìàãíèòíîå ïîëå h áóäóò ÿâëÿòüñÿ �óíêöèÿìè îò

òð¼õ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ: êîîðäèíàò r, µ è âðåìåíè t. Â òàêîì

ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1.1) ïðîñòðàíñòâåííûõ Ì�Ä äâèæåíèé îäíîðîäíîé

ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâî-

äèìîñòüþ ìîãóò áûòü ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé [66, 90℄ ïðåîáðà-

çîâàíû ê �îðìå

Du−Kβγ − (aγ)2

rR2
= − p∗r + ρ1g1 − ρ2r (II.2.1)

Dρ1 = 0, D
(rγ

R

)

+Kβru = − p∗µ, Dρ2 = 0, Dh3 = 0, ur +
u

r
+
γµ
r

= 0

D ≡ ∂

∂t
+ u

∂

∂r
+
γ

r

∂

∂µ
, γ ≡ av − brw, β ≡ aw + brv, R ≡ a2 + b2r2

K ≡ 2ab

R2
, p∗ ≡ p+

h22 + h23
8π

, ρ1 ≡ β2, g1 ≡
b2r

R2
, ρ2 ≡

h22
4πr2

ãäå ïîä èíäåêñàìè èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êàê è ðàíüøå, ïîäðà-

çóìåâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè âûâîäå ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.1) ó÷èòû-

âàëàñü ñâÿçü

ah2
r

− bh3 = 0 (II.2.2)

(çäåñü h2 è h3 � óãëîâàÿ è îñåâàÿ ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ h).

Äàííàÿ ñâÿçü âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

D

(

ah2
r

− bh3

)

= 0 (II.2.3)

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ ¾âìîðî-

æåííîñòè¿ ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé â ïåðåìåùàþùååñÿ âåùåñòâî

æèäêîñòè [192℄ ïðè íàëè÷èè âèíòîâîé ñèììåòðèè äâèæåíèÿ è îòñóò-

ñòâèè ó ìàãíèòíîãî ïîëÿ h ðàäèàëüíîãî êîìïîíåíòà h1. Äåéñòâèòåëü-

íî, èç ñîîòíîøåíèÿ (2.3) âèäíî, ÷òî åñëè èñõîäíûå óãëîâóþ h2 è îñåâóþ

h3 ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ h çàäàòü òàê, ÷òîáû ïðè t = 0 áûëî

ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (2.2), òî îíî îñòàíåòñÿ èñòèííûì è âî âñå äàëü-

íåéøèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ñîîòíîøåíèé (2.1) ñëóæèò ñîõðàíåíèå çíà÷åíèé

�óíêöèé ρ1, ρ2 è h3 â æèäêèõ ÷àñòèöàõ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, â äóõå ñòàòüè

[90℄, ëîãè÷íî âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå

q(r, µ, t), ÷üè çíà÷åíèÿ òîæå áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ â êàæäîé æèäêîé

÷àñòèöå

Dq = 0 (II.2.4)

Â êà÷åñòâå äàííîãî ïîëÿ q ìîæíî ïðèìåíèòü, ê ïðèìåðó, îäíó èç

ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò æèäêèõ ÷àñòèö.

Íèæå áóäåò èññëåäîâàòüñÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ (2.1), (2.2), (2.4).
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Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçó÷àåìàÿ æèäêîñòü öåëèêîì çàïîëíÿåò îáëàñòü

τ ñ ïîêîÿùåéñÿ íåïðîíèöàåìîé òâ¼ðäîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðîâîäèìîñòè

ïîâåðõíîñòüþ ∂τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ íè ñàìà æèä-

êîñòü, íè íàõîäÿùååñÿ â íåé ìàãíèòíîå ïîëå íå ïðîíèêàþò çà ïðåäå-

ëû îáëàñòè òå÷åíèÿ τ . Ïîñêîëüêó äëÿ äâèæåíèé æèäêîñòè õàðàêòåðíà

âèíòîâàÿ ñèììåòðèÿ, ãðàíèöà ∂τ îáëàñòè òàêæå äîëæíà èìåòü äàííóþ

ñèììåòðèþ, òî åñòü îïèñûâàòüñÿ �óíêöèÿìè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ â �îðìå (α � íîìåð òîãî èëè èíîãî êîìïîíåíòà ïîâåðõíîñòè

∂τ):

sα(r, µ) = 0; α = 1, 2 (II.2.5)

Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (2.1) â âèäå

u (sα)r +
γ

r
(sα)µ = 0; α = 1, 2 (II.2.6)

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñîîòíîøåíèé (2.1), (2.4) ïðè t = 0 áåðóòñÿ

â �îðìå

u = u0(r, µ), γ = γ0(r, µ), ρ1 = ρ10(r, µ) (II.2.7)

ρ2 = ρ20(r, µ), h3 = h30(r, µ), q = q0(r, µ)

ïðè ýòîì �óíêöèè u0(r, µ) è γ0(r, µ) ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ τ ïðåâðàùàëîñü â òîæäåñòâî øåñòîå

óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1), à íà å¼ ïîâåðõíîñòè ∂τ áûëî âåðíî óñëîâèå

(2.6). Êðîìå òîãî, ìåæäó �óíêöèÿìè ρ20(r, µ) è h30(r, µ) ñóùåñòâóåò

ñâÿçü ÷åðåç ñîîòíîøåíèå (2.2).

Íà ðåøåíèÿõ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1), (2.2), (2.4)�(2.7) îñòàþòñÿ

íåèçìåííûìè �óíêöèîíàë ýíåðãèè E1 è èíòåãðàë äâèæåíèÿ I, êîòî-
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ðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè Φ(q):

E1 ≡ T1 + Π1 +Π2 = 
onst (II.2.8)

2T1 ≡
∫

τ

(

γ2

R
+ u2

)

dτ, Πi ≡
∫

τ

ρiUidτ, i = 1, 2, dτ ≡ rdrdµ

U1(r) ≡
1

2R
+ C1, U2(r) ≡

r2

2
+ C2; I ≡

∫

τ

Φ(q)dτ = 
onst

ãäåC1 èC2 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, ÿâëÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè �óíêöèé

U1 è U2 íà êàêîé�ëèáî èç ñîñòàâëÿþùèõ ãðàíèöû ∂τ (2.5) îáëàñòè

òå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2), (2.4)�(2.7) îáëàäàåò òî÷íûìè

ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè âèäà

u = γ = 0, ρ1 = ρ01(r) (II.2.9)

ρ2 = ρ02(r), h3 = h03(r), q = Q(r), p∗ = P ∗(r);
dP ∗

dr
= ρ01g1 − ρ02r

(çäåñü ïîëÿ h03(r) è Q(r) ñóòü íåêèå �óíêöèè àðãóìåíòà r; ïîëå æå

h02(r) âû÷èñëÿåòñÿ ïî âûáðàííîìó ïîëþ h03(r) ïðè ïîìîùè ñâÿçè (2.2)).

Åñëè ïîëþ Q õàðàêòåðíî òî ñâîéñòâî, ÷òî dQ/dr 6= 0 ïîâñþäó â

îáëàñòè τ [193℄, òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (2.8), (2.9) âûòåêàåò

ρ01 = ρ01(Q), ρ
0
2 = ρ02(Q), U1 = U1(Q), U2 = U2(Q)

Q ∈
(

Q−, Q+
)

; Q− ≡ minQ(r), Q+ ≡ maxQ(r), r ∈ τ

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Äàëåå ñìåøàí-

íàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2), (2.4)�(2.7) ëèíåàðèçóåòñÿ îêîëî òî÷íûõ ñòàöèî-

íàðíûõ ðåøåíèé (2.9)

u′t −Kβ0γ ′ = − p∗′r + ρ′1g1 − ρ′2r (II.2.10)
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rγ ′t
R

+Kβ0ru′ = − p∗′µ , ρ
′
1t + u′

dρ01
dr

= 0, ρ′2t + u′
dρ02
dr

= 0

h′3t + u′
dh03
dr

= 0, q′t + u′
dQ

dr
= 0, u′r +

u′

r
+
γ ′µ
r

= 0,
ah′2
r

= bh′3

ãäå β0 ≡ aW + brV (aV = brW ; V = V (r) èëè W = W (r) � ïðîèç-

âîëüíàÿ �óíêöèÿ ðàäèóñà r).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.10) îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííóþ

ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé ïîëåé ñêîðîñòè u′
, ìîäè�èöèðîâàííîãî

äàâëåíèÿ p∗′, ìàãíèòíîãî ïîëÿ h′
è äîïîëíèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

q′ â ïðåäåëàõ îáëàñòè òå÷åíèÿ τ . Ê íàñòîÿùåé ñèñòåìå äîáàâëÿþòñÿ

óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ∂τ , à òàêæå íà-

÷àëüíûå äàííûå äëÿ âîçìóùåíèé

u′ (sα)r +
γ ′

r
(sα)µ = 0 (II.2.11)

sα(r, µ) = 0; α = 1, 2; t = 0 : u′ = u′0(r, µ), γ
′ = γ ′0(r, µ)

ρ′1 = ρ′10(r, µ), ρ
′
2 = ρ′20(r, µ), h

′
3 = h′30(r, µ), q

′ = q′0(r, µ)

Äëÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.10), (2.11) èìååò ìåñòî

ñîõðàíåíèå ëèíåéíîãî àíàëîãà E �óíêöèîíàëà ýíåðãèè E1

E ≡ T +Π = 
onst (II.2.12)

2T ≡
∫

τ

(

γ ′2

R
+ u′2

)

dτ, 2Π ≡ −
∫

τ

{[

dU1

dQ

dρ01
dQ

+
dU2

dQ

dρ02
dQ

]

q′2
}

dτ

Åñëè âî âñåé îáëàñòè τ âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî

0 ≤ − dU1

dQ

dρ01
dQ

− dU2

dQ

dρ02
dQ

< +∞ (II.2.13)

òî èç íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà E (2.12) îò âðåìåíè ñëåäóåò óñòîé-

÷èâîñòü óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (2.9) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âèíòîâûõ

âîçìóùåíèé (2.10), (2.11) [90℄.
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×ÀÑÒÍÛÉ ÊËÀÑÑ ÒÎ×ÍÛÕ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ

(2.9). Íèæå äëÿ ïîäêëàññà

u = γ = 0, v = V (r) = CrR (II.2.14)

w =W (r) =
a

b
CR, ρ1 = ρ01(r) =

(

C

b

)2

R4, ρ2 = ρ02(r), h3 = h03(r)

q = Q(r), p∗ = P ∗(r);
dP ∗

dr
=

(

C

b

)2

R4g1 − ρ02r

(çäåñü C � íåêàÿ ïîñòîÿííàÿ) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.9)

ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1), (2.2), (2.4)�(2.7) áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî,

÷òî óñëîâèå (2.13) ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñëóæèò íå òîëüêî äîñòàòî÷-

íûì, íî è íåîáõîäèìûì.

Ñ ýòîé öåëüþ ëèíåàðèçîâàííàÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (2.10),

(2.11) ïåðåïèñûâàåòñÿ â �îðìå, êîòîðàÿ îòâå÷àåò òî÷íûì ñòàöèîíàð-

íûì ðåøåíèÿì (2.14), à èìåííî

u′t − 2aCγ ′ = − p∗′r + ρ′1g1 − ρ′2r (II.2.15)

rγ ′t
R

+ 2aCru′ = − p∗′µ , ρ
′
1t + 8rC2R3u′ = 0, ρ′2t + u′

dρ02
dr

= 0

h′3t + u′
dh03
dr

= 0, q′t + u′
dQ

dr
= 0, u′r +

u′

r
+
γ ′µ
r

= 0,
ah′2
r

= bh′3 â τ

u′ (sα)r +
γ ′

r
(sα)µ = 0 íà ∂τ : sα(r, µ) = 0; α = 1, 2

t = 0 : u′ = u′0(r, µ), γ
′ = γ ′0(r, µ), ρ

′
1 = ρ′10(r, µ)

ρ′2 = ρ′20(r, µ), h
′
3 = h′30(r, µ), q

′ = q′0(r, µ)

Äàëåå øòðèõè ó ïîëåé âîçìóùåíèé, îòëè÷àþùèå èõ îò ïîëíûõ ðåøå-

íèé ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1), (2.2), (2.4)�(2.7), îïóñêàþòñÿ ðàäè óïðî-

ùåíèÿ çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

81



ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË ËßÏÓÍÎÂÀ. Ïóñòü óñëîâèå (2.13) íàðóøàåòñÿ.

Â òàêîì ñëó÷àå íèæå áóäåò ïîêàçàíà íåóñòîé÷èâîñòü ëþáîãî èç óñòà-

íîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (2.14). Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

ïîñðåäñòâîì îòûñêàíèÿ ñðåäè ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé (2.15) õî-

òÿ áû îäíîãî âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå íàðàñòàëî áû ñî âðåìåíåì íå ìåä-

ëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî. Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâè-

æåíèÿ æèäêîñòè, ÷üèì õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

íóëþ ëàãðàíæåâûõ âîçìóùåíèé äîïîëíèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ q

(2.4), (2.15). Äðóãèìè ñëîâàìè, äàííûå âîçìóùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé îòêëîíåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé òîêà ñòà-

öèîíàðíûõ òå÷åíèé (2.14) è ïðîùå âñåãî îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëÿ

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ(r, µ, t) = (ξ1, ξ2, ξ3) (I.13) [24℄:

u = ξ1t, γ = ζt; ζ ≡ aξ2 − brξ3 (II.2.16)

rξ1 = −ψµ, ζ = ψr; ψ = ψ(r, µ, t)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.16), íà÷àëüíî�êðàåâóþ çà-

äà÷ó (2.15) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

ψµtt

r
+ 2aCψrtt = p∗r − ρ1g1 + ρ2r (II.2.17)

r

R
ψrtt − 2aCψµtt = − p∗µ, ρ1 = 8C2R3ψµ, ρ2 =

ψµ

r
ρ0′2 (r)

h3 =
ψµ

r
h0′3 (r), q =

ψµ

r
Q′(r),

ah2
r

= bh3, (r, µ) ∈ τ

(sα)r ψµ = (sα)µ ψr, (r, µ) ∈ ∂τ : sα(r, µ) = 0; α = 1, 2

t = 0 : ψr = (ψr)0 (r, µ), ψrt = (ψrt)0 (r, µ)

ψµ = (ψµ)0 (r, µ), ψµt = (ψµt)0 (r, µ)
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ãäå øòðèõîì ñâåðõó îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ òîé ëèáî èíîé �óíêöèè

ïî å¼ àðãóìåíòó.

Ëèíåéíûé àíàëîã E (2.12) èíòåãðàëà ýíåðãèè E1 (2.8) îñòà¼òñÿ íåèç-

ìåííûì è íà ðåøåíèÿõ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.16), (2.17) òîæå, îäíàêî

�îðìà åãî çàïèñè áóäåò íåñêîëüêî äðóãîé:

E ≡ T +Π = 
onst (II.2.18)

2T ≡
∫

τ

(

ψ2
rt

R
+
ψ2
µt

r2

)

dτ

2Π ≡ −
∫

τ

{

[

8rC2R3U ′
1(r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

] ψ2
µ

r2

}

dτ

Íèæå â èññëåäîâàíèè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âñïîìîãàòåëüíûé èí-

òåãðàë [118, 136℄

M ≡
∫

τ

{

ψ2
µ

r2
+
ψ2
r

R

}

dτ (II.2.19)

äâóêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå êîòîðîãî ïî âðåìåíè è ïîñëåäóþùèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñîîòíîøåíèé (2.16)�(2.18) ïîçâîëÿþò

ïðèéòè ê ðàâåíñòâóM ′′(t) = 4(T−Π) = 8T−4E [136℄. Óìíîæàÿ òåïåðü

ýòî ðàâåíñòâî íà ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü λ è âû÷èòàÿ

ðåçóëüòàò èç ñîîòíîøåíèÿ (2.18), íåòðóäíî ïîñòðîèòü óðàâíåíèå

E ′
λ(t) = 2λEλ − 4λTλ (II.2.20)

Eλ ≡ Tλ +Πλ, 2Πλ ≡ 2Π + λ2M

2Tλ ≡ 2T − λM ′(t) + λ2M =

∫

τ

[

(

ψµt − λψµ

r

)2

+
(ψrt − λψr)

2

R

]

dτ

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ > 0. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (2.20), áëàãîäà-

ðÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè �óíêöèîíàëà Tλ, âûòåêàåò äè��åðåíöèàëüíîå
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íåðàâåíñòâî E ′
λ(t) ≤ 2λEλ, ÷ü¼ èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò âîçìîæíîñòü óñòà-

íîâèòü ñîîòíîøåíèå

Eλ(t) ≤ Eλ(0) exp(2λt) (II.2.21)

Íåðàâåíñòâî (2.21) ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ âñÿêèõ ðåøåíèé íà÷àëüíî�

êðàåâîé çàäà÷è (2.16), (2.17), òàê è äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷å-

íèé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû λ. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè âûâîäå íàñòîÿùåãî

íåðàâåíñòâà îêàçàëîñü íå íóæíûì íàëàãàòü êàêèå áû òî íè áûëî îãðà-

íè÷åíèÿ íà çíàê �óíêöèîíàëà Π (2.18).

Ïîñêîëüêó äàëåå äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ âåðõíåé è íèæíèõ àïðèîð-

íûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê ðîñòà èçó÷àåìûõ ìàëûõ âèíòîâûõ âîç-

ìóùåíèé (2.16), (2.17) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êîíêðåòíî ñîîòíîøåíèå

(2.21), òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü íèæå èíòåã-

ðàë Eλ (2.20) â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà [16, 22, 136℄.

ÄÂÓÑÒÎ�ÎÍÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ. Ïóò¼ì ïîäáîðà íàäëåæàùèõ íà÷àëü-

íûõ äàííûõ äëÿ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ è âîçìóùåíèé ïîëÿ

ñêîðîñòè u, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî íàïåð¼ä çàäàííûì �óíêöèÿì

(ψr)0, (ψrt)0, (ψµ)0 è (ψµt)0 (2.16), (2.17), è ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâà

(2.21) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè

ñâåðõó è ñíèçó íàðàñòàíèÿ ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàð-

íûõ òå÷åíèé (2.14), à òàêæå ïîëó÷åíà òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ñêîðîñòè ðîñòà ñàìûõ áûñòðî íàðàñòàþùèõ âîçìóùåíèé.

Èìåííî, ïóñòü óñòàíîâèâøèåñÿ âèíòîâûå Ì�Ä òå÷åíèÿ (2.14) òàêî-

âû, ÷òî â êàêîé�òî ÷àñòè îáëàñòè òå÷åíèÿ τ óñëîâèå (2.13) ïåðåñòà¼ò

áûòü èñòèííûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü íà÷àëüíûå ïîëÿ

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 (2.16), (2.17) óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåí-
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ñòâó Π(0) < 0. Òàê êàê ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ è âîçìóùåíèÿ

ïîëÿ ñêîðîñòè u (2.16), (2.17) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çà-

äàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ ìîãóò áûòü

âçÿòû òàêèå âåêòîðíûå �óíêöèè u0, ÷òîáû áûëî âåðíî ñîîòíîøåíèå

T (0) ≤ |Π(0)|.
Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Eλ(0), êàê òî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (2.20),

ñëóæèò ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè îò λ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîý��è-

öèåíòîì M(0) (2.19) ïðè λ2 è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì E(0) ≤ 0 (2.18):

Eλ(0) ≡ E(0)− λ

2
M ′(0) + λ2M(0) (II.2.22)

Åñëè λ > 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (2.22) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî Eλ(0) <

< 0 íà èíòåðâàëå

0 < λ < Λ1 ≡ B1 +
√

B2; B1 ≡
M ′(0)

4M(0)
, B2 ≡ B2

1 −
E(0)

M(0)
(II.2.23)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.21) è Eλ(0) < 0 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ðåøåíèÿ ñìå-

øàííîé çàäà÷è (2.16), (2.17) ðàñòóò ñî âðåìåíåì íå ìåäëåííåå, ÷åì

ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ïóñòü λ = Λ1 − δ (ñî âñÿêèì δ èç ïðîìåæóòêà ]0, Λ1[). Òîãäà íåðà-

âåíñòâî (2.21) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

EΛ1−δ(t) ≤ EΛ1−δ(0) exp [2 (Λ1 − δ) t] (EΛ1−δ(0) < 0) (II.2.24)

Îáðàùàÿñü òåïåðü ê îïðåäåëåíèÿì �óíêöèîíàëîâ Eλ, Tλ è Πλ (2.20),

ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

Eλ(t) ≥ Π(t) (II.2.25)

Íàñòîÿùåå ñîîòíîøåíèå, íàðÿäó ñî ñâÿçÿìè (2.18), ïîçâîëÿåò ïðåäñòà-

âèòü íåðàâåíñòâî (2.24) â �îðìå

−Π(t) ≥ |EΛ1−δ(0)| exp [2 (Λ1 − δ) t] (II.2.26)
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Ñîîòíîøåíèå (2.26) äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïàðàìåòð Λ1−δ (2.23), (2.24)
îöåíèâàåò èíêðåìåíòû ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.16), (2.17)

ñíèçó.

Îöåíêó (2.26) ìîæíî ñåðü¼çíî óëó÷øèòü, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå

(2.17) ïîä÷èíèòü òðåáîâàíèÿì

(ψrt)0 = λ (ψr)0 , (ψµt)0 = λ (ψµ)0 (II.2.27)

Êîíêðåòíî, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.27). Â ýòîì ñëó÷àå ñîîò-

íîøåíèÿ (2.20) ïîìîãàþò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî Tλ(0) = 0, Eλ(0) =

= Πλ(0). Âìåñòå ñî ñâÿçÿìè (2.20), (2.22) íàñòîÿùèå ðàâåíñòâà (ïðè

óñëîâèè âûáîðà ïàðàìåòðà λ ïîëîæèòåëüíûì, à íà÷àëüíûõ ïîëåé

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 (2.16), (2.17) îáåñïå÷èâàþùèìè ñïðàâåäëè-

âîñòü ñîîòíîøåíèÿ Π(0) < 0) ñïîñîáñòâóþò ïîëó÷åíèþ òîãî ðåçóëüòà-

òà, ÷òî íà èíòåðâàëå

0 < λ < Λ ≡
√

− 2Π(0)

M(0)
(II.2.28)

èñòèííî íåðàâåíñòâî Πλ(0) < 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî, ñ÷èòàÿ ïàðà-

ìåòð λ ðàâíûì Λ − δ1 (ñ ëþáûì δ1 èç ïðîìåæóòêà ]0, Λ[), íåñëîæíî

ïðåîáðàçîâàòü ñîîòíîøåíèå (2.21) ê âèäó

EΛ−δ1(t) ≤ ΠΛ−δ1(0) exp [2 (Λ− δ1) t] (ΠΛ−δ1(0) < 0) (II.2.29)

Ñîîòíîøåíèå (2.29) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ñëåäóþùåé îêîí÷àòåëü-

íîé �îðìå

−Π(t) ≥ |ΠΛ−δ1(0)| exp [2 (Λ− δ1) t] (II.2.30)

åñëè ïðîäåëàòü íåîáõîäèìûå âûêëàäêè ïðè ó÷¼òå ñâÿçåé (2.18) è (2.25).
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Íåðàâåíñòâî (2.30) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïàðàìåòð Λ − δ1

(2.28), (2.29) ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, îãðàíè÷èâàþùåé ñíèçó çíà÷åíèÿ èí-

êðåìåíòîâ ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è (2.16), (2.17), (2.27).

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ îöåíîê (2.26) è (2.30) âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèÿ

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.16), (2.17), íà÷àëüíûå äàííûå êîòîðûõ

îòâå÷àþò óñëîâèÿì (2.27), íàðàñòàþò áûñòðåå âñåõ îñòàëüíûõ å¼ ðå-

øåíèé. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèìè

ðåøåíèÿìè ñìåøàííîé çàäà÷è (2.16), (2.17), (2.27) áóäóò òå, ÷üè èí-

êðåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

Λ+ ≡ supξ0(r, µ)
Λ (II.2.31)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âåðíî íåðàâåíñòâî λ > Λ+
. Òîãäà äëÿ âñåõ

äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 (2.16), (2.17)

áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå Πλ(0) > 0. Äàííûé �àêò îçíà÷àåò,

÷òî èíòåãðàë Eλ (2.20) òîæå áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ

âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0 è âîçìóùåíèé

ïîëÿ ñêîðîñòè u0 (2.16), (2.17).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè λ = Λ+ + ǫ (çäåñü ǫ > 0) èç íåðàâåíñòâà (2.21)

âûòåêàåò

EΛ++ǫ(t) ≤ EΛ++ǫ(0) exp
[

2
(

Λ+ + ǫ
)

t
]

(II.2.32)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïàðàìåòð Λ+ + ǫ (2.31), (2.32)

îöåíèâàåò èíêðåìåíòû ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.16), (2.17)

ñâåðõó.

Èç ñðàâíåíèÿ íåðàâåíñòâ (2.30) è (2.32) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð Λ+

(2.31) äà¼ò îöåíêó ñêîðîñòè ω∗ íàðàñòàíèÿ ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è
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(2.16), (2.17), (2.27) êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó:

Λ+ − δ1 ≤ ω∗ ≤ Λ+ + ǫ (II.2.33)

Ñîîòíîøåíèå (2.33) äåìîíñòðèðóåò, ÷òî íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóò òå ðå-

øåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.16), (2.17), èíêðåìåíò Λ+
êîòîðûõ

îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè (2.28), (2.31).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óñëîâèå (2.13) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîñëå âû-

÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ω∗ íàðàñòàíèÿ ñàìûõ áûñòðî ðàñòóùèõ

ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è (2.16), (2.17), (2.27) ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøå-

íèé (2.28), (2.31), (2.33) ìîæåò áûòü íàéäåí îòâåò íà âîïðîñ: çà êàêîå

õàðàêòåðíîå âðåìÿ ìàëûå âèíòîâûå âîçìóùåíèÿ (2.15) ïðèâåäóò ñòà-

öèîíàðíûå âèíòîâûå æå Ì�Ä òå÷åíèÿ (2.14) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñ-

òè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ ê

ðàçðóøåíèþ?

Ï�ÈÌÅ�. Èññëåäóþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ âèíòîâûå òå÷åíèÿ îäíî-

ðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îáëàäàþùåé

èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ, â ìàãíèòíîì ïîëå íà êîíå÷íîì ïî äëèíå

ó÷àñòêå êàíàëà ñ ñå÷åíèåì â âèäå êîëüöà:

u0 =
(

0, CrR,
a

b
CR
)

(II.2.34)

h0 =
(

0, 6CrR, 6
a

b
CR
)

τ ≡ {(r, µ) : 0 < r1 < r < r2, 0 < µ1 < µ < µ2}

∂τ ≡ {(r, µ) : r = r1, r = r2, µ = µ1, µ = µ2}

ãäå r1, r2, µ1 è µ2 � èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ

òå÷åíèé (2.34) óñëîâèå (2.13) ñïðàâåäëèâî âåçäå â îáëàñòè τ .
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Èçó÷àþòñÿ íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ â �îðìå

ξ10 = − ψ1µ

r
, ζ0 = ψ1r (II.2.35)

ψ1 ≡ A sin2
(

2πr

r1

)

sin2
(

2πr

r2

)

sin2
(

2πµ

µ1

)

sin2
(

2πµ

µ2

)

u0 = − ψ2µ

r
, γ0 = ψ2r

ψ2 ≡ B sin3
(

2πr

r1

)

sin3
(

2πr

r2

)

sin3
(

2πµ

µ1

)

sin3
(

2πµ

µ2

)

(çäåñü A è B � íåêèå ïîñòîÿííûå).

Íåïîñðåäñòâåííûå ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàëûå âèíòîâûå âîçìó-

ùåíèÿ (2.15)�(2.17) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (2.35) ñîîòâåòñòâóþò âñåì

ïðèíÿòûì ðàíåå òðåáîâàíèÿì êàê âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ τ , òàê è íà

å¼ ãðàíèöå ∂τ , òî åñòü óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ (2.34) áóäóò íåóñòîé÷è-

âû. Ïîýòîìó äàííûå âîçìóùåíèÿ áóäóò ýâîëþöèîíèðîâàòü âî âðåìåíè

ñîãëàñíî îöåíêàì (2.26), (2.30) è (2.32), à èõ ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü

ðîñòà ω∗ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ �îðìóëàìè (2.28), (2.31) è (2.33).

Èòàê, ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíî, ÷òî äâîéíîå íåðàâåí-

ñòâî (2.13) ñëóæèò íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëèíåéíîé

óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïîäêëàññà (2.14) ñòàöèîíàðíûõ âèíòîâûõ Ì�Ä òå-

÷åíèé (2.9) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëü-

íî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âèíòîâûì æå âîç-

ìóùåíèÿì (2.15)�(2.17). Óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ èç ýòîãî ïîäêëàññà

óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè

è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíû íóëþ; îñåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ðàäèóñà, à îñåâîé êîì-

ïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòè � êâàäðàòè÷íóþ; óãëîâûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ
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ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñå-

âûì êîìïîíåíòàì è òàêæå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ðàäèóñà. Íà ïîëÿ æå

âîçìóùåíèé íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íå íàëàãàåòñÿ.

ÀÏ�ÈÎ�ÍÀß ÍÈÆÍßß ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÎÖÅÍÊÀ.

Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå âíîâü êîíöåíòðèðóåòñÿ íà òî÷íûõ ñòàöèî-

íàðíûõ ðåøåíèÿõ (2.9) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2), (2.4)�(2.7)

è èõ óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé (2.10),

(2.11).

Íèæå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.13) ñëóæèò

è íåîáõîäèìûì, è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïî

îòíîøåíèþ ê ìàëûì âèíòîâûì âîçìóùåíèÿì (2.10), (2.11) íå òîëüêî

äëÿ ÷àñòíîãî êëàññà (2.14), íî è äëÿ âñåõ óñòàíîâèâøèõñÿ âèíòîâûõ

æå Ì�Ä òå÷åíèé (2.9) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ â öåëîì. Áîëåå òîãî, äëÿ

íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé (2.9) áóäóò ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñêîíñòðóèðîâà-

íà àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó íàðàñòàíèÿ èññëåäóåìûõ

ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Êàê è ðàíüøå, äàííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû ïðè ïî-

ìîùè èçó÷åíèÿ òàêèõ äâèæåíèé æèäêîñòè, êîòîðûì ñâîéñòâåííî òî,

÷òî ëàãðàíæåâû âîçìóùåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ q (2.4),

(2.10), (2.11) âñ¼ âðåìÿ îñòàþòñÿ ïî ñâîåé âåëè÷èíå ðàâíûìè íóëþ.

Îäíàêî, òåïåðü ýòè äâèæåíèÿ óäîáíåå îïèñûâàòü ïîñðåäñòâîì ïîëÿ

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ(r, µ, t) = (ξ1, ξ2, ξ3) (I.13) [24℄ âèäà

u = ξ1t, γ = ζt; ζ ≡ aξ2 − brξ3 (II.2.36)
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Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (2.36), ñìåøàííóþ çàäà÷ó (2.10), (2.11) ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â �îðìå

ξ1tt −Kβ0ζt = − p∗r + ρ1g1 − ρ2r (II.2.37)

rζtt
R

+Kβ0rξ1t = − p∗µ, ρ1 = − ξ1ρ
0′
1 (r), ρ2 = − ξ1ρ

0′
2 (r)

h3 = − ξ1h
0′
3 (r), q = − ξ1Q

′(r), ξ1r +
ξ1
r
+
ζµ
r

= 0,
ah2
r

= bh3 â τ

ξ1 (sα)r +
ζ

r
(sα)µ = 0 íà ∂τ : sα(r, µ) = 0; α = 1, 2

t = 0 : ξ1 = ξ10 (r, µ) , ξ1t = (ξ1t)0 (r, µ)

ζ = ζ0 (r, µ) , ζt = (ζt)0 (r, µ)

Ëèíåéíûé àíàëîã E (2.12) �óíêöèîíàëà ýíåðãèè E1 (2.8) è âñïîìî-

ãàòåëüíûé èíòåãðàë M (2.19) ïðèìóò â äàííîì ñëó÷àå âèä

E ≡ T +Π = 
onst (II.2.38)

2T ≡
∫

τ

(

ζ2t
R

+ ξ21t

)

dτ, 2Π ≡ −
∫

τ

{[

U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

]

ξ21
}

dτ

M ≡
∫

τ

(

ζ2

R
+ ξ21

)

dτ

Äàëåå �óíêöèîíàë M (2.38) äâàæäû äè��åðåíöèðóåòñÿ ïî àðãó-

ìåíòó t ñ ïðèìåíåíèåì ñâÿçåé (2.36)�(2.38):

M ′(t) = 2

∫

τ

{

ξ1ξ1t +
ζ

R
ζt

}

dτ (II.2.39)

M ′′(t) = 4(T − Π) + 2

∫

τ

Kβ0 (ξ1ζt − ζξ1t) dτ

Ïîñëå ýòîãî ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (2.38), (2.39) ñîñòàâëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî

M ′′(t)− 2νM ′(t) + 2ν2M =

∫

τ

{

2 (ξ1t − νξ1)
2 +

2

R
(ζt − νζ)2 +
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+2
[

U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

]

ξ21 +
(

ξ1 +Kβ0ζt
)2 − ξ21 −K2β02ζ2t +

+
(

ξ1t −Kβ0ζ
)2 − ξ21t −K2β02ζ2

}

dτ

ãäå ν � íåêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè óñëîâèå (2.13) íàðó-

øàåòñÿ, òî, îòáðàñûâàÿ íåîòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå, ââîäÿ îáîçíà÷å-

íèÿ

α1 ≡ maxr∈τ

{

1,
4a2b2

R3
β02

}

α2 ≡ maxr∈τ

{

1

2

∣

∣U ′
1(r)ρ

0′
1 (r) + U ′

2(r)ρ
0′
2 (r)

∣

∣

}

è ïîëàãàÿ E(t) ≡ E(0) ≤ 0 (2.38), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåñëîæíî

òðàíñ�îðìèðîâàòü â öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

M ′′(t)− 2νM ′(t) + 2ν2M ≥ −
∫

τ

{

ξ21 +K2β02ζ2t + ξ21t +K2β02ζ2
}

dτ ≥

≥ −α1 (M + 2T ) = −α1 [M + 2E(0)− 2Π] ≥ −α1 (1 + 2α2)M

Îêîí÷àòåëüíî îòñþäà âûòåêàåò ïðèíöèïèàëüíîå äëÿ ïîñëåäóþùåãî

ðàññìîòðåíèÿ ñîîòíîøåíèå

M ′′(t)− 2νM ′(t) + 2
(

ν2 + κ
)

M ≥ 0 (II.2.40)

(çäåñü κ ≡ (α1/2) + α1α2).

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè äè��åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî (2.40) äîïîë-

íèòü óñëîâèÿìè [194℄

M

(

πn

2
√
ν2 + 2κ

)

> 0; n = 0, 1, 2, ... (II.2.41)

M ′
(

πn

2
√
ν2 + 2κ

)

≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

M

(

πn

2
√
ν2 + 2κ

)

M

(

πn

2
√
ν2 + 2κ

)

≡M(0) exp

(

πnν

2
√
ν2 + 2κ

)
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M ′
(

πn

2
√
ν2 + 2κ

)

≡M ′(0) exp

(

πnν

2
√
ν2 + 2κ

)

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

M(0)

òî èç íåãî ñ íåîáõîäèìîñòüþ áóäåò âûòåêàòü èñêîìàÿ àïðèîðíàÿ íèæ-

íÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ðîñòà ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé

(2.36), (2.37) â âèäå

M(t) ≥ A1 exp(νt) (II.2.42)

ãäå A1 � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2.42) ìîæåò áûòü �îðìàëüíî ïðîèí-

òåãðèðîâàíî íà ïîëóèíòåðâàëàõ

t ∈
[

2πn√
ν2 + 2κ

,
π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

; n = 0, 1, 2, ... (II.2.43)

äëÿ ÷åãî íóæíî ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìåí �óíêöèîíàëà M (2.38), à

èìåííî

1)M1(t) ≡ exp(− νt)M(t) : M ′′
1 (t) +

(

ν2 + 2κ
)

M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos
(

t
√
ν2 + 2κ

)

[

M ′
2(t) cos

(

t
√

ν2 + 2κ
)]′

(t)−
√

ν2 + 2κM ′
2(t) sin

(

t
√

ν2 + 2κ
)

≥ 0

3)M3(t) ≡M ′
2(t) cos

2
(

t
√

ν2 + 2κ
)

: M ′
3(t) ≥ 0

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è îñóùåñòâëåíèå îáðàòíûõ

çàìåí äàþò âîçìîæíîñòü ïðèéòè ê ñîîòíîøåíèþ

M(t) ≥
[

A1n sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+ A2n cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

×

× exp(νt) (II.2.44)

(çäåñü A1n è A2n � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå).
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Îïèðàÿñü íà íåñòðîãîñòü íåðàâåíñòâà (2.44), ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû

A1n èA2n (n = 0, 1, 2, ...) íåòðóäíî ñâÿçàòü ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèîíàëà

M è åãî ïðîèçâîäíîé M ′(t) â ìîìåíòû âðåìåíè t = 2πn/
√
ν2 + 2κ.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (2.44) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì

îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

M(t) ≥ f(t) (II.2.45)

ãäå

f(t) ≡
{

M

(

2πn√
ν2 + 2κ

)

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+
1√

ν2 + 2κ
×

×
[

M ′
(

2πn√
ν2 + 2κ

)

− νM

(

2πn√
ν2 + 2κ

)]

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

}

×

× exp

(

νt− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîñíîâàòü ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâà

(2.40) íà ïðîìåæóòêàõ (2.43), ïðèâåäøóþ â èòîãå ê àïðèîðíîé ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé îöåíêå ñíèçó (2.45), òðåáóåòñÿ ïîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ

ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè f ïî å¼ àðãóìåíòó t:

f ′(t) =

[

M ′
(

2πn√
ν2 + 2κ

)

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+

{

ν√
ν2 + 2κ

×

×
[

M ′
(

2πn√
ν2 + 2κ

)

− νM

(

2πn√
ν2 + 2κ

)]

−
√

ν2 + 2κ×

×M

(

2πn√
ν2 + 2κ

)}

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

]

×

× exp

(

νt− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

(II.2.46)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.45) è (2.46), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî �óíêöèÿ

f(t) áóäåò ïîëîæèòåëüíîé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà ïîëóèíòåðâàëàõ

(2.43) â òîì è ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà [195℄

M

(

2πn√
ν2 + 2κ

)

> 0 (II.2.47)
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M ′
(

2πn√
ν2 + 2κ

)

≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

M

(

2πn√
ν2 + 2κ

)

Ýòè íåðàâåíñòâà êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè ãàðàíòèÿìè ïðàâî-

ìåðíîñòè èçëîæåííîé âûøå ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

(2.40).

Ïîñêîëüêó ïðîìåæóòêè (2.43) âçàèìíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷åíèÿ

�óíêöèîíàëà M è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé M ′(t) íà èõ ëåâûõ êîíöàõ

ìîãóò çàäàâàòüñÿ ëþáûìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî âçÿòü â

�îðìå

M

(

2πn√
ν2 + 2κ

)

≡M(0) exp

(

2πνn√
ν2 + 2κ

)

M ′
(

2πn√
ν2 + 2κ

)

≡M ′(0) exp

(

2πνn√
ν2 + 2κ

)

Òîãäà íåðàâåíñòâà (2.47) áóäóò èñòèííû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

M(0)

à �óíêöèÿ f(t) ïðåäñòàíåò â âèäå

f(t) =

[

M(0) cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+
1√

ν2 + 2κ
{M ′(0)− νM(0)} ×

× sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

exp (νt)

Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû è òîãäà, êîãäà ñî-

îòíîøåíèå (2.40) íàäî áóäåò èíòåãðèðîâàòü íà âñåõ îñòàëüíûõ ïî-

ëóèíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äàííîå îáñòîÿòåëü-

ñòâî, íèæå ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî íåðàâåí-

ñòâà (2.40) íà îñòàâøèõñÿ âðåìåííûõ ïðîìåæóòêàõ ñîîáùàþòñÿ â �îð-

ìå èëëþñòðèðóþùèõ âûêëàäîê, áåç èçëèøíèõ ïîäðîáíîñòåé:

à) t ∈
[

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

,
π√

ν2 + 2κ
+

2πn√
ν2 + 2κ

)
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n = 0, 1, 2, ...

1)M1(t) ≡ exp(− νt)M(t) : M ′′
1 (t) +

(

ν2 + 2κ
)

M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos
(

t
√
ν2 + 2κ

)

[

M ′
2(t) cos

(

t
√

ν2 + 2κ
)]′

(t)−
√

ν2 + 2κM ′
2(t) sin

(

t
√

ν2 + 2κ
)

≥ 0

3)M3(t) ≡M ′
2(t) cos

2
(

t
√

ν2 + 2κ
)

: M ′
3(t) ≤ 0

4)M(t) ≥
[

A3n sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+ A4n cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

×

× exp(νt); A3n, A4n � 
onst

5)M(t) ≥ f1(t)

f1(t) ≡
{

M

(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

− 1√
ν2 + 2κ

×

×
[

M ′
(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

− ν×

×M

(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)]

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

}

×

× exp

(

νt− πν

2
√
ν2 + 2κ

− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

f ′
1(t) =

[

M ′
(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

−

−
{

ν√
ν2 + 2κ

[

M ′
(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

− ν×

×M

(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)]

−
√

ν2 + 2κ×

×M

(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)}

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

]

×

× exp

(

νt− πν

2
√
ν2 + 2κ

− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

6)M

(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

> 0
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M ′
(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

×

×M

(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

7)M

(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≡ M(0)×

× exp

(

πν

2
√
ν2 + 2κ

+
2πνn√
ν2 + 2κ

)

M ′
(

π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≡M ′(0)×

× exp

(

πν

2
√
ν2 + 2κ

+
2πνn√
ν2 + 2κ

)

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

M(0)

f1(t) =

[

M(0) sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

− 1√
ν2 + 2κ

{M ′(0)− νM(0)} ×

× cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

exp(νt)

á) t ∈
[

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

,
3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

n = 0, 1, 2, ...

1)M1(t) ≡ exp(− νt)M(t) : M ′′
1 (t) +

(

ν2 + 2κ
)

M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos
(

t
√
ν2 + 2κ

)

[

M ′
2(t) cos

(

t
√

ν2 + 2κ
)]′

(t)−
√

ν2 + 2κM ′
2(t) sin

(

t
√

ν2 + 2κ
)

≥ 0

3)M3(t) ≡M ′
2(t) cos

2
(

t
√

ν2 + 2κ
)

: M ′
3(t) ≤ 0

4)M(t) ≥
[

A5n sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+ A6n cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

×

× exp(νt); A5n, A6n � 
onst

5)M(t) ≥ f2(t)
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f2(t) ≡ −
{

M

(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+

+
1√

ν2 + 2κ

[

M ′
(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

− ν×

×M

(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)]

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

}

×

× exp

(

νt− πν√
ν2 + 2κ

− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

f ′
2(t) = −

[

M ′
(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+

+

{

ν√
ν2 + 2κ

[

M ′
(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

− ν×

×M

(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)]

−
√

ν2 + 2κ×

×M

(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)}

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

]

×

× exp

(

νt− πν√
ν2 + 2κ

− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

6)M

(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

> 0

M ′
(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

×

×M

(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

7)M

(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≡M(0)×

× exp

(

πν√
ν2 + 2κ

+
2πνn√
ν2 + 2κ

)

M ′
(

π√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≡M ′(0)×

× exp

(

πν√
ν2 + 2κ

+
2πνn√
ν2 + 2κ

)

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

M(0)
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f2(t) = −
[

M(0) cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+
1√

ν2 + 2κ
{M ′(0)− νM(0)} ×

× sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

exp(νt)

â) t ∈
[

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

,
2π(n+ 1)√
ν2 + 2κ

)

n = 0, 1, 2, ...

1)M1(t) ≡ exp(− νt)M(t) : M ′′
1 (t) +

(

ν2 + 2κ
)

M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos
(

t
√
ν2 + 2κ

)

[

M ′
2(t) cos

(

t
√

ν2 + 2κ
)]′

(t)−
√

ν2 + 2κM ′
2(t) sin

(

t
√

ν2 + 2κ
)

≥ 0

3)M3(t) ≡M ′
2(t) cos

2
(

t
√

ν2 + 2κ
)

: M ′
3(t) ≥ 0

4)M(t) ≥
[

A7n sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+ A8n cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

×

× exp(νt); A7n, A8n � 
onst

5)M(t) ≥ f3(t)

f3(t) ≡
{

−M

(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+

+
1√

ν2 + 2κ

[

M ′
(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

− ν ×

×M

(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)]

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

}

×

× exp

(

νt− 3πν

2
√
ν2 + 2κ

− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

f ′
3(t) =

[

−M ′
(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+

+

{

ν√
ν2 + 2κ

[

M ′
(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

− ν×

×M

(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)]

−
√

ν2 + 2κ×
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×M

(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)}

cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)

]

×

× exp

(

νt− 3πν

2
√
ν2 + 2κ

− 2πνn√
ν2 + 2κ

)

6)M

(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

> 0

M ′
(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

×

×M

(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

7)M

(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≡ M(0)×

× exp

(

3πν

2
√
ν2 + 2κ

+
2πνn√
ν2 + 2κ

)

M ′
(

3π

2
√
ν2 + 2κ

+
2πn√
ν2 + 2κ

)

≡M ′(0)×

× exp

(

3πν

2
√
ν2 + 2κ

+
2πνn√
ν2 + 2κ

)

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2
(

ν +
κ

ν

)

M(0)

f3(t) =

[

−M(0) sin
(

t
√

ν2 + 2κ
)

+
1√

ν2 + 2κ
{M ′(0)− νM(0)} ×

× cos
(

t
√

ν2 + 2κ
)]

exp(νt)

Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü �èíàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé f(t),

fk(t) (k = 1, 2, 3), òî íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ãðà�èêàìè ýòèõ �óíêöèé

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóèíòåðâàëàõ âðåìåíè áóäóò ñëóæèòü êðèâûå,

êîòîðûå ëåæàò ïîïåð¼ê ïîëóïîëîñû, ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óõîäÿ-

ùåé íà áåñêîíå÷íîñòü, ïðè÷¼ì èõ ëåâûå êîíöû ðàçìåùàþòñÿ íà íèæ-

íåé ãðàíèöå äàííîé ïîëóïîëîñû

g(t) ≡M(0) exp(νt)
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à ïðàâûå ïðèìûêàþò ê å¼ âåðõíåé ãðàíèöå

g2(t) ≡
1√

ν2 + 2κ
[M ′(0)− νM(0)] exp(νt)

Ýòîò àíàëèç ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê �óíêöèé f(t), fk(t)

(k = 1, 2, 3) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñîâåðøåííî îïðåäåë¼ííûé âûâîä î òîì,

÷òî �óíêöèîíàë M (2.38) íå ìîæåò íàðàñòàòü ñî âðåìåíåì ìåäëåííåå,

÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî, êàê è îæèäàëîñü, ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.41) èç ñîîòíîøåíèÿ (2.40) äåéñòâèòåëüíî âû-

òåêàåò èñêîìàÿ àïðèîðíàÿ íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà (2.42).

Çäåñü ñòîèò îòäåëüíî îñòàíîâèòüñÿ íà ñâÿçè îñóùåñòâë¼ííîé ïðîöå-

äóðû ïîèíòåðâàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî íåðàâåí-

ñòâà (2.40) ñî ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé íà÷àëüíî�êðàåâîé

çàäà÷è (2.36), (2.37). Íàñòîÿùàÿ ñâÿçü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñî-

îòíîøåíèÿ (2.40) óäàëîñü ïóò¼ì âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñïåöèàëü-

íîãî âèäà (ñì. òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå âûðàæåíèÿ â ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé

(2.41)) íà ëåâûõ êîíöàõ èññëåäóåìûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè óêàçàòü

åäèíûå íà÷àëüíûå äàííûå (ñì. ïîñëåäíþþ ïàðó íåðàâåíñòâ èç ñèñ-

òåìû ñîîòíîøåíèé (2.41)) äëÿ ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé (2.36),

(2.37) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.9) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1),

(2.2), (2.4)�(2.7), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé ïîëî-

æèòåëüíîñòè è ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ �óíêöèé f(t), fk(t) (k = 1, 2, 3)

(ñì. ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà â ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (2.41)) íà âñåõ èçó-

÷àåìûõ âðåìåííûõ ïîëóèíòåðâàëàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäå-

ëåíèþ íåóñòîé÷èâîãî ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé [196℄, ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæ-

íîñòü âîçíèêíîâåíèÿ è äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ âî âðåìåíè íåîãðàíè÷åí-
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íî ðàñòóùèõ ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé (2.36), (2.37) òî÷íûõ ñòà-

öèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.9) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2), (2.4)�

(2.7) òîãäà, êîãäà óñëîâèå (2.13) íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ, à äâà ïåðâûõ íåðà-

âåíñòâà èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.41), íàîáîðîò, óäîâëåòâîðÿþòñÿ.

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî äâîéíîå íåðàâåíñòâî (2.13) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, â òî

âðåìÿ êàê ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà â ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (2.41) �

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè óñòàíî-

âèâøèõñÿ âèíòîâûõ òå÷åíèé (2.9) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ â ìàãíèòíîì ïî-

ëå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âèíòîâûõ æå âîçìóùåíèé (2.10), (2.11), (2.36),

(2.37), (2.41). Ïðè ýòîì îöåíêà (2.42) íàãëÿäíî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,

÷òî ìàëûå âèíòîâûå âîçìóùåíèÿ (2.36), (2.37) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(2.41) ñòàöèîíàðíûõ âèíòîâûõ æå Ì�Ä òå÷åíèé (2.9) îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè íà

ñàìîì äåëå ìîãóò íàðàñòàòü ñî âðåìåíåì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåí-

öèàëüíî, â ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå (2.13) íå âûïîëíÿåòñÿ, à äâà ïåðâûõ

íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.41), íàïðîòèâ, âûïîëíÿþòñÿ.

Êñòàòè, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ âî âðåìåíè ìàëûõ âèíòîâûõ

âîçìóùåíèé (2.10), (2.11), (2.36), (2.37), (2.41) ñ÷¼òíûå íàáîðû ñâÿçåé

(2.41) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

ßñíî, ÷òî, â ñîãëàñèè ñ áîëåå ðàííèìè ðåçóëüòàòàìè èíûõ àâòî-

ðîâ [9, 14�16℄, åñëè åñòü òåîðåòè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü (íà ïîëóáåñêî-

íå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè), òî ïðàêòè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü (íà

êîíå÷íûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ) â òî æå ñàìîå âðåìÿ ìîæåò áûòü,
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à ìîæåò è íå áûòü. Òåì íå ìåíåå, êàê îêàçàëîñü, äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ (2.41) ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü

ëèøü òîãäà, êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå (2.13) òåîðåòè÷åñêîé ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè. Èíòåðåñíî òàêæå è

òî, ÷òî îáíàðóæåííûå òóò êðèòåðèé òåîðåòè÷åñêîé ëèíåéíîé óñòîé÷è-

âîñòè è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè

íîñÿò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó èõ èñòèííîñòü ìîæåò áûòü

ïðîâåðåíà êàê â �èçè÷åñêèõ, òàê è â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

Â çàâåðøåíèå, öåëåñîîáðàçíî îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà òîò

�àêò, ÷òî èìåííî èíòåãðàë M (2.38) è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì Ëÿ-

ïóíîâà, íàðàñòàþùèì ñî âðåìåíåì â ñèëó óðàâíåíèé ñìåøàííûõ çà-

äà÷ (2.10), (2.11) è (2.36), (2.37). Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ýòîãî ðîñòà

ñëóæèò ñóùåñòâåííûé ïðîèçâîë, êîòîðûé ñîõðàíèëñÿ çà ïîëîæèòåëü-

íîé ïîñòîÿííîé ν â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû èç ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-

ñòâà (2.42). Îí, ïîìèìî ïðî÷åãî, äà¼ò âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòèðîâàòü

âñÿêîå ðåøåíèå íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.36), (2.37), (2.41), íàðàñ-

òàþùåå âî âðåìåíè ñîãëàñíî âûâåäåííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé

îöåíêå ñíèçó (2.42), â êà÷åñòâå àíàëîãà ïðèìåðà íåêîððåêòíîñòè ïî

Àäàìàðó [197℄.

Íàêîíåö, äåòàëüíî îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ñî-

îòíîøåíèÿ (2.40) çðèìî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ñâåäåíèÿ î íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ (2.41) ðàñòóùèõ ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé (2.36), (2.37)

ìîãóò áûòü èçâëå÷åíû è ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû êóñî÷íî�íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé f(t), fk(t) (k = 1, 2, 3).
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ÑÂÎÄÊÀ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ �ËÀÂÛ II

Âòîðàÿ ãëàâà íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ

ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ âðàùàòåëüíî�ñèììåò-

ðè÷íûõ (1.9) è âèíòîâûõ (2.9) òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿç-

êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðîâîäèìîñòüþ â ìàã-

íèòíîì ïîëå.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ýòîé ãëàâû ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïî-

ëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (1.12) óñòîé÷èâîñòè èçó-

÷àåìûõ ñòàöèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ Ì�Ä òå÷åíèé ïî

îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì (1.10) òîãî æå òèïà ñèììåòðèè,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå íà ìàãíèòíóþ ãèäðîäèíàìèêó

èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ �åëåÿ î ¾öåíòðîáåæíîé¿ óñòîé÷èâîñòè âðàùàþ-

ùèõñÿ ïîòîêîâ [5, 53, 62℄. Åñëè æå äàííîå óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé-

÷èâîñòè íàðóøàåòñÿ, òî ñòðîÿòñÿ àïðèîðíûå äâóñòîðîííèå ýêñïîíåí-

öèàëüíûå îöåíêè (1.23), (1.27) è (1.29) íàðàñòàíèÿ ìàëûõ âðàùàòåëü-

íî�ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (1.13), (1.18), (1.24), ïðè÷¼ì èíêðåìåí-

òû ýêñïîíåíò, ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòèõ îöåíêàõ, âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.20), (1.25) è (1.28) ïî ïàðàìåòðàì óñòàíîâèâ-

øèõñÿ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé (1.9) è íà÷àëüíûì äàí-

íûì (1.13), (1.24) ðàññìàòðèâàåìûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé òîé æå ñèì-

ìåòðèè. Îõàðàêòåðèçîâàí ïîäêëàññ (1.13), (1.18), (1.24), (1.28), (1.30)

íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèõ ìàëûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ âîç-

ìóùåíèé è ñêîíñòðóèðîâàíà òî÷íàÿ �îðìóëà (1.28) äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ñêîðîñòè (1.30) èõ íàðàñòàíèÿ. Ïðèâåä¼í ïðèìåð ñòàöèîíàðíûõ

âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ Ì�Ä òå÷åíèé (1.31), (1.32) è íà÷àëüíûõ
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óñëîâèé (1.33) íà èññëåäóåìûå ìàëûå âîçìóùåíèÿ òîãî æå òèïà ñèì-

ìåòðèè, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò óñòàíîâëåííûå â ïåðâîì ïàðàãðà�å

ðåçóëüòàòû.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ãëàâû ïðÿìûì æå ìåòîäîì Ëÿ-

ïóíîâà íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (2.13) óñòîé÷è-

âîñòè èçó÷àåìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ âèíòîâûõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî ìà-

ëûõ âîçìóùåíèé (2.10), (2.11) òîé æå ñèììåòðèè. Äëÿ îäíîãî ÷àñò-

íîãî êëàññà (2.14) íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ âèíòîâûõ Ì�Ä òå÷å-

íèé ïîñòðîåíû àïðèîðíûå âåðõíÿÿ è íèæíèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåí-

êè (2.26), (2.30), (2.32) ðîñòà ìàëûõ âèíòîâûõ æå âîçìóùåíèé (2.16),

(2.17), (2.27), ïðè ýòîì èíêðåìåíòû �èãóðèðóþùèõ â íàñòîÿùèõ îöåí-

êàõ ýêñïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (2.23), (2.28),

(2.31) ïî ïàðàìåòðàì ðàññìàòðèâàåìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ âèíòîâûõ òå-

÷åíèé è íà÷àëüíûì äàííûì (2.17), (2.27) èññëåäóåìûõ ìàëûõ âîçìó-

ùåíèé òîãî æå òèïà ñèììåòðèè. Îïèñàí ïîäêëàññ (2.16), (2.17), (2.27),

(2.31), (2.33) ñàìûõ áûñòðî íàðàñòàþùèõ ìàëûõ âèíòîâûõ âîçìóùåíèé

è âûâåäåíà òî÷íàÿ �îðìóëà (2.31) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè (2.33)

èõ ðîñòà. Ñêîíñòðóèðîâàí ïðèìåð ñòàöèîíàðíûõ âèíòîâûõ Ì�Ä òå÷å-

íèé (2.34) è íà÷àëüíûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé (2.35) òîé æå ñèììåòðèè,

÷üÿ ýâîëþöèÿ íà ëèíåéíîì ýòàïå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïîñòðîåííûìè îöåíêàìè (2.26), (2.30) è (2.32). Äëÿ íåóñòîé÷èâûõ

æå óñòàíîâèâøèõñÿ âèíòîâûõ òå÷åíèé (2.9) îáùåãî âèäà îáíàðóæåíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (2.41) ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è

àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó (2.42) íàðàñòàíèÿ ìàëûõ

âîçìóùåíèé (2.36), (2.37), (2.41) òîãî æå òèïà ñèììåòðèè, ïðè÷¼ì èí-
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êðåìåíò ýêñïîíåíòû, ñîäåðæàùåéñÿ â ýòîé îöåíêå, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëü-

íûì ïî ñâîåé âåëè÷èíå ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì.
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�ëàâà III. Ï�ßÌÎÉ ÌÅÒÎÄ ËßÏÓÍÎÂÀ Â ËÈÍÅÉÍÛÕ

ÇÀÄÀ×ÀÕ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ

ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÉÍÛÕ Ì�Ä

ÒÅ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ

Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ È ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ��ÀÍÈÖÅÉ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîâåñòâóåòñÿ î ðåçóëüòàòàõ ïî óñòîé÷èâîñòè/íå-

óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ

òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî

ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ êàê â àçèìóòàëü-

íîì, òàê è â ïîëîèäàëüíîì ìàãíèòíûõ ïîëÿõ.

Ïðÿìûì (èëè âòîðûì) ìåòîäîì Ëÿïóíîâà íàõîäÿòñÿ ëèáî äîñòàòî÷-

íûå èëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ëèáî äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè äàííûõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê

ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì æå äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì. Äëÿ òåõ

èç èçó÷àåìûõ ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ

Ì�Ä òå÷åíèé, êîòîðûå îêàçàëèñü íåóñòîé÷èâûìè, âûâîäÿòñÿ äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, à òàêæå êîí-

ñòðóèðóþòñÿ àïðèîðíûå âåðõíèå è íèæíèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè,

ãîâîðÿùèå î âîçìîæíîì ðîñòå ñî âðåìåíåì ðàññìàòðèâàåìûõ ìàëûõ

âîçìóùåíèé, ïðè ýòîì ïðèñóòñòâóþùèå â îäíèõ îöåíêàõ èíêðåìåíòû

ýêñïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì èññëåäóåìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ

òå÷åíèé è íà÷àëüíûì äàííûì ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíî-

âûõ âîçìóùåíèé, à â äðóãèõ ñëóæàò ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè
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ïîñòîÿííûìè. Îáîñîáëÿþòñÿ ïîäêëàññû áûñòðåå âñåãî íàðàñòàþùèõ

ìàëûõ âîçìóùåíèé è ïîëó÷àþòñÿ òî÷íûå �îðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñêîðîñòè èõ ðîñòà. Ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ

ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ äëèí-

íîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé òîé æå ñèììåòðèè, êîòîðûå ðàçâèâàþòñÿ íà

ëèíåéíîé ñòàäèè â ñîãëàñèè ñî ñêîíñòðóèðîâàííûìè îöåíêàìè.

Ïîäðîáíàÿ ñâîäêà óñòàíîâëåííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå ðåçóëüòàòîâ

ïðèâåäåíà â å¼ êîíöå. Ìàòåðèàë ýòîé ãëàâû ñîäåðæèòñÿ â ïóáëèêàöèÿõ

[139�144℄.

�1. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß

ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÉÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÍÅÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ

ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ È

ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞ Â ÀÇÈÌÓÒÀËÜÍÎÌ

ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ, Ï�ßÌÎ Ï�ÎÏÎ�ÖÈÎÍÀËÜÍÎ

ÇÀÂÈÑßÙÅÌ ÎÒ �ÀÄÈÀËÜÍÎÉ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛ

Â äàííîì ïàðàãðà�å èçó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñòà-

öèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé îäíîðîä-

íîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé

ïðîâîäèìîñòüþ è ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â àçèìóòàëüíîì ìàãíèòíîì ïî-

ëå, êîòîðîå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàäèóñó [139, 141, 142℄. Âòîðûì

(èëè ïðÿìûì) ìåòîäîì Ëÿïóíîâà îáíàðóæèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îäíîãî ÷àñòíîãî êëàññà ýòèõ òå÷å-

íèé îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå äëèííîâîëíîâûõ âîç-

ìóùåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
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äàííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà ðàññìàòðèâàåìûå

óñòàíîâèâøèåñÿ îñåñèììåòðè÷íûå ñäâèãîâûå ñòðóéíûå Ì�Ä òå÷åíèÿ

îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê èññëåäóåìûì ìàëûì

âîçìóùåíèÿì. Ñòðîÿòñÿ àïðèîðíûå äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå

îöåíêè íàðàñòàíèÿ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìó-

ùåíèé, ïðè÷¼ì èíêðåìåíòû �èãóðèðóþùèõ â íàñòîÿùèõ îöåíêàõ ýêñ-

ïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì èçó÷àåìûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

è íà÷àëüíûì äàííûì ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìóùåíèé. Õàðàêòåðèçóåòñÿ

ïîäêëàññ íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííî-

âîëíîâûõ âîçìóùåíèé è âûâîäèòñÿ òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñêîðîñòè èõ íàðàñòàíèÿ. Êîíñòðóèðóåòñÿ ïðèìåð óñòàíîâèâøèõñÿ îñå-

ñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé è íà÷àëüíûõ ìàëûõ

äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé òîãî æå òèïà ñèììåòðèè, ÷üÿ ýâîëþöèÿ

íà ëèíåéíîì ýòàïå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåííûìè

îöåíêàìè. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ

òå÷åíèé îáùåãî âèäà ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé

ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è êîíñòðóèðóåòñÿ àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íàÿ îöåíêà ñíèçó ðîñòà ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå äëèííîâîëíîâûõ

âîçìóùåíèé, ïðè ýòîì èíêðåìåíò ïðèñóòñòâóþùåé â íåé ýêñïîíåíòû

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ âåëè-

÷èíó. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãî-

âûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ äëèííîâîë-

íîâûõ âîçìóùåíèé òîé æå ñèììåòðèè, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò âûâå-

äåííûå ðåçóëüòàòû.

ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Èññëåäóåòñÿ áåñêîíå÷íî
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äëèííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñòðóÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðîâîäèìîñòüþ, ðàñïîëà-

ãàþùàÿñÿ â îòêðûòîì áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â

âåùåñòâî ñòðóè ¾âìîðîæåíî¿ àçèìóòàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå, à ïî å¼

ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè òå÷¼ò ïðîäîëüíûé ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé

òîê, êîòîðûé ñîçäà¼ò â îêðóæàþùåì èçó÷àåìóþ ñòðóþ íåîãðàíè÷åí-

íîì ïðîñòðàíñòâå êâàçèñòàöèîíàðíîå àçèìóòàëüíîå æå ìàãíèòíîå ïî-

ëå. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå Ì�Ä òå÷åíèÿ

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêî-

íå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ îñåñèììåòðè÷íû, ïðè÷¼ì àçèìóòàëüíûé êîì-

ïîíåíò å¼ ïîëÿ ñêîðîñòè òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Íàêîíåö, ïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî äåéñòâèå ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå

ïðîâîäÿùåé ñòðóè ìîæåò íå ó÷èòûâàòüñÿ.

Â ñèëó ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîæèäêîñò-

íîé áåçäèññèïàòèâíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè [192℄ çàïèøåòñÿ â âè-

äå

ρ

(

∂v1
∂t∗

+ v1
∂v1
∂r∗

+ v3
∂v1
∂z∗

)

+

+
H2

2

4πr∗
= − ∂P∗

∂r∗
, ρ

(

∂v3
∂t∗

+ v1
∂v3
∂r∗

+ (III.1.1)

+ v3
∂v3
∂z∗

)

= − ∂P∗
∂z∗

,
∂H2

∂t∗
+ v1

∂H2

∂r∗
+ v3

∂H2

∂z∗
− v1H2

r∗
= 0

1

r∗
∂ (v1r

∗)

∂r∗
+
∂v3
∂z∗

= 0

ãäå ρ ≡ 
onst � ïîëå ïëîòíîñòè; v1, v3 � ðàäèàëüíàÿ è îñåâàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùèå ïîëÿ ñêîðîñòè; H2 � àçèìóòàëüíûé êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî

ïîëÿ âíóòðè èññëåäóåìîé ñòðóè; P∗ ≡ P +H2
2/(8π) � ìîäè�èöèðîâàí-

íîå ïîëå äàâëåíèÿ; P � ïîëå äàâëåíèÿ; t∗ � âðåìÿ; r∗, z∗ � öèëèíä-
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ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû; π � èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñü

z∗ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè

ïðîâîäÿùåé ñòðóè.

Àçèìóòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ H∗
2 ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñíàðóæè èçó÷àå-

ìîé ñòðóè, â ïðåíåáðåæåíèè òîêîì ñìåùåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

H∗
2 =

2J

cr∗
(III.1.2)

(çäåñü J ≡ 
onst � çíà÷åíèå ïîâåðõíîñòíîãî ïðîäîëüíîãî ïîñòîÿííîãî

ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, à c � ñêîðîñòü ñâåòà).

Íà îñè ñèììåòðèè ïðîâîäÿùåé ñòðóè è å¼ ñâîáîäíîé ãðàíèöå ñòà-

âÿòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ:

v1 = 0 (III.1.3)

∣

∣

∣

∣

H2

r∗

∣

∣

∣

∣

< +∞ (r∗ = 0) ; P∗ =
H∗2

2

8π

v1 =
∂r1
∂t∗

+ v3
∂r1
∂z∗

(r∗ = r1 (t
∗, z∗))

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ïåðâûõ òð¼õ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû (1.1) è

ïîñëåäíåãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.3) çàäàþòñÿ â âèäå

v1 (0, r
∗, z∗) = v10 (r

∗, z∗) (III.1.4)

v3 (0, r
∗, z∗) = v30 (r

∗, z∗) , H2 (0, r
∗, z∗) = H20 (r

∗, z∗)

r1 (0, z
∗) = r10 (z

∗)

ïðè ýòîì îò �óíêöèé v10, v30, H20 è r10 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè íå ïðî-

òèâîðå÷èëè ÷åòâ¼ðòîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (1.1) è ïåðâûì òð¼ì èç

ñîîòíîøåíèé (1.3).
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Äàëåå â ñìåøàííîé çàäà÷å (1.1)�(1.4) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê

äëèííîâîëíîâîìó ïðèáëèæåíèþ, ïðåäâàðÿåìûé ïðîöåäóðîé îáåçðàç-

ìåðèâàíèÿ. Â êà÷åñòâå îáåçðàçìåðèâàþùèõ ïàðàìåòðîâ âûáèðàþòñÿ:

L � õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè z∗, v0 � õàðàê-

òåðíàÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè, è r0 � õàðàêòåðíûé ðàäèóñ ðàññìàòðèâàå-

ìîé ñòðóè. Ïðè ïîìîùè äàííûõ ïàðàìåòðîâ ñòðîÿòñÿ áåçðàçìåðíûå

âåëè÷èíû t, η, z, q, w, p∗, h è κ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îêàçûâàþòñÿ ñïðà-

âåäëèâûìè ñâÿçè

t∗ =
tL

v0
, r∗2 = ηL2δ2, z∗ = zL, 2v1r

∗ = qv0Lδ
2

v3 = wv0, P∗ = p∗ρv
2
0, H2 =

hr∗
√

4πρv20
Lδ

, H∗
2r

∗ = κ
√

4πρv20 Lδ

ãäå δ ≡ r0/L ≪ 1 � áåçðàçìåðíûé õàðàêòåðíûé ðàäèóñ ïðîâîäÿùåé

ñòðóè.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû îáåçðàçìåðèâàíèÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâÿçåé ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1) ïåðåïè-

øåòñÿ â âèäå

δ2

2

(

qt + qqη −
q2

2η
+ wqz

)

+

+ ηh2 = − 2ηp∗η, wt + qwη + (III.1.5)

+wwz = − p∗z, ht + qhη + whz = 0, qη + wz = 0

(çäåñü è íèæå ïî òðåòüåé ãëàâå íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé èíäåêñàìè

èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå). Íàðÿäó ñ ýòèì, ïðè ó÷¼òå ñîîòíîøåíèÿ (1.2), êðàåâûå

óñëîâèÿ (1.3) òðàíñ�îðìèðóþòñÿ ê âèäó

q = 0 (III.1.6)
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|h| < +∞ (η = 0) ; p∗ =
κ2

2η1
, q = η1t + wη1z (η = η1 (t, z))

ãäå

κ ≡ J

cr0
√

πρv20
= 
onst

Íàêîíåö, íà÷àëüíûå äàííûå (1.4) ïðåäñòàíóò â �îðìå

q (0, η, z) = q0 (η, z) (III.1.7)

w (0, η, z) = w0 (η, z) , h (0, η, z) = h0 (η, z)

η1 (0, z) = η10 (z)

Åñëè òåïåðü â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (1.5) îïóñòèòü ñëàãàåìûå,

êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû ñîìíîæèòåëþ δ2, à èç ñîîòíîøåíèé (1.7)

óáðàòü âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè q (0, η, z), òî íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çà-

äà÷à (1.5)�(1.7) ñðàçó æå ñâåä¼òñÿ ê âèäó, îòâå÷àþùåìó äëèííîâîëíî-

âîìó ïðèáëèæåíèþ.

Îäíàêî, ýòó äëèííîâîëíîâóþ ìîäè�èêàöèþ ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.5)�(1.7) íè â êîåé ìåðå íåëüçÿ ïðèçíàòü îêîí÷àòåëüíîé, ïîñêîëüêó

å¼ ìîæíî åù¼ ñèëüíåå óïðîñòèòü çà ñ÷¼ò çàìåíû ýéëåðîâûõ íåçàâèñè-

ìûõ ïåðåìåííûõ (t, z, η) íà ñìåøàííûå ýéëåðîâî�ëàãðàíæåâû íåçàâè-

ñèìûå ïåðåìåííûå (t′, z′, ν) [151℄, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèòñÿ, ïî àíàëîãèè

ñ ðàáîòîé [139℄, ïî �îðìóëàì

t = t′, z = z′, η = R (t′, z′, ν) ; ν ∈ [0, 1]

Çäåñü ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

q = Rt′ + wRz′ (III.1.8)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

R (t′, z′, 0) = 0, R (t′, z′, 1) = η1 (t
′, z′) (III.1.9)
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Ñóòü äàííîé çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïîñðåäñòâîì ëàãðàíæåâîé ïåðåìåííîé ν ìîãóò áûòü ïðîíóìåðîâàíû

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö â ñòðóå. Êðîìå òîãî, èç îïðåäå-

ëåíèÿ �óíêöèè R (1.8), (1.9) âûòåêàåò, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (1.6) âû-

ïîëíÿþòñÿ äëÿ �óíêöèè q àâòîìàòè÷åñêè. Íàêîíåö (è ýòî, íåñîìíåííî,

ñàìîå ãëàâíîå), íåèçâåñòíàÿ ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîâîäÿùåé ñòðóè

η = η1 ïåðåéä¼ò, áëàãîäàðÿ îñóùåñòâëÿåìîé çàìåíå íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ, â èçâåñòíóþ �èêñèðîâàííóþ ãðàíèöó ν = 1.

Èòàê, â íîâûõ ñìåøàííûõ ýéëåðîâî�ëàãðàíæåâûõ íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ (ïîñëå ïðåíåáðåæåíèÿ ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè ñîìíîæè-

òåëü δ2) ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (1.5) çàïèøåòñÿ â âèäå

Rνh
2 = − 2p∗ν (III.1.10)

Rν (wt + wwz) = −Rνp∗z + Rzp∗ν

ht + whz = 0, qν +Rνwz − Rzwν = 0

ãäå, ðàäè óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïîñëåäóþùèõ �îðìóë, øòðèõè ñ ïåðå-

ìåííûõ t′ è z′ ñíÿòû. Äàííûå óðàâíåíèÿ äîïîëíÿþòñÿ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè âèäà

w (0, z, ν) = w0 (z, ν) (III.1.11)

h (0, z, ν) = h0 (z, ν) , R (0, z, ν) = R0 (z, ν)

Çäåñü �óíêöèÿ R0 (z, ν) ïðåäïîëàãàåòñÿ, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ âçàèì-

íîé îäíîçíà÷íîñòè ïðîèçâåä¼ííîé çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïî àðãóìåíòó ν.

Äàëåå, ñ öåëüþ ïðèäàíèÿ ñèñòåìå (1.10) áîëåå íàãëÿäíîé �îðìû,

ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé ν ïåðâîãî å¼ ñî-
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îòíîøåíèÿ â ïðåäåëàõ îò ν äî åäèíèöû, à ïîòîì ñ ïîìîùüþ êðàåâûõ

óñëîâèé (1.6) èç íåãî èñêëþ÷àåòñÿ áåçðàçìåðíîå ìîäè�èöèðîâàííîå

ïîëå äàâëåíèÿ p∗ è ïîäñòàâëÿåòñÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå òîé æå ñèñòå-

ìû ñîîòíîøåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâÿçü

wt + wwz =
κ2R1z

2R2
1

−
(

h21R1

)

z

2
+

(

h2
)

z
R

2
+

+
1

2





1
∫

ν

R
(

h2
)

ν1
dν1





z

(III.1.12)

ãäå ÷åðåç ν1 îáîçíà÷åíà íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ν (ñ òåì, ÷òîáû å¼

ìîæíî áûëî îòëè÷èòü îò ïåðåìåííîé ν íà íèæíåì ïðåäåëå �óíêöèî-

íàëà èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.12)), à ÷åðåç h1 è R1 � çíà-

÷åíèÿ �óíêöèé h è R íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñòðóè ν = 1 ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè÷¼ì, ñîãëàñíî âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ñèñòåìû (1.9),

R1(t, z) ≡ η1(t, z).

Ïîìèìî ýòîãî �óíêöèÿ q çàìåíÿåòñÿ â ïîñëåäíåì èç óðàâíåíèé

(1.10) îòâå÷àþùèì åé âûðàæåíèåì (1.8), òàê ÷òî äàííîå óðàâíåíèå

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Rνt + (wRν)z = 0 (III.1.13)

Íèæå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî àçèìóòàëüíûé êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ

âíóòðè ïðîâîäÿùåé ñòðóè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ðàäèàëüíîé êîîðäè-

íàòå: h ≡ h1 = 
onst [139, 141℄. Ýòî äîïóùåíèå ïðèâîäèò, ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, ê îáðàùåíèþ â òîæäåñòâî òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìû (1.10),

à ñ äðóãîé � ê çàìåòíîìó óïðîùåíèþ óðàâíåíèÿ (1.12), êîòîðîå òåïåðü

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â �îðìå

wt + wwz =

[

(

κ

R1

)2

− h21

]

R1z

2
(III.1.14)
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Íà÷àëüíûìè æå óñëîâèÿìè äëÿ ñîîòíîøåíèé (1.13), (1.14) áóäóò

ÿâëÿòüñÿ ñâÿçè (1.11), åñëè â íèõ îñòàâèòü äàííûå òîëüêî äëÿ �óíêöèé

R è w, òî åñòü

R (0, z, ν) = R0 (z, ν) , w (0, z, ν) = w0 (z, ν) (III.1.15)

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿì (1.13),

(1.14), ìîæíî âûâåñòè è â òîì ñëó÷àå, êîãäà R ñ÷èòàåòñÿ ìîíîòîííî

óáûâàþùåé ïî àðãóìåíòó ν �óíêöèåé. Ïðè ýòîì ðàçíèöà ïî ñðàâíåíèþ

ñ íàïèñàííûì âûøå áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ ëèøü â òîì, ÷òî ðîëü ñâîáîä-

íîé ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîé ñòðóè ñòàíåò èãðàòü ïðÿìàÿ ν = 0, â òî

âðåìÿ êàê ðîëü å¼ îñè ñèììåòðèè � ïðÿìàÿ ν = 1.

Íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (1.13)�(1.15) îáëàäàåò èíòåãðàëîì ïîëíîé

ýíåðãèè âèäà

E1 ≡
1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

w2Rνdν + κ2 lnR1 +
h21
2
R2

1



 dz = 
onst (III.1.16)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ëèáî ïåðèîäè÷íû âäîëü

îñè z, ëèáî ëîêàëèçîâàíû íà íåé.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ó ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13)�(1.15) èìååòñÿ

åù¼ îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (1.14) íóæíî ïðî-

äè��åðåíöèðîâàòü ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ν, ÷òî äàñò ñîîòíîøå-

íèå

wνt + (wwz)ν = 0 (III.1.17)

Äàëåå, èç óðàâíåíèé (1.13) è (1.17) âûòåêàåò âàæíàÿ ñâÿçü

Ct + wCz = 0 (III.1.18)
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(çäåñü C ≡ Rν/wν), ïðèìåíåíèå êîòîðîé ñîâìåñòíî ñ ñîîòíîøåíèåì

(1.17) êàê ðàç è ïîçâîëÿåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî èìåííî �óíêöèî-

íàë

I ≡
+∞
∫

−∞

1
∫

0

wνF (C)dνdz (III.1.19)

ãäå F (C) � íåêàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà, è ñëóæèò èñêîìûì äî-

áàâî÷íûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ [89, 139, 141, 142℄.

Òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13)�

(1.15) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â �îðìå

w = w0(ν), R = R0(ν), R1 = R0
1 ≡ 1 (III.1.20)

Çäåñü w0
� ïðîèçâîëüíàÿ, à R0

� ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíê-

öèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ν; óñòàíîâèâøèéñÿ ðàäèóñ ïðîâîäÿùåé

ñòðóè âçÿò ðàâíûì å¼ õàðàêòåðíîìó ðàäèóñó r0. Íåñëîæíî óäîñòîâå-

ðèòüñÿ, ÷òî �óíêöèè w0
, R0

è R0
1 (1.20) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

(1.13), (1.14) òîæäåñòâåííî.

Öåëü ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, ïðè

âûïîëíåíèè êàêèõ óñëîâèé ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ (1.20) áóäóò óñòîé-

÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì

âîçìóùåíèÿì w′(t, z, ν), R′(t, z, ν) è R′
1(t, z).

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×-

ÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÉÍÛÕ Ì�Ä ÒÅ×ÅÍÈÉ (1.20) ÎÄÍÎ-

�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÍÅÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ

ÈÄÅÀËÜÍÎÏ�ÎÂÎÄßÙÅÉÆÈÄÊÎÑÒÈ ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ��À-

ÍÈÖÅÉ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè ïðîèçâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ

ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13)�(1.15), à òàêæå ñîîòíîøåíèé (1.17) è (1.18) â
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îêðåñòíîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20), ïðèâîäÿùàÿ ê íà-

÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷å âèäà

w′
t + w0w′

z =
κ2 − h21

2
R′

1z (III.1.21)

C ′
t + w0C ′

z = 0, R′
νt + w0R′

νz +
dR0

dν
w′

z = 0

w′
νt +

dw0

dν
w′

z + w0w′
zν = 0; C ′ ≡

(

dw0

dν

)− 1
[

R′
ν − C0w′

ν

]

C0 ≡ dR0

dν

(

dw0

dν

)− 1

; w′(0, z, ν) = w′
0(z, ν), R

′(0, z, ν) = R′
0(z, ν)

íà ðåøåíèÿõ êîòîðîé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñîõðàíÿåòñÿ �óíêöèîíàë

E ≡
+∞
∫

−∞

1
∫

0

[

1

2

dR0

dν
w′2 + w0w′R′

ν +
1

2

dw0

dν

d2F

dC2

(

C0
)

C ′2
]

dνdz+

+
h21 − κ2

4

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz = 
onst (III.1.22)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δJ1 èíòåãðàëà J1 ≡ E1+

+ I = 
onst (1.16), (1.19) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷å-

íèÿõ (1.20), åñëè �óíêöèè w0
, R0

è F ïðåâðàùàþò â òîæäåñòâî óðàâ-

íåíèå

dF

dC

(

C0
)

= − w02

2

à åãî âòîðàÿ âàðèàöèÿ δ2J1, çàïèñàííàÿ â ïîäõîäÿùèõ îáîçíà÷åíèÿõ,

ñîâïàäàåò ïî �îðìå ñ �óíêöèîíàëîì E.

Òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (1.20) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13)�

(1.15) áóäóò óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèí-

íîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.21) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàë

E (1.22) ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííûì.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü, îáëàäàåò ëè �óíêöèîíàë E ñâîéñòâîì

çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè, åãî óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå

E =

+∞
∫

−∞

1
∫

0

(Bu, u) dνdz; u ≡

















w′

R′
ν

C ′

R′
1

















(III.1.23)

ãäå B ≡ ||bik|| � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì 4× 4 ñ îòëè÷íûìè îò

íóëÿ ýëåìåíòàìè

b11 =
1

2

dR0

dν
, b12 = b21 =

w0

2

b24 = b42 =
h21 − κ2

8
, b33 =

1

2

dw0

dν

d2F

dC2

(

C0
)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà [198℄, ïîäûíòåãðàëüíîå âû-

ðàæåíèå �óíêöèîíàëà E (1.23) áóäåò ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî)

îïðåäåë¼ííûì â òîì è ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ãëàâíûå ìèíîðû ìàò-

ðèöû B áóäóò ïîëîæèòåëüíû (áóäóò èìåòü çíàê (− 1)m) (çäåñü m �

ïîðÿäîê òîãî èëè èíîãî ãëàâíîãî ìèíîðà).

Íåòðóäíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû B íå îá-

ëàäàþò òðåáóåìîé çíàêîîïðåäåë¼ííîñòüþ. Òàê, äëÿ ïîëîæèòåëüíîé

îïðåäåë¼ííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ �óíêöèîíàëà E äîëæ-

íû áûòü, â ÷àñòíîñòè, èñòèííû íåðàâåíñòâà

dR0

dν
> 0, −w02 > 0

ßñíî, ÷òî âòîðîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ íåâûïîëíèìî â ïðèíöèïå. Â òî æå

âðåìÿ äëÿ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè äàííîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî

âûðàæåíèÿ íåîáõîäèìà, ïîìèìî ïðî÷åãî, ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé

dR0

dν
< 0, −w02 > 0
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÷òî, ïî ïðè÷èíå õàðàêòåðà ìîíîòîííîñòè �óíêöèè R0
è óæå óêàçûâàâ-

øåéñÿ âûøå ëîæíîñòè âòîðîãî íåðàâåíñòâà, îïÿòü�òàêè íåîñóùåñòâè-

ìî.

Â èòîãå, â ñèëó êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà, íè ïîëîæèòåëüíîé, íè îòðè-

öàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ó �óíêöèîíàëà E (1.23) íåò. Ýòî, â ñâîþ

î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòà-

öèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13)�(1.15) ïî

îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùå-

íèÿì w′(t, z, ν), R′(t, z, ν) è R′
1(t, z), êîòîðûå ïîíèìàþòñÿ òóò êàê

óñëîâèÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, èíòåã-

ðàëà äâèæåíèÿ E, îòñóòñòâóþò.

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÎÄÍÎ�Î ÏÎÄÊËÀÑÑÀ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕ-

Ñß ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÉÍÛÕ Ì�Ä ÒÅ-

×ÅÍÈÉ (1.20) ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÍÅÂßÇÊÎÉ ÍÅ-

ÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈ-

ÌÎÑÒÜÞ È ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞ. Íèæå ïðÿìûì ìå-

òîäîì Ëÿïóíîâà [16, 22℄ áóäåò ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ÷àñòíîãî êëàññà ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé (1.20),

îïèñûâàåìîãî ñîîòíîøåíèåì

d

dν

(

w0C0
)

≤ 0 (III.1.24)

îòíîñèòåëüíî òåõ èç ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìó-

ùåíèé (1.21), ÷òî â êàæäîé æèäêîé ÷àñòèöå îñòàâëÿþò íåèçìåííûìè

çíà÷åíèÿ �óíêöèè C0(ν), à òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ðÿäó îãðàíè÷åíèé

íà îñè ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóè è å¼ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü êàêîãî�íèáóäü òî÷íîãî
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ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (1.20), (1.24) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13)�(1.15)

ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùå-

íèÿì w′(t, z, ν), R′(t, z, ν) è R′
1(t, z) (1.21), íàäî ñóìåòü âûäåëèòü

ñðåäè äàííûõ âîçìóùåíèé õîòÿ áû îäíî, íî çàòî, êàê ìèíèìóì, ýêñïî-

íåíöèàëüíî áûñòðî íàðàñòàþùåå ïî âðåìåíè.

Ñ ýòîé öåëüþ äàëåå èññëåäóåòñÿ ïîäêëàññ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâè-

ãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ è ñâîáîäíîé ãðàíè-

öåé â àçèìóòàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ïðèíàäëåæàùèõ åìó òå÷åíèé ìàëûå âîçìóùåíèÿ

C ′(t, z, ν) (1.21) ðàâíû íóëþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â

ëþáîé æèäêîé ÷àñòèöå çíà÷åíèå �óíêöèè C0
(1.21), (1.24) ïðè âîçìó-

ùåíèÿõ íå ìåíÿåòñÿ, à ïîòîìó íàñòîÿùèå âîçìóùåíèÿ ñëóæàò îòêëî-

íåíèÿìè òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö îò ñîîòâåòñòâóþùèõ

ëèíèé òîêà óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.20), (1.24).

Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäúÿâëåííîå âûøå ê ìàëûì âîçìó-

ùåíèÿì òðåáîâàíèå îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè ïî

âñÿêîìó æèäêîìó êîíòóðó â îñåâîé ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè, áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ âîçìóùå-

íèé, òàê êàê, ñîãëàñíî íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷å (1.13)�(1.15), â æèä-

êèõ ÷àñòèöàõ íå èçìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè C (1.18).

Ý��åêòèâíåå âñåãî ýòè âîçìóùåíèÿ ìîãóò áûòü ââåäåíû ïîñðåä-

ñòâîì ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ = ξ(t, z, ν) (I.13) [24℄, êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ξt = w′ − w0ξz (III.1.25)
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Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (1.25) ñìåøàííóþ çàäà÷ó (1.21) ìîæíî

çàïèñàòü â �îðìå

w′
t + w0w′

z =
1

2

(

κ2 − h21
)

R′
1z (III.1.26)

R′
ν = − dR0

dν
ξz, w

′
ν = − dw0

dν
ξz, R

′
ν = C0w′

ν

ξ(0, z, ν) = ξ0(z, ν), w
′(0, z, ν) = w′

0(z, ν)

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íåñëîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî òîãäà

�óíêöèîíàë E (1.22) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

E =
1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

d

dν

(

R0 − w0C0
)

w′2dν +
h21 − κ2

2
R′2

1



 dz (III.1.27)

è áóäåò ñëóæèòü èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è

(1.25), (1.26), åñëè èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

+∞
∫

−∞

(

w0C0w′2)
∣

∣

∣

ν=1
dz =

=

+∞
∫

−∞

(

w0C0w′2)
∣

∣

∣

ν=0
dz (III.1.28)

+∞
∫

−∞

[

(

w0C0w′)
∣

∣

∣

ν=1
R′

1z

]

dz =

+∞
∫

−∞

[

(

w0C0w′)
∣

∣

∣

ν=0
R′

1z

]

dz

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1.28) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé: â

ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç íèõ èñòèííî, âòîðîå âåðíî àâòîìàòè÷åñêè. Êðî-

ìå òîãî, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ w′(t, z, ν) (1.25), (1.26), áóäó÷è �óíêöèåé

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ν, îáëàäàåò íåêèì ïðîèçâîëîì íà îñè ñèììåò-

ðèè ν = 0 ïðîâîäÿùåé ñòðóè è å¼ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ν = 1, äàí-

íûå ðàâåíñòâà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äîïîëíèòåëüíûå êðàåâûå

óñëîâèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.25), (1.26).
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Àíàëèç âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèîíàëà E (1.27) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

h21 ≥ κ2 (III.1.29)

òî, ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè �óíêöèè R0
è íåçàâèñèìîñòè èí-

òåãðàëà E îò âðåìåíè, èç íåãî áóäåò âûòåêàòü óñòîé÷èâîñòü òî÷íûõ

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20), (1.24) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13)�

(1.15) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìó-

ùåíèé (1.25), (1.26), (1.28).

Ïóñòü íåðàâåíñòâî (1.29) íàðóøåíî, òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèå

h21 < κ2 (III.1.30)

Òîãäà, îêàçûâàåòñÿ, ìîæåò áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íåóñòîé÷èâîñòü

óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.20), (1.24) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèì-

ìåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (1.25), (1.26), (1.28).

Â ñàìîì äåëå, äâàæäû äè��åðåíöèðóÿ ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

t âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë

M ≡
+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν
ξ2dνdz (III.1.31)

è èñïîëüçóÿ ñâÿçè (1.25)�(1.28), íåòðóäíî ïðèéòè ê íåáåçûçâåñòíîìó

âèðèàëüíîìó ðàâåíñòâó [24, 135�137℄

d2M

dt2
= 4(T −Π) (III.1.32)

T ≡ 1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν
w′2dνdz, Π ≡ h21 − κ2

4

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz
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Åñëè óìíîæèòü ýòî ðàâåíñòâî íà íåêóþ ïîñòîÿííóþ λ è ïðèíÿòü âî

âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå

E ≡ T + T1 +Π = 
onst (III.1.33)

T1 ≡ − 1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

[

d

dν

(

w0C0
)

w′2
]

dνdz ≥ 0

òî ìîæíî âûâåñòè ãëàâíîå äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ óðàâíåíèå

dEλ

dt
= 2λEλ − 4λTλ − 2λT1 (III.1.34)

Eλ ≡ Πλ + Tλ, 2Πλ ≡ 2 (Π + T1) + λ2M

2Tλ ≡ 2T − λ
dM

dt
+ λ2M =

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν
(w′ − λξ)

2
dνdz ≥ 0

Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè èíòåãðàëîâ T1 (1.33) è Tλ, ïðè λ > 0 èç

ñîîòíîøåíèÿ (1.34) âûòåêàåò äè��åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

dEλ

dt
≤ 2λEλ

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå íåñëîæíî ïîëó÷èòü âàæíóþ îöåíêó

Eλ(t) ≤ Eλ(0) exp(2λt) (III.1.35)

Ñîîòíîøåíèå (1.35) èñòèííî è äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé ñìåøàííîé çà-

äà÷è (1.25), (1.26), (1.28), è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷å-

íèé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû λ. Áîëåå òîãî, â õîäå îòûñêàíèÿ äàííîãî

íåðàâåíñòâà íå ïîòðåáîâàëîñü íàëàãàòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çíàê

�óíêöèîíàëà Π (1.32).

Ñîîòíîøåíèå (1.35) ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ê èíòåãðàëó Eλ

äîëæíî îòíîñèòüñÿ íèæå êàê ê �óíêöèîíàëó Ëÿïóíîâà [16, 22, 24, 135℄,

òàê êàê äàëåå ïîñðåäñòâîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñêîíñòðóèðîâàíû
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âåðõíÿÿ è íèæíèå àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà ìàëûõ

îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ξ(t, z, ν) (1.25), (1.26),

(1.28), ïðè÷¼ì ñðåäè ïîñëåäíèõ áóäóò âûäåëåíû è îïèñàíû íàèáîëåå

áûñòðî íàðàñòàþùèå ìàëûå âîçìóùåíèÿ.

�óêîâîäñòâóÿñü ñîîòíîøåíèåì (1.30), ïóò¼ì ïîäáîðà íàäëåæàùèõ

íà÷àëüíûõ ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0(z, ν) è âîçìóùåíèé ïîëÿ

ñêîðîñòè w′
0(z, ν) (1.26) íåòðóäíî ãàðàíòèðîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðà-

âåíñòâ: Π(0) < 0, T (0) + T1(0) ≤ |Π(0)|. Â ðåçóëüòàòå, èíòåãðàë Eλ(0),

÷òî ñëåäóåò èç åãî îïðåäåëåíèÿ (1.34), ïðåäñòàíåò ïîëèíîìîì âòîðîé

ñòåïåíè ïî ïàðàìåòðó λ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîý��èöèåíòîìM(0) (1.31)

ïðè λ2 è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì E(0) ≤ 0 (1.27):

Eλ(0) ≡ E(0)− λ

2

dM

dt
(0) + λ2M(0) (III.1.36)

Â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû λ áåðóòñÿ èç èíòåðâàëà

0 < λ < Λ ≡ A1 +
√

A2 (III.1.37)

A1 ≡ [4M(0)]− 1 dM

dt
(0), A2 ≡ A2

1 −
E(0)

M(0)

ñîîòíîøåíèå (1.36) äà¼ò îöåíêó: Eλ(0) < 0. Ýòà îöåíêà è íåðàâåíñòâî

(1.35) ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå äëèííîâîë-

íîâûå âîçìóùåíèÿ (1.25), (1.26), (1.28) ðàñòóò ïî âðåìåíè íå ìåäëåí-

íåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî λ = Λ − δ1 (ñî âñÿêèì ïàðàìåòðîì δ1 èç ïðîìå-

æóòêà ]0, Λ[), ñîîòíîøåíèþ (1.35) ìîæåò áûòü ïðèäàíà �îðìà

EΛ−δ1(t) ≤ EΛ−δ1(0) exp [2 (Λ− δ1) t] (EΛ−δ1(0) < 0) (III.1.38)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (1.34) äëÿ �óíêöèîíàëà Eλ, âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Eλ(t) ≥ Π(t), ñîîòíîøåíèå (1.38) ìîæíî ïåðåïè-
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ñàòü â âèäå

−Π(t) ≥ |EΛ−δ1(0)| exp [2 (Λ− δ1) t]

èëè, îêîí÷àòåëüíî,

(

κ2 − h21
)

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz ≥ 4 |EΛ−δ1(0)| exp [2 (Λ− δ1) t] (III.1.39)

Íåðàâåíñòâî (1.39) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà Λ − δ1 (1.37), (1.38)

ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ñíèçó äëÿ çíà÷åíèé èíêðåìåíòîâ ìàëûõ îñåñèììåò-

ðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ξ(t, z, ν) (1.25), (1.26), (1.28).

Îöåíêà (1.39) ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà, åñëè íà÷àëüíûå

ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0(z, ν) è âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè

w′
0(z, ν) (1.26) ïîä÷èíèòü äîáàâî÷íîìó òðåáîâàíèþ

w′
0(z, ν) = λξ0(z, ν) (III.1.40)

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (1.34), (1.36) áóäåò âûòåêàòü,

÷òî Tλ(0) = 0, Eλ(0) = Πλ(0). Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ðàâåíñòâà ïîìîãàþò

óáåäèòüñÿ, ÷òî íà èíòåðâàëå

0 < λ < Λ1 ≡
√

− 2Π(0)

M(0) + A3
(III.1.41)

A3 ≡ −
+∞
∫

−∞

1
∫

0

d

dν

(

w0C0
)

ξ20dνdz

âåðíà îöåíêà Πλ(0) < 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ñ÷èòàÿ λ = Λ1 − δ2 (ñ

ëþáûì ïàðàìåòðîì δ2 èç ïðîìåæóòêà ]0, Λ1[), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

íåðàâåíñòâî (1.35) ê �îðìå

EΛ1−δ2(t) ≤ ΠΛ1−δ2(0) exp [2 (Λ1 − δ2) t] (ΠΛ1−δ2(0) < 0) (III.1.42)
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Åñëè ïðîäåëàòü âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ïðèâåä¼ííûì âûøå â ïðî-

öåññå îáîñíîâàíèÿ îöåíêè (1.39), òî íåðàâåíñòâî (1.42) ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíî â âèäå

−Π(t) ≥ |ΠΛ1−δ2(0)| exp [2 (Λ1 − δ2) t]

ëèáî, â êîíå÷íîì èòîãå,

(

κ2 − h21
)

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz ≥ 4 |ΠΛ1−δ2(0)| exp [2 (Λ1 − δ2) t] (III.1.43)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.43), âåëè÷èíà Λ1− δ2 (1.41), (1.42) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íèæíþþ îöåíêó äëÿ çíà÷åíèé èíêðåìåíòîâ ìàëûõ îñåñèì-

ìåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25), (1.26), (1.28), (1.40).

Ñîïîñòàâëåíèå íåðàâåíñòâ (1.39) è (1.43) äðóã ñ äðóãîì ïîçâîëÿåò

ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìó-

ùåíèÿ ξ(t, z, ν) (1.25), (1.26), (1.28), íà÷àëüíûå äàííûå êîòîðûõ óäîâ-

ëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ (1.40), íàðàñòàþò áûñòðåå âñåõ îñòàëüíûõ âîç-

ìóùåíèé èçó÷àåìîãî ÷àñòíîãî êëàññà, à ñàìûå áûñòðî ðàñòóùèå ñðåäè

íèõ òå, ÷üè èíêðåìåíòû, êàê áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî äàëåå, âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

Λ+
1 ≡ supξ0(z, ν)Λ1 (III.1.44)

Êîíêðåòíî, ïóñòü λ > Λ+
1 . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íà-

÷àëüíûõ ïîëåé ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0(z, ν) (1.26) áóäåò èñòèííî

ñîîòíîøåíèå Πλ(0) > 0. Çíà÷èò, èíòåãðàë Eλ(0) (1.34), (1.36) òàêæå áó-

äåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0(z, ν) è âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñòè w
′
0(z, ν)

(1.26).
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Â ðåçóëüòàòå, ïðè λ = Λ+
1 +δ3, ãäå δ3 > 0� ïàðàìåòð, èç íåðàâåíñòâà

(1.35) âûòåêàåò îöåíêà

EΛ+

1 +δ3
(t) ≤ EΛ+

1 +δ3
(0) exp

[

2
(

Λ+
1 + δ3

)

t
]

(III.1.45)

Ñîãëàñíî íàñòîÿùåé îöåíêå, âåëè÷èíà Λ+
1 +δ3 ñëóæèò ãðàíèöåé ñâåðõó

äëÿ çíà÷åíèé èíêðåìåíòîâ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ

âîçìóùåíèé (1.25), (1.26), (1.28).

Ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ (1.43) è (1.45) äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âû-

âîä: ïàðàìåòð Λ+
1 (1.41), (1.44) îöåíèâàåò ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ ω ìàëûõ

îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ξ(t, z, ν) (1.25), (1.26),

(1.28) êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó, òî åñòü

Λ+
1 − δ2 ≤ ω ≤ Λ+

1 + δ3 (III.1.46)

Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (1.46) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóò

òå ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ (1.25), (1.26),

(1.28), èíêðåìåíòû êîòîðûõ áëèçêè ïî âåëè÷èíå ê çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà

Λ+
1 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óñëîâèå (1.30) ñïðàâåäëèâî, òî, îïðåäåëèâ ïî-

ñðåäñòâîì ñâÿçåé (1.41), (1.44) çíà÷åíèå âåëè÷èíû Λ+
1 , îöåíèâàþùåé

ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ ω (1.46) áûñòðåå âñåãî ðàñòóùèõ ìàëûõ îñåñèì-

ìåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ξ(t, z, ν) (1.25), (1.26), (1.28),

(1.40), íåñëîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ, çà êàêèå õàðàêòåðíûå âðåìåíà

ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ (1.25), (1.26),

(1.28) áóäóò âûçûâàòü ðàçðóøåíèå ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå

ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé (1.20), (1.24) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè

íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé
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ïîâåðõíîñòüþ â ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå àçè-

ìóòàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå?

Íèæå ñòðîèòñÿ ïðèìåð óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.20), (1.24) è íà-

ëàãàåìûõ íà íèõ íà÷àëüíûõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíî-

âûõ âîçìóùåíèé ξ0(z, ν) (1.25), (1.26), (1.28), êîòîðûå, â ïðèíöèïå,

áóäóò ýâîëþöèîíèðîâàòü ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè

îöåíêàìè (1.39), (1.45). Äàííûé ïðèìåð íå ïðåñëåäóåò ñâîåé öåëüþ ñî-

ïîñòàâëåíèå ñ ðàññìàòðèâàåìûì �èçè÷åñêèì �åíîìåíîì, à ÿâëÿåòñÿ

èëëþñòðàöèåé ê âûïîëíåííîìó âûøå àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ.

Èòàê, èçó÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå îñåñèììåòðè÷íûå ñäâèãîâûå ñòðóé-

íûå Ì�Ä òå÷åíèÿ

w0(ν) = C1 exp (−C2ν) , R
0(ν) = ν, R0

1 = 1 (III.1.47)

(çäåñü C1, C2 � íåêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå) îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäè-

ìîñòüþ â îáëàñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íåîãðàíè÷åííóþ ïîëîñó âè-

äà

[(z, ν) : −∞ < z < +∞, 0 ≤ ν ≤ 1] (III.1.48)

Ýòè òå÷åíèÿ, â ÷¼ì íåòðóäíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ñëóæàò òèïè÷íûìè ýëå-

ìåíòàìè ïîäêëàññà (1.24) óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.20).

Åñëè íåðàâåíñòâî (1.30) èñòèííî, òî ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ (1.47),

(1.48) áóäóò íåóñòîé÷èâû, íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåò-

ðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ξ(t, z, ν) (1.25), (1.26), (1.28),

äëÿ êîòîðûõ íà÷àëüíîå ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0(z, ν) çàäà¼òñÿ

â �îðìå

ξ0(z, ν) = (2ν − 1) exp (C2ν) sin
2πz

l
(III.1.49)

129



ãäå l � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ñ òî÷êè

çðåíèÿ �èçèêè íàñòîÿùèå âîçìóùåíèÿ åñòü ïåðèîäè÷åñêèå (ñ äëèíîé

âîëíû l) �ëóêòóàöèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóè è îñå-

âîé ñêîðîñòè òåêóùåé âíóòðè íå¼ æèäêîñòè.

Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè R1(t, z) (1.9), (1.12)

è óðàâíåíèÿ (1.26), íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

R′
0ν(z, ν) = − 2π

l
(2ν − 1) exp (C2ν) cos

2πz

l

R′
1(0, z) ≡

1
∫

0

R′
0ν(z, ν)dν = − 2π

lC2

[(

1− 2

C2

)

expC2 +
2

C2
+ 1

]

cos
2πz

l

w′
0ν(z, ν) =

2πC1C2

l
(2ν − 1) cos

2πz

l

w′
0(z, ν) =

ν
∫

0

w′
0ν1

(z, ν1)dν1 =
2πC1C2ν

l
(ν − 1) cos

2πz

l

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî, òàê êàê çäåñü

w′
0(z, 0) = 0, w′

0(z, 1) = 0 (III.1.50)

êðàåâûå óñëîâèÿ (1.28) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, à ïîòîìó îíè

ñîãëàñîâàíû ïðè t = 0 ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (1.26), (1.50).

Ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ïîëÿ ξ0(z, ν) (1.49) ïî íåçàâèñèìîé ïå-

ðåìåííîé z è âûðàæåíèÿ (1.32), (1.33) äëÿ �óíêöèîíàëîâ T , T1 è Π,

ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïîñëåäíèõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

T (0) ≡ 1

2

l
∫

0

1
∫

0

dR0

dν
w′2

0 (z, ν)dνdz =
π2C2

1C
2
2

30l

T1(0) ≡ − 1

2

l
∫

0

1
∫

0

d

dν

(

w0C0
)

w′2
0 (z, ν)dνdz = 0
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Π(0) ≡ h21 − κ2

4

l
∫

0

R′2
1 (0, z)dz =

π2
(

h21 − κ2
)

2lC2
2

[(

1− 2

C2

)

expC2+

+
2

C2
+ 1

]2

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî Π(0) < 0 áåçóñëîâíî ñïðàâåä-

ëèâî. Ñîîòíîøåíèå æå T (0) + T1(0) ≤ |Π(0)| áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

ïîñòîÿííûå C1 è C2 âûáðàíû äîëæíûì îáðàçîì. Ê ïðèìåðó,

0 < C1 ≤ (3− e)
√

15 (κ2 − h21), C2 = 1

ãäå e � èçâåñòíàÿ êîíñòàíòà.

Â èòîãå, äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.47), (1.48) â ÿâíîì âèäå ìî-

ãóò áûòü âûïèñàíû îöåíêè ñíèçó (1.39) è ñâåðõó (1.45) (ïðè÷¼ì âòî-

ðàÿ � ñ ïàðàìåòðîì Λ1 âìåñòî Λ+
1 ), õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ íàðàñ-

òàíèÿ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25),

(1.26), (1.28), (1.49), ÷òî êàê ðàç è ñâèäåòåëüñòâóåò î íåóñòîé÷èâîñòè

ýòèõ òå÷åíèé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü ñêîðîñòü ðîñòà ω (1.46) ìà-

ëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ξ(t, z, ν) (1.25),

(1.26), (1.28), (1.49) îöåíèâàåò è ñíèçó, è ñâåðõó âåëè÷èíà Λ1 (1.41), à

íå Λ+
1 (1.44).

Íàêîíåö, íàèáîëåå áûñòðî íàðàñòàþùèìè ìàëûìè îñåñèììåòðè÷-

íûìè äëèííîâîëíîâûìè âîçìóùåíèÿìè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé (1.47),

(1.48) áóäóò òå, ó êîòîðûõ, â ñèëó óðàâíåíèé (1.26) è ðàâåíñòâà (1.40),

íà÷àëüíîå ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ0(z, ν) èìååò �îðìó

f
(

w0 − λz
)

, ãäå îò �óíêöèè f òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíà áûëà ïåðèîäè÷íîé

ïî êîîðäèíàòå z. Òîãäà î ñâîéñòâàõ ðîñòà äàííûõ âîçìóùåíèé ìîæíî

áóäåò ñóäèòü, îïèðàÿñü íà îöåíêè ñíèçó (1.43) è ñâåðõó (1.45), à èõ
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ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ ω (1.46) ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà ñ ïîìîùüþ ïà-

ðàìåòðà Λ+
1 (1.41), (1.44).

ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ-

�È×ÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÉÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ (1.20) ÎÄÍÎ-

�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ

ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ È ÑÂÎ-

ÁÎÄÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞ Â ÀÇÈÌÓÒÀËÜÍÎÌ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ

ÏÎËÅ. Äàëåå ïîñðåäñòâîì ïðÿìîãî æå ìåòîäà Ëÿïóíîâà áóäåò ïðî-

äåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.30) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20)

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13)�(1.15) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèì-

ìåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì w′(t, z, ν), R′(t, z, ν) è

R′
1(t, z) (1.21), ïðè ýòîì ðàñòóùåå (êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåíöèàëüíî) âî

âðåìåíè âîçìóùåíèå áóäåò èñêàòüñÿ ñðåäè ýëåìåíòîâ ÷àñòíîãî êëàñ-

ñà (1.25), (1.26) ïîñëåäíèõ. Òåì ñàìûì óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ (1.20)

ñ÷èòàþòñÿ íèæå ñâîáîäíûìè îò îãðàíè÷åíèÿ (1.24), à ìàëûå âîçìóùå-

íèÿ (1.25), (1.26) � îò òðåáîâàíèé (1.28).

Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì çäåñü ïðåäïîëîæåíèÿì, èíòåãðàë E (1.22), ñî-

õðàíÿþùèéñÿ, åñòåñòâåííî, íå òîëüêî íà ðåøåíèÿõ ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.21), íî è íà ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.25), (1.26) òîæå,

îñòàâèò çà ñîáîé âèä (1.33) ñ òåì ëèøü èñêëþ÷åíèåì, ÷òî ñèìâîëîì T1

òåïåðü áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ èíîé �óíêöèîíàë:

T1 ≡
+∞
∫

−∞

1
∫

0

w0w′R′
νdνdz (III.1.51)

(ñóùåñòâåííî, ÷òî èíòåãðàë T1 â �îðìå (1.51) óæå íå ÿâëÿåòñÿ çíà-

132



êîîïðåäåë¼ííûì). Âèðèàëüíîå ðàâåíñòâî (1.32) è îñíîâíîå óðàâíåíèå

(1.34) â äàííîì ñëó÷àå òàêæå îñòàíóòñÿ â ñèëå (âòîðîå, ïðàâäà, � ñ

òî÷íîñòüþ äî âèäà �óíêöèîíàëà T1).

Ó÷èòûâàÿ óêàçàííûå âûøå îáñòîÿòåëüñòâà è ïîëàãàÿ, ÷òî óñëîâèå

(1.30) âåðíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (1.34) ìîæíî èçâëå÷ü îðèãèíàëüíîå äè�-

�åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

d2M

dt2
− 2λ

dM

dt
+ 2λ2M ≥ 0 (III.1.52)

ãäå λ � íåêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò

áûòü äîïîëíåíî óñëîâèÿìè [194℄, ïðè íàëè÷èè êîòîðûõ èç íåãî ñ

íåîáõîäèìîñòüþ áóäåò ñëåäîâàòü íèæíÿÿ àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íàÿ îöåíêà

M(t) ≥ C3 exp(λt) (III.1.53)

(çäåñü C3 � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (1.52) ìîæíî �îðìàëüíî ïðîèíòåãðè-

ðîâàòü íà ïîëóèíòåðâàëàõ 2πn/λ ≤ t < π/(2λ)+2πn/λ (n = 0, 1, 2, ...),

äëÿ ÷åãî íóæíî ïðîèçâåñòè íåñêîëüêî çàìåí �óíêöèîíàëà M :

1)M1(t) ≡ exp(−λt)M(t) :
d2M1

dt2
+ λ2M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos(λt)
:
d

dt

[

dM2

dt
cos(λt)

]

− λ
dM2

dt
sin(λt) ≥ 0

3)M3(t) ≡
dM2

dt
cos2(λt) :

dM3

dt
≥ 0

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è âûïîëíåíèå îáðàòíûõ çà-

ìåí ïîçâîëÿþò ïðèéòè ê ñîîòíîøåíèþ

M(t) ≥ [C1n cos(λt) + C2n sin(λt)] exp(λt) (III.1.54)
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ãäå C1n è C2n � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåñòðîãîñòü íåðàâåíñòâà (1.54), ïîñòîÿííûå

âåëè÷èíû C1n è C2n íåòðóäíî ñâÿçàòü ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèîíàëà M

(1.31) è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé dM/dt â ìîìåíòû âðåìåíè t = 2πn/λ,

n = 0, 1, 2, .... Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (1.54) îêîí÷àòåëüíî ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

M(t) ≥ g(t) (III.1.55)

g(t) ≡
[

M

(

2πn

λ

)

cos(λt) +

[

1

λ

dM

dt

(

2πn

λ

)

−M

(

2πn

λ

)]

sin(λt)

]

×

× exp(λt− 2πn)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîñíîâàòü ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâà

(1.52) íà ïðîìåæóòêàõ 2πn/λ ≤ t < π/(2λ) + 2πn/λ (n = 0, 1, 2, ...),

ïðèâåäøóþ â ðåçóëüòàòå ê îöåíêå ñíèçó (1.55), òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè g ïî å¼ àðãóìåíòó t:

dg

dt
=

[

dM

dt

(

2πn

λ

)

cos(λt) +

[

dM

dt

(

2πn

λ

)

− 2λM

(

2πn

λ

)]

sin(λt)

]

×

× exp(λt− 2πn) (III.1.56)

Åñëè ó÷åñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.55) è (1.56), òî ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ-

÷åíèå, ÷òî �óíêöèÿ g(t) áóäåò ïîëîæèòåëüíîé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé

íà ïîëóèíòåðâàëàõ 2πn/λ ≤ t < π/(2λ) + 2πn/λ (n = 0, 1, 2, ...) [195℄,

êîãäà èñòèííû íåðàâåíñòâà

M

(

2πn

λ

)

> 0,
dM

dt

(

2πn

λ

)

≥ 2λM

(

2πn

λ

)

(III.1.57)

Äàííûå íåðàâåíñòâà êàê ðàç è îáåñïå÷èâàþò ïðàâîìåðíîñòü îïèñàííîé

âûøå ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.52).
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Ïîñêîëüêó ïðîìåæóòêè 2πn/λ ≤ t < π/(2λ)+2πn/λ (n = 0, 1, 2, ...)

âçàèìíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà M è åãî ïåðâîé

ïðîèçâîäíîé dM/dt íà ëåâûõ êîíöàõ ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ìîãóò çàäà-

âàòüñÿ ëþáûìè. Â ÷àñòíîñòè, èõ ìîæíî âçÿòü â �îðìå

M

(

2πn

λ

)

≡M(0) exp(2πn),
dM

dt

(

2πn

λ

)

≡ dM

dt
(0) exp(2πn)

Òîãäà íåðàâåíñòâà (1.57) óäîâëåòâîðÿòñÿ òîæäåñòâåííî â ñëó÷àå, åñëè

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2λM(0)

à �óíêöèÿ g (1.55) ïðåäñòàíåò â âèäå

g(t) =

[

M(0) cos(λt) +

[

1

λ

dM

dt
(0)−M(0)

]

sin(λt)

]

exp(λt)

Ñõîæèå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû è òîãäà, êîãäà ñîîòíî-

øåíèå (1.52) íàäî áóäåò ïðîèíòåãðèðîâàòü íà âñåõ îñòàëüíûõ ïîëóèí-

òåðâàëàõ âðåìåíè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äàííûé �àêò, äàëåå èòîãè

èíòåãðèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâà (1.52) íà îñòàâøèõñÿ âðåìåííûõ ïðîìå-

æóòêàõ èçëàãàþòñÿ â �îðìå èëëþñòðèðóþùèõ âûêëàäîê, áåç êàêèõ

áû òî íè áûëî êîììåíòàðèåâ:

à) t ∈
[

π

2λ
+

2πn

λ
,
π

λ
+

2πn

λ

)

, n = 0, 1, 2, ...

1)M1(t) ≡ exp(−λt)M(t) :
d2M1

dt2
+ λ2M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos(λt)
:
d

dt

[

dM2

dt
cos(λt)

]

− λ
dM2

dt
sin(λt) ≥ 0

3)M3(t) ≡
dM2

dt
cos2(λt) :

dM3

dt
≤ 0

4)M(t) ≥ [C3n cos(λt) + C4n sin(λt)] exp(λt); C3n, C4n � 
onst

5)M(t) ≥ g1(t)
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g1(t) ≡
[

M

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

sin(λt)−
[

1

λ

dM

dt

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

−

−M

(

π

2λ
+

2πn

λ

)]

cos(λt)

]

exp
(

λt− π

2
− 2πn

)

dg1
dt

=

[

dM

dt

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

sin(λt)−
[

dM

dt

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

−

− 2λM

(

π

2λ
+

2πn

λ

)]

cos(λt)

]

exp
(

λt− π

2
− 2πn

)

6)M

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

> 0,
dM

dt

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

≥ 2λM

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

7)M

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

≡M(0) exp
(π

2
+ 2πn

)

dM

dt

(

π

2λ
+

2πn

λ

)

≡ dM

dt
(0) exp

(π

2
+ 2πn

)

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2λM(0)

g1(t) =

[

M(0) sin(λt)−
[

1

λ

dM

dt
(0)−M(0)

]

cos(λt)

]

exp(λt)

á) t ∈
[

π

λ
+

2πn

λ
,
3π

2λ
+

2πn

λ

)

, n = 0, 1, 2, ...

1)M1(t) ≡ exp(−λt)M(t) :
d2M1

dt2
+ λ2M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos(λt)
:
d

dt

[

dM2

dt
cos(λt)

]

− λ
dM2

dt
sin(λt) ≥ 0

3)M3(t) ≡
dM2

dt
cos2(λt) :

dM3

dt
≤ 0

4)M(t) ≥ [C5n cos(λt) + C6n sin(λt)] exp(λt); C5n, C6n � 
onst

5)M(t) ≥ g2(t)

g2(t) ≡ −
[

M

(

π

λ
+

2πn

λ

)

cos(λt) +

[

1

λ

dM

dt

(

π

λ
+

2πn

λ

)

−

−M

(

π

λ
+

2πn

λ

)]

sin(λt)

]

exp (λt− π − 2πn)
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dg2
dt

= −
[

dM

dt

(

π

λ
+

2πn

λ

)

cos(λt) +

[

dM

dt

(

π

λ
+

2πn

λ

)

−

− 2λM

(

π

λ
+

2πn

λ

)]

sin(λt)

]

exp (λt− π − 2πn)

6)M

(

π

λ
+

2πn

λ

)

> 0,
dM

dt

(

π

λ
+

2πn

λ

)

≥ 2λM

(

π

λ
+

2πn

λ

)

7)M

(

π

λ
+

2πn

λ

)

≡M(0) exp (π + 2πn)

dM

dt

(

π

λ
+

2πn

λ

)

≡ dM

dt
(0) exp (π + 2πn)

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2λM(0)

g2(t) = −
[

M(0) cos(λt) +

[

1

λ

dM

dt
(0)−M(0)

]

sin(λt)

]

exp(λt)

â) t ∈
[

3π

2λ
+

2πn

λ
,
2π(n+ 1)

λ

)

, n = 0, 1, 2, ...

1)M1(t) ≡ exp(−λt)M(t) :
d2M1

dt2
+ λ2M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cos(λt)
:
d

dt

[

dM2

dt
cos(λt)

]

− λ
dM2

dt
sin(λt) ≥ 0

3)M3(t) ≡
dM2

dt
cos2(λt) :

dM3

dt
≥ 0

4)M(t) ≥ [C7n cos(λt) + C8n sin(λt)] exp(λt); C7n, C8n � 
onst

5)M(t) ≥ g3(t)

g3(t) ≡
[

−M

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

sin(λt) +

[

1

λ

dM

dt

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

−

−M

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)]

cos(λt)

]

exp

(

λt− 3π

2
− 2πn

)

dg3
dt

=

[

− dM

dt

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

sin(λt) +

[

dM

dt

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

−

− 2λM

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)]

cos(λt)

]

exp

(

λt− 3π

2
− 2πn

)
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6)M

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

> 0,
dM

dt

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

≥ 2λM

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

7)M

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

≡M(0) exp

(

3π

2
+ 2πn

)

dM

dt

(

3π

2λ
+

2πn

λ

)

≡ dM

dt
(0) exp

(

3π

2
+ 2πn

)

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2λM(0)

g3(t) =

[

−M(0) sin(λt) +

[

1

λ

dM

dt
(0)−M(0)

]

cos(λt)

]

exp(λt)

Àíàëèç �èíàëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ �óíêöèé g(t), gi(t) (i = 1, 2, 3)

ïîçâîëÿåò óâèäåòü, ÷òî ãðà�èêàìè ýòèõ �óíêöèé íà ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîëóèíòåðâàëàõ âðåìåíè áóäóò ÿâëÿòüñÿ êðèâûå, êîòîðûå ëåæàò ïîïå-

ð¼ê ïîëóïîëîñû, ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óõîäÿùåé íà áåñêîíå÷íîñòü,

ïðè÷¼ì èõ ëåâûå êîíöû ïîìåùàþòñÿ íà íèæíåé ãðàíèöå äàííîé ïîëó-

ïîëîñû

f1(t) ≡M(0) exp(λt)

à ïðàâûå ïðèìûêàþò ê å¼ âåðõíåé ãðàíèöå

f2(t) ≡
[

1

λ

dM

dt
(0)−M(0)

]

exp(λt)

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò òîëüêî òîò ñëó÷àé, êîãäà dM/dt(0) = 2λ×
×M(0). Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïîëóïîëîñà âûðîæäàåòñÿ â ëèíèþ,

êîòîðàÿ îòâå÷àåò å¼ áûâøåé ãðàíèöå ñíèçó f1(t), òàê ÷òî êðèâûå, ñëó-

æàùèå ãðà�èêàìè �óíêöèé g(t), gi(t) (i = 1, 2, 3) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ

âðåìåííûõ ïðîìåæóòêàõ, ñòàíóò îïèðàòüñÿ ñâåðõó íà ýòó ëèíèþ îáîè-

ìè ñâîèìè êîíöàìè.

Îáíàðóæåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà �óíêöèé g(t), gi(t)

(i = 1, 2, 3) äàþò âîçìîæíîñòü ïðèéòè ê ñîâåðøåííî îïðåäåë¼ííîìó
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âûâîäó î òîì, ÷òî �óíêöèîíàëM (1.31) íàðàñòàåò ñî âðåìåíåì íå ìåä-

ëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè

óñëîâèé

M
(πn

2λ

)

> 0 (III.1.58)

dM

dt

(πn

2λ

)

≥ 2λM
(πn

2λ

)

(n = 0, 1, 2, ...)

M
(πn

2λ

)

≡M(0) exp
(πn

2

)

,
dM

dt

(πn

2λ

)

≡ dM

dt
(0) exp

(πn

2

)

èç ñîîòíîøåíèÿ (1.52) äåéñòâèòåëüíî âûòåêàåò íèæíÿÿ àïðèîðíàÿ ýêñ-

ïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà (1.53).

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (1.53) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñðåäè ìàëûõ

îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25), (1.26) ñ íà÷àëü-

íûìè äàííûìè

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2λM(0) (III.1.59)

òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13)�(1.15)

ìîãóò áûòü è ðàñòóùèå âî âðåìåíè, êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ïðè ýòîì, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî âàæíî, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþ-

ùèõ ñî âðåìåíåì ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùå-

íèé (1.25), (1.26), (1.59) ñ÷¼òíûé íàáîð óñëîâèé (1.58) âûïîëíÿåòñÿ

àâòîìàòè÷åñêè.

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé ÷åðòû óêàçàííîãî ðîñòà íåëüçÿ íå îòìåòèòü

îòñóòñòâèå âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåò-

ðà λ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â îöåíêå (1.53).

Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñòîëêîâàòü ýòó íåóñòîé÷èâîñòü êàê

ñâîåãî ðîäà ¾ïðîðûâ¿ ìåëêîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé, óáðàííûõ, êà-

çàëîñü áû, ðàíåå èç ðàññìîòðåíèÿ ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê äëèííîâîë-
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íîâîìó ïðèáëèæåíèþ, â îáëàñòü èññëåäóåìûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ äâè-

æåíèé æèäêîñòè.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.53) è íåðàâåíñòâà (1.35) îäíîçíà÷-

íî âûòåêàåò, ÷òî ðîëü �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà èãðàåò çäåñü èìåííî

èíòåãðàë M (1.31) è íè÷òî äðóãîå.

Èòàê, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.30) â ñàìîì äåëå

ñëóæèò äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåóñòîé÷èâîñòè, à ïåðâûå äâà íåðàâåí-

ñòâà â ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (1.58) � äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïðàêòè-

÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.20) îòíî-

ñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé

(1.21), (1.25), (1.26), (1.59).

Áîëåå òîãî, îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó (1.53)

âåñîìî ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.29) ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïî îò-

íîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì

(1.25), (1.26), (1.28) êàê äëÿ òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20),

(1.24) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.13)�(1.15), òàê è äëÿ óñòàíîâèâøèõ-

ñÿ òå÷åíèé (1.20),

d

dν

(

R0 − w0C0
)

≥ 0

Íàêîíåö, äåòàëüíî èçëîæåííàÿ ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíî-

øåíèÿ (1.52) íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâåäåíèÿ î íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ íàðàñòàþùèõ ìàëûõ âîçìóùåíèé ìîæíî äîáûâàòü è ïðè îñó-

ùåñòâëåíèè èçó÷åíèÿ ñèñòåìû êóñî÷íî�íåïðåðûâíûõ �óíêöèé g(t),

gi(t) (i = 1, 2, 3).

Äàëåå êîíñòðóèðóåòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð òî÷íûõ ñòàöèîíàð-
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íûõ ðåøåíèé (1.20) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.13)�(1.15) è íàëîæåííûõ

íà íèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25),

(1.26), (1.59), êîòîðûå, åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.30), ðàçâè-

âàþòñÿ âî âðåìåíè â ñîãëàñèè ñ íàéäåííîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé

ñíèçó (1.53).

Êîíêðåòíî, ðàññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ îñåñèììåòðè÷íûå

ñäâèãîâûå ñòðóéíûå Ì�Ä òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé

íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõ-

íîñòüþ

w0(ν) = b− ν, R0(ν) = ν, R0
1 = 1 (III.1.60)

ãäå b > 1 � êîíñòàíòà, â áåñêîíå÷íîé ïîëîñå (1.48). Ïîíÿòíî, ÷òî ýòè

òå÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññó ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé (1.20).

Â ñëó÷àå, êîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî (1.30), óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ

(1.60), (1.48) áóäóò íåóñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷-

íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ξ(t, z, ν) (1.25), (1.26) âèäà

ξ(t, z, ν) =
α exp(σβt)

[

σ2 +
(

1
2 − ν

)2
]2

([

σ2 −
(

1

2
− ν

)2
]

[cos(γβt) cos(βz)−

− sin(γβt) sin(βz)] + 2σ

(

1

2
− ν

)

[cos(γβt) sin(βz) + sin(γβt)×

× cos(βz)]) (III.1.61)

Çäåñü α � ïðîèçâîëüíàÿ, à β � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííûå, òîãäà êàê

σ ≡
√

κ2 − h21
2

− 1

4
, γ ≡ 1

2
− b

Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé íåñëîæíî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî �óíêöèÿ ξ(t, z, ν) (1.61) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.25), (1.26), à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
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øåíèÿì (1.32), (1.33) (ñ �óíêöèîíàëîì T1 â �îðìå (1.51)), (1.53) è

(1.59). Êðîìå òîãî, îíà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà â êà÷åñòâå ïðè-

ìåðà Àäàìàðà [197℄, ïîñêîëüêó êîíñòàíòà β â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

èç ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (1.61) ñîõðàíÿåò çà ñîáîé íåêóþ íåîïðå-

äåë¼ííîñòü.

�2. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ

ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÉÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÍÅÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ

ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ È

ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞ Â ÀÇÈÌÓÒÀËÜÍÎÌ

ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ, Ï�ÅÄÑÒÀÂËßÞÙÅÌ ÈÇ ÑÅÁß

ÍÀÏÅ��Ä ÇÀÄÀÍÍÓÞ ÔÓÍÊÖÈÞ �ÀÄÈÓÑÀ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å èññëåäóåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à íåóñòîé÷è-

âîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêî-

íå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ è ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â àçèìóòàëüíîì ìàãíèò-

íîì ïîëå, êîòîðîå ñëóæèò ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé ðàäèàëüíîé êîîð-

äèíàòû [142, 144℄. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà îáíàðóæèâàþòñÿ äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

îñåñèììåòðè÷íûì æå äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì. Åñëè äàííûå

óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè èñòèííû, òî âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñòðîèòñÿ àïðèîðíàÿ íèæíÿÿ

ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà, ãîâîðÿùàÿ î òîì, ÷òî èçó÷àåìûå ìàëûå îñå-

ñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ îáëàäàþò âîçìîæíîñòüþ

ðàñòè ñî âðåìåíåì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî, ïðè÷¼ì �èãó-
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ðèðóþùèé â ýòîé îöåíêå èíêðåìåíò ýêñïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ íåêîé ïîëî-

æèòåëüíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Òàêæå êîíñòðóèðóåòñÿ èëëþñòðà-

òèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð èíòåðåñóþùèõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå âåäóò ñåáÿ âî âðå-

ìåíè ñîãëàñíî ïîñòðîåííîé îöåíêå ñíèçó.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Äàëåå ñìåøàííàÿ çàäà÷à, îá-

ðàçîâàííàÿ òðåòüèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (1.10) è ñîîòíîøåíèÿìè

(1.11)�(1.13), ðàññìàòðèâàåòñÿ â áîëåå îáùåé �îðìóëèðîâêå, êîãäà h

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

ν: h = h(ν) [142, 144℄. Äàííûé �àêò îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå òå÷å-

íèÿ æèäêîñòè îáåçðàçìåðåííîå îòíîøåíèå àçèìóòàëüíîãî êîìïîíåíòà

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â èññëåäóåìîé ñòðóå ê ðàäèóñó åñòü âåëè÷èíà, çíà-

÷åíèÿ êîòîðîé íåèçìåííû íà êàæäîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ æèäêèõ

÷àñòèö. Âàæíî, ÷òî íàñòîÿùåå îãðàíè÷åíèå íå âñòóïàåò â ïðîòèâîðå-

÷èå ñ òðåòüèì óðàâíåíèåì èç ñèñòåìû (1.10), òàê êàê åñëè ïðè t = 0

âûáðàòü h = h0(ν), òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óðàâíåíèåì òàêîé âèä çà-

âèñèìîñòè �óíêöèè h îò àðãóìåíòà ν íå ïðåòåðïèò íèêàêèõ èçìåíåíèé

è âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè t > 0.

Â ðåçóëüòàòå, íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ òðåòüå

ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû (1.10), à òàêæå ñâÿçè (1.11)�(1.13), ìîæåò áûòü

ïåðå�îðìóëèðîâàíà â âèäå

wt + wwz =
1

2

[

(

κ

R1

)2

− h21

]

R1z +

+

1
∫

ν

[

hRz
dh

dν1

]

dν1, Rνt + (wRν)z = 0 (III.2.1)

w(0, z, ν) = w0(z, ν), R(0, z, ν) = R0(z, ν)
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Íåòðóäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî �óíêöèîíàë

E1 ≡
1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

(

w2 + h2R
)

Rνdν + κ2 lnR1



 dz (III.2.2)

ñëóæèò èíòåãðàëîì ïîëíîé ýíåðãèè äàííîé çàäà÷è, à �óíêöèîíàë

I ≡
+∞
∫

−∞

1
∫

0

wνF1(h)dνdz (III.2.3)

ãäå F1(h) � íåêàÿ �óíêöèÿ àçèìóòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé h ìàãíèòíîãî

ïîëÿ âíóòðè èçó÷àåìîé ñòðóè, ÿâëÿåòñÿ å¼ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðà-

ëîì äâèæåíèÿ [89, 139, 141℄.

Ôóíêöèè w0
, R0

è R0
1 (1.20) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷íûå ñòàöèîíàð-

íûå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè

�óíêöèè äåéñòâèòåëüíî îáðàùàþò â òîæäåñòâà äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ

èç ñîîòíîøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1).

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Öåëü äàëüíåé-

øåãî ðàññìîòðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óçíàòü, óñòîé÷èâû ëè ñòàöèî-

íàðíûå ðåøåíèÿ (1.20) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèí-

íîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé w′(t, z, ν), R′(t, z, ν) è R′
1(t, z), ýâîëþöèÿ

êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñìåøàííîé çàäà÷åé â �îðìå

w′
t + w0w′

z =
κ2 − h21

2
R′

1z +

+

1
∫

ν

[

hR′
z

dh

dν1

]

dν1, R
′
νt + w0R′

νz + (III.2.4)

+
dR0

dν
w′

z = 0; w′(0, z, ν) = w′
0(z, ν), R

′(0, z, ν) = R′
0(z, ν)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïàðàãðà�îì, äàííàÿ çàäà÷à ïîëó÷åíà ïó-

ò¼ì ëèíåàðèçàöèè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1) îêîëî ñâîèõ òî÷íûõ

ðåøåíèé (1.20).
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Êàê ïîêàçûâàþò íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ, �óíêöèîíàë âèäà

E ≡ 1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

[

dR0

dν
w′2 + 2w0w′R′

ν + h2R′R′
ν

]

dν−

− κ2

2
R′2

1

)

dz (III.2.5)

åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.4). Êðîìå òîãî, ìîæ-

íî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δJ1 �óíêöèîíàëà J1 ≡ E1+ I

(2.2), (2.3) çàíóëÿåòñÿ íà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ (1.20) òîãäà, êîãäà

�óíêöèè w0
, R0

, h è F1 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðàâåíñòâàìè

w0dw
0

dν
+ hR0dh

dν
= 0, w0dR

0

dν
=
dF1

dh

dh

dν
(III.2.6)

Ïðè ýòîì âòîðàÿ âàðèàöèÿ δ2J1 äàííîãî èíòåãðàëà, ïåðåïèñàííàÿ â

ïîäõîäÿùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñîâïàäàåò ïî �îðìå ñ �óíêöèîíàëîì E

(2.5).

Òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (1.20), (2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà-

÷è (2.1) áóäóò óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì

äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (2.4) â òîì è ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè

èíòåãðàë E çíàêîîïðåäåë¼í.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, èìååò ëè �óíêöèîíàë E (2.5) ñâîéñòâî

çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè, åãî óäîáíî çàïèñàòü â âèäå (1.23) ñ âåêòîðîì

u ≡

















w′

R′

R′
ν

R′
1

















(III.2.7)

è íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè

b11 =
dR0

dν
, b13 = b31 = w0, b23 = b32 =

h2

2
, b34 = b43 = − κ2

4
(III.2.8)
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êâàäðàòíîé ìàòðèöû B ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà.

Íåòðóäíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû B íå

îáëàäàþò òîé çíàêîîïðåäåë¼ííîñòüþ, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ â ñèëó êðèòå-

ðèÿ Ñèëüâåñòðà [198℄. Â ñàìîì äåëå, âû÷èñëåíèå âñåãî òîëüêî ïåðâûõ

äâóõ å¼ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ïîìîãàåò óñòàíîâèòü, ÷òî

∆1 =
dR0

dν
> 0, ∆2 = 0

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ ãëàâíîãî ìèíîðà ∆2 ìàòðèöû B

èñêëþ÷àåò, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü èí-

òåãðàëà E (1.23), (2.7), (2.8).

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòàöèî-

íàðíûõ ðåøåíèé (1.20), (2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1) îòíîñèòåëüíî ìà-

ëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé w′(t, z, ν), R′(t, z,

ν) è R′
1(t, z) (2.4), òðàêòóåìûå êàê óñëîâèÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè ýíåð-

ãåòè÷åñêîãî ïî ñâîåé ïðèðîäå �óíêöèîíàëà E (2.5), îòñóòñòâóþò.

ÀÏ�ÈÎ�ÍÀß ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÍÈÆÍßß ÎÖÅÍÊÀ

ÍÀ�ÀÑÒÀÍÈß ÌÀËÛÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ. Äàëåå ïðÿìûì ìåòîäîì

Ëÿïóíîâà [16, 22℄ áóäóò ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñ-

òè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20), (2.6) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèì-

ìåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (2.4), à òàêæå ñêîíñòðóèðî-

âàíà îöåíêà ñíèçó, êîòîðàÿ äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ýòè âîçìóùåíèÿ ìîãóò

ðàñòè ñî âðåìåíåì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî.

Êàê è â ïåðâîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ãëàâû, òóò âíîâü èññëåäóåòñÿ

ïîäêëàññ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé

ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè

ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â íàïåð¼ä çàäàííîì àçèìóòàëüíîì ìàãíèò-
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íîì ïîëå, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íåãî ìàëûå îñå-

ñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ w′(t, z, ν), R′(t, z, ν) è

R′
1(t, z) (2.4) ñëóæàò îòêëîíåíèÿìè òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ æèäêèõ ÷àñ-

òèö îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé òîêà óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.20),

(2.6). Íàèáîëåå íàãëÿäíî ýòè âîçìóùåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ïîñðåäñòâîì

ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ = ξ(t, z, ν) (I.13) [24℄, êîòîðîå ââîäèòñÿ

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.25).

Îïèðàÿñü íà óðàâíåíèå (1.25), íà÷àëüíî�êðàåâóþ çàäà÷ó (2.4) íå-

ñëîæíî ïåðåïèñàòü â �îðìå

w′
t + w0w′

z =
κ2 − h21

2
R′

1z +

+

1
∫

ν

[

hR′
z

dh

dν1

]

dν1, R
′
ν = − dR0

dν
ξz (III.2.9)

ξ(0, z, ν) = ξ0(z, ν), w
′(0, z, ν) = w′

0(z, ν)

Ïðÿìûìè ðàñ÷¼òàìè ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîãîì èíòåãðàëà

ïîëíîé ýíåðãèè ñìåøàííîé çàäà÷è (1.25), (2.9) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàë

E (2.5) è íè÷òî èíîå.

Â èíòåðåñàõ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü èíòåã-

ðàë

Π ≡ 1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

[

h2R′R′
ν

]

dνdz − κ2

4

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz (III.2.10)

÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü, íàïðèìåð, ïðåäñòàâèòü �óíêöèîíàë E (2.5) â

âèäå

E ≡ T + Π+ T1 = 
onst (III.2.11)

(çäåñü âåëè÷èíû T è T1 áåðóòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (1.32) è (1.51) ñîîò-

âåòñòâåííî).
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Äâóêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà M (1.31) ïî íåçàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé t è âûïîëíåíèå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èâøåãîñÿ

â èòîãå �óíêöèîíàëà ñ ïðèìåíåíèåì ñâÿçåé (1.25), (2.9), (2.10) ïðèâî-

äÿò ê óæå âîçíèêàâøåìó ðàíüøå âèðèàëüíîìó ðàâåíñòâó [24, 135�137℄

â �îðìå

d2M

dt2
= 4(T −Π)

Óìíîæàÿ òåïåðü ýòî ðàâåíñòâî íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ λ è ó÷è-

òûâàÿ âûðàæåíèå (2.11), óäà¼òñÿ âûâåñòè êëþ÷åâîå óðàâíåíèå âèäà

(1.34) ñ èíòåãðàëàìè M , T , T1 è Π â �îðìå (1.31), (1.32), (1.51) è

(2.10).

Åñëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà λ > 0 è

h
dh

dν
> 0, h21 < κ2 (III.2.12)

òî èç êëþ÷åâîãî óðàâíåíèÿ (1.34), â ÷¼ì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, áóäåò âû-

òåêàòü îðèãèíàëüíîå äè��åðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå (1.52), à çíà÷èò,

êàê ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âûøå, � íèæíÿÿ àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íàÿ îöåíêà (1.53).

Íàëè÷èå íàñòîÿùåé îöåíêè ñíèçó ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ìàëûå

îñåñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ ξ(t, z, ν) (1.25), (1.59),

(2.9) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20), (2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé çà-

äà÷è (2.1) äåéñòâèòåëüíî ìîãóò íàðàñòàòü âî âðåìåíè íå ìåäëåííåå,

÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (2.12) ñëóæàò èñêîìû-

ìè äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, à äâà ïåðâûõ

íåðàâåíñòâà â ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (1.58) � æåëàåìûìè äîñòàòî÷íû-

ìè óñëîâèÿìè ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Íèæå ñòðîèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð òî÷íûõ
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ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20), (2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1) è íàëî-

æåííûõ íà íèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé

(1.25), (1.59), (2.9), ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì ïðè âûïîëíåíèè äîñòàòî÷-

íûõ óñëîâèé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè (1.58), (2.12) â ñîãëàñèè ñî ñêîí-

ñòðóèðîâàííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé ñíèçó (1.53).

Ï�ÈÌÅ�. �àññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ îñåñèììåòðè÷íûå

ñäâèãîâûå ñòðóéíûå òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íå-

ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è áåñêîíå÷íîé ïðîâîäè-

ìîñòüþ â àçèìóòàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàïåð¼ä

çàäàííîé �óíêöèåé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû, âèäà

w0(ν) = a− ν2, R0(ν) = ν, R0
1 = 1 (III.2.13)

ãäå a > 1 � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè òå÷å-

íèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òèïè÷íûå ýëåìåíòû ïîäêëàññà (2.12) ñòàöèî-

íàðíûõ òå÷åíèé (1.20), (2.6).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.25), (2.6) è (2.13), ïåðâîìó

óðàâíåíèþ èç ñèñòåìû ñâÿçåé (2.9) íåòðóäíî ïðèäàòü �îðìó

ξtt + 2
(

a− ν2
)

ξtz +
(

a− ν2
)2
ξzz =

κ2 − h21
2

R′
1z +

+2

1
∫

ν

(

a− ν21
)

R′
zdν1 (III.2.14)

Äàëüøå èùóòñÿ ðåøåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.14) â âèäå

ξ(t, z, ν) = u(ν) exp(αt+ iβz) (III.2.15)

R′(t, z, ν) = v(ν) exp(αt+ iβz)
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ïðè÷¼ì, â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñâÿçåé (2.9), �óíêöèè u(ν)

è v(ν) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

dv

dν
= − iβu (III.2.16)

Çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà, α ≡ α1 + iα2 � íåêàÿ êîìïëåêñíàÿ, à β,

α1, α2 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (2.15) â óðàâíåíèå (2.14) ñ ó÷¼òîì ñâÿçè

(2.16) è äè��åðåíöèðîâàíèå ïîñëåäíåãî ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ν

ïðèâîäÿò, ïîñëå íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ê ïðîìå-

æóòî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ â �îðìå

d2v

dν2
− 4iβν

α + iβ (a− ν2)

dv

dν
+

2β2
(

a− ν2
)

[α + iβ (a− ν2)]2
v = 0

Â ñâîþ î÷åðåäü, â ýòîì ñîîòíîøåíèè ñíà÷àëà ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà

èñêîìîé �óíêöèè [199℄

s(ν) = v(ν)
[

α+ iβ
(

a− ν2
)]

(III.2.17)

à ïîòîì � îäíîâðåìåííàÿ çàìåíà è íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, è èñêîìîé

�óíêöèè [200℄

x =

∫

dν

iβ (ν2 − a)− α
, y(x) =

s(ν)
√

iβ (ν2 − a)− α
(III.2.18)

Â ðåçóëüòàòå, îíî ïðåäñòàíåò â âèäå óðàâíåíèÿ

d2y

dx2
+ iβ (α− iβa) y = 0

÷üèì îáùèì ðåøåíèåì ñëóæèò âûðàæåíèå

y(x) = C1 exp
[

x
√

− iβ (α− iβa)
]

+

+C2 exp
[

− x
√

− iβ (α− iβa)
]

(III.2.19)
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ãäå C1 è C2 � íåêèå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû (âñå ïðèñóòñòâóþùèå â

ïóíêòå ¾Ï�ÈÌÅ�¿ �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïîíèìàþòñÿ

â ñìûñëå ñâîèõ ãëàâíûõ âåòâåé).

Îñóùåñòâëÿÿ òåïåðü â ñîîòíîøåíèè (2.19) îáðàòíûå çàìåíû (2.17),

(2.18), âû÷èñëÿÿ �óíêöèè ξ(t, z, ν), R′(t, z, ν) (2.15), (2.16) è ïîäñòàâ-

ëÿÿ èõ â óðàâíåíèå (2.14), íåñëîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ

C1 è C2, äëÿ êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå (2.14) áóäåò ïðåâðàùàòüñÿ â òîæ-

äåñòâî ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ âåëè÷èíàõ α è β. Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî ñðåäè ðåøåíèé (2.15)�(2.19) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.25),

(1.59), (2.6), (2.9), (2.12), (2.13) åñòü öåëîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé, íàðàñ-

òàþùèõ âî âðåìåíè ýêñïîíåíöèàëüíî (α1 > 0). Åñòåñòâåííî, äëÿ äàí-

íûõ ðàñòóùèõ ðåøåíèé âûïîëíÿþòñÿ êàê íåðàâåíñòâà (1.52), (1.53),

òàê è ñ÷¼òíûé íàáîð ñâÿçåé (1.58).

Çíà÷èò, ïîñòðîåíèå èëëþñòðàòèâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðèìåðà òî÷-

íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20), (2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1) è íà-

ëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùå-

íèé (1.25), (1.59), (2.9), êîòîðûå íàðàñòàþò ñî âðåìåíåì ïðè íàëè÷èè

íàéäåííûõ â èçëàãàåìîì ïàðàãðà�å äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëèíåéíîé

ïðàêòè÷åñêîé (ñì. íà ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå ñâÿçåé (1.58))

è òåîðåòè÷åñêîé (2.12) íåóñòîé÷èâîñòè ñîãëàñíî ñêîíñòðóèðîâàííîé

íèæíåé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå (1.53), çàâåðøåíî.

�3. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß

ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÉÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ
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ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞ È ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜÞ

Â ÏÎËÎÈÄÀËÜÍÎÌ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å èçó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè

ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâî-

áîäíîé ãðàíèöåé è èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ [140, 142, 143℄. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èññëåäóåìàÿ ñòðóÿ èìååò áåñêîíå÷íóþ äëèíó, ïî å¼

ïîâåðõíîñòè òå÷¼ò ïðîäîëüíûé ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê, à ðàç-

ìåùàåòñÿ îíà âäîëü îñè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ íåîãðàíè÷åííîé

ïðîâîäèìîñòüþ, òàê ÷òî ìåæäó å¼ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è âíóòðåí-

íåé ñòîðîíîé îáîëî÷êè íàõîäèòñÿ âàêóóìíàÿ ïðîñëîéêà. Âòîðûì (èëè

ïðÿìûì) ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïîëó÷àåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî ñïåöèàëüíûõ ìàëûõ

îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé. Êîãäà äàííîå óñëî-

âèå óñòîé÷èâîñòè íàðóøàåòñÿ, ñòðîÿòñÿ àïðèîðíûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ

ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà ìàëûõ âîçìóùåíèé, ïðè ýòîì èíêðå-

ìåíòû ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ýêñïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì

ðàññìàòðèâàåìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé è íà÷àëüíûì äàííûì äëÿ

âîçìóùåíèé. Êîíñòðóèðóåòñÿ ïðèìåð ñòàöèîíàðíîãî îñåñèììåòðè÷íî-

ãî ñäâèãîâîãî ñòðóéíîãî Ì�Ä òå÷åíèÿ è íàëàãàåìûõ íà íåãî íà÷àëüíûõ

ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, ÷ü¼ ðàçâè-

òèå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå íà ëèíåéíîé ñòàäèè áóäåò ïðîèñõîäèòü

â ñîãëàñèè ñ ïîñòðîåííûìè îöåíêàìè. Êðîìå òîãî, ïîñðåäñòâîì ïðÿ-

ìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà îáíàðóæèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-

âîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé
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îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿ-

ùåé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â ïîëîèäàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå

ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíûì ìàëûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì

òîãî æå òèïà ñèììåòðèè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

÷àñòè÷íî îáðàùàþòñÿ, âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé

ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è êîíñòðóèðóåòñÿ àïðèîðíàÿ æå ýêñïîíåí-

öèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó íàðàñòàíèÿ èçó÷àåìûõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷-

íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, îáëàäàþùàÿ òîé õàðàêòåðíîé ÷åð-

òîé, ÷òî ïðèñóòñòâóþùèé â íåé èíêðåìåíò ýêñïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ íåêîé

ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Íàêîíåö, ñòðîèòñÿ èëëþñòðà-

òèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð èññëåäóåìûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé è

íàëîæåííûõ íà íèõ îáùèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå äëèííîâîëíî-

âûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå âåäóò ñåáÿ ñî âðåìåíåì ñîãëàñíî ñêîíñòðóè-

ðîâàííîé íèæíåé îöåíêå.

ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. �àññìàòðèâàåòñÿ æèäêàÿ

áåñêîíå÷íàÿ ïî ïðîâîäèìîñòè ñòðóÿ íåîãðàíè÷åííîé äëèíû â ìàãíèò-

íîì ïîëå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äàííîé ñòðóè òå÷¼ò

ïðîäîëüíûé ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê J . Áîëåå òîãî, ïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñòðóÿ ïîìåùàåòñÿ âäîëü îñè èäåàëüíîé ïî ïðîâîäè-

ìîñòè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðàäèóñà r∗, íèãäå íå ñîïðèêàñàÿñü ñ

ïîñëåäíåé áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ ìåæäó íèìè âàêóóìíîãî çàçîðà.

Ââîäèòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (r∗, ϕ, z∗) òàê, ÷òîáû å¼

îñü z∗ ñîâïàäàëà ñ îñüþ ñèììåòðèè èññëåäóåìîé ñòðóè. Íàðÿäó ñ óæå

èñïîëüçîâàâøèìèñÿ â ïåðâûõ äâóõ ïàðàãðà�àõ òðåòüåé ãëàâû êóðñà

ëåêöèé, ïðèìåíÿþòñÿ è íîâûå îáîçíà÷åíèÿ: H1, H3 � ðàäèàëüíûé è

153



îñåâîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðåäåëàõ ñòðóè; H∗
1 , H

∗
3 � òî-

æå ðàäèàëüíàÿ è îñåâàÿ ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íî ñíàðóæè

ïðîâîäÿùåé ñòðóè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè äâèæåíèÿõ æèäêîñòè â ñòðóå

v2 ≡ 0, H2 ≡ 0 (çäåñü v2 � àçèìóòàëüíûé êîìïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòè).

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñàìè ýòè äâèæåíèÿ îñåñèììåòðè÷íû,

à æèäêîñòü � íåâÿçêàÿ, íåñæèìàåìàÿ è îäíîðîäíàÿ ïî ïëîòíîñòè. Íà-

êîíåö, äåéñòâèå ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå

ïðîâîäÿùåé ñòðóè öåëèêîì è ïîëíîñòüþ èãíîðèðóåòñÿ.

Â ñîãëàñèè ñ âûøåïåðå÷èñëåííûìè äîïóùåíèÿìè, óðàâíåíèÿ îäíî-

æèäêîñòíîé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè [186, 192℄ ïðåäñòà-

íóò â âèäå:

ρ

(

∂v1
∂t∗

+ v1
∂v1
∂r∗

+ v3
∂v1
∂z∗

)

= − ∂P∗
∂r∗

+
H1

4π

∂H1

∂r∗
+

+
H3

4π

∂H1

∂z∗
, ρ

(

∂v3
∂t∗

+ v1
∂v3
∂r∗

+ (III.3.1)

+ v3
∂v3
∂z∗

)

= − ∂P∗
∂z∗

+
H1

4π

∂H3

∂r∗
+
H3

4π

∂H3

∂z∗

1

r∗
∂ (v1r

∗)

∂r∗
+
∂v3
∂z∗

= 0,
∂ (Ar∗)

∂t∗
+ v1

∂ (Ar∗)

∂r∗
+ v3

∂ (Ar∗)

∂z∗
= 0

P∗ ≡ P +
H2

1 +H2
3

8π
, H1 ≡ − ∂A

∂z∗
, H3 ≡

1

r∗
∂ (Ar∗)

∂r∗

ãäå A � àçèìóòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóå.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü òîêîì ñìåùåíèÿ, òî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòîâ

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âàêóóìíîé ïðîñëîéêå ìåæäó âíóòðåííåé ïîâåðõ-

íîñòüþ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ñòðóè [201℄

çàïèøóòñÿ â �îðìå:

∂H∗
2

∂z∗
= 0,

∂H∗
1

∂z∗
− ∂H∗

3

∂r∗
= 0 (III.3.2)
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1

r∗
∂ (H∗

2r
∗)

∂r∗
= 0,

1

r∗
∂ (H∗

1r
∗)

∂r∗
+
∂H∗

3

∂z∗
= 0

Ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ: à) íà îñè ñèììåòðèè

ïðîâîäÿùåé ñòðóè (ïðè r∗ = 0)

v1 = 0, H1 = 0 (III.3.3)

á) íà å¼ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ïðè r∗ = r1 (t
∗, z∗))

P∗ =
H∗2

1 +H∗2
2 +H∗2

3

8π
(III.3.4)

v1 =
∂r1
∂t∗

+ v3
∂r1
∂z∗

, H1 −H3
∂r1
∂z∗

= 0

H∗
1 −H∗

3

∂r1
∂z∗

= 0

â) íà âíóòðåííåé ãðàíèöå öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè (ïðè r∗ = r∗)

H∗
1 = 0 (III.3.5)

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) è âòîðîãî èç ñîîò-

íîøåíèé (3.4) âûáèðàþòñÿ â âèäå

v1 (0, r
∗, z∗) = v10 (r

∗, z∗) (III.3.6)

v3 (0, r
∗, z∗) = v30 (r

∗, z∗) , A (0, r∗, z∗) = A0 (r
∗, z∗)

r1 (0, z
∗) = r10 (z

∗)

ïðè ýòîì îò �óíêöèé v10, v30, A0 è r10 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè íå ïðîòè-

âîðå÷èëè òðåòüåìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.1), óñëîâèÿì (3.3), à òàêæå

ïåðâîé, òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé ñâÿçÿì èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (3.4).

Äàëåå â ñìåøàííîé çàäà÷å (3.1)�(3.6) âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê äëèí-

íîâîëíîâîìó ïðèáëèæåíèþ, ïðåäâàðÿåìûé ïðîöåäóðîé îáåçðàçìåðè-

âàíèÿ, ïðè÷¼ì â êà÷åñòâå îáåçðàçìåðèâàþùèõ ïàðàìåòðîâ áåðóòñÿ, êàê

155



è â ïåðâîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ãëàâû, âåëè÷èíû L, v0 è r0. Ïðè ïî-

ìîùè äàííûõ ïàðàìåòðîâ ñòðîÿòñÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû t, η, z, q,

w, p∗, h, H, a, h∗, κ è H∗
, òàê ÷òî èìåþò ìåñòî âûðàæåíèÿ

t∗ =
tL

v0
, r∗2 = ηL2δ2, z∗ = zL (III.3.7)

2v1r
∗ = qv0Lδ

2, v3 = wv0, P∗ = p∗ρv
2
0

H1r
∗ = hv0

√
πρLδ2, H3 = 2Hv0

√
πρ, Ar∗ = av0

√
πρL2δ2

H∗
1r

∗ = h∗v0
√
πρLδ2, H∗

2r
∗ = 2κv0

√
πρLδ, H∗

3 = 2H∗v0
√
πρ

(çäåñü δ ≡ r0/L ≪ 1 � áåçðàçìåðíûé õàðàêòåðíûé ðàäèóñ èçó÷àåìîé

ñòðóè).

�åçóëüòàòîì ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû îáåçðàçìåðèâàíèÿ íà÷àëüíî�

êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.6) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâÿçåé (3.7) ñòàíîâèòñÿ,

ïðåæäå âñåãî, ñèñòåìà óðàâíåíèé

[

qt + qqη −
q2

2η
+ wqz

]

δ2 = − 4ηp∗η +

+

[

hhη −
h2

2η
+Hhz

]

δ2 (III.3.8)

wt + qwη + wwz = − p∗z + hHη +

+HHz, qη + wz = 0, at + qaη + waz = 0; h ≡ − az, H ≡ aη

êîòîðàÿ âûòåêàåò èç ñèñòåìû (3.1). Â ñâîþ î÷åðåäü, ñèñòåìà ñîîòíî-

øåíèé (3.2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê �îðìå:

h∗zδ
2 − 4ηH∗

η = 0, H∗
z + h∗η = 0, κ = 
onst (III.3.9)

Ïîìèìî ýòîãî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñèñòåìû

(3.9), êðàåâûå óñëîâèÿ (3.3)�(3.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

q = 0, h = 0 (η = 0) (III.3.10)
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q = η1t + wη1z, p∗ =
1

2

[

(h∗δ)2

4η1
+
κ2

η1
+H∗2

]

(η = η1 (t, z))

h−Hη1z = 0, h∗ −H∗η1z = 0 (η = η1 (t, z))

h∗ = 0 (η = η∗)

ãäå �óíêöèÿ η1 (t, z) îïèñûâàåò èçìåíåíèå �îðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõ-

íîñòè ñòðóè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, à çíà÷åíèå η∗ îòâå÷àåò ðàäèóñó îêðó-

æàþùåé å¼ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Íàêîíåö, íà÷àëüíûå äàííûå

(3.6) ïðèìóò âèä:

q (0, η, z) = q0 (η, z) (III.3.11)

w (0, η, z) = w0 (η, z) , a (0, η, z) = a0 (η, z)

η1 (0, z) = η10 (z)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ñîîòíîøåíèÿõ ñìåøàííîé

çàäà÷è (3.8)�(3.11) óñòðàíèòü ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå ñîìíîæè-

òåëþ δ2, è âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè q(0, η, z), òî, òåì ñàìûì, åé áóäåò

ïðèäàíà �îðìà, êîòîðàÿ êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò äëèííîâîëíîâîìó

ïðèáëèæåíèþ.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî äëèííîâîëíîâàÿ ìîäè�èêàöèÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (3.9) áóäåò îáëàäàòü ðåøåíèåì, îáðàùàþùèì â òîæäåñòâà øåñ-

òîå è ñåäüìîå êðàåâûå óñëîâèÿ ñèñòåìû (3.10):

h∗(t, η, z) = (η∗ − η)H∗
z , H

∗(t, z) =
Φ

η∗ − η1

Çäåñü Φ = Φ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè, êîòîðàÿ ïî ñâîåìó

�èçè÷åñêîìó ñìûñëó ñëóæèò áåçðàçìåðíûì îñåâûì ïîòîêîì ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ ÷åðåç âàêóóìíûé çàçîð ìåæäó ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïðîâî-

äÿùåé ñòðóè è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.
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Íèæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñåâîé ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç âàêóóì-

íóþ ïðîñëîéêó ìåæäó ñòðó¼é è îáîëî÷êîé �èêñèðîâàí, òî åñòü Φ(t) ≡
≡ Φ0 = 
onst. Ýòà ãèïîòåçà ïîäðàçóìåâàåò îòñóòñòâèå êàêèõ�ëèáî

âíåøíèõ îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èñòî÷íè-

êîâ, âûçûâàþùèõ èçìåíåíèå âåëè÷èíû äàííîãî ïîòîêà âî âðåìåíè,

è âñåöåëî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.8)�(3.11) êàê èòîã îñóùåñòâëåíèÿ äëèííî-

âîëíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòâ¼ðòîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû

êðàåâûõ óñëîâèé (3.10) ïðåâðàòèòñÿ â ñâÿçü

p∗ =
1

2

[

κ2

η1
+

Φ2
0

(η∗ − η1)
2

]

(η = η1(t, z)) (III.3.12)

Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå äëèííîâîëíîâîé âåðñèè ñìåøàííîé çà-

äà÷è (3.8)�(3.11) ìîæåò áûòü îùóòèìî óïðîùåíî, åñëè ïðîèçâåñòè â

íåé çàìåíó ýéëåðîâûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (t, η, z) íà ýéëåðîâî�

ëàãðàíæåâû (t′, z′, ν), îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè (1.8), (1.9) [139,

140, 151℄.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè, êîòîðûå ñîäåðæàò ñîìíî-

æèòåëü δ2, è îïóñêàÿ øòðèõè ó ïåðåìåííûõ t′ è z′, ñèñòåìó óðàâíåíèé

(3.8), ïîñðåäñòâîì íîâûõ ñìåøàííûõ ýéëåðîâî�ëàãðàíæåâûõ íåçàâè-

ñèìûõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

p∗ν = 0, Rν (wt + wwz) = (III.3.13)

= −Rνp∗z + hHν + RνHHz −HRzHν

qν + Rνwz − Rzwν = 0, at + waz = 0

h ≡ − az +
aνRz

Rν
, H ≡ aν

Rν
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�ðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñîîòíîøåíèé (3.13) áóäóò ðàâåíñòâî (3.12)

è ñâÿçü

az = 0 (ν = 0, 1) (III.3.14)

âûòåêàþùàÿ èç âòîðîãî è ïÿòîãî âûðàæåíèé (3.10), à òàêæå äâóõ ïî-

ñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.13). Ê ñîîòíîøåíèÿì (1.8),

(1.9), (3.12)�(3.14) äîáàâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå â �îðìå

w(0, z, ν) = w0(z, ν) (III.3.15)

R(0, z, ν) = R0(z, ν), a(0, z, ν) = a0(z, ν)

ãäå �óíêöèÿ R0(z, ν), ïî àíàëîãèè ñ ïåðâûìè äâóìÿ ïàðàãðà�àìè

òðåòüåé ãëàâû íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé, ïîëàãàåòñÿ ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþùåé ïî àðãóìåíòó ν.

Ïîñëåäóþùåå èçó÷åíèå íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.8), (1.9), (3.12)�

(3.15) âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåëè÷èíà a ÿâëÿåòñÿ èçâåñò-

íîé �óíêöèåé ïåðåìåííîé ν, à èìåííî: a = a∗(ν). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îáåçðàçìåðåííîå ïðîèçâåäåíèå àçèìóòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðíî-

ãî ïîòåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ðàäèàëüíóþ êîîðäèíàòó îñòà¼òñÿ â

ïðîöåññå äâèæåíèé æèäêîñòè ïîñòîÿííûì íà êàæäîé ëèíèè ν = 
onst.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî äàííîå îãðàíè÷åíèå íå âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ

÷åòâ¼ðòûì èç óðàâíåíèé (3.13), ïîñêîëüêó åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 ïîëîæèòü a0 ≡ a∗(ν), òî â ñèëó ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêîé

âèä çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû a îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ν íå ïðåòåð-

ïèò íèêàêèõ èçìåíåíèé è âî âñå äàëüíåéøèå ìîìåíòû âðåìåíè t > 0.

Áîëåå òîãî, äëÿ �óíêöèè a â �îðìå a∗(ν) êðàåâîå óñëîâèå (3.14) óäîâ-

ëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.
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Â öåëÿõ ïðèäàòü ñìåøàííîé çàäà÷å (1.8), (1.9), (3.12)�(3.15) ìàê-

ñèìàëüíî íàãëÿäíûé âèä, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3.12) è ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.13) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü

p∗z =

[

− κ2

2η21
+

Φ2
0

(η∗ − η1)
3

]

η1z (III.3.16)

Çàìåíÿÿ òåïåðü â ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (3.13) ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

p∗z å¼ âûðàæåíèåì (3.16), à �óíêöèþ q � å¼ ïðåäñòàâëåíèåì (1.8) è

ó÷èòûâàÿ ñäåëàííîå âûøå äîïóùåíèå î �îðìå �óíêöèîíàëüíîé çàâè-

ñèìîñòè âåëè÷èíû a îò ïåðåìåííîé ν, íà÷àëüíî�êðàåâóþ çàäà÷ó (1.8),

(1.9), (3.12)�(3.15) íåñëîæíî îêîí÷àòåëüíî çàïèñàòü â âèäå

wt + wwz =

[

κ2

2R2
1

− Φ2
0

(R∗ −R1)
3

]

R1z −

− Rνz

R3
ν

(

da∗
dν

)2

(III.3.17)

Rνt + (wRν)z = 0; h ≡ Rz

Rν

da∗
dν

H ≡ 1

Rν

da∗
dν

; w(0, z, ν) = w0(z, ν), R(0, z, ν) = R0(z, ν)

Çäåñü, êàê è ðàíåå â íàñòîÿùåé ãëàâå, R1 ñëóæèò çíà÷åíèåì �óíêöèè

R íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé ñòðóè, äëÿ êîòîðîãî, ñîãëàñ-

íî âòîðîìó èç ðàâåíñòâ (1.9), èìååò ìåñòî ñâÿçü R1(t, z) ≡ η1(t, z),

à âîò îáîçíà÷åíèå R∗ äëÿ ðàäèóñà öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, îõâà-

òûâàþùåé èññëåäóåìóþ ñòðóþ, ââåäåíî âìåñòî η∗ ðàäè åäèíîîáðàçèÿ

ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ.

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (3.17) îáëàäàåò èíòåãðàëîì ýíåðãèè â �îðìå

E1 ≡
1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

[

w2Rν +
1

Rν

(

da∗
dν

)2
]

dν + κ2 lnR1+
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+
Φ2

0

R∗ −R1

)

dz = 
onst (III.3.18)

ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà ïîâåäåíèå å¼ ðåøåíèé êàê �óíêöèé íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé z, ÷òî è â ïåðâûõ äâóõ ïàðàãðà�àõ òðåòüåé ãëàâû

êóðñà ëåêöèé. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî �óíê-

öèîíàë

I ≡
+∞
∫

−∞

1
∫

0

wνF2 (a∗) dνdz (III.3.19)

ãäå F2 � íåêàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà, ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíèì èíòåã-

ðàëîì äâèæåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.17) [89, 139, 140, 141℄.

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (3.17) èìååò òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ â

âèäå

w = w0(ν) (III.3.20)

R = R0(ν), R1 = R0
1 ≡ 1

h = h0 ≡ 0, H = H0(ν) ≡
(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

Çäåñü w0
� ïðîèçâîëüíàÿ, à R0

� ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíê-

öèè ïåðåìåííîé ν; íà ðîëü ðàäèóñà íåâîçìóù¼ííîé ïðîâîäÿùåé ñòðóè

âíîâü, êàê è â ïåðâîì ïàðàãðà�å äàííîé ãëàâû, âûáèðàåòñÿ õàðàêòåð-

íûé ðàäèóñ r0 (3.7).

Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå íàöåëåíî íà îáíàðóæåíèå äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20) ïî îò-

íîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì

w′(t, z, ν) è R′(t, z, ν).

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Ýòà öåëü ìî-

æåò áûòü äîñòèãíóòà ïóò¼ì ëèíåàðèçàöèè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è
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(3.17) â îêðåñòíîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20). Â ðåçóëü-

òàòå, âîçíèêíåò ñìåøàííàÿ çàäà÷à

w′
t + w0w′

z =

[

κ2

2
− Φ2

0

(R∗ − 1)3

]

R′
1z −

−
(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2

R′
νz (III.3.21)

R′
νt + w0R′

νz +
dR0

dν
w′

z = 0; R′
1(t, z) ≡ R′(t, z, 1)

h′ ≡
(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

R′
z, H

′ ≡ −
(

dR0

dν

)− 2
da∗
dν

R′
ν

w′(0, z, ν) = w′
0(z, ν), R

′(0, z, ν) = R′
0(z, ν)

Íà ðåøåíèÿõ äàííîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

ñîõðàíÿåòñÿ �óíêöèîíàë

E ≡ 1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

[

dR0

dν
w′2 + 2w0R′

νw
′ +

(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2

R′2
ν

]

dν+

+

[

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]

R′2
1

)

dz (III.3.22)

Íåñëîæíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δJ1 èíòåãðàëà

J1 ≡ E1 + I (3.18), (3.19) ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ íà ñòàöèîíàðíûõ

ðåøåíèÿõ (3.20), êîãäà �óíêöèè w0
, R0

, a∗ è F2 îáðàùàþò â òîæäåñòâà

óðàâíåíèÿ

w0dR
0

dν
=
dF2

da∗

da∗
dν

(III.3.23)

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

d

dν

[

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

]

= w0dw
0

dν

Ïðè ýòîì âòîðàÿ âàðèàöèÿ δ2J1 �óíêöèîíàëà J1, åñëè å¼ âûïèñàòü â

íàäëåæàùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñîâïàä¼ò ïî �îðìå ñ èíòåãðàëîì E (3.22).
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Òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (3.20), (3.23) ñìåøàííîé çàäà÷è

(3.17) áóäóò óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííî-

âîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.21) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèîíàë

E ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíàêîîïðåäåë¼ííóþ âåëè÷èíó.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü, îáëàäàåò ëè èíòåãðàë E (3.22) æåëàå-

ìîé çíàêîîïðåäåë¼ííîñòüþ, åãî óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå (1.23) ñ âåê-

òîðîì u è íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè bik êâàäðàòíîé ìàòðèöû B òðåòüåãî

ïîðÿäêà â �îðìå

u ≡











w′

R′
ν

R′
1











(III.3.24)

b11 =
dR0

dν
, b12 = b21 = w0

b22 =

(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2

, b23 = b32 =
1

2

[

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]

Íåòðóäíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî â ñèëó êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà [198℄ ó

ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû B íåò íóæíîé çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè. Â ñà-

ìîì äåëå, íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå íàñòîÿùèõ ìèíîðîâ äà¼ò ñî-

îòíîøåíèÿ

∆1 =
dR0

dν
> 0, ∆2 =

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− w02

∆3 = − 1

4

[

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]2
dR0

dν
< 0

Ñîïîñòàâëåíèå äðóã ñ äðóãîì çíàêîâ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ∆1 è ∆3 ïîçâî-

ëÿåò îäíîçíà÷íî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà,

�óíêöèîíàë E (1.23), (3.24) íå èìååò ñâîéñòâà çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè.
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Îäíàêî, åñëè ïðèìåíèòü ìåòîä âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ [202℄,

òî èíòåãðàë E (3.22) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

E =
1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

dR0

dν





(

w′ + w0

[

dR0

dν

]− 1

R′
ν

)2

+

(

dR0

dν

)− 4
(

[

da∗
dν

]2

−

−w02

[

dR0

dν

]2
)

R′2
ν

]

dν +

[

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]

R′2
1

)

dz (III.3.25)

èç êîòîðîãî ñðàçó æå âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèîíàë E (3.25) áóäåò íåîò-

ðèöàòåëåí â òîì è ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(

da∗
dν

)2

≥ w02

(

dR0

dν

)2

,
Φ2

0

(R∗ − 1)3
≥ κ2

2
(III.3.26)

Â èòîãå, ñîîòíîøåíèÿ (3.26) êàê ðàç è ñëóæàò èñêîìûìè äîñòàòî÷-

íûìè óñëîâèÿìè ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-

íèé (3.20), (3.23) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.17) ïî îòíîøåíèþ ê ìà-

ëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì w′(t, z, ν) è

R′(t, z, ν) (3.21), ïîíèìàåìûìè â êà÷åñòâå óñëîâèé çíàêîîïðåäåë¼í-

íîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî ïî ñâîåé ñóòè èíòåãðàëà E (3.22), (3.25).

ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Íèæå

èçó÷åíèå ñîñðåäîòî÷èâàåòñÿ íà îáðàùåíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (3.26)

ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) ñìåøàí-

íîé çàäà÷è (3.17) â òàêîì ÷àñòíîì êëàññå äâèæåíèé æèäêîñòè, ÷òî

R(t, z, ν) ≡ R1(t, z)R
0(ν) (III.3.27)

Ýòà ñâÿçü ðàçðåøàåò ïðèâåñòè âòîðîå èç óðàâíåíèé íà÷àëüíî�êðàå-

âîé çàäà÷è (3.17) ê âèäó

R1t + (wR1)z = 0 (III.3.28)
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Åñëè òåïåðü ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ñîîòíîøåíèå (3.28) ïî íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé ν, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

uzν = 0; u ≡ wR1 (III.3.29)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè äëÿ ïîäêëàññà (3.27) äâèæå-

íèé æèäêîñòè.

Ïîäñòàíîâêà �óíêöèé R (3.27) è u (3.29) â ïåðâîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ð-

òîå ñîîòíîøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (3.17), à òàêæå â óðàâíåíèå (3.28)

äà¼ò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü èõ â �îðìå

ut +

(

u2

R1

)

z

=

[

κ2

2R1
− Φ2

0R1

(R∗ − R1)
3 −

(

dR0

dν
R1

)− 2

×

×
(

da∗
dν

)2
]

R1z, R1t + uz = 0 (III.3.30)

h =

(

dR0

dν

)− 1
R0R1z

R1

da∗
dν

, H =

(

dR0

dν
R1

)− 1
da∗
dν

Äè��åðåíöèðóÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (3.30) ñíà÷à-

ëà ïî ïåðåìåííîé ν, çàòåì ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z è, íàêîíåö,

îïÿòü ïî ïåðåìåííîé ν, íåñëîæíî èçâëå÷ü âòîðîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè

äëÿ äâèæåíèé æèäêîñòè âèäà (3.27):





(

da∗
dν

d

dν

[

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

])− 1
dR0

dν

(

u2

R1

)

zzν





ν

= 0 (III.3.31)

Óðàâíåíèÿ (3.29)�(3.31) ìîãóò áûòü äîïîëíåíû ñëåäóþùèìè íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

u(0, z, ν) = u0(z, ν), R1(0, z) = R10(z) (III.3.32)

Â ðåçóëüòàòå, ñ�îðìóëèðîâàíà íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (3.29)�

(3.32), îïèñûâàþùàÿ â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè ñïåöèàëüíûé
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êëàññ (3.27), (3.29), (3.31) íåóñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâè-

ãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðî-

âîäÿùåé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé.

Èíòåãðàëû E1 (3.18) è I (3.19) áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ âî âðåìåíè è íà

ðåøåíèÿõ ñìåøàííîé çàäà÷è (3.29)�(3.32) òîæå, íî âèä èõ, â ñèëó ââå-

ä¼ííûõ âûøå îïðåäåëåíèé �óíêöèé R (3.27) è u (3.29), ñòàíåò íåñêîëü-

êî èíûì:

E1 =
1

2

+∞
∫

−∞





1
∫

0

[

1

R1

dR0

dν

(

u2 +

[

dR0

dν

]− 2 [
da∗
dν

]2
)]

dν+

+κ2 lnR1 +
Φ2

0

R∗ − R1

)

dz (III.3.33)

I =

+∞
∫

−∞

1
∫

0

uν
R1
F2 (a∗) dνdz

Òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.29)�

(3.32) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �óíêöèè

u = w0(ν), R1 = R0
1 ≡ 1 (III.3.34)

h = h0 ≡ 0, H = H0(ν) ≡
(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

Öåëü äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

(3.34) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìó-

ùåíèé u′(t, z, ν) è R′
1(t, z). ßñíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áóäóò

îäíîâðåìåííî ñëóæèòü è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ëèíåéíîé óñòîé÷è-

âîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20) ñìåøàííîé çàäà÷è (3.17)

ïî îòíîøåíèþ ê òåì æå âîçìóùåíèÿì.
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ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÉ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ

ÇÀÄÀ×È. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåàëèçîâàòü äàííóþ öåëü, îñóùåñòâëÿåòñÿ

ëèíåàðèçàöèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.29)�(3.32) îêîëî ñòàöèîíàð-

íûõ ðåøåíèé (3.34). Å¼ èòîãîì ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ

âûïèñûâàåòñÿ íèæå:

u′t + 2w0u′z =

[

κ2

2
+ w02 − Φ2

0

(R∗ − 1)3
−
(

dR0

dν

)− 2

×

×
(

da∗
dν

)2
]

R′
1z (III.3.35)

R′
1t + u′z = 0; u′zν = 0

d

dν

[

w0 −
(

dR0

dν

dw0

dν

)− 1
da∗
dν

d

dν

(

[

dR0

dν

]− 1
da∗
dν

)]

= 0

h′ =

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

R0R′
1z, H

′ = −
(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

R′
1

u′(0, z, ν) = u′0(z, ν), R
′
1(0, z) = R′

10(z)

Ýòà çàäà÷à îáëàäàåò ñîõðàíÿþùèìñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè �óíêöèî-

íàëîì â âèäå

E2 ≡
1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

(

dR0

dν

[

u′2 +

(

[

dR0

dν

]− 2 [
da∗
dν

]2

− κ2

2
+

+
Φ2

0

[R∗ − 1]3
− w02

)

R′2
1

])

dνdz (III.3.36)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δJ1 èíòåãðàëà J1 = E1+I

(3.33) ðàâíà íóëþ íà òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ (3.34), à åãî âòî-

ðàÿ âàðèàöèÿ δ2J1, â ïîäõîäÿùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, èäåíòè÷íà �óíêöèî-

íàëó E2, åñëè èñòèííû ñîîòíîøåíèÿ

w0dR
0

dν
=
dF2

da∗

da∗
dν

, w0(1)F2 [a∗(1)] = w0(0)F2 [a∗(0)] (III.3.37)
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Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (3.34), (3.37) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è

(3.29)�(3.32) (à çíà÷èò, è òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (3.20), (3.23)

ñìåøàííîé çàäà÷è (3.17)) áóäóò óñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñå-

ñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.35) òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà ïîâñþäó âíóòðè ñòðóè

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− κ2

2
+

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− w02 ≥ 0 (III.3.38)

ïîñêîëüêó äàííîå ñîîòíîøåíèå, êàê ýòî âûòåêàåò èç âûðàæåíèÿ (3.36),

îáåñïå÷èâàåò, ïî êðàéíåé ìåðå, íåîòðèöàòåëüíîñòü èíòåãðàëà E2.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.38) è åñòü òî äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.34), (3.37)

(èëè (3.20), (3.23)), ÷òî òðåáîâàëîñü îòûñêàòü.

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË ËßÏÓÍÎÂÀ. Äàëåå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëè-

âîñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.38) íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû ãäå�íèáóäü â ïðåäå-

ëàõ ïðîâîäÿùåé ñòðóè. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî íàäåÿòüñÿ ïîêàçàòü ëè-

íåéíóþ íåóñòîé÷èâîñòü òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.34), (3.37)

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.29)�(3.32) (à âìåñòå ñ íèìè, åñòåñòâåííî,

è ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) ñìåøàííîé çàäà÷è (3.17)) ïî îò-

íîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì

u′(t, z, ν),R′
1(t, z) (3.35). Åñëè äàííîé öåëè óäàñòñÿ äîñòè÷ü, òî, òåì ñà-

ìûì, áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî óñëîâèå (3.38) ëèíåéíîé óñòîé÷è-

âîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.34), (3.37) (ëèáî (3.20), (3.23))

è äîñòàòî÷íî, è íåîáõîäèìî. Êðîìå òîãî, áóäåò óñòàíîâëåíà ÷àñòè÷-

íàÿ îáðàòèìîñòü äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (3.26) ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.17).

Äëÿ ïðåòâîðåíèÿ çàäóìàííîãî â æèçíü íàäî ñóìåòü âûäåëèòü ñðå-
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äè ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.35) âñåãî

ëèøü îäíî, íî çàòî, êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ðàñòóùåå

âî âðåìåíè âîçìóùåíèå. Íàèáîëåå ý��åêòèâíî ýòîò ïëàí ìîæåò áûòü

âûïîëíåí òîãäà, êîãäà ðàññìîòðåíèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà ìàëûõ âîç-

ìóùåíèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îòêëîíåíèÿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ

æèäêèõ ÷àñòèö îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé òîêà óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷å-

íèé (3.34), (3.37).

Äàííûå âîçìóùåíèÿ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïðè ïîìîùè ïîëÿ

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ = ξ(t, z, ν) (I.13) [24℄, êîòîðîå áóäåò óäîâ-

ëåòâîðÿòü çäåñü óðàâíåíèþ

ξt = u′ (III.3.39)

ãîðàçäî íàãëÿäíåå è äîñòóïíåå, ÷åì ëþáûìè äðóãèìè ñðåäñòâàìè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.39), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ñìåøàííàÿ çàäà÷à (3.35) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê íà÷àëüíî�êðàåâîé

çàäà÷å, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ åäèíñòâåííîå ýâîëþöèîííîå äè��åðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå, òî åñòü:

ξtt + 2w0ξtz =

[

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− κ2

2
+

Φ2
0

(R∗ − 1)3
−

−w02
]

ξzz, R
′
1 = − ξz; ξzν = 0 (III.3.40)

d

dν

[

w0 −
(

dR0

dν

dw0

dν

)− 1
da∗
dν

d

dν

(

[

dR0

dν

]− 1
da∗
dν

)]

= 0

h′ = −
(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

R0ξzz, H
′ =

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

ξz

ξ(0, z, ν) = ξ0(z, ν), ξt(0, z, ν) = u′(0, z, ν) = u′0(z, ν)

Ïîíÿòíî, ÷òî èç�çà íàëè÷èÿ òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå (3.40)

ñìåøàííàÿ çàäà÷à (3.39), (3.40) ïåðåîïðåäåëåíà. Êðîìå òîãî, ýòî ñî-
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îòíîøåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî �óíêöèÿ ξ(t, z, ν), ñëóæà ðåøåíèåì

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.39), (3.40), èìååò �îðìó

ξ(t, z, ν) = f3(t, z) + f4(t, ν) (III.3.41)

ãäå f3(t, z) è f4(t, ν) � íåêîòîðûå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, è íèêà-

êóþ èíóþ.

Çíà÷èò, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ξ0(z, ν) è u
′
0(z, ν) äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

(3.39), (3.40) äîëæíî çàäàâàòü â âèäå

ξ0(z, ν) = f5(z) + f6(ν), u
′
0(z, ν) = f7(z) + f8(ν) (III.3.42)

(çäåñü f5 è f7 � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z, à

f6 è f8 � íåêîòîðûå �óíêöèè àðãóìåíòà ν).

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîÿâëÿåòñÿ ðÿä âîïðîñîâ: îáëàäàåò ëè íà÷àëüíî�

êðàåâàÿ çàäà÷à (3.39), (3.40) ðåøåíèÿìè â �îðìå (3.41)? íàëàãàåò ëè

ïåðåîïðåäåë¼ííîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è (3.39), (3.40) êàêèå�íèáóäü äî-

áàâî÷íûå (ïîìèìî (3.42)) îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð íà÷àëüíûõ âîçìóùå-

íèé ξ0(z, ν), u
′
0(z, ν)?

Èñ÷åðïûâàþùèå îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû ìîæíî äàòü, åñëè

ïåðå�îðìóëèðîâàòü íà÷àëüíî�êðàåâóþ çàäà÷ó (3.39), (3.40) â âèäå

R′
1tt + 2w0R′

1tz =

[

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− κ2

2
+

Φ2
0

(R∗ − 1)3
−

−w02
]

R′
1zz (III.3.43)

d

dν

[

w0 −
(

dR0

dν

dw0

dν

)− 1
da∗
dν

d

dν

(

[

dR0

dν

]− 1
da∗
dν

)]

= 0

h′ =

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

R0R′
1z, H

′ = −
(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

R′
1
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R′
1(0, z) = R′

10(z)

(

= − df5
dz

)

, R′
1t(0, z) = (R′

1t)0 (z)

(

= − df7
dz

)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñìåøàííàÿ çàäà÷à (3.43) ñîäåðæèò â ñå-

áå âñåãî òîëüêî îäíî ýâîëþöèîííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåííîé æå èñêîìîé �óíêöèè R′
1(t, z), ïðè÷¼ì, ÷òî

î÷åíü âàæíî, ýòî óðàâíåíèå îäíîðîäíî. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå

äàííûå R′
10(z) è (R′

1t)0 (z) ìîãóò áðàòüñÿ ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè,

áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé.

Â ðåçóëüòàòå, åñëè ðåøåíèå R′
1(t, z) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.43)

îáíàðóæåíî, òî ñ ïîìîùüþ âòîðîãî èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (3.40)

ìîæíî âû÷èñëèòü �óíêöèþ ξ(t, z, ν) êàê ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

(3.39), (3.40), êîòîðîå âñåöåëî îòâå÷àåò ïðåäñòàâëåíèþ (3.41).

Èòàê, îïèðàÿñü íà èçëîæåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ, íåñëîæíî ñäå-

ëàòü âûâîä, ÷òî ó íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.39), (3.40) ìîãóò áûòü

ðåøåíèÿ â �îðìå (3.41), ïðè ýòîì å¼ ïåðåîïðåäåë¼ííîñòü íèêàêèìè äî-

ïîëíèòåëüíûìè (çà èñêëþ÷åíèåì (3.42)) îãðàíè÷åíèÿìè íà íà÷àëüíûå

âîçìóùåíèÿ ξ0(z, ν), u
′
0(z, ν) íå ñîïðîâîæäàåòñÿ.

Íèæå, â èíòåðåñàõ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ, ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëü-

íûå èíòåãðàëû

T ≡ 1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν
(u′−

−w0R′
1

)2
dνdz (III.3.44)

Π ≡ 1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν

[

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

+
Φ2

0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]

R′2
1 dνdz

T1 ≡
+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν

(

u′ − w0R′
1

)

w0R′
1dνdz, T2 ≡

1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν
u′2dνdz
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Π1 ≡
1

2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν

[

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− κ2

2
+

Φ2
0

(R∗ − 1)3
−

−w02
]

R′2
1 dνdz

òàê ÷òî

E2 ≡ T + Π+ T1 ≡ T2 + Π1 = 
onst (III.3.45)

Äâóêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèîíàëàM (1.31) ïî âðåìåíè

è îñóùåñòâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èâøåãîñÿ â èòîãå èíòåãðàëà ñ

ïðèìåíåíèåì ñâÿçåé (3.35), (3.39), (3.40) è (3.44) ïîçâîëÿþò ïðèéòè ê

êëþ÷åâîìó óðàâíåíèþ [136, 137, 139�141℄

d2M

dt2
= 4(T −Π)

íàçûâàåìîìó â ìèðîâîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå âèðèàëüíûì ðàâåíñòâîì

[24℄. Óìíîæàÿ òåïåðü äàííîå ðàâåíñòâî íà íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ λ,

ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.45) è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå

dT1
dt

= 0

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùåå èç ñìåøàííûõ çàäà÷ (3.35) è (3.39),

(3.40), ìîæíî âûâåñòè âàæíîå ñîîòíîøåíèå

dEλ

dt
= 2λEλ − 4λTλ (III.3.46)

ãäå

Eλ ≡ Πλ + Tλ, 2Πλ ≡ 2Π + λ2M

2Tλ ≡ 2T + λ2M − λ
dM

dt
=

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν

(

u′ − w0R′
1 − λξ

)2
dνdz ≥ 0
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Åñëè âçÿòü ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó λ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé, òî óðàâ-

íåíèå (3.46) ìîæåò áûòü ñâåäåíî, áëàãîäàðÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè �óíê-

öèîíàëà Tλ, ê äè��åðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

dEλ

dt
≤ 2λEλ

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðîãî îïÿòü, êàê è â ïåðâîì ïàðàãðà�å

òðåòüåé ãëàâû íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé, âîçíèêíåò áàçîâàÿ îöåíêà

Eλ(t) ≤ Eλ(0) exp(2λt) (III.3.47)

Ýòà îöåíêà òàêæå ñïðàâåäëèâà è äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî�

êðàåâîé çàäà÷è (3.39), (3.40), è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ

çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé λ. Áîëåå òîãî (÷òî âåñüìà ñóùåñòâåííî), ïðè å¼

ïîëó÷åíèè òîæå íå ïîÿâèëîñü íåîáõîäèìîñòè íàëàãàòü êàêèå�íèáóäü

îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê �óíêöèîíàëà Π. Íàêîíåö, îíà òàêæå äà¼ò âîç-

ìîæíîñòü çàêëþ÷èòü, ÷òî èíòåãðàë Eλ ìîæåò âîñïðèíèìàòüñÿ íèæå â

êà÷åñòâå �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà [16, 22, 139�141℄.

ÀÏ�ÈÎ�ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ. Âî ìíîãîì ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàññóæäåíèÿ ïåðâîãî ïàðàãðà�à òðåòüåé ãëàâû êóðñà ëåêöèé, ìîæ-

íî ñêîíñòðóèðîâàòü àïðèîðíûå äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåí-

êè íàðàñòàíèÿ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé

(3.39)�(3.42) ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.34), (3.37) ñìåøàííîé çàäà÷è

(3.29)�(3.32) ïðè ïîìîùè îñíîâíîãî èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà (3.47)

è ïóò¼ì íàäëåæàùåãî ïîäáîðà �óíêöèé ξ0(z, ν), u
′
0(z, ν) â óñëîâèÿõ,

êîãäà èëè âñþäó âíóòðè ñòðóè, èëè ëèøü â íåêîòîðîé å¼ ÷àñòè âåðíî

ñîîòíîøåíèå

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− κ2

2
+

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− w02 < 0 (III.3.48)
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ïî ïðè÷èíå ÷åãî îíè, áåç âñÿêèõ äîáàâî÷íûõ êîììåíòàðèåâ, âûïèñû-

âàþòñÿ äàëåå ñðàçó â çàêîí÷åííîì âèäå:

à) îöåíêà ñíèçó

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν

[

κ2

2
−
(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− Φ2
0

(R∗ − 1)3
+ w02

]

R′2
1 dνdz ≥

≥ 2 |EΛ−δ1(0)| exp [2 (Λ− δ1) t] (III.3.49)

λ ≡ Λ− δ1, δ1 ∈ ]0, Λ[ , EΛ−δ1(0) < 0

Λ ≡ 1

4M(0)

dM

dt
(0) +

√

[

1

4M(0)

dM

dt
(0)

]2

− E2(0)− T1(0)

M(0)

Π1(0) < 0, T2(0) ≤ |Π1(0)| , T2(0)− T1(0) ≤ |Π1(0)|

á) îöåíêà ñâåðõó

EΛ++δ2(t) ≤ EΛ++δ2(0)×

× exp
[

2
(

Λ+ + δ2
)

t
]

(III.3.50)

λ ≡ Λ+ + δ2, δ2 > 0, Λ+ ≡ supξ0(z, ν), u′

0(z, ν)
Λ

EΛ++δ2(0) > 0, Π1(0) < 0, T2(0) ≤ |Π1(0)| , T2(0)− T1(0) ≤ |Π1(0)|

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ íåðàâåíñòâ (3.49) è (3.50) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð

Λ+
îöåíèâàåò ñêîðîñòü ðîñòà ω ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.39)�(3.42) êàê

ñíèçó, òàê è ñâåðõó, à èìåííî:

Λ+ − δ1 ≤ ω ≤ Λ+ + δ2 (III.3.51)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî áûñòðåå âñåõ áóäóò íàðàñ-

òàòü òå ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ (3.39)�

(3.42), ÷üè èíêðåìåíòû áëèçêè ïî çíà÷åíèþ ê âåëè÷èíå Λ+
.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñòèííî íåðàâåíñòâî (3.48), òî ïîñëå âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèé (3.49) è (3.50) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Λ+
,

õàðàêòåðèçóþùåãî ñêîðîñòü ðîñòà ω (3.51) ñàìûõ áûñòðî íàðàñòàþùèõ

èç ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.39)�(3.42), ìîæåò áûòü äàí îòâåò íà âîïðîñ:

çà êàêîå âðåìÿ ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ

(3.39)�(3.42) áóäóò ïðèâîäèòü óñòàíîâèâøèåñÿ îñåñèììåòðè÷íûå æå

ñäâèãîâûå ñòðóéíûå òå÷åíèÿ (3.34), (3.37) (ëèáî, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

(3.20), (3.23)) èäåàëüíîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðîâîäèìîñòè íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïîëîèäàëüíîì ìàãíèòíîì ïî-

ëå ê ðàçðóøåíèþ?

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå îöåíîê (3.49), (3.50) êàê ðàç è ñëó-

æèò äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî óñëîâèå (3.38) ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè

òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.34), (3.37) (èëè (3.20), (3.23)) îä-

íîâðåìåííî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé è äîñòàòî÷íîå, è íåîáõîäèìîå. Êðîìå

òîãî, ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì îáðàùåíèåì äîñòàòî÷íûõ óñëî-

âèé (3.26) ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23)

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.17).

Ï�ÈÌÅ�Û. Íèæå ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé

(3.20), (3.34) è èõ íà÷àëüíûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.40), (3.42), êîòîðûå

èëëþñòðèðóþò èçëîæåííûå â äàííîì ïàðàãðà�å ðåçóëüòàòû.

Èòàê, èññëåäóåòñÿ ñòàöèîíàðíîå îñåñèììåòðè÷íîå ñäâèãîâîå ñòðóé-

íîå Ì�Ä òå÷åíèå

w0(ν) = 2− ν, R0(ν) = ν, R0
1 = 1 (III.3.52)

h0 = 0, κ = 2, a∗(ν) =
ν2

2
+ 2ν + 1

H0(ν) = ν + 2, Φ0 =
√
2, R∗ = 2
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íåâÿçêîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè, ñëó-

æàùåé íåîãðàíè÷åííîé ïîëîñîé (1.48). ßñíî, ÷òî ýòî òå÷åíèå � òèïè÷-

íûé ïðåäñòàâèòåëü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) ñìåøàííîé çà-

äà÷è (3.17) (à çíà÷èò, è òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.34), (3.37)

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.29)�(3.32)).

Äëÿ òå÷åíèÿ (3.52), (1.48) �óíêöèÿ F2(a∗) (3.19) äîëæíà óäîâëåòâî-

ðÿòü ñâÿçÿì (3.37), êîòîðûå ïðåäñòàþò çäåñü â �îðìå

dF2

dν
= 2− ν, 2F2(0) = F2(1)

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

F2(ν) = − ν2

2
+ 2ν +

3

2

Äàëåå, óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå (3.52), (1.48) òàêîâî, ÷òî äëÿ íåãî

îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì íåðàâåíñòâî (3.38). Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìûå

ðàñ÷¼òû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− κ2

2
+

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− w02 = 8ν ≥ 0

íà âñ¼ì îòðåçêå (1.48) èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ν.

Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñòàöèîíàðíîå îñåñèììåò-

ðè÷íîå ñäâèãîâîå ñòðóéíîå Ì�Ä òå÷åíèå (3.52), (1.48) áóäåò óñòîé÷èâî

ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå

äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.35) è, òåì áîëåå, (3.39)�(3.42).

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøååñÿ îñåñèììåòðè÷íîå ñäâèãîâîå

ñòðóéíîå òå÷åíèå

w0(ν) = 4− ν, R0(ν) = ν, R0
1 = 1 (III.3.53)

h0 = 0, a∗(ν) =
ν + 1

2

√

ν2 + 2ν + 2+
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+
1

2
ln
(

ν + 1 +
√

ν2 + 2ν + 2
)

+ 1, H0(ν) =
√

ν2 + 2ν + 2

κ = 8, Φ0 = 4, R∗ = 3

èäåàëüíîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðîâîäèìîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïî-

ëîèäàëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì â ïðåäåëàõ òîé æå ñàìîé íåîãðàíè÷åí-

íîé ïîëîñû (1.48).

Ýòî ðåøåíèå òîæå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðåäñòàâèòåëåé ñòàöèîíàðíûõ

ðåøåíèé (3.20), (3.23) (à âìåñòå ñ íèìè, åñòåñòâåííî, è òî÷íûõ ñòà-

öèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.34), (3.37)), ïðè÷¼ì �óíêöèÿ F2(a∗) äëÿ íåãî

ïðèíèìàåò âèä

F2(ν) = − ν2

2
+ 4ν +

21

2

÷òî ïîçâîëÿåò åé îáðàùàòü â òîæäåñòâà ñîîòíîøåíèÿ

dF2

dν
= 4− ν, 4F2(0) = 3F2(1)

ñëåäóþùèå èç ñâÿçåé (3.37).

Êðîìå òîãî, äëÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ (3.53), (1.48) âåðíî íåðà-

âåíñòâî (3.48). Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçû-

âàþò, ÷òî

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

− κ2

2
+

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− w02 = 2(5ν − 22) < 0

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé ν íà îòðåçêå [0, 1℄.

Â èòîãå, ñòàöèîíàðíîå îñåñèììåòðè÷íîå ñäâèãîâîå ñòðóéíîå Ì�Ä

òå÷åíèå (3.53), (1.48) áóäåò íåóñòîé÷èâî, íàïðèìåð, ïî îòíîøåíèþ ê

ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì æå äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (3.39)�

(3.42) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ξ0(z, ν) è u
′
0(z, ν) â �îðìå

ξ0(z, ν) = sin
2πz

l1
+ ν, u′0(z, ν) = 0 (III.3.54)
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ãäå l1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.40), (3.44), (3.45) è (3.49), à

òàêæå ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü �óíêöèè ξ0(z, ν) (3.54) ïî íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé z, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî

Π1(0) =
4π2

l21

l1
∫

0

1
∫

0

[

(5ν − 22) cos2
2πz

l1

]

dνdz =

= − 39π2

l1
< 0 (III.3.55)

T2(0) + Π1(0) = Π1(0) = − 39π2

l1
< 0, T2(0)− T1(0) + Π1(0) =

4π2

l21
×

×
l1
∫

0

1
∫

0

[

(

ν2 − 3ν − 6
)

cos2
2πz

l1

]

dνdz = − 86π2

3l1
< 0

Â ðåçóëüòàòå, èç âûðàæåíèé (3.55) âûòåêàåò èñòèííîñòü òð¼õ ïî-

ñëåäíèõ íåðàâåíñòâ (3.49). Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, äà¼ò âîçìîæíîñòü

ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå (3.53), (1.48) äåéñòâèòåëü-

íî íåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.39)�(3.42), (3.54).

Íàñòîÿùèå âîçìóùåíèÿ áóäóò ðàçâèâàòüñÿ âî âðåìåíè ñîãëàñíî îöåí-

êàì (3.49) è (3.50) (òîëüêî âî âòîðîé íóæíî âìåñòî ïàðàìåòðà Λ+
ïîä-

ñòàâèòü âåëè÷èíó Λ (3.49)), òîãäà êàê èõ ñêîðîñòü ðîñòà ω (3.51) áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà Λ.

ÅÙ� ÎÄÍÀ ÀÏ�ÈÎ�ÍÀß ÎÖÅÍÊÀ. Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå âíîâü

ñîñðåäîòî÷èâàåòñÿ íà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ

ðåøåíèé (3.20), (3.23) ñìåøàííîé çàäà÷è (3.17) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (3.21).

Íèæå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (3.26)

ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (3.20), (3.23) îòíîñè-
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òåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.21) ìîãóò áûòü ÷àñòè÷íî îáðàùåíû. Áî-

ëåå òîãî, äëÿ íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé (3.20), (3.23) áóäóò

âûâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñ-

òè è ñêîíñòðóèðîâàíà àïðèîðíàÿ íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà íà-

ðàñòàíèÿ èññëåäóåìûõ âîçìóùåíèé.

Êàê è ïðåæäå, ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñðåäñòâîì ðàñ-

ñìîòðåíèÿ òàêèõ âîçìóù¼ííûõ äâèæåíèé æèäêîñòè, êîòîðûå ñëóæàò

îòêëîíåíèÿìè òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö îò ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ëèíèé òîêà óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (3.20), (3.23) è îïèñûâàþòñÿ

ïîëåì ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ = ξ(t, z, ν) (I.13) [24℄ âèäà

ξt = w′ − w0ξz (III.3.56)

Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (3.56) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷å (3.21) ìî-

æåò áûòü ïðèäàíà �îðìà

w′
t + w0w′

z =

[

κ2

2
− Φ2

0

(R∗ − 1)3

]

R′
1z +

+

(

dR0

dν

)− 2(
da∗
dν

)2

ξzz (III.3.57)

R′
ν = − dR0

dν
ξz, h

′ =

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

R′
z, H

′ =

(

dR0

dν

)− 1
da∗
dν

ξz

ξ(0, z, ν) = ξ0(z, ν), w
′(0, z, ν) = w′

0(z, ν)

Äàëåå �óíêöèîíàë M (1.31) äâàæäû äè��åðåíöèðóåòñÿ ïî àð-

ãóìåíòó t ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è (3.56),

(3.57):

dM

dt
= 2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν
ξw′dνdz (III.3.58)
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d2M

dt2
= 2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

[

dR0

dν
w′2 −

(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2

R′2
ν

]

dνdz+

+2

[

κ2

2
− Φ2

0

(R∗ − 1)3

]

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz

Ïîñëå ýòîãî ïîñðåäñòâîì ñâÿçåé (1.31), (3.58) ñîñòàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

âèäà

d2M

dt2
− 2λ

dM

dt
+ 2λ2M = 2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

dR0

dν
(w′ − λξ)

2
dνdz−

− 2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2

R′2
ν dνdz − 2

[

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz

(λ � íåêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåñëîæíî òðàíñ�îðìèðîâàòü

â ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé:

d2M

dt2
− 2λ

dM

dt
+ 2λ2M ≥ − 2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2

R′2
ν dνdz−

− 2

[

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]

+∞
∫

−∞

1
∫

0

R′
1R

′
νdνdz ≥ − 2

+∞
∫

−∞

1
∫

0

[

(

dR0

dν

)− 3

×

×
(

da∗
dν

)2

R′2
ν

]

dνdz −
[

Φ2
0

(R∗ − 1)3
− κ2

2

]

+∞
∫

−∞

1
∫

0

(

R′2
1 + R′2

ν

)

dνdz =

=

[

κ2

2
− Φ2

0

(R∗ − 1)3

]

+∞
∫

−∞

R′2
1 dz +

+∞
∫

−∞

1
∫

0

[

κ2

2
− Φ2

0

(R∗ − 1)3
−

− 2

(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2
]

R′2
ν dνdz
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Åñëè

κ2

2
− Φ2

0

(R∗ − 1)3
− 2

(

dR0

dν

)− 3(
da∗
dν

)2

> 0 (III.3.59)

òî äàííóþ öåïî÷êó ìîæíî îáîðâàòü è ïîëó÷èòü â èòîãå ïðèíöèïèàëü-

íîå äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ äè��åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî âèäà

d2M

dt2
− 2λ

dM

dt
+ 2λ2M ≥ 0 (III.3.60)

Ïðîâåäÿ ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.60) (êñòàòè,

ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íóþ ïðîöåäóðå èíòåãðèðîâàíèÿ, âûïîëíåííîé ðà-

íåå äëÿ íåðàâåíñòâà (1.52), à ïîòîìó çäåñü íå âîñïðîèçâîäÿùóþñÿ),

íåòðóäíî íàéòè ñ÷¼òíûé íàáîð óñëîâèé

M
(πn

2λ

)

> 0 (III.3.61)

dM

dt

(πn

2λ

)

≥ 2λM
(πn

2λ

)

(n = 0, 1, 2, ...)

M
(πn

2λ

)

≡M(0) exp
(πn

2

)

,
dM

dt

(πn

2λ

)

≡ dM

dt
(0) exp

(πn

2

)

ïðè êîòîðûõ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ áóäåò âûòåêàòü

àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó

M(t) ≥ C4 exp(λt) (III.3.62)

ãäå C4 � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (3.61) è íåðàâåíñòâî (3.62) ñâèäåòåëü-

ñòâóþò î òîì, ÷òî ñðåäè ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîç-

ìóùåíèé (3.56), (3.57) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â �îðìå

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2λM(0) (III.3.63)

òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è

(3.17) ìîãóò áûòü è ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïî-
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íåíöèàëüíî. Ïðè ýòîì, êàê è ðàíüøå, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþ-

ùèõ âî âðåìåíè ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.56), (3.57), (3.63) ñ÷¼òíûé íàáîð

óñëîâèé (3.61) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî è àâòîìàòè÷åñêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.59) ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèåì ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé

(3.20), (3.23) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîë-

íîâûì âîçìóùåíèÿì (3.21), (3.56), (3.57), (3.63). Êðîìå òîãî, äàííîå

ñîîòíîøåíèå, êàê è îæèäàëîñü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íîå îáðàùå-

íèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (3.26) ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ

òå÷åíèé (3.20), (3.23) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.21).

Íàêîíåö, âàæíî çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâà â ñ÷¼òíîì íàáîðå óñëî-

âèé (3.61), îáåñïå÷èâàþùåì âûòåêàíèå àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé

íèæíåé îöåíêè (3.62) èç äè��åðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (3.60), äî-

ïóñêàþò èñòîëêîâàíèå â êà÷åñòâå ñîâîêóïíîñòè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè [14, 15℄ ïðèìåíèòåëüíî ê ïðî-

âåäåíèþ �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, âûïîëíåíèþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼-

òîâ, îñóùåñòâëåíèþ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ò. ï.

Òàê, íàïðèìåð, åñëè òðåáóåòñÿ ÷èñëåííî ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

(3.56), (3.57) íà âðåìåííîì îòðåçêå [0, T∗] (T∗ > 0), òî ïóò¼ì âûáî-

ðà âíóòðè ýòîãî îòðåçêà íåñêîëüêèõ ðåïåðíûõ òî÷åê âèäà tk = πk/2λ

(k = 1, 2, 3, ...) è îáíàðóæåíèÿ â íèõ èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè íåðà-

âåíñòâ èç ñ÷¼òíîãî íàáîðà óñëîâèé (3.61) ìîæåò áûòü ñîîòâåòñòâåííî

îïðåäåëåíî, èìåþò èëè íåò ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.56),

(3.57) òåíäåíöèþ, êàê ìèíèìóì, ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó ïî âðåìå-

íè.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåäëîæèòü è àëãîðèòì ýêñïåðèìåíòàëüíîé

ïðîâåðêè íåðàâåíñòâ â ñ÷¼òíîì íàáîðå óñëîâèé (3.61). Ñëåäîâàòåëü-

íî, âîçíèêàþò îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ íà îâëàäåíèå îñîçíàííûì óïðàâëå-

íèåì ïðèðîäíûìè ÿâëåíèÿìè, öåëåâûì ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ïðîìûø-

ëåííûõ òåõíîëîãèé è ò. ï.

Äàëüøå ñòðîèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð òî÷íûõ

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) ñìåøàííîé çàäà÷è (3.17) è íàëî-

æåííûõ íà íèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé

(3.56), (3.57), (3.63), êîòîðûå ýâîëþöèîíèðóþò ñî âðåìåíåì â ñîãëà-

ñèè ñî ñêîíñòðóèðîâàííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé ñíèçó

(3.62).

ÅÙ� ÎÄÈÍ Ï�ÈÌÅ�. Èññëåäóþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ îñåñèììåò-

ðè÷íûå ñäâèãîâûå ñòðóéíûå Ì�Ä òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè

íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòüþ â �îðìå

w0(ν) = b− ν, R0(ν) = ν (III.3.64)

R0
1 = 1, h0 = 0, H0(ν) = b− ν

(çäåñü b > 1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

äàííûå òå÷åíèÿ ñëóæàò òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññà ñòàöèî-

íàðíûõ òå÷åíèé (3.20), (3.23).

Â ñëó÷àå, êîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.59), óñòàíîâèâøèåñÿ òå-

÷åíèÿ (3.64) áóäóò íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåò-

ðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì ξ(t, z, ν) (3.56), (3.57), (3.63)

â âèäå

ξ(t, z, ν) =
B1

α + iα1
×
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× exp (αt+ i [α1t+ βz])

α + i [α1 + 2β (b− ν)]
(III.3.65)

G (α1 − iα) ≡ ln
α1 − iα + 2β (b− 1)

α1 − iα + 2βb
− 2 (α1 − iα)

βB2
= 0

B2 ≡
κ2

2
− Φ2

0

(R∗ − 1)3

ãäå B1, α, α1 è β � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, i � ìíèìàÿ

åäèíèöà; �èãóðèðóþùèé âî âòîðîì èç íàñòîÿùèõ ðàâåíñòâ íàòóðàëü-

íûé ëîãàðè�ì êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî α1−iα ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
ãëàâíîé ñâîåé âåòâè.

Ê ñîæàëåíèþ, äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå G (α1 − iα) = 0 (3.65)

òàêîâî, ÷òî åãî êîðíè íå ìîãóò áûòü íàéäåíû â ÿâíîé �îðìå àíàëèòè-

÷åñêèìè ìåòîäàìè, ïîýòîìó íè÷åãî íå îñòà¼òñÿ, êàê ïûòàòüñÿ ãðà�è-

÷åñêè äåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (3.59) äàí-

íîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò êîðíÿìè, îò-

âå÷àþùèìè ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèì ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì

äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (3.56), (3.57), (3.63) â âèäå íîðìàëüíûõ

âîëí (3.65).

Ñóòü ãðà�è÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

G (α1 − iα) = 0 (3.65) íà íàëè÷èå ó íåãî êîðíåé, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâóþò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèí-

íîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (3.56), (3.57), (3.63) â �îðìå íîðìàëüíûõ

âîëí (3.65), ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà îíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

G (α1 − iα) = ReG (α1 − iα) + iImG (α1 − iα) = 0. Çàòåì íà êîìï-

ëåêñíîé ïëîñêîñòè (α, α1) ðèñóþòñÿ êðèâûå ReG (α1 − iα) = 0 è

ImG (α1 − iα) = 0. Åñëè â èòîãå ó íàñòîÿùèõ êðèâûõ îòûùóòñÿ òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè (α > 0, α1), òî îíè�òî è áóäóò ñèãíàëè-
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çèðîâàòü, ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå G (α1 − iα) = 0 íà ñàìîì

äåëå èìååò êîðíè, îòâå÷àþùèå ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèì ìàëûì

îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (3.56), (3.57), (3.63)

â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí (3.65). Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû (α, α1) òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ èçó÷àåìûõ êðèâûõ ReG (α1 − iα) = 0 è ImG (α1 − iα) = 0

â ÷èñëîâîì âûðàæåíèè íàõîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîîðäèíàòíîé ñåò-

êè ïîñðåäñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî å¼ ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ãðà�è÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äèñïåð-

ñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ G (α1 − iα) = 0 (3.65) íà îáëàäàíèå èì êîð-

íÿìè, êîòîðûå îòâå÷àþò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì ìàëûì îñåñèì-

ìåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (3.56), (3.57), (3.63) â âèäå

íîðìàëüíûõ âîëí (3.65), äëÿ ïÿòè õàðàêòåðíûõ íàáîðîâ îïðåäåëÿþ-

ùèõ ïàðàìåòðîâ β, b è B2 â �îðìå

1) β = 1, b = 2, B2 = 10

α ≈ 2, 752, α1 ≈ − 1, 454 (III.3.66)

2) β = 1, b = 2, B2 = 5

α ≈ 1, 645, α1 ≈ − 1, 405 (III.3.67)

3) β = 1, b = 2, B2 ≈ 1, 9

α ≡ 0, α1 6= 0 (III.3.68)

4) β = 1, b = 2, B2 = 1

α ≡ 0, α1 6= 0 (III.3.69)

5) β = 1, b = 2, B2 = − 10

α ≡ 0, α1 6= 0 (III.3.70)
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Ïðèíöèïèàëüíî, ÷òî äàííûå êîðíè äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

G (α1 − iα) = 0 íå ñëóæàò îñîáûìè òî÷êàìè ïðèñóòñòâóþùèõ â í¼ì

�óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî α1 − iα.

Àíàëèçèðóÿ ñâåäåíèÿ (3.66)�(3.70), èìååò ñìûñë, ïðåæäå âñåãî, îò-

ìåòèòü, ÷òî �óíêöèè ξ (t, z, ν) (3.65)�(3.70) äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.56), (3.57). Áîëåå òî-

ãî, òîãäà, êîãäà èñòèííî íåðàâåíñòâî (3.59), �óíêöèÿ ξ (t, z, ν) (3.65),

(3.66) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (3.60)�(3.63), òî åñòü êàê ðàç è ÿâ-

ëÿåòñÿ òåì èñêîìûì ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìó-

ùåíèåì, ÷òî íàðàñòàåò âî âðåìåíè ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî è äåëàåò

ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ (3.20), (3.23), (3.64) íåóñòîé÷èâûìè.

Êàñàòåëüíî �óíêöèé ξ (t, z, ν) (3.65), (3.70): îíè èëëþñòðèðóþò òîò

�àêò, ÷òî åñëè âåðíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (3.26) ëèíåéíîé óñòîé÷è-

âîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (3.20), (3.23) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñå-

ñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.21), òî ó ñìåøàííûõ

çàäà÷ (3.21) è (3.56), (3.57) ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèå ðåøåíèÿ îòñóò-

ñòâóþò.

Íàêîíåö, �óíêöèè ξ (t, z, ν) (3.65), (3.67)�(3.69) îïèñûâàþò òîò

ñëó÷àé, êîãäà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè (3.26) óæå

íàðóøåíû, à äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè (3.59) åù¼

íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ðÿäà

îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, β è b) ÷èñëåííûìè ðàñ÷¼òàìè

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé ïðîìåæóòî÷íîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò ÷¼ò-

êàÿ ãðàíèöà, îòäåëÿþùàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òå÷å-

íèé (3.20), (3.23), (3.64) îò îáëàñòè èõ íåóñòîé÷èâîñòè. Êîíêðåòíî,
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ïî ìåðå íàðàñòàíèÿ âåëè÷èíû ïàðàìåòðà B2 âïëîòü äî çíà÷åíèÿ 1,9

(ñì. äàííûå (3.68), (3.69)) ó íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.56), (3.57)

íå âîçíèêàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ ðåøåíèé, õîòÿ äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ (3.26) ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ýòîãî è íå çàïðåùàþò. Îäíà-

êî, òîãäà, êîãäà âåëè÷èíà ïàðàìåòðà B2 ïåðåâàëèâàåò ÷åðåç çíà÷åíèå

1,9, ó ñìåøàííîé çàäà÷è (3.56), (3.57) ñðàçó æå ïîÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåí-

öèàëüíî íàðàñòàþùåå ðåøåíèå (ñì. äàííûå (3.67)), ïðè÷¼ì íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (3.59) ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî�

ïðåæíåìó íàðóøåíî. Îòñþäà, êñòàòè, âûòåêàåò, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ

�óíêöèé ξ (t, z, ν), êàê �óíêöèÿ (3.65), (3.67), ñàìî ïî ñåáå îäíî-

çíà÷íî ãîâîðèò çà òî, ÷òî ïðåäïðèíÿòûå âûøå óñèëèÿ äëÿ ïîëíîãî

îáðàùåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè (3.26) òî÷íûõ

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (3.17)

ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùå-

íèÿì w′ (t, z, ν) è R′ (t, z, ν) (3.21) äîëæíû áûòü ïðîäîëæåíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíèå èëëþñòðàòèâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðè-

ìåðà (3.64)�(3.70) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) ñìå-

øàííîé çàäà÷è (3.17) è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ

äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.56), (3.57), (3.63), êîòîðûå ðàçâèâàþò-

ñÿ ñî âðåìåíåì ñîãëàñíî ñêîíñòðóèðîâàííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëü-

íîé íèæíåé îöåíêå (3.62), çàâåðøåíî.

ÑÂÎÄÊÀ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ �ËÀÂÛ III

Öåëü òðåòüåé ãëàâû íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ-

ñìîòðåíèè ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåò-

ðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé (1.20), (3.20) îäíîðîäíîé ïî ïëîò-
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íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ

è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â àçèìóòàëüíîì è ïîëîèäàëüíîì ìàãíèòíûõ

ïîëÿõ.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ýòîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå-

÷åíèé (1.20) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðîâîäèìîñòüþ è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â

ñëó÷àå, êîãäà àçèìóòàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëü-

íî çàâèñèò îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà

îáíàðóæåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (1.29) óñòîé÷èâîñòè

ïîäêëàññà (1.24) äàííûõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷-

íûõ æå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25), (1.26) ñïåöèàëüíîãî âèäà

(1.28). Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî åñëè óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (1.29) íå

âûïîëíÿåòñÿ, òî èññëåäóåìûå óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ (1.20) îêàçû-

âàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ê ýòèì âîçìóùåíèÿì. Ïîñòðîåíû àïðèîðíûå

äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè (1.39), (1.43) è (1.45) ðîñòà

ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25), (1.26),

(1.28), òàê ÷òî èíêðåìåíòû �èãóðèðóþùèõ â íàñòîÿùèõ îöåíêàõ ýêñ-

ïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.37), (1.41) è (1.44)

ïî ïàðàìåòðàì ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ

Ì�Ä òå÷åíèé (1.20) è íà÷àëüíûì äàííûì (1.26), (1.40) ðàññìàòðè-

âàåìûõ ìàëûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé òîé æå ñèììåòðèè. Îõà-

ðàêòåðèçîâàíû ñàìûå áûñòðî íàðàñòàþùèå ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå

äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ (1.25), (1.26), (1.28), (1.40) è âûâåäå-

íà òî÷íàÿ �îðìóëà (1.44) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè (1.46) èõ ðîñòà.
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Ñêîíñòðóèðîâàí ïðèìåð óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ

ñòðóéíûõ òå÷åíèé (1.47), (1.48) â àçèìóòàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðÿ-

ìî ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàäèóñó, è íà÷àëüíûõ ìàëûõ äëèííîâîëíîâûõ

âîçìóùåíèé (1.25), (1.26), (1.28), (1.49) òîãî æå òèïà ñèììåòðèè, ýâî-

ëþöèÿ êîòîðûõ íà ëèíåéíîì ýòàïå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñîãëàñèè ñ

ïîñòðîåííûìè îöåíêàìè (1.39) è (1.45). Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåò-

ðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé (1.20) îáùåãî âèäà ïîëó-

÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ñì. íà íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû ñîîòíî-

øåíèé (1.58)) ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñêîíñòðóè-

ðîâàíà àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà (1.53) íàðàñòà-

íèÿ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25),

(1.26), ïðè ýòîì èíêðåìåíò ïðèñóòñòâóþùåé â íåé ýêñïîíåíòû ñëó-

æèò ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî

îöåíêà (1.53) âñåãî ëèøü îäíèì òîëüêî ñâîèì ñóùåñòâîâàíèåì ïîçâî-

ëÿåò óòâåðæäàòü: íåðàâåíñòâî (1.29) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå è

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñåñèììåò-

ðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (1.25), (1.26), (1.28) êàê äëÿ

÷àñòíîãî êëàññà (1.24) óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (1.20), òàê è äëÿ èõ

æå, íî áîëåå øèðîêîãî ïîäêëàññà

d

dν

(

R0 − w0C0
)

≥ 0

Ïðèâåä¼í ïðèìåð ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóé-

íûõ òå÷åíèé (1.60) â ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå

àçèìóòàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå è íàëîæåííûõ íà äàííûå òå÷åíèÿ ìà-

ëûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.61) òîé æå ñèììåòðèè, èëëþñòðè-

ðóþùèé ïîñòðîåííóþ îöåíêó (1.53).
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Âî âòîðîì ïàðàãðà�å òðåòüåé ãëàâû íàñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé èçó-

÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à íåóñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåò-

ðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ Ì�Ä òå÷åíèé (1.20), (2.6) îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäè-

ìîñòüþ è ñâîáîäíîé ãðàíèöåé òîãäà, êîãäà àçèìóòàëüíîå ìàãíèòíîå

ïîëå ÿâëÿåòñÿ íåêîé �óíêöèåé ðàäèóñà. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà

íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (2.12) íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ òå÷åíèé îò-

íîñèòåëüíî ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ æå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé

(1.25), (1.59), (2.9). Â ñëó÷àå, åñëè äàííûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè èñ-

òèííû, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ñì. íà íåðàâåíñòâà â ñèñòåìå

ñîîòíîøåíèé (1.58)) ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñêîí-

ñòðóèðîâàíà àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà (1.53) ñíèçó, êîòî-

ðàÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî èññëåäóåìûå ìàëûå îñåñèììåòðè÷íûå äëèííî-

âîëíîâûå âîçìóùåíèÿ (1.25), (1.59), (2.9) èìåþò âîçìîæíîñòü ðàñòè

âî âðåìåíè, êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåíöèàëüíî, ïðè÷¼ì ñîäåðæàùèéñÿ â

ýòîé îöåíêå èíêðåìåíò ýêñïîíåíòû ñëóæèò ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëü-

íîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ïîñòðîåí èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé

ïðèìåð òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.20), (2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé

çàäà÷è (2.1) è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííî-

âîëíîâûõ âîçìóùåíèé (1.25), (1.59), (2.9), ðàçâèâàþùèõñÿ ñî âðåìå-

íåì ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëèíåéíîé ïðàêòè÷åñêîé (ñì.

íà íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (1.58)) è òåîðåòè÷åñêîé (2.12)

íåóñòîé÷èâîñòè ñîãëàñíî ñêîíñòðóèðîâàííîé îöåíêå (1.53).

Íàêîíåö, â òðåòüåì ïàðàãðà�å äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè-

íåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâè-
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ãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé (3.20), (3.23) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè

èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ è

ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïîëîèäàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñòðóÿ îáëàäàåò íåîãðàíè÷åííîé äëè-

íîé, ïî å¼ ïîâåðõíîñòè òå÷¼ò ïðîäîëüíûé ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé

òîê, à ðàçìåùàåòñÿ îíà âäîëü îñè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ áåñêî-

íå÷íîé æå ïðîâîäèìîñòüþ, òàê ÷òî ìåæäó å¼ ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è

âíóòðåííåé ñòîðîíîé îáîëî÷êè íàõîäèòñÿ âàêóóìíàÿ ïðîñëîéêà. Ïðÿ-

ìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà âûâåäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå (3.38) óñòîé÷èâîñòè äàííûõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì îñå-

ñèììåòðè÷íûì äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì (3.21) â �îðìå (3.35).

Êîãäà ýòî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íàðóøàåòñÿ, ïîñòðîåíû àïðèîðíûå

âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè (3.49), (3.50) íàðàñòàíèÿ

èññëåäóåìûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé (3.21), (3.35), (3.39)�(3.42), ïðè÷¼ì

èíêðåìåíòû �èãóðèðóþùèõ â íèõ ýêñïîíåíò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïàðà-

ìåòðàì ðàññìàòðèâàåìûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé è íà÷àëüíûì äàííûì

äëÿ âîçìóùåíèé. Ñêîíñòðóèðîâàí ïðèìåð óñòàíîâèâøåãîñÿ îñåñèììåò-

ðè÷íîãî ñäâèãîâîãî ñòðóéíîãî Ì�Ä òå÷åíèÿ (3.53), (1.48) è íàëàãàåìûõ

íà íåãî íà÷àëüíûõ ìàëûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.39)�(3.42),

(3.54) òîãî æå òèïà ñèììåòðèè, ÷üÿ ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàí-

ñòâå íà ëèíåéíîé ñòàäèè áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñîãëàñèè ñ ïîñòðîåííûìè

îöåíêàìè (3.49) è (3.50). Êðîìå òîãî, ïîñðåäñòâîì ïðÿìîãî æå ìåòî-

äà Ëÿïóíîâà îáíàðóæåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (3.26) óñòîé÷èâîñòè

ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé (3.20),

(3.23) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî
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ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è íåîãðàíè÷åííîé ïðîâîäèìîñòüþ â ïîëîè-

äàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ äëèííîâîëíîâûõ âîç-

ìóùåíèé (3.21) òîé æå ñèììåòðèè è îáùåãî âèäà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ÷àñòè÷íî îáðàùåíû (ñì. íåðàâåíñòâî (3.59)), ïî-

ëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ñì. íà íåðàâåíñòâà â ñèñòåìå ñîîòíîøå-

íèé (3.61)) ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñêîíñòðóèðîâàíà

àïðèîðíàÿ æå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà (3.62) ñíèçó ðîñòà èçó÷àåìûõ

ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.21), (3.56),

(3.57), (3.63), êîòîðîé ñâîéñòâåííà òà õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà, ÷òî ïðèñóò-

ñòâóþùèé â íåé èíêðåìåíò ýêñïîíåíòû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ ïî-

ëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ. Ïîñòðîåí èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé

ïðèìåð (3.64)�(3.70) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (3.20), (3.23) ñìå-

øàííîé çàäà÷è (3.17) è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ îñåñèììåòðè÷íûõ

äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (3.56), (3.57), (3.63), ðàçâèâàþùèõñÿ ñî

âðåìåíåì ñîãëàñíî ñêîíñòðóèðîâàííîé îöåíêå (3.62).
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�ëàâà IV. Ï�ßÌÎÉ ÌÅÒÎÄ ËßÏÓÍÎÂÀ Â Ï�ÈËÎÆÅÍÈÈ Ê

ËÈÍÅÉÍÛÌ ÇÀÄÀ×ÀÌ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÒÅ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ

ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â

ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÅ ÂÍÅØÍÈÕ ÌÀÑÑÎÂÛÕ ÑÈË

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùàåòñÿ èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ ïî óñòîé÷èâîñ-

òè è/ëèáî íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâè-

ãîâûõ è êàêèõ óãîäíî äîïóñòèìûõ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ

ìàññîâûõ ñèë.

Âòîðûì (èëè ïðÿìûì) ìåòîäîì Ëÿïóíîâà äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî ýòè

òå÷åíèÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïëîñêèì è

ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà êàê ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) äàííîé æèäêîñòè � íàïðîòèâ, àáñîëþòíî óñòîé-

÷èâû. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâè-

ãîâûõ òå÷åíèé ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè (�åëåÿ, Ôüîðòî�òà è Àðíîëüäà) äàííûõ òå÷åíèé îòíîñè-

òåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ÿâëÿþòñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûìè.

Âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷è-

âîñòè è ñòðîÿòñÿ àïðèîðíûå íèæíèå îöåíêè, êîòîðûå ñâèäåòåëüñòâóþò

î òîì, ÷òî èññëåäóåìûå ìàëûå âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàð-

íûõ òå÷åíèé ìîãóò íàðàñòàòü âî âðåìåíè íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåí-

öèàëüíî. Êîíñòðóèðóþòñÿ èëëþñòðàòèâíûå àíàëèòè÷åñêèå ïðèìåðû

óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ âîçìóùåíèé,
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ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì â ñîãëàñèè ñ ïîñòðîåííûìè îöåíêàìè.

Äåòàëüíàÿ ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ïîìåùåíà â å¼ êîíöå. Ìà-

òåðèàë äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàí â ðàáîòàõ [145�147℄.

�1. Ê ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ

ÏËÎÑÊÎ�ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè

óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé

ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ

íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷-

íûìè ïëàñòèíàìè, êîãäà âíåøíèå ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò [145℄.

Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äàííûå òå÷åíèÿ àáñîëþò-

íî íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì, à âîò

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) ýòîé æèäêîñòè � íàîáîðîò, àáñîëþò-

íî óñòîé÷èâû. Òåì ñàìûì äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñ-

òè [52, 54, 55, 203℄ ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå-

÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â

ïðîñëîéêå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè

ïàðàëëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ

ïëîñêèõ âîçìóùåíèé â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë ñëóæàò è äî-

ñòàòî÷íûìè, è íåîáõîäèìûìè. Âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàê-

òè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è êîíñòðóèðóåòñÿ àïðèîðíàÿ îöåí-

êà ñíèçó, êîòîðàÿ ãîâîðèò î âîçìîæíîì (êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåíöèàëü-

íîì) íàðàñòàíèè âî âðåìåíè èçó÷àåìûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé, åñëè äàí-
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íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íå äåéñòâóþò. Ñòðîèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé

àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãî-

âûõ òå÷åíèé è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé, ðàñ-

òóùèõ ñî âðåìåíåì ñîãëàñíî ñêîíñòðóèðîâàííîé îöåíêå.

ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Èññëåäóþòñÿ ïëîñêèå ýâî-

ëþöèîííûå òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè, êîòîðàÿ öåëèêîì çàïîëíÿåò ïðîñòðàíñòâî ìåæäó äâóìÿ ïî-

êîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè

ñòåíêàìè, ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë.

Ýòè òå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè íà÷àëüíî�

êðàåâîé çàäà÷è âèäà [4, 185℄

Du = − px, Dv = − py, ux + vy = 0 â τ (IV.1.1)

v = 0 íà ∂τ

u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y)

Çäåñü u (x, y, t), v (x, y, t) � êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè;

p (x, y, t) � ïîëå äàâëåíèÿ; D ≡ ∂/∂t + u∂/∂x + v∂/∂y � äè��å-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð; x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû; τ ≡ {(x, y) :

−∞ < x < +∞, 0 < y < H} � îáëàñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè;

∂τ ≡ {(x, y) : −∞ < x < +∞, y = 0, H} � ãðàíèöà îáëàñòè

òå÷åíèÿ; u0, v0 � íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ñêîðîñ-

òè æèäêîñòè; t � âðåìÿ; H � øèðèíà çàçîðà ìåæäó ñòåíêàìè. Èí-

äåêñàìè èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èñêîìûõ �óíêöèé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå

êîìïîíåíòû u0 è v0 ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè îáðàùàþò â òîæäåñòâî
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òðåòüå ñîîòíîøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1). Áîëåå òîãî, ïîëàãàåòñÿ,

÷òî íà÷àëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ v0 óäîâëåòâîðÿåò ÷åòâ¼ðòîìó ðàâåíñòâó

ýòîé æå çàäà÷è.

Íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1) èìååò �óíêöèîíàë êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè â �îðìå

E1 ≡
1

2

+∞
∫

−∞

H
∫

0

(

u2 + v2
)

dydx = const (IV.1.2)

òîãäà, êîãäà å¼ ðåøåíèÿ ëèáî ïåðèîäè÷íû, ëèáî ëîêàëèçîâàíû âäîëü

îñè àáñöèññ.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1.1) îáëàäàåò åù¼ îä-

íèì ñîõðàíÿþùèìñÿ íà å¼ ýâîëþöèîííûõ ðåøåíèÿõ èíòåãðàëîì äâè-

æåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè èç ïåðâûõ äâóõ ñîîòíîøåíèé äàííîé çàäà÷è

èñêëþ÷èòü ïîëå äàâëåíèÿ p, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

Dω = 0 (IV.1.3)

(ãäå ω(x, y, t) ≡ vx − uy � ïîëå çàâèõðåííîñòè), ïîçâîëÿþùåå óòâåð-

æäàòü, ÷òî �óíêöèîíàë

I ≡
+∞
∫

−∞

H
∫

0

Φ(ω)dydx (IV.1.4)

(çäåñü Φ(ω) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà) áóäåò îñòà-

âàòüñÿ íåèçìåííûì íà íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî�êðàåâîé

çàäà÷è (1.1), à ïîòîìó è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé æåëàåìûé èíòåãðàë

äâèæåíèÿ íàñòîÿùåé ñìåøàííîé çàäà÷è.

Íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1) èìååò òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøå-

íèÿ âèäà

u = U(y), v = 0, p ≡ const (IV.1.5)
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ãäå U � íåêàÿ �óíêöèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé y. Ýòè ðåøåíèÿ îòâå-

÷àþò óñòàíîâèâøèìñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîâûì òå÷åíèÿì îä-

íîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîéêå

ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëü-

íûìè ïëîñêîñòÿìè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë.

Öåëü äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü,

ìîãóò ëè ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (1.5) áûòü óñòîé÷èâûìè ïî îòíîøå-

íèþ ê ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Äëÿ äîñòèæå-

íèÿ óêàçàííîé öåëè âûïîëíÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.1) è ñîîòíîøåíèÿ (1.3) â îêðåñòíîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

(1.5), êîòîðàÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèéòè ê íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷å â

�îðìå

u′t + Uu′x + v′
dU

dy
= − p′x (IV.1.6)

v′t + Uv′x = − p′y, u
′
x + v′y = 0

ω′
t + Uω′

x − v′
d2U

dy2
= 0 â τ ; v′ = 0 íà ∂τ

u′(x, y, 0) = u′0(x, y), v
′(x, y, 0) = v′0(x, y)

Çäåñü u′(x, y, t), v′(x, y, t), p′(x, y, t) è ω′(x, y, t) � ìàëûå ïëîñêèå

âîçìóùåíèÿ ïîëåé ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è çàâèõðåííîñòè ñîîòâåòñòâåí-

íî; u′0, v
′
0 � íà÷àëüíûå êîìïîíåíòû âîçìóù¼ííîãî ïîëÿ ñêîðîñòè æèä-

êîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ v′0, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðåâðàùàåò

â òîæäåñòâî ïÿòîå ðàâåíñòâî ñìåøàííîé çàäà÷è (1.6), à ñ äðóãîé �

âìåñòå ñ �óíêöèåé u′0, óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåìó ñîîòíîøåíèþ ýòîé æå

çàäà÷è.
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Ëèíåéíûì àíàëîãîì �óíêöèîíàëà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ íà-

÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.6) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë âèäà

E ≡ 1

2

+∞
∫

−∞

H
∫

0

[

u′2 + v′2 + U

(

d2U

dy2

)−1

ω′2
]

dydx = const (IV.1.7)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δJ �óíêöèîíàëà J ≡

≡ E1+ I (1.2), (1.4) çàíóëÿåòñÿ íà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ (1.5) ëèøü

â òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè Φ è U ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì óðàâíåíèåì

d2Φ

dω2

∣

∣

∣

∣

ω=Ω

= U

(

d2U

dy2

)−1

ãäå Ω(y) ≡ − dU/dy � óñòàíîâèâøååñÿ ïîëå çàâèõðåííîñòè. Â òî æå

âðåìÿ âòîðàÿ âàðèàöèÿ δ2J èíòåãðàëà J , ïåðåïèñàííàÿ â ïîäõîäÿùèõ

îáîçíà÷åíèÿõ, ñîâïàäàåò ïî �îðìå ñ �óíêöèîíàëîì E (1.7).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (1.5) ñìåøàííîé

çàäà÷è (1.1) áóäóò óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùå-

íèé (1.6) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåçäå â îáëàñòè τ òå÷åíèÿ æèä-

êîñòè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [4, 55℄

U

(

d2U

dy2

)−1

≥ 0 (IV.1.8)

Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèì (â òîì ÷èñëå è íàðàñòàþùèì ïî âðåìåíè) ðå-

øåíèÿì íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.6) ïðèñóùå ñâîéñòâî: E = const.

Îäíàêî, ñîîòíîøåíèÿ (1.7), (1.8) ïîäòàëêèâàþò ê âûâîäó, ÷òî åñëè èí-

òåãðàë E = const ≥ 0, òî, ÿêîáû, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ìàëûå ïëîñêèå

âîçìóùåíèÿ u′, v′ è ω′
áóäóò, êàê �óíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t,

îãðàíè÷åííûìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, à çíà÷èò � íèêàêèõ ðàñòó-

ùèõ ñî âðåìåíåì ðåøåíèé ó ñìåøàííîé çàäà÷è (1.6) áûòü íå ìîæåò.
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Òåì íå ìåíåå, ïîñêîëüêó ëèíåéíûé àíàëîã E (1.7) �óíêöèîíàëà

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñëóæèò èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ äëÿ íà÷àëüíî�

êðàåâîé çàäà÷è (1.6), êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ðåçóëüòàò ëèíåàðèçàöèè îêîëî ñòàöèîíàðíûõ

ðåøåíèé (1.5) ñîîòíîøåíèÿ (1.3) � ñëåäñòâèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1),

è ìàëûå ïëîñêèå âîçìóùåíèÿ ω′
ïîëÿ çàâèõðåííîñòè, â ñîãëàñèè ñî

ñâîèì îïðåäåëåíèåì (1.3), (1.6), �óíêöèîíàëüíî çàâèñèìû îò ìàëûõ

ïëîñêèõ æå âîçìóùåíèé u′ è v′ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñ-

òè, ñðåäè ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.6) ìîæíî, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, íàéòè íàðàñòàþùèå âî âðåìåíè ðåøåíèÿ ñî ñâîéñòâîì E = const è

ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (1.8), ÷òî áóäåò íèæå íàãëÿäíî è äîêàçà-

òåëüíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ èëëþñòðàòèâíî-

ãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðèìåðà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.8)

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ

ðåøåíèé (1.5) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) ïî îòíîøåíèþ íå êî âñåì ìà-

ëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì, à ëèøü ê èõ ïîäêëàññó (1.6), êîòîðûé õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ òîé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé, ÷òî ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå â

ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (1.6) ñëóæèò, êàê áû, íå ñëåäñòâèåì ïåðâûõ òð¼õ

å¼ óðàâíåíèé, à ðàâíîïðàâíûì ñ íèìè ñîîòíîøåíèåì.

Êñòàòè, ÷òî êàñàåòñÿ ÷àñòíîãî êëàññà òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-

íèé (1.5) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.1) � ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïî-

êîÿ)

u = v ≡ 0, p ≡ const (IV.1.9)

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, òî îíè àá-

ñîëþòíî óñòîé÷èâû, ïðè÷¼ì îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ìàëûõ ïëîñêèõ âîç-
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ìóùåíèé, ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå ëèíåéíûé àíàëîã E (1.7) èíòåã-

ðàëà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

E =
1

2

+∞
∫

−∞

H
∫

0

(

u′2 + v′2
)

dydx ≥ 0

è ñîõðàíÿåòñÿ íà ýâîëþöèîííûõ ðåøåíèÿõ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.6) áåç

ïðèâëå÷åíèÿ å¼ ÷åòâ¼ðòîãî óðàâíåíèÿ.

ÀÏ�ÈÎ�ÍÀß ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÎÖÅÍÊÀ ÑÍÈÇÓ �ÎÑ-

ÒÀ ÌÀËÛÕ ÏËÎÑÊÈÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ. Äàëåå ïðÿìûì ìåòîäîì

Ëÿïóíîâà [16, 22℄ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷è-

âîñòè (1.8) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) íà÷àëüíî�êðàåâîé çà-

äà÷è (1.1) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì âûäåëåííîãî

âûøå ïîäêëàññà (1.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêæå è íåîáõîäèìîå. Êðî-

ìå òîãî, áóäóò âûâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé

íåóñòîé÷èâîñòè è ñêîíñòðóèðîâàíà àïðèîðíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà, ñâèäå-

òåëüñòâóþùàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, î òîì, ÷òî èçó÷àåìûå ìàëûå ïëîñêèå

âîçìóùåíèÿ ìîãóò íàðàñòàòü ïî âðåìåíè íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåí-

öèàëüíî, òîãäà, êîãäà èëè ïîñëåäíèå íå ïðèíàäëåæàò ÷àñòíîìó êëàññó

(1.6), èëè íåðàâåíñòâî (1.8) íàðóøàåòñÿ ãäå�ëèáî â ïðåäåëàõ îáëàñòè

òå÷åíèÿ τ , òàê ÷òî òàì ñòàíîâèòñÿ âåðíûì ñîîòíîøåíèå

U

(

d2U

dy2

)−1

< 0 (IV.1.10)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íåóñòîé÷èâîñòü íåêîòîðîãî

ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (1.5) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) îòíîñèòåëüíî ìà-

ëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé, íóæíî ñóìåòü âûäåëèòü èç íèõ âñåãî òîëüêî

îäíî, íî çàòî, êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ðàñòóùåå ñî âðå-

ìåíåì âîçìóùåíèå.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ïîèñê òðåáóåìîãî âîç-

ìóùåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äàëüøå â ïîäêëàññå íåñòàöèîíàðíûõ ïëîñêèõ

òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ð-

äûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè îòñóòñòâèè

âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë, îáëàäàþùåì òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî äëÿ íåãî

ìàëûå ïëîñêèå âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòêëîíåíèÿìè òðàåêòîðèé äâè-

æåíèÿ æèäêèõ ÷àñòèö îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé òîêà óñòàíîâèâøèõ-

ñÿ òå÷åíèé (1.5). Íàèáîëåå ïðîñòî äàííûå âîçìóùåíèÿ ìîæíî îïèñàòü

ïîñðåäñòâîì ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ(x, y, t) = (ξ1, ξ2) (I.13)

[24℄, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ξ1t = u′ − Uξ1x + ξ2
dU

dy
, ξ2t = v′ − Uξ2x (IV.1.11)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.11) íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (1.6) ìî-

æåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà â âèäå

ξ1tt + 2Uξ1tx + U 2ξ1xx = −p′x (IV.1.12)

ξ1x + ξ2y = 0, ξ2tt + 2Uξ2tx + U 2ξ2xx = −p′y

ω′ = ξ2
d2U

dy2
â τ ; ξ2 = 0 íà ∂τ

ξ1(x, y, 0) = ξ10(x, y), ξ1t(x, y, 0) = (ξ1t)0 (x, y)

ξ2(x, y, 0) = ξ20(x, y), ξ2t(x, y, 0) = (ξ2t)0 (x, y)

(çäåñü ξ10 è ξ20 � íà÷àëüíûå êîìïîíåíòû ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùå-

íèé ξ, à (ξ1t)0 è (ξ2t)0 � íà÷àëüíûå ñîñòàâëÿþùèå åãî ÷àñòíîé ïðîèç-

âîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè ξ10 è

ξ20 îáðàùàþò â òîæäåñòâî âòîðîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé
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(1.12). Êðîìå òîãî, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ ξ20 óäîâëåòâîðÿåò ïÿòî-

ìó ðàâåíñòâó òîé æå ñèñòåìû. Íàêîíåö, âàæíî, ÷òî ïîñëå ââåäåíèÿ

ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ (1.11) óäà¼òñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ÷åò-

â¼ðòîå óðàâíåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.6), ñëóæàùåå ëèíåàðèçîâàííûì

â îêðåñòíîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) ñîîòíîøåíèåì (1.3)

� ñëåäñòâèåì íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.1), è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñ-

êóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ω′
ïîëÿ çà-

âèõðåííîñòè ÷åðåç êîìïîíåíò ξ2 ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé è ñîñòàâ-

ëÿþùóþ U óñòàíîâèâøåãîñÿ ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè (ñì. ÷åòâ¼ðòîå

ðàâåíñòâî ñèñòåìû ñâÿçåé (1.12)). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìàëûå ïëîñ-

êèå âîçìóùåíèÿ (1.11), (1.12) íå îõâàòûâàþòñÿ ÷àñòíûì êëàññîì (1.6),

òàê êàê äëÿ íèõ ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé (1.6) ïå-

ðåñòà¼ò áûòü ýâîëþöèîííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì è ïðå-

âðàùàåòñÿ â êâàçèñòàöèîíàðíîå àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ñ íåÿâíî

�èãóðèðóþùåé â í¼ì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t.

Ïðÿìûìè ðàñ÷¼òàìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèîíàë E (1.7) â

êà÷åñòâå ëèíåéíîãî àíàëîãà èíòåãðàëà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñìåøàí-

íîé çàäà÷è (1.11), (1.12) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ ê âèäó

E ≡ T + T1 = const (IV.1.13)

T ≡ 1

2

+∞
∫

−∞

H
∫

0

[

(ξ1t + Uξ1x)
2 + (ξ2t + Uξ2x)

2
]

dydx ≥ 0

T1 ≡ −
+∞
∫

−∞

H
∫

0

(

ξ2ξ1t
dU

dy

)

dydx

Ñòîèò ñïåöèàëüíî îòìåòèòü òîò �àêò, ÷òî �óíêöèîíàë E â �îðìå

(1.13) ðàçðåøàåò ñîñòàâëÿþùèì ξ1, ξ2 ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ
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íàðàñòàòü âî âðåìåíè, ïðè ýòîì âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âûïîëíåíî

èëè íåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè (1.8). Çíà÷èò, òî÷-

íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (1.5) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.1), ñóäÿ

ïî âñåìó, àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìó-

ùåíèé (1.11), (1.12), òî åñòü íåçàâèñèìî îò òîãî, èñòèííî äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå (1.8) ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ëèáî íåò. Ê ñëîâó, ïîäêëàññ (1.9)

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) áóäåò àáñîëþòíî óñòîé÷èâ è ïî îòíîøå-

íèþ ê ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì (1.11), (1.12), ïîòîìó ÷òî èíòåãðàë

E (1.13) ïðåäñòà¼ò äëÿ íåãî â âèäå

E =
1

2

+∞
∫

−∞

H
∫

0

(

ξ21t + ξ22t
)

dydx = const ≥ 0

Â èíòåðåñàõ íèæåñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ óäîáíî âîâëå÷ü â èññëåäî-

âàíèå âñïîìîãàòåëüíûé íåîòðèöàòåëüíûé �óíêöèîíàë [141℄

M ≡
+∞
∫

−∞

H
∫

0

(

ξ21 + ξ22
)

dydx (IV.1.14)

Äâóêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëàM ïî åãî àðãóìåíòó t è

îñóùåñòâëåíèå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé âîçíèêàþùåãî â èòîãå �óíêöèî-

íàëà ñ ïðèìåíåíèåì ñîîòíîøåíèé (1.11)�(1.13) ïîçâîëÿþò âûéòè íà

òàê íàçûâàåìîå âèðèàëüíîå ðàâåíñòâî [24, 141℄ â �îðìå

d2M

dt2
= 4T

Óìíîæàÿ òåïåðü äàííîå ðàâåíñòâî íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ âåëè-

÷èíó λ, åù¼ ðàç ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (1.13) äëÿ èíòåãðàëà E, óäà¼òñÿ

ïîëó÷èòü âàæíîå óðàâíåíèå

dEλ

dt
= 2λEλ − 4λTλ − 2λT1 (IV.1.15)
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ãäå

Eλ ≡ Tλ +Πλ

2Tλ ≡ 2T − λ
dM

dt
+ λ2M =

+∞
∫

−∞

H
∫

0

[

(ξ1t + Uξ1x − λξ1)
2 + (ξ2t + Uξ2x−

−λξ2)
2
]

dydx ≥ 0, 2Πλ ≡ 2T1 + λ2M

Åñëè ïîñòîÿííóþ λ ïîä÷èíèòü îãðàíè÷åíèþ λ > 0, òî, êàê íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, èç ñîîòíîøåíèÿ (1.15) ìîæåò áûòü èçâëå÷åíî îðèãèíàëüíîå

äè��åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

d2M

dt2
− 2λ

dM

dt
+ 2λ2M ≥ 0 (IV.1.16)

Îêàçûâàåòñÿ, ýòî íåðàâåíñòâî, ïîäîáíî äè��åðåíöèàëüíîìó íåðà-

âåíñòâó (III.1.52), òîæå ìîæíî äîïîëíèòü óñëîâèÿìè [194℄

M
(πn

2λ

)

> 0 (IV.1.17)

dM

dt

(πn

2λ

)

≥ 2λM
(πn

2λ

)

; n = 0, 1, 2, ...

M
(πn

2λ

)

≡M(0) exp
(πn

2

)

,
dM

dt

(πn

2λ

)

≡ dM

dt
(0) exp

(πn

2

)

ñîãëàñíî êîòîðûì èç íåãî ñ íåîáõîäèìîñòüþ áóäåò âûòåêàòü èñêîìàÿ

àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó

M(t) ≥ C exp(λt) (IV.1.18)

(çäåñü C � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (1.17) è íåðàâåíñòâî (1.18) ãîâîðÿò î òîì,

÷òî ñðåäè ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé (1.11), (1.12) ñ íà÷àëüíûìè äàí-

íûìè â �îðìå

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2λM(0) (IV.1.19)
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òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) ìîãóò

áûòü è ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì, ïðè÷¼ì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåí-

öèàëüíî. Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå òóò èìååò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî

äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèõ âî âðåìåíè ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìó-

ùåíèé (1.11), (1.12), (1.19) ñ÷¼òíûé íàáîð óñëîâèé (1.17) óäîâëåòâî-

ðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.

Íàðÿäó ñ ýòèì ñîîòíîøåíèå (1.18) ñâèäåòåëüñòâóåò òàêæå è î òîì,

÷òî ðîëü �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà èãðàåò â äàííîì ñëó÷àå èìåííî èí-

òåãðàë M (1.14) è íè÷òî èíîå.

Íàêîíåö, íåðàâåíñòâà èç ñ÷¼òíîãî íàáîðà óñëîâèé (1.17) êàê ðàç

è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé æåëàåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé

ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè [14, 15℄.

Â ðåçóëüòàòå, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî óñëîâèå Àðíîëüäà (1.8) [55℄

óñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) íà÷àëüíî�êðàåâîé

çàäà÷è (1.1), îòâå÷àþùèõ óñòàíîâèâøèìñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûì

ñäâèãîâûì òå÷åíèÿì îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ð-

äûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ

ñèë, îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ÷àñòíîãî êëàññà (1.6) íà

ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì, è íåîáõîäèìûì. Äåéñòâèòåëüíî,

ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (1.18) íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ñâåäåíèé î òî÷íûõ

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ (1.5) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1), îíî áóäåò íî-

ñèòü �îðìàëüíûé õàðàêòåð, åñëè âñþäó â îáëàñòè τ òå÷åíèÿ æèäêîñòè

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.8), à ÷åòâ¼ðòîå âûðàæåíèå èç íà÷àëüíî�

êðàåâîé çàäà÷è (1.6) ñëóæèò ýâîëþöèîííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-
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íåíèåì, òàê êàê òîãäà, â ñîãëàñèè ñî ñâÿçüþ (1.7), ó ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.6) íå áóäåò ðåøåíèé, êîòîðûå ðîñëè áû ñî âðåìåíåì, ïî êðàéíåé

ìåðå, ýêñïîíåíöèàëüíî. Â ñëó÷àÿõ æå, êîãäà èëè íåðàâåíñòâî (1.8) íà-

ðóøåíî ãäå�ëèáî âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ τ , òàê ÷òî òàì âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå (1.10), èëè ìàëûå ïëîñêèå âîçìóùåíèÿ íå âõîäÿò â ïîä-

êëàññ (1.6), íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è (1.6) è (1.11), (1.12) ìîãóò îáëà-

äàòü ðåøåíèÿìè, íàðàñòàþùèìè âî âðåìåíè â ñòðîãîì ñîîòâåòñòâèè ñ

àïðèîðíîé íèæíåé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé (1.18).

Äàëåå, ïîñêîëüêó óñëîâèå Àðíîëüäà (1.8) [4, 55℄ îáîáùàåò äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðîå îáíàðóæåíî Ôüîðòî�òîì

[4, 54, 185, 203℄, à âìåñòå ýòè óñëîâèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, îòêðûòîå �åëååì [4, 52, 185℄, íåðà-

âåíñòâî (1.18) óæå ñàìèì �àêòîì ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèâîäèò ê

àâòîìàòè÷åñêîìó îáðàùåíèþ è îáîèõ ïîñëåäíèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷å-

íèé (1.5) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

â ïðîñëîéêå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè

ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè îòñóòñòâèè âíåø-

íèõ ìàññîâûõ ñèë ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì â

âèäå íîðìàëüíûõ âîëí, êîòîðûå îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèì äîáàâî÷-

íûì òðåáîâàíèÿì ê äè��åðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó óðàâíåíèÿ �åëåÿ

[4, 21, 52, 54, 185, 203�206℄.

Áîëåå òîãî, â êà÷åñòâå åù¼ îäíîé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòû íàéäåííîãî

ðîñòà ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé (1.11), (1.12), (1.19) íåëüçÿ íå îò-

ìåòèòü òîò ïðîèçâîë, ÷òî îñòàëñÿ çà ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé λ â
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ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.18). Îí, êñòà-

òè, äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëàãàòü, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.11), (1.12), (1.19), íàðàñòàþùåå ñîãëàñíî îöåíêå ñíèçó (1.18), ìîæåò

áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê àíàëîã ïðèìåðà íåêîððåêòíîñòè ïî Àäà-

ìàðó [197℄.

Äàëüøå ñòðîèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð òî÷íûõ

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.1) è íàëî-

æåííûõ íà íèõ ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé (1.11), (1.12), (1.19), êîòî-

ðûå ðàçâèâàþòñÿ ñî âðåìåíåì â ñîãëàñèè ñî ñêîíñòðóèðîâàííîé

àïðèîðíîé íèæíåé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé (1.18) âíå çàâèñèìîñòè

îò òîãî, âåðíû ëèáî íåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè

�åëåÿ [52℄, Ôüîðòî�òà [54, 203℄ èëè Àðíîëüäà [55℄.

Ï�ÈÌÅ�. Èññëåäóþòñÿ ýâîëþöèîííûå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.11), (1.12) â âèäå

ξ1 (x, y, t) ≡ h1(y) exp (αt+ iβx) (IV.1.20)

ξ2 (x, y, t) ≡ h2(y) exp (αt+ iβx) , p′ (x, y, t) ≡ h3(y) exp (αt+ iβx)

(çäåñü h1, h2 è h3 � íåêèå �óíêöèè ñâîåãî àðãóìåíòà; i � ìíèìàÿ

åäèíèöà; α ≡ α1 + iα2 � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ, à β, α1 è α2 �

íåêèå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû).

Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (1.20) â ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷-

íîå óñëîâèå ñèñòåìû (1.12) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî �óíê-

öèè ξ1, ξ2 è p′ â �îðìå (1.20) íà ñàìîì äåëå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷å (1.11), (1.12), åñëè, â ñâîþ î÷åðåäü, �óíêöèè

h1, h2 è h3 áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
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äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(α + iβU)2 h1 = − iβh3 (IV.1.21)

(α+ iβU)2 h2 = − dh3
dy

, iβh1 +
dh2
dy

= 0

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

h2 = 0 ïðè y = 0, H (IV.1.22)

Ïóò¼ì èñêëþ÷åíèÿ èç ñèñòåìû (1.21) �óíêöèé h1 è h3 ìîæíî ïî-

ëó÷èòü îäíî îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè h2 � óðàâíåíèå

�åëåÿ [4, 21, 52, 185℄:

d2h2
dy2

+
2iβ

α + iβU

dU

dy

dh2
dy

− β2h2 = 0 (IV.1.23)

Çàìåíà èñêîìîé �óíêöèè

h(y) ≡ (α+ iβU)h2

ïîìîãàåò çàïèñàòü êðàåâóþ çàäà÷ó (1.22), (1.23) â ñëåäóþùåì îêîí÷à-

òåëüíîì âèäå:

d2h

dy2
− β

[

i

α+ iβU

d2U

dy2
+ β

]

h = 0 (IV.1.24)

h = 0 ïðè y = 0, H

Ïðåæäå, ÷åì äâèãàòüñÿ äàëåå â ïîñòðîåíèè àíîíñèðîâàííîãî âû-

øå àíàëèòè÷åñêîãî ïðèìåðà, öåëåñîîáðàçíî âñïîìíèòü î äîñòàòî÷-

íûõ óñëîâèÿõ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, óñòàíîâëåííûõ �åëååì è Ôüîð-

òî�òîì ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé â ïðîöåññå ðàññìîòðåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è (1.24) [52, 54, 203℄.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ �åëåÿ è Ôüîðòî�òà, îáûêíîâåííîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.24) âòîðîãî ïîðÿäêà äîëæíî óìíîæèòü íà
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êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííóþ �óíêöèþ h∗, à ïîòîì îòäåëèòü â í¼ì äðóã

îò äðóãà ìíèìóþ è âåùåñòâåííóþ ÷àñòè:

α1β

α2
1 + (α2 + βU)2

d2U

dy2
|h|2 =

= Im

(

d

dy

[

h∗
dh

dy

])

(IV.1.25)

∣

∣

∣

∣

dh

dy

∣

∣

∣

∣

2

+ β2 |h|2 + β (α2 + βU)

α2
1 + (α2 + βU)2

d2U

dy2
|h|2 = Re

(

d

dy

[

h∗
dh

dy

])

Èíòåãðèðîâàíèå ñîîòíîøåíèé (1.25) ïî ïîëíîìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ

ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè

ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè è ïðèíÿòèå âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé (1.24) ïðèâîäÿò ê òàêèì ðàâåíñòâàì, êàê

α1β

H
∫

0

|h|2

α2
1 + (α2 + βU)2

d2U

dy2
dy = 0 (IV.1.26)

β

H
∫

0

α2 + βU

α2
1 + (α2 + βU)2

d2U

dy2
|h|2 dy = −

H
∫

0

(

∣

∣

∣

∣

dh

dy

∣

∣

∣

∣

2

+ β2 |h|2
)

dy

èç êîòîðûõ âûòåêàåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèå ðåøåíèÿ (1.20)

(α1 > 0) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.11), (1.12) ìîãóò ïðåâðàòèòü èõ â òîæ-

äåñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d2U/dy2 ìåíÿåò çíàê â ïðåäåëàõ

îáëàñòè τ òå÷åíèÿ æèäêîñòè, è, ïðè ýòîì, õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïî-

ñëåäíåé èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

U
d2U

dy2
< 0 (IV.1.27)

Ó÷èòûâàÿ äàííûå îáñòîÿòåëüñòâà, �åëåé ñ�îðìóëèðîâàë òåîðåìó î

òîì, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�

ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé
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íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðî-

íèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïëàñòèíàìè â îò-

ñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìó-

ùåíèé â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû ïðî�èëü

ñêîðîñòè U(y) (1.5) íå ñîäåðæàë òî÷åê ïåðåãèáà [52℄, à Ôüîðòî�ò �

î òîì, ÷òî, ïîìèìî íåèçìåííîñòè çíàêà âåëè÷èíû d2U/dy2, ïîäîáíûì

óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñëóæèò åù¼ è íàëè÷èå ïîñòîÿííîé K, îáåñïå-

÷èâàþùåé èñòèííîñòü ñîîòíîøåíèÿ [54, 203℄

(U −K)
d2U

dy2
≥ 0

ïîâñþäó âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ τ .

Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå äëÿ îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê ïðîèçâîäíîé

d2U/dy2 è íåðàâåíñòâà (1.27) íàïðàøèâàåòñÿ ñîâåðøåííî èíàÿ òðàê-

òîâêà, ÷åì òà, êîòîðîé èõ ñîïðîâîäèëè �åëåé è Ôüîðòî�ò, è âîò ïî÷å-

ìó.

Åñëè ñîïîñòàâèòü äðóã ñ äðóãîì ñîîòíîøåíèÿ (1.25) è (1.26), òî ìîæ-

íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðâûì, â îòëè÷èå îò âòîðûõ, äëÿ âûïîëíåíèÿ íà

ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèõ ðåøåíèÿõ (1.20) íà÷àëüíî�êðàåâîé çà-

äà÷è (1.11), (1.12) íå íóæíî ñóùåñòâîâàíèÿ êàêèõ áû òî íè áûëî äî-

ïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé ê ïðî�èëþ ñêîðîñòè U(y). Ýòî ãîâîðèò î

òîì, ÷òî â õîäå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1.25) ïî âñåìó ïîïåðå÷-

íîìó ñå÷åíèþ ïðîñëîéêè ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìû-

ìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè òåðÿåòñÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé çà ñ÷¼ò çàíóëåíèÿ ÷àñòè ñëàãàåìûõ

äàííûõ óðàâíåíèé ñîãëàñíî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.24). Ñëåäîâàòåëü-

íî, òðåáîâàíèå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíîé d2U/dy2 ñâîåãî çíàêà â ïðåäåëàõ
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îáëàñòè τ òå÷åíèÿ æèäêîñòè è íåðàâåíñòâî (1.27) � ýòî óñëîâèÿ, íåîá-

õîäèìûå ñîîòíîøåíèÿì (1.26) äëÿ îáðàùåíèÿ â òîæäåñòâà íà ýêñïîíåí-

öèàëüíî ðàñòóùèõ ðåøåíèÿõ (1.20) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.11), (1.12), íî

íèêîèì îáðàçîì íå óðàâíåíèÿì (1.25). Íàïðîòèâ, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîã-

äà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �åëåÿ è Ôüîðòî�òà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè

òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.1)

ñïðàâåäëèâû, ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1.11), (1.12) âñ¼ ðàâíî ìîæåò îáëà-

äàòü ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèìè ðåøåíèÿìè (1.20), ïîòîìó ÷òî

ïîñëåäíèå âûïàäàþò èç ñ�åðû äåéñòâèÿ òåîðåì �åëåÿ è Ôüîðòî�òà îá

óñòîé÷èâîñòè [52, 54, 203℄.

Èòàê, òåïåðü, ïîñëå âûÿñíåíèÿ çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ �åëåÿ è Ôüîð-

òî�òà, ìîæíî âíîâü âåðíóòüñÿ ê êîíñòðóèðîâàíèþ èëëþñòðàòèâíîãî

àíàëèòè÷åñêîãî ïðèìåðà óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâè-

ãîâûõ òå÷åíèé (1.5) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìû-

ìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ñòåíêàìè ïðè îòñóòñòâèè

âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë è íàëîæåííûõ íà äàííûå òå÷åíèÿ ìàëûõ ïëîñ-

êèõ âîçìóùåíèé (1.11), (1.12), (1.19), êîòîðûå ðàçâèâàþòñÿ âî âðåìåíè

â ñîãëàñèè ñ ïîñòðîåííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé ñíèçó

(1.18) âíå ñâÿçè ñ òåì, âåðíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷è-

âîñòè �åëåÿ, Ôüîðòî�òà ëèáî Àðíîëüäà èëè íåò.

Äàëüøå èçó÷àåòñÿ ÷àñòíûé êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (1.5) íà-

÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1.1) â �îðìå

u = U(y) ≡ a− b exp(cy), v = 0, p ≡ const (IV.1.28)

ãäå a, b è c � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.
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Ïîñðåäñòâîì çàìåí íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

η ≡ − iβb exp(cy)

è èñêîìîé �óíêöèè

w(η) ≡ hη− k, k ≡ ±β
c

à òàêæå ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (1.28) îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëü-

íîìó óðàâíåíèþ (1.24) ìîæåò áûòü ïðèäàí âèä

η(η + α + iβa)
d2w

dη2
+ (2k + 1)(η + α+ iβa)

dw

dη
− w = 0 (IV.1.29)

Åñëè â ñîîòíîøåíèè (1.29) âûïîëíèòü åù¼ îäíó çàìåíó íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé

z ≡ − η

α + iβa

òî íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî îíî ïðåäñòàíåò â �îðìå ãèïåðãåîìåòðè÷åñ-

êîãî óðàâíåíèÿ �àóññà [200℄

z(z − 1)
d2w

dz2
+ (2k + 1)(z − 1)

dw

dz
− w = 0 (IV.1.30)

ñ îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè α0, β0 è γ0, îïèñûâàåìûìè ñîîòíîøå-

íèÿìè

α0 + β0 + 1 = γ0 (IV.1.31)

α0β0 = − 1, α0 = ±β
c
∓

√

(

β

c

)2

+ 1

β0 = ±β
c
±

√

(

β

c

)2

+ 1, γ0 = 1± 2β

c

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.30), (1.31) èìååò âèä

w(z) = C1w1(z) + C2w2(z) (IV.1.32)
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w1(z) ≡ F (α0, β0, γ0; z)

w2(z) ≡ z1−γ0F (α0 − γ0 + 1, β0 − γ0 + 1, 2− γ0; z)

ïðè óñëîâèè, ÷òî γ0 � íåöåëîå ÷èñëî (çäåñü C1, C2 � íåêèå ïîñòîÿííûå;

F (α0, β0, γ0; z) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �àóññà, êîòîðàÿ äëÿ

|z| < 1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà �àóññà

F (α0, β0, γ0; z) ≡ 1 +
∞
∑

m=1

(α0)m (β0)m
(γ0)m

zm

m!

(α0)m ≡ α0 (α0 + 1) ... (α0 +m− 1) , γ0 6= 0, − 1, − 2, ...

à ïðè |z| ≥ 1 � â êà÷åñòâå åãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ [207℄).

Åñëè γ0 = 0, − 1, − 2, ..., òî ÷àñòíîå ðåøåíèå w1(z) ñîîòíîøåíèÿ

(1.30), (1.31) âûðîæäàåòñÿ, òàê ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå w(z) (1.32) ïðè-

íèìàåò �îðìó

w(z) = w2(z)

[

C3 + C4

∫

exp
(

−
∫

2k+1
z
dz
)

w2
2(z)

dz

]

ãäå C3 è C4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Åñëè æå γ0 = 1,

2, 3, ..., òî, íàîáîðîò, âûðîæäàåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå w2(z) óðàâíåíèÿ

(1.30), (1.31), ïîýòîìó åãî îáùåå ðåøåíèå w(z) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî

�îðìóëå

w(z) = w1(z)

[

C5 + C6

∫

exp
(

−
∫

2k+1
z
dz
)

w2
1(z)

dz

]

(çäåñü C5, C6 � íåêèå ïîñòîÿííûå).

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ îáùåãî ðåøåíèÿ w(z)

(1.32) ñîîòíîøåíèÿ (1.30), (1.31) ìîæåò áûòü îùóòèìî óïðîùåíî, ïî-

ñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
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α0, β0 è γ0 �óíêöèÿ F (α0, β0, γ0; z) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû ßêî-

áè è ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè [200, 207℄. Òàê, ïðè

k ≡ ±β
c
=

1

2

(

1

m
−m

)

; m = 2, 3, 4, ...

α0 = −m, β0 =
1

m
, γ0 = 1−m+

1

m

÷àñòíûå ðåøåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �àóññà (1.30), (1.31)

áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñëåäóþùèå �óíêöèè:

w1(z) =
m
∑

l=0

(−m)l (β0)l
(γ0)l

zl

l!
(IV.1.33)

w1(z) =
m!

(γ0)m
P (γ0−1,− 1)
m (1− 2z)

w1(z) =
m!zm

(γ0)m
P
(−m− 1

m
,− 1)

m

(

1− 2

z

)

w1(z) =
m! (1− z)m

(γ0)m
P
(γ0−1,−m− 1

m)
m

(

1 + z

1− z

)

ãäå (β0)0 ≡ 1, P
(γ0−1,− 1)
m (1− 2z) � ïîëèíîì ßêîáè. Êðîìå òîãî, êîãäà

± β

c
=

3

4
; α0 = − 1

2
, β0 = 2, γ0 =

5

2

òîãäà ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñîîòíîøåíèÿ (1.30), (1.31) áóäåò �óíêöèÿ

âèäà

w1(z) =
3

16z

[

(1 + 3z) (1− z)
Arth

√
z√

z
− 1 + 3z

]

Äëÿ ïîëíîãî äîñòèæåíèÿ öåëåé íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåòü ïåðâîå èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé (1.33) ïðè óñëîâèè, ÷òîm = 3.

Â ýòîì ñëó÷àå åãî ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

w1(z) = 1 +
3z

5
+

6z2

5
− 14z3

5
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è îíî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (1.30), (1.31) âèäà

z(z − 1)
d2w

dz2
− 5

3
(z − 1)

dw

dz
− w = 0 (IV.1.34)

Îáùèì æå ðåøåíèåì ñîîòíîøåíèÿ (1.34) áóäåò ÿâëÿòüñÿ òàêàÿ �óíê-

öèÿ, êàê

w(z) =

(

1 +
3z

5
+

6z2

5
− 14z3

5

)

(

C7 +
25C8

1458

[

3z2/3
(

5 + 5z − 28z2
)

14z3 − 6z2 − 3z − 5
−

− 2
√
3 arctg

(

1 + 2z1/3√
3

)

+ ln

(

1 + z1/3 + z2/3
[

z1/3 − 1
]2

)])

(çäåñü C7 è C8 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû).

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.22) áóäóò âûïîëíåíû, åñëè

w (z0) = w (zH) ≡ 0; z0 ≡
iβb

α1 + i (α2 + βa)
, zH ≡ iβb exp (cH)

α1 + i (α2 + βa)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òîãäà äîëæíî áûòü èñòèííî äèñïåðñèîííîå ñî-

îòíîøåíèå â �îðìå

(

14z3H − 6z2H − 3zH − 5
)

[

3z
2/3
0

(

28z20 − 5z0 − 5
)

+
(

14z30 − 6z20 − 3z0−

− 5)






2
√
3 arctg

[

1 + 2z
1/3
0√

3

]

− ln







1 + z
1/3
0 + z

2/3
0

(

z
1/3
0 − 1

)2


















=
(

14z30 −

− 6z20 − 3z0 − 5
)

[

3z
2/3
H

(

28z2H − 5zH − 5
)

+
(

14z3H − 6z2H − 3zH − 5
)

×

×
(

2
√
3 arctg

[

1 + 2z
1/3
H√

3

]

−

− ln







1 + z
1/3
H + z

2/3
H

(

z
1/3
H − 1

)2


















(IV.1.35)
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Ê ñîæàëåíèþ, äàííîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå íå ïîçâîëÿåò îá-

íàðóæèòü ñâîè êîðíè â ÷èñëîâîì âûðàæåíèè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäà-

ìè, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ãðà�è÷åñêè èçó÷àòü âîïðîñ î òîì, îáëàäàåò

ëè îíî êîðíÿìè è, åñëè äà, åñòü ëè ñðåäè íèõ îòâå÷àþùèå ýêñïîíåí-

öèàëüíî ðàñòóùèì ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì (1.11), (1.12), (1.19)

â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí (1.20).

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ãðà�è÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äèñïåð-

ñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.35) íà íàëè÷èå êîðíåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèì ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì (1.11),

(1.12), (1.19) â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí (1.20), äëÿ òð¼õ õàðàêòåðíûõ

íàáîðîâ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, H è β âèäà

1) a = 30, b = 1, c = 3, H = 1, β = − 4

α1 ≈ 0, 015, α2 ≈ 120 (IV.1.36)

2) a = 2, b = 1, c = 3, H = 1, β = − 4

α1 ≈ 0, 015, α2 ≈ 8 (IV.1.37)

3) a = − 1, b = 1, c = 3, H = 1, β = − 4

α1 ≈ 0, 015, α2 ≈ − 4 (IV.1.38)

Àíàëèçèðóÿ äàííûå (1.36)�(1.38), ñëåäóåò, ïðåæäå âñåãî, îòìåòèòü

òîò �àêò, ÷òî ïðî�èëè ñêîðîñòè U(y) (1.28), (1.36)�(1.38) óñòàíîâèâ-

øèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (1.5) îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ïî-

êîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè â

îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë íå èìåþò òî÷åê ïåðåãèáà. Òåì ñà-
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ìûì òåîðåìà �åëåÿ [52℄ îá óñòîé÷èâîñòè ñïðàâåäëèâà äëÿ ýòèõ òå÷åíèé

âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ.

×òî êàñàåòñÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé Àðíîëüäà [55℄ è Ôüîðòî�òà [54,

203℄ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâà (1.8) è

U
d2U

dy2
≥ 0

íàðóøåíû äëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè U(y) (1.28) ñ ïàðàìåòðàìè a, b è c

(1.36) âåçäå âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ τ , äëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè U(y)

(1.28) ñ ïàðàìåòðàìè a, b è c (1.37) � â ÷àñòè îáëàñòè τ òå÷åíèÿ æèä-

êîñòè, îäíàêî äëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè U(y) (1.28) ñ ïàðàìåòðàìè a, b è c

(1.38) äàííûå íåðàâåíñòâà, íàïðîòèâ, âåðíû âñþäó â ïðåäåëàõ îáëàñòè

òå÷åíèÿ τ . Ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, äëÿ ïðî�èëåé ñêîðîñòè U(y) (1.28),

(1.36)�(1.38) âñåãäà ìîãóò áûòü ïîäîáðàíû ïîñòîÿííûå K è K1 òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

(U −K)
d2U

dy2
≥ 0, (U −K1)

(

d2U

dy2

)− 1

≥ 0

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì Àðíîëüäà [55℄ è Ôüîðòî�òà [54, 203℄

îá óñòîé÷èâîñòè, óñòàíîâèâøèåñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûå ñäâèãîâûå òå-

÷åíèÿ (1.5), (1.28), (1.36)�(1.38) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîéêå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íå-

ïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïëàñòèíàìè

ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë òîæå äîëæíû áûòü óñòîé÷èâû-

ìè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì (1.11), (1.12), (1.19)

â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí (1.20).

Òåì íå ìåíåå, äàííûå (1.36)�(1.38) óáåäèòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóþò â

ïîëüçó òîãî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà èñòèííîñòü äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëè-

íåéíîé óñòîé÷èâîñòè �åëåÿ, Ôüîðòî�òà è Àðíîëüäà, óñòàíîâèâøèåñÿ

217



ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûå ñäâèãîâûå òå÷åíèÿ (1.5), (1.28), (1.36)�(1.38) îä-

íîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñòðàí-

ñòâå ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàë-

ëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàñ-

ñîâûõ ñèë âñ¼�òàêè íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìó-

ùåíèé (1.11), (1.12), (1.19)�(1.24), (1.34)�(1.38).

Â ñàìîì äåëå, ãðà�è÷åñêè íàéäåíî, ÷òî êàæäîìó èç ñòàöèîíàðíûõ

ïðî�èëåé ñêîðîñòè U(y) (1.28), (1.36)�(1.38) îòâå÷àåò, ïî êðàéíåé ìå-

ðå, îäíî ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå ìàëîå ïëîñêîå âîçìóùåíèå (1.11),

(1.12), (1.19) â âèäå íîðìàëüíîé âîëíû (1.20)�(1.24), (1.34)�(1.38).

Åñòåñòâåííî, äëÿ ýòèõ âîçìóùåíèé âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî (1.13)

(ïðè÷¼ì â í¼ì E = 0), óðàâíåíèå (1.15), íåðàâåíñòâî (1.16) è ñîîòíî-

øåíèÿ (1.17).

Îòñþäà êàê ðàç è âûòåêàåò, ÷òî ìàëûå ïëîñêèå âîçìóùåíèÿ (1.11),

(1.12), (1.19) â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí (1.20)�(1.24), (1.34)�(1.38) äåé-

ñòâèòåëüíî íå ïîïàäàþò â ñ�åðó ïðèìåíèìîñòè òåîðåì �åëåÿ, Ôüîð-

òî�òà è Àðíîëüäà îá óñòîé÷èâîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè óñëîâèÿ �å-

ëåÿ, Ôüîðòî�òà è Àðíîëüäà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ

ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (1.5), (1.28), (1.36)�(1.38) è

ñïðàâåäëèâû äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé (1.11), (1.12),

(1.20)�(1.24), òî óæ íèêàê íå äëÿ âîçìóùåíèé (1.11), (1.12), (1.20)�

(1.24), (1.34)�(1.38), ÷òî íàãëÿäíî è ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìûé è äîñòà-

òî÷íûé õàðàêòåð äàííûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðà�à ïîñëåäíåé ãëàâû êóðñà

ëåêöèé íå ïðîòèâîðå÷àò èçâåñòíûì óòâåðæäåíèÿì �åëåÿ, Ôüîðòî�òà
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è Àðíîëüäà [52, 54, 55, 203℄ îá óñòîé÷èâîñòè, à óòî÷íÿþò è äîïîëíÿþò

îáëàñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

Â èòîãå, êîíñòðóèðîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ïðèìåðà òî÷íûõ ñòàöèî-

íàðíûõ ðåøåíèé (1.5) ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) è íàëîæåííûõ íà íèõ

ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé (1.11), (1.12), (1.19), ýâîëþöèîíèðóþùèõ

ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëü-

íîé îöåíêîé ñíèçó (1.18) âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè �åëåÿ, Ôüîðòî�òà ëèáî Àðíîëüäà èëè

íåò, çàâåðøåíî.

�2. Ê ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß Ò��ÕÌÅ�ÍÛÕ

ÒÅ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â äàííîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷è-

âîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ öåëèêîì çàïîëíÿåò

íåêèé îáú¼ì ñ íåïîäâèæíûìè òâ¼ðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè,

ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë [146, 147℄. Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿ-

ïóíîâà äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî ýòè òå÷åíèÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû ïî

îòíîøåíèþ ê ìàëûì òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì, òîãäà êàê ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) äàííîé æèäêîñòè � íàîáîðîò, àáñîëþòíî óñòîé-

÷èâû. Êðîìå òîãî, âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëè-

íåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è êîíñòðóèðóþòñÿ àïðèîðíûå íèæíèå îöåíêè,

ãîâîðÿùèå î òîì, ÷òî èçó÷àåìûå âîçìóùåíèÿ, âîçìîæíî, íàðàñòàþò

ïî âðåìåíè íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî. Íàêîíåö, ñòðîèòñÿ èë-

ëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîñòðàíñòâåí-
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íûõ òå÷åíèé è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé,

êîòîðûå ðàñòóò âî âðåìåíè â ñîãëàñèè ñ îäíîé èç ñêîíñòðóèðîâàííûõ

îöåíîê ñíèçó.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÒÎ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Èññëåäóþòñÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íûå òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè, öåëèêîì íàïîëíÿþùåé ñîñóä τ ñ íåïîäâèæíîé òâ¼ðäîé íåïðîíè-

öàåìîé ãðàíèöåé ∂τ , â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë. Ýòè òå÷åíèÿ

îïèñûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è

âèäà [56, 67℄

∂u

∂t
+ (u∇)u = −∇p (IV.2.1)

divu = 0 â τ ; un = 0 íà ∂τ

u (x, 0) = u0 (x)

ãäå u (x, t) = (u1, u2, u3) � ïîëå ñêîðîñòè, p (x, t) � ïîëå äàâëåíèÿ,

x = (x1, x2, x3) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, n = (n1, n2, n3) � íîð-

ìàëü ê ïîâåðõíîñòè ∂τ , t � âðåìÿ, u0 = (u01, u02, u03) � íà÷àëüíîå

ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ u0 îáðàùàåò

â òîæäåñòâà âòîðîå è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1).

Íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1) îáëàäàåò èíòåãðàëîì êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè â �îðìå

E ≡ 1

2

∫

τ

ujujdτ = 
onst (IV.2.2)

Çäåñü dτ ≡ dx1dx2dx3; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåêòîðíûì è òåíçîðíûì èí-

äåêñàì èç ñòðî÷íûõ ëàòèíñêèõ áóêâ ïîâñþäó â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò åäèíèöû äî òð¼õ.

Åñëè ïîäåéñòâîâàòü äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì rot íà ïåðâîå

óðàâíåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1), òî íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå,
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êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ðàçâèòèå ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ω (x, t) = (ω1,

ω2, ω3) ≡ rotu:

∂ω

∂t
= rot(u× ω) (IV.2.3)

Äàëåå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1) è óðàâíåíèå

(2.3) èìåþò òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

u = U (x) = (U1, U2, U3) , p = P (x) (IV.2.4)

ω = Ω (x) = (Ω1, Ω2, Ω3)

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

(U∇)U = −∇P, divU = 0, rot (U ×Ω) = 0 (IV.2.5)

âíóòðè îáú¼ìà τ è óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ

Un = 0 (IV.2.6)

íà åãî ãðàíèöå ∂τ . Äàííûå ðåøåíèÿ êàê ðàç è îòâå÷àþò òåì óñòàíîâèâ-

øèìñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì òå÷åíèÿì îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿç-

êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, óñòîé÷èâîñòü êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ìà-

ëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé è áóäåò íèæå ðàññìàòðèâàòüñÿ.

Èòàê, öåëü äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî-

êàçàòü àáñîëþòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

(2.4)�(2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïðîñòðàí-

ñòâåííûì âîçìóùåíèÿì.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. Äëÿ äîñòèæå-

íèÿ ýòîé öåëè ïðîèçâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è

(2.1) è óðàâíåíèÿ (2.3) îêîëî òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.4)�

(2.6), ïðèâîäÿùàÿ ê ñìåøàííîé çàäà÷å âèäà

∂u′

∂t
+ (u′∇)U + (U∇)u′ = −∇p′ (IV.2.7)
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divu′ = 0,
∂ω′

∂t
= rot (u′ ×Ω+U × ω′) â τ

u′n = 0 íà ∂τ ; u′ (x, 0) = u′
0 (x)

ãäå u′ (x, t) = (u′1, u
′
2, u

′
3), p

′ (x, t) è ω′ (x, t) = (ω′
1, ω

′
2, ω

′
3) � ìàëûå

òð¼õìåðíûå âîçìóùåíèÿ ïîëåé ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è çàâèõðåííîñòè

ñîîòâåòñòâåííî; u′
0 = (u′01, u

′
02, u

′
03) � íà÷àëüíîå ìàëîå âîçìóùåíèå

ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè, êîòîðîå ïðåâðàùàåò â òîæäåñòâà âòîðîå è

÷åòâ¼ðòîå ñîîòíîøåíèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.7).

Ê ñîæàëåíèþ, àíàëîã èíòåãðàëà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñìåøàí-

íîé çàäà÷è (2.7) âñ¼ åù¼ íå îáíàðóæåí.

Òåì íå ìåíåå, äàííûé àíàëîã ìîæåò áûòü ïîñòðîåí, åñëè ðåøåíèÿ

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.7) äîïîëíèòåëüíî ïîä÷èíèòü ñïåöèàëüíî-

ìó òðåáîâàíèþ � óñëîâèþ ¾ðàâíîçàâèõðåííîñòè¿ [56, 67℄. Ýòî òðåáîâà-

íèå ñëóæèò, ïî ñóòè, èíòåãðàëüíîé �îðìîé óñëîâèÿ ¾âìîðîæåííîñòè¿

âèõðåâûõ ëèíèé â ïîëå âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé æèäêèõ ÷àñòèö è

âûðàæàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà öèðêóëÿöèé ñêîðîñòè ïî êîíòóðàì, ïî-

ëó÷àþùèìñÿ äðóã èç äðóãà ïðè ñîõðàíÿþùåì îáú¼ì ãëàäêîì îòîáðà-

æåíèè ñîñóäà τ íà ñåáÿ.

Äîñòóïíåå âñåãî ¾ðàâíîçàâèõðåííûå¿ ìàëûå âîçìóùåíèÿ (2.7) ìîæ-

íî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ (x, t) = (ξ1, ξ2,

ξ3) (I.13) [24℄:
∂ξ

∂t
= u′ + rot (U × ξ) (IV.2.8)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå (2.8), ñìåøàííóþ çàäà÷ó (2.7) íå-

ñëîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü â âèäå

∂2ξj
∂t2

+ 2Uk
∂2ξj
∂xk∂t

+ Uk
∂

∂xk

(

Um
∂ξj
∂xm

)

=
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= − ∂p′

∂xj
− ξk

∂2P

∂xk∂xj
,
∂ξj
∂xj

= 0 (IV.2.9)

ω′
j = Ωk

∂ξj
∂xk

− ξk
∂Ωj

∂xk
â τ ; ξjnj = 0 íà ∂τ

ξ (x, 0) = ξ0 (x) ,
∂ξ

∂t
(x, 0) =

(

∂ξ

∂t

)

0

(x)

Çäåñü ξ0 = (ξ01, ξ02, ξ03) � íà÷àëüíîå ïîëå ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé,

à (∂ξ/∂t)0 � íà÷àëüíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëÿ

ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ïî âðåìåíè. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ �óíêöèé ξ0

è (∂ξ/∂t)0 âûïîëíÿþòñÿ âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå ñîîòíîøåíèÿ èç

ñèñòåìû (2.9).

Àíàëîã èíòåãðàëà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çà-

äà÷è (2.8), (2.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèîíàë

E1 ≡
1

2

∫

τ

(

u′ju
′
j + ω′

jejkmUkξm
)

dτ = 
onst (IV.2.10)

ãäå ejkm � êîâàðèàíòíûé ïñåâäîòåíçîð òðåòüåãî ïîðÿäêà âåñà −1

[208℄. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë

E1 ñîâïàäàåò ïî �îðìå ñî âòîðîé âàðèàöèåé δ
2E �óíêöèîíàëà E (2.2),

êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

(2.4)�(2.6) ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ ¾ðàâíîçàâèõðåííîñòè¿ è çàïèñûâàåò-

ñÿ â ïîäõîäÿùèõ îáîçíà÷åíèÿõ [56, 67℄.

Ó÷èòûâàÿ âèä èíòåãðàëà E1 (2.10), íåñëîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ñðåäè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.4)�(2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è

(2.1) è óðàâíåíèÿ (2.3) óñòîé÷èâûìè (è óñòîé÷èâûìè àáñîëþòíî!) îò-

íîñèòåëüíî ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9) áóäóò

ëèøü ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) èññëåäóå-

223



ìîé æèäêîñòè, à èìåííî

u = U(x) ≡ 0, p = P (x) ≡ 
onst, ω = Ω(x) ≡ 0

Äåéñòâèòåëüíî, òîëüêî â äàííîì ñëó÷àå �óíêöèîíàë E1 ñòàíîâèòñÿ

íåîòðèöàòåëüíûì

E1 =
1

2

∫

τ

u′ju
′
jdτ = 
onst ≥ 0

÷òî è ïîäòâåðæäàåò âûøåñêàçàííîå.

Âî âñåõ æå îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàë E1 (2.10) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

¾ðàâíîçàâèõðåííûõ¿ ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9) íå

ÿâëÿåòñÿ íè çíàêîîïðåäåë¼ííûì, íè çíàêîïîñòîÿííûì, à ïîòîìó òî÷-

íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (2.4)�(2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1),

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óñòàíîâèâøèìñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì òå÷åíèÿì

ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè, è ìîãóò îêàçàòüñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷è-

âûìè ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì âîçìóùåíèÿì.

Íàïðèìåð, äëÿ ñîñòîÿíèé êâàçèòâ¼ðäîãî âðàùåíèÿ îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

u = U (x) ≡ Ω1 × x, p = P (x), ω = Ω(x) = 2Ω1 ≡ 
onst (IV.2.11)

(çäåñü P (x) � èçâåñòíàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà)

�óíêöèîíàëó E1 ïðèñóùå âàæíîå ñâîéñòâî

∫

τ

u′ju
′
jdτ = 
onst ≥ 0,

∫

τ

ω′
jejkmUkξmdτ = 
onst (IV.2.12)

Íà ïåðâûé âçãëÿä, íåîòðèöàòåëüíîñòü îäíîãî èç èíòåãðàëîâ (2.12)

äîëæíà âðîäå áû îáåñïå÷èâàòü àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé
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êâàçèòâ¼ðäîãî âðàùåíèÿ (2.11) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîç-

ìóùåíèé (2.8), (2.9). Îäíàêî, äàííîå íàáëþäåíèå îøèáî÷íî, ïîñêîëü-

êó ó äðóãîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.12) íåò êîíêðåòíîãî

çíàêà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ëèøàåò è �óíêöèîíàë E1 êàê çíàêîîïðå-

äåë¼ííîñòè, òàê è çíàêîïîñòîÿíñòâà.

Íèæå èíòåãðàë E1 (2.10) áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ â �îðìå [133℄

E1 ≡ T + T1 + Π = const (IV.2.13)

ãäå

T ≡ 1

2

∫

τ

[

∂ξ

∂t
+ (U∇) ξ

]2

dτ ≥ 0

T1 ≡ −
∫

τ

∂ξj
∂t
ξk
∂Uj

∂xk
dτ, Π ≡ − 1

2

∫

τ

ξjξk
∂2P

∂xj∂xk
dτ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË ËßÏÓÍÎÂÀ. Â èíòåðåñàõ ïîñëåäóþùåãî èçó÷å-

íèÿ óäîáíî ââåñòè â èññëåäîâàíèå âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë âèäà

M ≡
∫

τ

ξjξjdτ ≥ 0 (IV.2.14)

Íàñòîÿùèé �óíêöèîíàë ñëóæèò îáú¼ìíûì èíòåãðàëîì ïî ñîñóäó τ

îò êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ξ2j ìåæäó æèäêèìè ÷àñòèöàìè âîçìóù¼ííîãî

(2.8), (2.9) è óñòàíîâèâøåãîñÿ (2.4)�(2.6) òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåøå-

íèé ëèíåàðèçîâàííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (2.7).

Åñëè äâàæäû ïðîäè��åðåíöèðîâàòü �óíêöèîíàëM (2.14) ïî íåçà-

âèñèìîé ïåðåìåííîé t è âûïîëíèòü ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èâøåãî-

ñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâÿçåé (2.8), (2.9) è (2.13),

òî íåòðóäíî ïðèéòè ê âèðèàëüíîìó ðàâåíñòâó [24℄ â �îðìå [133℄

M ′′ = 4(T + Π) (IV.2.15)
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(âåçäå äàëåå âî âòîðîì ïàðàãðà�å ÷åòâ¼ðòîé ãëàâû êóðñà ëåêöèé øòðè-

õîì îáîçíà÷àåòñÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè).

Çäåñü óìåñòíî ÷óòü áîëåå ïîäðîáíî îñòàíîâèòüñÿ íà îòäåëüíûõ èòî-

ãàõ íåîäíîêðàòíî óæå óïîìèíàâøåéñÿ âûøå ðàáîòû [133℄.

Àâòîðàìè ýòîé ðàáîòû äëÿ ïîäêëàññà òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-

íèé (2.4)�(2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1), õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ñî-

îòíîøåíèåì

ξjξk
∂ 2P

∂xj∂xk
≤ −µξ2m (IV.2.16)

ãäå µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

(2.15) ñêîíñòðóèðîâàíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ñíèçó

M(t) ≥M(0)e− t
√
2µ +

[

M ′(0) +M(0)
√

2µ
] sh t

√
2µ√

2µ

Äàííàÿ îöåíêà ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîì (êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåí-

öèàëüíîì) íàðàñòàíèè ñî âðåìåíåì ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé

(2.8), (2.9) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.4)�(2.6), (2.16) ñìåøàí-

íîé çàäà÷è (2.1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì âèäà

M(0) ≥ 0, M ′(0) > −M(0)
√

2µ

à çíà÷èò � îá àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ òå÷åíèé (2.4)�(2.6), (2.16) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëü-

íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî îòíîøåíèþ ê òàêèì âîçìóùåíèÿì.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ÷àñòíîãî êëàññà òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

(2.4)�(2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1), îïèñûâàåìîãî íåðàâåíñòâîì

ξjξk
∂ 2P

∂xj∂xk
≤ 0 (IV.2.17)

àâòîðû ñòàòüè [133℄ ñóìåëè ïîñòðîèòü òîëüêî àïðèîðíóþ íèæíþþ

îöåíêó, êîòîðàÿ ãîâîðèò âñåãî ëèøü î òîì, ÷òî ìàëûå òð¼õìåðíûå âîç-
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ìóùåíèÿ (2.8), (2.9) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.4)�(2.6), (2.17)

ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1) ìîãóò ðàñòè âî âðåìåíè íå ìåäëåííåå, ÷åì ëè-

íåéíî. Ïî ñïðàâåäëèâîìó ïðèçíàíèþ ñàìèõ àâòîðîâ ðàáîòû [133℄, ýòî

íàðàñòàíèå ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9) íèêîèì

îáðàçîì íåëüçÿ âîñïðèíèìàòü êàê ðåàëüíóþ íåóñòîé÷èâîñòü óñòàíî-

âèâøèõñÿ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé (2.4)�(2.6), (2.17) îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

×òî æå êàñàåòñÿ îñòàâøèõñÿ òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.4)�

(2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1), òî îíè â ñòàòüå [133℄ íå ðàññìàò-

ðèâàëèñü âîâñå.

Èòàê, ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [133℄, öåëü äàëüíåéøåãî èçó÷å-

íèÿ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû ñêîíñòðóèðîâàòü àïðèîðíûå ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ñíèçó, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î âîçìîæíîì ðîñòå

ñî âðåìåíåì ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9), äëÿ òåõ

èç òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.4)�(2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1),

êîòîðûå íå âõîäÿò â ïîäêëàññ (2.16).

Ïðåñëåäóÿ äàííóþ öåëü, âèðèàëüíîå ðàâåíñòâî (2.15) óìíîæàåòñÿ

íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ λ, ïîñëå ÷åãî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

âûðàæåíèå (2.13) äëÿ �óíêöèîíàëà E1, óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

E ′
λ = 2λ (Eλ − 2Tλ − T1 − 2Π) (IV.2.18)

Çäåñü

Eλ ≡ Πλ + Tλ, 2Πλ ≡ 2 (Π + T1) + λ2M

2Tλ ≡ 2T − λM ′ + λ2M =

∫

τ

[

∂ξ

∂t
+ (U∇) ξ − λξ

]2

dτ ≥ 0

Ïóñòü λ > 0, à òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (2.4)�(2.6) íà÷àëüíî�
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êðàåâîé çàäà÷è (2.1) îòâå÷àþò óñëîâèþ (2.17). Òîãäà, â ÷¼ì íåñëîæíî

óäîñòîâåðèòüñÿ, èç óðàâíåíèÿ (2.18) ìîæíî èçâëå÷ü êëþ÷åâîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî [141, 146℄ â �îðìå

M ′′ − 2λM ′ + 2λ2M ≥ 0 (IV.2.19)

Èìåííî,

E ′
λ = 2λ (Eλ − 2Tλ − T1 − 2Π) = 2λ (Πλ − Tλ − T1 − 2Π)

(

Π + T1 + λ2M + T − λ

2
M ′
)′

= λ3M − 2λ (Tλ +Π) ≤ λ3M

λ2M ′ − λ

2
M ′′ ≤ λ3M

M ′′ − 2λM ′ + 2λ2M ≥ 0

÷òî è íàäî áûëî äîêàçàòü.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ñíàáæåíî óñëî-

âèÿìè [145, 194℄, ïðè íàëè÷èè êîòîðûõ èç íåãî ñ íåîáõîäèìîñòüþ áóäåò

âûòåêàòü àïðèîðíàÿ, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïî âðåìåíè, íèæíÿÿ îöåíêà

âèäà

M(t) ≥ Ceλt (IV.2.20)

ãäå C � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2.19) ìîæíî �îðìàëüíî ïðîèíòåãðè-

ðîâàòü íà ïîëóèíòåðâàëàõ tn ≤ t < π/2λ+ tn (tn ≡ 2πn/λ; n = 0, 1, 2,

...), äëÿ ÷åãî íóæíî îñóùåñòâèòü íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàìåí

èñêîìîãî �óíêöèîíàëà M . Êîíêðåòíî,

à) M1(t) ≡ e−λtM(t) : M ′′
1 + λ2M1 ≥ 0

á)M2(t) ≡
M1(t)

cosλt
: [M ′

2 cosλt]
′ − λM ′

2 sinλt ≥ 0
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â) M3(t) ≡M ′
2 cos

2 λt : M ′
3 ≥ 0

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ïðîâåäåíèå îáðàòíûõ çàìåí

ïîçâîëÿþò ïðèéòè ê ñîîòíîøåíèþ

M(t) ≥ [C1n cosλt + C2n sinλt] e
λt (IV.2.21)

(çäåñü C1n è C2n � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå).

Ó÷èòûâàÿ íåñòðîãîñòü íåðàâåíñòâà (2.21), ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû

C1n è C2n íåòðóäíî ñâÿçàòü ñî çíà÷åíèÿìè �óíêöèîíàëà M (2.14) è

åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé M ′
â ìîìåíòû âðåìåíè tn (n = 0, 1, 2, ...). Â

èòîãå, ñîîòíîøåíèå (2.21) îêîí÷àòåëüíî ìîæåò áûòü âûïèñàíî â âèäå

M(t) ≥ f(t) (IV.2.22)

f(t) ≡
[

M (tn) cosλt+

[

M ′ (tn)

λ
−M (tn)

]

sinλt

]

×

× eλ(t−tn)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîñíîâàòü ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâà

(2.19) íà ïðîìåæóòêàõ tn ≤ t < π/2λ+ tn (n = 0, 1, 2, ...), ïðèâåäøóþ

â ðåçóëüòàòå ê îöåíêå ñíèçó (2.22), òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ

ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè f ïî å¼ àðãóìåíòó t:

f ′ = [M ′ (tn) cosλt+ [M ′ (tn)− 2λM (tn)] sinλt] e
λ(t−tn) (IV.2.23)

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.22) è (2.23), òî ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî �óíêöèÿ f(t) áóäåò ïîëîæèòåëüíîé è ñòðîãî âîç-

ðàñòàþùåé íà ïîëóèíòåðâàëàõ tn ≤ t < π/2λ+ tn (n = 0, 1, 2, ...) [195℄

â ñëó÷àå, êîãäà èñòèííû íåðàâåíñòâà

M (tn) > 0, M ′ (tn) ≥ 2λM (tn) (IV.2.24)
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Äàííûå íåðàâåíñòâà êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè ãàðàíòèÿìè

ïðàâîìåðíîñòè ïðåäñòàâëåííîé âûøå ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ñî-

îòíîøåíèÿ (2.19).

Ïîñêîëüêó ïðîìåæóòêè tn ≤ t < π/2λ+ tn (n = 0, 1, 2, ...) âçàèìíî

íå ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà M è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

M ′
íà ëåâûõ êîíöàõ ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ìîãóò çàäàâàòüñÿ êàêèìè óãîä-

íî. Â ÷àñòíîñòè, èõ ìîæíî âçÿòü â �îðìå

M (tn) ≡ M(0)eλtn, M ′ (tn) ≡M ′(0)eλtn

Òîãäà íåðàâåíñòâà (2.24) áóäóò âûïîëíåíû, åñëè

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2λM(0)

Ôóíêöèÿ æå f(t), â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàíåò â âèäå

f(t) =

[

M(0) cosλt+

[

M ′(0)

λ
−M(0)

]

sinλt

]

eλt

Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîã-

äà ñîîòíîøåíèå (2.19) íàäî áóäåò èíòåãðèðîâàòü íà îñòàëüíûõ âðå-

ìåííûõ ïîëóèíòåðâàëàõ. Ó÷èòûâàÿ äàííûé �àêò, íèæå èòîãè èíòåã-

ðèðîâàíèÿ íåðàâåíñòâà (2.19) íà ïðîìåæóòêàõ tkn ≤ t < π/2λ + tkn

(tkn ≡ πk/2λ+2πn/λ; k = 1, 2, 3; n = 0, 1, 2, ...) ïðèâîäÿòñÿ â �îðìå

êðàòêèõ èëëþñòðèðóþùèõ âûêëàäîê, áåç ïîäðîáíûõ êîììåíòàðèåâ:

1)M1(t) ≡ e−λtM(t) : M ′′
1 + λ2M1 ≥ 0

2)M2(t) ≡
M1(t)

cosλt
: [M ′

2 cosλt]
′ − λM ′

2 sinλt ≥ 0

3)M3(t) ≡ M ′
2 cos

2 λt : M ′
3 ≤ 0 (k = 1, 2); M ′

3 ≥ 0 (k = 3)

4)M(t) ≥ [C3n cosλt+ C4n sinλt] e
λt; C3n, C4n � const
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5)M(t) ≥ fk(t)

à) f1(t) ≡
[

M (t1n) sinλt−
[

M ′ (t1n)

λ
−M (t1n)

]

cosλt

]

eλ(t−t1n)

f ′
1 = [M ′ (t1n) sinλt− [M ′ (t1n)− 2λM (t1n)] cosλt] e

λ(t−t1n)

á) f2(t) ≡ −
[

M (t2n) cosλt+

[

M ′ (t2n)

λ
−M (t2n)

]

sinλt

]

eλ(t−t2n)

f ′
2 = − [M ′ (t2n) cosλt+ [M ′ (t2n)− 2λM (t2n)] sinλt] e

λ(t−t2n)

â) f3(t) ≡
[

−M (t3n) sinλt+

[

M ′ (t3n)

λ
−M (t3n)

]

cosλt

]

eλ(t−t3n)

f ′
3 = [−M ′ (t3n) sinλt+ [M ′ (t3n)− 2λM (t3n)] cosλt] e

λ(t−t3n)

6)M (tkn) > 0, M ′ (tkn) ≥ 2λM (tkn)

7)M (tkn) ≡ M(0)eλtkn, M ′ (tkn) ≡M ′(0)eλtkn

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2λM(0)

f1(t) =

[

M(0) sinλt−
[

M ′(0)

λ
−M(0)

]

cosλt

]

eλt

f2(t) = −
[

M(0) cosλt +

[

M ′(0)

λ
−M(0)

]

sinλt

]

eλt

f3(t) =

[

−M(0) sinλt +

[

M ′(0)

λ
−M(0)

]

cosλt

]

eλt

Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü �èíàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé f(t),

fk(t) (k = 1, 2, 3), òî íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ãðà�èêàìè ýòèõ �óíê-

öèé íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïîëóèíòåðâàëàõ âðåìåíè áóäóò ñëóæèòü

êðèâûå, êîòîðûå ëåæàò ïîïåð¼ê ïîëóïîëîñû, îáðàçîâàííîé äâóìÿ íà-

ðàñòàþùèìè ýêñïîíåíòàìè, ïðè÷¼ì ëåâûå êîíöû íàñòîÿùèõ êðèâûõ

îïèðàþòñÿ ñâåðõó íà íèæíþþ ãðàíèöó äàííîé ïîëóïîëîñû

g(t) ≡M(0)eλt
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à ïðàâûå ïðèìûêàþò ê å¼ âåðõíåé ãðàíèöå

g1(t) ≡
[

M ′(0)

λ
−M(0)

]

eλt

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò òîëüêî òà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé

M ′(0) = 2λM(0)

Òîãäà èññëåäóåìàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïîëóïîëîñà âûðîæäàåòñÿ â ëè-

íèþ, îòâå÷àþùóþ ñâîåé íèæíåé ãðàíèöå g(t), òàê ÷òî âñå êîíöû êðè-

âûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðà�èêàìè �óíêöèé f(t), fk(t) (k = 1, 2, 3)

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âðåìåííûõ ïðîìåæóòêàõ, áóäóò íàõîäèòüñÿ

èìåííî íà ýòîé ëèíèè, à íå ãäå�òî åù¼.

Îñóùåñòâë¼ííûé àíàëèç ñâîéñòâ ãðà�èêîâ �óíêöèé f(t), fk(t)

(k = 1, 2, 3) äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèéòè ê ñîâåðøåííî îïðåäåë¼ííîìó

çàêëþ÷åíèþ î òîì, ÷òî �óíêöèîíàëM (2.14) íå ìîæåò ðàñòè ñî âðåìå-

íåì ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî. Òåì ñàìûì ïðîäåìîíñòðèðîâàíî,

÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé â �îðìå

M (τn) > 0, M ′ (τn) ≥ 2λM (τn) (IV.2.25)

M (τn) ≡M(0)eλτn, M ′ (τn) ≡M ′(0)eλτn

M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2λM(0)

(çäåñü τn ≡ πn/2λ; n = 0, 1, 2, ...) èç ñîîòíîøåíèÿ (2.19) äåéñòâèòåëüíî

âûòåêàåò èñêîìàÿ àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó (2.20).

Ïóñòü, ïî�ïðåæíåìó, λ > 0, íî òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (2.4)�

(2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1) ïðèíàäëåæàò òåïåðü ÷àñòíîìó êëàññó âè-

äà

ξjξk
∂ 2P

∂xj∂xk
> 0 (IV.2.26)
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Â äàííîì ñëó÷àå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åííîñòü îáú¼ìà τ

ñ ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòüþ è íåïðåðûâíîñòü êàê ñàìîé �óíêöèè

P (x), òàê è å¼ ïðîèçâîäíûõ âïëîòü äî òðåáóåìîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-

òåëüíî, ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξjξk
∂ 2P

∂xj∂xk
≤ αξ2m

ãäå α � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òîãäà, â ÷¼ì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, èç âèðèàëüíîãî ðàâåíñòâà (2.15)

è óðàâíåíèÿ (2.18) áóäåò âûòåêàòü ñîîòíîøåíèå [146℄, ïîõîæåå íà êëþ-

÷åâîå äè��åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî (2.19), òî åñòü

M ′′ − 2λM ′ + 2
(

λ2 + α
)

M ≥ 0 (IV.2.27)

ßñíî, ÷òî ïðèñóòñòâèå â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.27) ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíû α âíåñ¼ò íåêîòîðûå êîððåêòèâû â ïðîöåäóðó åãî èíòåãðèðî-

âàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðîé èíòåãðèðîâàíèÿ íåðà-

âåíñòâà (2.19). Îäíàêî, ÷òî âàæíî, ýòè êîððåêòèðîâêè áóäóò î÷åíü è

î÷åíü íåçíà÷èòåëüíûìè (ñì. âòîðîé ïàðàãðà� âòîðîé æå ãëàâû íà-

ñòîÿùåãî êóðñà ëåêöèé).

Ó÷èòûâàÿ äàííîå ñîîáðàæåíèå, ðàçóìíî ïîëíîñòüþ îïóñòèòü îïè-

ñàíèå ïðîöåññà èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.27), ñ�îðìóëèðîâàâ

ëèøü åãî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ

M (τ1n) > 0 (IV.2.28)

M ′ (τ1n) ≥ 2
(

λ+
α

λ

)

M (τ1n) ; M (τ1n) ≡M(0)eλτ1n

M ′ (τ1n) ≡M ′(0)eλτ1n; M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2
(

λ+
α

λ

)

M(0)
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(çäåñü τ1n ≡ πn/2
√
λ2 + 2α; n = 0, 1, 2, ...), òî èç íåðàâåíñòâà (2.27)

òàêæå ñ íåîáõîäèìîñòüþ áóäåò ñëåäîâàòü àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ

íèæíÿÿ îöåíêà âèäà

M(t) ≥ C1e
λt (IV.2.29)

ãäå C1 � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Íàêîíåö, ïóñòü λ > 0, à òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (2.4)�(2.6)

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1) âõîäÿò â ïîäêëàññ, êîòîðîìó ïðèñóùå

òî êà÷åñòâî, ÷òî âåëè÷èíà ξjξk∂
2P/∂xj∂xk íå îáëàäàåò êàêèì�ëèáî

êîíêðåòíûì çíàêîì. Â ýòîì ñëó÷àå, âíîâü ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðà-

íè÷åííîñòü ñîñóäà τ è íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè P (x) âìåñòå ñî ñâîèìè

ïðîèçâîäíûìè âïëîòü äî íóæíîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, íåñëîæíî

îöåíèòü äàííóþ âåëè÷èíó è ñâåðõó, è ñíèçó. Èìåííî,

− βξ2m ≤ ξjξk
∂ 2P

∂xj∂xk
≤ βξ2m (IV.2.30)

(çäåñü β � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ).

Òîãäà, êàê ëåãêî óäîñòîâåðèòüñÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî äâîéíîãî íåðà-

âåíñòâà è ñîîòíîøåíèÿ (2.15), (2.18) ïîçâîëÿò ïîëó÷èòü åù¼ îäèí îáðàç

êëþ÷åâîãî äè��åðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (2.19) [146℄, òî åñòü

M ′′ − 2λM ′ + 2
(

λ2 + β
)

M ≥ 0 (IV.2.31)

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â äóõå íåðàâåíñòâ (2.19), (2.27),

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî è èç íåãî ïðè íàëè÷èè óñëîâèé

M (τ2n) > 0 (IV.2.32)

M ′ (τ2n) ≥ 2

(

λ+
β

λ

)

M (τ2n) ; M (τ2n) ≡M(0)eλτ2n

M ′ (τ2n) ≡M ′(0)eλτ2n; M(0) > 0, M ′(0) ≥ 2

(

λ+
β

λ

)

M(0)
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ãäå τ2n ≡ πn/2
√

λ2 + 2β (n = 0, 1, 2, ...), ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûòåêàåò

àïðèîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà â �îðìå

M(t) ≥ C2e
λt (IV.2.33)

(çäåñü C2 � èçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà).

Â äàííîì ìåñòå ñòîèò îòäåëüíî îñòàíîâèòüñÿ íà ñâÿçè âûïîëíåí-

íûõ ïðîöåäóð ïîèíòåðâàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ

íåðàâåíñòâ (2.19), (2.27) è (2.31) ñî ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ëèíåàðèçî-

âàííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (2.8), (2.9). Ýòà ñâÿçü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî äëÿ êàæäîãî èç ñîîòíîøåíèé (2.19), (2.27) è (2.31) óäàëîñü ïóò¼ì

âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñïåöèàëüíîãî âèäà (ñì. òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå

âûðàæåíèÿ â ñèñòåìàõ ñîîòíîøåíèé (2.25), (2.28) è (2.32)) íà ëåâûõ

êîíöàõ èçó÷àåìûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè óêàçàòü åäèíûå íà÷àëüíûå

äàííûå (ñì. ïîñëåäíþþ ïàðó íåðàâåíñòâ èç ñèñòåì ñîîòíîøåíèé (2.25),

(2.28) è (2.32)) äëÿ ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9) ÷àñò-

íûõ êëàññîâ (2.17), (2.26) è (2.30) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.4)�

(2.6) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.1) ñîîòâåòñòâåííî, îáåñïå÷èâàþùèå

èñòèííîñòü óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè è ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ �óíê-

öèé f(t), fk(t) (k = 1, 2, 3) (ñì. ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà â ñèñòåìàõ

ñîîòíîøåíèé (2.25), (2.28) è (2.32)) íà âñåõ èññëåäóåìûõ âðåìåííûõ

ïîëóèíòåðâàëàõ. Òåì ñàìûì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íåóñòîé÷èâîãî ïî

Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [196℄, ïðî-

äåìîíñòðèðîâàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ è ïî-

ñëåäóþùåãî ðàçâèòèÿ âî âðåìåíè íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàþùèõ ìàëûõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9) òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðå-

øåíèé (2.4)�(2.6) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1).
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Èòàê, ñîîòíîøåíèÿ (2.20), (2.29) è (2.33) îäíîçíà÷íî ãîâîðÿò î òîì,

÷òî ìàëûå òð¼õìåðíûå âîçìóùåíèÿ (2.8), (2.9) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(2.25), èëè (2.28), èëè (2.32) óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷å-

íèé (2.4)�(2.6), (2.17), (2.26), (2.30) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëü-

íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìîãóò ðàñòè ñî âðåìåíåì, ïî ìåíüøåé

ìåðå, ýêñïîíåíöèàëüíî. Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîñòðîåíû áåç

ïðåäúÿâëåíèÿ êàêèõ áû òî íè áûëî òðåáîâàíèé îãðàíè÷èòåëüíîãî õà-

ðàêòåðà ê óñòàíîâèâøèìñÿ òð¼õìåðíûì òå÷åíèÿì (2.4)�(2.6), (2.17),

(2.26), (2.30), òî äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî êàê ðàç è ñâèäåòåëüñòâóåò îá

àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîñëåäíèõ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9), (2.25), (2.28), (2.32). Êñòàòè, äëÿ ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèõ âî âðåìåíè ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùå-

íèé (2.8), (2.9), (2.25), (2.28), (2.32) ñ÷¼òíûå íàáîðû óñëîâèé (2.25),

(2.28), (2.32) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

Öåëåñîîáðàçíî îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà òîò �àêò, ÷òî èìåííî

èíòåãðàë M (2.14) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìûé �óíêöèîíàë Ëÿïó-

íîâà, êîòîðûé ðàñò¼ò ñî âðåìåíåì â ñèëó óðàâíåíèé íà÷àëüíî�êðàåâîé

çàäà÷è (2.8), (2.9). Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé íàñòîÿùåãî íàðàñòàíèÿ ñëó-

æèò áîëüøîé ïðîèçâîë, îñòàâøèéñÿ çà ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé λ

â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò èç ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (2.20), (2.29)

è (2.33). Îí, ê ïðèìåðó, äà¼ò âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòèðîâàòü ëþáîå

ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (2.8), (2.9), (2.25), (2.28), (2.32), êîòîðîå

ðàñò¼ò âî âðåìåíè ñîãëàñíî íàéäåííûì àïðèîðíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì

îöåíêàì ñíèçó (2.20), (2.29) ëèáî (2.33), â êà÷åñòâå àíàëîãà ïðèìåðà

íåêîððåêòíîñòè ïî Àäàìàðó [197℄.
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Êðîìå òîãî, äâà ïåðâûõ íåðàâåíñòâà â ñ÷¼òíûõ íàáîðàõ óñëîâèé

(2.25), (2.28) è (2.32) � ýòî è åñòü æåëàåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè [14, 15℄.

Íàêîíåö, äåòàëüíî èçëîæåííàÿ ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíî-

øåíèÿ (2.19) íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ñâåäåíèÿ î íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ (2.25) (à çíà÷èò, è î (2.28), (2.32) òîæå) íàðàñòàþùèõ ìàëûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9) ìîãóò áûòü èçâëå÷åíû è ïðè

ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû êóñî÷íî�íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f(t), fk(t)

(k = 1, 2, 3).

Òàê êàê â ïåðâîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ãëàâû êóðñà ëåêöèé ïîêàçà-

íî, ÷òî òåîðèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ âûøå äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñ-

òè ñòàöèîíàðíûõ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé (2.4)�(2.6) îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáú¼ìå τ ñ íåïîäâèæíûìè

òâ¼ðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè ∂τ â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññî-

âûõ ñèë ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì (2.8),

(2.9), äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå è íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé-

÷èâîñòè ñ íåçàìêíóòûìè îáëàñòÿìè òå÷åíèÿ (â ÷àñòíîñòè, íà ëèíåé-

íóþ çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâè-

ãîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ òâ¼ðäûìè íåïðîíèöàåìûìè

ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè îòñóòñòâèè âíåø-

íèõ ìàññîâûõ ñèë îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé [145℄),

äàëåå êîíñòðóèðóåòñÿ èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð ñòà-

öèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîéêå ìåæäó äâó-
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ìÿ íåïîäâèæíûìè òâ¼ðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñ-

êîñòÿìè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë è íàëîæåííûõ íà íèõ ìà-

ëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå ýâîëþöèîíèðóþò ñî âðåìåíåì

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé íèæíåé

îöåíêîé (2.20).

Ïðè ýòîì èçó÷àåìûå ìàëûå ïðîñòðàíñòâåííûå âîçìóùåíèÿ ïðåä-

ïîëàãàþòñÿ ïåðèîäè÷íûìè âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé, ïàðàëëåëüíûõ

ãðàíèöàì îáëàñòè èññëåäóåìûõ óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ

ñäâèãîâûõ òå÷åíèé, à èíòåãðàëû E1 (2.10), T , T1 è Π (2.13), M (2.14),

Eλ, Πλ è Tλ (2.18) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �èêòèâíîìó îáú¼ìó, êîòîðûé ãåî-

ìåòðè÷åñêè âûäåëÿåòñÿ â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðî-

íèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè è

ÿâëÿåòñÿ, èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû è óäîáñòâà, ïðÿìîóãîëüíûì ïà-

ðàëëåëåïèïåäîì, ÷üè îáðàçóþùèå ð¼áðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èëè ïå-

ðèîäû ðàññìàòðèâàåìûõ ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé, èëè ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó îãðàíè÷èâàþùèìè çàçîð ïîâåðõíîñòÿìè. Êñòàòè, ïðîíè-

öàåìîñòü äàííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà äëÿ èíòåðåñóþ-

ùèõ ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé íå íàíî-

ñèò êàêîãî�ëèáî âðåäà õîðîøèì ñâîéñòâàì �óíêöèîíàëîâ E1 (2.10), T ,

T1 è Π (2.13), M (2.14), Eλ, Πλ è Tλ (2.18).

Ï�ÈÌÅ�. Èçó÷àþòñÿ íåóñòàíîâèâøèåñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå òå÷åíèÿ

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, öåëèêîì

çàïîëíÿþùåé ïðîñëîéêó ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìû-

ìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ

ìàññîâûõ ñèë.
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Ýòè òå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè íà÷àëüíî�

êðàåâîé çàäà÷è â �îðìå [4, 185℄

∂uj
∂t

+ uk
∂uj
∂xk

= − ∂p

∂xj
(IV.2.34)

∂uk
∂xk

= 0 â τ ; u2 = 0 íà ∂τ

uj (x1, x2, x3, 0) = u0j (x1, x2, x3)

ãäå τ ≡ {(x1, x2, x3) : −∞ < x1 < +∞, 0 < x2 < H, −∞ < x3 < +∞}
� çàçîð ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàë-

ëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ∂τ ≡ {(x1, x2, x3) : −∞ <

< x1 < +∞; x2 = 0, H; −∞ < x3 < +∞} � ñîáñòâåííî íåïîäâèæíûå

íåïðîíèöàåìûå òâ¼ðäûå ïàðàëëåëüíûå íåîãðàíè÷åííûå ïîâåðõíîñòè,

H � øèðèíà çàçîðà ìåæäó äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

�óíêöèè u0j ïðåâðàùàþò âòîðîå è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â

òîæäåñòâà.

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (2.34) èìååò òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ âèäà

u1 = U1 (x2) , u2 = u3 ≡ 0, p ≡ const (IV.2.35)

(çäåñü U1 � íåêàÿ �óíêöèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x2). Äëÿ äàííûõ

ðåøåíèé, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.17), è îíè îòâå÷àþò

óñòàíîâèâøèìñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîâûì òå÷åíèÿì îäíîðîä-

íîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîéêå ìåæäó

äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñ-

êîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë.

Ïðîâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.34) â îêðåñò-

íîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.35), êîòîðàÿ, â èòîãå, ïîçâî-
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ëÿåò ïðèéòè ê ñìåøàííîé çàäà÷å â �îðìå

∂u′1
∂t

+ U1
∂u′1
∂x1

+ u′2
∂U1

∂x2
= − ∂p′

∂x1
(IV.2.36)

∂u′2
∂t

+ U1
∂u′2
∂x1

= − ∂p′

∂x2
,
∂u′3
∂t

+ U1
∂u′3
∂x1

= − ∂p′

∂x3
,
∂u′k
∂xk

= 0 â τ

u′2 = 0 íà ∂τ ; u′j (x1, x2, x3, 0) = u′0j (x1, x2, x3)

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè u′0j îáðàùàþò â òîæäåñòâà ÷åòâ¼ðòîå è ïÿòîå

ñîîòíîøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Äàëüøå èññëåäîâàíèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà ¾ðàâíîçàâèõðåííûõ¿ ìà-

ëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèÿõ

u′1 =
∂ξ1
∂t

+ U1
∂ξ1
∂x1

− dU1

dx2
ξ2 (IV.2.37)

u′2 =
∂ξ2
∂t

+ U1
∂ξ2
∂x1

, u′3 =
∂ξ3
∂t

+ U1
∂ξ3
∂x1

ïî ïðè÷èíå ÷åãî íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à (2.36) ïðèíèìàåò âèä

∂2ξj
∂t2

+ 2U1
∂2ξj
∂t∂x1

+

+U 2
1

∂2ξj
∂x21

= − ∂p′

∂xj
,
∂ξk
∂xk

= 0 â τ (IV.2.38)

ξ2 = 0 íà ∂τ ; ξj (x1, x2, x3, 0) = ξ0j (x1, x2, x3)

∂ξj
∂t

(x1, x2, x3, 0) =

(

∂ξj
∂t

)

0

(x1, x2, x3)

ãäå (∂ξj/∂t)0 � íà÷àëüíûå êîìïîíåíòû ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà ïîëÿ ëàãðàíæåâûõ ñìåùåíèé ξ (2.8), (2.37) ïî âðåìåíè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè ξ0j óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó è òðåòüåìó

ðàâåíñòâàì ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.38).

�àññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.37), (2.38) â �îðìå

ξj (x1, x2, x3, t) ≡ hj (x2) ×
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× exp [σt+ i (κx1 + γx3)] (IV.2.39)

p′ (x1, x2, x3, t) ≡ h4 (x2) exp [σt+ i (κx1 + γx3)] ; j = 1, 2, 3

(çäåñü h1, ..., h4 � íåêèå �óíêöèè ñâîåãî àðãóìåíòà; σ ≡ σ1 + iσ2 �

ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ, à κ, γ, σ1 è σ2 � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå

ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âûøå äëÿ ðåøå-

íèé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.8), (2.9), (2.25), ñ ë¼ãêîñòüþ ïåðåíî-

ñÿòñÿ è íà ðåøåíèÿ (2.39) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.37), (2.38), ïîñêîëüêó

ïîñëåäíèì ïðèñóùå ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè âäîëü îñåé êîîðäèíàò x1

è x3 [145℄.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (2.39) â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ è êðàåâîå

óñëîâèå ñèñòåìû (2.38) äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî åñëè äëÿ

�óíêöèé h1, ..., h4 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ è îáûê-

íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(σ + iκU1)
2 h1 = − iκh4 (IV.2.40)

(σ + iκU1)
2 h2 = − dh4

dx2
, (σ + iκU1)

2 h3 = − iγh4

iκh1 +
dh2
dx2

+ iγh3 = 0

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

h2 = 0 ïðè x2 = 0, H (IV.2.41)

òî �óíêöèè ξ1, ξ2, ξ3 è p′ âèäà (2.39) äåéñòâèòåëüíî áóäóò ñëóæèòü

ðåøåíèÿìè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.37), (2.38).

Ïðè ïîìîùè èñêëþ÷åíèÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.40) �óíêöèé h1,

h3 è h4 ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî îäíî îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ
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�óíêöèè h2 � óðàâíåíèå �åëåÿ [4, 19, 52, 185℄:

d2h2
dx22

+
2iκ

σ + iκU1

dU1

dx2

dh2
dx2

−
(

κ2 + γ2
)

h2 = 0

Çàìåíà èñêîìîé �óíêöèè h (x2) ≡ (σ + iκU1)h2 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

êðàåâóþ çàäà÷ó (2.40), (2.41) â íèæåñëåäóþùåé îêîí÷àòåëüíîé �îðìå:

d2h

dx22
−
[

iκ

σ + iκU1

d2U1

dx22
+

+κ2 + γ2
]

h = 0 (IV.2.42)

h = 0 ïðè x2 = 0, H

Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè ïîïûòêå îáíàðóæèòü ðåøåíèÿ â âèäå

íîðìàëüíûõ âîëí ó ñìåøàííîé çàäà÷è (2.36) äëÿ íèõ âîçíèêíåò òî÷-

íî òàêàÿ æå çàäà÷à íà îòûñêàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåí-

íûõ �óíêöèé, êàê è êðàåâàÿ çàäà÷à (2.42). Òî åñòü íàõîæäåíèå ðå-

øåíèé â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí è äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.36), è

äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.37), (2.38) ñâîäèòñÿ, â ïðèíöèïå, ê

ðàçðåøåíèþ îäíîé è òîé æå çàäà÷è � çàäà÷è (2.42) íà îòûñêàíèå ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Ïðåæäå, ÷åì äâèãàòüñÿ äàëåå â êîíñòðóèðîâàíèè àíîíñèðîâàííî-

ãî âûøå àíàëèòè÷åñêîãî ïðèìåðà, óìåñòíî âñïîìíèòü î äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèÿõ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ðàíåå áûëè îáíàðóæåíû �å-

ëååì è Ôüîðòî�òîì ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé â õîäå èçó-

÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (IV.1.25), îêàçûâàþùåéñÿ èäåíòè÷íîé çàäà÷å

(2.42) íà îòûñêàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé,

åñëè γ = 0 [52, 54℄, à òàêæå î òåîðåìå Ñêâàéðà, êîòîðàÿ ãëàñèò, ÷òî â

ïðîñòðàíñòâåííîì ïëîñêî�ïàðàëëåëüíîì òå÷åíèè íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè ïðè íàëè÷èè íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ êàæäîé ðàñòóùåé òð¼õìåðíîé
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íîðìàëüíîé âîëíû ñóùåñòâóåò åù¼ áîëåå áûñòðî íàðàñòàþùàÿ äâóõ-

ìåðíàÿ [185, 209℄.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ �åëåÿ è Ôüîðòî�òà, îáûêíîâåííîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.42) âòîðîãî ïîðÿäêà ñíà÷àëà íóæíî óìíî-

æèòü íà êîìïëåêñíî�ñîïðÿæ¼ííóþ �óíêöèþ h∗, ïîñëå ÷åãî îòäåëèòü

â í¼ì äðóã îò äðóãà ìíèìóþ è âåùåñòâåííóþ ÷àñòè:

σ1κ

σ2
1 + (σ2 + κU1)

2

d2U1

dx22
|h|2 =

= Im

[

d

dx2

(

h∗
dh

dx2

)]

(IV.2.43)

∣

∣

∣

∣

dh

dx2

∣

∣

∣

∣

2

+
(

κ2 + γ2
)

|h|2+ κ (σ2 + κU1)

σ2
1 + (σ2 + κU1)

2

d2U1

dx22
|h|2 = Re

[

d

dx2

(

h∗
dh

dx2

)]

Èíòåãðèðîâàíèå ñîîòíîøåíèé (2.43) ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ çàçîðà

ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëü-

íûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ó÷¼ò êðàåâûõ óñëîâèé (2.42) ïðè-

âîäÿò ê ðàâåíñòâàì âèäà

σ1κ

H
∫

0

[

|h|2

σ2
1 + (σ2 + κU1)

2 ×

× d2U1

dx22

]

dx2 = 0 (IV.2.44)

κ

H
∫

0

σ2 + κU1

σ2
1 + (σ2 + κU1)

2

d2U1

dx22
|h|2 dx2 = −

H
∫

0

[

∣

∣

∣

∣

dh

dx2

∣

∣

∣

∣

2

+
(

κ2 + γ2
)

|h|2
]

dx2

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �åëåÿ è Ôüîðòî�òà, èç íàñòîÿùèõ ðàâåíñòâ

âûòåêàåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèå ðåøåíèÿ (2.39) (σ1 > 0) ñìå-

øàííîé çàäà÷è (2.37), (2.38) ñìîãóò ïðåâðàòèòü èõ â òîæäåñòâà òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ d2U1/dx
2
2 ìåíÿåò çíàê â ïðåäåëàõ ïðî-

ñëîéêè τ ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïà-

ðàëëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè, è, îäíîâðåìåííî, õîòÿ

áû â îäíîé òî÷êå ïîñëåäíåé óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

U1
d2U1

dx22
< 0 (IV.2.45)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äàííûå îáñòîÿòåëüñòâà è òåîðåìó Ñêâàéðà,

ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü îáîáù¼ííóþ òåîðåìó �åëåÿ î òîì, ÷òî äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ

ñäâèãîâûõ òå÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìû-

ìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè (âíåøíèå

ìàññîâûå ñèëû íå äåéñòâóþò) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïðîñòðàíñòâåí-

íûì âîçìóùåíèÿì â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå òî÷åê

ïåðåãèáà â ïðî�èëå ñêîðîñòè U1(x2) (2.35) [52℄, à òàêæå îáîáù¼ííóþ

æå òåîðåìó Ôüîðòî�òà î òîì, ÷òî, íàðÿäó ñ íåèçìåííîñòüþ çíàêà âå-

ëè÷èíû d2U1/dx
2
2, ïîäîáíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òðåáîâàíèå íàëè÷èÿ ïîñòîÿííîé K, ãàðàíòèðóþùåé ñïðàâåäëèâîñòü

ñîîòíîøåíèÿ

(U1 −K)
d2U1

dx22
≥ 0 (IV.2.46)

âñþäó âíóòðè ïðîñëîéêè τ ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìû-

ìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè [54℄.

Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå, äëÿ çíàêîïåðåìåííîñòè ïðîèçâîäíîé

d2U1/dx
2
2 è íåðàâåíñòâà (2.45) íàïðàøèâàåòñÿ ñîâåðøåííî èíàÿ òðàê-

òîâêà â ñîïîñòàâëåíèè ñ òîé, ÷òî áûëà ïðåäëîæåíà �åëååì è Ôüîðòî�-

òîì.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñðàâíèòü äðóã ñ äðóãîì ñîîòíîøåíèÿ (2.43) è

(2.44), òî íåñëîæíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî ïåðâûì, â îòëè÷èå îò âòîðûõ,

äëÿ âûïîëíåíèÿ íà ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèõ ðåøåíèÿõ (2.39)

íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.37), (2.38) íå íàäî êàêèõ áû òî íè áû-

ëî äîáàâî÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà ïðî�èëü ñêîðîñòè U1(x2). Ýòî ñâèäå-

òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (2.43) ïî

ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ çàçîðà ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíè-

öàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè òå-

ðÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé çà ñ÷¼ò çàíóëåíèÿ ÷àñòè ñëà-

ãàåìûõ äàííûõ óðàâíåíèé â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.42). Èíûìè

ñëîâàìè, ñîîòíîøåíèÿ (2.44) ñëóæàò ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé

(2.43), à âîò îáðàòíîå íåâåðíî � óðàâíåíèÿ (2.43) ïðÿìûì ñëåäñòâèåì

ñîîòíîøåíèé (2.44) íå ÿâëÿþòñÿ. Çíà÷èò, òðåáîâàíèå èçìåíåíèÿ âåëè-

÷èíîé d2U1/dx
2
2 ñâîåãî çíàêà â ïðåäåëàõ ïðîñëîéêè τ ìåæäó äâóìÿ ïî-

êîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè

ïîâåðõíîñòÿìè è íåðàâåíñòâî (2.45) ñóòü óñëîâèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìû

ñîîòíîøåíèÿì (2.44) äëÿ îáðàùåíèÿ â òîæäåñòâà íà ýêñïîíåíöèàëüíî

ðàñòóùèõ ðåøåíèÿõ (2.39) ñìåøàííîé çàäà÷è (2.37), (2.38), íî íèêîèì

îáðàçîì íå óðàâíåíèÿì (2.43).

Íàêîíåö, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îòñóòñòâèå òî÷åê ïåðåãèáà â ïðî-

�èëå ñêîðîñòè U1(x2) è èñòèííîñòü íåðàâåíñòâà (2.46) íå çàïðåùàþò

óðàâíåíèþ (2.42) îáëàäàòü êîëåáëþùèìèñÿ, à êðàåâîé çàäà÷å (2.42)

� íåòðèâèàëüíûìè ðåøåíèÿìè [199℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåøàííàÿ çàäà-

÷à (2.37), (2.38) ìîæåò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèå ðåøåíèÿ

(2.39) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñïðàâåäëèâû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �åëåÿ
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è Ôüîðòî�òà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

(2.35) íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (2.34), ïîòîìó ÷òî ýòè ðàñòóùèå ðå-

øåíèÿ íå ïîäïàäàþò ïîä äåéñòâèå îáîáù¼ííûõ òåîðåì �åëåÿ è Ôüîð-

òî�òà îá óñòîé÷èâîñòè [4, 19, 52, 54, 185, 209℄.

Èòàê, òåïåðü, ïîñëå ïðîÿñíåíèÿ ñìûñëà ðåçóëüòàòîâ �åëåÿ è Ôüîð-

òî�òà, ìîæíî âíîâü âåðíóòüñÿ ê ïîñòðîåíèþ èëëþñòðàòèâíîãî àíàëè-

òè÷åñêîãî ïðèìåðà óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ

òå÷åíèé (2.17), (2.35) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè

òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè (ïðè îò-

ñóòñòâèè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë) è íàëîæåííûõ íà äàííûå òå÷åíèÿ

ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé (2.37)�(2.39), (2.42), ðàçâèâàþùèõñÿ

âî âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêîíñòðóèðîâàííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåí-

öèàëüíîé îöåíêîé ñíèçó (2.20), ïðè÷¼ì âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåð-

íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè �åëåÿ èëè Ôüîðòî�òà

ëèáî íåò.

Íèæå èññëåäóåòñÿ ïîäêëàññ òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (2.35)

ñìåøàííîé çàäà÷è (2.34) â �îðìå [145℄

u1 = U1 (x2) ≡ a− becx2, u2 = u3 ≡ 0, p ≡ const (IV.2.47)

ãäå a, b è c � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.

Ïîñðåäñòâîì çàìåí íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé η ≡ − iκbecx2
è èñêî-

ìîé �óíêöèè w(η) ≡ h/ηl (l ≡ ±
√

κ2 + γ2/c), à òàêæå ñ ó÷¼òîì ñîîò-

íîøåíèé (2.47) îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.42)

ìîæåò áûòü ñîîáù¼í âèä:

η [η + σ + iκa]
d2w

dη2
+ (2l + 1) [η + σ + iκa]

dw

dη
− w = 0 (IV.2.48)
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Åñëè â ñîîòíîøåíèè (2.48) îñóùåñòâèòü åù¼ îäíó çàìåíó íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé z ≡ − η/(σ+ iκa), òî ëåãêî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî îíî ïðåä-

ñòàíåò â �îðìå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �àóññà [200℄

z(z − 1)
d2w

dz2
+ (2l + 1)(z − 1)

dw

dz
− w = 0 (IV.2.49)

ñ îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè α0, β0 è γ0, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñî-

îòíîøåíèÿìè

α0 + β0 + 1 = γ0 (IV.2.50)

α0β0 = − 1; γ0 = 1± 2

c

√

κ2 + γ2

α0 = ±1

c

√

κ2 + γ2 ∓
√

κ2 + γ2

c2
+ 1, β0 = ±1

c

√

κ2 + γ2 ±
√

κ2 + γ2

c2
+ 1

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.49), (2.50) ìîæíî âûïèñàòü â âèäå

w(z) = C3w1(z) + C4w2(z) (IV.2.51)

w1(z) ≡ F (α0, β0, γ0; z)

w2(z) ≡ z1−γ0F (α0 − γ0 + 1, β0 − γ0 + 1, 2− γ0; z)

ïðè óñëîâèè, ÷òî γ0 � íåöåëîå ÷èñëî (çäåñü C3, C4 � íåêèå ïîñòîÿííûå;

F (α0, β0, γ0; z) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �àóññà, ñëóæàùàÿ

äëÿ |z| < 1 ñóììîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà �àóññà

F (α0, β0, γ0; z) ≡ 1 +
∞
∑

m=1

(α0)m (β0)m
(γ0)m

zm

m!

(α0)m ≡ α0 (α0 + 1) ... (α0 +m− 1) , γ0 6= 0, − 1, − 2, ...

à äëÿ |z| ≥ 1 � åãî àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì [207℄).

Òîãäà, êîãäà γ0 = 0,− 1,− 2, ..., ÷àñòíîå ðåøåíèå w1(z) ñîîòíîøåíèÿ

(2.49), (2.50) âûðîæäàåòñÿ, òàê ÷òî îáùåå ðåøåíèå w(z) (2.51) ïðèìåò
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�îðìó

w(z) = w2(z)

[

C5 + C6

∫

e−
∫

2l+1

z
dzw− 2

2 (z)dz

]

ãäå C5 è C6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Åñëè æå γ0 =

= 1, 2, 3, ..., òî, íàïðîòèâ, âûðîæäàåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå w2(z) óðàâ-

íåíèÿ (2.49), (2.50), ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå w(z) áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñ

ïîìîùüþ ñâÿçè

w(z) = w1(z)

[

C7 + C8

∫

e−
∫

2l+1

z
dzw− 2

1 (z)dz

]

(çäåñü C7, C8 � íåêèå ïîñòîÿííûå).

Óäèâèòåëüíî, íî ðàññìîòðåíèå ïîâåäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ w(z)

(2.51) ñîîòíîøåíèÿ (2.49), (2.50) ìîæåò áûòü êàðäèíàëüíî óïðîùåíî,

òàê êàê �óíêöèÿ F (α0, β0, γ0; z) äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðîâ α0, β0 è γ0 îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì âûðàæàòüñÿ

÷åðåç ïîëèíîìû ßêîáè è ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè [200, 207℄. Òàê, ïðè

l =
1

2

(

1

m
−m

)

, m = 2, 3, 4, ...; α0 = −m, β0 =
1

m
, γ0 = 1−m+

1

m

÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �àóññà (2.49),

(2.50) áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñëåäóþùèå �óíêöèè:

w1(z) =
m
∑

n=0

(α0)n (β0)n
(γ0)n

zn

n!
(IV.2.52)

w1(z) =
m!

(γ0)m
P (γ0−1,− 1)
m (1− 2z)

w1(z) =
m!zm

(γ0)m
P (α0−β0,− 1)
m

(

1− 2

z

)

w1(z) =
m!(1− z)m

(γ0)m
P (γ0−1, α0−β0)
m

(

1 + z

1− z

)

ãäå (β0)0 ≡ 1; P
(γ0−1,− 1)
m (1 − 2z) � ïîëèíîì ßêîáè. Êðîìå òîãî, â

ñëó÷àå, êîãäà l = 3/4, α0 = − 1/2, β0 = 2, γ0 = 5/2, òîãäà ÷àñòíîå

248



ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.49), (2.50) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé �óíêöèþ

âèäà

w1(z) =
3

16z

[

(1 + 3z)(1− z)
Arth

√
z√

z
− 1 + 3z

]

Äëÿ òîãî ÷òîáû â ïîëíîì îáú¼ìå äîñòè÷ü çàÿâëåííûõ â äàííîì ïà-

ðàãðà�å öåëåé, äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïåðâîå èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé (2.52)

ïðè óñëîâèè, ÷òî m = 3. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

w1(z) = 1 +
3z

5
+

6z2

5
− 14z3

5

è îíî áóäåò îáðàùàòü â òîæäåñòâî óðàâíåíèå (2.49), (2.50) âèäà

z(z − 1)
d2w

dz2
− 5

3
(z − 1)

dw

dz
− w = 0 (IV.2.53)

Îáùèì æå ðåøåíèåì ñîîòíîøåíèÿ (2.53) áóäåò ñëóæèòü òàêàÿ

�óíêöèÿ, êàê

w(z) =

(

1 +
3z

5
+

6z2

5
− 14z3

5

)

[

C9 +
25C10

1458

(

3z2/3
[

5 + 5z − 28z2
]

14z3 − 6z2 − 3z − 5
−

− 2
√
3 arctg

1 + 2z1/3√
3

+ ln
1 + z1/3 + z2/3
(

z1/3 − 1
)2

)]

(çäåñü C9 è C10 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû).

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.42) áóäóò óäîâëåòâîðåíû, åñëè

w (z0) = w (z1) ≡ 0; z0 ≡
iκb

σ + iκa
, z1 ≡

iκbecH

σ + iκa

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òîãäà äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äèñïåðñèîííîå

ñîîòíîøåíèå â �îðìå

G(σ) = 0 (IV.2.54)

ãäå

G(σ) ≡
(

14z31 − 6z21 − 3z1 − 5
)

[

3z
2/3
0

(

28z20 − 5z0 − 5
)

+
(

14z30 − 6z20 −

249



− 3z0 − 5)






2
√
3 arctg

1 + 2z
1/3
0√

3
− ln

1 + z
1/3
0 + z

2/3
0

(

z
1/3
0 − 1

)2












−
(

14z30 −

− 6z20 − 3z0 − 5
)

[

3z
2/3
1

(

28z21 − 5z1 − 5
)

+
(

14z31 − 6z21 − 3z1 − 5
)

×

×






2
√
3 arctg

1 + 2z
1/3
1√

3
− ln

1 + z
1/3
1 + z

2/3
1

(

z
1/3
1 − 1

)2













(âñå �èãóðèðóþùèå çäåñü �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî σ =

= σ1 + iσ2 ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ñâîèõ ãëàâíûõ âåòâåé).

Ê ñîæàëåíèþ, äàííîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ñëèøêîì ñëîæíî,

÷òîáû åãî êîðíè ìîãëè áûòü íàéäåíû â ÿâíîì âèäå àíàëèòè÷åñêèìè

ìåòîäàìè, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ãðà�è÷åñêè èññëåäîâàòü âîïðîñ î òîì,

èìååò ëè ñîîòíîøåíèå (2.54) êîðíè, êîòîðûå îòâå÷àþò ýêñïîíåíöèàëü-

íî íàðàñòàþùèì ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì (2.37), (2.38)

â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí (2.39), (2.42).

Ñóòü ãðà�è÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

(2.54) íà îáëàäàíèå èì êîðíÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêñïîíåíöèàëü-

íî ðàñòóùèì ìàëûì òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì (2.37), (2.38) â âè-

äå íîðìàëüíûõ âîëí (2.39), (2.42), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñíà÷àëà

îíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â �îðìå G(σ) = ReG(σ) + i ImG(σ) = 0. Çàòåì

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (σ1, σ2) ðèñóþòñÿ êðèâûå ReG(σ) = 0 è

ImG(σ) = 0. Åñëè â ðåçóëüòàòå ó äàííûõ êðèâûõ îáíàðóæàòñÿ òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè (σ1 > 0, σ2), òî îíè�òî è áóäóò ñèãíàëè-

çèðîâàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.54) èìååò êîðíè, êîòîðûå îòâå÷àþò ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèì ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì

(2.37), (2.38) â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí (2.39), (2.42). Ïðè ýòîì êîîð-
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äèíàòû (σ1, σ2) òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ èçó÷àåìûõ êðèâûõ ReG(σ) = 0 è

ImG(σ) = 0 â ÷èñëîâîì âûðàæåíèè íàõîäÿòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì êîîðäè-

íàòíîé ñåòêè ïóò¼ì ñîîòâåòñòâóþùåãî å¼ ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ èòîãè ãðà�è÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äèñïåðñèîííî-

ãî ñîîòíîøåíèÿ (2.54) íà îáëàäàíèå èì êîðíÿìè, îòâå÷àþùèìè ýêñïî-

íåíöèàëüíî ðàñòóùèì ìàëûì òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì (2.37), (2.38)

â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí (2.39), (2.42), äëÿ òð¼õ õàðàêòåðíûõ íàáîðîâ

îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, H, κ, γ è l âèäà

1) a = 30
√
2, b = 1, c = 3, H = 1, κ = 2

√
2, γ = 2

√
2, l = − 4/3 :

σ1 ≈ 0, 015, σ2 ≈ − 120 (IV.2.55)

2) a = 2
√
2, b = 1, c = 3, H = 1, κ = 2

√
2, γ = 2

√
2, l = − 4/3 :

σ1 ≈ 0, 015, σ2 ≈ − 8 (IV.2.56)

3) a = −
√
2, b = 1, c = 3, H = 1, κ = 2

√
2, γ = 2

√
2, l = − 4/3 :

σ1 ≈ 0, 015, σ2 ≈ 4 (IV.2.57)

Âàæíî, ÷òî íàñòîÿùèå êîðíè ñîîòíîøåíèÿ (2.54) íå ñîâïàäàþò íè ñ

îäíîé èç îñîáûõ òî÷åê ïðèñóòñòâóþùèõ â í¼ì �óíêöèé êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî σ = σ1 + iσ2.

Àíàëèçèðóÿ äàííûå (2.55)�(2.57), ñòîèò, ïðåæäå âñåãî, îòìåòèòü òîò

�àêò, ÷òî ïðî�èëè ñêîðîñòè U1 (x2) (2.47), (2.55)�(2.57) óñòàíîâèâøèõ-

ñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (2.17), (2.35) îäíîðîäíîé

ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîéêå ìåæäó

äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñ-

êîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè (â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë) íå

251



èìåþò òî÷åê ïåðåãèáà. Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà �åëåÿ [52,

209℄ îá óñòîé÷èâîñòè èñòèííà äëÿ ýòèõ òå÷åíèé âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ.

×òî æå êàñàåòñÿ îáîáù¼ííîé òåîðåìû Ôüîðòî�òà [54, 209℄ îá óñòîé-

÷èâîñòè, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî (2.45) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðî-

�èëÿ ñêîðîñòè U1 (x2) (2.47) ñ ïàðàìåòðàìè a, b è c (2.55) ïîâñþäó

âíóòðè çàçîðà τ ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ð-

äûìè ïàðàëëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè, äëÿ ïðî�èëÿ

ñêîðîñòè U1 (x2) (2.47) ñ ïàðàìåòðàìè a, b è c (2.56) � â ÷àñòè äàí-

íîãî çàçîðà, îäíàêî äëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè U1 (x2) (2.47) ñ ïàðàìåòðà-

ìè a, b è c (2.57) ýòî íåðàâåíñòâî, íàîáîðîò, ëîæíî âåçäå â ïðåäåëàõ

ïðîñëîéêè τ ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè

ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ñ äðóãîé æå ñòîðîíû,

äëÿ ïðî�èëåé ñêîðîñòè U1 (x2) (2.47), (2.55)�(2.57) âñåãäà ìîæíî ïîäî-

áðàòü ïîñòîÿííóþ K òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëî âåðíî ñîîòíîøåíèå

(2.46). Èñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî, ìîæåò áûòü âûäâèíóòî óòâåðæ-

äåíèå, ÷òî, ñîãëàñíî îáîáù¼ííîé òåîðåìå Ôüîðòî�òà, ñòàöèîíàðíûå

ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûå ñäâèãîâûå òå÷åíèÿ (2.17), (2.35), (2.47), (2.55)�

(2.57) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â

çàçîðå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïà-

ðàëëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè (áåç âíåøíèõ ìàññî-

âûõ ñèë) òàêæå äîëæíû áûòü óñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.37), (2.38) â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí

(2.39), (2.42).

Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû (2.55)�(2.57) ÷¼òêî ãîâîðÿò î òîì, ÷òî, âî-

ïðåêè èñòèííîñòè îáîáù¼ííûõ òåîðåì �åëåÿ è Ôüîðòî�òà [4, 19, 52, 54,
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185, 209℄ îá óñòîé÷èâîñòè, óñòàíîâèâøèåñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûå ñäâè-

ãîâûå òå÷åíèÿ (2.17), (2.35), (2.47), (2.55)�(2.57) îäíîðîäíîé ïî ïëîò-

íîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîéêå ìåæäó äâóìÿ

ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè áåñêîíå÷íû-

ìè ïîâåðõíîñòÿìè (ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë) âñ¼�òàêè

íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì òð¼õìåðíûì âîçìóùåíèÿì (2.37),

(2.38) â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí (2.39), (2.42), (2.55)�(2.57).

Äåéñòâèòåëüíî, ãðà�è÷åñêè îáíàðóæåíî, ÷òî âñÿêîìó èç ñòàöèîíàð-

íûõ ïðî�èëåé ñêîðîñòè U1 (x2) (2.47), (2.55)�(2.57) ñîîòâåòñòâóåò, ïî

êðàéíåé ìåðå, îäíî ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùåå ìàëîå ïðîñòðàí-

ñòâåííîå âîçìóùåíèå (2.37), (2.38) â �îðìå íîðìàëüíûõ âîëí (2.39),

(2.42), (2.55)�(2.57). Åñòåñòâåííî, äàííûå âîçìóùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâàì (2.19), (2.20) è ñ÷¼òíîìó íàáîðó óñëîâèé (2.25).

Îòñþäà êàê ðàç è âûòåêàåò, ÷òî äåéñòâèå îáîáù¼ííûõ òåîðåì �åëåÿ

è Ôüîðòî�òà îá óñòîé÷èâîñòè íà ñàìîì äåëå íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà

ìàëûå òð¼õìåðíûå âîçìóùåíèÿ (2.37), (2.38) â âèäå íîðìàëüíûõ âîëí

(2.39), (2.42), (2.55)�(2.57). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè óñëîâèÿ �åëåÿ è Ôüîð-

òî�òà ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ

ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (2.17), (2.35), (2.47), (2.55)�(2.57) è âûïîëíåíû äëÿ

íåêèõ ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.37), (2.38), òî óæ íèêàê

íå äëÿ âîçìóùåíèé (2.37)�(2.39), (2.42), (2.55)�(2.57), ÷òî îäíîçíà÷íî

è óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìûé è äîñòàòî÷íûé õàðàêòåð ýòèõ óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðà�à ïîñëåäíåé ãëàâû

êóðñà ëåêöèé íè÷óòü íå ïðîòèâîðå÷àò èçâåñòíûì óòâåðæäåíèÿì �å-
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ëåÿ è Ôüîðòî�òà [4, 19, 52, 54, 185, 209℄ îá óñòîé÷èâîñòè, à òîëüêî

óòî÷íÿþò è äîïîëíÿþò èõ îáëàñòü èñïîëüçîâàíèÿ.

Â èòîãå, ïîñòðîåíèå èëëþñòðàòèâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðèìåðà ñòà-

öèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (2.17), (2.35) îä-

íîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæ-

äó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè

íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë

è íàëîæåííûõ íà ýòè òå÷åíèÿ ìàëûõ òð¼õìåðíûõ âîçìóùåíèé (2.37)�

(2.39), (2.42), êîòîðûå ýâîëþöèîíèðóþò ñî âðåìåíåì â ñîãëàñèè ñî

ñêîíñòðóèðîâàííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé ñíèçó (2.20)

íåçàâèñèìî îò òîãî, ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè �å-

ëåÿ è Ôüîðòî�òà èëè íåò, çàâåðøåíî.

ÑÂÎÄÊÀ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ �ËÀÂÛ IV

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà äàííîãî êóðñà ëåêöèé íàöåëåíà íà ðàññìîòðåíèå

ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ

ñäâèãîâûõ (1.5) è ëþáûõ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ (2.4)�(2.6) òå-

÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ýòîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (1.5)

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîé-

êå ìåæäó äâóìÿ ïîêîÿùèìèñÿ íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëü-

íûìè áåñêîíå÷íûìè ïëàñòèíàìè â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë.

Ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííûå òå÷åíèÿ àáñî-

ëþòíî íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé (1.6),
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(1.11), (1.12), (1.19), à âîò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) (1.9) ýòîé

æèäêîñòè � íàïðîòèâ, àáñîëþòíî óñòîé÷èâû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàíî, ÷òî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè �åëåÿ [52℄, Ôüîðòî�òà [54,

203℄ è Àðíîëüäà [55℄ ñòàöèîíàðíûõ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ

òå÷åíèé (1.5) îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäû-

ìè ïàðàëëåëüíûìè íåîãðàíè÷åííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè îòñóòñòâèè

âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïëîñêèì âîçìóùåíèÿì

(1.6), (1.11), (1.12), (1.20)�(1.27) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé è äîñòàòî÷íûå, è

íåîáõîäèìûå. Âûâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé

íåóñòîé÷èâîñòè (ñì. íåðàâåíñòâà èç ñ÷¼òíîãî íàáîðà óñëîâèé (1.17)) è

ïîñòðîåíà àïðèîðíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà (1.18), ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î âîç-

ìîæíîì (êàê ìèíèìóì, ýêñïîíåíöèàëüíîì) ðîñòå âî âðåìåíè èññëåäóå-

ìûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé òîãäà, êîãäà äàííûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íå

äåéñòâóþò. Ñêîíñòðóèðîâàí èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð

óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (1.5), (1.28),

(1.36)�(1.38) è íàëîæåííûõ íà íèõ ìàëûõ ïëîñêèõ âîçìóùåíèé (1.11),

(1.12), (1.19)�(1.24), (1.34)�(1.38), êîòîðûå íàðàñòàþò ñî âðåìåíåì â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé ñíèçó.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ

çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé (2.4)�(2.6)

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, öåëèêîì

íàïîëíÿþùåé íåêèé îáú¼ì ñ ïîêîÿùèìèñÿ òâ¼ðäûìè íåïðîíèöàåìû-

ìè ñòåíêàìè, â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë. Ïðÿìûì æå ìå-

òîäîì Ëÿïóíîâà ïîêàçàíî, ÷òî ýòè òå÷åíèÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû
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îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.8), (2.9), â òî

âðåìÿ êàê ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ) äàííîé æèäêîñòè � íàîáî-

ðîò, àáñîëþòíî óñòîé÷èâû. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ñì. äâà ïåðâûõ íåðàâåí-

ñòâà â ñ÷¼òíûõ íàáîðàõ óñëîâèé (2.25), (2.28), (2.32)) è ñêîíñòðóèðî-

âàíû àïðèîðíûå íèæíèå îöåíêè (2.20), (2.29), (2.33), êîòîðûå ãîâî-

ðÿò î òîì, ÷òî èçó÷àåìûå âîçìóùåíèÿ (2.8), (2.9), (2.25), (2.28), (2.32)

ìîãóò ðàñòè ñî âðåìåíåì íå ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî. Íàêî-

íåö, ïîñòðîåí èëëþñòðàòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð óñòàíîâèâøèõ-

ñÿ òð¼õìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (2.17), (2.35), (2.47) îäíîðîäíîé ïî

ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñëîéêå ìåæäó äâó-

ìÿ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè òâ¼ðäûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñ-

êîñòÿìè áåç âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë è íàëîæåííûõ íà ýòè òå÷åíèÿ ìà-

ëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé (2.37), (2.38) â �îðìå íîðìàëüíûõ

âîëí (2.39), (2.42), (2.55)�(2.57), ðàçâèâàþùèõñÿ âî âðåìåíè ñîãëàñíî

ñêîíñòðóèðîâàííîé àïðèîðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå ñíèçó (2.20)

âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíû óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè �åëåÿ

[52, 209℄ è Ôüîðòî�òà [54, 209℄ ëèáî ëîæíû.

256



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èòàê, â äàííîì êóðñå ëåêöèé ïðîäåìîíñòðèðîâàíû êàê óñîâåðøåí-

ñòâîâàííûå èçâåñòíûå, òàê è îðèãèíàëüíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ �óíê-

öèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàðàñòàòü ñî âðå-

ìåíåì â ñèëó òåõ èëè èíûõ íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷, ÷üè ðåøåíèÿ

îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé èññëåäóåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ (ïîêîÿ) ëèáî ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ.

Ñîäåðæàíèå ýòèõ ñïîñîáîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ âî âðåìåíè

�óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè àïðèîðíûõ íèæ-

íèõ (â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ � äâóñòîðîííèõ) ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê

è äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ íàðàñòàþùèõ

ñî âðåìåíåì ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü íàñòîÿùèå ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàñ-

òóùèõ âî âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà äëÿ òîãî, ÷òîáû àëãî-

ðèòìè÷åñêè èëè ïîêàçûâàòü àáñîëþòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü, èëè âûâî-

äèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, èëè îáðàùàòü äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ)

ëèáî óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ ïî îòíîøåíèþ ê ìà-

ëûì âîçìóùåíèÿì â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ êàê ìîæíî áîëåå øèðîêîãî

êðóãà ëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, â äàííîì êóðñå ëåêöèé ñ ïîìîùüþ èëè ðàçâèòûõ, èëè

ðàçðàáîòàííûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì �óíê-

öèîíàëîâ Ëÿïóíîâà àâòîðîì âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âû-

íîñèìûå íà ñóä åãî ñëóøàòåëåé îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:
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1) íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé-

÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ è âèíòîâûõ òå-

÷åíèé îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ

áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ â ìàãíèòíîì ïîëå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ

âðàùàòåëüíî�ñèììåòðè÷íûõ æå è âèíòîâûõ âîçìóùåíèé ñîîòâåòñòâåí-

íî; äëÿ íåóñòîé÷èâûõ óñòàíîâèâøèõñÿ Ì�Ä òå÷åíèé âûâåäåíû äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñêîíñòðóè-

ðîâàíû àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðîñòà èññëåäóåìûõ ìà-

ëûõ âîçìóùåíèé êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó;

2) ëèáî ïðîäåìîíñòðèðîâàíà àáñîëþòíàÿ ëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü,

ëèáî îáíàðóæåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, ëè-

áî îáðàùåíû èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè,

ëèáî íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷è-

âîñòè ñòàöèîíàðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ñäâèãîâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé

îäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé áåñêîíå÷íîé ïî ïðî-

âîäèìîñòè æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé èëè â àçèìóòàëüíîì, èëè

â ïîëîèäàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëÿõ, à òàêæå óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêî�

ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâûõ è ïðîèçâîëüíûõ òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé îäíî-

ðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè

âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññìàòðè-

âàåìûì ìàëûì âîçìóùåíèÿì; ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàê-

òè÷åñêîé ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ïîñòðîåíû êàê âåðõíèå, òàê è

íèæíèå àïðèîðíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íàðàñòàíèÿ ìàëûõ âîç-

ìóùåíèé íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé.

Âìåñòå ñ òåì, ïåðå÷èñëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû, êîíå÷íî æå, íè â
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êîåé ìåðå íå èñ÷åðïûâàþò âñåõ âîçìîæíîñòåé ñïîñîáîâ êîíñòðóèðîâà-

íèÿ ðàñòóùèõ âî âðåìåíè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, ìîäè�èöèðîâàí-

íûõ ëèáî ñîçäàííûõ â íàñòîÿùåì êóðñå ëåêöèé, â ïðèëîæåíèè ê ëèíåé-

íûì çàäà÷àì òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Òàê ÷òî îïè-

ñàíèå îáëàñòè èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ íàðàñòàþùèõ

ñî âðåìåíåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà â õîäå èçó÷åíèÿ ñàìûõ ðàçíî-

îáðàçíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ)

è óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ, íåñîìíåííî, ñîñòàâëÿåò

ïðåäìåò äàëüíåéøèõ êðîïîòëèâûõ èññëåäîâàíèé.
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ÂÛÂÎÄÛ

1. Óíèâåðñàëüíîñòü ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ ýêñïîíåíöèàëü-

íûõ îöåíîê ñíèçó (II.2.42), (III.1.53), (III.3.62), (IV.1.18), (IV.2.20),

(IV.2.29) è (IV.2.33) ðîñòà ðàññìàòðèâàåìûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñâè-

äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äàííûé ñïîñîá äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà

ëþáûå äðóãèå áåñêîíå÷íîìåðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè åñòåñòâîçíà-

íèÿ (�èçèêè, õèìèè, áèîëîãèè è ò. ï.), ëèøü áû îíè áûëè ñêîíñòðóè-

ðîâàíû íà áàçå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè.

2. Â ñâîþ î÷åðåäü, îáùíîñòü âûâåäåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ íåðà-

âåíñòâ (II.2.40), (III.1.52), (III.3.60), (IV.1.16), (IV.2.19), (IV.2.27) è

(IV.2.31) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ó èíòåãðàëà M (II.2.38), (III.1.31),

(IV.1.14), (IV.2.14) äîëæåí áûòü íåëèíåéíûé àíàëîã. Îáíàðóæåíèå æå

íåëèíåéíîãî àíàëîãà �óíêöèîíàëà M , áåññïîðíî, ñîîáùèò ñîâðåìåí-

íîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïðèíöèïèàëüíî íîâîå êà-

÷åñòâî, êîãäà ìîæíî áóäåò íàõîäèòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

î íåëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèé êàêèõ óãîäíî áåñ-

êîíå÷íîìåðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé åñòåñòâîçíàíèÿ.

3. Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà âûòåêàåò, ÷òî ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåëè-

íåéíûõ àíàëîãîâ äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (II.2.40), (III.1.52),

(III.3.60), (IV.1.16), (IV.2.19), (IV.2.27) è (IV.2.31) äëÿ íåëèíåéíîãî

æå àíàëîãà �óíêöèîíàëà M (II.2.38), (III.1.31), (IV.1.14), (IV.2.14) è

èõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñëóæèò îäíîâðåìåííî è ìåòîäèêîé îòáîðà ñðåäè

ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàèáîëåå îïòè-

ìàëüíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
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íèÿ èçó÷àåìûì ïðèðîäíûì ÿâëåíèÿì. Àäåêâàòíîå æå ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå ÿâëåíèé ïðèðîäû � ýòî, âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, êëþ÷ ê

ïîíèìàíèþ èõ ìåõàíèçìîâ, à çíà÷èò � ê óïðàâëåíèþ äàííûìè ïðèðîä-

íûìè ÿâëåíèÿìè è ïðèìåíåíèþ èõ äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ

íóæä ÷åëîâå÷åñêîé öèâèëèçàöèè.

4. Íàêîíåö, êàñàòåëüíî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (II.2.41), (III.1.58),

(III.3.61), (IV.1.17), (IV.2.25), (IV.2.28) è (IV.2.32) ïðàêòè÷åñêîé ëèíåé-

íîé íåóñòîé÷èâîñòè, èìååò ñìûñë îñîáî ïîä÷åðêíóòü èõ êîíñòðóêòèâ-

íûé õàðàêòåð â ïëàíå âûïîëíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ è ïðîâåäåíèÿ

�èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòî ïðåäîñòàâëÿåò óíèêàëüíóþ âîçìîæ-

íîñòü äëÿ íàèñêîðåéøåãî âíåäðåíèÿ äàííûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè

â ñàìûå ðàçíûå îáëàñòè íàóêè è òåõíèêè ñ öåëüþ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëå-

ìû îñîçíàííîãî óïðàâëåíèÿ òåìè èëè èíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðî-

öåññàìè. Òàê, ïîñêîëüêó â ïåðâûõ òð¼õ ãëàâàõ íàñòîÿùåãî êóðñà ëåê-

öèé ðå÷ü èä¼ò î âîïðîñàõ Ì�Ä óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

(ïîêîÿ) ëèáî ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ, ÿðêèì ïðèìå-

ðîì èñïîëüçîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (II.2.41), (III.1.58), (III.3.61),

(IV.1.17), (IV.2.25), (IV.2.28) è (IV.2.32) ïðàêòè÷åñêîé ëèíåéíîé íå-

óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ñòàòü îäíà èç íàèáîëåå æèâîòðåïåùóùèõ íàó÷-

íî�òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì íàøèõ äíåé � ïðîáëåìà îñóùåñòâëåíèÿ

óïðàâëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà [20, 76, 77, 118, 186, 187℄. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ýòè óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïðèìåíÿòü íà âñåõ

ñòàäèÿõ ðàçðàáîòêè è èñïîëüçîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê äëÿ

òåðìîÿäåðíûõ ýëåêòðîñòàíöèé (îò íà÷àëà ïðîåêòèðîâàíèÿ âïëîòü äî

ïðîìûøëåííîé ýêñïëóàòàöèè âêëþ÷èòåëüíî) ñ òåì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
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èõ ý��åêòèâíóþ è áåñïåðåáîéíóþ ðàáîòó ñ íàä¼æíûì óïðàâëåíèåì â

ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.
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