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Предисловие

Курс «Методы вычислений» для студентов Китайско-рос-
сийского института Хэйлунцзянского университета содержит
разделы, включающие материал по интерполяции функций,
численному дифференцированию и интегрированию, решению
нелинейных уравнений, разностным и проекционым методам
решения дифференциальных уравнений. Данное пособие со-
держит вводную часть, посвященную вычислительной техни-
ке, алгоритмам и погрешности вычислений, а также главы по
интерполяции функций (главы 2-3), численному дифференци-
рованию и интегрированию (главы 4, 5). В приложениях пред-
ставлены используемые в основном тексте сведения из теории
матриц и математического анализа.
Пособие может быть полезным тем, кто решил познако-

миться с соответствующими разделами вычислительной мате-
матики, но, в первую очередь, оно предназначено студентам
математического отделения Китайско-российского института
Хэйлунцзянского университета, изучающим дисциплину «Ме-
тоды вычислений» на русском языке. В пособии конспективно
изложены материалы курса по соответствующим темам, даны
примеры упражнений для семинаров, а также представлены
дополнительные сведения и ссылки на литературу для даль-
нейшего изучения. Так как в рамках курса «Методы вычисле-
ний» предусмотрен вычислительный практикум в компьютер-
ном классе, то в пособии представлены примеры заданий для
программной реализации вычислительных алгоритмов и про-
ведения расчетов на персональных ЭВМ.

Глава 1

Представление чисел и вычислительная
погрешность

1.1. Источники погрешности

При построении математической модели и проведении вы-
числений выделяют следующие источники погрешности (оши-
бок).
1а. Погрешность модели: математическая модель прибли-

женно описывает реальное явление.
1б. Погрешность входных данных : числовые данные, входя-

щие в математическое описание задачи известны с некоторой
точностью.
2. Погрешность численного метода: численный метод ре-

шения задачи может быть неточным (пример - итерационные
методы решения системы линейных уравнений).
3. Погрешность вычислений: ошибки, связанные с пред-

ставлением чисел в ЭВМ, выполнением арифметических опе-
раций, а также с вводом и выводом числовых данных.
Погрешности 1а и 1б называют неустранимыми, имея в

виду то обстоятельство, что математик–вычислитель практи-
чески не имеет возможность влиять на них. О целесообраз-
ности предварительного анализа неустранимых погрешностей
см., например, [7]. Заметим, что в учебном пособии [16] неустра-
нимой называют погрешность вычислений.

1.2. Абсолютная и относительная погрешность

Предположим, что в процессе вычисления некоторой вели-
чины A получено приближенное значение a. Величина Δa =
|A − a| называется абсолютной погрешностью приближенно-
го значения a. Величину δa =

Δa

|a| называют относительной
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погрешностью значения a и часто выражают в процентах.
Так как точное значение A обычно неизвестно, то неизвестно и
точное значение погрешностей. Поэтому рассматривают оцен-
ки погрешностей сверху:

Δa ≥ |A− a|, (1.2.1)

δa ≥ Δa

|a| , (1.2.2)

которые также называют, соответственно, абсолютной и отно-
сительной погрешностью (иногда для (1.2.1), (1.2.2) использу-
ют термин «предельные погрешности», см., например, [16]).
Приведем свойства погрешностей (см., например, [7,12,14]):

Δ(a± b) = Δ(a) + Δ(b), (1.2.3)

Δ(ab) = |b|Δa+ |a|Δb+ΔaΔb, (1.2.4)

Δ(a/b) =
|b|Δa+ |a|Δb

(1− δb)b2
, (1.2.5)

δ(ab) = δa+ δb+ δaδb, (1.2.6)

δ(a/b) =
δa+ δb

(1− δb)
. (1.2.7)

В формулах (1.2.5), (1.2.7) предполагается, что δb < 1 . Если
δa и δb значительно меньше единицы, то используют прибли-
женные формулы

Δ(ab) ≈ |b|Δa+ |a|Δb, (1.2.8)

Δ(a/b) ≈ |b|Δa+ |a|Δb

b2
, (1.2.9)

δ(ab) ≈ δa+ δb, (1.2.10)

δ(a/b) ≈ δa+ δb. (1.2.11)

Для относительной погрешности суммы и разности выполнено

δ(a+ b) = max(δa, δb), (1.2.12)
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δ(a− b) =
Δa+Δb

|a− b| . (1.2.13)

Для погрешности дифференцируемой функции f(a1, . . . , an) от
n аргументов используют приближенные формулы

Δf ≈
n∑

i=1

| ∂f
∂ai

|Δai, (1.2.14)

δf ≈
n∑

i=1

|∂ ln f

∂ai
|Δai. (1.2.15)

Упражнения 1.2.1. a) Докажите соотношения (1.2.3) –
(1.2.15).
б) Найдите выражение для относительной погрешности ве-

личины

y =

√
a+ b

x3(1− x)

через значения a, b, x и их абсолютные погрешности.

Обратная задача теории погрешности. Для того, чтобы
выяснить, какая точность входных данных a1, . . . an обеспечит
необходимую точность вычисления функции f(a1, . . . , an) ис-
пользуют различные подходы. Принцип равных влияний состо-
ит в предположении, что значения | ∂f

∂ai
|Δai равны. Это дает

Δai =
Δf

n| ∂f
∂ai

| . (1.2.16)

Если предположить равенство относительных погрешностей
δai, то получим формулу

Δai =
|ai|Δf

∑n

i=1
|ai

∂f
∂ai

| . (1.2.17)

О других подходах к решению обратной задачи теории погреш-
ностей см., например, [7].
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Существуют различные способы учета вычислительных по-
грешностей. Подход, основанный на точном оценивании по-
грешностей, на приведенных выше правилах подсчета погреш-
ностей арифметических операций, на вычислении точных ниж-
них и верхних границ для приближенных значений часто на-
зывают аналитическим или классическим [12]. Классический
подход является громоздким. Кроме того, он описывает наи-
худшие варианты погрешностей, которые могут быть малове-
роятными. Статистический подход основан на применении
вероятностных оценок погрешности. Продемонстрируем этот
подход на примере вычисления среднего арифметического чи-
сел

b = (a1 + . . .+ an)/n (1.2.18)

с одинаковым уровнем абсолютных погрешностей Δai ≈ Δa.
Классическая оценка погрешностей дает Δb ≈ Δa. Однако из-
вестно, что при естественных предположениях (о распределе-
нии и независимости погрешности каждого слагаемого) соглас-
но вероятностным законам погрешность Δb среднего арифме-
тического стремиться к нулю при n → ∞ со скоростью 1/

√
n.

Правило Чеботарева основано на статистическом подходе
оценки погрешностей и используется при суммировании n >
10 чисел с одинаковой абсолютной погрешностью Δai ≈ Δa.
Согласно этому правилу абсолютная погрешность суммы s =
a1 + . . .+ an равна

Δs ≈
√
3nΔa. (1.2.19)

Для среднего арифметического (1.2.18) правило Чеботарева
дает

Δb ≈ Δa
√

3/n.

Упражнение 1.2.2. Предположим, что Δa = 0.5 · 10−6 и
n = 12. Оцените абсолютные погрешности Δs и Δb по правилу
Чеботарева и с использованием классического подхода.

Кроме того, на практике при «ручном» счете для оценки
погрешностей часто применяют так называемый технический
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подход (см., например, [12, 31]), который связывают с именем
русского ученого Алексея Николаевича Крылова (1863 - 1945).

1.3. Системы счисления, представление чисел в
ЭВМ

Система счисления – это способ представления числовых
значений с помощью символов. В различные времена разны-
ми народами использовались весьма разнообразные системы
счисления. Сейчас в повседневной жизни мы пользуемся пози-
ционной системой счисления по основанию b = 10:

an . . . a1a0.a−1 . . . a−m =

= anb
n + . . .+ a1b

1 + a0b
0 + a−1b

−1 + . . .+ a−mb−m.

Здесь ai – цифры от 0 до b− 1.
Представление чисел в ЭВМ и на многих современных но-

сителях информации основано на двоичной системе счисления,
b = 2. Так как запись в двоичной системе получается сравни-
тельно длинной, то для более краткой записи часто используют
системы счисления по основанию 8 и 16. Преобразовать запись
числа в двоичной системе в системы счисления по основаниям
8 или 16 можно, группируя, соответственно, по 3 и 4 двоичных
цифры в одну цифру восьмеричной или шестнадцатиричной
системы.

Упражнение 1.3.1. Запишите число 2017 в системах счисле-
ния по основанию 2, 4, 8 и 16.

Для представления чисел и выполнения арифметических
операций в современных ЭВМ разработан стандарт IEEE 754.
Стандарт используется в современных аппаратных средствах
и компиляторах с разных языков программирования. Погреш-
ность вычислений может быть обусловлена, в том числе, и осо-
бенностями этого стандарта.
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Значащими цифрами в позиционной записи числа называ-
ют все его цифры, начиная с первой ненулевой цифры слева.
Например, значащими цифрами числа 0.0024700 являются его
последние пять цифр. Значащую цифру называют верной, если
абсолютная погрешность числа меньше чем половина едини-
цы разряда, соответствующего этой цифре. Согласно стандар-
ту IEEE 754 вещественное число с плавающей точкой одинар-
ной точности имеет 6-7 верных значащих цифр в десятичном
представлении. Это, в частности, означает, что, если перемен-
ная одинарной точности x имеет значение 100000000, то опе-
рация x = x + 1 не изменит её значения. Ошибки, которые
могут возникать из-за подобных эффектов, нужно учитывать
при программной реализации вычислительных алгоритмов.

Задание 1.3.1. а) Проведите на персональном компьютере
вычисление скалярного произведения векторов a и b для сле-
дующих значений: (1) a = (1011, 2,−1010), b = (109, 3, 1010), (2)
a = (105, 2,−105), b = (105, 3, 105). Используйте вещественные
переменные одинарной и двойной точности. Объясните полу-
ченные результаты. Как результаты зависят от порядка выпол-
няемых операций?
б) Найдите наименьшее целое положительное значение пе-

ременной x вещественного типа (одинарной и двойной точно-
сти), для которого операция x = x+1 дает неверный результат.

Погрешность вычислений может существенно зависеть от
порядка выполняемых арифметических операций. При сумми-
ровании последовательности величин одного знака рекоменду-
ется складывать числа в порядке возрастания абсолютных зна-
чений. Кроме того, для уменьшения вычислительной погреш-
ности суммы могут быть использованы специальные алгорит-
мы такие как, например, компенсационный алгоритм Уильяма
Кэхэна (William Morton Kahan, родился в 1933 году), опубли-
кованный в 1965 году [60]:

// Алгоритм Кэхэна вычисления суммы Sum=a[1]+...+a[N]
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Sum := 0.0 // сумма
C := 0.0 // компенсация погрешности
for i := 1 to N do
begin

Y := a[i] - C //вначале C=0
T := Sum + Y //здесь младшие разряды Y могут

//быть потеряны
C := (T - Sum) - Y //C "восстанавливает"

//потерянные разряды Y; "компенсация" потерянных
//разрядов произойдет в первом операторе цикла

Sum := T
end;
writeln(Sum); //окончательный результат
//PS. Для правильной работы алгоритма
//избегайте компиляции с оптимизацией

Усовершенствованный алгоритм компенсации погрешности
при суммировании был предложен в 1974 году [63]. Этот алго-
ритм учитывает ситуации, когда последующее слагаемое боль-
ше по модулю значения суммы предыдущих слагаемых.

Задание 1.3.2. Вычислите сумму
∑N

i=1
i−2 для N = 106, 107 с

двойной и одинарной точностью, используя прямой и обратный
порядок суммирования. Проанализируйте точность результа-
тов. Используйте компенсационное суммирование Кэхэна для
более точного расчета с одинарной точностью.

Ошибки вычислений могут возникать и по причинам, ко-
торые сложно предусмотреть заранее. Это могут быть ошибки
вычислительной техники или программного обеспечения. В ка-
честве примера можно привести известную ошибку «Pentium
FDIV». Это ошибка была допущена в модуле математическо-
го сопроцессора процессоров Pentium, выпускавшихся фирмой
Intel в 1994 году (варианты процессоров с частотами 60-100
МГц). Ошибка, в частности, приводила к неожиданному ре-
зультату 4195579 после вычислений 4195835*3145727/3145727.
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В настоящее время от работы вычислительной техники и
программного обеспечения зависят многие аспекты современ-
ной жизни. В некоторых ситуациях ошибки вычислений при-
водят к серьезным последствиям. Douglas N. Arnold приво-
дит следующие примеры на своей веб-странице под заголовком
«Some disasters attributable to bad numerical computing»:

• Взрыв ракеты "Пэтриот"в Саудовской Аравии 25 февра-
ля 1991, который привел к гибели 28 человек, связан с
ошибками округления.

• Взрыв ракеты Ариан-5 сразу после старта при ее первом
испытании во Французской Гвиане 4 июня 1996 был след-
ствием переполнения чисел.

• Нефтяная платформа затонула около Норвегии 23 авгу-
ста 1991, что привело к убытку почти в один миллиард
долларов. Это было следствием ошибок, допущенных при
вычислениях методом конечных элементов.

Другой широко известный пример: в 1999 году при полёте на
Марс потерпел аварию космический аппарат Mars Climate Or-
biter. Причиной аварии была следующая ошибка: команды по
тяге двигателя в программном обеспечении космического ап-
парата использовали единицу измерения силы «ньютон», в то
время как программное обеспечение на Земле, которое создава-
ло эти команды, использовало единицу измерения «фунт-сила»
(лишь в 2007 году в NASA полностью перешли на метрическую
систему).

1.4. Корректность и обусловленность
математических задач, устойчивость численных

алгоритмов

Характер зависимости решения вычислительной задачи от
входных данных может быть различным. В частности, выделя-
ют корректные и некорректные задачи. Для того, чтобы пред-
варительно познакомиться с понятием корректности, приведем
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(нестрогие) определения (более подробно см. [3, 12] и другие
учебники). Вычислительная задача называется корректной, ес-
ли для любых входных данных существует единственное ре-
шение и это решение непрерывно зависит от входных данных
(последнее свойство называют устойчивостью решения задачи
по входным данным). В противном случае задача называет-
ся некорректной. Заметим, что корректность зависит от выбо-
ра множества допустимых входных данных и множества, где
ищется решение. Наряду с корректными, некорректные задачи
часто возникают в различных приложениях. В качестве при-
меров некорректных задач можно привести задачу численно-
го дифференцирования, вычисления ранга матрицы, решение
уравнения Фредгольма первого рода и другие. Для решения
некорректных задач разрабатывают специальные методы ре-
гуляризации, см., например [24,50].
Под обусловленностью понимают чувствительность реше-

ния задачи к малым возмущениям входных данных. Задачу на-
зывают хорошо обусловленной, если малые возмущения вход-
ных данных приводят к малым изменениям решения, и плохо
обусловленной в противном случае. Задача может быть кор-
ректной, но плохо обусловленной. В некоторых случаях удается
ввести число, характеризующее обусловленность задачи, как,
например, для систем линейных алгебраических уравнений.
Вычислительный алгоритм представляет собой последова-

тельность операций, в ходе которой погрешность может суще-
ственно меняться. Если в ходе выполнения алгоритма погреш-
ность возрастает и делает результат неприемлемым, то такой
алгоритм называют вычислительно неустойчивым. Например,

требуется вычислить интеграл IN = e−1
∫ 1

0
xNexdx при доста-

точно большом N . Вычисления можно проводить по рекур-
рентным формулам

I0 = 1− e−1, In = 1− nIn−1, n = 1, 2, . . . , N. (1.4.1)

Однако такой метод оказывается неустойчивым [6,12].
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Упражнение 1.4.1. Покажите, что начальная погрешность,
допущенная при вычислении I0 увеличивается в n! раз при под-
счете In по формуле In = 1− nIn−1.

Задание 1.4.1. Запрограммируйте алгоритм (1.4.1) и убеди-
тесь в его неустойчивости.

1.5. О вычислительной технике

Истории и современному развитию вычислительной техни-
ки посвящена обширная литература и множество источников
в сети Интернет. С этими вопросами студентам предлагается
ознакомится самостоятельно. При этом полезно иметь в виду
следующее (см., например, [25] и другие источники).
В литературе выделяют четыре периода развития вычисли-

тельных средств: домеханический, механический, электромеха-
нический, электронный.
В прошлом для численных расчетов создавались различные

средства такие, как абак (счётная доска, счёты, суньпан и т.п.),
палочки Джона Непера (1617г.), логарифмические таблицы и
линейки (с начала 17-го века), арифмометры ВильгельмаШик-
карда (1623 г.), Блеза Паскаля (1642 г.), Готфрида Вильгельма
Лейбница (1673 г.) и др.
Первые электронно-вычислительные машины (ЭВМ) были

созданы в середине прошлого века:

• В Германии Конрад Цузе (Konrad Zuse, 1910-1995) созда-
ет ЭВМ Z1, Z2, Z3 (1941 г.), Z4 (1944 г.).

• Американский программируемый компьютер «Марк I»
создана в 1943 году для выполнения баллистических рас-
чётов.

• Английская вычислительная машина «Colossus» создана
в 1943 году для рассшифровки секретных кодов.

• В 1946 году создана первая американская гражданская
ЭВМ ENIAC.
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• В 1950 году в Киеве под руководством академика Сергея
Алексеевича Лебедева создана первая в СССР и конти-
нентальной Европе ЭВМ «МЭСМ».

• В 1959 году в Китае принята в эксплуатацию первая ки-
тайская ЭВМ БЭСМ-К.

В истории создания ЭВМ условно выделяют несколько по-
колений: первое поколение (на электронных лампах; 1945-1955
гг.), второе поколение (с использованием полупроводниковых
технологий, магнитных сердечников, барабанов и лент; 1955-
1965 гг.), третье поколение (интегральные микросхемы, маг-
нитные диски; 1965-1975 гг.), четвертое поколение (большие
интегральные схемы, микрокомпьютеры).

Упражнение 1.5.1. Какой объем информации можно запи-
сать на перфокарту, изображенную на рис. 1.1? Во сколько
раз больше плотность записи информации на единицу площа-
ди для microSD объемом 32ГБ? (Размеры microSD – 11×15мм,
а размеры перфокарты – 183× 83мм.)

Рис. 1.1. Такие перфокарты широко использовались в качестве
носителей информации при работе с ЭВМ первого поколения и в
более позднее время

В 1959 году в Московском университете разработана ЭВМ
«Сетунь» (руководитель проекта Николай Петрович Брусен-
цов, 1925 - 2014), которая являлась единственной серийно вы-
пускавшейся ЭВМ на троичной логике.



1.5. Вычислительная техника 17

По типу ЭВМ делятся на персональные (в 1976 году вы-
пущен первый персональный компьютер Apple, а в 1981 го-
ду – персональный компьютер фирмы IBM), вычислительные
серверы, мэйнфреймы, суперкомпьютеры (Cray-1, созданный в
1976 году, считается одним из первых суперкомпьютеров). Са-
мым высокопроизводительным в мире на 19 июня 2017 года
являлся китайский суперкомпьютер Sunway TaihuLight: 93 пе-
тафлопс (93 ∗ 1015 операций с плавающей запятой в секунду),
10649600 ядер. Отметим для сравнения, что первый суперко-
пьютер Cray-1 имел быстродействие 133 ∗ 106 флопс, а про-
изводительность процессоров современных персональных ком-
пьютеров может достигать сотен гигафлопс (гигафлопс = 109

флопс).

В свое время наиболее перспективными считались аналого-
вые компьютеры. Числовые данные в таких компьютерах опи-
сываются не с помощью дискретного представления, а анало-
говыми физическими величинами (скорость, сила тока, дав-
ление). Аналоговые компьютеры широко использовались при
решении важнейших задач авиации, ракетостроении, космиче-
ских исследованиях и др. Примером аналоговых компьютеров
являются гидроинтеграторы Владимира Сергеевича Лукьяно-
ва (1902–1980), которые позволяли решать дифференциальные
уравнения в частных производных, моделируя протекание во-
ды. Первый гидроинтегратор был создан в 1936 году. Гидроин-
теграторы использовались для расчетов проекта Каракумско-
го канала в 1940-е годы и при строительстве БАМа в 1970-х. С
1955 гидроинтеграторы выпускались серийно на Рязанском за-
воде счетно-аналитических машин и поставлялись в различные
страны. В середине 1970-х годов в производственных, научных
и учебных организациях СССР работало более сотни гидро-
интеграторов. Использовались гидроинтеграторы до середины
1980-х годов [48] .

Элементная база компьютеров – это основные элементы,
которые обеспечивают проведение вычислительных процессов.
Основной элементной базой современных компьютеров явля-
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ются полупроводниковые интегральные микросхемы. Ранее в
качестве элементной базы широко использовались электриче-
ские реле и электронные лампы. Также разрабатывались вы-
числительные устройства на основе гидравлических и пнев-
матических конструкций. Такие устройства на основе струй-
ных элементов отличаются повышенной устойчивостью к ра-
диации, экстремальным температурам, механическим воздей-
ствиям и вибрациям [4]. Вычислительные устройства на эле-
ментах струйной автоматики применяются в военной и спаса-
тельной технике, на взрывоопасных производствах, в системах
безопасности АЭС и т.п.
В заключение перечислим некоторые современные направ-

ления исследований, связанные разработкой новых вычисли-
тельных алгоритмов и аппаратных средств: разработка алго-
ритмов адаптированных для вычислений на многопроцессор-
ных ЭВМ и графических процессорах, создание вычислитель-
ной техники на новых принципах (молекулярные, квантовые,
оптические компьютеры), разработка методов анализа данных
(«data mining») на основе искусственных нейронных сетей, ге-
нетического алгоритма, нечеткой логики, статистического ана-
лиза и т.д.



Глава 2

Полиномиальная интерполяция

В этой главе рассматривается задача интерполяции. Интер-
поляция (интерполирование) - это построение функции по из-
вестным её значениям (и, возможно, значениям производных) в
заданных точках. Очевидно, что можно построить необозримое
множество функций, проходящих через фиксированные точки.
Полиномиальная интерполяция предполагает, что в качестве
интерполирующих функций рассматриваются многочлены.

2.1. Постановка задачи. Существование и
единственность решения

Задача полиномиальной интерполяции. Предположим,
что для некоторой функции f(x) известны значения в различ-
ных точках xi, i = 0, · · · , n: f(xi) = fi. Требуется построить
полином

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n (2.1.1)

степени (не выше) n, такой что

Pn(xi) = fi, i = 0, · · · , n. (2.1.2)

Полином Pn(x) при этом называется интерполяционным, а
точки xi – узлами интерполяции.

Утверждение. Для любого n = 0, 1, 2, · · · задача полиноми-
альной интерполяции имеет единственное решение. То есть,
для произвольных значений xi, fi ∈ R (i = 0, · · · , n) суще-
ствует единственный интерполяционный полином Pn степени
не выше n, принимающий заданные значения fi в n + 1 узлах
xi.
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Доказательство. Равенство (2.1.2) с учетом (2.1.1) можно
записать в виде системы линейных уравнений относительно
неизвестных коэффициентов a0, a1, . . . , an интерполяционного
полинома:

W

⎡⎢⎢⎣
a0
a1
. . .
an

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
f0
f1
. . .
fn

⎤⎥⎥⎦ , (2.1.3)

где

W =

⎡⎢⎢⎣
1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2n . . . xnn

⎤⎥⎥⎦ . (2.1.4)

Матрицу W называют матрицей Вандермонда (Alexandre–
Theophile Vandermonde, 1735 – 1796). Определитель матрицы
W – это определитель Вандермонда, о котором известно, что
он отличен от нуля, если среди xi нет совпадающих значений
(см., например, [22, 34]). Это означает, что система линейных
уравнений единственным образом определяет коэффициенты
a0, a1, . . ., an интерполяционного полинома. �

Замечание. Для определителя Вандермонда выполнено

|W (x0, . . . , xn)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

0≤j<i≤n

(xi − xj).

При больших n матрица Вандермонда плохо обусловлена. В
частности, доказано (см. [53,65]), что

cond2W (x0, . . . , xn) ≥ 2n−1/
√
n+ 1.

Кроме того, если все узлы xi по модулю меньше или равны еди-
нице (или, наоборот, все узлы по модулю не меньше единицы),
то выполнено неравенство
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cond2W (x0, . . . , xn) ≥ 2n−1.

Через cond2 здесь обозначено (спектральное) число обуслов-
ленности матрицы:

cond2W = ‖W‖2 ‖W−1‖2,
где ‖W‖2 – спектральная норма матрицы W .

Замечание. Спектральная норма матрицы является под-
чинённой евклидовой векторной норме:

‖W‖2 = max
z �=0

|Wz|2
|z|2 , |z|2 =

√
n∑

i=1

z2i .

Напомним, что спектральная норма ‖W‖2 равна максимально-
му сингулярному числу матрицыW . Сингулярные числа σi(W )
матрицыW – это корни квадратные собственных чисел матри-
цы W ∗ W : σi(W ) =

√
λi(W ∗ W ) (это справедливо для любых

квадратных матриц). Сингулярные числа матрицы W−1 по-
лучаются обращением сингулярных чисел матрицы W . Таким
образом, число обусловленности cond2(W ) равно отношению
наибольшего сингулярного числа матрицы W к наименьшему.
Более подробно о матричных и векторных нормах см. прило-
жение А.

Выписать интерполяционный полином можно, не решая не-
посредственно систему уравнений (2.1.3). В следующих пунк-
тах рассматриваются два способа построения интерполяцион-
ного многочлена.

2.2. Интерполяционный полином в форме
Лагранжа

Один из способов выписать интерполяционный полином со-
стоит в следующем. Предположим, что для набора узлов ин-
терполяции xi (i = 0, · · · , n) мы можем найти многочлены
Pnk(x) степени n такие, что
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Pnk(xi) =

{
1, i = k,
0, ∀i �= k,

(2.2.1)

Тогда очевидно, что сумма

Pn(x) =
n∑

i=0

fiPnk(x) (2.2.2)

определит искомый интерполяционный многочлен, так как лег-
ко проверить, что (2.1.2) выполнено. Нетрудно найти выраже-
ния для многочленов Pnk(x), удовлетворяющих свойству
(2.2.1):

Pnk(x) =
(x− x0) · · · (x− xk−1)(x− xk+1) · · · (x− xn)

(xk − x0) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn)
(2.2.3)

Представление (2.2.2) называют интерполяционным многочле-
ном в форме Лагранжа (Joseph-Louis Lagrange, 1736 – 1813)
или, кратко, интерполяционным многочленом Лагранжа.
Функции Pnk(x) называют базисными полиномами Лагранжа.

Упражнение 2.2.1. а) Выпишите полиномы Лагранжа для
n = 0, 1, 2, 3, 4.
б) Докажите, что

∑n

k=0
Pnk(x) = 1.

в) Докажите, что при m = 0, 1, . . . , n выполнено (независи-
мо от выбора узлов xk)

n∑
k=0

xmk Pnk(x) = xm.

Верно ли это равенство для m = n+ 1?

Задание 2.2.1. Напишите программу для вычисления интер-
поляционного полинома Лагранжа. Воспользуйтесь формула-
ми (2.2.2), (2.2.3).
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2.3. Интерполяционный полином в форме
Ньютона

Предположим, что Pn(x) – интерполяционный полином сте-
пени n для значений {(xi, fi)}i=0,...,n, а Pn+1(x) – интерполя-
ционный полином степени n + 1, построенный для значений
{(xi, fi)}i=0,...,n+1. Тогда разница Pn+1(x)− Pn(x) является по-
линомом степени n+1, который, очевидно, можно представить
в виде:

Pn+1(x)− Pn(x) = An+1(x− x0) · · · (x− xn),

An+1 =
fn+1 − Pn(xn+1)

(xn+1 − x0) · · · (xn+1 − xn)
.

Эти соотношения позволяют построить последовательный ал-
горитм нахождения интерполяционных многочленов Pn:

P0(x) = x0,

P1(x) = P0(x) + f(x0, x1)(x− x0),

P2(x) = P1(x) + f(x0, x1, x2)(x− x0)(x− x1),

. . .

Pn(x) = Pn−1(x)+f(x0, x1, · · · , xn)(x−x0)(x−x1) . . . (x−xn−1).

Числа f(x0, x1, · · · , xk) называются разделенными разностями
(порядка k) и определяются соотношениями

f(x0, x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
,

f(x0, · · · , xk) = f(x1, · · · , xk)− f(x0, · · · , xk−1)

xk − x0
. (2.3.1)

Методом математической индукции можно доказать [36,53,
57], что

f(x0, · · · , xk) =
k∑

i=0

f(xi)

(xi − x0)(xi − xi−1) . . . (xi − xi+1)(xi − xk)
.

Отсюда следует, что разделенная разность не зависит от по-
рядка узлов, по которым она строится.
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Представление

Pn(x) = f0 +
n∑

i=1

f(x0, · · · , xi)(x− x0) . . . (x− xi−1) (2.3.2)

называют интерполяционным полиномом (в форме) Ньютона.

Упражнение 2.3.1. Найдите значения разделенных разно-
стей, заполните таблицу 2.1 и постройте интерполяционный
полином Ньютона.

Таблица 2.1
Разделенные разности

i xi fi f(xi, xi+1) f(xi, xi+1, xi+2) f(xi, xi+1, xi+2, xi+3)

0 -1 3 ? ? ?
1 0 2 ? ? -
2 1 5 ? - -
3 3 23 - - -

Замечание. Интерполяционный многочлен в форме Лагран-
жа явно отражает зависимость от каждого значения функ-
ции fi. При изменении степени n интерполяционный многочлен
Лагранжа требуется строить заново. Интерполяционный мно-
гочлен в форме Ньютона явно выражается не через значения
функции, а через разделенные разности. При изменении n у
интерполяционного многочлена Ньютона достаточно добавить
или отбросить соответствующие слагаемые.
В случае равноотстоящих узлов xk = x0 + kh (k = 0, · · · , n)

интерполяционный полином Ньютона можно записать в виде

Pn(x) = f0 +
n∑

k=1

Δkf0
k!hk (x− x0) · · · (x− xk−1). (2.3.3)

Здесь числа Δkf0 определяются из соотношений
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Δfi = fi+1 − fi,

Δkfi = Δk−1fi+1 −Δk−1fi.

Величины Δkfi называются конечными разностями (порядка
k). Конечные разности связаны с разделенными разностями
формулой

f(xi, · · · , xi+k) =
Δkfi
k!hk .

При h → 0формула (2.3.3) «превращается» в формулу Тейлора
(см. приложение Б.1)

Pn(x) = f(x0) +
n∑

k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

Задание 2.3.1. Напишите программу для вычисления интер-
поляционного полинома Ньютона. Воспользуйтесь формулами
(2.3.1), (2.3.2).

2.4. Оценка погрешности полиномиальной
интерполяции

Преположим, что Pn – интерполяционный многочлен функ-
ции f , построенный по узлам x0, . . . , xn. Функцию

Rn(x) = f(x)− Pn(x) (2.4.1)

называют остаточным членом итерполяции.

Теорема 2.1. Предположим, что x, x0, . . . , xn ∈ [a, b] и функ-
ция f(x) ∈ C(n+1)[a, b], т.е. имеет на отрезке [a, b] непре-
рывную ограниченную производную f (n+1). Тогда существует
ξ ∈ [a, b] такая, что

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
j=0

(x− xj). (2.4.2)

Более точно, min(x, x0, . . . , xn) ≤ ξ ≤ max(x, x0, . . . , xn).
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Доказательство. Рассморим функцию

ϕ(z) = Rn(z)−Rn(x)
(z − х0) · · · (z − xn)

(x− x0) · · · (x− xn)
. (2.4.3)

Эта функция имеет ограниченную на [a, b] производную ϕ(n+1)

и равна нулю, по крайней мере, в (n+2) точках x, x0, . . . , xn, т.е.
имеет (n + 2) нулей. По теореме Ро̀лля (см. приложение Б.2)
функция ϕ′ имеет на [a, b] не меньше (n + 1) нулей. Продол-
жая подобные рассуждения для производных более высокого
порядка, получим, что существует точка ξ ∈ [a, b] такая, что
ϕ(n+1) = 0. Из последнего равенства следует, что

ϕ(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)− P (n+1)
n (ξ)−Rn(x)

(n+ 1)!
∏n

j=0
(x− xj)

= 0.

Отсюда вытекает (2.4.2).

Следствие 2.1. В предположении теоремы 2.1 выполнено

|Rn(x)| ≤ maxx∈[a,b] |f (n+1)(ξ)|
(n+ 1)!

|ω(x)|, (2.4.4)

где

ω(x) =
n∏

j=0

(x− xj). (2.4.5)

Следствие 2.2. Предположим, что узлы образуют равно-
мерную сетку, xi = a+ih, i = 0, . . . , n, h = (b−a)/n и x ∈ [a, b].
Тогда

|Rn(x)| ≤ hn+1 maxx∈[a,b] f
(n+1)(x)

n+ 1
. (2.4.6)

Доказательство. Положим x = xk + αh, α ∈ (0, 1), k < n.
Тогда

x− xi = kh+ αh− ih = (k + α− i)h,

n∏
i=0

(x− xi) = hn+1
n∏

i=0

(k + α− i),
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n∏
i=0

|k + α− i| ≤
k∏

i=0

(k + 1− i)
n∏

i=k+1

(i− k),

n∏
i=0

|k + α− i| ≤ (k + 1)!
n∏

i=k+1

(i− k) ≤ (k + 1)!
n∏

i=k+2

i = n!.

Из последнего неравенства и (2.4.2) следует (2.4.6). (Наглядные
пояснения к последним неравенствам можно найти, например,
в [55] на стр.34.)

Упражнение 2.4.1. а) Функция f(x) =
√
x интерполируется

полиномом второй степени по значениям в узлах x0 = 100,
x1 = 121, x0 = 144. Оцените погрешность интерполяции в точке
x = 116 и на интервале [100, 144]. Воспользуйтесь неравенством
(2.4.4) при n = 2.
б) Докажите, что погрешность линейной интерполяции(

1− x− x0

x1 − x0

)
f0 +

x− x0

x1 − x0
f1

функции f на интервале (x0, x1) не превышает значения

maxx∈[a,b] |f2(ξ)|
8

h2, h = x1 − x0. (2.4.7)

Найдите для этого максимум модуля функции

ω(x) = (x− x0)(x− x1)

на интервале (x0, x1). Отметим, что оценка (2.4.7) лучше, чем
оценка

|Rn(x)| ≤ maxx∈[a,b] |f2(ξ)|
2

h2,

которая следует из (2.4.6).
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Предположим теперь, что кроме значений функции в узлах
xi, i = 0, . . . , n, известны и значения производных f (k)(xi) = fk

i ,
k = 0, 1, . . . , Ni − 1. Ставится задача поиска многочлена Pm(x)
степени m, для которого
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P (k)
m (xi) = fk

i , i = 0, . . . , n, k = 0, 1, . . . , Ni − 1. (2.5.1)

Если m = N0 + . . . + Nn − 1, то существует единственный
многочлен, для которого выполнено (2.5.1). Этот многочлен
называют интерполяционным многочленом Эрмита (Charles
Hermite, 1822 – 1901). Соответствующую задачу интерполяции
называют задачей интерполяции с кратными узлами (в отли-
чие задачи (2.1.1) - (2.1.2), которую называют задачей интер-
поляции с простыми узлами). Процедуры построения интерпо-
лирующих полиномов и результаты о погрешности, рассмот-
ренные ранее для задачи интерполяции с простыми узлами,
обобщаются на случай кратных узлов. Более подробно об ин-
терполяции Эрмита см., например, [57].

Упражнение 2.5.1. Постройте интерполяционные полиномы
Эрмита для

1) P2(x0) = f0, P ′
2(x0) = f ′

0, P2(x1) = f1;

2) P3(x0) = f0, P ′
3(x0) = f ′

0, P ′′
3 (x1) = f ′′

0 , P3(x1) = f1;

3) P3(x0) = f0, P ′
3(x0) = f ′

0, P3(x1) = f1, P ′
3(x1) = f ′

1.

2.6. Дополнительные сведения. Примеры Рунге и
Бернштейна

Приведем сведения, которые дают дополнительное пред-
ставление о возможностях и свойствах полиномиальной интер-
поляции.

1. О возможности аппроксимации полиномом произволь-
ной непрерывной на конечном интервале функции утвержда-
ет теорема Вейерштрасса (Karl Weierstrass, 1815 — 1897): для
произвольных f ∈ C[a, b] и ε > 0 существует многочлен P (x)
такой, что ‖f −P‖C[a,b] < ε. Аналогичный результат доказан и
для аппроксимации периодических функций тригонометриче-
скими полиномами.
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Аналог интерполяционного полинома Лагранжа для функ-
ции f с периодом 2π имеет вид (тригонометрический интерпо-
ляционный полином) [10,51]

sin(x− x1) sin(x− x2) . . . sin(x− xn)

sin(x0 − x1) sin(x0 − x2) . . . sin(x0 − xn)
f0+

+
sin(x− x0) sin(x− x2) . . . sin(x− xn)

sin(x1 − x0) sin(x1 − x2) . . . sin(x1 − xn)
f1 + . . . (2.6.1)

+
sin(x− x1) sin(x− x2) . . . sin(x− xn−1)

sin(xn − x1) sin(xn − x2) . . . sin(xn − xn−1)
fn.

Для нечетного числа узлов xk ∈ [0, 2π), k = 0, 1, . . . , 2M ,
тригонометрический полином можно записать в виде

2M∑
k=0

fk

2M∏
m=0,m �=k

sin [(x− xm)/2]

sin [(xk − xm)/2]
. (2.6.2)

В случае равномерной сетки xk = 2kπ/(2M+1) формула (2.6.2)
принимает вид

2M∑
k=0

fk
sinc [(2M + 1)(x− xk)/2]

sinc [(x− xk)/2]
. (2.6.3)

Здесь sinc обозначает функцию

sinc(x) =

⎧⎨⎩
sin(x)/x, x �= 0,

1, x = 0,

которую называют кардинальным синусом.
Задача тригонометрической интерполяции тесно связана с

дискретным преобразованием Фурье, для которого разработа-
ны специальные быстрые алгоритмы (см., например, [7]).

Задание 2.6.1. Напишите программу для тригонометриче-
ской интерполяции периодических функций на равномерной
сетке по формуле (2.6.3).
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2. Свойством равномерной сходимости к непрерывной фун-
кции обладают полиномы Бернштейна (Сергей Натанович
Бернштейн, 1880 - 1968). Для устойчивого вычисления полино-
мов Бернштейна можно использовать рекурсивный алгоритм
де Кастельжо (Paul de Casteljau, родился в 1930 году), см., на-
пример, [15].

3. Можно предположить, что чем больше узлов интерполя-
ции, тем ближе будет интерполяционный полином к интерпо-
лируемой функции. Однако, как следует из теоремы Фабера
(Georg Faber, 1877 – 1966), доказанной в 1914 году, это не все-
гда так: для любой сгущающейся последовательности интер-
поляционных сеток на [a, b] найдется некоторая непрерывная
функция, для которой последовательность соответствующих
интерполяционных полиномов не сходится к ней равномерно
(см., например, [39,40,58]).
Известно, что для весьма широкого класса функций Лип-

шица-Гёльдера с показателем из (0, 1] последовательность ин-
терполяционных полиномов, построенных по чебышевским уз-
лам (корням полиномов Чебышёва), будет равномерно сходя-
щейся к интерполируемой функции [57]. Полиномы Чебышёва
фактически минимизируют величину maxx∈[a,b] |ω(x)|, которая
присутствует в оценке погрешности полиномиальной интерпо-
ляции (2.4.4). О полиномах Чебышёва см., например, [14,36,42,
57] и др.

4. Теорема Марцинкевича (Jozef Marcinkiewicz, 1910 - 1940)
утверждает, что для заданной непрерывной функции можно
подобрать «хорошую» последовательность множеств узлов:
для любой непрерывной функции f ∈ C[a, b] существует после-
довательность интерполяционных сеток, такая, что построен-
ные по этой последовательности интерполяционные полиномы
равномерно сходятся к функции f (см. [40]).

5. Феноменом Рунге называют появление возрастающих ос-
цилляций при интерполяции полиномами высокой степени, см.
рис 2.1. Это явление было продемонстрировано Карлом Рунге
(Carl Runge, 1856 – 1927) в 1901 году на примере полиномиаль-
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ной интерполяции функции (1 + x2)−1 на интервале [−5, 5] с
равноотстоящими узлами. При x > 3.63 значения соответству-
ющих интерполяционных полиномов неограниченно растут по
модулю. Это, в частности, связано с ростом значений произ-
водных высокого порядка интерполируемой функции у концов
интервала.

Рис. 2.1. Иллюстрация феномена Рунге: появление возрастающих
осцилляций при интерполяции полиномами высокой степени

6. В 1918 году Бернштейн рассмотрел пример полиноми-
альной интерполяции функции |x|, x ∈ [−1, 1], на равномер-
ной сетке узлов (включая концы интервала) и показал, что по-
следовательность интерполяционных полиномов расходится на
всем интервале [−1, 1] кроме точек −1, 0, 1.

7. Если для фиксированного множества узлов не ограни-
чивать степень интерполирующего полинома, то найдется по-
следовательность интерполирующих (на этом множестве уз-
лов) полиномов равномерно сходящаяся к заданной функции,
см. [56].
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Рис. 2.2. Иллюстрация к примеру Бернштейна

Задание 2.6.2. Проведите вычислительные эксперименты,
которые демонстрируют (а) феномен Рунге, (б) пример Берн-
штейна, (в) неустойчивость интерполяции полиномами высо-
кой степени (см. пример в начале главы 3).

2.7. О других способах интерполяции

1. Интерполяция обобщенными многочленами. Фун-
кцию вида

Φm(x) = a0ϕ0(x) + . . .+ amϕm(x) (2.7.1)

называют обобщенным многочленом степени m по системе ба-
зисных функций ϕi. Для интерполяции могут использоваться,
в частности, алгебраические полиномы (ϕi(x) = xi), тригоно-
метрические полиномы (с базисными функциями ϕ0 = 1, ϕ1 =
sin(x), ϕ2 = cos(x), . . . , ϕ2n−1 = sin(nx), ϕ2n = cos(nx) с пе-
риодом 2π), экспоненциальные полиномы (ϕ0 = 1, ϕ1 = sh(x),
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ϕ2 = ch(x), . . . , ϕ2n−1 = sh(nx), ϕ2n = ch(nx)) или ϕ1 = exp(x),
ϕ2 = exp(−x), . . . , ϕ2n−1 = exp(nx), ϕ2n = exp(−nx)) и другие.
Для задачи интерполяции

Φm(xi) = fi, i = 0, . . . , n, (2.7.2)

Коэффициенты a0, . . . , am удовлетворяют линейному уравне-
нию

Wa = f, (2.7.3)

a = (a0, . . . , am)T , f = (f0, . . . , fn)
T ,

W =

⎡⎢⎢⎣
ϕ0(x0) ϕ1(x0) ϕ2(x0) . . . ϕm(x0)
ϕ0(x1) ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕm(x1)
. . . . . . . . . . . . . . .

ϕ0(xn) ϕ1(xn) ϕ2(xn) . . . ϕm(xn)

⎤⎥⎥⎦ .

Рассмотрим набор векторов

ϕj = (ϕ0(xj), ϕ1(xj), . . . , ϕm(xj))
T , j = 0, . . . ,m. (2.7.4)

Матрицу скалярных произведений

Γ =

⎡⎢⎢⎣
〈ϕ0, ϕ0〉 〈ϕ0, ϕ1〉 〈ϕ0, ϕ2〉 . . . 〈ϕ0, ϕm〉
〈ϕ2, ϕ0〉 〈ϕ2, ϕ1〉 〈ϕ2, ϕ2〉 . . . 〈ϕ2, ϕm〉

. . . . . . . . . . . . . . .
〈ϕm, ϕ0〉 〈ϕm, ϕ1〉 〈ϕm, ϕ2〉 . . . 〈ϕm, ϕm〉

⎤⎥⎥⎦ .

называют матрицей Грама (Jørgen Gram, 1850 – 1916) системы
векторов ϕj , j = 0, . . . , n, а её определитель – определителем
Грама.
Приm > n система вектров ϕj является линейно зависимой.

В этом случае решения системы (2.7.3) либо не существует,
либо неединственно.
При m = n для существования и единственности решения

задачи интерполяции (2.7.3) необходимо и достаточно линей-
ной независимости системы векторов ϕj , j = 0, . . . , n (это эк-
вивалентно тому, что определитель Грама неравен нулю).

2. Рациональная интерполяция. Для функций с резки-
ми изменениями и особыми точками хорошие результаты мо-
жет дать интерполяция рациональными функциями [7]:
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a0 + a1xj + a2x
2
j + · · ·+ apx

p
j

b0 + b1xj + b2x2
j + · · ·+ bqx

q
j

= fj , j = 1 + p+ q.

Алгоритмы вычисления коэффициентов a0, · · · , ap, b0, · · · , bq
обсуждаются в [23] п. 5.2.

Упражнение 2.7.1. Выпишите систему линейных уравнений
для нахождения коэффициентов рациональной интерполяции.

3. Существует множество других подходов и численных ме-
тодов, применяемых при решении различных задач интерпо-
ляции: интерполяция сплайнами (см. следующую главу), раз-
нообразные методы интерполяции геометрических объектов в
многомерных пространствах, барицентрический метод,
кригинг (регрессия на основе гауссовских случайных процес-
сов), интерполяция на основе радиальных базисных функций
и т.д.



Глава 3

Сплайны

Полиномы высокой степени редко используются для интер-
поляции функций. Одна из причин состоит в том, что зна-
чения интерполирующего многочлена могут сильно меняться
при небольших изменениях значений в узлах. Соответствую-
щий пример приведен на рис. 3.1. Здесь значения функции
f(x) = 0 интерполируются по 21 узлу xi = i, i = 0, . . . , 20,
многочленом степени 20. Если значения в узлах xi = i берутся
точными (fi = 0), то интерполирующий полином (синяя линия
на рис. 3.1) дает нулевую константу. Если теперь в одном узле
x9 изменить значение на f9 = 0.01, то интерполирующий по-
лином существенно отклонится от нулевого значения (красная
линия на рис. 3.1).

Рис. 3.1. Пример «неустойчивости» интерполяции многочленом
степени 20 (см. пояснения в тексте)

Упражнение 3.1. Найдите определитель Вандермонда и чис-
ло обусловленности матрицы Вандермонда для рассмотренно-
го выше примера интерполяции.
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Эффективный подход к интерполяции функций на боль-
шом количестве узлов состоит в следующем. Область интерпо-
ляции разбивают на участки с небольшим количеством узлов.
На каждом участке разбиения строится свой интерполирую-
щий полином, но при дополнительных условиях согласован-
ности с интерполяцией на соседних участках. Условия согла-
сованности обеспечивают необходимые требования гладкости
интерполирующей функции на всей области. Такой подход на-
зывают сплайн-интерполяцией, а интерполирующие функции
называют сплайнами. Термин «сплайны» может использовать-
ся и в более широком контексте: вместо алгебраических поли-
номов могут использоваться функции других типов, а вместо
требования гладкости могут рассматриваться другие условия,
обусловленные особенностями рассматриваемой задачи.
Термин «сплайн» в теории интерполяции функций был вве-

ден Исааком Шонбергом (Isaac Jacob Schoenberg, 1903-1990) в
1946 году, хотя подобные объекты изучались в математике и
раньше (см., например, предисловие к книге [29]). В [57] от-
мечается особая роль Николая Ивановича Лобачевского (1792-
1856) в связи с его работой, опубликованной еще в 1842, где
использовались конструкции сплайнов. Широкое распростра-
нение сплайны получили с середины прошлого столетия при
построении кривых и поверхностей для производства различ-
ных изделий (например, при конструировании самолетов, авто-
мобилей и морских судов). Отметим, что существенный вклад
в теорию сплайн-функций внесли советские и российские спе-
циалисты, см. [2, 11,18,28,29,44,49].
Теория сплайн-функций находит широкое применение при

решении самых разнообразных задач вычислительной матема-
тики (см., например, [49]). Ниже кратко будут рассмотрены
примеры и свойства полиномиальных сплайнов.
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3.1. Определение сплайна

Предположим, что на интервале [a, b] задана сетка узлов
x0 = a < x1 < . . . < xn = b, которая делит интервал [a, b]
на участки [xi, xi+1], i = 0, . . . , n − 1. Функцию S(x) будем на-
зывать сплайном, если на каждом участке [xi, xi+1] ее можно
представить полиномом степени mi (но на всем интервале [a, b]
функция полиномом не является). Точки xi, i = 0, . . . , n назы-
вают узлами сплайна. Максимальная по всем участкам степень
многочленов

m = max
i=0,...,n−1

mi

называется степенью сплайна. Сплайны степени два называют
квадратичными или параболическими, а сплайны степени три
– кубическими.
Обозначим через l максимальный порядок непрерывной на

[a, b] производной сплайна S(x) ∈ C l[a, b]. Разность

d = m− l

между степенью сплайна и порядком производной называют
дефектом сплайна. «Максимально гладкий» сплайн имеет де-
фект 1, так как согласно нашему определению сплайн степени
m не может иметь более m− 1 производных (иначе функция S
является «чистым» полиномом). Условно можно сказать, что
чем больше дефект сплайна, тем он менее гладкий по сравне-
нию с полиномом.
Простым примером сплайна является кусочно-линейная

функция, принимающая значения Si в узлах xi:

S(x) = Si +
x− xi

xi+1 − xi
(Si+1 − Si), x ∈ [xi, xi+1]. (3.1.1)

Такой сплайн называют линейным.

Упражнение 3.1.1. Докажите, что кусочно-линейную функ-
цию (3.1.1) можно представить в виде
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S(x) =
n∑

i=0

SiBi(x), x ∈ [a, b], (3.1.2)

Bi(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x− xi−1

xi − xi−1
, x ∈ [xi−1, xi],

xi+1 − x

xi+1 − xi
, x ∈ [xi, xi+1]

(3.1.3)

(вне интервала (xi−1, xi+1)функцияBi равна нулю). Нарисуйте
график функции Bi.

Очевидно, что линейный сплайн является интерполирую-
щим для значений Si в узлах интерполяции xi. При этом узлы
интерполяции совпадают с узлами сплайна. Однако в общем
случае узлы сплайна могут не совпадать с узлами интерполя-
ции (см. пример ниже).

3.2. Параболические интерполяционные сплайны

В этом параграфе узлы сплайнов, если они не совпадают с
узлами интерполяции будем обозначать через x̃i.
Рассмотрим задачу интерполяции функции по значениям fi

в узлах интерполяции

x0 = a < x1 < . . . < xn = b

квадратичным сплайном S(x) (т.е. требуется выполнение ра-
венств S(xi) = fi, i = 0, . . . , n). При этом в качестве узлов x̃i
сплайна S рассмотрим точки посередине между узлами интер-
поляции xi:

x̃0 = a, x̃n+1 = b,

x̃i =
xi−1 + xi

2
, i = 1, . . . , n.

На каждом участке [x̃i, x̃i+1], i = 0, 1, . . . , n−1, сплайн S можно
представить многочленом второй степени:
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S(x) = Si(x) = ai+bi(x−x̃i)+ci(x−x̃i)
2, x ∈ [x̃i, x̃i+1]. (3.2.1)

Таким образом, для описания сплайна S нужно задать 3(n+1)
коэффициентов ai, bi, ci. Требование интерполяции

S(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n,

дает n+ 1 уравнений.
Мы хотим, чтобы интерполирующий сплайн S был макси-

мально гладким на интервале [a, b], т.е. чтобы его дефект рав-
нялся единице. Это дает еще 2n уравнений:

Si(x̃i+1) = Si+1(x̃i+1), i = 0, 1, . . . , n− 1,

S′
i(x̃i+1) = S′

i+1(x̃i+1), i = 0, 1, . . . , n− 1.

В результате получаем (3n+1) уравнений для 3(n+1) неизвест-
ных. Еще два уравнения выбирают из дополнительных сообра-
жений и требований к интерполирующему сплайну. Например,
рассматривают условия вида

S′′(a) = A, S′′(b) = B,

или
S′(a) = A, S′(b) = B.

Упражнение 3.2.1. Выпишите систему линейных уравнений
на коэффициенты только что рассмотренного квадратичного
интерполяционного сплайна.

Упражнение 3.2.2. Выпишите систему линейных уравнений
на коэффициенты квадратичного интерполяционного сплайна
дефекта 1 для узлов интерполяции

x0 = a < x1 < . . . < xn = b

в случае, когда в качестве узлов сплайна используются узлы
интерполяции, x̃i = xi, i = 0, 1, . . . , n. Сколько дополнительных
уравнений потребуется для однозначного определения такого
сплайна?
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Более подробную информацию о квадратичных сплайнах
можно найти, например в [12,49].

3.3. Кубические сплайны

Широкое распространение при решении прикладных задач
получили кубические сплайны (дефекта 1), так как они обла-
дают непрерывными вторыми производными. Приведем текст
из [55] на стр. 39, где приводится пример, иллюстрирующий
это свойство: «железнодорожный путь должен быть кривой с
непрерывной второй производной, в противном случае в местах
разрыва второй производной при движении поезда возникает
удар, разрушающий и рельсы, и колеса».
При построении интерполирующего кубического сплайна

узлы сплайна выбирают совпадающими с узлами интерполя-
ции:

S(x) = Si(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)
2 + di(x− xi)

3. (3.3.1)

Равенства (3.3.1) выполнены на участках

x ∈ [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , n− 1.

Условия интерполяции и гладкости запишутся в виде

Si(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n− 1, (3.3.2)

Si(xi+1) = fi+1, i = 0, 1, . . . , n− 1, (3.3.3)

S′
i(xi+1) = S′

i+1(xi+1), i = 0, 1, . . . , n− 2, (3.3.4)

S′′
i (xi+1) = S′′

i+1(xi+1), i = 0, 1, . . . , n− 2. (3.3.5)

Эти выражения определяют систему 4n− 2 линейных уравне-
ний для 4n неизвестных

ai, bi, ci, di (i = 0, 1, . . . , n− 1).

Для однозначного определения интерполирующего полинома
требуется еще 2 уравнения. Условия
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S′′(x0) = 0, S′′(xn) = 0, (3.3.6)

определяют естественный кубический сплайн. В зависимости
от конкретной задачи могут использоваться и другие дополни-
тельные условия. В качестве дополнительных часто рассмат-
риваются (1) условия на первые производные

S′(x0) = A, S′(xn) = B,

(2) условия на вторые производные

S′′(x0) = A, S′′(xn) = B,

(3) условия понижения степени сплайна на краях

S′′′(x0) = 0, S′′′(xn) = 0,

(4) условия непрерывности третей производной S′′′(x) в узлах
x1 и xn−1 (эти условия означают, что один и тот же полином
используется на крайнем и ближайшем к нему интервалах; для
этих условий используется английский термин «not-a-knot»),
или, (5) если f0 = fn, условия периодичности

S′(x0) = S′(xn), S′′(x0) = S′′(xn).

Упражнение 3.3.1. Выпишите систему линейных уравнений
на коэффициенты ci естественного интерполяционного куби-
ческого сплайна. Убедитесь, что матрица соответствующей си-
стемы уравнений будет трехдиагональной.

Задание 3.3.1. Напишите программу интерполяции естест-
венным кубическим сплайном функции f(x), заданной таблич-
но на равномерной сетке xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, f(xi) = fi.

Можно доказать, что естественный интерполяционный ку-
бический сплайн существует и единственный [53]. Кроме то-
го, существует единственный интерполяционный кубический
сплайн с дополнительными условиями вида (1)-(2), (4)-(5) [18].
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Упражнение 3.3.2. Исследуйте существование и единствен-
ность интерполяционного кубического сплайна с дополнитель-
ными условиями (3).

Замечание. Кусочно-линейная интерполяция (3.1.1) миними-
зирует функционал ∫ b

a
[f ′(x)]2dx.

Естественный интерполяционный кубический сплайн
(3.3.1) минимизирует функционал энергии

∫ b

a
[f ′′(x)]2dx.

Более точные формулировки см. в [7, 12, 53, 57, 61]. Естествен-
ный кубический сплайн описывает форму гибкой рейки, прохо-
дящей через точки (xi, fi). Примеры линейного и кубического
интерполяционных сплайнов представлены на рис. 3.2.

Рис. 3.2. Пример интерполяции линейным сплайном (красная ли-
ния) и естественным кубическим сплайном (синяя линия)

Рассмотрим функцию f(x), x ∈ [a, b], и через Sn(x) обо-
значим естественный кубический сплайн, интерполирующий
значения f(xi), i = 0, . . . , n, на равномерной сетке xi = ih,
h = (b− a)/n.
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Теорема 3.1. Если f ∈ Cj [a, b] и j ∈ {1, 2, 3, 4}, то
max
x∈[a,b]

|f(x)− Sn(x)| = O(hj).

Доказательство этой теоремы и ее более общего варианта
для неравномерных сеток можно найти в [53]. Другие результа-
ты о погрешности интерполяции кубическими сплайнами см.,
например, в [18,46,49,59].

3.4. B-сплайны

Рассмотрим равномерную сетку узлов xi с шагом h и функ-
ции B3,i(x), отличные от нуля лишь на интервалах [xi, xi+4],

B3,i(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x− xi)
3

6h4 , x ∈ [xi, xi+1],

1

6h
+

(x− xi+1)

2h2 +
(x− xi+1)

2

2h3

− (x− xi+1)
3

2h4 , x ∈ [xi+1, xi+2].

1

6h
+

(xi+3 − x)

2h2 +
(xi+3 − x)2

2h3

− (xi+3 − x)3

2h4 , x ∈ [xi+2, xi+3],

(xi+4 − x)3

6h4 , x ∈ [xi+3, xi+4].

(3.4.1)

Следующая теорема (см., например, [12, 41]) описывает
представление для естественных кубических сплайнов на рав-
номерной сетке аналогичное представлению линейного сплайна
(3.1.2), (3.1.3).

Теорема 3.2. Для любого естественного кубического сплай-
на S(x) дефекта 1, построенного на сетке равноотстоящих
узлов

xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n,

найдутся постоянные
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α−3, α−2, α−1, α0, . . . , αn−2, αn−1

такие, что

S(x) =
n−1∑
i=−3

αiB3,i(x), x ∈ [a, b]. (3.4.2)

Нетрудно убедится, что функции B3,i являются естествен-
ными кубическими сплайнами дефекта 1. При этом они от-
личны от нуля лишь на интервалах (xi, xi+4). Эти функции
относят к классу B-сплайнов («B-spline» – это сокращение от
«basis spline»). Ниже мы лишь кратко изложим некоторые све-
дения о B-сплайнах, подробную информацию о них можно най-
ти в [9, 18,35,49,53].

1. Рассмотрим пространство SPm всех сплайнов степени m
дефекта 1 на сетке x0, . . . , xn. Общее число коэффициентов по-
линомов степени m на n отрезках равно (m+ 1)n. Условие ра-
венства всех производных до порядка (m − 1) включительно
в (n − 1) внутреннем узле дает линейно независимую систему
из m(n− 1) линейных уравнений. Отсюда следует, что размер-
ность пространства SPm равна n +m. То есть, любой сплайн
из SPm можно представить как сумму n+m линейно незави-
симых базисных функций.

2. Рассмотрим функции Bk
0 (x) равные нулю вне интервала

[xk, xk+1) такие, что

Bk
0 (x) =

1

xk+1 − xk
, x ∈ [xk, xk+1). (3.4.3)

Функции Bk
m(x) для m ≥ 1 определим по рекуррентному соот-

ношению

Bk
m(x) =

x− xk

xk+m − xk
Bk

m−1(x) +
xk+m+1 − x

xk+m+1 − xk+1
Bk+1

m−1(x). (3.4.4)

Функции Bk
m(x) называют B-сплайнами порядка (или степени)

m.
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3. Система n+m B-сплайнов Bk
m(x), −m ≤ k ≤ (n−1), образу-

ет базис в пространстве SPm. Отметим, что для задания всех
B-сплайнов Bk

m(x) порядка m формально наряду с узлами сет-
ки x0, . . . , xn требуется рассмотреть еще 2m дополнительных
узлов.

4. Можно доказать, что B-сплайны обладают носителем, со-
держащим минимально возможное число узлов сетки. (Напом-
ним, что носителем функции называют замыкание множества,
на котором функция отлична от нуля.)

5. Рассмотрим случай равноотстоящих узлов с шагом h, xk =
kh. Тогда B-сплайны Bk

m(x) можно определить по формуле

Bk
m(x) = Bm((x− k)/h),

где

B0(x) =

{
1, x ∈ [0, 1),
0, иначе, (3.4.5)

Bm(x) =
∫ 1

0
Bm−1(x− y)B0(y)dy, m = 1, 2, . . . . (3.4.6)

Формула (3.4.4) принимает вид

Bm(x) =
x

m
Bm−1(x) +

m+ 1− x

m
Bm−1(x− 1). (3.4.7)

Графики нескольких функций Bm представлены на рис. 3.3.

6. Функцию (3.4.5) можно интерпретировать как плотность
распределения случайной величины ζ0 = ξ0, равномерно рас-
пределенной на интервале (0, 1). Функции Bm являются плот-
ностями распределения случайных величин ζm = ξ0 + . . .+ ξm,
представимых в виде суммm+1 независимых случайных вели-
чин ξk равномерно распределенных на интервале (0, 1). В этой
интерпретации преобразования Фурье,

46 3. Сплайны

Рис. 3.3. Графики сплайнов Bm для m = 0 (красный), m = 1
(зеленый), m = 2 (пурпурный), m = 3 (синий).

F [Bm](λ) =
∫ +∞
−∞

Bm(x)eiλxdx,

функции Bm - это характеристическая функция

ϕζm(λ) = Meiλζm = F [Bm](λ)

случайной величины ζm. Нетрудно доказать, что

F [Bm](λ) =
[
eiλ/2

]m+1
[
sin(λ/2)

λ/2

]m+1
.

7. Функции Bm обладают следующими свойствами.
(а) Носитель функции Bm - это множество [0,m+ 1].
(б) Функция Bm является сплайном степени m дефекта 1,

при этом
B′

m(x) = Bm−1(x)−Bm−1(x− 1).

(в) Для m = 0, 1, . . . выполнено тождество

+∞∑
k=−∞

Bm(x− k) ≡ 1.
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В заключение отметим, что B-сплайны играют существен-
ную роль при построении численных методов решения диффе-
ренциальных и интегральных уравнений. На основе линейных
B-сплайнов (3.1.3), в частности, строится метод конечных эле-
ментов, широко используемый при решении прикладных задач.

Глава 4

Численное дифференцирование

Численное дифференцирование - это вычисление производ-
ных от функций, заданных таблично. Основной подход исполь-
зуемый при разработке методов численного дифференцирова-
ния, состоит в предварительной аппроксимации функции по
табличным данным и последующем дифференцировании по-
лученной функции непрерывного аргумента. Ниже будут рас-
смотрены методы численного дифференцирования на основе
полиномиальной интерполяции [7,14,16,21,36,43,52,55].

4.1. Формулы численного дифференцирования на
основе полиномиальной интерполяции

Предположим, что заданы значения fi = f(xi), i = 0, . . . , n
достаточно гладкой функции f в узлах xi. Для расстояния
между соседними узлами будем использовать далее обозначе-
ние hi,

hi = xi − xi−1,

или h в случае равноотстоящих узлов, h = hi.
Простые формулы численного дифференцирования могут

быть легко получены из формулы Тейлора.

Упражнение 4.1.1. (а) Выведите формулу численного диф-
ференцирования с остаточным членом

f ′
0 =

f1 − f0
h

− h

2
f ′′(ξ), x0 < ξ < x1.

Воспользуйтесь формулой Тейлора

f1 = f0 + hf ′
0 +

h2

2
f ′′(ξ).

(б) Для равноотстоящих узлов выведите формулы числен-
ного дифференцирования с остаточным членом
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f ′
0 =

f1 − f−1

2h
− h2

6
f ′′′(ξ), x−1 < ξ < x1,

f ′′
0 =

f−1 − 2f0 + f1
h2 − h2

12
f (4)(ξ), x−1 < ξ < x1,

Воспользуйтесь формулами Тейлора

f±1 = f0 ± hf ′
0 +

h2

2
f ′′
0 ± h3

6
f ′′′
0 +

h4

24
f (4)(ξ±).

Рассмотрим следующую процедуру вывода (n+1-точечных)
формул численного дифференцирования порядка k на основе
полиномиальной интерполяции.
1. Строим интерполяционный полином Pn(x) степени n по

значениям fi, xi, i = 0, . . . , n.
2. Получаем выражение для P

(k)
n (x), k ≤ n.

3. Получаем формулы численного дифференцирования по-
рядка k в узлах xi, i = 0, . . . , n, подставляя в выражение P (k)

n (x)

значение узлов xi: f
(k)
i = P

(k)
n (xi).

Замечания. а) При k = n выражение P (k)
n (x) не зависит от x и

его обычно используют для узлов xi, расположенных в центре.
б) Для последовательного вывода формул численного диффе-
ренцирования (n = 1, 2, . . .) удобно использовать представле-
ние интерполяционного полинома в форме Ньютона.

Упражнение 4.1.2. Выведите формулу численного диффе-
ренцирования для n = 2

f ′(x) ≈ P ′
2(x) =

2x− x1 − x2

h1(h1 + h2)
f0 − 2x− x0 − x2

h1h2
f1 +

2x− x0 − x1

h2(h1 + h2)
f2.

Рассмотрите случай равноотстоящих узлов, h1 = h2 = h, и
выведите соотношения

f ′
i ≈ fi+1 − fi−1

2h
, (4.1.1)
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f ′
i ≈ −3fi + 4fi+1 − fi+2

2h
,

f ′
i ≈ fi−2 − 4fi−1 + 3fi

2h
.

Соотношение (4.1.1) называется формулой центральных
разностей. Формулы

f ′
i ≈ fi − fi−1

h
, f ′

i ≈ fi+1 − fi
h

называют, соответственно, левой и правой разностью.

Упражнение 4.1.3. Получите следующую формулу числен-
ного дифференцирования (n = 2)

f ′′(x) ≈ P ′′
2 (x) =

2

h1(h1 + h2)
f0 − 2

h1h2
f1 +

2

h2(h1 + h2)
f2.

и формулу
f ′′
i ≈ fi−1 − 2fi + fi+1

h2 (4.1.2)

для аппроксимации второй производной при h1 = h2 = h.

Упражнение 4.1.4. (а) Используя интерполяционную фор-
мулу Лагранжа с остаточным членом для n = 2 (см. теорему
2.1)

f(x) = P2(x) +R(x),

P2(x) =
(x− x1)(x− x2)f0 − 2(x− x0)(x− x2)f1 + (x− x0)(x− x1)f2

2h2 ,

R(x) =
f ′′′(ξ)
3!

(x− x0)(x− x1)(x− x2),

где x ∈ [x0, x2], ξ ∈ [x0, x2], докажите, что

f ′
0 =

1

2h
(−3f0 + 4f1 − f2) +

h2

3
f (3)(ξ),

f ′
1 =

1

2h
(−f0 + f2)− h2

6
f (3)(ξ),
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f ′
2 =

1

2h
(f0 − 4f1 + 3f2) +

h2

3
f (3)(ξ).

(б) Докажите, что

f ′′
0 =

1

h2 (f0 − 2f1 + f2) +O(h),

f ′′
1 =

1

h2 (f0 − 2f1 + f2) +O(h2),

f ′′
2 =

1

h2 (f0 − 2f1 + f2) +O(h).

Упражнение 4.1.5. Выведите следующие формулы числен-
ного дифференцирования, используя интерполяционный поли-
ном степени n = 3 [52],

f ′
0 =

1

6h
(−11f0 + 18f1 − 9f2 + 2f3)− 1

4
h3f (4)(ξ),

f ′
1 =

1

6h
(−2f0 − 3f1 + 6f2 − f3) +

1

12
h3f (4)(ξ),

f ′
2 =

1

6h
(f0 − 6f1 + 3f2 + 2f3)− 1

12
h3f (4)(ξ),

f ′
3 =

1

6h
(−2f0 + 9f1 − 18f2 + 11f3) +

1

4
h3f (4)(ξ).

Упражнение 4.1.6. Докажите формулы для вторых произ-
водных по четырем узлам (n = 3):

f ′′
0 =

1

h2 (2f0 − 5f1 + 4f2 − f3) +O(h2),

f ′′
1 =

1

h2 (f0 − 2f1 + f2) +O(h2),

f ′′
2 =

1

h2 (f1 − 2f2 + f3) +O(h2),

f ′′
3 =

1

h2 (−f0 + 4f1 − 5f2 + 2f3) +O(h2).

Упражнение 4.1.7. Докажите формулы численного диффе-
ренцирования для пяти узлов, n = 4 [52]:
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f ′
0 =

1

12h
(−25f0 + 48f1 − 36f2 + 16f3 − 3f4) +

h4

5
f (5)(ξ),

f ′
1 =

1

12h
(−3f0 − 10f1 + 18f2 − 6f3 + f4)− h4

20
f (5)(ξ),

f ′
2 =

1

12h
(f0 − 8f1 + 8f3 − f4) +

h4

30
f (5)(ξ),

f ′
3 =

1

12h
(−f0 + 6f1 − 18f2 + 10f3 + 3f4) +

h4

20
f (5)(ξ),

f ′
4 =

1

12h
(3f0 − 16f1 + 36f2 − 48f3 + 25f4) +

h4

5
f (5)(ξ),

f ′′
0 =

1

12h2 (35f0 − 104f1 + 114f2 − 56f3 + 11f4) +O(h3),

f ′′
1 =

1

12h2 (11f0 − 20f1 + 6f2 + 4f3 − f4) +O(h3),

f ′′
2 =

1

12h2 (−f0 + 16f1 − 30f2 + 16f3 − f4) +O(h4),

f ′′
3 =

1

12h2 (−f0 + 4f1 + 6f2 − 20f3 + 11f4) +O(h3),

f ′′
4 =

1

12h2 (11f0 − 56f1 + 114f2 − 104f3 + 35f4) +O(h3).

Упражнение 4.1.8. (а) Докажите формулы численного диф-
ференцирования [1,8]

f ′′
0 =

−f−2 + 16f−1 − 30f0 + 16f1 − f2
12h2 +

h4

90
f (5)(ξ),

f
(4)
0 ≈ f−2 − 4f−1 + 6f0 − 4f1 + f2

h4 .

(б) Найдите соответствующую формулу для f ′′′
0 .
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Для поиска формул численного дифференцирования может
быть использован метод неопределенных коэффициентов. Ме-
тод неопределеныых коэффициентов – это общий математи-
ческий метод нахождения некоторой искомой функции в виде
линейной комбинации заранее заданных «базисных» функций
с неизвестными коэффициентами. Неизвестные коэффициенты
определяются из системы уравнений, которым должна удовле-
творять искомая функция. Метод неопределенных коэффици-
ентов удобно использовать для неравноотстоящих узлов [52] и
в многомерном случае [7], когда сложно выписать интерполя-
ционный многочлен.
Рассмотрим простой пример. Предположим, что требуется

найти формулу численного дифференцирования

f ′
0 = c0f0 + c1f1 + c2f2, (4.1.3)

которая является точной для всех полиномов второй степени,
проходящих через точки (xi = x0 + ih, fi), i = 0, 1, 2. Нетрудно
найти систему линейных уравнений, которой должны удовле-
творять коэффициенты ci. Для этого достаточно, например, в
качестве функций f рассмотреть f(x) = (x−x0)

i, i = 0, 1, 2. Это
дает следующую систему линейных уравнений для «неопреде-
ленных» коэффициентов:

0 = c0 + c1 + c2, 1 = hc1 + 2hc2, 0 = h2c1 + 4h2c2.

Решение этой системы уравнений дает формулу

f ′
0 =

1

2h
(−3f0 + 4f1 − f2),

которая выписана в упражнении 4.1.4(а).

Упражнение 4.1.9. Выполните упражнение 4.1.8(б), исполь-
зуя метод неопределенных коэффициентов.

Упражнение 4.1.10. Докажите следующее утверждение (см.
[36]).
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Лемма 4.1. Предположим, что a ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ b.
Тогда для любого целого k > 0 и произвольной точки y ∈ [a, b]
существует единственный набор чисел c0 < c1 < . . . < cn
такой, что для всех полиномов Pn степени n выполнено

P (k)
n (y) =

n∑
i=1

ciPn(xi).

По поводу аппроксимации частных производных функции
по ее значениям в узлах см., например, [52]. В качестве при-
мера приведем формулу для аппроксимации смешанной про-
изводной:

∂f

∂x∂y
(x, y) ≈ f(x+ h1, y + h2)− f(x+ h1, y − h2)

4h1h2
+

+
−f(x− h1, y + h2) + f(x− h1, y − h2)

4h1h2
.

Для вывода подобных формул могут быть использованы ин-
терполяционные многочлены или разложение в ряд Тейлора
функции двух переменных (см. приложение Б.1).

4.2. Погрешность численного
дифференцирования

Погрешность общей формулы численного дифференциро-
вания

f (m)(x) ≈ P (m)
n (x), 0 ≤ m ≤ n, (4.2.1)

можно оценить, дифференцируя остаточный член интерполя-
ции (2.4.1), (2.4.2). В учебном пособии [14], в частности, дока-
зывается следующая

Теорема 4.1. Предположим, что Pn(x) – интерполяционный
полином степени n, построенный на равномерной сетке xi =
x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n с шагом h для функции f ∈ Ck+1[x0, xn],
k ≤ n. Тогда для производной порядка m ≤ k существуют
величины A(n, k,m), зависящие только от значений n, k, m и
независящие от h и f , такие, что
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max
[x0,xn]

|f (m)(x)− P (m)
n (x)| ≤ (4.2.2)

hk+1−mA(n, k,m) max
[x0,xn]

|f (k+1)(x)|.

Более подробно о погрешности формул численного диф-
ференцирования см., например, [8, 12, 27, 33]. Описание мето-
да Рунге – Ромберга, который позволяет повысить порядок
точности вычисления производных по результатам, получен-
ным на нескольких сетках с различными шагами, можно найти
в [26,33,52].

4.3. О выборе шага численного
дифференцирования

Согласно выражениям для погрешности численного диф-
ференцирования, чем меньше шаг между узлами, тем точнее
аппроксимация производных. Однако при этом не учитывает-
ся влияние вычислительной погрешности и погрешности ис-
ходных данных на конечный результат. Для методов числен-
ного дифференцирования типичной является ситуация, когда
слишком малые значения шага на практике дают менее точный
результат (при этом часто говорят о некорректности [12, 26] и
неустойчивости [36] численного дифференцирования). Поэто-
му шаг сетки для задач численного дифференцирования сле-
дует выбирать с учетом точности значений дифференцируемой
функции.
Предположим, что вместо точных значений f(xi) = fi в уз-

лах нам известны лишь приближенные значения yi, и уровень
абсолютной погрешности δ примерно одинаковый для всех i:

|fi − yi| ≤ δ. (4.3.1)

Рассмотрим аппроксимацию производной

f ′(xi) ≈ (yi+1 − yi)/h. (4.3.2)

Нетрудно убедиться, что при условии (4.3.1) выполнено
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∣∣f ′(xi)− yi+1 − yi
h

∣∣ ≤ g(h)

где

g(h) = 2δ/h+M2h/2, M2 = max
[xi,xi+1]

|f ′′(x)|. (4.3.3)

Минимум функции g(h) достигается при

h0 = 2
√
δ/M2 (4.3.4)

и равен
g(h0) = 2

√
δM2. (4.3.5)

Приведенные выше рассуждения говорят о том, что для «опти-
мального» численного дифференцирования по формуле (4.3.2)
следует брать шаг порядка

√
δ. При этом производная будет

вычисляться также с точностью порядка
√
δ.

Упражнение 4.3.1. Рассмотрите формулы численного диф-
ференцирования

(a) f ′(xi) ≈ yi+1 − yi−1

2h
,

(b) f ′′(xi) ≈ yi+1 − 2yi + yi−1

h2

и найдите для них выражения аналогичные (4.3.3), (4.3.4) и
(4.3.5) при условии (4.3.1). Какие выводы можно сделать об
оптимальном шаге h на основании этих выражений?

Замечание. Различные приемы регуляризации для численно-
го дифференцирования, а также другие подходы к вычислению
производных обсуждаются в учебниках [18,26,27].



Глава 5

Численное интегрирование

В этой главе рассматривается несколько основных подхо-
дов к выводу квадратурных формул и построению алгорит-
мов численного интегрирования. Предполагается, что читатель
знаком с понятиями интегралов Ньютона-Лейбница, Римана-
Стильтеса, Лебега.

5.1. Основные определения

Численное интегрирование - это нахождение приближенно-
го значения определенного интеграла численными методами.
Численное интегрирование целесообразно применять в следу-
ющих ситуациях: (1) если значения подинтегральной функ-
ции заданы в виде таблиц, (2) если интеграл не выражается в
известных функциях, и использование точных методов невоз-
можно, (3) если использование численных методов дает резуль-
тат с необходимой точностью с меньшими затратами, чем ис-
пользование точных методов. Для вычисления определенного

интеграла
∫ b

a
f(t)dt используют квадратурные формулы вида

n∑
i=1

cif(ti). (5.1.1)

Аналогичные формулы для вычисления кратных интегралов
по многомерных областям называют кубатурными. Величины
xi в формуле (5.1.1) называются узлами, а ci – весами квадра-
турной формулы. Один из основных принципов, используемых
при построении квадратурных формул, - это интерполяция по-
динтегральной функции полиномами и использование явных
формул интегрирования для полиномов. При этом квадратур-
ную формулу называют простой, если во всей области инте-
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грирования функция заменяется одним интерполяционным по-
линомом. А если область разбивается на более мелкие непере-
секающиеся интервалы и на каждом интервале используется
простая квадратурная формула, то их сумма называется со-
ставной квадратурной формулой. Обычно из контекста ясно, о
какой квадратурной формуле идет речь, и термины «простая»
и «составная» опускают.
В качестве примера рассмотрим (простую) формулу прямо-

угольников: ∫ b

a
f(τ)dτ ≈ (b− a)f(t). (5.1.2)

Формулу (5.1.2) называют формулой левых, правых или сред-
них прямоугольников, если, соответственно, t = a, t = b или
t = (b+ a)/2.

Упражнение 5.1.1. а) Обозначим h = (b− a). Докажите вы-
ражения для погрешности формул левых, правых и средних
прямоугольников:

∫ b

a
f(τ)dτ − hf(a) =

f ′(ξ)
2

h2, (5.1.3)

∫ b

a
f(τ)dτ − hf(b) =

−f ′(ξ)
2

h2, (5.1.4)

∫ b

a
f(τ)dτ − hf((a+ b)/2) =

f ′′(ξ)
24

h3. (5.1.5)

Здесь предполагается, что f ∈ C1[a, b] для формул левых и
правых прямоугольников, а f ∈ C2[a, b] для средних прямо-
угольников. Равенства выполнены для некоторых ξ ∈ [a, b].
б) Что можно сказать о погрешности формулы средних пря-

моугольников, если выполнено лишь f ∈ C1[a, b] ?

Составная формула прямоугольников для равномерной сет-
ки с шагом h = (b− a)/n имеет вид:
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I =
∫ b

a
f(t)dt ≈ h

n∑
i=1

f(ti) = In. (5.1.6)

Здесь ti = a+(i−1)h, ti = a+ ih, ti = a+(i−0.5)h для формул
левых, правых и средних прямоугольников, соответственно.

Упражнение 5.1.2. Докажите выражения для погрешности
составных формул левых, правых и средних прямоугольников:

I − In =
f ′(ξ)
2

(b− a)h, (5.1.7)

I − In = −f ′(ξ)
2

(b− a)h, (5.1.8)

|I − In| ≤ |f ′(ξ)|
4

(b− a)h. (5.1.9)

I − In =
f ′′(ξ)
24

(b− a)h2. (5.1.10)

Предполагается, что f ∈ C1[a, b] для формул левых (5.1.7), пра-
вых (5.1.8) и средних прямоугольников (5.1.9), а для формулы
средних прямоугольников (5.1.10) выполнено f ∈ C2[a, b]. Ра-
венства выполнены для некоторых ξ ∈ [a, b].

Предположим, что квадратурная формула для определен-
ного итеграла на интервале (a, b) с остаточным членом R имеет
вид ∫ b

a
f(x)dx =

n∑
i=1

Cif(ti) +R. (5.1.11)

Тогда для функции

f ′(t′) = f(t) = f
(
(t′ − c)

b− a

d− c
+ a

)
на интервале (с, d) выполнено

∫ d

c
f ′(x)dx =

n∑
i=1

C ′
if

′(t′i) +R′, (5.1.12)

где
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t′i = (ti − a)
d− c

b− a
+ c, C ′

i =
d− c

b− a
Ci, R′ = d− c

b− a
R.

Квадратурные формулы (5.1.11) и (5.1.12) называются подоб-
ными. При этом одна формула получается из другой с помо-
щью линейной замены переменной интегрирования.

Упражнение 5.1.3. Докажите равенство (5.1.12).

5.2. Квадратурные формулы Ньютона – Котеса

Квадратурные формулы Ньютона – Котеса (Issac Newton,
1642 – 1726; Roger Cotes, 1682 – 1716) строятся на основе ин-
терполяции полиномом степени m подинтегральной функции
по равномерной сетке

A = x0, . . . , B = xm,

содержащей m + 1 узел, включая концы интервала интегри-
рования (в этом случае также говорят о формулах Ньютона –
Котеса «замкнутого типа»):

xi = x0 + iΔx, i = 0, . . . , n, Δx = (B −A)/m.

В формулах Ньютона – Котеса приm = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9 все
веса положительны, а при n = 8 и n ≥ 10 среди них имеют-
ся как положительные, так и отрицательные. При больших m
формулы Ньютона – Котеса применяются редко.

Упражнение 5.2.1. a) Выведите формулы Ньютона – Котеса
для интегралов

I(m) =
∫ m

0
f(x)dx

для m = 1 (формула трапеций), m = 2 (формула Симпсона;
Thomas Simpson, 1710 – 1761), m = 3 (формула 3/8), m = 4
(формула Буля; George Boole, 1815 – 1864), m = 5.
б) Получите аналогичные формулы, если интерполяция

проводится только по внутренним узлам, не включая x0 и xm
(формулы Ньютона – Котеса открытого типа).
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Упражнение 5.2.2. Докажите выражения для погрешности
формул трапеций и Симпсона:

I(2)− I2 = −f ′′(ξ)
12

(B −A)3, (5.2.1)

I(3)− I3 = −f (4)(ξ)

2880
(B −A)5 = −f (4)(ξ)

90
Δx5, (5.2.2)

Здесь через I2, I3 обозначены аппроксимации интегралов по
формуле трапеций и Симпсона, соответственно:

I2 =
f0 + f1

2
,

I3 =
f0 + 4f1 + f2

3
.

Упражнение 5.2.3. Выпишите составные формулы трапеций
и Симпсона. Получите выражения для их погрешности.

Задание 5.2.1. Напишите программу для вычисления опреде-
ленного интеграла на конечном интервале с помощью состав-
ных квадратурных формул средних прямоугольников, трапе-
ций и Симпсона. Проведите тестовые расчеты (постройте таб-
лицы значений погрешности в зависимости от шага интегриро-
вания). Продемострируйте порядки сходимости этих трех чис-
ленных методов.

5.3. Квадратурные формулы Чебышёва

Квадратурные формулы Чебышёва (Пафнутий Львович
Чебышёв, 1821 – 1894) строятся на основе следующего прин-
ципа: все веса квадратурной формулы совпадают, а узлы рас-
полагаются так, чтобы квадратурная формула была точна для
всех многочленов степени (меньше и равной) m:

I =
∫ 1

−1
f(x)dx ≈ C

m∑
i=1

f(ti), C = m/2 (5.3.1)
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Упражнение 5.3.1. а) Выпишите систему уравнений, кото-
рой удовлетворяют узлы ti квадратурной формулы Чебышёва
(5.3.1). Является ли эта система уравнений линейной?
б) Найдите узлы квадратурных формул Чебышёва для m =

1, 2, 3, 4, 5.

Известно, что квадратурные формулы Чебышёва можно по-
строить лишь для m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9. Узлы квадратурных
формул Чебышёва и выражения для остаточного члена можно
найти, например, в [8].

5.4. Квадратурные формулы Гаусса

Квдратурные формулы Гаусса (Johann Carl Friedrich Gauss,
1777 – 1855)

I =
∫ 1

−1
f(x)dx ≈

m∑
i=1

Cif(ti) (5.4.1)

строятся так, чтобы формула (5.4.1) была точной для полино-
мов степени 2m−1. Квадратуры Гаусса обеспечивают нулевую
погрешность для полиномов максимально возможной степени,
поэтому их называют квадратурами наивысшей алгебраиче-
ской точности.
Можно доказать, что узлы квадратур Гаусса являются кор-

нями многочленов Лежандра [12]. Веса квадратур Гаусса по-
ложительны, а узлы расположены симметрично относительно
нуля. Для симметричных узлов веса совпадают.
Квадратурные формулы Гаусса целесообразно применять

для гладких подинтегральных функций, когда желательно ми-
нимизировать число узлов.
Для любой подинтегральной функции f ∈ C[a, b] квадра-

туры Гаусса обепечивают сходимость интеграла при m → +∞
(этим свойством не обладают квадратуры Ньютона – Котеса).
О погрешности квадратур Гаусса см., например, [32,36].
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Упражнение 5.4.1. а) Выпишите систему уравнений, кото-
рой удовлетворяют узлы и веса квадратурной формулы Гаусса
(5.4.1).
б) Найдите квадратуры Гаусса для m = 1, 2, 3, 4, 5.

5.5. Поправка Ричардсона и правило Рунге.
Процесс Эйткена

Предположим, что I(h) - составная квадратурная формула
Ньютона – Котеса с шагом h и порядком погрешности p:

I ≈ I(h) + Chp (5.5.1)

Если известны значения I(h) и I(H) для H = kh, то из (5.5.1)
можно получить

C ≈ I(H)− I(h)

−(Hp − hp)
,

I ≈ I(h) +
I(h)− I(H)

kp − 1
= I(h)

kp

kp − 1
+ I(H)

1

kp − 1
. (5.5.2)

Формула (5.5.2) используется для уточнения I(h) и называет-
ся экстраполяцией Ричардсона (Lewis Fry Richardson, 1881 –
1953).

Упражнение 5.5.1. а) Для приближенного вычисления опре-
деленного интеграла I от дважды непрерывно дифференциру-
емой функции используется составная квадратурная формула
трапеций с шагом h, которая дает результат I(h). Уточните ре-
зультат I(0.001) = 12.395 с помощью экстраполяции Ричардсо-
на, если известно, что I(0.003) = 12.315.
б) Для приближенного вычисления определенного интегра-

ла I от функции f ∈ C4[a, b] используется составная квадра-
турная формула Симпсона с шагом h, которая дает результат
I(h). Уточните результат I(0.01) = 7.15 с помощью экстрапо-
ляции Ричардсона, если известно, что I(0.02) = 7.3.
в) Что даст экстраполяция Ричардсона для составной квад-

ратурной формулы трапеций при k = 2?
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Согласно (5.5.2) имеем I−I(h) ≈ I(h)− I(H)

kp − 1
. Использование

величины
I(h)− I(H)

kp − 1
(5.5.3)

для оценки погрешности I − I(h) называют правилом (прин-
ципом) Рунге апостериорной оценки погрешности. При k = 2
формула для погрешности примет вид

I − I(h) ≈ I(h)− I(2h)

2p − 1
. (5.5.4)

В этом случае правило Рунге рекомендуется применять лишь
том случае, когда (см. [14] стр. 121)∣∣∣2p I(2h)− I(h)

I(4h)− I(2h)
− 1

∣∣∣ < 0.1. (5.5.5)

Это условие служит для проверки того, что величина C в фор-
муле (5.5.1) отлична от нуля.

Замечание. Описанный способ уточнения результатов вычис-
лений (и оценки погрешности) достаточно универсален. Он мо-
жет быть использован не только для численного интегрирова-
ния по формулам Ньютона – Котеса, а при любых вычислени-
ях, для которых выполнено свойство (5.5.1).

Упражнение 5.5.2. Предположим, что для приближенного
вычисления величины I используется численный алгоритм, за-
висящий от параметра h, результаты которого мы будем обо-
значать через I(h). Нам известно, что I ≈ I(h)+Ch1/2. С помо-
щью численного алгоритма были получены результаты I(h1) и
I(3h1). Как можно уточнить результат I(h1), используя значе-
ние I(3h1)?

Если порядок сходимости p заранее не известен, то его мож-
но оценить, используя результаты вычислений для трех пара-
метров I(h), I(kh), I(k2h). Соответствующую процедуру на-
зывают методом (процессом) Эйткена [27] (Alexander Aitken,
1895 – 1967).
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Упражнение 5.5.3. Выведите формулы для оценки поряд-
ка сходимости p в формуле (5.5.1) по значениям I(h), I(kh),
I(k2h).

Замечание. Применение правила Рунге для квадратур Гаус-
са требует трудоемких вычислений. Поэтому на практике ча-
сто используют квадратуры Гаусса – Кронрода предложенные
в 1960-х годах советским математиком Александром Семёно-
вичем Кронродом (1921 – 1986). Квадратуры Гаусса – Крон-
рода [30] являются модификацией квадратур Гаусса. Они поз-
воляют получить апостериорные оценки погрешности числен-
ного интегрирования и реализованы в таких известных биб-
лиотеках вычислительных программ как QUADPACK, GNU
Scientific Library, NAG, SLATEC [19].

5.6. Дополнительные сведения

1. Квадратурные формулы вида

I =
∫ b

a
f(x)p(x)dx ≈

m∑
i=1

Cif(ti) (5.6.1)

точные для полиномов степени 2m−1 называют квадратурами
Гаусса – Кристоффеля (Elwin Bruno Christoffel, 1829 -– 1900).
Узлы этих квадратур являются корнями полиномов ортого-
нальных с весом p(x). Для частных случаев этих квадратур
используют свои названия: квадратуры Эрмита или Мелле-
ра (p(x) = 1/

√
1− x2), Лаггера (p(x) = xα exp(−x)), Эрмита

(p(x) = exp(−x2)). Модификации квадратур Гаусса с несколь-
кими фиксированными узлами носят название квадратур Мар-
кова, Лобатто, Радо [12,21]. Известно множество других квад-
ратурных формул: (1) формулы в которых кроме значений по-
динтегральной функции в узлах используются также значения
ее производной (формулы Эйлера, Эйлера – Маклорена, Грего-
ри) или значения вне интервала интегрирования (формулы Ла-
пласа); (2) формулы предназначенные для интегрирования ос-
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циллирующих функций (формулы Филона); (3) формулы вы-
числения интегралов с особенностями, кратных интегралов и
т.п. (см., например, [8,12,21,32,38]). Отметим особое место ме-
тода Монте-Карло, использующего аппарат теории вероятно-
стей, для вычисления интегралов высокой кратности [17].

2. Необходимые и достаточные условия сходимости квадра-
турных формул (5.1.1) на классе непрерывных функций дает
теорема Стеклова – Пойа, см. [38,57]

3. В [52] на стр.93 утверждается, что при ограниченном чис-
ле узлов эффективным методом численного интегрирования
является метод, использующий интерполяцию подинтеграль-
ной функции сплайнами. О применении сплайнов для числен-
ного интегрирования см. также [18].

Упражнение 5.6.1. Выясните, можно ли записать формулу
численного интегрирования на основе сплайнов в виде (5.1.1)?

4. Квадратурные формулы называют адаптивными, если
узлы не фиксируются заранее, а выбираются в зависимости
от свойств интегрируемой функции. В этом случае говорят
об алгоритмах с автоматическим выбором шага или автомати-
ческим контролем точности. О таких алгоритмах см., напри-
мер, [7, 19].

5. Широкое применение при решении прикладных задач
находит анализ дробной размерности и, в частности, понятия
производной и интеграла дробного порядка [47, 54]. Для на-
хождения, производных и интегралов нецелых порядков также
разрабатываются специальные численные методы [62].



Приложение А

Векторные и матричные нормы

Ниже кратко представлены основные определения и свой-
ства векторных и матричных норм. Более подробную инфор-
мацию можно найти в общирной учебной и справочной лите-
ратуре по линейной алгебре и теории матриц (см., например,
справочник [13] и представленный там список публикаций).

Аксиомы векторных норм (здесь a – число, x, y – век-
торы):

|x| ≥ 0, |0| = 0,

|ax| = |a||x|,
|x+ y| ≤ |x|+ |y| (неравенство треугольника).

Эквивалентность векторных норм. Две нормы |.|1 и |.|2
называются эквивалентными, если существуют константы c1,
c2 такие, что для всех векторов x выполнено

c1|x|1 ≤ |x|2 ≤ c2|x|1.
Все нормы в конечномерном пространстве эквивалентны.

Норма Гёльдера с показателем p ≥ 1:

|x|p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Частные случаи:

|x|1 =
n∑

i=1

|xi| (l1 − норма),

|x|2 =
√

(x, x) =

√
n∑

i=1

|xi|2 (евклидова норма),
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|x|∞ = max
1≤i≤n

|xi| (равномерная норма).

Для вектора x размерности n выполнены неравенства

|x|p ≤ |x|q ≤ n(1/q−1/p)|x|p, p > q,

|x|∞ ≤ |x|2 ≤ |x|1 ≤
√
n|x|2 ≤ n|x|∞.

Неравенство Гёльдера:

|(x, y)| ≤ |x|p|y|q, 1/p+ 1/q = 1.

Неравенство Коши–Буняковского–Шварца:

|(x, y)| ≤ |x|2|y|2.

Аксиомы аддитивных (или обобщенных) матрич-
ных норм (здесь a – число, A,B – марицы):

‖A‖ ≥ 0, ‖O‖ = 0,

‖aA‖ = |a|‖A‖,
‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.

Матричная норма называется мультипликативной, если вы-
полнена дополнительная аксиома

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ (кольцевое свойство).

Любую аддитивную матричныю норму можно сделать мульти-
пликативной умножением на достаточно большую константу.
Наименьшая из таких констант равна

max
‖C‖=‖D‖=1

‖CD‖.

Матричные нормы подчиненные векторным.Предпо-
ложим, что на векторном пространстве, на котором действует
линейный оператор, соответствующий матрице A, и на образе
этого пространства определены векторные нормы. Числовая
функция
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‖A‖ = sup
x �=0

|Ax|
|x| = sup

|x|=1
|Ax|

является (аддитивной) матричной нормой, и она называется
подчиненной векторным нормам (или индуцированной век-
торными нормами).
Для квадратных матриц, матричная норма индуцирован-

ная векторными нормами будет мультипликативной, если век-
торные нормы на векторных пространствах (образов и прооб-
разов) совпадают. При этом для единичной матрицы I выпол-
нено ‖I‖ = 1. Для произвольной мультипликативной матрич-
ной нормы выполнено ‖I‖ ≥ 1.

Примеры подчиненных матричных норм.Матричные
нормы

‖A‖1 = max
j

∑
i

|aij |,

‖A‖2 = максимальное сингулярное число матрицы A,

‖A‖∞ = max
i

∑
j

|aij |,

подчинены, соответственно 1-, 2- и ∞-нормам векторов. Мат-
ричная норма ‖A‖2 называется спектральной. Таким обра-
зом, спектральная матричная норма индуцирована евклидовой
нормой векторов.

Собственные числа (значения) λ и векторы x квад-
ратной матрицы A определяются соотношением

Ax = λx, x �= 0.

Множество всех собственных чисел λi(A) матрицы называют
спектром матрицы. Спектр матрицы A – это множество всех
корней характеристического многочлена

det(λI −A) = 0.

Спектральный радиус ρ(A) квадратной матрицы A – это
максимальный из модулей ее собственных чисел:
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ρ(A) = max
i

|λi(A)|.

Для любой мультипликативной матричной нормы выполнено

‖Ak‖1/k ↘ ρ(A) при k = 1, 2, . . . .

Если матрица самосопряженная (A = A∗), то

ρ(A) = ‖A‖2.

Условие ρ(A) < 1 обеспечивает сходимость ряда Неймана:

(I −A)−1 =
∞∑
k=0

Ak.

Сингулярные числа σi(A) (необязательно квадратной)
матрицы A – это неотрицательные значения квадратных кор-
ней общих собственных значений матриц A∗A и AA∗. Отметим,
что ненулевые собственные значения матриц A∗A и AA∗ сов-
падают,

σi(A) =
√

λi(A∗A) =
√

λi(AA∗).

Здесь через A∗ обозначена матрица сопряжённая к A: A∗
ij =

Aji. В этих обозначениях

‖A‖2 = max
i

σi(A) =
√

max
i

|λi(A∗A)|.

Евклидова норма (или норма Фробениуса) ‖A‖E мат-
рицы A определяется выражениями

‖A‖E =
√∑

i

∑
j

|aij |2 =
√

tr(A∗A) =
√

tr(AA∗) =
√∑

i

σ2
i (A),

Здесь σ2
i (A) – сингулярные числа матрицы A, а tr обозначает

след матрицы, tr(B) =
∑

i
bii. Евклидова матричная норма

согласована с евклидовой векторной нормой:
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|Ax|2 ≤ ‖A‖E |x|2.

Евклидова матричная норма является мультипликативной и,
кроме того,

‖AB‖E ≤ ‖A‖E‖B‖2, ‖AB‖E ≤ ‖A‖2‖B‖E .

Приведем неравенства для матричных норм (соотноше-
ния эквивалентности) :

(min(m,n))−1/2‖A‖E ≤ ‖A‖2 ≤ ‖A‖E ,

m−1/2‖A‖E ≤ ‖A‖1 ≤ n1/2‖A‖E ,
n−1/2‖A‖E ≤ ‖A‖∞ ≤ m1/2‖A‖E ,
m−1/2‖A‖2 ≤ ‖A‖1 ≤ n1/2‖A‖2,
n−1/2‖A‖2 ≤ ‖A‖∞ ≤ m1/2‖A‖2,
m−1‖A‖∞ ≤ ‖A‖1 ≤ n‖A‖∞.

Здесь предполагается, что матрица A имеет размерность n×m.
Число обусловленности cond(A) определяется для квад-

ратной невырожденной матрицы A по формуле

cond(A) = ‖A‖‖A−1‖.

Выполнены свойства:

cond(A) ≥ 1, cond(A) = cond(cA).

Для матричных норм ‖.‖1, ‖.‖2,‖.‖∞, ‖.‖E число обусловлен-
ности не меняется при перестановке строк или столбцов. Для
спектральной матричной нормы ‖.‖2 число обусловленности
равно отношению максимального сингулярного числа матри-
цы к минимальному,
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cond2(A) =
maxi σi(A)

mini σi(A)
.

Для нормальной матрицы A (то есть, когда A∗A = AA∗) вы-
полнено

σi(A) = |λi(A)|,
и число обусловленности равно отношению максимального мо-
дуля собственного числа матрицы к минимальному,

cond2(A) =
maxi |λi(A)|
mini |λi(A)| .

Сингулярные числа симметричной положительно опреде-
ленной матрицы совпадают с ее собственными значениями.



Приложение Б

Сведения из математического анализа

В данном приложении кратко приводятся сведения из ма-
тематического анализа, которые используются при изложении
основного материала.

Б.1. Формула Те́йлора

Если f ∈ Cn+1(a, b), x0, x ∈ (a, b), то найдется ξ,

min(x, x0) < ξ < max(x, x0),

для которого выполнено

f(x) = f(x0) +
f (1)(x0)

1!
(x− x0) +

f (2)(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · · (Б.1.1)

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

Разложение в ряд Тейлора функции двух переменных за-
писывается следующим образом

f(x+Δx, y +Δy) = f(x, y) +
∂f

∂x
Δx+

∂f

∂y
Δy+

1

2!

(
∂2f

∂x2Δx2 + 2
∂2f

∂x∂y
ΔxΔy +

∂2f

∂y2Δy2
)
+

1

3!

(
∂3f

∂x3Δx3 + 3
∂3f

∂x2∂y
Δx2Δy + 3

∂3f

∂x∂y2ΔxΔy2 +
∂3f

∂y3Δy3
)
+ . . .

Б.2. Теорема Ро́лля

Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], диффе-
ренцируема во всех внутренних точках x ∈ (a, b) и f(a) = f(b).
Тогда существует точка c ∈ [a, b] такая, что f ′(c) = 0.
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Этот результат был известен еще в 12 веке в древней Ин-
дии [64]. Строго эту теорему доказал французский математик
Мишель Ролль (Michele Rolle, 1652-1719).

Б.3. Теорема Больцано – Коши. Теоремы о
среднем значении

Теорема Больцано – Коши (о промежуточных значениях
непрерывной функции): пусть f ∈ C[a, b] и f(a) �= f(b), то-
гда для любого y ∈ [min(f(a), f(b)),max(f(a), f(b))] существует
x ∈ [a, b] такое, что f(x) = y (т.е., если непрерывная функция,
определённая на вещественном интервале, принимает два зна-
чения, то она принимает и любое значение между ними).
Теорема о среднем значении непрерывной функции. Пусть

f ∈ C[a, b], ξi ∈ [a, b]. Тогда найдётся точка ξ ∈ [a, b], такая что

f(ξ1) + · · ·+ f(ξn)

n
= f(ξ).

Эта теорема является следствием теоремы Больцано-Коши
и неравенств

min
x∈[a,b]

f(x) ≤ f(ξ1) + · · ·+ f(ξn)

n
≤ max

x∈[a,b]
f(x).

Теорема об интегральном среднем. Если f, g ∈ C[a, b], а
функция g одного и того же знака на [a, b], то найдётся зна-
чение ξ ∈ [a, b] такое, что

∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx.

Доказательство см., например, в [14] на стр.104.

Б.4. Сравнение функций в окрестности точки

Предположим, что функции f и g заданы в окрестности
точки x0. Запись
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f(x) = o(g(x))

при x → x0 (читается: о малое от g(x)) означает, что

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

При этом говорят, что функция f(x) имеет более высокий по-
рядок малости по сравнению с g(x) (в окрестности точки x0).
Запись

f(x) = O(g(x))

(читается: О большое от g(x)) означает, что найдутся C > 0 и
некоторая окрестность точки x0, в которой

|f(x)| ≤ C|g(x)|.

При этом говорят, что у функции f порядок малости такой
же или выше, чем у функции g (в окрестности точки x0). В
частности, запись f(h) = O(hk) означает, что |f(h)| ≤ hk в
окрестности нуля.

Приложение В

Ответы и указания к упражнениям и
заданиям

Упражнение 1.2.1. б) Выражение для относительной по-
грешности величины

y =

√
a+ b

x3(1− x)

имеет вид

δy =
1

2
[δ(a+ b) + 3δx+ δ(1− x)] =

1

2

[
Δa+Δb

|a+ b| + 3
Δx

|x| +
Δx

|1− x|
]

Упражнение 1.2.2. Для абсолютной погрешности вели-
чин s = a1 + . . . + a12 и b = s/12 классический подход дает:
Δs = 12Δa, Δb = Δa. Статистический подход (правило Чебо-
тарева) дает: Δs = 6Δa, Δb = 0.5Δa.

Упражнение 1.3.1. 2017 = 11111100001(2)
Задание 1.3.1. б) Для вещественной переменной одинар-

ной точности x = 16777216, для двойной точности –
x = 9007199254740992.

Упражнение 1.4.1. Если I∗0 = I0 + ε, то I∗1 = I1 − ε, I∗2 =
I2 + 2ε, I∗3 = I3 − 6ε, . . ., I∗n = In + (−1)nn!ε.

Упражнение 2.2.1. б) Выражение слева в равенстве пред-
ставляет собой интерполяционный полином степени (меньше
или равной) n в форме Лагранжа для функции f , такой что
f(xk) = 1, k = 0, . . . , n. Этот полином существует, единствен-
ный и, очевидно, совпадает с функцией тождественно равной
единице.
в) Равенство дляm = n+1 неверное (функция в левой части

равенства является интерполирующим полиномом более низ-
кой степени, чем интерполируемый полином справа; эта функ-
ция зависит от выбора узлов).
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Упражнение 2.3.1. 2x2 + x+ 2
Упражнение 2.4.1. а) Соответствующий пример можно

найти в [14] на стр.35. Используйте равенства

f ′(x) = 0.5x−1/2, f ′′(x) = −0.25x−3/2, f ′′′(x) = 3x−5/2/8,

max
[100,144]

|f ′′′(x)| = 3

8
10−5.

б) Максимум модуля функции ω(x) = (x − x0)(x − x1) до-
стигается при x = (x0 + x1)/2, и равен он h2/4.

Упражнение 2.5.1. Интерполяционные полиномы Эрмита
имеют вид

1) P2(x) = f0 + (x− x0)f
′
0 + (x− x0)

2
[

f1 − f0
(x1 − x0)2

− f ′
0

x1 − x0

]
3) P3(x) = f0 + (x− x0)

{
f ′
0 +

x− x0

x0 − x1

[(
f0 − f1 − f0

x1 − x0

)
+

+
x1 − x

x1 − x0

(
f ′
0 − 2

f1 − f0
x1 − x0

+ f ′
1

)]}
Упражнение 2.7.1. Систему линейных уравнений для ко-

эффициентов рациональной интерполяции можно записать в
виде

p∑
j=0

ajx
j
i − fi

q∑
j=0

bjx
j
i = 0, i = 1, . . . , p+ q + 1.

Без ограничения общности можно положить bq = 1. Тогда ли-
нейная система примет вид

p∑
j=0

ajx
j
i − fi

q−1∑
j=0

bjx
j
i = xqi , i = 1, . . . , p+ q + 1.

Упражнение 3.2.2. Условия интерполяции и гладкости
дают систему 2n + (n − 1) линейных уравнений для 3n неиз-
вестных.

Задание 3.3.1. Для вычисления коэффициентов ai, bi, ci, di
естественного интерполирующего кубического сплайна
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S(x) = Si(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)
2 + di(x− xi)

3

на участках

x ∈ [xi, xi+1], xi+1 = xi + h, i = 0, 1, . . . , n− 1

со значениями S(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n воспользуйтесь следу-
ющим алгоритмом [45]. Сначала вычисляются значения

ai = fi, i = 0, 1, . . . , n− 1.

Затем находятся ci из уравнений

ci−1 + 4ci + ci+1 = 3(fi−1 − 2fi + fi+1)/h
2, (В.0.1)

i = 1, . . . , n− 1, c0 = cn = 0. (В.0.2)

Заметим, что в формулах выше используется дополнительный
коэффициент cn = 0. Для решения системы линейных уравне-
ний (В.0.1), (В.0.2) с трехдиагональной матрицей применяют
метод прогонки. Остальные коэффициенты сплайна вычисля-
ются по формулам

bi = (fi+1 − fi)/h− h(ci+1 + 2ci)/3, i = 0, 1, . . . , n− 1,

di = (ci+1 − ci)/(3h), i = 0, 1, . . . , n− 1.

Упражнение 4.3.1. Ниже представлены значения «опти-
мального» шага h0, минимизирующего погрешность g(h) для
двух формул численного дифференцирования:
(а) g(h) = δ/h+Mh2/6,

h0 =
3
√

3δ/M, g(h0) = (3δ)2/3M3/2,

M = max
[xi−1,xi+1]

|f ′′′(x)|.

(b) g(h) = 4δ/h2 +Mh2/12,

h0 = 2 4
√
3δ/M, g(h0) = 2

√
Mδ/3,
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M = max
[xi−1,xi+1]

|f (4)(x)|.

Упражнение 5.1.1. а) Для изучения погрешности форму-
лы прямоугольников воспользуйтесь формулой Тейлора и тео-
ремами о средних (см. приложение Б).
б) Погрешность формулы средних прямоугольников для

функции f ∈ C1[a, b] оценивается неравенством∣∣∣ ∫ b

a
f(τ)dτ − hf

(
a+ b

2

)∣∣∣ ≤ |f ′(ξ)|
4

h2,

Упражнение 5.1.2. Для исследования погрешности со-
ставной формулы прямоугольников воспользуйтесь выражени-
ями из упражнения 5.1.1 и теоремой о средних значениях (см.
приложение Б).

Упражнение 5.2.1. a) Формулы Ньютона – Котеса можно
записать в виде

∫ B

A
f(x)dx = CΔx

m∑
i=0

dif(xi) +R(Δx),

xi = A+ iΔx, i = 0, . . . , n, Δx = (B −A)/m,

с коэффициентами и остаточными членами, представленными
в таблице В.1

Таблица В.1
Квадратуры Ньютона – Котеса

m C d0 d1 d2 d3 d4 d5 R(Δx)

1 1

2
1 1 − 1

12
f (2)(ξ)Δx3

2 1

3
1 4 1 − 1

90
f (4)(ξ)Δx5

3 3

8
1 3 3 1 − 3

80
f (4)(ξ)Δx5

4 2

45
7 32 12 32 7 − 8

945
f (6)(ξ)Δx7

5 5

288
19 75 50 50 75 19 − 275

12096
f (6)(ξ)Δx7

Упражнение 5.2.2. Для метода трапеций воспользуйтесь
формулой погрешности линейной интерполяции
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f(x)−
[
f(x0)

(
1− x− x0

x1 − x0

)
+ f(x1)

x− x0

x1 − x0

]
=

=
f (2)(ξ(x))

2
x(x− (x1 − x0))

и теоремой об интегральном среднем (см. приложение Б.3). О
погрешности формулы Симпсона см., например, [8] стр. 252,
[14] стр. 107, [16] стр. 583.

Упражнение 5.2.3. Составная формула трапеций с оста-
точным членом:
∫ B

A
f(x)dx = h

(
f0/2+f1+f2+. . .+fn−1+fn/2

)
−h2

B −A

12
f ′′(ξ).

Здесь fi = f(xi), xi = A + ih, i = 0, . . . , n, h = (B − A)/n,
ξ ∈ [A,B].
Рассмотрим составную формулу Симпсона «составленную»

из m простых формул:
∫ B

A
f(x)dx =

m∑
k=1

∫ x2k

x2k−2

f(x)dx,

∫ x2k

x2k−2

f(x)dx =
h

3
(f2k−2 + 4f2k−1 + f2k)− h5

f (4)(ξk)

90
,

где h = (B − A)/n, n = 2m, ξk ∈ [x2k−2, x2k]. Тогда составную
формулу Симпсона можно представить в виде:

∫ B

A
f(x)dx =

h

3

[
f0 + f2m + 2(f2 + f4 + . . .+ f2m−2)+

+4(f1 + f3 + . . .+ f2m−1)
]
+R,

R = −h5
m

90
f (4)(ξ) = −h4

(B −A)

180
f (4)(ξ), ξ ∈ [A,B].

Упражнение 5.3.1. а) Система уравнений, которой удо-
влетворяют узлы ti квадратурной формулы Чебышёва (5.3.1):

t1 + t2 + · · ·+ tm = 0



В. Ответы и указания к упражнениям и заданиям 81

t21 + t22 + · · ·+ t2m = m/3

t31 + t32 + · · ·+ t3m = 0

t41 + t42 + · · ·+ t4m = m/5

· · ·
tm1 + tm2 + · · ·+ tmm =

1 + (−1)m

2

m

m+ 1

б) Узлы квадратур Чебышёва (5.3.1):

m = 2, −t1 = t2 = 0.577350,

m = 3, −t1 = t3 = 0.707107, t2 = 0,

m = 4, −t1 = t4 = 0.794654, −t2 = t3 = 0.187592,

m = 5, −t1 = t5 = 0.832498, −t2 = t4 = 0.374541, −t3 = 0.

Упражнение 5.4.1. а) Система уравнений, которой удо-
влетворяют узлы и веса квадратурной формулы Гаусса (5.4.1):

m∑
i=1

Ci = 0,
m∑
i=1

Citi = 0,

m∑
i=1

Cit
2
i = 2/3,

m∑
i=1

Cit
3
i = 0,

m∑
i=1

Cit
4
i = 2/5,

m∑
i=1

Cit
5
i = 0,

· · ·
m∑
i=1

Cit
2m−2
i = 2/(2m− 1),

m∑
i=1

Cit
2m−1
i = 0.

б) Узлы и веса квадратур Гаусса (5.4.1):

m = 2, −t1 = t2 = 0.577350, C1 = C2 = 1.0;
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m = 3, −t1 = t3 = 0.774597, t2 = 0,

C1 = C3 = 5/9, C2 = 8/9;

m = 4, −t1 = t4 = 0.861136, −t2 = t3 = 0.339981,

C1 = C4 = 0.347855, C2 = C3 = 0.652145;

m = 5, −t1 = t5 = 0.906180, −t2 = t4 = 0.538469, −t3 = 0.

C1 = C5 = 0.236927, C2 = C4 = 0.478629, C3 = 0.568889.

Упражнение 5.5.1. а) Экстраполяция Ричардсона дает
значение 12.405 (p = 2). б) Экстраполяция Ричардсона дает
значение 7.14 (p = 4). в) Экстраполяции Ричардсона приведет
к методу Симпсона.

Упражнение 5.5.3. Формулы для оценки порядка сходи-
мости p имеют вид

I(k2h)− I(kh)

I(kh)− I(h)
= kp, p = ln

[
I(k2h)− I(kh)

I(kh)− I(h)

]
/ ln k
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[well-conditioning], 14
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[well-conditioned problem],
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number], 21, 71
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