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Введение

Математическое моделирование природных явлений часто приво-
дит к системам законов сохранения, которые, как правило, перепи-
сываются в виде квазилинейных симметрических гиперболических
систем. Примерами таких систем являются уравнения газовой дина-
мики, уравнения магнитной гидродинамики идеальной сжимаемой
жидкости, уравнения теории мелкой воды, уравнения сверхтекучей
жидкости и многие другие. Даже уравнения Эйнштейна общей тео-
рии относительности для метрического тензора пространства-вре-
мени могут быть записаны в виде симметрической гиперболической
системы.

В силу сказанного математическая теория гиперболических си-
стем законов сохранения не теряет своей актуальности. Более того,
многие вопросы этой теории до сих пор остаются открытыми. Так,
например, даже для уравнений газовой динамики пока не доказа-
на глобальная по времени теорема существования слабого решения,
представляющего собой волновой пакет, который состоит из ударных
волн, контактных разрывов и волн разряжения. Необходимо также
отметить, что результаты теории гиперболических законов сохране-
ния непосредственно востребованы в теории гиперболических балан-
совых законов, теории гиперболико-параболических «вязких» зако-
нов сохранения, теории гиперболико-эллиптических систем и других
областях уравнений с частными производными и математической
физики.

В настоящем учебном пособии мы затрагиваем лишь некоторые
аспекты теории гиперболических законов сохранения. Прежде все-
го, мы рассматриваем наиболее важный для приложений случай
многих пространственных переменных, а соответствующая «одно-
мерная» теория находится за рамками пособия. Основное внимание
в пособии уделяется доказательству локальных по времени теорем
существования и единственности для симметризуемых гиперболиче-
ских систем законов сохранения (как для задачи Коши, так и для
начально-краевых задач).
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Отметим, что локальная по времени теорема существования глад-
ких решений задачи Коши для квазилинейной симметрической ги-
перболической системы была независимо доказана в начале 70-х го-
дов прошлого столетия в работах Вольперта и Худяева, Лакса и Като
[21]. Именно доказательству этой теоремы и посвящена первая глава
данного пособия.

Основной целью второй главы является доказательство локаль-
ной теоремы существования решений с поверхностью ударной вол-
ны при определенных условиях на кусочно-гладкие начальные дан-
ные. Такая теорема на рубеже 70–80-х годов была впервые доказана
Блохиным для ударных волн в газовой динамике с помощью мето-
да интегралов энергии [1]. Чуть позднее Майда с помощью метода
симметризатора Крайса [17] и исчисления псевдодифференциальных
операторов доказал аналогичную теорему для определенного клас-
са абстрактных гиперболических законов сохранения, содержащего
уравнения газовой динамики [20].

Во второй главе мы вводим понятие строго диссипативного p-сим-
метризатора [26], которое, по существу, является формализацией ме-
тода интегралов энергии [1, 3]. Это позволяет обобщить упомянутую
теорему Блохина на случай ударных волн для абстрактных законов
сохранения при условии, что для соответствующей линеаризованной
задачи построен строго диссипативный p-симметризатор.

В третьей главе пособия мы на примере задачи со свободной гра-
ницей для уравнений газовой динамики, моделирующей движение
газообразной звезды, излагаем основные идеи метода Нэша-Мозера
[16]. Этот метод позволяет иногда доказывать существование реше-
ний нелинейных задач, линеаризации которых являются слабокор-
ректными в смысле потери гладкости в априорных оценках решений.

Для относительной самодостаточности учебного пособия в него
включены два небольших приложения. В первом из них мы напоми-
наем определения и основные свойства функциональных пространств,
которые используются в пособии, в частности, даем определение про-
странств Соболева и напоминаем основную теорему вложения. Во
втором приложении мы напоминаем три теоремы функционально-
го анализа, которые необходимы для доказательства существования
решений линейных и нелинейных задач.

Наконец, отметим, что в учебном пособии [2] излагались неко-
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торые алгебраические аспекты линейных гиперболических систем
и уравнений с постоянными коэффициентами, в частности, метод
симметризатора Крайса. В настоящем же учебном пособии основное
внимание уделяется нелинейной теории гиперболических систем, а
элементы соответствующей линейной теории излагаются не только
для постоянных, но и для переменных коэффициентов.
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Глава 1

Существование гладких
решений задачи Коши
для гиперболической системы
законов сохранения

1.1. Гиперболические системы законов
сохранения: симметрический вид
и примеры

Рассмотрим систему N законов сохранения

∂tf
0(U) +

n∑
j=1

∂jf
j(U) = 0 (1.1)

для вектора неизвестных величин U(t, x), где t — время, x = (x1, . . . ,
xn) ∈ Rn — декартовы координаты,

fα = fα(U) = (fα1 , . . . , f
α
N ), U = (u1, . . . , uN ), ∂t =

∂

∂t
, ∂j =

∂

∂xj
.

С учетом обозначения

div a =

n∑
j=1

∂ja
j (a = (a1, . . . , an) — вектор)

система (1.1) в покомпонентном виде записывается так:
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∂tf
0
i (U) + div fi(U) = 0, i = 1, N,

где fi = fi(U) = (f1
i , . . . , f

n
i ).

Предполагая, что функции потока fi = fi(U) достаточно гладкие
(на практике они обычно из класса C∞), уравнения (1.1) переписы-
ваем в виде квазилинейной системы

B0(U)∂tU +

n∑
j=1

Bj(U)∂jU = 0, (1.2)

где Bα = Bα(U) = (∂fα/∂U) (здесь и далее обозначение вида (∂a/∂b)
используется для матрицы (или вектора если a = a1) с компонентами
∂ai/∂bj). Умножая систему (1.2) слева на невырожденную матрицу
S = S(U), получаем

A0(U)∂tU +

n∑
j=1

Aj(U)∂jU = 0, (1.3)

где Aα = SBα.

Определение 1.1. Матрица S(U) называется симметризатором
Фридрихса, если

Aα = AT
α (α = 0, n), A0 > 0 (1.4)

для всех U ∈ G ⊂ RN (здесь и далее T — символ транспонирования).
При этом система (1.3) называется симметрической t-гиперболичес-
кой (по Фридрихсу [15]), а подобласть G пространства состояний —
областью гиперболичности.

Заметим, что симметрические гиперболические системы являют-
ся гиперболическими в смысле следующего общего определения ги-
перболических систем.

Определение 1.2. Квазилинейная система (1.3) с невырожденной
матрицей A0 называется гиперболической, если все собственные чис-
ла λi (i = 1, N) характеристической матрицы
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A(U, ξ) = A−1
0 (U)

n∑
j=1

ξjAj(U)

вещественны при всех ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn\{0}, U ∈ G ⊂ RN и
эта матрица приводится к диагональному виду (с вещественными
диагональными элементами λi = λi(U, ξ)).

Заметим, что для гиперболических систем с постоянными крат-
ностями характеристик матрица A(U, ξ) равномерно (по U и ξ) диа-
гонализуема. С другой стороны, иногда используется более общее
определение гиперболичности, а именно вообще не требуется диаго-
нализуемость характеристической матрицы.

Для некоторых моделей механики сплошной среды система (1.1)
дополняется набором K дивергентных ограничений (или связей)

div Ψj(U) = 0, j = 1,K , (1.5)

которым обязаны удовлетворять решения этой системы. Здесь Ψj =
Ψj(U) = (Ψ1

j , . . . ,Ψ
n
j ). На практике (для конкретных моделей) дивер-

гентные связи (1.5) являются ограничениями на начальные данные
для системы (1.1), т.е. если (1.5) выполнены в начальный момент
времени, то они справедливы при всех t > 0. При наличии дивер-
гентных ограничений последние могут участвовать в симметриза-
ции системы (1.1). В этом случае мы не просто умножаем систему
(1.2) слева на S = S(U), но и добавляем к результату дивергенции
div Ψj(U), домноженные на некоторые векторы Rk = Rk(U):

S(U)B0(U)∂tU +

n∑
j=1

S(U)Bj(U)∂jU +

K∑
k=1

Rk(U)div Ψj(U)

= A0(U)∂tU +

n∑
j=1

Aj(U)∂jU = 0.

Если полученная система оказывается симметрической гиперболи-
ческой, т.е. выполняются требования (1.4), то набор

S = S(U) = (S(U), R1(U), . . . , RK(U))
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естественно называть обобщенным симметризатором Фридрихса.
В общем случае симметризатор Фридрихса (или обобщенный сим-

метризатор Фридрихса) может быть найден с помощью метода сим-
метризации, предложенного Годуновым [4] (см. также [1, 3]). Ко-
ротко говоря, он заключается в следующем. Если для системы за-
конов сохранения (1.1) известен дополнительный закон сохранения
(«энтропии»)

∂tΦ
0(U) + div Φ(U) = 0

(Φ = Φ(U) = (Φ1, . . . ,Φn)), который является следствием этой си-
стемы и выполняется на ее гладких решениях, то гладкая замена
переменных

U → Q =
∂Φ0

∂f0

приводит (1.1) к симметрической системе для нового неизвестного
Q. Сохранив симметричность, эту систему можно переписать в тер-
минах исходного неизвестного U . При этом находится матрица

S(U) =

(
∂Q

∂U

)T

.

Что касается векторов Rk, то после нахождения Q они тоже могут
быть вычислены с учетом дополнительного закона сохранения и ди-
вергентных ограничений (1.5). Мы не будем обсуждать здесь этот
вопрос, поскольку во многих конкретных случаях симметрический
вид системы законов сохранения удается найти удачным выбором
вектора неизвестных U . По крайней мере, это так для наиболее из-
вестных моделей механики сплошной среды (см. ниже их примеры).

Рассмотрим теперь некоторые конкретные примеры гиперболи-
ческих систем законов сохранения.

Пример 1. Уравнения изэнтропической газовой динамики.
Системой изэнтропической газовой динамики называют уравнения
Эйлера, описывающие изэнтропическое течение идеальной сжимае-
мой жидкости:

∂tρ+ div (ρv) = 0,

∂t(ρv) + div (ρv ⊗ v) +∇p = 0. (1.6)
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Здесь ρ — плотность газа, v = (v1, v2, v3) — скорость, p = p(ρ) — дав-
ление. Символ ⊗ означает Кронекерово произведение, в частности,

v ⊗ v =

 v1v
v2v
v3v

 .

Уравнения движения в (1.6) в покомпонентном виде записываются
так:

∂t(ρvi) + div (ρviv) + ∂ip = 0, i = 1, 3.

С учетом уравнения состояния газа p = p(ρ) система (1.6) являет-
ся замкнутой системой законов сохранения, например, для вектора
неизвестных U = (ρ, v).

Указанный выбор неизвестного U уже удачен в том смысле, что
система (1.6), переписанная в неконсервативном (недивергентном)
виде

1

ρ

dρ

dt
+ div v = 0,

ρ

c2
dv

dt
+∇ρ = 0,

где d/dt = ∂t + (v,∇), a c2 = p ′(ρ) — квадрат скорости звука, явля-
ется симметрической системой вида (1.3). Причем симметрические
матрицы Aα могут быть легко выписаны, а диагональная матрица
A0 > 0 при естественных физических предположениях

ρ > 0, p ′(ρ) > 0.

Последние неравенства называются условиями гиперболичности, ко-
торые описывают область гиперболичности системы (1.6) (см. опре-
деление 1.1). Заметим, что при тех же условиях система (1.6), пере-
писанная в неконсервативном виде

1

ρc2
dp

dt
+ div v = 0, ρ

dv

dt
+∇p = 0,

также является симметрической гиперболической, если вместо плот-
ности в качестве первой компоненты вектора неизвестных взять дав-
ление: U = (p, v).

Пример 2. Полная система газовой динамики. Рассмотрим те-
перь общий случай, т.е. полную систему уравнений Эйлера, описы-
вающих течение идеальной сжимаемой жидкости (газа):
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∂tρ+ div (ρv) = 0,

∂t(ρv) + div (ρv ⊗ v) +∇p = 0,

∂t
(
ρ(v2/2 + E)

)
+ div

(
(ρ(v2/2 + E) + p)v

)
= 0. (1.7)

Здесь E = E(ρ, S) — внутренняя энергия, S — энтропия, p = p(ρ, S).
Из второго начала термодинамики

TdS = dE − p

ρ2
dρ

следует, что p = ρ2Eρ(ρ, S) и температура T = ES(ρ, S). Тогда с уче-
том уравнения состояния газа E = E(ρ, S) система (1.7) является
замкнутой. В качестве неизвестного можно выбрать, например, век-
тор U = (p, v, S). Заметим, что на гладких решениях системы (1.7)
выполняется дополнительный закон сохранения энтропии

∂t(ρS) + div (ρSv) = 0. (1.8)

С учетом (1.8) в неконсервативном виде система (1.7) переписы-
вается так:

1

ρc2
dp

dt
+ div v = 0, ρ

dv

dt
+∇p = 0,

dS

dt
= 0, (1.9)

где c2 = pρ(ρ, S) — квадрат скорости звука. Сейчас логичней рас-
сматривать ρ = ρ(p, S) как уравнение состояния газа. Тогда 1/c2 =
ρp(p, S). Нетрудно понять, что система (1.9) является симметриче-
ской для выбранного неизвестного U = (p, v, S), а условия гипербо-
личности (A0 > 0) имеют вид

ρ(p, S) > 0, ρp(p, S) > 0. (1.10)

Пример 3. Уравнения магнитной гидродинамики. Примером
гиперболической системы законов сохранения с дивергентными огра-
ничениями является система магнитной гидродинамики для идеаль-
ной сжимаемой жидкости:

∂tρ+ div (ρv) = 0,

∂t(ρv) + div (ρv ⊗ v −H ⊗H) +∇q = 0,

∂tH − rot (v×H) = 0,

∂t
(
ρe+ 1

2H
2
)

+ div
(
(ρe+ p)v +H×(v×H)

)
= 0, (1.11)

13



где H = (H1, H2, H3) — магнитное поле, e = v2/2 + E — полная
энергия, q = H2/2 + p — полное давление, а остальные обозначения
те же, что и для системы газовой динамики. Для системы (1.11)
обязано выполняться дивергентное ограничение

divH = 0, (1.12)

которое является дополнительным ограничением на начальные дан-
ные U |t=0 = U0(x). Действительно, действуя оператором диверген-
ции на третье (векторное) уравнение системы (1.11), получаем урав-
нение

∂t(divH) = 0,

из которого следует, что если divH|t=0 = 0, то divH = 0 для всех
t > 0.

С учетом второго начала термодинамики и уравнения состоя-
ния плазмы E = E(ρ, S) система (1.11) является замкнутой систе-
мой законов сохранения, например, для вектора неизвестных U =
(p, v,H, S). Такой выбор неизвестного удачен в смысле симметризу-
емости системы (1.11). В самом деле, с учетом закона сохранения
энтропии (1.8) (который выполняется на гладких решениях уравне-
ний (1.11)), используя дивергентное ограничение (1.12), переписыва-
ем (1.11) в следующем неконсервативном виде:

1

ρc2
dp

dt
+ div v = 0, ρ

dv

dt
− (H,∇)H +∇q = 0,

dH

dt
− (H,∇)v +H div v = 0,

dS

dt
= 0.

(1.13)

Система (1.13) является симметрической системой вида (1.3). Усло-
вие гиперболичности A0 = diag (1/(ρc2), ρ, ρ, ρ, 1, 1, 1, 1) > 0 выпол-
нено, если уравнение состояния плазмы ρ = ρ(p, S) удовлетворяет
неравенствам (1.10).
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1.2. Метод сжимающих отображений
для квазилинейных гиперболических
систем

Будем далее считать, что система законов сохранения (1.1) сим-
метризуется, т.е. переписывается в виде системы (1.3) с симметриче-
скими матрицами. Основной целью настоящей главы является дока-
зательство локального по времени существования и единственности
гладкого решения задачи Коши

L(U) = 0, (1.14)

U |t=0 = U0(x), (1.15)

где

L(U) = L(U)(U), L = L(U) = A0(U)∂t +

n∑
j=1

Aj(U)∂j , (1.16)

при условии, что начальные данные принадлежат области гипер-
боличности G, т.е. A0(U0) > 0. Доказательство основано на мето-
де сжимающих отображений, т.е. на применении теоремы Банаха о
неподвижной точке (см. прил. Б).

Обсудим теперь основную идею применения теоремы Б.1
(см. прил. Б) для доказательства существования решений задачи Ко-
ши (1.14), (1.15). Она основана на использовании подходящей апри-
орной оценки для соответствующей линеаризованной задачи. Так
как метод линеаризации является базовым методом, который ис-
пользуется при доказательстве теорем существования для задач Ко-
ши и начально-краевых задач не только с помощью метода сжимаю-
щих отображений, но и с помощью метода Нэша-Мозера (см. гл. 3),
то остановимся вначале на нем.

Среди специалистов по механике сплошной среды часто возника-
ют разногласия, разночтения и т.д., касающиеся того, что понимать
под линеаризацией исходной нелинейной задачи. Во избежание этого
дадим строгое математическое определение линеаризации системы
квазилинейных уравнений (1.14). Что касается линеаризации гра-
ничных условий, то мы пока отложим этот вопрос, поскольку в этой
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главе предметом наших исследований является задача Коши. В гл. 2
мы обсудим его для, пожалуй, наиболее сложного случая граничных
условий, а именно для соотношений Ренкина-Гюгонио на поверхно-
сти ударной волны.

Определение 1.3. Пусть V — заданная вектор-функция (основное
состояние). Тогда линейная система

L′(V )U =
d

dε
L(Uε)|ε=0 = 0,

где Uε = V + εU , называется линеаризацией системы (1.14) относи-
тельно V .

Нетрудно вычислить явный вид линейного оператора L′(V ). Его
главная часть совпадает с L(V ) (см. (1.16)):

L′(V )U = L(V )U + C(V )U.

Здесь матрица C(V ) определяется так:

C(V )U = (U,∇uA0(V ))∂tV +

n∑
j=1

(U,∇uAα(V ))∂αV,

(U,∇uAα(V )) =

N∑
i=1

ui

(
∂Aα(U)

∂ui

∣∣∣∣
U=V

)
.

На самом деле, в отличие о метода Нэша-Мозера (см. гл. 3), для кото-
рого необходимо рассматривать истинную линеаризацию, т.е. удер-
живать младший член C(V )U , для метода сжимающих отображений
достаточно рассматривать только главную часть линейного операто-
ра. Таким образом, имеем

L(V )U = 0. (1.17)

Рассмотрим отображение T такое, что T (V ) = U , где U — реше-
ние линейной системы (1.17) и V |t=0 = U |t=0 = U0. Если мы укажем
такой компакт K в банаховом пространстве B, например, шар ра-
диуса R, что отображение T действует из K в K (T : K → K) и
является сжимающим, т.е.
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‖V ‖B ≤ R ⇒ ‖U‖B ≤ R, (1.18)

‖U1 − U2‖B ≤ q‖V1 − V2‖B ∀ V1, V2 ∈ K, (1.19)

где T (Vi) = Ui, 0 ≤ q < 1 и ‖ · ‖B — норма в B, то существует
единственная неподвижная точка Z отображения T : T (Z) = Z. Это
Z и есть единственное решение U задачи Коши (1.14), (1.15):

L(U)U = 0, U |t=0 = U0.

Важно отметить, что свойства (1.18) и (1.19) необходимо устанав-
ливать для линейной системы (1.17) c начальными данными (1.15).
Точнее, проверка (1.19) требует рассмотрения неоднородной линей-
ной системы

L(V )U = f

с нулевыми начальными данными U |t=0 = 0. Здесь f = f(t, x) —
заданная правая часть (функция источника). В самом деле, пусть
T (Vi) = Ui, i = 1, 2. Тогда

L(V1)U1 = 0 и L(V2)U2 = 0.

Рассматривая разность двух последних уравнений, получаем

A0(V1)∂t(U1 − U2) +

n∑
j=1

Aj(V1)∂j(U1 − U2)

= (A0(V2)−A0(V1))∂tU2 +

n∑
j=1

(Aj(V2)−Aj(V1))∂jU2,

т.е.
L(V1)(U1 − U2) = f = (L(V2)− L(V1))U2.

Для того чтобы оценить правую часть f , пользуемся теоремой о
среднем значении для разностей Aα(V2)−Aα(V1). Точнее, для каж-
дого элемента этих матриц мы последовательно применяем теорему
о среднем значении по каждому скалярному аргументу. Например,
для гладкой функции g = g(x, y) двух аргументов имеем:
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g(x1, y1)− g(x2, y2) =
∂g

∂x
(x∗, y1)(x1 − x2) +

∂g

∂y
(x2, y∗)(y1 − y2),

где x∗ ∈ (x1, x2), y∗ ∈ (y1, y2). Понятно, что дальнейшие рассужде-
ния будут зависеть от свойств банахова пространства B. Будем пока
предполагать, что, используя, как указано выше, теорему о сред-
нем значении, а также определенные мультипликативные неравен-
ства для норм пространства B, мы в итоге получим

‖f‖B1
≤ C(R)‖V1 − V2‖B1

, (1.20)

где C = C(R) > 0 — постоянная, которая, в частности, зависит от ра-
диуса R шара K (она обычно также зависит, например, от интервала
времени), ‖·‖B1 — норма такого подходящего банахова пространства
B1 ⊃ B, что если u ∈ B, то ∂tu, ∂ju ∈ B1, а d(u, v) = ‖u− v‖B1 также
можно рассматривать в качестве метрики пространства B (тогда в
(1.19) нормы ‖ · ‖B нужно заменить на нормы ‖ · ‖B1

).

Замечание 1.1. Забегая вперед, заметим, что для задачи Коши
(1.14), (1.15) в качестве пространства B будет выбрано простран-
ство Соболева Hs(Rn) (см. прил. А) с подходящим индексом s, а
«сжимаемость» отображения T будет доказана в младшей норме, а
именно в норме пространства H0(Rn), т.е. B1 = L2(Rn).

Таким образом, с учетом (1.20) для доказательства теоремы су-
ществования и единственности необходимо иметь подходящие апри-
орные оценки

‖U‖B ≤ C1‖U0‖B + C2‖f‖B (для B = B и B = B1)

решений линейной неоднородной задачи

L(V )U = f, U |t=0 = U0(x). (1.21)

Здесь C1, C2 > 0 — постоянные, которые зависят от основного со-
стояния V , интервала времени и т.д. Таким образом, доказатель-
ство теорем существования и единственности для задачи Коши, а
также начально-краевых задач (см. гл. 2) опирается на вывод под-
ходящих априорных оценок для соответствующих линеаризованных
задач. Это верно и для метода Нэша-Мозера, идею которого мы из-
ложим в гл. 3.
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1.3. Задача Коши для линейной
гиперболической системы
с постоянными коэффициентами

Итак, как уже было отмечено, прежде чем исследовать исходную
нелинейную задачу, нужно получить подходящие априорные оценки
для соответствующей линейной задачи. При этом нужно еще дока-
зать существование решений этой линейной задачи, что тоже будет
опираться на указанные оценки (единственность будет следовать из
них напрямую). Мы начнем изучать задачу Коши для линейных
гиперболических систем с наиболее простого случая, а именно со
случая постоянных коэффициентов, когда V — постоянный вектор
(V = const — точное решение (1.14)):

A0∂tU +

n∑
j=1

Aj∂jU = f, (1.22)

U |t=0 = U0(x). (1.23)

Здесь Aα — постоянные матрицы, f — заданная правая часть, моти-
вация введения которой описана в предыдущем параграфе.

В этом параграфе мы будем придерживаться более общего пред-
положения, а именно будем предполагать, что система (1.22) гипер-
болическая, но не обязательно симметрическая (см. определение 1.2
для случая постоянных матриц). Обсудим теперь вопрос о коррект-
ности задачи (1.22), (1.23) в классе L2 (см. прил. А). Под коррект-
ностью задачи, как обычно, понимается существование, единствен-
ность и непрерывная зависимость решения от начальных данных и
правых частей. Заметим, что для линейных задач непрерывная за-
висимость напрямую следует из соответствующей априорной оценки
решения. Так как в системе (1.22) фигурируют производные реше-
ния, то прежде всего необходимо определить, что понимается под
решением U ∈ L2([0, T ]× Rn) задачи Коши (1.22), (1.23). Мы дадим
это определение для случая переменных коэффициентов, т.е. для за-
дачи (1.21) (при V = const мы получаем задачу (1.22), (1.23)).

Определение 1.4. Пусть U0 ∈ L2(Rn), f ∈ L2([0, T ]× Rn) и коэф-
фициенты системы гладкие и ограниченные вместе со своими про-
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изводными, т.е. Aα(t, x) = Aα(V ) ∈ C1([0, T ]×Rn)∩W 1
∞([0, T ]×Rn).

Тогда U ∈ L2([0, T ]×Rn) называется сильным решением задачи Ко-
ши (1.21), если U является пределом в L2([0, T ] × Rn) такой после-
довательности {Uk} ⊂ L2([0, T ], H∞(Rn)) ∩H1([0, T ]× Rn), что

lim
k→∞

LUk ≡ lim
k→∞

fk = f и lim
k→∞

Uk|t=0 = U0

в L2([0, T ]× Rn) и L2(Rn) соответственно.

Заметим, что в литературе определения сильных решений иногда
несущественно отличаются друг от друга. Здесь определение сильно-
го решения задачи Коши дано по аналогии с определением сильного
решения начально-краевой задачи из работ [18, 24]. Далее под реше-
ниями из L2 будем по умолчанию понимать сильные решения. Для
задачи Коши (1.22), (1.23) справедлива следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть U0 ∈ L2(Rn) и f ∈ L2([0, T ]×Rn). Тогда зада-
ча Коши (1.22), (1.23) корректна в L2 тогда и только тогда, когда
система (1.22) гиперболична. При этом сильное решение принадле-
жит C([0, T ], L2(Rn)).

Доказательство. Применим преобразование Фурье по x к задаче
(1.22), (1.23):

d

dt
Û(t, ξ) = −iA(ξ)Û(t, ξ) +A−1

0 f̂(t, ξ), (1.24)

Û(0, ξ) = Û0(ξ), (1.25)

где A(ξ) = A−1
0

∑n
j=1 ξjAj — характеристическая матрица (см. опре-

деление 1.2), а значком ̂ обозначается преобразование Фурье соот-
ветствующей функции из L2 (см. прил. А). Далее без труда находим
в явном виде решение задачи Коши (1.24), (1.25) для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений:

Û(t, ξ) = exp(−itA(ξ))

(
Û(0, ξ)

+

∫ t

0

exp(−iτA(ξ))A−1
0 f̂(τ, ξ)dτ

)
. (1.26)

Тогда формально обратное преобразование Фурье
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U(t, x) = (2π)−n/2
∫
Rn
ei(ξ,x)Û(t, ξ)dξ (1.27)

функции Û(t, ξ) является решением задачи (1.22), (1.23). Очевид-
но, что это решение непрерывно по t. Докажем, что U принадле-
жит C([0, T ], L2(Rn)). Пользуясь равенством Парсеваля (см. прил.
А), представлением (1.26) и интегральным неравенством Минковко-
го

‖u+ v‖L2(Rn) ≤ ‖u‖L2(Rn) + ‖v‖L2(Rn),

для всех t ∈ [0, T ] получаем

‖U(t)‖L2(Rn) = ‖Û(t)‖L2(Rn) ≤ sup
ξ∈Rn

‖ exp(−itA(ξ))‖

(
‖Û(0)‖L2(Rn)

+

(∫
Rn

(∫ t

0

exp(−iτA(ξ))A−1
0 f̂(τ, ξ)dτ

)2
)1/2)

.

Заметим, что

sup
ξ∈Rn

‖ exp(−itA(ξ))‖ = sup
ξ∈Rn

‖ exp(−iA(ξ))‖.

Норма матричной экспоненты ‖ exp(−iA(ξ))‖ = C ограничена тогда
и только тогда, когда система (1.22) гиперболична. Тогда, используя
неравенство Коши-Буняковского и равенство Парсеваля, приходим
к оценке

‖U(t)‖L2(Rn) ≤ C
(
‖U0‖L2(Rn) + 1

‖A0‖

√
TC ‖f‖L2([0,T ]×Rn)

)
для всех t ∈ [0, T ], из которой следует, что U ∈ C([0, T ], L2(Rn)).

В силу ограниченности интервала [0, T ] имеем U ∈ L2([0, T ]×Rn).
Более того, пользуясь равенством Парсеваля, из системы (1.24) вы-
водим, что ∂tU ∈ L2([0, T ] × Rn). Напомним, что преобразование
Фурье и обратное преобразование Фурье для функций из L2 опреде-
ляется как предел в L2 соответствующих преобразований от последо-
вательностей функций из пространства Шварца быстро убывающих
функций S (Rn). Так как S (Rn) ⊂ H∞(Rn), решение (1.27) действи-
тельно является сильным решением. �
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1.4. Существование слабого решения
линейной гиперболической системы
с переменными коэффициентами

Перейдем теперь к случаю переменных коэффициентов линейной
задачи Коши:

LU = A0(t, x)∂tU +

n∑
j=1

Aj(t, x)∂jU = f(t, x), (1.28)

U |t=0 = U0(x). (1.29)

Будем далее предполагать, что коэффициенты системы (1.28) яв-
ляются гладкими и ограниченными вместе со своими производными
функциями, т.е. Aα(t, x) ∈ C1([0, T ]×Rn)∩W 1

∞([0, T ]×Rn) (см. прил.
А), а сама эта система является симметрической гиперболической
(см. определение 1.1), т.е.

Aα = AT
α и A0(t, x) > 0 ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn.

Для доказательства существования сильного решения задачи Ко-
ши (1.28), (1.29) мы воспользуемся классической схемой («слабое =
сильное») из работы [18], т.е. вначале мы докажем, что существу-
ет слабое решение этой задачи (его определение будет дано ниже),
а затем покажем, что это слабое решение является сильным. Дока-
зательство существования слабого решения будет базироваться на
подходящей априорной оценке для задачи (1.28), (1.29). Для вывода
этой оценки нам понадобиться известная лемма Гронуола (Gronwall).

Лемма 1.1 (Гронуола). Если для непрерывной на отрезке [t0, t1]
функции f(t) ≥ 0 выполняется неравенство

f(t) ≤ K + L

∫ t

t0

f(s)ds ∀ t ∈ [t0, t1], (1.30)

где K,L > 0 — некоторые постоянные, то

f(t) ≤ KeL(t−t0) ∀ t ∈ [t0, t1]. (1.31)

22



Доказательство. Так как правая часть неравенства (1.30) положи-
тельна, оно эквивалентно неравенству

f(t)

K + L
∫ t
t0
f(s)ds

≤ 1,

интегрируя которое получаем∫ t

t0

Lf(s)ds

K + L
∫ s
t0
f(τ)dτ

≤ L(t− t0).

Последнее неравенство переписывается так:

∫ t

t0

d
(
L
∫ s
t0
f(τ)dτ

)
K + L

∫ s
t0
f(τ)dτ

=

∫ L
∫ t
t0
f(s)ds

0

dτ

K + τ
≤ L(t− t0),

откуда следует

ln

(
K + L

∫ t

t0

f(s)ds

)
− lnK ≤ L(t− t0),

т.е.

K + L

∫ t1

t0

f(s)ds ≤ KeL(t−t0).

В итоге с учетом (1.30) получаем (1.31). �

Теперь мы готовы доказать следующую теорему.

Теорема 1.2. Пусть для f ∈ L2([0, T ] × Rn) и U0 ∈ L2(Rn) суще-
ствует решение задачи Коши (1.28), (1.29), принадлежащее
H1([0, T ]× Rn). Тогда для него справедлива априорная оценка

‖U(t)‖L2(Rn) ≤ CeCt
(
‖U0‖L2(Rn) + ‖f‖L2([0,T ]×Rn)

)
(1.32)

для всех t ∈ [0, T ], где C > 0 — постоянная, не зависящая от U0 и
f и зависящая только от W 1

∞-норм коэффициентов.

Доказательство. Умножая систему (1.28) скалярно на вектор 2U
и учитывая симметричность матриц, приходим к энергетическому
тождеству
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∂t(A0U,U) +

n∑
j=1

∂j(AjU,U)− (divAU,U) = 2(f, U),

где divA = ∂tA0 +
∑n
j=1 ∂jAj , интегрируя которое по области [0, t]×

Rn, получаем интеграл энергии∫
Rn

(A0U,U)dx−
∫
Rn

(A0U0, U0)dx

=

∫ t

0

∫
Rn
{2(f, U) + (divAU,U)} dsdx.

Здесь мы воспользовались тем фактом, что так как U ∈ L2([0, T ] ×
Rn), то U → 0 при xi →∞.

В силу положительной определенности матрицы A0 и ограничен-
ности ее коэффициентов существует такая константа c > 0, что

cU2 ≤ (A0U,U) ≤ c−1U2. (1.33)

Тогда, используя неравенство Юнга

2(u, v) ≤ µu2 + µ−1v2 (µ = const > 0), (1.34)

например, с µ = c, из интеграла энергии выводим неравенство

‖U(t)‖2L2(Rn) ≤ c
−2
(
‖U0‖2L2(Rn) + ‖f‖2L2([0,T ]×Rn)

)
+ c−1

(
c+ ‖divA‖L∞([0,T ]×Rn)

) ∫ t

0

‖U(s)‖2L2(Rn)ds.

Из этого неравенства, применяя лемму Гронуола и используя за-
тем тривиальное неравенство

√
a2 + b2 ≤ |a| + |b|, выводим оценку

(1.32). Заметим, что здесь мы имели право воспользоваться лем-
мой Гронуола, поскольку в силу вложения H1([0, T ]) ⊂ C([0, T ])
(см. прил. А) и предположения U ∈ H1([0, T ] × Rn) функция g(t) =
‖U(t)‖2L2(Rn) непрерывна на отрезке [0, T ]. �

Понятно, что если не делать никаких предположений о существо-
вании решения задачи Коши (1.28), (1.29), то, заменяя в оценке (1.32)
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f на LU , эту оценку можно просто интерпретировать как свойство
дифференциального оператора L. Заметим также, что путем заме-
ны t на −t нетрудно показать, что в этой оценке мы можем заменить
U0 на U |t=T (при этом C будет уже зависеть от T ). Таким образом,
выводим следующее следствие из теоремы 1.2.

Следствие 1.1. Для всех функций u ∈ H1([0, T ]×Rn) со значени-
ями в RN справедлива оценка

‖u(t)‖L2(Rn) ≤ C(T )
(
‖g‖L2(Rn) + ‖Lu‖L2([0,T ]×Rn)

)
,

где g = u|t=0 или g = u|t=T и C = C(T ) > 0 — постоянная, завися-
щая от T и коэффициентов оператора L.

Прежде чем давать определение слабого решения, определим по-
нятие сопряженного оператора для L.

Определение 1.5. Оператор L∗, действующий по правилу

L∗V = −∂t(A0V )−
n∑
j

∂j(AjV ),

называется сопряженным к оператору L.

Если U и V — гладкие вектор-функции из H1([0, T ] × Rn), то
нетрудно показать, что

(LU, V )L2([0,T ]×Rn) = (L∗V,U)L2([0,T ]×Rn) − ((A0U)|t=0, V |t=0)L2(Rn),

если V |t=T = 0. Последнее тождество как раз и приводит к идее
слабого решения.

Определение 1.6. Пусть f ∈ L2([0, T ]×Rn) и U0 ∈ L2(Rn). Функ-
ция U ∈ L2([0, T ] × Rn) называется слабым решением задачи Коши
(1.28), (1.29), если

(L∗V,U)L2([0,T ]×Rn) = (f, V )L2([0,T ]×Rn)

+ (A0|t=0U0, V |t=0)L2(Rn) (1.35)

для всех V ∈ E и начальное условие U |t=0 = U0 выполнено в смысле
обобщенных функций, где
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E = {v ∈ C∞([0, T ], C∞0 (Rn)) : v|t=T = 0}.

Докажем теперь существование слабого решения. Имеет место
следующая теорема.

Теорема 1.3. Для всех f ∈ L2([0, T ] × Rn) и U0 ∈ L2(Rn) суще-
ствует слабое решение задачи Коши (1.28), (1.29).

Доказательство. Определим линейный функционал ` на подпро-
странстве L∗E гильбертова пространства L2([0, T ]×Rn) по правилу

`(L∗V ) = (f, V )L2([0,T ]×Rn) + (A0|t=0U0, V |t=0)L2(Rn) ∀ V ∈ E .

Так как
L∗V = −LV − divAV,

то очевидно, что следствие 1.1 имеет место также и для сопряжен-
ного оператора L∗. Тогда

‖V ‖L2([0,T ]×Rn) ≤ C‖L∗V ‖L2([0,T ]×Rn),

‖V |t=0‖L2(Rn) ≤ C‖L∗V ‖L2([0,T ]×Rn) ∀ V ∈ E .
(1.36)

Здесь и далее C — положительная постоянная, и мы часто не бу-
дем делать различия между такими константами. Используя снача-
ла неравенство Коши-Буняковского, а затем (1.36), получаем

|`(L∗V )| ≤ ‖f‖L2([0,T ]×Rn)‖V ‖L2([0,T ]×Rn)

+ C‖U0‖L2(Rn)‖V |t=0‖L2(Rn) ≤ C‖L∗V ‖L2([0,T ]×Rn)

для всех V ∈ E . Таким образом, ` — ограниченный линейный функ-
ционал на L∗E , и, следовательно, по теореме Хана–Банаха (см. прил.
Б) его можно продолжить на все гильбертово пространство L2([0, T ]×
Rn). Тогда по теореме Рисса (см. прил. Б) существует такое U ∈
L2([0, T ]× Rn), что

`(L∗V ) = (L∗V,U)L2([0,T ]×Rn).

Вспоминая определение оператора `, получаем (1.35).
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Из (1.35) следует, что LU = f в смысле обобщенных функций
(производные в операторе L также понимаются в обобщенном смыс-
ле; см. прил. Б). В самом деле, пространство D([0, T ] × Rn) =
C∞0 ([0, T ]×Rn) является подпространством пространства E , но если
ϕ ∈ D([0, T ] × Rn), то не только ϕ|t=T = 0, но и ϕ|t=0 = 0. Тогда,
рассматривая равенство (1.35) для V = ϕ и применяя в его левой
части интегрирование по частям, получаем

(LU,ϕ)L2([0,T ]×Rn) = (f, ϕ)L2([0,T ]×Rn) ∀ ϕ ∈ D([0, T ]× Rn).

Так как LU = f в смысле обобщенных функций, то LU = f почти
всюду в области [0, T ]×Rn. Поэтому если функция LU фигурирует в
интеграле Лебега, то ее можно заменить на f . Интегрируя по частям
левую часть равенства (1.35) и заменяя затем LU на f , выводим

(A0|t=0U |t=0, V |t=0)L2(Rn) = (A0|t=0U0, V |t=0)L2(Rn).

Поскольку V |t=0 ∈ D(Rn), то A0|t=0(U |t=0 − U0) = 0 в смысле обоб-
щенных функций. Наконец, так как матрица A0 невырождена, то по-
лучаем начальное условие U |t=0 = U0, которое выполняется в смысле
обобщенных функций. �

1.5. Сильное решение линейной
гиперболической системы
с переменными коэффициентами

Напомним, что понятие сильного решения линейной задачи Коши
было дано в определении 1.4. Покажем теперь, что слабое решение,
доказательство существования которого приведено в предыдущем
параграфе, является сильным. Для этого нам необходимо вспомнить
так называемые усреднения функций из L2 (мы будем использовать
стекловские усреднения; см., например, [7]) и установить одно свой-
ство оператора усреднения, касающееся его взаимодействия с диф-
ференциальным оператором L.

Оператор усреднения Jε действует по правилу
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Jεu = jε ∗ u =

∫
Rn
jε(y)u(x− y)dy =

∫
Rn
jε(x− y)u(y)dy (1.37)

для всех u ∈ L2(Rn), где

jε(x) = cε−nj

(
|x|
ε

)
— усредняющее ядро, ε = const > 0; j(τ) ∈ C∞(R) — так называемая
функция «шапочки»:

j(τ) =

{
e1/(τ2−1), τ ∈ (−1, 1),

0, |τ | ≥ 1,

постоянная c > 0 выбирается так, что
∫
Rn jε(τ)dτ = 1. При этом

функцию uε = Jεu называют средней (или усредняющей) функцией.
Напомним без подробных доказательств (ниже будут даны ко-

роткие комментарии) основные свойства средних функций:

1) Функция uε ∈ C∞(Rn).

2) Оператор Jε действует из L2(Rn) в L2(Rn), и его норма равна
1.

3) Функция u является пределом в L2(Rn) средних функций uε
при ε→ 0, т.е. lim

ε→0
‖uε − u‖L2(Rn) = 0.

Свойство 1) почти очевидно и следует из того, что во втором
интеграле в (1.37) можно дифференцировать под его знаком. Свой-
ство 2) доказывается сначала для непрерывных функций, т.е. для
произвольной функции u ∈ C(Rn) напрямую устанавливается, что
Jεu ∈ L2(Rn). Затем мы просто аппроксимируем функции из L2

непрерывными функциями. Свойство 3) доказывается с помощью
оценки сверху нормы ‖uε − u‖L2(Rn) с использованием неравенства
Коши-Буняковского и последовательных замен переменных x− y =
z = ετ . Подробные доказательства оставляются читателю в качестве
упражнения.

Применим теперь оператор усреднения по x к вектор-функции
U(t, x) ∈ L2([0, T ] × Rn). Можно показать, что не только средняя
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функция Uε = JεU принадлежит L2(Rn) для любого фиксирован-
ного t ∈ [0, T ], но и все ее частные производные по пространству
произвольного порядка, т.е. Uε ∈ L2([0, T ], H∞(Rn)). Также имеет
место следующее важное свойство оператора усреднения, которое в
литературе обычно называют леммой Фридрихса [14].

Лемма 1.2 (Лемма Фридрихса). Оператор усреднения Jε «по-
чти коммутирует» с дифференциальным оператором L, т.е. ком-
мутатор

LJε − JεL

действует из L2([0, T ]×Rn) в L2([0, T ]×Rn) и для всех U ∈ L2([0, T ]×
Rn)

lim
ε→0
‖(LJε − JεL)U‖L2([0,T ]×Rn) = 0.

Для доказательства необходимо рассмотреть отдельно каждое
слагаемое

Aα∂α(JεU)− Jε(Aα∂αU) (∂0 = ∂t),

входящее в (LJε−JεL)U , а затем оценить его сверху, используя рас-
суждения, абсолютно аналогичные тем, что используются при до-
казательстве свойства 3) средних функций. Выписанную разность
достаточно сначала оценить по норме в L2(Rn) для любого фиксиро-
ванного t ∈ [0, T ], а затем перейти к интегралу по времени. Заметим,
что так как усреднение проводится по x, то при α = 0 мы, в некото-
ром смысле, дифференцируем по «параметру» t. Однако принципи-
ально рассуждения для случая α = 0 не отличаются от рассуждений
для случаев α = 1, n. Подробное доказательство леммы 1.2 оставля-
ется читателю в качестве упражнения.

Имея в руках лемму Фридрихса, мы готовы доказать существо-
вание сильного решения задачи Коши (1.28), (1.29).

Теорема 1.4. Для всех f ∈ L2([0, T ] × Rn) и U0 ∈ L2(Rn) суще-
ствует единственное сильное решение U ∈ C([0, T ], L2(Rn)) задачи
Коши (1.28), (1.29). Это решение подчиняется априорной оценке
(1.32).
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Доказательство. Единственность сильного решения доказывается
стандартным образом и следует из оценки (1.32). Докажем сначала
его существование, а затем получим априорную оценку (1.32).

Пусть U ∈ L2([0, T ]×Rn) — слабое решение задачи (1.28), (1.29).
Напомним, что это решение удовлетворяет системе (1.28) и началь-
ному условию (1.29) в смысле обобщенных функций (см. определе-
ние 1.6 и доказательство теоремы 1.3). Если Uε = JεU , то по свой-
ству 3) средних функций Uε ∈ L2([0, T ], H∞(Rn)) стремится к U в
L2([0, T ]× Rn) при ε→ 0. Так как U — слабое решение, имеем

fε = LUε = LJεU = JεLU + (LJε − JεL)U = Jεf + (LJε − JεL).

Последний знак равенства понимается в смысле обобщенных функ-
ций, но этого достаточно, чтобы в силу леммы 1.2 утверждать, что
fε стремится к f в L2([0, T ]× Rn) при ε→ 0.

Поскольку по свойству 3) средних функций Uε стремится к U в
L2(Rn) для каждого фиксированного t ∈ [0, T ], то Uε|t=0 стремится
к U0 = U |t=0 в L2(Rn) при ε→ 0. Таким образом, чтобы утверждать,
что последовательность {Uk} = {Uε} (ε = 1/k) является той самой
последовательностью из определения 1.4, из существования которой
следует, что наше слабое решение U является сильным, осталось до-
казать, что Uε ∈ H1([0, T ]×Rn). Для этого достаточно показать, что
∂tUε ∈ L2([0, T ]× Rn).

Из равенства
fε = Jεf + (LJε − JεL)

и леммы Фридрихса следует, что fε ∈ L2([0, T ]× Rn). Тогда, учиты-
вая, что Uε ∈ L2([0, T ], H∞(Rn)), получаем

∂tUε = A−1
0

(
fε −

n∑
j=1

Aj∂jUε

)
∈ L2([0, T ]× Rn).

Таким образом, Uε принадлежит H1([0, T ]×Rn) и мы применяем для
Uε теорему 1.2 и получаем оценку вида (1.32):

‖Uε(t)‖L2(Rn) ≤ CeCt
(
‖Uε|t=0‖L2(Rn) + ‖fε‖L2([0,T ]×Rn)

)
(1.38)

для всех t ∈ [0, T ] и ε ∈ (0, 1). Переходя в (1.38) к пределу ε → 0,
приходим к оценке (1.32), из которой следует единственность силь-
ного решения U ∈ L2([0, T ] × Rn). Понятно, что оценка (1.38) верна
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и для разности Uε − Uε′ , откуда следует, что {Uε} является после-
довательностью Коши в C([0, T ], L2(Rn)). Тогда в силу единствен-
ности предела в L2([0, T ] × Rn) получаем, что {Uε} сходится к U
в C([0, T ], L2(Rn)). Отсюда следует, что решение U принадлежит
C([0, T ], L2(Rn)). �

Замечание 1.2. Предполагая, что коэффициенты системы (1.28)
достаточно гладкие и ограниченные вместе со своими производными,
точнее, что Aα ∈ Cs([0, T ]×Rn) ∩W s

∞([0, T ]×Rn), можно получить
аналог априорной оценки (1.32) в Hs и далее доказать существо-
вание и единственность сильного решения U ∈ C([0, T ], Hs(Rn)) ∩
C1([0, T ], Hs−1(Rn)) для всех f ∈ L2([0, T ], Hs(Rn)) и U0 ∈ Hs(Rn).
Тогда в силу вложения Hs(Rn) ⊂ C1(Rn) при s > n

2 + 1 (см. прил.
А) получаем существование и единственность классического реше-
ния U ∈ C1([0, T ] × Rn). Заметим, однако, что требование Aα ∈
Cs([0, T ] × Rn) ∩W s

∞([0, T ] × Rn) на коэффициенты является чрез-
вычайно завышенным и корректность линейной задачи Коши при
таком требовании не может быть затем использована для доказа-
тельства существования решения соответствующей нелинейной за-
дачи методом сжимающих отображений. В дальнейшем нами будет
получена априорная оценка в Hs при гораздо менее ограничитель-
ном требовании на коэффициенты.

1.6. Неравенство Гальярдо-Ниренберга
и мультипликативные неравенства
типа Мозера

Для доказательства теоремы существования решений задачи Ко-
ши для квазилинейной симметрической гиперболической системы
нам понадобится подходящая априорная оценка решений соответ-
ствующей линейной задачи с минимальными требованиями на ко-
эффициенты (см. замечание 1.2). Для получения такой оценки нам
необходимо будет воспользоваться так называемыми мультиплика-
тивными неравенствами Мозера. Эти неравенства доказываются с

31



помощью известного неравенства Гальярдо-Ниренберга. Неравенство
Гальярдо-Ниренберга мы приведем здесь без доказательства.

Теорема 1.5 (неравенство Гальярдо-Ниренберга). Для всех
u ∈ Hk(Ω) ∩ L∞(Ω) справедливо неравенство

‖∂αu‖Lp(Ω) ≤ ck‖u‖
1−2/p
L∞(Ω)‖u‖

2/p

Hk(Ω)
,

2

p
=
|α|
k
, (1.39)

где Ω — липшицева область, 2 < p < ∞ и ck > 0 — постоянная,
зависящая от k.

Мы в качестве Ω будем рассматривать области Rn, Rn+, Ω =
[0, T ] × Rn и т.п. В следующей главе будет приведен также дру-
гой вариант неравенства Гальярдо-Ниренберга, когда в правой ча-
сти вместо супремум-нормы фигурирует L2-норма. Приведем теперь
доказательства двух мультипликативных неравенств Мозера, а до-
казательство третьего такого неравенства мы оставляем читателю в
качестве упражнения.

Лемма 1.3. Для всех u, v ∈ Hs(Ω) ∩ L∞(Ω) и для всех α с |α| ≤ s
справедливо неравенство

‖∂α(uv)‖L2(Ω) ≤ cs
(
‖u‖L∞(Ω)‖v‖Hs(Ω) + ‖u‖Hs(Ω)‖v‖L∞(Ω)

)
, (1.40)

где cs > 0 — постоянная, зависящая от s.

Доказательство. Пусть |α| = s. Случай же |α| < s будет следовать
из случая |α| = s. Применяя вначале неравенство Гельдера [6], затем
(1.39), а также неравенство ab ≤ ap

p + bq

q при 1
p + 1

q = 1 [6], оцени-
ваем:

‖∂α(uv)‖L2
≤ cs

∑
|β|+|γ|=s

‖∂βu ∂γv‖L2

≤ cs
∑

|β|+|γ|=s

‖∂βu‖L2s/|β|‖∂
γv‖L2s/|γ|

≤ cs
∑

|β|+|γ|=s

c|β|c|γ|‖u‖
1−|β|/s
L∞

‖u‖|β|/sHs ‖v‖
1−|γ|/s
L∞

‖v‖|γ|/sHs
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= cs
∑

|β|+|γ|=s

c|β|c|γ| (‖u‖L∞‖v‖Hs)
|γ|/s

(‖u‖Hs‖v‖L∞)
|β|/s

≤ cs
(
‖u‖L∞(Ω)‖v‖Hs(Ω) + ‖u‖Hs(Ω)‖v‖L∞(Ω)

)
.

�

Используя вложение Соболева (см. прил. А), из леммы 1.3 выво-
дим следствие.

Следствие 1.2. Для всех u, v ∈ Hs(Ω) и s > n/2

‖uv‖Hs(Ω) ≤ cs‖u‖Hs(Ω)‖v‖Hs(Ω).

Используя рассуждения из доказательства леммы 1.3, получаем
также следующее утверждение.

Лемма 1.4. Для всех u ∈ Hs(Ω) ∩W 1
∞(Ω), v ∈ Hs−1(Ω) ∩ L∞(Ω) и

для всех α с |α| ≤ s справедливо неравенство

‖∂α(uv)− u∂αv‖L2(Ω) ≤ cs
(
‖u‖W 1

∞(Ω)‖v‖Hs−1(Ω)

+ ‖u‖Hs(Ω)‖v‖L∞(Ω)

)
. (1.41)

Доказательство. Пусть, не нарушая общности, |α| = s. Тогда име-
ем

‖∂α(uv)− u∂αv‖L2
≤ cs

∑
|β|+|γ|=s, |β|6=0

‖∂βu ∂γv‖L2

≤ cs
n∑
i=1

∑
|β′|+|γ|≤s−1

‖∂β
′
(∂iu) ∂γv‖L2

.

Дальнейшие рассуждения аналогичны рассуждениям из доказатель-
ства леммы 1.3. �

Используя элементарное неравенство
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∑
|α1|+...+|α`|≤s

‖∂α1u1 · · · ∂α`u`‖L2 ≤ const‖u1 · · ·u`‖Hs ,

а также неравенство (1.40), можно получить следующее полезное
неравенство, доказательство которого мы оставляем читателю.

Лемма 1.5. Пусть F = F (u) ∈ C∞(R). Тогда для всех u ∈ Hs(Ω)∩
L∞(Ω) справедливо неравенство

‖F (u)‖Hs(Ω) ≤ C(M)
(
1 + ‖u‖Hs(Ω)

)
, (1.42)

где M — такая положительная постоянная, что

‖u‖L∞(Ω) ≤M.

Если к тому же F (0) = 0, то

‖F (u)‖Hs(Ω) ≤ C(M)‖u‖Hs(Ω). (1.43)

1.7. Существование гладкого решения
линейной гиперболической системы
с переменными коэффициентами

Вернемся теперь к задаче Коши (1.28), (1.29). Обсудим вначале
вопрос о получении априорной оценки решений этой задачи в про-
странствах Соболева Hs. Эта оценка и будет служить основой для
доказательства существования классического (гладкого) решения.

Теорема 1.6. Пусть

Aα(t, x) ∈ C([0, T ], Hs(Rn)) ∩ C1([0, T ], Hs−1(Rn))

и пусть существует достаточно гладкое решение задачи Коши
(1.28), (1.29) при всех

f ∈ C([0, T ], Hs(Rn)) и U0 ∈ Hs(Rn).

Тогда это решение подчиняется априорной оценке
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‖U(t)‖Hs(Rn) ≤ c−1eC(M)t
(
‖U0‖Hs(Rn)

+ T 1/2 max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖Hs(Rn)

)
(1.44)

для всех t ∈ [0, T ] и s > n
2 + 1, где c — постоянная из (1.33), C =

C(M) > 0 — постоянная, зависящая только от

M = max
α

max
t∈[0,T ]

{
‖Aα(t)‖Hs(Rn) + ‖∂tAα(t)‖Hs−1(Rn)

}
.

Доказательство. Применим к системе (1.28) оператор ∂α c |α| ≤ s:

∂αLU = ∂αf.

Используя обозначение коммутатора [a, b]c = a(bc)− b(ac), результат
можно записать так:

L(∂αU) = f̃ = ∂αf − [∂α, L]U. (1.45)

Используя неравенство Мозера (1.41) и вложение Соболева (см. прил.
А), оцениваем коммутатор:

‖ [∂α, L]U(t)‖L2(Rn) ≤ C
n∑
β=0

{
‖Aβ(t)‖W 1

∞(Rn)‖∂βU‖Hs−1(Rn)

+ ‖Aβ(t)‖Hs(Rn)‖∂βU‖L∞(Rn)

}
≤ C

n∑
β=0

‖Aβ(t)‖Hs(Rn)‖U(t)‖Hs(Rn)

(∂0 = ∂t). Тогда окончательно получаем

‖ [∂α, L]U(t)‖L2(Rn) ≤ C(M)‖U(t)‖Hs(Rn). (1.46)

Используя оценку (1.46) и применяя к системе (1.45) стандартные
рассуждения энергетического метода из доказательства теоремы 1.2,
приходим к неравенству
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‖∂αU(t)‖2L2(Rn) ≤ c
−2
(
‖∂αU0‖2L2(Rn) + ‖∂αf‖2L2([0,T ]×Rn)

)
+ c−1

(
2c+ ‖divA‖L∞([0,T ]×Rn) + c−1C(M)

) ∫ t

0

‖∂αU(s)‖2L2(Rn)ds.

В силу вложения Соболева можно считать, что в последнем неравен-
стве множитель, стоящий перед интегралом ограничен некоторой по-
стоянной C(M), зависящей от M . Используя затем лемму Гронуола
1.1 и элементарное неравенство

‖∂αf‖2L2([0,T ]×Rn) ≤ T max
t∈[0,T ]

‖∂αf(t)‖2L2(Rn),

получаем оценку (1.44). �

Проводя рассуждения (которые мы опускаем), аналогичные рас-
суждениям из доказательства теоремы 1.4 о существовании и един-
ственности сильного L2-решения и используя априорную оценку (1.44),
мы доказываем существование и единственность решения задачи Ко-
ши (1.28), (1.29), которое принадлежит C([0, T ], Hs(Rn)) при усло-
вии, что выполнены предположения теоремы 1.6 на коэффициенты,
правую часть и начальные данные. Более того,

∂tU = −(A0)−1

{ n∑
j=1

Aj∂jU − f
}
∈ C([0, T ], Hs−1(Rn)),

т.е. решение U ∈ C([0, T ], Hs(Rn))∩C1([0, T ], Hs−1(Rn)) и является в
силу вложения Соболева (так как s > n

2 +1) классическим решением.
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 1.7. Пусть коэффициенты, правая часть и начальные
данные задачи Коши (1.28), (1.29) удовлетворяют предположени-
ям теоремы 1.6. Тогда существует единственное гладкое решение
этой задачи:

U ∈ C([0, T ], Hs(Rn)) ∩ C1([0, T ], Hs−1(Rn)).
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1.8. Локальная по времени теорема
существования решения задачи Коши
для гиперболической системы законов
сохранения

Теперь все готово для того, чтобы доказать существование и един-
ственность решения задачи Коши (1.14), (1.15) для гиперболической
симметризуемой системы законов сохранения.

Теорема 1.8. Пусть s > n
2 + 1 и начальные (1.15) для симметри-

ческой системы (1.14) удовлетворяют условию гиперболичности

A0(U0(x)) > 0 ∀ x ∈ Rn,

а также U0(x) ∈ Hs(Rn). Тогда существует такое достаточно
малое T > 0, что задача Коши (1.14), (1.15) имеет единственное
классическое решение U(t, x) ∈ C1([0, T ]× Rn), причем

U ∈ C([0, T ], Hs(Rn)) ∩ C1([0, T ], Hs−1(Rn)).

Доказательство. Рассмотрим соответствующую линейную задачу

L(V )U = f, U |t=0 = U0(x), (1.47)

где V и f — некоторые заданные вектор-функции (основное состоя-
ние и правая часть). Тогда, следуя доказательству теоремы 1.6, оце-
ниваем коммутатор:

‖ [∂α, L(V )]U(t)‖L2(Rn) ≤ C
n∑
β=0

‖Aβ(V )(t)‖Hs(Rn)‖U(t)‖Hs(Rn),

где с учетом неравенства Мозера (1.42)

‖Aβ(V )(t)‖Hs(Rn) ≤ C(‖V ‖L∞([0,T ]×Rn))
(
1 + ‖V (t)‖Hs(Rn)

)
,

где C > 0 — постоянная, зависящая от супремум-нормы V . Пусть
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V ∈ Xs = C([0, T ], Hs(Rn)) ∩ C1([0, T ], Hs−1(Rn))

и

‖V ‖Xs = max
t∈[0,T ]

{
‖V (t)‖Hs(Rn) + ‖∂tV (t)‖Hs−1(Rn)

}
= M. (1.48)

Тогда, используя соболевское вложение, окончательно выводим сле-
дующую оценку для коммутатора:

‖ [∂α, L(V )]U(t)‖L2(Rn) ≤ C(M)‖U(t)‖Hs(Rn). (1.49)

Пусть минимальное собственное значение матрицы A0(V ) подчи-
няется неравенству

min
[0,T ]×Rn

λmin(A0(V )) ≥ ε =
1

2
min
Rn

λmin(A0(U0)).

Тогда, повторяя рассуждения доказательства теоремы 1.6 и исполь-
зуя оценку коммутатора (1.49), получаем априорную оценку (1.44)
решений линейной задачи (1.47) c константой M , определенной в
(1.48), и постоянной C(ε, γ) > 0 вместо c−1, где γ = ‖A0(V |t=0)‖L∞(Rn).
При этом постоянная C = C(M) зависит также от ε.

Определим следующее замкнутое подмножество банахова про-
странства Xs:

K =
{
u ∈ Xs : ‖u‖Xs ≤M, u(0, x) = U0(x)

и min
[0,T ]×Rn

λmin(A0(u)) ≥ ε
}
.

Рассмотрим отображение Λ такое, что Λ(V ) = U , где U — решение
задачи (1.47) с f = 0. В силу теоремы 1.7 это решение существует и
единственно для всех V ∈ Xs при s > n

2 + 1. Пусть V ∈ K . Тогда в
силу оценки (1.44) (с f = 0) получаем, что U ∈ K для подходящего
выбораM и достаточно малого T , т.е. Λ(K ) ⊂ K . При этом, проводя
некий скрупулезный анализ, при желании можно указать точную
оценку сверху для T через постоянные M , ε и γ = ‖A0(U0)‖L∞(Rn).

Рассмотрим теперь V1, V2 ∈ K . Пусть Ui = Λ(Vi). Тогда для
U = U1 − U2 получаем задачу (1.47) с U0 = 0, V = V1 и
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f = (L(V2)− L(V1))U2.

Очевидно, что для решения этой линейной задачи справедлива оцен-
ка (1.32). С учетом вложения Соболева и того факта, что (U1 −
U2)|t=0 = 0, для данной задачи эту оценку можно переписать так:

max
t∈[0,T ]

‖(U1 − U2)(t)‖L2(Rn) ≤ C(ε, γ)eC(M,ε)TT 1/2 max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖L2(Rn).

Заметим, что в последнем неравенстве стоят нормы U1 − U2 и f в
пространстве X0 = C([0, T ], L2(Rn)). Применяя теорему о среднем
значении для разностейAα(V2)−Aα(V1), а также вложение Соболева,
получаем

‖U1 − U2‖X0 ≤ C1(M, ε)eC(M,ε)TT 1/2 ‖U2‖Xs ‖V1 − V2‖X0

≤MC1(M, ε)eC(M,ε)TT 1/2 ‖V1 − V2‖X0 = δ(T,M, ε)‖V1 − V2‖X0 .

Для достаточно малого T постоянная δ(T,M, ε) < 1. При этом
можно выписать окончательную оценку сверху на длину временного
интервала T через M и ε. Таким образом Λ — сжимающее отоб-
ражение в топологии пространства X0. Тогда по теореме Банаха о
неподвижной точке (см. прил. Б) существует единственное U такое,
что Λ(U) = U . Это U ∈ Xs и есть единственное решение задачи Ко-
ши (1.28), (1.29). �
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Глава 2

Существование решений
с ударной волной
для гиперболических законов
сохранения

2.1. Задача со свободной границей
с граничными условиями
на поверхности ударной волны

В гл. 1 мы обсудили вопрос о существовании и единственности
классического (гладкого) решения задачи Коши для гиперболиче-
ских законов сохранения. В настоящей главе нас будет интересовать
аналогичный вопрос, касающийся кусочно-гладких решений, гладкие
куски которых разделены поверхностью разрыва, которая является
ударной волной (определение ударной волны будет дано ниже).

И с физической, и с математической точек зрения необходимо,
чтобы такие кусочно-гладкие решения являлись слабыми решени-
ями системы законов сохранения (1.1). Дадим вначале определе-
ние слабого решения. Идея такого решения аналогична идее сла-
бого L2-решения соответствующей линейной системы (см. определе-
ние 1.6), т.е. к определению слабого решения приводит умножение
системы (1.1) скалярно на произвольную финитную гладкую вектор-
функцию, интегрирование по частям и рассмотрение полученного
интегрального аналога системы законов сохранения.

Определение 2.1. Вектор-функция U(t, x) ∈ L2([0, T ]×Rn) назы-
вается слабым решением системы законов сохранения (1.1), если
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∫ T

0

∫
Rn

{
(∂tψ, f

0(U)) +

n∑
j=1

(∂jψ, f
j(U))

}
dtdx = 0 (2.1)

для всех ψ ∈ C∞0 ([0, T ]× Rn), ψ(t, x) ∈ RN .

Несколько нарушая общность, далее для технической простоты
будем считать, что система (1.1) уже переписана в симметрическом
виде (1.3) с тождественным симметризатором Фридрихса S(U) = I
(в случае наличия дивергентных ограничений (1.5) будем полагать,
что S(U) = (I, 0, . . . , 0)). Пусть

Γ(t) = {x1 − ϕ(t, x′) = 0} , x′ = (x2, . . . , xn)

является гладкой гиперповерхностью в [0, T ] × Rn . Предположим,
что Γ(t) есть поверхность сильного разрыва решения U(t, x) системы
(1.1), которое является классическим решением (1.1) с обеих сторон
от разрыва Γ, т.е. на этой поверхности терпит разрыв само решение
U , а не только его производные (если решение непрерывно, а его
производные терпят разрыв, то Γ(t) называется поверхностью сла-
бого разрыва). Вопрос спонтанного образования сильных разрывов
из гладких начальных данных в решениях гиперболических систем
законов сохранения мы оставляем за рамками пособия и отсылаем
читателя, например, к монографиям [9, 21].

Пусть
U± = U в Ω±(t) = {x1 ≷ ϕ(t, x′)},

а n+ и n− — векторы внешних нормалей к пространственно-времен-
ным областям Ω+ и Ω+ соответственно. Учитывая, что можно взять

n− = (−∂tϕ, 1,−∂2ϕ, . . . ,−∂nϕ), n+ = (∂tϕ,−1, ∂2ϕ, . . . , ∂nϕ),

умножая систему (1.1) скалярно на ψ ∈ C∞0 ([0, T ]×Rn), интегрируя
полученное равенство по частям в областях гладкости U , т.е. в Ω±,
а также используя равенство Гаусса-Остроградского, получаем∫ T

0

∫
Rn

{
(∂tψ, f

0(U)) +

n∑
j=1

(∂jψ, f
j(U))

}
dtdx (2.2)

+

∫ T

0

∫
Rn−1

(
ψ|Γ,

{
∂tϕ [f0(U)]− [f1(U)] +

n∑
k=2

∂kϕ [fk(U)]
})
dtdx′
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для всех ψ ∈ C∞0 ([0, T ] × Rn). Здесь мы используем обычное обо-
значение [g] = g+

|Γ − g
−
|Γ для скачка некоторой регулярно разрывной

функции g, т.е.

[fα(U)] = fα(U+)|Γ − fα(U−)|Γ.

Таким образом, в силу известной леммы дю Буа-Реймон [5], а также
предположения о непрерывности U в областях Ω±, из (2.2) и опре-
деления слабого решения (см. (2.1)) получаем, что кусочно-гладкое
решение U системы (1.1) (или (1.3)), терпящее разрыв на Γ(t), бу-
дет являться слабым решением тогда и только тогда, когда в каждой
точке Γ выполнены так называемые соотношения Ренкина-Гюгонио:

∂tϕ [f0(U)]− [f1(U)] +

n∑
k=2

∂kϕ [fk(U)] = 0 . (2.3)

Заметим, что соотношения (2.3) было бы более правильно назы-
вать обобщенными соотношениями Ренкина-Гюгонио, так как впер-
вые они были получены независимо Ренкиным и Гюгонио для урав-
нений газовой динамики, а не для абстрактных законов сохранения.
Например, нетрудно понять, что для системы Эйлера (1.6) изэнтро-
пической газовой динамики эти соотношения записываются так:

∂tϕ [ρ]− [ρv1] + ∂2ϕ [ρv2] + ∂3ϕ [ρv3] = 0,

∂tϕ [ρv1]− [p+ ρv2
1 ] + ∂2ϕ [ρv1v2] + ∂3ϕ [ρv1v3] = 0,

∂tϕ [ρvk]− [ρv1vk] + ∂2ϕ [ρv2vk] + ∂3ϕ [ρv3vk] + ∂kϕ [p] = 0, k = 2, 3.

Необходимо отметить, что задача для системы (1.3) в областях
Ω±(t) с граничными условиями (2.3) на гиперповерхности Γ(t) явля-
ется (в математическом смысле) задачей со свободной границей.

В самом деле, функция ϕ(t, x′) , задающая Γ , является одной
из неизвестных задачи (1.3), (2.3) с соответствующими начальными
данными

ϕ(0, x′) = ϕ0(x′) , x′ ∈ Rn−1, U(0, x) = U0(x), x ∈ Ω±(0). (2.4)

Для того чтобы свести эту задачу к задаче в фиксированной об-
ласти вместо Ω+(t)∪Ω−(t), мы делаем замену («распрямление») пе-
ременных:
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t̃ = t, x̃1 = x1 − ϕ(t, x′), x̃′ = x′. (2.5)

Эта замена сводит нашу задачу к задаче в фиксированных областях
Rn± = {x̃1 ≷ 0, x̃′ ∈ Rn−1} с граничными условиями при x1 = 0.
Нам, с одной стороны, будет удобнее рассматривать задачу только в
полупространстве Rn+, с другой — в дальнейшем при доказательстве
теоремы существования, чтобы избежать предположения о компакт-
ности начальных данных по x1, т.е. чтобы «работать глобально» в
нормальном направлении, необходимо использовать функцию срез-
ки по x1. В силу этого сделаем более сложную замену, а именно
неизвестные U±, гладкие в областях Ω±(t), заменяются на вектор-
функции

Ũ±(t, x) = U±(t,Φ(t,±x1, x
′), x′),

гладкие в в полупространстве Rn+, где Φ(t, 0, x′) = ϕ(t, x′) и ∂1Φ > 0.
Заметим, что для выписанной выше простой замены (2.5) Φ(t, x) =
x1 + ϕ(t, x′). Пусть теперь

Φ(t, x) = x1 + χ(x1)ϕ(t, x′),

где функция срезки χ ∈ C∞0 (R) равна 1 на [−1, 1] и ‖χ′‖L∞(R) < 1/2.
Требование ∂1Φ > 0 будет гарантировано, если ‖ϕ‖L∞([0,T ]×Rn−1) ≤ 1.
Последнее будет выполнено в малом по времени, если, не нарушая
общности, мы будем рассматривать начальные данные с ‖ϕ0‖L∞(R2)

≤ 1/2.
Опуская для удобства обозначений «волны» в Ũ± и вводя в рас-

смотрение функции

Φ±(t, x) = Φ(t,±x1, x
′) = ±x1 + Ψ±(t, x), Ψ±(t, x) = χ(±x1)ϕ(t, x′),

мы сводим задачу (1.3), (2.3), (2.4) к начально-краевой задаче:

L(U+,Ψ+) = 0, L(U−,Ψ−) = 0 в [0, T ]× Rn+, (2.6)

B(U+, U−, ϕ) = 0 на [0, T ]× {x1 = 0} × Rn−1, (2.7)

U+|t=0 = U+
0 , U−|t=0 = U−0 в Rn+, ϕ|t=0 = ϕ0 в Rn−1, (2.8)

где L(U,Ψ) = L(U,Ψ)U, ∇t,x′ϕ = (∂tϕ, ∂2ϕ, . . . , ∂nϕ),
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L(U,Ψ) = A0(U)∂t +Aν(U,Ψ)∂1 +

n∑
k=2

Ak(U)∂k,

Aν(U±,Ψ±) =
1

∂1Φ±

(
A1(U±)−A0(U±)∂tΨ

± −
n∑
k=2

Ak(U±)∂kΨ±
)
,

B(U+, U−,∇t,x′ϕ) = B(U+, U−)∇t,x′ϕ− [f1(U)],

B(U+, U−) =
(
[f0(U)] [f2(U)] · · · [fn(U)]

)
(∂1Φ± = ±1 + ∂1Ψ±, ∂1Φ±|x1=0 = ±1), при этом матрица

Aν(U+, U−,∇t,x′ϕ) = diag (A+
ν , A

−
ν )

называется граничной матрицей, где A±ν = Aν(U±,Ψ±).
После «распрямления» переменных дивергентные ограничения

(1.5) принимают вид

divψj(U
±,Ψ±) = 0, j = 1,K в [0, T ]× Rn+, (2.9)

где

ψj(U
±,Ψ±) = (Ψj,n(U±,Ψ±),Ψ2

j (U
±)∂1Φ±, . . . ,Ψn

j (U±)∂1Φ±),

Ψj,n(U±,Ψ±) = Ψ1
j (U

±)−Ψ2
j (U

±)∂2Ψ± − . . .−Ψn
j (U±)∂nΨ±.

Естественно сделать следующее предположение, которое должно вы-
полняться для всех физически допустимых моделей.

Предположение 2.1. Дивергентные ограничения (2.9) являются
ограничениями на начальные данные (2.8), т.е. если (2.9) выпол-
нены в начальный момент времени, то они справедливы при всех
t > 0.

Для того чтобы доказать существование кусочно-гладкого реше-
ния с поверхностью сильного разрыва Γ(t) для системы законов со-
хранения (1.1), необходимо ответить на следующий вопрос: «Суще-
ствует ли решение (U+, U−, ϕ) задачи (2.6)–(2.8), по крайней мере,
локально по времени?» При этом необходимо, конечно, еще дока-
зать единственность такого решения. В этой главе далее нас будут
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интересовать нехарактеристические сильные разрывы, т.е. ударные
волны. Это случай, когда гиперплоскость x1 = 0 не является харак-
теристической границей для гиперболической системы (2.6). Дадим
точное определение.

Определение 2.2. Если граничная матрица Aν(U+, U−,∇t,x′ϕ) та-
кова, что detAν |x1=0 6= 0 для всех (U+, U−,∇t,x′ϕ) ∈ G, удовлетво-
ряющих граничным условиям (2.7), то сильный разрыв называется
ударной волной. В противном случае сильный разрыв называют ха-
рактеристическим разрывом. Здесь G ⊂ RN ×RN ×Rn — некоторое
пространство состояний.

Нетрудно показать, что известные условия Лакса

λk(U+
|x1=0,N) < ϕt < λk+1(U+

|x1=0,N) ,

λk−1(U−|x1=0,N) < ϕt < λk(U−|x1=0,N)
(2.10)

достаточны для того, чтобы граничная матрица Aν была невырож-
дена, и необходимы для того, чтобы соответствующая линеаризо-
ванная задача с нехарактеристической границей, ассоциированная с
(2.6)–(2.8) (см. следующий параграф), была правильно поставлена
по числу граничных условий. Здесь λi (i = 1, N) с

λ1(U,N) ≤ . . . ≤ λN (U,N)

— собственные числа характеристической матрицыA(U,N) (см. опре-
деление 1.2); N = (1,−∂2ϕ, . . . , ∂nϕ) — вектор пространственной нор-
мали к Γ(t); k — фиксированное целое число, 1 ≤ k ≤ N , λ0 = −∞ ,
λN+1 = +∞ . Заметим, что при этом соответствующая ударная вол-
на называется ударной волной индекса k (k-shock).

В самом деле, неравенства (2.10) можно эквивалентным образом
переписать так:

λk(A+
ν |x1=0) < 0 < λk+1(A+

ν |x1=0),

λk−1(−A−ν |x1=0) < 0 < λk(−A−ν |x1=0),
(2.11)

где λi(A±ν ) (i = 1, N , λ1 ≤ . . . ≤ λN ) — теперь собственные числа
матриц A±ν |x1=0. Отсюда следует, что detAν |x1=0 6= 0, а число ухо-
дящих характеристических направлений плюс единица равно числу
граничных условий N в (2.7):
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n+(A+
ν |x1=0) + n−(−A−ν |x1=0) + 1 = (N − k) + (k − 1) + 1 = N .

Здесь n+ (n−) — число положительных (отрицательных) собствен-
ных чисел соответствующей матрицы с учетом кратности, n+ + n−

— число уходящих характеристических направлений, а «+1» требу-
ется, поскольку одно из граничных условий необходимо для опреде-
ления функции ϕ(t, x′).

Заметим, что если условия Лакса нарушены, т.е. число гранич-
ных условий в (2.7) больше или меньше, чем нужно, то соответству-
ющая линеаризованная задача будет некорректна. В частности, если
число граничных условий меньше, чем нужно, то это доказывается
построением примера некорректности типа примера Адамара.

2.2. Постановка линеаризованной задачи
Выпишем теперь соответствующую линеаризованную задачу для

исходной нелинейной задачи (2.6)–(2.8). Прежде всего рассмотрим
истинную линеаризацию в том смысле, что при линеаризации будем
удерживать все младшие члены. Итак, пусть

(V +(t, x), V −(t, x), θ(t, x′))

— заданная вектор-функция, где V ± ∈ C1([0, T ]×Rn+)∩W 1
∞([0, T ]×

Rn+), θ ∈ C1([0, T ] × Rn−1) ∩ W 1
∞([0, T ] × Rn−1). В частности, эта

вектор-функция, которую далее будем называть основным состоя-
нием, может быть произвольным решением задачи (2.6)–(2.8) (при
условии его существования, которое еще не доказано). Будем также
использовать обозначения

φ±(t, x) = ±x1 + ψ±(t, x), ψ±(t, x) = χ(±x1)θ(t, x′)

и, не нарушая общности, предполагать, что ‖θ‖L∞([0,T ]×Rn−1) ≤ 1.
Как и в определении 1.3, под линеаризацией будем понимать

первую вариацию нелинейной задачи, т.е. рассмотрим первую ва-
риацию функционалов L и B в основном состоянии:

L′(V ±, ψ±)(U±,Ψ±) =
d

dε
L(U±ε ,Ψ

±
ε )|ε=0 = f± при x ∈ Rn+,
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B′(V +, V −, θ)(U+, U−, ϕ) =
d

dε
B(U+

ε , U
−
ε , ϕε)|ε=0 = g при x1 = 0,

где U±ε = V ± + εU±, ϕε = θ + εϕ и

Ψ±ε (t, x) = χ(±x1)ϕε(t, x
′), Φ±ε (t, x) = ±x1 + Ψ±ε (t, x).

Здесь мы, как обычно, вводим в рассмотрение правые части f±(t, x)
и g(t, x′), необходимые для того, чтобы использовать априорные оцен-
ки решений линейной задачи для доказательства существования ре-
шений исходной нелинейной задачи.

Несложно вычислить точный вид операторов линеаризованной
задачи:

L′(V ±, ψ±)(U±,Ψ±)

= L(V ±, ψ±)U± + C(V ±, ψ±)U± −
{
L(V ±, ψ±)Ψ±

}
∂1V

±,

B′(V +, V −, θ)(U+, U−, ϕ) = B(V +, V −)∇t,x′ϕ−[Aν(V, ψ)U ], x1 = 0,

где

[Aν(V, ψ)U ] =
(
Aν(V +, ψ+)U+ +Aν(V +, ψ+)U−

)
|x1=0

= [A1(V )U ]− ∂tθ [A0(V )U ]−
n∑
k=2

∂kθ [Ak(V )U ]

([Aα(V )U ] = (Aα(V +)U+ −Aα(V −)U−) |x1=0), а матрицы C(V +, ψ+)
и C(V −, ψ−) определяются так:

C(V ±, ψ±)U = (U,∇uA0(V ±))∂tV
±

+ (U,∇uAν(V ±, ψ±))∂1V
± +

n∑
k=2

(U,∇uAk(V ±))∂kV
±.

Необходимо отметить, что дифференциальный оператор линеа-
ризованной системы имеет первый порядок для ϕ, что может при-
нести определенное беспокойство при получении априорных оценок
для линеаризованной задачи. Для того чтобы преодолеть эту труд-
ность, мы переходим к «хорошему неизвестному» Алиньяка [11]:
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U̇+ = U+ − Ψ+

∂1φ+
∂1V

+, U̇− = U− − Ψ−

∂1φ−
∂1V

−. (2.12)

В терминах (2.12) линейная задача принимает вид

L(V ±, ψ±)U̇± + C(V ±, ψ±)U̇± − Ψ±

∂1φ±
∂1

{
L(V ±, ψ±)

}
= f±, (2.13)

B(V +
|x1=0, V

−
|x1=0)∇t,x′ϕ− [Aν(V, ψ)U̇ ] + ϕ[Aν(V, ψ)∂1V ] = g. (2.14)

Для того, чтобы доказать локальную теорему существования и
единственности для нелинейной задачи (2.6)–(2.8), обладающей так
называемым строго диссипативным симметризатором (его опре-
деление дается ниже), с помощью метода сжимающих отображений,
нет необходимости рассматривать истинную линеаризацию. Доста-
точно удерживать только главную часть у дифференциальных опе-
раторов линеаризованных уравнений, т.е. можно опустить все млад-
шие члены в (2.13), (2.14). В то же время необходимо помнить, что
в случае применения метода Нэша-Мозера необходимо выполнять
истинную линеаризацию, т.е. находить первую вариацию. Линеари-
зованные уравнения, ассоциированные с (2.6), (2.7) и полученные
отбрасыванием младших членов в (2.13), (2.14) и точек над неиз-
вестными, имеют вид

L(V ±, ψ±)U± = f± при x ∈ Rn+, (2.15)

B(V +, V −)∇t,x′ϕ− [Aν(V, ψ)U ] = g при x1 = 0. (2.16)

Определяющее значение для анализа корректности линеаризо-
ванной задачи, а также для последующего нелинейного анализа име-
ет линейная задача с постоянными («замороженными») коэффици-
ентами для случая плоского (в геометрическом смысле) сильного
разрыва. Для плоского разрыва функция θ(t, x′) линейная:

θ(t, x′) = σ0t+ (σ′, x′), σ = (σ0, σ
′) ∈ Rn . (2.17)

Постоянные векторы V ± = const соответствуют кусочно-постоянно-
му решению
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U =

{
V + , x1 > σ0t+ (σ′, x′) ,
V − , x1 < σ0t+ (σ′, x′)

задачи (1.1), (2.3). В этом случае уравнения (2.15), (2.16) имеют по-
стоянные коэффициенты (мы также полагаем, что χ(x1) ≡ 1), т.е.

L±U± = f± при x ∈ Rn+, (2.18)

B∇t,x′ϕ− [AνU ] = g при x1 = 0, (2.19)

где

L± = L(V ±, σ) = A±0 ∂t +A±ν ∂1 +

n∑
k=2

A±k ∂k, A±α = Aα(V ±),

A±ν = ±A±1 ∓σ0A
±
0 ∓

n∑
k=2

σkA
±
k , [AνU ] = [A1U ]−σ0[A0U ]−

n∑
k=2

σk[AkU ],

[AαU ] =
(
A+
αU

+ −A−αU−
)
|x1=0, B = B(V +, V −).

2.3. Строго диссипативный p-симметриза-
тор и априорная оценка для задачи
с постоянными коэффициентами

Будем предполагать, что функции Ψi
j(U) в (1.5) линейные.

По крайней мере, это так для большинства известных конкретных
примеров гиперболических систем с дивергентными ограничениями.
В то же время это предположение делается только лишь для упро-
щения нижеследующих рассуждений и может быть легко опущено.
Предполагая линейность Ψi

j(U), а также то, что основное состояние
удовлетворяет дивергентным ограничениям (2.9), линеаризованные
ограничения (2.9) после замены неизвестных (2.12) (точки над U мы
опять опускаем) принимают вид

divψj(U
±, ψ±) = 0, j = 1,K, при x ∈ Rn+. (2.20)

Для случая постоянных коэффициентов коэффициентами в (2.20)
являются компоненты постоянного вектора σ′ = (σ2, . . . , σn), а имен-
но
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divψj(U
±, σ′) = 0, (2.21)

ψj(U
±, σ′) = ((Ψj(U

±),n),±Ψ2
j (U

±), . . . ,±Ψn
j (U±)), n = (1,−σ′).

Для фиксированного неотрицательного целого числа p введем
обозначение

W±p = (∂α
1

U±, . . . , ∂α
d

U±),

где

d = Cpn+p, |αi| = p, i = 1, d; ∂α
i

U± 6= ∂α
j

U± при i 6= j,

где ∂α = ∂α0
t ∂α1

1 · · · ∂αnn , α = (α0, . . . , αn). В частности, W±0 = U±,
W±1 = (U±t , U

±
x1
, . . . , U±xn), W±2 = (U±tt , U

±
tx1
, . . . , U±xn−1xn, U

±
xnxn).

Ниже мы будем обычно опускать индекс p, т.е. W± = W±p .
Дифференцируя системы (2.18) (если p 6= 0) и учитывая соотно-

шения (2.21), получаем

P±L̃±W± +

K∑
j=1

∑
|α|=p

R±j,αdiv
(
ψj(∂

αU±, σ′)
)

= P±f̃± (2.22)

(x ∈ Rn+), где

L̃± = Id ⊗ L±, f̃± = (∂α
1

f±, . . . , ∂α
d

f±),

Id — единичная матрица порядка d; R±j,α = R±j,α(V ±, σ) и P± =

P (V ±, σ) — соответственно векторы и невырожденные матрицы по-
рядка Nd.

Системы (2.22) можно переписать так:

L(V ±, σ)W± = F±, x ∈ Rn+, (2.23)

где

L = L(V ±, σ) = A±0 ∂t +

n∑
j=1

A±j ∂j , F± = F±(V ±, σ) = P±f̃±;

A±i = Ai(V ±, σ), i = 0, n — матрицы порядка Nd (их точный вид
определяется из (2.22)). Системы (2.23) являются, в некотором смыс-
ле, «вторичными симметризациями высокого порядка» симметри-
ческих систем (2.18), если матрицы A±i снова симметрические.
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Граничные условия для систем (2.23) получаются «тангенциаль-
ным» дифференцированием (по t и по x′) условий (2.19), и, более
того, системы (2.18), продифференцированные p − 1 раз и рассмат-
риваемые при x1 = 0, также могут использоваться в качестве гра-
ничных условий. К сожалению, граничные условия для (2.23) не мо-
гут быть в общем случае выписаны в конкретном виде, но ясно, что
правые части в них будут зависеть от ∂αt,x′g при |α| = p и ∂βf±|x1=0

при |β| = p− 1, где ∂αt,x′ = ∂α0
t ∂α2

2 · · · ∂αnn , α = (α0, α2, . . . , αn).
Теперь все готово, чтобы ввести понятие строго диссипативного

p-симметризатора [26].

Определение 2.3. Набор матриц и векторов

S = S(V +, V −, σ) =
{
P+, P−,

{
R+
j,α

}
j=1,K,|α|=p,

{
R−j,α

}
j=1,K,|α|=p

}
будем называть диссипативным p-симметризатором задачи (2.18),
(2.19), если матрицы A±i в (2.23) симметрические и существует
открытое подмножество D пространства состояний G такое, что

A+
0 > 0, A−0 > 0 (2.24)

и
−(A+

1 W
+
|x1=0,W

+
|x1=0)− (A−1 W

−
|x1=0,W

−
|x1=0) ≥ 0

для всех (V +, V −, σ) ∈ D и всех W , удовлетворяющих граничным
условиям для систем (2.23) при g = 0. Набор S будем называть
строго диссипативным p-симметризатором задачи (2.18), (2.19),
если он является диссипативным p-симметризатором этой задачи и
существует такая фиксированная положительная постоянная δ, что

− (A+
1 W

+
|x1=0,W

+
|x1=0)− (A−1 W

−
|x1=0,W

−
|x1=0) ≥ δ

(
|W̃+
|x1=0|

2

+ |W̃−|x1=0|
2
)
− δ−1C

{∑
|α|=p

|∂αt,x′g|2 +
∑
|β|=p−1

∣∣∂βf |x1=0

∣∣2}, (2.25)

где W̃± — проекция W± на ортогональное дополнение к kerA±1 (для
случая ударных волн W̃± = W±), |∂βf |x1=0|2 = |∂βf+|x1=0|2+
|∂βf−|x1=0|2; здесь и далее C = C(V +, V −, σ) — положительная по-
стоянная.
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Замечание 2.1. Для ударных волн индекса 1 матрица −A−ν > 0
(см. (2.11)), и поэтому строго диссипативный p-симметризатор мо-
жет быть взят в виде

S =
{
P+, γIm,

{
R+
j,α

}
j=1,K,|α|=p, 0, . . . , 0

}
, m = Nd,

где γ > 0 — достаточно большая постоянная, P+, R+
j,α — такие,

что матрицы A+
α симметрические, A+

0 > 0 и выполнено ослабленное
условие (2.25):

−(A+
1 W

+,W+)|x1=0 ≥ δ|W+
|x1=0|

2

−δ−1C

{∑
|α|=p

|∂αt,x′g|2 +
∑
|β|=p−1

∣∣∂βf |x1=0

∣∣2 + |W−|x1=0|
2

}
.

Благодаря выбору γ и условию A−1 = γ(Id ⊗ A−ν ) > 0 из последнего
неравенства следует (2.25) с некоторым подходящим δ, т.е. системы
(2.23) — симметрические t-гиперболические, а граничные условия
для них строго диссипативные.

К сожалению, не существует общей схемы построения p-симмет-
ризаторов, и введенное определение не имело бы никакого практи-
ческого смысла, если бы не существовало многочисленных конкрет-
ных примеров таких симметризаторов. Для ударных волн строго
диссипативный симметризатор был впервые построен Блохиным [1]
для уравнений газовой динамики. Им был, по существу, построен
строго диссипативный 2-симметризатор, хотя само понятие p-сим-
метризатора и не использовалось (оно было недавно введено в [26]).
Построение строго диссипативного 2-симметризатора для ударных
волн в магнитной гидродинамике описано в монографии [3]. Ранее
строго диссипативные симметризаторы были также построены, на-
пример, для ударных волн в релятивистской газовой динамике, сверх-
текучей жидкости, радиационной гидродинамике и т.д. Примером
построения диссипативного симметризатора для характеристическо-
го разрыва является недавно построенный диссипативный (но не
строго диссипативный) 0-симметризатор для тангенциального раз-
рыва в магнитной гидродинамике [25, 27].
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Мы не будем описывать здесь конкретные примеры p-симметриза-
торов для ударных волн, а ограничимся лишь некоторым «модель-
ным» примером для волнового уравнения. Этот пример является,
однако, достаточно показательным, поскольку, с одной стороны, все
ранее построенные строго диссипативные симметризаторы для удар-
ных волн как раз и основаны на использовании симметризаций вол-
нового уравнения, а с другой — для этого примера удается постро-
ить симметризатор для всей параметрической области равномерного
условия Лопатинского. Что касается понятий условия Лопатинского
и равномерного условия Лопатинского для линейных гиперболиче-
ских систем, то мы отсылаем читателя к учебному пособию [2]. Здесь
мы отметим лишь, что для широкого класса начально-краевых за-
дач для линейных гиперболических систем выполнение равномерно-
го условия Лопатинского эквивалентно сильной корректности соот-
ветствующей задачи. Под сильной корректностью понимается обыч-
ная корректность при условии, что начальные данные и правые ча-
сти имеют ту же гладкость, что и само решение. Например, для
строго гиперболических систем такая эквивалентность доказана в
работе Крайса [17].

В связи с этим нужно отметить, что построение p-симметризато-
ра дает, вообще говоря, только достаточное условие сильной кор-
ректности. Однако пример для волнового уравнения, который мы
сейчас собираемся описать, как раз и является тем удачным случа-
ем, когда достаточное условие корректности, найденное с помощью
симметризатора, является необходимым, т.е. совпадает с равномер-
ным условием Лопатинского.

Итак, рассмотрим начально-краевую задачу в полуплоскости R2
+

для двумерного волнового уравнения

utt = ux1x1
+ ux2x2

при x1 > 0, (2.26)

ut + aux1 + bux2 = 0 при x1 = 0, (2.27)

где a и b — вещественные постоянные. Для простоты мы рассматри-
ваем случай однородного уравнения и однородного граничного усло-
вия. Известно, что граничное условие (2.27) удовлетворяет равно-
мерному условию Лопатинского во внутренности полукруга
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|b| < 1, a < 0. (2.28)

Именно в области (2.28) выписывается априорная оценка для задачи
(2.26), (2.27) без потери гладкости от начального условия. Эта оцен-
ка может быть получена путем построения симметризатора Крайса
[17]. Обсудим теперь ее вывод с помощью построения строго дисси-
пативного симметризатора.

Задача (2.26), (2.27) легко переписывается в виде задачи для сим-
метрической гиперболической системы для вектора U = (u1, u2, u3) =
(ut, ux1 , ux2):

Ut +A1Ux1
+A2Ux2

= 0 при x1 > 0, (2.29)

MU = 0 при x1 = 0 (2.30)

c

A1 =

 0 −1 0
−1 0 0
0 0 0

 , A2 =

 0 0 −1
0 0 0
−1 0 0

 , M =
(

1 a b
)
.

В терминах компонент вектора U тривиальное соотношение ux1x2
=

ux2x1
, которое выполняется для классических решений (2.26), (2.27),

записывается так:

div Ψ(U) = 0, Ψ = (u3,−u2). (2.31)

Забудем теперь о связи между задачами (2.26),(2.27) и (2.29), (2.30).
Тогда уравнение (2.31) является дивергентным ограничением на на-
чальные данные для задачи (2.29), (2.30). Легко показать, что если
(2.31) выполнено при t = 0, то оно выполняется на решениях этой
задачи при всех t > 0.

Докажем теперь, что задача (2.29), (2.30) имеет строго диссипа-
тивный 0-симметризатор S = {P,R} с

P =

 p1 p2 p3

p2 p1 0
p3 0 p1

 , R =

 0
−p3

p2

 , pi ∈ R,

и параметрическая область D (см. определение 2.3 и замечание 2.1)
совпадает с полукругом (2.28). Применяя S к (2.29)–(2.31), приходим
к системе
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PUt+PA1Ux1
+PA2Ux2

+Rdiv Ψ = A0Ut+A1Ux1
+A2Ux2

= 0, (2.32)

где A0 = P > 0, если p1 > 0 и p2
1 − p2

2 − p2
3 > 0. При этом

A1 =

 −p2 −p1 0
−p1 −p2 −p3

0 −p3 p2

 , A2 =

 −p3 0 −p1

0 p3 −p2

−p1 −p2 −p3

 .

Заметим, что A0 = T ∗{I2 ⊗H}T (A0 > 0, если H > 0),

A1 = T ∗
{(

0 1
1 0

)
⊗H

}
T , A2 = T ∗

{(
1 0
0 −1

)
⊗H

}
T ,

T =
1√
2


1 0 −1
0 −1 0
0 −1 0
1 0 1

 , H =

(
p1 − p3 −p2

−p2 p1 + p3

)
.

Опуская простые вычисления, получаем

−(A1U,U)|x1=0 = − ({S∗H+HS}V2, V2) |x1=0, (2.33)

где

V = T U =

(
V1

V2

)
, V1|x1=0 = SV2|x1=0, S =

 2a

1− b
b+ 1

b− 1
1 0

 .

Все собственные числа матрицы S лежат в левой полуплоскости
(<λi(S) < 0) при условии, что выполнено равномерное условие Ло-
патинского (2.28). В этом случае известно, что матричное уравнение
Ляпунова

S∗H+HS = −G (2.34)

имеет единственное решение H для любой симметрической матрицы
G, и если G > 0, то H = H∗ > 0. Предполагая, что G = G∗ > 0
и учитывая соотношение V = T U и граничные условия V1|x1=0 =
SV2|x1=0, получаем
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−(A1U,U)|x1=0 = (GV2, V2) |x1=0 ≥ δ|U |x1=0|2,

где δ > 0 — постоянная, зависящая от норм матриц G, S и T . Таким
образом, S — строго диссипативный 0-симметризатор.

Мы не будем сейчас обсуждать вопрос о выводе априорной оцен-
ки для задачи (2.29), (2.30), так как ниже получим ее в общем случае
и для более сложных граничных условий, а именно — для ударных
волн, в предположении, что линеаризованная задача обладает строго
диссипативным p-симметризатором.

Сделаем следующее предположение, которое выполняется для
ударных волн для всех известных конкретных моделей.

Предположение 2.2. Пусть для граничных условий (2.19) rankB
= n, т.е. векторы [f0(V )], . . . , [fn(V )] линейно независимы.

Если выполнено предположение 2.2, то в рамках терминологии
псевдо- или парадифференциальных операторов символ свободной
границы (в нашем случае фронта ударной волны) называется эл-
липтическим. В следующей главе мы будем рассматривать задачу
со свободной границей с неэллиптическим символом.

Из предположения 2.2 следует, что n ≤ N и существует такая
невырожденнаяM =M(V +, V −) порядка N , что

MB =

(
In
0

)
.

Пусть

M =

(
MI

MII

)
,

где MI и MII — матрицы порядков n × N и (N − n) × N соответ-
ственно. Тогда граничные условия (2.19) могут быть разбиты на две
группы:

∇t,x′ϕ =MI[AνU ] +MIg, x1 = 0, (2.35)

−MII[AνU ] =MIIg, x1 = 0. (2.36)

Заметим, что посредством перекрестного дифференцирования мож-
но в принципе исключить фронт ϕ из соотношений (2.35). В резуль-
тате такой процедуры мы получим граничные условия первого по-
рядка.
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Получим теперь базовую априорную оценку для линейной зада-
чи с постоянными коэффициентами при условии, что она обладает
строго диссипативным симметризатором.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия Лакса (2.11), а также все
предположения, сделанные выше. Предположим также, что зада-
ча (2.18), (2.19) имеет строго диссипативный p-симметризатор.
Тогда для этой задачи имеет место априорная оценка

|||U(t)|||Hp(Rn+) + ‖U |x1=0‖Hp([0,T ]×Rn−1) + ‖ϕ‖Hp+1([0,T ]×Rn−1)

≤ C
{
|||U0|||Hp(Rn+) + ‖ϕ0‖Hp+1(Rn−1)

+ ‖f‖Hp([0,T ]×Rn+) + ‖g‖Hp([0,T ]×Rn−1)

}
(2.37)

для всех t ∈ [0, T ] . Здесь |||(·)(t)|||2Hk =
∑k
j=0 ‖∂

j
t (·)(t)‖2Hk−j , U =

(U+, U−), f = (f+, f−); T — положительная постоянная, C = C(T )
— положительная константа, независящая от начальных данных
и правых частей.

Доказательство. Умножая скалярно системы (2.23) на векторы
2W± соответственно и интегрируя результаты по области [0, t]×Rn+,
мы выводим тождество интеграла энергии∫

Rn+
(A0W,W ) dx−

∫
Rn+

(A0W |t=0,W |t=0) dx−
∫ t

0

∫
Rn−1

(
(A+

1 W
+,

W+) + (A−1 W−,W−)
)∣∣∣
|x1=0

dx′ = 2

∫ t

0

∫
Rn+

(F ,W ) dx = 0, (2.38)

где W = (W+,W−), A0 = diag (A+
0 ,A−), F = (F+,F−). Учитывая

(2.24), (2.25), из (2.38) выводим

I1(t) +

∫ t

0

∫
Rn−1

|W |x1=0|2 dx′dt

≤ C
{
I1(0) + J(T ) +

∫ t

0

I1(s) ds
}
, (2.39)
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где

I1(t) = ‖W (t)‖2L2(Rn+), J(T ) = ‖g‖2Hp([0,T ]×Rn−1) + ‖f‖2Hp([0,T ]×Rn+).

Если p 6= 0, мы используем элементарное неравенство

I0(t) ≤ I0(0) +

∫ t

0

I(s)ds, (2.40)

следующее из тривиального соотношения

d

dt
I0(t) = 2

∫
Rn+

(Y, Yt) dt,

где I(t) = I0(t) + I1(t), Y = (W0, . . . ,Wp−1), Wα = (W+
α ,W

−
α ), p ≥ 1,

I0(t) = |||U(t)|||2Hp−1(Rn+).

Из неравенств (2.39) и (2.40) следует

I(t) ≤ C
{
I(0) + J(T ) +

∫ t

0

I(s)ds
}
.

Применяя лемму Гронуола, получаем

I(t) ≤ C(I(0) + J(T )) , 0 ≤ t ≤ T . (2.41)

Используя теорему о следе (см. прил. А), имеем∫ t

0

∫
Rn−1

|Y |x1=0|2 dx′dt ≤
∫ t

0

I(s)ds. (2.42)

Складывая (2.39) с (2.42) и учитывая (2.41), получаем

‖U |x1=0‖2Hp([0,T ]×Rn−1) ≤ C(I(0) + J(T )). (2.43)

Используя (2.43), граничные условия (2.35) и элементарное неравен-
ство для ϕ аналогичное (2.40), мы оцениваем возмущение фронта
ϕ:
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‖ϕ‖2Hp+1([0,T ]×Rn−1) ≤ C
{
I(0) + J(T ) + ‖ϕ0‖2Hp+1(Rn−1)

}
. (2.44)

Оценки (2.41), (2.43) и (2.44) дают требуемую априорную оценку
(2.37). �

2.4. Локальная теорема существования
и единственности для нелинейной
задачи

Для того чтобы доказать теорему существования и единствен-
ности для исходной нелинейной задачи (2.6)–(2.8), необходимо по-
лучить подходящую априорную оценку для линеаризованной зада-
чи с переменными коэффициентами. Так как мы собираемся при-
менять метод сжимающих отображений, то достаточно рассмотреть
линейную задачу (2.15) (2.16). Говоря о p-симметризаторе для со-
ответствующей задачи с «замороженными» коэффициентами, будем
предполагать, что p < [n2 ] + 2. Это предположение выполняется для
всех известных конкретных примеров. Например, для ударных волн
в газовой динамике и магнитной гидродинамике p = 2 < [n2 ] + 2 = 3
(n = 2 или n = 3).

Пусть

Xk([0, T ],Rn+) =

k⋂
j=0

Cj([0, T ], Hk−j(Rn+))

с нормой ‖·‖Xk = max
t∈[0,T ]

|||(·)(t)|||Hk . Введем в рассмотрение простран-
ство

ZsT = Xs([0, T ],Rn+)×Hs+1([0, T ]× Rn−1)

с нормой

N s
T (u, ω) = ‖u‖Xs([0,T ],Rn+)+‖u|x1=0‖Hs([0,T ]×Rn−1)+‖ω‖Hs+1([0,T ]×Rn−1)

для вектор-функции (u(t, x), ω(t, x′)) ∈ R2N × R, где s — неотрица-
тельное целое число. Для заданного s > n

2 + 1 будем рассматривать
основное состояние
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(V, θ) = (V +, V −, θ) ∈ ZsT

с некоторым временем T > 0 и предположим, что существует кон-
станта M > 0 такая, что

N s
T (V, θ) ≤M. (2.45)

Теорема 2.2. Пусть для заданного целого m ≥ p задача (2.15),
(2.16) с «замороженными» коэффициентами

(V,∇t,x′θ) = (V +, V −, σ)

имеет строго диссипативный p-симметризатор (p < [n2 ]+2) и век-
тор-функция (V, θ) ∈ ZsT , где s = max{m, [n/2] + 2} , удовлетворяет
условиям Лакса (2.11) и неравенству (2.45). Тогда для всех

f = (f+, f−) ∈ Hm([0, T ]× Rn+), g ∈ Hm([0, T ]× Rn−1),

и начальных данных

U0 = (U+
0 , U

−
0 ) ∈ Hm(Rn+), ϕ0 ∈ Hm+1(Rn−1),

удовлетворяющих условиям согласования с граничными условиями
(2.16) вплоть до порядка m− 1 включительно, задача (2.15), (2.16),
(2.8) имеет единственное решение (U,ϕ) = (U+, U−, ϕ) ∈ ZmT . При
этом имеет место априорная оценка

Nm
T (U,ϕ) ≤ C(T,M)

{
|||U0|||Hm(Rn+) + ‖ϕ0‖Hm+1(Rn−1)

+ ‖f‖Hm([0,T ]×Rn+) + ‖g‖Hm([0,T ]×Rn−1)

}
, (2.46)

где C = C(T,M) — положительная постоянная, зависящая от T
и M , но не зависящая от начальных данных и правых частей.

Мы не будем здесь доказывать теорему 2.2, а ограничимся лишь
короткими комментариями. Что касается вывода априорной оценки
(2.46), то, так же как и для задачи Коши (см. доказательство тео-
ремы 1.6), он основан на аккуратной оценке коммутаторов, возника-
ющих после дифференцирования системы. Теперь необходимо будет
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также оценивать коммутаторы, возникающие при дифференцирова-
нии граничных условий. При этом, так как мы имеем возможность
получить априорную оценку для линейной задачи с постоянными
коэффициентами только при m ≥ p, то в нелинейном анализе вы-
бор топологии пространства Z0

T для доказательства того, что соот-
ветствующее отображение является сжимающим в этой топологии,
будет неприемлемым. Поэтому, в отличие от задачи Коши (см. тео-
рему 1.6), в теореме 2.2 мы вынуждены не делать предположения
m = s > n

2 + 1 с той целью, чтобы в нелинейном анализе иметь воз-
можность доказывать сжимаемость соответствующего отображения
в топологии пространства ZpT (или Zs−1

T ).
Для того чтобы получить оценку (2.46) при m < s для оценки

коммутаторов, необходимо воспользоваться другим вариантом нера-
венства Гальярдо-Ниренберга (1.39):

‖∂αu‖Lp(Ω) ≤ ck‖u‖1−rL2(Ω)‖u‖
r
Hk(Ω), (2.47)

где
|α|
k
< r < 1,

1

p
=

1

2
+
|α| − rk
dim Ω

.

Используя (2.47), можно доказать (см. [23]) следующий вариант нера-
венства типа Мозера:

‖uv‖Hk(Ω) ≤ ck‖u‖Hq(Ω)‖v‖Hk(Ω), q = max
{[n

2

]
+ 1, k

}
(2.48)

(здесь dim Ω = n). Именно неравенство (2.48) и некоторые его мо-
дификации [23, 26] нужно использовать для оценки коммутаторов.
Подробное доказательство априорной оценки (2.46) приведено в [26].

Что касается доказательства существования решения линейной
задачи (2.15), (2.16), (2.8), то, как и для задачи Коши (см. гл. 1), нуж-
но воспользоваться классической схемой «слабое = сильное». При
доказательстве того, что слабое решение является сильным, необ-
ходимо использовать усреднение по тангенциальному направлению,
т.е. по переменным x′ = (x2, . . . , xn) [18].

Наконец, отметим, что мы не выписываем здесь условий согла-
сования. Для линеаризованных соотношений Ренкина-Гюгонио они
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могут быть получены, как и для обычных граничных условий. Заме-
тим, что для линейной задачи можно даже ограничиться случаем ну-
левых начальных данных, и тогда вопрос об условиях согласования
автоматически отпадает. Для этого для нелинейной задачи необхо-
димо будет построить так называемое аппроксимационное решение.
Построение такого решения и выписывание условий согласования
для нелинейной задачи будет описано в гл. 3 на примере задачи со
свободной границей для уравнений газовой динамики.

Имея в руках теорему 2.2 для линейной задачи, нетрудно дока-
зать локальную по времени теорему существования и единственно-
сти для исходной нелинейной задачи (2.6)–(2.8).

Теорема 2.3. Пусть линейная задача с постоянными коэффици-
ентами (2.18), (2.19) имеет строго диссипативный p-симметриза-
тор. Пусть начальные данные (2.8) удовлетворяют условию гипер-
боличности A0 > 0 (при x ∈ Rn+), условиям Лакса (2.11) и условиям
согласования [22]. Пусть также (U0, ϕ0)(x) = (U+

0 , U
−
0 , ϕ0)(x) ∈ D

для всех x ∈ Rn+ (см. определение 2.3). Тогда для всех

(U0, ϕ0) ∈ Hs(Rn+)×Hs+1(Rn−1),

где s > n
2 + 1, существует такое достаточно малое время T >

0 , что задача (2.6)–(2.8) имеет единственное решение (U,ϕ) =
(U+, U−, ϕ) ∈ ZsT .

Доказательство. Как и для задачи Коши (см. гл. 1), для доказа-
тельства существования и единственности мы воспользуемся теоре-
мой Банаха о неподвижной точке (см. прил. Б). Пусть начальные
данные (U0, ϕ0) согласованы с граничными условиями вплоть до по-
рядка s− 1 включительно. Мы не выписываем здесь условия согла-
сования и отсылаем читателя к [22] и гл. 3 (в которой они будут
выписаны для конкретной задачи аналогичного вида). Пусть

ε =
1

2
min
Rn+

λmin(A0(U0)), A0(U0) = diag (A0(U+
0 ), A0(U−0 ).

Для некоторого времени T > 0, постоянной M > 0 и целого числа
s > n

2 + 1 определим следующее замкнутое подмножество банахова
пространства ZsT :

62



K =
{

(V, θ) ∈ ZsT : N s
T (V, θ) ≤M, V (0, x) = U0(x),

θ(0, x′) = ϕ0(x′), min
[0,T ]×Rn+

λmin(A0(V )) ≥ ε,

(V, θ)(t, x) ∈ D ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn+
}
.

Рассмотрим теперь такое отображение, что Λ(V, θ) = (U,ϕ), где
(U,ϕ) — решение задачи (2.15), (2.16), (2.8) с f = (f+, f−) = 0 и

g = [f1(V )]− [Aν(V, ψ)V ].

Заметим, что при таком выборе g линейные условия в (2.16) явля-
ются ньютоновской аппроксимацией нелинейных граничных условий
(2.7). Теорема 2.2 гарантирует существование единственного (V, ϕ) ∈
ZsT . Более того, из априорной оценки (2.46) следует, что Λ(K ) ⊂ K
для подходящего выбора T и M .

Рассмотрим (V i, θi) ∈ K (V i = (V +i, V −i)), и пусть (U i, ϕi) =
Λ(V i, θi), i = 1, 2. Для разностей U1−U2 и ϕ1−ϕ2 получаем задачу
(2.15), (2.16) с однородными начальными данными, коэффициентами
(V, θ) = (V 1, θ1), правыми частями

f± =
(
L(V ±2, ψ±2)− L(V ±1, ψ±1)

)
U±2

и соответствующей вектор-функцией g (ее также нетрудно выпи-
сать). Применяя оценку (2.46) с m = s− 1 к этой задаче и используя
теорему о среднем значении для вектор-функций f± и g, получаем

N s−1
T (U1 − U2, ϕ1 − ϕ2) ≤ δN s−1

T (V 1 − V 2, θ1 − θ2),

где положительная константа δ = δ(T,M, ε) < 1 для достаточно ма-
лого T (мы не описываем здесь подробно выбор T , а просто отсылаем
к аналогичным рассуждениям для задачи Коши из главы 1). Таким
образом, Λ является сжимающим отображением в младшей норме
N s−1
T . Следовательно, существует единственная неподвижная точка

(U,ϕ) = (V, θ) ∈ K , которая удовлетворяет задаче (2.6)–(2.8). �
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Глава 3

Метод Нэша-Мозера
на примере задачи о движении
газообразной звезды

3.1. Постановка задачи со свободной
границей о движении газообразной
звезды

В гл. 1 и 2 доказательство локального по времени существова-
ния решений нелинейных задач было основано на использовании
априорных оценок (1.44) и (2.46) для соответствующих линейных
задач с переменными коэффициентами. В этих оценках гладкость
решений совпадает с гладкостью начальных данных и правых ча-
стей. Априорные оценки с таким свойством называются оценками
без потери гладкости или оценками без потери производных. Нали-
чие априорных оценок без потери производных является решающим
моментом при доказательстве существования инвариантных подпро-
странств банаховых пространств, что, в свою очередь, необходимо
для применения теоремы Банаха о неподвижной точке. Отметим,
что для ударных волн важное значение для существования инвари-
антного подпространства играет также выигрыш одной производной
для фронта разрыва, т.е. тот факт, что в оценке (2.46) Hm-норма U
соседствует с Hm+1-нормой ϕ.

Если же линеаризованная задача является слабокорректной в
том смысле, что для нее принципиально невозможно получить апри-
орную оценку без потери производных, то существование решений
исходной нелинейной задачи не может в общем случае быть доказа-
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но с помощью метода сжимающих отображений. В этом случае ино-
гда удается использовать метод Нэша-Мозера. При этом решающую
роль для доказательства сходимости итераций Нэша-Мозера играет
так называемая «подручная» априорная оценка (см. п. 3.3). В этой
главе основные идеи метода Нэша-Мозера излагаются на конкрет-
ном примере задачи со свободной границей для уравнений газовой
динамики (сам метод будет описан в последнем параграфе).

Итак, будем рассматривать полную систему газовой динамики
(1.7) при наличии гравитационного поля G ∈ R3. Эта система пере-
писывается в симметрическом виде (см. (1.3), (1.9))

A0(U)∂tU +

n∑
j=1

Aj(U)∂jU +Q(U) = 0, (3.1)

где Q(U) = (0,−ρG, 0). Напомним, что диагональная (в нашем слу-
чае) матрицаA0 > 0 при выполнении условия гиперболичности (1.10).
Нас будет интересовать движение газообразного тела в вакууме, опи-
сываемое уравнениями Эйлера (1.7) в замкнутой пространственно-
временной области Ω(t) с границей Σ(t) = {F (t, x) = 0}, которая
априори неизвестна и движется вместе с частицами газа:

dF

dt
= 0, p = 0 на Σ(t) (3.2)

(для всех t ∈ [0, T ]). Такая задача со свободной границей обычно
используется для моделирования движения нормальной (газообраз-
ной) звезды.

Локальная корректность описанной задачи была недавно доказа-
на в работе Линдблада [19] для изэнтропической газовой динамики
при G = 0. А именно, было доказано локальное по времени существо-
вание и единственность гладкого решения задачи (1.6), (3.2), если
физическое предположение

∂p

∂N
≤ −ε < 0 на Σ(0), (3.3)

где ∂/∂N = (∇F,∇), выполнено вместе с условием гиперболичности
(1.10). При этом также предполагалось, что начальная область Ω(0)
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диффеоморфна шару. Основным инструментом в работе [19] явля-
ется переход к лагранжевым координатам, что, на первый взгляд,
является вполне естественным приемом для граничных условий ви-
да (3.2). При этом получается задача в фиксированной области.

В то же время такой подход связан с огромными техническими
трудностями. Более того, не вполне ясно, как он может быть обобщен
на похожие задачи со свободными границами для более сложных мо-
делей, например, для уравнений релятивистской газовой динамики
или уравнений магнитной гидродинамики. Даже распространение
подхода работы [19] на случай полной системы газовой динамики не
кажется чисто техническим вопросом.

В силу сказанного предпочитаем использовать другой подход.
Мы будем работать в эйлеровых координатах. Наш подход к задаче
(3.1), (3.2) будет аналогичен подходу, использованному для ударных
волн в гл. 2. В силу того, что соответствующая линеаризованная за-
дача является только слабокорректной, для использования метода
Нэша-Мозера мы будем вынуждены рассматривать истинную лине-
аризацию, после чего переход к «хорошему неизвестному» Алиньяка
(см. (2.12)) будет принципиальным моментом. При этом определен-
ная модификация стандартного подхода будет также связана с тем
фактом, что для задачи (3.1), (3.2) символ, ассоциированный со сво-
бодной границей, является неэллиптическим (см. обсуждение после
предположения 2.2).

3.2. Базовая оценка для линеаризованной
задачи

Не нарушая общности, мы будем предполагать, что область Ω(t)
является неограниченной и лежит с одной стороны от свободной гра-
ницы Σ(t), которая имеет вид x1 = ϕ(t, x′), x′ = (x2, x3), т.е.

Ω(t) = {x1 > ϕ(t, x′)} , (3.4)

а функция ϕ(t, x′) является одной из неизвестных задачи. В самом
деле, как и для ударных волн, используя рассуждения Майда [20],
мы можем обобщить технику, которая будет описана ниже на случай
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произвольной компактной поверхности Σ. Приведение Ω(t) к фикси-
рованной области просто более технически сложное, когда Ω(t) огра-
ниченная.

Для области (3.4) граничные условия (3.2) принимают вид

∂tϕ = vN , p = 0 на Σ(t), (3.5)

где vN = (v,N), N = (1,−∂2ϕ,−∂2ϕ), а гравитационное поле G =
(G, 0, 0) (G — гравитационная постоянная). Наша цель — найти усло-
вия на начальные данные

U(0, x) = U0(x), x ∈ Ω(0), ϕ(0, x′) = ϕ0(x′), x′ ∈ R2, (3.6)

обеспечивающие существование гладкого решения (U,ϕ) задачи (3.1),
(3.5), (3.6) в Ω(t) для всех t ∈ [0, T ], где T достаточно мало.

Как и в гл. 2, мы сводим задачу (3.1), (3.5), (3.6) к фиксирован-
ной области. Неизвестное U , гладкое в Ω(t), заменяется на вектор-
функцию

Ũ(t, x) = U(t,Φ(t, x), x′),

гладкую в фиксированной области R3
+ = {x1 > 0, x′ ∈ R2}, где

Φ(t, 0, x′) = ϕ(t, x′) и ∂1Φ > 0. Опять мы используем выбор Φ(t, x),
аналогичный предложенному в [22]:

Φ(t, x) = x1 + Ψ(t, x), Ψ(t, x) = χ(x1)ϕ(t, x′),

где χ ∈ C∞0 (R) равна 1 на [0, 1] и ‖χ′‖L∞(R) < 1/2. Как и в гл. 2,
не нарушая общности, будем рассматривать начальные данные с
‖ϕ0‖L∞(R2) ≤ 1/2.

Опуская «волны» в Ũ , мы сводим (3.1), (3.5), (3.6) к начально-
краевой задаче

L(U,Ψ) = 0 в [0, T ]× R3
+, (3.7)

B(U,ϕ) = 0 на [0, T ]× {x1 = 0} × R2, (3.8)

U |t=0 = U0 в R3
+, ϕ|t=0 = ϕ0 в R2, (3.9)

где L(U,Ψ) = L(U,Ψ)U +Q(U),

L(U,Ψ) = A0(U)∂t +Aν(U,Ψ)∂1 +A2(U)∂2 +A3(U)∂3,
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Aν(U,Ψ) =
1

∂1Φ

(
A1(U)−A0(U)∂tΨ−

3∑
k=2

Ak(U)∂kΨ
)

(∂1Φ = 1 + ∂1Ψ) и (3.8) — компактная запись граничных условий

∂tϕ− vN = 0, p = 0 на [0, T ]× {x1 = 0} × R2.

Мы теперь готовы сформулировать локальную теорему суще-
ствования для задачи (3.7)–(3.9). Понятно, что из этой теоремы бу-
дет следовать соответствующая теорема для исходной задачи (3.1),
(3.5), (3.6).

Теорема 3.1. Пусть m ∈ N и m ≥ 6. Предположим, что началь-
ные данные (3.7) с

(U0 − Ǔ , ϕ0) ∈ Hm+7(R3
+)×Hm+7(R2) и ρ(p0, S0)− ε1 ∈ Hm+7(R3

+)

удовлетворяют условию гиперболичности (1.10) для всех x ∈ R3
+

и согласованы с граничными условиями вплоть до порядка m + 7
в смысле определения 3.1 (см. п. 3.4). Здесь Ǔ = (2εx1, 0, 0, 0, 0),
ε1 = 2ε/G (ε = const > 0). Пусть также начальные данные удовле-
творяют физическому условию

∂1p ≥ ε > 0 при x1 = 0 (3.10)

для всех x′ ∈ R2. Тогда существует такое достаточно малое время
T > 0, что задача (3.7)–(3.9) имеет единственное решение

(U,ϕ) ∈
{
Ǔ +Hm([0, T ]× R3

+)
}
×Hm([0, T ]× R2).

При этом ρ− ε1 ∈ Hm([0, T ]× R3
+).

Замечание 3.1. Неравенство (3.10) является аналогом физическо-
го условия (3.3) для неограниченной области (3.4). Граничное усло-
вие p|Σ = 0 формально несовместимо с моделью политропного газа
p = aργ exp(S/cv), так как оно противоречит условию гиперболично-
сти (1.10) на границе. С другой стороны, как было указано в [19], с
физической точки зрения мы можем альтернативно рассматривать
давление на границе как достаточно малую постоянную ε. Результат
теоремы 3.1 легко может быть обобщен на случай граничного усло-
вия p|x1=0 = ε с помощью перехода к новому неизвестному p′ = p−ε.
При этом необходимо предполагать, что p0− 2εx1− ε ∈ Hm+7(R3

+).
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В этом параграфе мы получим базовую априорную L2-оценку для
линеаризованной задачи. Эта оценка является базисом для вывода
так называемой «подручной» априорной оценки в пространствах Со-
болева (см. следующий параграф) и влечет единственность реше-
ния нелинейной задачи (3.7)–(3.9), что доказывается стандартным
образом.

Перейдем вначале к новому неизвестному U ′ = U − Ǔ . Для него
система (3.7) переписывается так:

L′(U ′,Ψ) = L(U ′ + Ǔ ,Ψ)U ′ +Aν(U ′ + Ǔ ,Ψ)∂1Ǔ +Q(U ′ + Ǔ) = 0,

где ∂1Ǔ = (2ε, 0, 0, 0, 0). Пусть ρ′(p′, S) = ρ(p, S), A′α(U ′) = Aα(U)
и Q′(U ′) = Q(U). Тогда, опуская штрихи, для нового неизвестного
получаем задачу (3.7)–(3.9), где

L(U,Ψ) = L(U,Ψ)U +Aν(U,Ψ)∂1Ǔ +Q(U). (3.11)

Ссылаясь далее на (3.7), будем иметь в виду, что оператор L действу-
ет по правилу (3.11). Для нового неизвестного будем предполагать
выполнение условия

∂1p|x1=0 > −ε ∀ x′ ∈ R2, (3.12)

гарантирующего справедливость (3.10) для исходного неизвестного.

Замечание 3.2. Нетрудно вычислить граничную матрицу

Ã1(U,Ψ) =
1

∂1Φ



f

ρc2
1 −∂2Ψ −∂3Ψ 0

1 ρf 0 0 0
−∂2Ψ 0 ρf 0 0
−∂3Ψ 0 0 ρf 0

0 0 0 0 f

 ,

где f = v1 − v2∂2Ψ− v3∂3Ψ− ∂tΨ. Вектор-функция Ã1(U,Ψa)∂1Ǔ не
может принадлежать пространству Соболева, поскольку вторая ее
компонента равна 2ε/(∂1Φ). Однако, если теорема 3.1 справедлива,
то cумма
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Ã1(U,Ψ)∂1Ǔ +Q(U)

уже принадлежит соболевскому классу, так как

2ε

∂1Φ
−Gρ = −G(ρ− ε1)− 2ε

∂1Ψ

∂1Φ
∈ Hm([0, T ]× R3

+).

Таким образом, для случая неограниченной области наличие в на-
шей задаче гравитационного поля имеет очень важное значение.

Сформулируем теперь линеаризованную задачу. Рассмотрим

ΩT = (−∞, T ]× R3
+, ∂ΩT = (−∞, T ]× {x1 = 0} × R2.

Пусть
(Û(t, x), ϕ̂(t, x′)) ∈W 2

∞(ΩT )×W 2
∞(∂ΩT ) (3.13)

— заданная достаточно гладкая вектор-функция (основное состоя-
ние) с Û = (p̂, v̂, Ŝ) и

‖Û‖W 2
∞(ΩT ) + ‖ϕ̂‖W 2

∞(∂ΩT ) ≤ K, (3.14)

где K > 0 — постоянная. Здесь и ниже все величины, связанные
с основным состоянием, будут отмечены «крышечками» над обо-
значающими их буквами. Надеемся, что эти обозначения не вызо-
вут путаницу, связанную с таким же обозначением для преобра-
зования Фурье в гл. 1. Будем также, не нарушая общности, пред-
полагать, что ‖ϕ̂‖L∞(∂ΩT ) < 1. Это влечет ∂1Φ̂ ≥ 1/2 с Φ̂(t, x) =

x1 + Ψ̂(t, x), Ψ̂(t, x) = χ(x1)ϕ̂(t, x′). Полагаем также, что основное
состояние (3.13), относительно которого мы будем линеаризовывать
задачу (3.7), (3.8), удовлетворяет условию гиперболичности (1.10) в
ΩT :

ρ(p̂, Ŝ) > 0, ρp(p̂, Ŝ) > 0, (3.15)

первому граничному условию в (3.8):

∂tϕ̂− v̂N |x1=0 = 0 (3.16)

и предположению
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∂1p̂|x1=0 > −ε, (3.17)

где v̂N = v̂1 − v̂2∂2ϕ̂− v̂3∂3ϕ̂.
Линеаризованные уравнения для (3.7) и (3.8) для определения

малых возмущений (U,ϕ) имеют вид

L′(Û , Ψ̂)(U,Ψ) = L(Û , Ψ̂)U + C(Û , Ψ̂)U −
{
L(Û , Ψ̂)Ψ

}∂1(Û + Ǔ)

∂1Φ̂
= f,

B′(Û , ϕ̂)(U,ϕ) =

(
∂tϕ+ v̂2∂2ϕ+ v̂3∂3ϕ− vN

p

)
= g,

где vN = v1 − v2∂2ϕ̂− v3∂3ϕ̂, а матрица C(Û , Ψ̂) определяется так:

C(Û , Ψ̂)U = (U,∇uA0(Û))∂tÛ + (U,∇uAν(Û , Ψ̂))∂1Û

+

3∑
k=2

(U,∇uAk(Û))∂kÛ +


0

−Gρp(p̂, Ŝ)p−GρS(p̂, Ŝ)S
0
0
0

 .

Здесь, как обычно, мы вводим в рассмотрение правые части f =
(f1, . . . , f5) и g = (g1, g2).

Переходя к «хорошему неизвестному» Алиньяка [11]

U̇ = U − Ψ

∂1Φ̂
∂1(Û + Ǔ), (3.18)

мы упрощаем линеаризованную систему:

L(Û , Ψ̂)U̇ + C(Û , Ψ̂)U̇ − Ψ

∂1Φ̂
∂1

{
L(Û , Ψ̂)

}
= f. (3.19)

Следуя [11, 12, 25, 27], мы опустим далее слагаемое нулевого порядка
по Ψ в (3.19) и рассмотрим эффективный оператор

L′e(Û , Ψ̂)U̇ = L(Û , Ψ̂)U̇ + C(Û , Ψ̂)U̇ = A0(Û)∂tU̇

+Aν(Û , Ψ̂)∂1U̇ +A2(Û)∂2U̇ +A3(Û)∂3U̇ + C(Û , Ψ̂)U̇ . (3.20)
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В последующем нелинейном анализе опущенное слагаемое в (3.19)
будет рассмотрено как дополнительная ошибка на каждом итераци-
онном шаге Нэша-Мозера.

Что касается граничного дифференциального оператора B′, в тер-
минах неизвестного (3.18) он имеет вид

B′e(Û , ϕ̂)(U̇ , ϕ) = B′(Û , ϕ̂)(U,ϕ)

=

(
∂tϕ+ v̂2∂2ϕ+ v̂3∂3ϕ− v̇N − ϕ∂1v̂N

ṗ+ ϕ(2ε+ ∂1p̂)

)
, (3.21)

где v̇N = v̇1 − v̇2∂2ϕ̂ − v̇3∂3ϕ̂. Таким образом, линейная задача для
(U̇ , ϕ) имеет вид

L′e(Û , Ψ̂)U̇ = f в ΩT , (3.22)

B′e(Û , ϕ̂)(U̇ , ϕ) = g на ∂ΩT , (3.23)

(U̇ , ϕ) = 0 при t < 0, (3.24)

где f и g равны нулю при отрицательных временах. Мы рассматри-
ваем здесь случай нулевых начальных данных и откладываем слу-
чай ненулевых начальных данных на нелинейный анализ (построе-
ние так называемого аппроксимационного решения, см. п. 3.4).

Беря во внимание (3.16), можно показать, что граничная матрица
Aν(Û , Ψ̂) вырождена на границе x1 = 0, т.е. (3.22)–(3.24) — гипер-
болическая задача с характеристической границей. Удобно выде-
лить «характеристические» и «нехарактеристические» неизвестные.
С этой целью мы вводим в рассмотрение вектор новых неизвестных

V = (ṗ, v̇n, v̇2, v̇3, Ṡ),

где v̇n = v̇1 − v̇2∂2Ψ̂− v̇3∂3Ψ̂ (v̇n|x1=0 = v̇N |x1=0). Имеем U̇ = JV с

J =


1 0 0 0 0

0 1 ∂2Ψ̂ ∂3Ψ̂ 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .

Тогда система (3.22) эквивалентным образом переписывается так:
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A0(Û , Ψ̂)∂tV +

3∑
k=1

Ak(Û , Ψ̂)∂kV +A4(Û , Ψ̂)V = F(Û , Ψ̂), (3.25)

где Aα = JTAαJ (α = 0, 2, 3), A1 = JTAνJ, F = JTf . Гранич-
ная матрица A1 в (3.25) имеет вид

A1 =
1

∂1Φ̂
A(1) +A(0), A(0)|x1=0 = 0,

A(1) =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

,
(3.26)

т.е. Vn = (ṗ, v̇n) — «нехарактеристическая» часть вектора V . Точ-
ный вид матрицы A(0) не имеет значения. Важно только, что в силу
(3.16) A(0)|x1=0 = 0. Граничная матрица A1 на границе x1 = 0 име-
ет одно положительное («уходящее») собственное значение. Так как
одно из граничных значений необходимо для определения функции
ϕ, то правильное число граничных условий равно двум, что мы и
имеем в точности в (3.23).

Стандартные рассуждения метода интегралов энергии (см. гл. 1
и 2) для системы (3.22) приводят нас к энергетическому неравенству

I(t)− 2

∫
∂Ωt

ṗ v̇N |x1=0 dx′ ds

≤ C(K)

(
‖f‖2L2(ΩT ) +

∫ t

0

I(s) ds

)
, (3.27)

где I(t) =
∫
R3

+
(A0V, V ) dx и C = C(K) > 0 — постоянная, зависящая

от K (см. (3.14)). Учитывая граничные условия (3.23), получаем

− 2ṗ v̇N |x1=0 = 2(ϕâ− g2)(∂tϕ+ v̂2∂2ϕ+ v̂3∂3ϕ− ϕ∂1v̂N − g1)|x1=0

= ∂t
{
â|x1=0 ϕ

2 − 2g2ϕ
}

+ ∂2{. . .}+ ∂3{. . .}
−
{
∂tâ+ ∂2(v̂2â) + ∂3(v̂3â)− 2â∂1v̂N

}
|x1=0 ϕ

2

+ 2 {∂tg2 + ∂2(v̂2g2) + ∂3(v̂3g2) + g2∂1v̂N − g1â} |x1=0 ϕ+ 2g1g2,
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где â = 2ε+∂1p̂. Тогда, используя неравенство Юнга (1.34), из (3.27)
получаем

I(t) +

∫
R2

(2ε+ ∂1p̂|x1=0)ϕ2 dx′ ≤ C(K)
{
‖f‖2L2(ΩT ) + ‖g‖2H1(∂ΩT )

+

∫ t

0

(
I(s) + ‖ϕ(s)‖2L2(R2)

)
ds
}
.

С учетом предположения (3.17), используя лемму Гронуола, мы окон-
чательно выводим базовую априорную L2-оценку:

‖U̇‖L2(ΩT ) + ‖ϕ‖L2(∂ΩT ) ≤ C(K)
{
‖f‖L2(ΩT ) + ‖g‖H1(∂ΩT )

}
. (3.28)

Замечание 3.3. В оценке (3.28) мы имеем потерю одной производ-
ной от правой части g относительно решения. Это вполне естествен-
но, так как можно проверить, что линеаризованная задача с посто-
янными коэффициентами удовлетворяет условию Лопатинского, но
не удовлетворяет равномерному условию Лопатинского [2, 17, 20].
Несмотря на то, что задача удовлетворяет условию Лопатинского,
мы вынуждены предполагать выполнение дополнительного условия
(3.17) при получении априорной оценки (3.28). Появление этого усло-
вия вызвано тем, что символ, ассоциированный со свободной гра-
ницей, неэллиптичен, т.е. мы не можем разрешить граничные усло-
вия (3.23) для градиента (∂tϕ, ∂2ϕ, ∂3ϕ). Поэтому также вполне есте-
ственно то, что в оценке (3.28) мы «теряем одну производную от
границы», т.е. мы не можем включить H1-норму ϕ в левую часть
оценки (3.28).

Так как в оценке (3.28) мы не теряем производные от f отно-
сительно решения, то существование решений задачи (3.22)–(3.24)
может быть доказано по классической схеме «слабое = сильное»
[18] (см. гл. 1). В самом деле, мы вначале можем привести эту за-
дачу к задаче с однородными граничными условиями, вычитая из
решения более гладкую функцию [24]. А именно, существует такое
Ũ = (p̃, ṽ, S̃) ∈ Hs+1(ΩT ), равное нулю при отрицательных временах,
что
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−ṽN = g1, p̃ = g2 на ∂ΩT ,

где ṽN = ṽ1 − ṽ2∂2ϕ̂− ṽ3∂3ϕ̂. Если U̇ = U \ + Ũ , то U \ удовлетворяет
(3.22)–(3.24) с g = 0 и f = f \, где f \ = f −L′e(Û , Ψ̂)Ũ , т.е. достаточно
доказать существование решения (U̇ , ϕ) задачи (3.22)–(3.24) с g = 0.
Для этой задачи справедлива оценка

‖U̇‖L2(ΩT ) + ‖ϕ‖L2(∂ΩT ) ≤ C(K) ‖f‖L2(ΩT ). (3.29)

Имея в руках оценку (3.29) без потери производных, мы можем
пользоваться классической схемой рассуждений «слабое = сильное»
[18]. В частности, мы определяем сопряженную задачу для (3.22)–
(3.24) так (ср. с определением 1.5):

L′e(Û , Ψ̂)∗Ū = f̄ в ΩT , (3.30)

∂tp̄+ ∂2(v̂2p̄) + ∂3(v̂3p̄) + p̄∂1v̂N + v̄N â = 0 на ∂ΩT , (3.31)

Ū = 0 при t < 0, (3.32)

где Ū = (p̄, v̄, S̄), v̄N = v̄1 − v̄2∂2ϕ̂− v̄3∂3ϕ̂ и

L′e
∗

= −L′e + C + CT − ∂tA0 − ∂1Aν − ∂2A2 − ∂3A3.

Задача (3.30)–(3.32) является сопряженной для (3.22)–(3.24), пос-
кольку для всех U̇ ∈ H1(ΩT ) и Ū ∈ H1(ΩT ) с Ū |t=T = 0, удовлетво-
ряющих однородным граничным условиям (3.23) (с g = 0) и (3.31)
соответственно, имеем

(L′eU̇ , Ū)L2(ΩT ) − (U̇ ,L′e
∗
Ū)L2(ΩT )

= −(AνU̇ , Ū)L2(∂ΩT ) = −(A1V, V̄ )L2(∂ΩT ) = 0,

где V̄ = J−1Ū . Для сопряженной задачи (3.30)–(3.32) мы можем
легко получить неравенство

Ī(t) +

∫
R2

1

2ε+ ∂1p̂|x1=0
p̄2
|x1=0 dx′

≤ C(K)

{
‖f̄‖2L2(ΩT ) +

∫ t

0

(
Ī(s) + ‖p̄|x1=0(s)‖2L2(R2)

)
ds

}
(Ī(t) =

∫
R3

+
(A0V̄ , V̄ ) dx), которое в силу условия (3.17) влечет L2-

оценку
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‖Ū‖L2(ΩT ) ≤ C(K) ‖f̄‖L2(ΩT ).

Мы опускаем здесь дальнейшие рассуждения, которые аналогичны
соответствующим рассуждениям для задачи Коши из гл. 1 (см. так-
же [18]). Таким образом, имеем следующую теорему о корректности
линейной задачи (3.22)–(3.24).

Теорема 3.2. Пусть для основного состояния (3.13) выполнены
предположения (3.14)–(3.17). Тогда для всех (f, g) ∈ L2(ΩT )×
H1(∂ΩT ), которые равны нулю при отрицательных временах, за-
дача (3.22)–(3.24) имеет единственное решение (U̇ , ϕ) ∈ L2(ΩT ) ×
L2(∂ΩT ). Это решение удовлетворяет априорной оценке (3.28).

3.3. «Подручная» априорная оценка

Мы теперь получим так называемую «подручную» априорную
оценку [tame estimate] в Hs для задачи (3.22)–(3.24). Эта оценка (см.
ниже теорему 3.3) является линейной относительно старших норм
(которые умножаются на младшие нормы).

Теорема 3.3. Пусть T > 0 и s ∈ N с s ≥ 3. Предположим, что
основное состояние (Û , ϕ̂) ∈ Hs+3(ΩT )×Hs+3(∂ΩT ) удовлетворяет
предположениям (3.14)–(3.17) и

‖Û‖H6(ΩT ) + ‖ϕ̂‖H6(∂ΩT ) ≤ K̂, (3.33)

где K̂ > 0 — постоянная. Пусть также данные (f, g) ∈ Hs(ΩT ) ×
Hs+1(∂ΩT ) равны нулю при отрицательных временах. Тогда суще-
ствует такая положительная постоянная K0, не зависящая от
s и T , и такая постоянная C(K0) > 0, что если K̂ ≤ K0, то су-
ществует единственное решение (U̇ , ϕ) ∈ Hs(ΩT )×Hs(∂ΩT ) зада-
чи (3.22)–(3.24). Это решение подчиняется «подручной» априорной
оценке

‖U̇‖Hs(ΩT ) + ‖ϕ‖Hs(∂ΩT ) ≤ C(K0)
{
‖f‖Hs(ΩT )

+ ‖g‖Hs+1(∂ΩT ) +
(
‖f‖H3(ΩT )
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+ ‖g‖H4(∂ΩT )

)(
‖Û‖Hs+3(ΩT ) + ‖ϕ̂‖Hs+3(∂ΩT )

)}
(3.34)

для достаточно малого времени T .

Доказательство. Ниже мы будем использовать стандартные рас-
суждения метода интегралов энергии (см. гл. 1 и 2) и поэтому ино-
гда будем опускать подробные выкладки, которые оставляются чи-
тателю в качестве упражнения. Применяя к системе (3.25) оператор
∂αtan = ∂α0

t ∂α2
2 ∂α3

3 , with |α| = |(α0, α2, α3)| ≤ s, получаем∫
R3

+

(A0∂
α
tanV, ∂

α
tanV )dx− 2

∫
∂Ωt

∂αtanṗ ∂
α
tanv̇N |x1=0 dx′ ds = R, (3.35)

где

R =

∫
Ωt

({
divA ∂αtanV − 2

3∑
j=0

[∂αtan,Aj ]∂jV

− 2∂αtan(A4V ) + 2∂αtanF
}
, ∂αtanV

)
dxds,

divA =
∑3
j=0 ∂jAj (∂0 = ∂t). Используя мультипликативные неравен-

ства типа Мозера (1.40) и (1.42), оцениваем правую часть в (3.35):

R ≤ C(K)

{
‖V ‖2Hs(Ωt) + ‖f‖2Hs(ΩT )

+
(
‖U̇‖2W 1

∞(ΩT ) + ‖f‖2L∞(ΩT )

) (
1 + ‖coeff‖2s+1

)}
, (3.36)

где ‖coeff‖m = ‖Û‖Hm(ΩT ) + ‖ϕ̂‖Hm(∂ΩT ).
С учетом граничных условий получаем

− ∂αtanṗ ∂
α
tanv̇N |x1=0 = 2∂αtan(ϕâ− g2)∂αtan(∂tϕ+ v̂2∂2ϕ+ v̂3∂3ϕ

− ϕ∂1v̂N − g1)|x1=0 = ∂t
{
â|x1=0 (∂αtanϕ)2 − 2∂αtang2 ∂

α
tanϕ

}
+ . . .

+ ∂2 {v̂2|x1=0[∂αtan, ∂1p̂|x1=0]ϕ} ∂αtanϕ+ . . . ,

где подчеркнутое слагаемое просто является типичным слагаемым,
вызывающим наибольшую потерю производных от коэффициентов
в окончательной априорной оценке (3.34). Используя неравенство
(1.40) и теорему о следе (см. прил. А), оцениваем:
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‖∂2 {v̂2|x1=0[∂αtan, ∂1p̂|x1=0]ϕ} ‖2L2(R2) ≤ C(K)
{
‖ϕ‖2Hs(∂Ωt)

+ ‖ϕ‖2L∞(∂ΩT )

(
1 + ‖Û |x1=0‖2Hs+2(∂ΩT )

)}
≤ C(K)

{
‖ϕ‖2Hs(∂Ωt)

+ ‖ϕ‖2L∞(∂ΩT )

(
1 + ‖Û‖2Hs+3(ΩT )

)}
.

Опуская подробные выкладки, из (3.35) и (3.36) выводим

|||V (t)|||2tan,s + |||ϕ(t)‖2Hs(R2) ≤ C(K)M(t), (3.37)

где

M(t) = N (T ) +

∫ t

0

I(s) ds, I(t) = |||V (t)|||2Hs(R3
+) + |||ϕ(t)|||2Hs(R2),

N (T ) = ‖f‖2Hs(ΩT ) + ‖g‖2Hs+1(∂ΩT ) +
(
‖U̇‖2W 1

∞(ΩT ) + ‖ϕ‖2W 1
∞(∂ΩT )

+‖f‖2L∞(ΩT )

) (
1 + ‖coeff‖2s+3

)
, |||u(t)|||2tan,m =

∑
|α|≤m

‖∂αtanu(t)‖2L2(R3
+).

Поскольку только наибольшая потеря производных от коэффици-
ентов будет играть роль при получении окончательной «подручной»
априорной оценки, мы огрубили неравенство (3.37), выбрав наиболь-
шую потерю производных.

Из (3.25) и (3.26) следует, что

(∂1Vn, 0, 0, 0) =
(
∂1Φ̂

)
A(1)

(
F −A0∂tV

−
3∑
k=2

Ak∂kV −A4V −A(0)∂1V
)
. (3.38)

Применяя к (3.38) оператор ∂βtan с |β| ≤ s− 1, используя разложения
вида

∂βtan(B∂iV ) = B∂βtan∂iV + [∂βtan, B]∂iV,

учитывая A(0)|x1=0 = 0 и используя аналоги мультипликативных
неравенств (1.40) и (1.42) для «послойных» норм |||(·)(t)||| [23], полу-
чаем
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‖∂1∂
β
tanVn(t)‖2L2(R3

+) ≤ C(K)
{
|||V (t)|||2tan,s + ‖σ∂1∂

β
tanV (t)‖2L2(R3

+)

+ |||V (t)|||2Hs−1(R3
+) + |||f(t)|||2Hs−1(R3

+)

+
(
‖U̇‖2W 1

∞(ΩT ) + ‖f‖2L∞(ΩT )

) (
1 + |||coeff(t)|||2s+1

)}
, (3.39)

где σ = σ(x1) ∈ C∞(R+) — такая монотонно возрастающая функция,
что σ(x1) = x1 в окрестности нуля и σ(x1) = 1 при достаточно боль-
ших x1. Так как σ|x1=0 = 0, нам не нужно использовать граничные
условия для оценивания σ∂j1∂

γ
tanV с j+ |γ| ≤ s, и мы легко получаем

неравенство

‖σ∂j1∂
γ
tanV (t)‖2L2(R3

+) ≤ C(K)
{
‖V ‖2Hs(Ωt) + ‖f‖2Hs(ΩT )

+
(
‖U̇‖2W 1

∞(ΩT ) + ‖f‖2L∞(ΩT )

) (
1 + ‖coeff‖2s+1

)}
. (3.40)

Используя вложение Соболева для одномерного случая, т.е. то, что

|||u(t)|||2Hm−1(D) ≤ ‖u‖
2
L∞([0,t],Hm−1(D)) ≤ C‖u‖

2
Hm([0,t]×D),

из (3.37), (3.39) и (3.40) при j = 1 выводим

|||V (t)|||2tan,s + |||ϕ(t)‖2Hs(R2)

+

k∑
i=1

∑
|α|≤s−i

‖∂i1∂αtanVn(t)‖2L2(R3
+) ≤ C(K)M(t) (3.41)

с k = 1.
Оценка (3.41) при k = s легко доказывается математической ин-

дукцией. Она эквивалентно переписывается так:

|||V (t)|||2tan,s + ‖Vn(t)‖2Hs(R3
+) + |||ϕ(t)‖2Hs(R2) ≤ C(K)M(t). (3.42)

Недостающие «нормальные» производные (по x1) в (3.42) для «ха-
рактеристической» части (v̇2, v̇3, Ṡ) неизвестного V могут быть оце-
нены из последнего уравнения в (3.22), т.е. из

∂tṠ +
1

∂1Φ̂

{
(ŵ,∇)Ṡ + (u̇,∇)Ŝ

}
= f5 (3.43)

и системы для линеаризованной завихренности ξ = rot ṽ, где
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ṽ = (v̇1, v̇τ2 , v̇τ3), v̇τk = (v̇, τk), τ2 = (∂2ϕ̂, 1, 0), τ3 = (∂3ϕ̂, 0, 1),

ŵ = (v̂n − ∂tΨ̂, v̂2∂1Φ̂, v̂3∂1Φ̂), u̇ = (v̇n, v̇2∂1Φ̂, v̇3∂1Φ̂).

Эта система получается применением оператора ротора к уравнению
для ṽ, следующему из (3.22):

∂tṽ +
1

∂1Φ̂

{
(ŵ,∇)ṽ +

1

ρ(p̂, Ŝ)
∇ṗ

}
+ l.o.t = f̃v

(f̃v = (f2, fτ2 , fτ3), fτk = (fv, τk), fv = (f2, f3, f4)), и имеет вид

ξt +
1

∂1Φ̂
(ŵ,∇)ξ + l.o.t = rot f̃v, (3.44)

где l.o.t. — младшие члены, чей точный вид не так важен.
Как уравнение (3.43), так и (3.44) не требуют граничных условий,

поскольку в силу (3.16), первая компонента вектора ŵ равна нулю на
границе x1 = 0. Следовательно, опуская подробные рассуждения и
комбинируя соответствующие оценки для «нормальных» производ-
ных «характеристического» неизвестного (v̇2, v̇3, Ṡ) с (3.42), выводим
неравенство

I(t) ≤ C(K)

{
N (T ) +

∫ t

0

I(s) ds

}
.

Применяя лемму Гронуола, получаем

I(t) ≤ C(K) eC(K)TN (T )

(I(0) = 0, см. (3.24)). Интегрируя последнее неравенство по отрезку
[0, T ], мы приходим к оценке

‖V ‖2Hs(ΩT ) + ‖ϕ‖2Hs(∂ΩT ) ≤ C(K)TeC(K)TN (T ). (3.45)

Напомним, что U̇ = JV . Используя разложение J(ϕ̂) = I + J0(ϕ̂) и
J0(0) = 0, а также неравенства типа Мозера (1.40), (1.43), применяя
соболевское вложение в одномерном случае, получаем
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‖U̇‖2Hs(ΩT ) = ‖V + J0V ‖2Hs(ΩT ) ≤ C(K)
(
‖V ‖2Hs(ΩT )

+ ‖U̇‖2L∞(ΩT )‖coeff‖2s
)
≤ C(K)‖V ‖2Hs(ΩT )

+ TC(K)‖U̇‖2L∞(ΩT )‖coeff‖2s+1. (3.46)

Из неравенств (3.45) и (3.46) следует, что

‖U̇‖2Hs(ΩT ) + ‖ϕ‖2Hs(∂ΩT ) ≤ C(K)TeC(K)TN (T ). (3.47)

Аналогично теореме 3.2 можно доказать корректность задачи
(3.22)–(3.24) в Hs(ΩT ) × Hs(∂ΩT ). Применяя вложения Соболева,
из (3.47) при s ≥ 3 выводим неравенство

‖U̇‖Hs(ΩT ) + ‖ϕ‖Hs(∂ΩT ) ≤ C(K)T 1/2eC(K)T
{
‖f‖Hs(ΩT )

+ ‖g‖Hs+1(∂ΩT ) +
(
‖U̇‖H3(ΩT ) + ‖ϕ‖H3(∂ΩT )

+ ‖f‖H3(ΩT )

)(
‖Û‖Hs+3(ΩT ) + ‖ϕ̂‖Hs+3(∂ΩT )

)}
, (3.48)

где мы абсорбировали некоторые нормы ‖U̇‖H3(ΩT ) и ‖ϕ‖H3(∂ΩT ) в
левую часть неравенства, выбрав T достаточно малым. Рассматри-
вая (3.48) при s = 3 и используя (3.33), для достаточно малого T
получаем

‖U̇‖H3(ΩT ) + ‖ϕ‖H3(∂ΩT ) ≤ C(K0)
{
‖f‖H3(ΩT ) + ‖g‖H4(∂ΩT )

}
. (3.49)

Естественно предположить, что T < 1, и, следовательно, мы можем
считать, что постоянная C(K0) не зависит от T . Из неравенств (3.48)
и (3.49) следует (3.34). �

3.4. Аппроксимационное решение
и условия согласования

Для того чтобы использовать оценку (3.34) для доказательства
сходимости итераций Нэша-Мозера, которые будут описаны в следу-
ющем параграфе, необходимо свести задачу (3.7)–(3.9) в [0, T ]×R3

+ к
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задаче в ΩT , чьи решения равны нулю при отрицательных временах.
Это можно достичь с помощью классического приема, предлагающе-
го абсорбировать начальные данные в систему уравнений путем по-
строения так называемого аппроксимационного решения. Перед тем
как построить аппроксимационное решение, мы должны определить
условия согласования для начальных данных (3.9):

(U0, ϕ0) = (p0, v1,0, v2,0, v3,0, S0, ϕ0).

С учетом условия гиперболичности (1.10) переписываем систему
(3.7) в виде

∂tU = −(A0(U))−1
(
Aν(U,Ψ)∂1U +Aν(U,Ψ)∂1Ǔ

+A2(U)∂2U +A3(U)∂3U +Q(U)
)
. (3.50)

Следы

Uj = (pj , v1,j , v2,j , v3,j , Sj) = ∂jtU |t=0 и ϕj = ∂jtϕ|t=0

с j ≥ 1 определяются рекурсивно формальным применением диф-
ференциального оператора ∂j−1

t к граничному условию

∂tϕ = (v1 − v2∂2ϕ− v3∂3ϕ) |x1=0 (3.51)

и (3.50) и вычислением ∂jtϕ, ∂
j
tU при t = 0. Пусть также Ψj =

∂jtΨ|t=0 = χ(x1)ϕj .
Мы естественным образом определяем условие согласования ну-

левого порядка как p0|x1=0 = 0. Вычисляя (3.51) при t = 0, получаем

ϕ1 = (v1,0 − v2,0∂2ϕ0 − v3,0∂3ϕ0) |x1=0. (3.52)

Затем ∂tΦ|t=0 = Φ1 = χ(x1)ϕ1 и из формулы (3.50) при t = 0 опре-
деляем U1. Условие согласования первого порядка p1|x1=0 = 0 будет
неявно зависеть от ϕ0 и ϕ1. Зная ϕ1 и U1, мы можем затем найти ϕ2,
U2 и т.д. Доказательство следующей леммы является почти очевид-
ным и основывается на мультипликативных свойствах пространств
Соболева (см. следствие 1.2 и неравенство (2.48)). Мы должны также
принять во внимание замечание 3.2.
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Лемма 3.6. Пусть µ ∈ N, µ ≥ 3, U0 ∈ Hµ(R3
+) и ϕ0 ∈ Hµ(R2).

Тогда описанная выше процедура определяет Uj ∈ Hµ−j(R3
+) и ϕj ∈

Hµ−j(R2) для j = 1, . . . , µ. Причем

µ∑
j=1

(
‖Uj‖Hµ−j(R3

+) + ‖ϕj‖Hµ−j(R2)

)
≤ CM0, (3.53)

где
M0 = ‖U0‖Hµ(R3

+) + ‖ϕ0‖Hµ(R2), (3.54)

постоянная C > 0 зависит только от µ и норм ‖U0‖W 1
∞(R3

+) и
‖ϕ0‖W 1

∞(R2
+).

Определение 3.1. Пусть µ ∈ N и µ ≥ 3. Начальные данные
(U0, ϕ0) ∈ Hµ(R3

+) × Hµ(R2) удовлетворяют условиям согласования
вплоть до порядка µ, если для (Uj , ϕj)

pj |x1=0 = 0 (3.55)

при j = 0, . . . , µ.

Мы теперь готовы построить аппроксимационное решение.

Лемма 3.7. Пусть начальные данные (3.9) удовлетворяют усло-
виям согласования вплоть до порядка µ и предположениям теоре-
мы 3.1 (т.е. (1.10) и (3.12) выполнены). Тогда существует такая
вектор-функция (Ua, ϕa) ∈ Hµ+1(ΩT )×Hµ+1(∂ΩT ) (далее она назы-
вается аппроксимационным решением задачи (3.7)–(3.9)), что

∂jtL(Ua,Ψa)|t=0 = 0 при j = 0, . . . , µ− 1, (3.56)

и она удовлетворяет граничным условиям (3.8), где Ψa = χ(x1)ϕa.
Более того, аппроксимационное решение подчиняется оценке

‖Ua‖Hµ+1(ΩT ) + ‖ϕa‖Hµ+1(∂ΩT ) ≤ C1(M0) (3.57)

и удовлетворяет условию гиперболичности (1.10) в ΩT , а также
условию (3.12) на ∂ΩT , где C1 = C1(M0) > 0 — постоянная, завися-
щая от M0 (см. (3.54)). Причем ρa− ε1 = ρ(pa, Sa)− ε1 ∈ Hµ+1(ΩT ).
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Доказательство. Рассмотрим функции Ua ∈ Hµ+1(R×R3
+) и ϕa ∈

Hµ+1(R3) такие, что

∂jtU
a|t=0 = Uj ∈ Hµ−j(R3

+), ∂jtϕ
a|t=0 = ϕj ∈ Hµ−j(R2)

при j = 0, . . . , µ, где Uj и ϕj определены в лемме 3.6. Благода-
ря (3.52) и (3.55) мы выбираем Ua и ϕa, удовлетворяющие гранич-
ным условиям (3.8). Используя C∞0 -функцию срезки, мы можем счи-
тать, что (Ua, ϕa) равно нулю вне отрезка [−T, T ], т.е. (Ua, ϕa) ∈
Hµ+1(ΩT )×Hµ+1(∂ΩT ). Применяя вложения Соболева, мы перепи-
сываем оценку (3.53) так:

µ∑
j=1

(
‖Uj‖Hµ−j(R3

+) + ‖ϕj‖Hµ−j(R2)

)
≤ C(M0), (3.58)

где C = C(M0) > 0 — постоянная, зависящая от M0. Оценка (3.57)
следует из (3.58) и непрерывности «поднимающего» оператора с t =
0 на R × R3

+ (это оператор, в некотором смысле обратный опера-
тору следа [13]). Условия (3.56) выполняются благодаря свойствам
(Uj , ϕj) из леммы 3.6. Наконец, так как (Ua, ϕa) удовлетворяет усло-
вию гиперболичности (1.10) и условию (3.12) при t = 0, в описанной
выше процедуре мы можем выбрать (Ua, ϕa) так, что (1.10) и (3.12)
выполнены при всех t ∈ [−T, T ]. �

Не нарушая общности, можем считать, что

‖U0‖Hµ(R3
+) + ‖ϕ0‖Hµ(R2) ≤ 1, ‖ϕ0‖Hµ(R2) ≤ 1/2. (3.59)

Тогда для достаточно малого отрезка времени [0, T ] гладкое реше-
ние, чье существование нам предстоит доказать, удовлетворяет нера-
венству ‖ϕ‖L∞([0,T ]×R2) ≤ 1, что влечет ∂1Φ ≥ 1/2 (напомним, что
‖χ′‖L∞(R) < 1/2, см. п. 3.2). Пусть µ — целое число, которое появится
в предположении о регулярности начальных данных в теореме суще-
ствования для задачи (3.7)–(3.9). Забегая вперед, мы берем µ = m+7
с m ≥ 6 (см. теорему 3.1). В следующем параграфе мы увидим, что
это подходящий выбор. Учитывая (3.59), переписываем (3.57) так:

‖Ua‖Hm+8(ΩT ) + ‖ϕa‖Hm+8(∂ΩT ) ≤ C∗, (3.60)

где C∗ = C1(1).
Введем в рассмотрение
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fa =

{
−L(Ua,Ψa) при t > 0,

0 при t < 0.
(3.61)

Поскольку (Ua, ϕa) ∈ Hm+8(ΩT )×Hm+8(∂ΩT ), используя (3.56), по-
лучаем fa ∈ Hm+7(ΩT ) и

‖fa‖Hm+7(ΩT ) ≤ δ0(T ), (3.62)

где постоянная δ0(T )→ 0 при T → 0. Решающее значение для дока-
зательства того факта, что fa принадлежит пространству Соболева,
имеет наличие гравитационного поля (см. замечание 3.2). Для дока-
зательства оценки (3.62) мы используем неравенства типа Мозера,
вложения Соболева и тот факт, что fa = 0 при t < 0.

Тогда для аппроксимационного решения, определенного в лемме
3.7, (U,ϕ) = (Ua, ϕa) + (Ũ , ϕ̃) является решением исходной задачи
(3.7)–(3.9) в [0, T ]×R3

+, если (Ũ , ϕ̃) удовлетворяет следующей задаче
в ΩT («волны» опущены):

L(U,Ψ) = fa в ΩT , (3.63)

B(U,ϕ) = 0 на ∂ΩT , (3.64)

(U,ϕ) = 0 при t < 0, (3.65)

где

L(U,Ψ) = L(Ua+U,Ψa+Ψ)−L(Ua,Ψa), B(U,ϕ) = B(Ua+U,ϕa+ϕ).

С этого момента мы сконцентрируемся на доказательстве существо-
вания решений задачи (3.63)–(3.65).

3.5. Итерации Нэша-Мозера

Мы будем «решать» задачу (3.63)–(3.65) подходящей итерацион-
ной схемой типа Нэша-Мозера. Подробное описание метода Нэша-
Мозера, а также ссылки на оригинальные работы можно найти в
[16]. Идея этого метода состоит в решении нелинейного уравнения
F(u) = 0 итерационной схемой
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F ′(Sθnun)(un+1 − un) = −F(un),

где F ′ — линеаризация (первая вариация) функционала F , а Sθn —
последовательность сглаживающих операторов со свойством Sθn →
I при n → ∞. Эта схема является классической схемой Ньютона,
если Sθn = I.

Ошибками классической схемы Нэша-Мозера являются «квадра-
тичная» ошибка схемы Ньютона и «подстановочная» ошибка, вы-
званная применением сглаживающих операторов Sθ. Как и в ра-
ботах [12, 27], для нашей задачи реализация метода Нэша-Мозера
является не совсем стандартной, поскольку мы будем иметь допол-
нительную ошибку, вызванную введением некого промежуточного
(модифицированного) состояния un+1/2, удовлетворяющего некото-
рым нелинейным ограничениям. Основным таким ограничением бу-
дет условие (3.16), которое должно было выполняться для основного
состояния (3.13). Также еще одна дополнительная ошибка вызва-
на выкидыванием из рассмотрения младшего члена по Ψ в систе-
ме линеаризованных уравнений, записанной в терминах «хорошего
неизвестного» (см. (3.18)–(3.20)). Однако данные отличия от клас-
сической схемы Нэша-Мозера не являются принципиальными. Пе-
речислим вначале без доказательства следующие важные свойства
сглаживающих операторов [16].

Утверждение 3.1. Существует такое семейство {Sθ}θ≥1 сгла-
живающих операторов в Hs(ΩT ), действующее на класс функций,
равных нулю при отрицательных временах, что

‖Sθu‖Hβ(ΩT ) ≤ Cθ(β−α)+‖u‖Hα(ΩT ), α, β ≥ 0, (3.66)

|Sθu− u‖Hβ(ΩT ) ≤ Cθβ−α‖u‖Hα(ΩT ), 0 ≤ β ≤ α, (3.67)∥∥ d
dθ
Sθu

∥∥
Hβ(ΩT )

≤ Cθβ−α−1‖u‖Hα(ΩT ), α, β ≥ 0, (3.68)

где C > 0 — постоянная и (β − α)+ = max(0, β − α). Более того,
существует другое семейство сглаживающих операторов, также
обозначаемое Sθ, действующее на функции, определенные на грани-
це, ∂ΩT , и удовлетворяющее свойствам (3.66))–(3.68) с нормами
‖ · ‖Hα(∂ΩT ).
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Опишем теперь итерационную схему для задачи (3.63)–(3.65). Мы
выбираем

U0 = 0, ϕ0 = 0

и предполагаем, что (Uk, ϕk) уже определены при k = 0, . . . , n. При-
чем (Uk, ϕk) равно нулю при отрицательных временах, т.е. выполне-
но (3.65). Определим теперь

Un+1 = Un + δUn, ϕn+1 = ϕn + δϕn,

где разности δUn и δϕn решают линейную задачу
L′e(Ua + Un+1/2,Ψ

a + Ψn+1/2)δU̇n = fn в ΩT ,

B′n+1/2(δU̇n, δϕn) = gn на ∂ΩT ,

(δU̇n, δϕn) = 0 при t < 0.

(3.69)

Здесь

δU̇n = δUn −
δΨn

∂1(Φa + Ψn+1/2)
∂1(Ǔ + Ua + Un+1/2) (3.70)

— «хорошее неизвестное» (см. (3.18)),

B′n+1/2 = B′e((Ua + Un+1/2)|x1=0, ϕ
a + ϕn+1/2),

операторы L′e и B′e определены в (3.20), (3.21), а (Un+1/2, ϕn+1/2) —
гладкое модифицированное состояние такое, что (Ua + Un+1/2, ϕ

a +
ϕn+1/2) удовлетворяет ограничениям (3.15)–(3.17) (Ψn, Ψn+1/2 и δΨn

определяются по аналогии с Ψ). Правые части fn и gn будут ниже
определены через суммарные ошибки на шаге n.

Ошибки итерационной схемы определяются из следующей цепоч-
ки разложений:

L(Un+1,Ψn+1)− L(Un,Ψn)
= L′(Ua + Un,Ψ

a + Ψn)(δUn, δΨn) + e′n
= L′(Ua + SθnUn,Ψ

a + SθnΨn)(δUn, δΨn) + e′n + e′′n
= L′(Ua + Un+1/2,Ψ

a + Ψn+1/2)(δUn, δΨn) + e′n + e′′n + e′′′n
= L′e(Ua + Un+1/2,Ψ

a + Ψn+1/2)δU̇n + e′n + e′′n + e′′′n +Dn+1/2δΨn

и
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B(Un+1|x1=0, ϕn+1)− B(Un|x1=0, ϕn)
= B′((Ua + Un)|x1=0, ϕ

a + ϕn)(δUn|x1=0, δϕn) + ẽ′n
= B′((Ua + SθnUn)|x1=0, ϕ

a + Sθnϕn)(δUn|x1=0, δϕn) + ẽ′n + ẽ′′n
= B′n+1/2(δU̇n, δϕn) + ẽ′n + ẽ′′n + ẽ′′′n ,

где Sθn — сглаживающие операторы, удовлетворяющие свойствам из
утверждения 3.1, а последовательность (θn) определяется так:

θ0 ≥ 1, θn =
√
θ0 + n.

Мы используем также обозначение

Dn+1/2 =
1

∂1(Φa + Ψn+1/2)
∂1

{
L(Ua + Un+1/2,Ψ

a + Ψn+1/2)
}
.

Ошибки e′n и ẽ′n — обычные квадратичные ошибки метода Ньюто-
на, а e′′n, ẽ′′n и e′′′n , ẽ′′′n — первая и вторая подстановочные ошибки
соответственно.

Пусть

en = e′n + e′′n + e′′′n +Dn+1/2δΨn, ẽn = ẽ′n + ẽ′′n + ẽ′′′n , (3.71)

тогда суммарные ошибки на шаге n ≥ 1 равны

En =

n−1∑
k=0

ek, Ẽn =

n−1∑
k=0

ẽk, (3.72)

где E0 = 0 и Ẽ0 = 0. Правые части fn и gn определяются рекурсивно
из уравнений

n∑
k=0

fk + SθnEn = Sθnf
a,

n∑
k=0

gk + SθnẼn = 0, (3.73)

где f0 = Sθ0f
a и g0 = 0. Так как SθN → I при N → ∞, то мож-

но показать, что мы формально получаем решение задачи (3.63)–
(3.65) из того, что L(UN ,ΨN ) → fa и B(UN |x1=0, ϕN ) → 0, если
(eN , ẽN )→ 0.

Для доказательства сходимости итераций Нэша-Мозера будет ис-
пользован метод математической индукции. Сформулируем индук-
тивное предположение.
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Индуктивное предположение. Для заданного малого числа δ >
0, целого α = m + 1 и целого α̃ индуктивное предположение имеет
вид

(Hn−1)



a) ∀ k = 0, . . . , n− 1, ∀s ∈ [3, α̃] ∩ N,
‖δUk‖Hs(ΩT ) + ‖δϕk‖Hs(∂ΩT ) ≤ δθs−α−1

k ∆k,

b) ∀ k = 0, . . . , n− 1, ∀s ∈ [3, α̃− 2] ∩ N,
‖L(Uk,Ψk)− fa‖Hs(ΩT ) ≤ 2δθs−α−1

k ,

c) ∀ k = 0, . . . , n− 1, ∀s ∈ [4, α] ∩ N,
‖B(Uk|x1=0, ϕk)‖Hs(∂ΩT ) ≤ δθs−α−1

k ,

где ∆k = θk+1 − θk. Заметим, что последовательность (∆n) убывает
и стремится к нулю, причем

∀n ∈ N,
1

3θn
≤ ∆n =

√
θ2
n + 1− θn ≤

1

2θn
.

Напомним, что (Uk, ϕk) при k = 0, . . . , n удовлетворяют (3.65). Немно-
го забегая вперед, заметим, что нам понадобятся неравенства (3.60)
и (3.62) с m = α̃ − 4, т.е. мы выбираем α̃ = m + 4. Наша цель —
доказать, что из (Hn−1) следует (Hn) для подходящего выбора па-
раметров θ0 ≥ 1 и δ > 0, а также для достаточно малого времени
T > 0. После этого мы докажем базис индукции (H0). С этого мо-
мента будем предполагать, что (Hn−1) выполнено. Могут быть выве-
дены следующие следствия из (Hn−1), доказательства которых мы
оставляем читателю в качестве упражнения.

Лемма 3.8. Если θ0 достаточно большое, то для каждого k =
0, . . . , n и каждого целого s ∈ [3, α̃] имеем

‖Uk‖Hs(ΩT ) + ‖ϕk‖Hs(∂ΩT ) ≤ δθ
(s−α)+
k , α 6= s, (3.74)

‖Uk‖Hα(ΩT ) + ‖ϕk‖Hα(∂ΩT ) ≤ δ log θk, (3.75)

‖(I − Sθk)Uk‖Hs(ΩT ) + ‖(1− Sθk)ϕk‖Hs(∂ΩT ) ≤ Cδθs−αk . (3.76)

Для каждого k = 0, . . . , n и каждого целого s ∈ [3, α̃+ 4] имеем:
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‖SθkUk‖Hs(ΩT ) + ‖Sθkϕk‖Hs(∂ΩT ) ≤ Cδθ
(s−α)+
k , α 6= s, (3.77)

‖SθkUk‖Hα(ΩT ) + ‖Sθkϕk‖Hα(∂ΩT ) ≤ Cδ log θk. (3.78)

Оценки (3.76)–(3.78) следуют из (3.74), (3.75) и утверждения 3.1.
Причем оценки (3.76) и (3.77) выполнены для всех целых s ≥ 3,
но ниже они нам понадобятся только при s ∈ [3, α̃] и s ∈ [3, α̃ + 4]
соответственно.

Оценка квадратичных ошибок. Квадратичные ошибки

e′k = L(Uk+1,Ψk+1)− L(Uk,Ψk)− L′(Uk,Ψk)(δUk, δΨk),

ẽ′k =
(
B(Uk+1, ϕk+1)− B(Uk, ϕk)− B′(Uk, ϕk)(δUk, δϕk)

)
|x1=0

можно переписать в виде

e′k =

∫ 1

0

(1− τ)L′′(Ua + Uk + τδUk,Ψ
a + Ψk

+ τδΨk)
(
(δUk, δΨk), (δUk, δΨk)

)
dτ, (3.79)

ẽ′k =
1

2
B′′
(
(δUk|x1=0, δϕk), (δUk|x1=0, δϕk)

)
(3.80)

используя вторые производные операторов L и B

L′′(Û , Ψ̂)((U ′,Ψ′), (U ′′,Ψ′′)) =
d

dε
L′(Uε,Ψε)(U

′,Ψ′)|ε=0,

B′′((W ′, ϕ′), (W ′′, ϕ′′)) =
d

dε
B′(Wε, ϕε)(W

′, ϕ′)|ε=0,

L′(Û , Ψ̂)(U ′′,Ψ′′) =
d

dε
L(Uε,Ψε),

B′(Û |x1=0, ϕ̂)(W ′′, ϕ′′) =
d

dε
B(Wε, ϕε),

где Uε = Û + εU ′′, Wε = Û |x1=0 + εW ′′, ϕε = ϕ̂ + εϕ′′, а Ψ′ и Ψ′′

определяются аналогично Ψ. Нетрудно вычислить точный вид B′′.
Он не зависит от (Û , ϕ̂):
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B′′((W ′, ϕ′), (W ′′, ϕ′′)) = (v′2∂2ϕ
′′ + v′3∂3ϕ

′′ + v′′2∂2ϕ
′ + v′′3∂3ϕ

′, 0)

Для того чтобы оценить квадратичные ошибки с помощью пред-
ставлений (3.79) и (3.80), нам нужны оценки для L′′ и B′′. Их легко
получить, используя точные представления для L′′ и B′′ и применяя
неравенства типа Мозера (см. гл. 1), а также вложение Соболева.
Опуская подробные рассуждения, приходим к следующему резуль-
тату.

Утверждение 3.2. Пусть T > 0 и s ∈ N с s ≥ 3. Предположим,
что (Û , ϕ̂) ∈ Hs+1(ΩT )×Hs+1(∂ΩT ) и

‖Û‖H3((ΩT ) + ‖f̂‖H3(∂ΩT ) ≤ K̃.

Тогда существует положительная постоянная K̃0, не зависящая
от s и T , и существует постоянная C(K̃0) > 0 такая, что если
K̃ ≤ K̃0 и (U ′, ϕ′), (U ′′, ϕ′′) ∈ Hs+1(ΩT )×Hs+1(∂ΩT ), то

‖L′′(Û , Ψ̂)((U ′,Ψ′), (U ′′,Ψ′′))‖Hs(ΩT )

≤ C(K̃0)
{
〈〈(Û , f̂)〉〉s+1〈〈(U

′, ϕ′)〉〉3〈〈(U
′′, ϕ′′)〉〉3

+ 〈〈(U ′, ϕ′)〉〉s+1〈〈(U
′′, ϕ′′)〉〉3 + 〈〈(U ′′, ϕ′′)〉〉s+1〈〈(U

′, ϕ′)〉〉3
}
,

где 〈〈(U,ϕ)〉〉` = ‖U‖H`(ΩT ) + ‖ϕ‖H`(∂ΩT ). Если (W ′, ϕ′), (W ′′, ϕ′′) ∈
Hs(∂ΩT )×Hs+1(∂ΩT ), то

‖B′′((W ′, ϕ′), (W ′′, ϕ′′))‖Hs(∂ΩT ) ≤ C(K̃0)
{
‖W ′‖Hs(∂ΩT )‖ϕ′′‖H3(∂ΩT )

+ ‖W ′‖H3(∂ΩT )‖ϕ′′‖Hs+1(∂ΩT ) + ‖W ′′‖Hs(∂ΩT )‖ϕ′‖H3(∂ΩT )

+ ‖W ′′‖H3(∂ΩT )‖ϕ′‖Hs+1(∂ΩT ) + ‖W ′‖Hs(∂ΩT )‖W ′′‖H3(∂ΩT )

+ ‖W ′‖H3(∂ΩT )‖W ′′‖Hs(∂ΩT )

}
.

Не нарушая общности, полагаем, что константа K̃0 = 2C∗, где C∗
— постоянная из (3.60). Используя (3.79), (3.80) и утверждение 3.2,
приходим к следующему результату.
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Лемма 3.9. Пусть α ≥ 4. Существуют достаточно малое число
δ > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
k = 0, . . . n− 1 и всех целых s ∈ [3, α̃− 1] справедливы оценки

‖e′k‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2θ
L1(s)−1
k ∆k, (3.81)

‖ẽ′k‖Hs(∂ΩT ) ≤ Cδ2θ
L1(s)−1
k ∆k, (3.82)

где L1(s) = max{(s+ 1− α)+ + 4− 2α, s+ 2− 2α}.

Доказательство. В силу (3.60) (напомним, что m = α̃− 4), (Hn−1)
и (3.74) мы оцениваем «коэффициент» в L′′ из (3.79) так:

sup
τ∈[0,1]

〈〈(Ua + Uk + τδUk, ϕ
a + ϕk + τδϕk)〉〉3

≤ C∗ + δθ
(3−α)+
k + δθ2−α

k ∆k ≤ C∗ + Cδ ≤ 2C∗

для достаточно малого числа δ. Следовательно, мы можем приме-
нять утверждение 3.2:

‖e′k‖Hs(ΩT ) ≤ C
(
δ2θ4−2α

k ∆2
k

(
C∗ + 〈〈(Uk, ϕk)〉〉s+1+

〈〈(δUk, δϕk)〉〉s+1

)
+ δ2θs+2−2α

k ∆2
k

)
для s ∈ [3, α̃− 1]. Если s+ 1 6= α, то из (3.74) следует, что

‖e′k‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2∆2
k

{
θ

(s+2−α)++12−2α
k + θs+7−2α

k

}
≤ Cδ2θ

L1(s)−1
k ∆k

(здесь мы использовали неравенство θk∆k ≤ 1/2). Если s + 1 = α и
α ≥ 4,

‖e′k‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2∆2
k

{
(C∗ + δ log θk + δθ−1

k ∆k)θ4−2α
k + θ1−α

k

}
≤ Cδ2∆2

kθ
1−α
k ≤ Cδ2θ

L1(α−1)−1
k ∆k.

Аналогично, используя (3.80), утверждение 3.2 и теорему о следе,
получаем (3.82). �
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Оценка первых подстановочных ошибок. Первые подстановоч-
ные ошибки можно записать так:

e′′k = L′(Uk,Ψk)(δUk, δΨk)− L′(SθkUk, SθkΨk)(δUk, δΨk)

=

∫ 1

0

L′′
(
Ua + SθkUk + τ(I − Sθk)Uk,Ψ

a + SθkΨk

+ τ(I − Sθk)Ψk

)(
(δUk, δΨk), ((I − Sθk)Uk, (I − Sθk)Ψk)

)
dτ, (3.83)

ẽ′′k =
(
B′(Uk, ϕk)(δUk, δϕk)− B′(SθkUk, Sθkϕk)(δUk, δϕk)

)
|x1=0

= B′′
(
(δUk|x1=0, δϕk), ((Uk − SθkUk)|x1=0, ϕk − Sθkϕk)

)
. (3.84)

Лемма 3.10. Пусть α ≥ 4. Существуют достаточно малое число
δ > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
k = 0, . . . n− 1 и всех целых s ∈ [6, α̃− 2] имеем

‖e′′k‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2θ
L2(s)−1
k ∆k, (3.85)

‖ẽ′′k‖Hs(∂ΩT ) ≤ Cδ2θ
L2(s)−1
k ∆k, (3.86)

где L2(s) = max{(s+ 1− α)+ + 6− 2α, s+ 5− 2α}.

Доказательство. Из (3.60), (Hn−1), (3.76) и (3.77) следует, что

sup
τ∈[0,1]

〈〈(Ua + SθkUk + τ(I − Sθk)Uk, ϕ
a

+ Sθkϕk + τ(I − Sθk)ϕk)〉〉3 ≤ 2C∗

для достаточно большого числа δ. То есть мы можем использовать
предположение утверждения 3.2 для оценивания L′′ в (3.83). Снова
используя (3.60), (Hn−1), (3.76) и (3.77), для s + 1 6= α и s + 1 ≤ α̃
получаем

‖e′′k‖Hs(ΩT ) ≤ C
{
δ2θ5−2α

k ∆k

(
C∗ + δθ

(s+1−α)+
k + δθs+1−α

k

)
+ δ2θs+3−2α

k ∆k

}
≤ Cδ2θ

L2(s)−1
k ∆k.

Аналогично, используя (3.78) вместо (3.77), для случая s + 1 = α
выводим
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‖e′′k‖Hs(ΩT ) ≤ C
{
δ2θ5−2α

k ∆k(C∗ + δ log θk + δ) + δ2θ2−α
k ∆k

}
≤ Cδ2∆k

{
θ6−2α
k + θ2−α

k

}
≤ Cδ2θ

L2(α−1)−1
k ∆k

для α ≥ 4.
В силу (3.84), теоремы о следе и утверждения 3.2 имеем

‖ẽ′′k‖Hs(ΩT ) ≤ C
{

[δUk]s+1,∗,T ‖(1− Sθk)ϕk‖H3(∂ΩT )

+ ‖δUk‖H3(ΩT )‖(1− Sθk)ϕk‖Hs+1(∂ΩT )

+ ‖(I − Sθk)Uk]Hs+1(ΩT )‖δϕk‖H3(∂ΩT )

+ ‖(I − Sθk)Uk‖H3(ΩT )‖δϕk‖Hs+1(∂ΩT )

+ ‖δUk‖Hs+1(ΩT )‖(I − Sθk)Uk‖H3(ΩT )

+ ‖δUk‖H3(ΩT )‖(I − Sθk)Uk‖Hs+1(ΩT )

}
.

Тогда из (Hn−1) и (3.76) следует (3.86). �

Построение модифицированного состояния и его оценка. Так
как аппроксимационное решение удовлетворяет строгим неравенст-
вам (1.10) и (3.12) (см. лемму 3.7) и мы требуем, чтобы гладкое
модифицированное состояние равнялось нулю при отрицательных
временах, то состояние (Ua + Un+1/2, ϕ

a + ϕn+1/2) будет удовлетво-
рять (1.10) и (3.12) для достаточно малого времени T > 0. Поэтому
при построении модифицированного состояния мы можем сконцен-
трироваться только на ограничении (3.16), т.е. на первом граничном
условии в (3.8).

Утверждение 3.3. Пусть α ≥ 4. Существуют функции Un+1/2 и
ϕn+1/2, которые равны нулю при t < 0 и такие, что (Ua+Un+1/2, ϕ

a+
ϕn+1/2) удовлетворяет (3.16), неравенствам (1.10) и (3.12) для до-
статочно малого времени T . Причем эти функции определяются
так:

ϕn+1/2 = Sθnϕn, pn+1/2 = Sθnpn,

vj,n+1/2 = Sθnvj,n (j = 2, 3), Sn+1/2 = SθnSn
(3.87)

и
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‖Un+1/2 − SθnUn‖Hs(ΩT ) ≤ Cδθs+1−α
n for s ∈ [3, α̃+ 3]. (3.88)

для достаточно малых δ > 0 и T > 0 и достаточно большого числа
θ0 ≥ 1.

Доказательство. Оценка (3.88), которую мы собираемся доказать,
выполняется для всех s ≥ 3, но ниже она нам понадобится только
при s ∈ [3, α̃+ 3]. Пусть ϕn+1/2, давление pn+1/2, энтропия Sn+1/2 и
тангенциальные компоненты скорости vn+1/2 определены по форму-
лам в (3.87). Определим теперь v1,n+1/2 так:

v1,n+1/2 = Sθnv1,n +RTG,

где

G = ∂tϕn+1/2 − (Sθnv1,n)|x1=0

+

3∑
j=2

(
(vaj + vj,n+1/2)∂jϕn+1/2 + vj,n+1/2∂jϕ

a
)∣∣
x1=0

и RT : Hs(∂ΩT ) −→ Hs+1(ΩT ) — «поднимающий» оператор с гра-
ницы на всю область ((RTu)|x1=0 = u, см. [13]). Чтобы оценить
v1,n+1/2 − Sθnv1,n, мы используем разложения

G = SθnB1(Un|x1=0, ϕn)− ∂t(1− Sθn)ϕn + (1− Sθn)∂tϕn

+

3∑
j=2

(
(vaj + Sθnvj,n)∂jSθnϕn

− Sθn((vaj + vj,n)∂jϕn) + (Sθnvj,n)∂jϕ
a − Sθn(vj,n∂jϕ

a)
)∣∣
x1=0

и

B1(Un|x1=0, ϕn) = Bv(Un−1|x1=0, ϕn−1) + ∂t(δϕn−1)

+

3∑
j=2

(
(vaj + vj,n−1)∂j(δϕn−1) + δvj,n−1∂j(ϕ

a + ϕn)− δv1,n−1

)∣∣
x1=0

,

где B1 обозначает первую строку в граничном операторе B в (3.64).
Используя c) из (Hn−1), получаем
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‖RT (SθnB1(Un−1|x1=0, ϕn−1))‖Hs(ΩT )

≤ C‖SθnB1(Un−1|x1=0, ϕn−1)‖Hs(∂ΩT )

≤

{
Cθs−αn ‖B1(Un−1|x1=0, ϕn−1)‖Hα(∂ΩT ) для s ∈ [α, α̃+ 3],

C‖B1(Un−1|x1=0, ϕn−1)‖Hs+1(∂ΩT ) для s ∈ [3, α− 1]

≤ Cδθs−αn

для s ∈ [3, α̃+ 3]. Используя (3.66) и a) из (Hn−1), оцениваем:

‖RT (Sθn∂t(δϕn−1))‖Hs(ΩT ) ≤ C‖Sθn∂t(δϕn−1)‖Hs(∂ΩT )

≤ Cθs−2
n ‖δϕn−1‖H3(∂ΩT ) ≤ Cθs−2

n δθ2−α
n−1θ

−1
n−1 ≤ Cδθs−α−1

n

для s ∈ [3, α̃+ 3]. Мы также получаем

‖RT
(
Sθn((vaj + vj,n−1)|x1=0 ∂j(δϕn−1))

)
‖Hs(ΩT )

≤ Cθs−3
n ‖(vaj + vj,n−1)|x1=0 ∂j(δϕn−1)‖H3(∂ΩT )

≤ Cθs−3
n

{
‖δϕn−1‖H4(∂ΩT )‖Ua + Un−1‖H3(ΩT )

+‖δϕn−1‖H3(∂ΩT )‖Ua+Un−1‖H7(ΩT )

}
≤ Cθs−3

n δθ2−α
n C∗ ≤ Cδθs−α−1

n

для j = 2, 3 и s ∈ [3, α̃+ 3]. Оценивая аналогично остальные слагае-
мые в RT (SθnB1(Un|x1=0, ϕn)), мы окончательно получаем, что

‖RT (SθnB1(Un|x1=0, ϕn))‖Hs(ΩT ) ≤ Cδθs−αn , s ∈ [3, α̃+ 3].

Теперь нам нужно вывести оценки для остальных слагаемых в
RTG. Для s ∈ [α, α̃+ 3] имеем

‖RT (−∂t(1− Sθn)ϕn + (1− Sθn)∂tϕn)‖Hs(ΩT )

≤ C
{
‖∂t(Sθnϕn)‖Hs(∂ΩT ) + ‖Sθn(∂tϕn)‖Hs(∂ΩT )

}
≤ C

{
‖Sθnϕn‖Hs+1(∂ΩT ) + θs−αn ‖ϕn‖Hα+1(∂ΩT )

}
≤ Cδθs+1−α

n ,

в то время как для s ∈ [3, α̃− 1] получаем (напомним, что α̃ = α+ 3)

‖RT (∂t(1− Sθn)ϕn)
∥∥
Hs(ΩT )

≤ Cδθs+1−α
n ,

‖RT ((1− Sθn)∂tϕn)‖Hs(ΩT ) ≤ Cθs−αn ‖ϕn‖Hα+1(∂ΩT ) ≤ Cδθs+1−α
n .
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Здесь мы, в частности, использовали лемму 3.8. Мы не будем полу-
чать оценки для остальных слагаемых в RTG и оставляем соответ-
ствующие вычисления читателю. Собирая все оценки, окончательно
получаем:

‖v1,n+1/2 − Sθnv1,n‖Hs(ΩT ) ≤ Cδθs+1−α
n , s ∈ [3, α̃+ 3],

что эквивалентно (3.88). �

Оценка вторых подстановочных ошибок. Вторые подстановоч-
ные ошибки

e′′′k = L′(SθkUk, SθkΨk)(δUk, δΨk)− L′(Uk+1/2,Ψk+1/2)(δUk, δΨk)

и

ẽ′′′k =
(
B′(SθkUk, Sθkϕk)(δUk, δϕk)−B′(Uk+1/2, ϕk+1/2)(δUk, δϕk)

)
|x1=0

можно переписать так:

e′′′k =

∫ 1

0

L′′
(
Ua + Uk+1/2 + τ(SθkUk − Uk+1/2),

Ψa + SθkΨk)
(
(δUk, δΨk), (SθkUk − Uk+1/2, 0)

)
dτ, (3.89)

ẽ′′′k = B′′
(
(δUk|x1=0, δϕk), ((SθkUk − Uk+1/2)|x1=0, 0)

)
. (3.90)

Используя (3.89) и (3.90), приходим к следующему результату.

Лемма 3.11. Пусть α ≥ 4. Существуют достаточно малые δ > 0,
T > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
k = 0, . . . n− 1 и для всех s ∈ [3, α̃− 1] имеем

‖e′′′k ‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2θ
L3(s)−1
k ∆k (3.91)

и ẽ′′′k = 0, где L3(s) = max{(s+ 1− α)+ + 8− 2α, s+ 5− 2α}.

Доказательство. С учетом леммы 3.8 и утверждения 3.3 получаем
оценку
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sup
τ∈[0,1]

〈〈(Ua + Uk+1/2 + τ(SθkUk − Uk+1/2), ϕa + Sθkϕk)〉〉
3
≤ 2C∗

для достаточно малого числа δ, т.е. мы можем применять утвержде-
ние 3.2. Аналогично получаем

〈〈(Ua + Uk+1/2 + τ(SθkUk − Uk+1/2), ϕa + Sθkϕk)〉〉
s+1

≤ C
{
C∗ + δθs+2−α

k + δθ
(s+1−α)++1
k

}
≤ Cδθ(s+1−α)++1

n .

Используя утверждение 3.2, выводим (3.91):

‖e′′′k ‖Hs(ΩT ) ≤ C
{
δθ

(s+1−α)++1
k δθ2−α

k ∆kδθ
4−α
k + δθs+−αk ∆kδθ

4−α
k

+ δθ2−α
k ∆kδθ

s+2−α
k

}
≤ Cδ2θ

L3(s)−1
k ∆k.

Используя точный вид B′′, легко получаем ẽ′′′k = 0. �

Оценка последнего «ошибочного» члена. Оценим теперь по-
следнюю ошибку

Dk+1/2δΨk =
δΨk

∂1(Φa + Ψn+1/2)
Rk,

где Rk = ∂1

{
L(Ua + Uk+1/2,Ψ

a + Ψk+1/2)
}
. Заметим, что

|∂1(Φa + Ψn+1/2)| = |1 + ∂1(Ψa + Ψn+1/2)| ≥ 1/2

при условии, что T и δ достаточно малые.

Лемма 3.12. Пусть α ≥ 5. Существуют достаточно малые δ > 0,
T > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
k = 0, . . . n− 1 и всех целых s ∈ [3, α̃− 2] имеем

‖Dk+1/2δΨk‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2θ
L(s)−1
k ∆k, (3.92)

где L(s) = max{(s+2−α)+ +8−2α, (s+1−α)+ +9−2α, s+6−2α}.
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Доказательство. Используя неравенства типа Мозера (см. гл. 1) и
вложение Соболева, получаем

‖Dk+1/2δΨk‖Hs(ΩT ) ≤ C
{
‖δϕk‖Hs(∂ΩT )‖Rk‖H3(ΩT )

+ ‖δϕk‖H3(∂ΩT )

(
‖Rk‖Hs(ΩT ) + ‖Rk‖H3(ΩT )‖ϕa

+ ϕk+1/2‖Hs(∂ΩT )

)}
(3.93)

(заметим, что ‖∂1(Ψa + Ψn+1/2)‖Hs(ΩT ) ≤ C‖ϕa + ϕk+1/2‖Hs(∂ΩT )).
Чтобы оценить Rk, используем разложение

L(Ua + Uk+1/2,Ψ
a + Ψk+1/2) = L(Uk,Ψk)− fa

+ L(Ua + Uk+1/2,Ψ
a + Ψk+1/2)− L(Ua + Uk,Ψ

a + Ψk)

= L(Uk,Ψk)− fa +

∫ 1

0

L′
(
Ua + Uk + τ(Uk+1/2 − Uk),

Ψa + Ψk + τ(Ψk+1/2 −Ψk)
)
(Uk+1/2 − Uk,Ψk+1/2 −Ψk)dτ.

Ясно, что

‖R‖Hs(ΩT ) ≤ ‖L(Uk,Ψk)− fa‖Hs(ΩT )

+ sup
τ∈[0,1]

‖L′(. . .)(. . .)‖Hs+1(ΩT ) (3.94)

(для краткости мы не пишем аргументы L′). Из пункта b) в (Hn−1)
следует, что

‖L(Uk,Ψk)− fa‖Hs+1(ΩT ) ≤ 2δθs−αk (3.95)

для s ∈ [3, α̃− 3]. Мы оцениваем L′ аналогично L′′ (см. утверждение
3.2). Имеем

sup
τ∈[0,1]

〈〈(Ua + Uk + τ(Uk+1/2 − Uk), ϕa + ϕk + τ(ϕk+1/2 − ϕk))〉〉
3

≤ 2C∗

для достаточно малого числа δ. Тогда, опуская подробные вычисле-
ния, приходим к оценке
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‖L′(. . .)(. . .)‖Hs+1(ΩT ) ≤ Cδ(θs+3−α
k + θ

(s+2−α)++5−α
k )

для s ∈ [3, α̃− 3]. Эта оценка, (3.94) и (3.95) дают

‖R‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ(θs+3−α
k + θ

(s+2−α)++5−α
k ) (3.96)

для s ∈ [3, α̃− 3]. При s = α̃− 2 оцениваем так:

‖R‖Hs(ΩT ) ≤ ‖L(Ua + Uk+1/2,Ψ
a + Ψk+1/2)‖Hs+1(ΩT )

≤ C〈〈(Ua + (Uk+1/2 − SθnUk) + SθnUk, ϕ
a + Sθnϕk)〉〉

s+2

≤ Cδθs+3−α
k ,

т.е. получаем оценку (3.96) для s ∈ [3, α̃−2]. Используя затем (3.93),
получаем (3.92) при условии, что α ≥ 5. �

Сходимость итерационной схемы. Леммы 3.9–3.12 дают оцен-
ки для en и ẽn, которые были определены в (3.71) как суммы всех
ошибок на k-ом шаге.

Лемма 3.13. Пусть α ≥ 5. Существуют достаточно малые δ > 0,
T > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
k = 0, . . . n− 1 и всех целых s ∈ [3, α̃− 2] имеем

‖ek‖Hs(ΩT ) + ‖ẽk‖Hs(∂ΩT ) ≤ Cδ2θ
L(s)−1
k ∆k, (3.97)

где L(s) определено в лемме 3.12.

Замечание 3.4. В принципе, мы могли бы попытаться воспользо-
ваться преимуществом того факта, что в «подручной» оценке (3.34)
мы не теряем производных от правой части f относительно решения.
С этой целью в лемме 3.13 нам нужно было бы оценивать ошибки en
и ẽn отдельно. Однако это не уменьшит число производных, которые
мы теряем от начальных данных относительно решения в теореме
существования 3.1. Фактически, мы можем даже использовать гру-
бую версию оценки (3.34), в которой мы теряем одну производную
от f относительно решения. Строго говоря, именно она и является
«подручной» оценкой в смысле линейности по старшим нормам.
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Лемма 3.13 дает оценку суммарных ошибок En и Ẽn.

Лемма 3.14. Пусть α ≥ 7. Существуют достаточно малые δ > 0,
T > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что

‖En‖Hα+2(ΩT ) + ‖Ẽn‖Hα+2(∂ΩT ) ≤ Cδ2θn, (3.98)

где L(s) определено в лемме 3.12.

Доказательство. Можно проверить, что L(α + 2) ≤ 1, если α ≥ 7.
Из (3.97) следует, что

〈〈(En, Ẽn)〉〉α+2 ≤
n−1∑
k=0

〈〈(ek, ẽk)〉〉α+2 ≤
n−1∑
k=0

Cδ2∆k ≤ Cδ2θn

для α ≥ 7 и α+ 2 ∈ [3, α̃−2], т.е. α̃ ≥ α+ 4. Минимальное возможное
α̃ — это α+ 4, т.е. выбор α̃ = α+ 4 является подходящим. �

Получим теперь оценки для правых частей fn и gn, определенных
в (3.73).

Лемма 3.15. Пусть α ≥ 7. Существуют достаточно малые δ > 0,
T > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
целых s ∈ [3, α̃+ 1] имеем

‖fn‖Hs(ΩT ) ≤ C∆n

{
θs−α−2
n

(
‖fa‖Hα+1(ΩT ) + δ2

)
+ δ2θL(s)−1

n

}
, (3.99)

‖gn‖Hs(∂ΩT ) ≤ Cδ2∆n

(
θL(s)−1
n + θs−α−2

n

)
. (3.100)

Доказательство. Из (3.73) следует, что

fn = (Sθn − Sθn−1
)fa − (Sθn − Sθn−1

)En−1 − Sθnen−1.

Используя (3.66), (3.68), (3.97) и (3.98), получаем оценки

‖(Sθn − Sθn−1
)fa‖Hs(ΩT ) ≤ Cθs−α−2

n−1 ‖fa‖Hα+1(ΩT )∆n−1,

‖(Sθn − Sθn−1
)En−1‖|Hs(ΩT )

≤ Cθs−α−3
n−1 ‖En−1‖Hα+2(ΩT )∆n−1 ≤ Cδ2θs−α−2

n−1 ∆n−1,
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‖Sθnen−1‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2θL(s)−1
n ∆n−1.

С учетом неравенств θn−1 ≤ θn ≤
√

2θn−1, θn−1 ≤ 3θn и ∆n−1 ≤ 3∆n

из этих оценок выводим (3.99). Аналогично получаем (3.100). �

Мы теперь можем получить оценку решения задачи (3.69), ис-
пользуя «подручную» оценку (3.34). Тогда оценка для (δUn, δϕn)
следует из формулы (3.70).

Лемма 3.16. Пусть α ≥ 7. Существуют достаточно малые δ > 0,
T > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
целых s ∈ [3, α̃] имеем

‖δUn‖Hs(ΩT ) + ‖δϕn‖Hs(∂ΩT ) ≤ δθs−α−1
n ∆n. (3.101)

Доказательство. Не нарушая общности, мы можем взять констан-
ту K0 в оценке (3.34) так, что K0 = 2C∗, где C∗ — постоянная из
(3.60). Чтобы применить теорему 3.3, используя (3.77) и (3.88), мы
проверяем, что

‖Ua + Un+1/2‖H6(ΩT ) + ‖ϕa + Sθnϕn‖H6(∂ΩT ) ≤ 2C∗

для α ≥ 7 и достаточно малого числа δ, т.е. предположение (3.33)
выполняется для коэффициентов задачи (3.69). Применяя «подруч-
ную» оценку (3.34), для достаточно малого T имеем

‖δU̇n‖Hs(ΩT ) + ‖δϕn‖Hs(∂ΩT ) ≤ C
{
‖fn‖Hs(ΩT ) + ‖gn‖Hs+1(∂ΩT )

+
(
‖fn‖H3(ΩT ) + ‖gn‖H4(∂ΩT )

)(
‖Ua + Un+1/2‖Hs+3(ΩT )

+ ‖ϕa + Sθnϕn‖Hs+3(∂ΩT )

)}
. (3.102)

Используя неравенства типа Мозера, из формулы (3.70) получа-
ем, что

‖δUn‖Hs(ΩT ) ≤ ‖δU̇n‖Hs(ΩT ) + C
{
‖δϕn‖Hs(∂ΩT )

+ ‖δϕn‖H3(∂ΩT )‖ϕa + Sθnϕn‖Hs(∂ΩT )

}
.

Тогда (3.102) влечет
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‖δUn‖Hs(ΩT ) + ‖δϕn‖Hs(∂ΩT ) ≤ C
{
‖fn‖Hs(ΩT ) + ‖gn‖Hs+1(∂ΩT )

+
(
‖fn‖H3(ΩT ) + ‖gn‖H4(∂ΩT )

)(
‖Ua + Un+1/2‖Hs+3(ΩT )

+ ‖ϕa + Sθnϕn‖Hs+3(∂ΩT )

)}
(3.103)

для всех целых s ∈ [6, α̃]. Ниже мы будем использовать грубый вари-
ант оценки (3.103) (см. замечание 3.4). Используя лемму 3.16, (3.77)
и утверждение 3.3, из (3.103) выводим оценку

‖δUn‖Hs(ΩT ) + ‖δϕn‖Hs(∂ΩT ) ≤ C
{
θs−α−1
n

(
‖fa‖Hα+1(ΩT ) + δ2

)
+ δ2θL(s+1)−1

n

}
∆n + Cδ∆n

{
θ2−α
n

(
‖fa‖Hα+1(ΩT ) + δ2

)
+ δ2θ9−2α

n

}{
C∗ + θ(s+3−α)+

n + θs+4−α
n

}
. (3.104)

Можно убедиться в справедливости неравенств

L(s+ 1) ≤ s− α, (s+ 3− α)+ + 2− α ≤ s− α− 1,

(s+ 3− α)+ + 9− 2α ≤ s− α− 1,

s+ 6− 2α ≤ s− α− 1, s+ 13− 3α ≤ s− α− 1 (3.105)

для α ≥ 7 и s ∈ [3, α̃]. Таким образом, (3.104) и (3.62) влекут

‖δUn‖Hs(ΩT ) + ‖δϕn‖Hs(∂ΩT )

≤ C
(
δ0(T ) + δ2

)
θs−α−1
n ∆n ≤ δθs−α−1

n ∆n

для достаточно малых δ и T . �

Неравенство (3.101) является пунктом a) в (Hn). Осталось дока-
зать пункты b) и c) в (Hn).

Лемма 3.17. Пусть α ≥ 7. Существуют достаточно малые δ > 0,
T > 0 и достаточно большое число θ0 ≥ 1 такие, что для всех
целых s ∈ [3, α̃− 2]

‖L(Un,Ψn)− fa‖Hs(ΩT ) ≤ 2δθs−α−1
n . (3.106)

Причем для всех целых s ∈ [4, α] имеем
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‖B(Un|x1=0, ϕn)‖Hs(∂ΩT ) ≤ δθs−α−1
n . (3.107)

Доказательство. Можно показать, что

L(Un,Ψn)− fa = (Sθn−1
− I)fa + (I − Sθn−1

)En−1 + en−1. (3.108)

Для s ∈ [α+ 1, α̃− 2], используя (3.66), получаем

‖(I − Sθn−1
)fa‖Hs(ΩT )

≤ θs−α−1
n (C‖fa‖Hα+1(ΩT ) + ‖fa‖Hs(ΩT )) ≤ Cδ0(T )θs−α−1

n ,

в то время как для s ∈ [3, α+ 1], используя (3.67), имеем

‖(I − Sθn−1)fa‖Hs(ΩT ) ≤ Cθs−α−1
n−1 ‖fa‖Hα+1(ΩT ) ≤ Cδ0(T )θs−α−1

n .

Лемма 3.14 и (3.67) дают

‖(I − Sθn−1
)En−1‖Hs(ΩT ) ≤ Cθs−α−2

n−1 ‖En−1‖Hα+2(ΩT ) ≤ Cδ2θs−α−1
n

для 3 ≤ s ≤ α+ 2 = α̃− 2. Из (3.97) следует, что

‖en−1‖Hs(ΩT ) ≤ Cδ2θ
L(s)−1
n−1 ∆n−1 ≤ Cδ2θL(s)−2

n ≤ Cδ2θs−α−1
n .

Из выписанных оценок и разложения (3.108), выбирая T > 0 и δ > 0
достаточно малыми, получаем (3.106). Аналогично, используя раз-
ложение

B(Un|x1=0, ϕn) = (I − Sθn−1)Ẽn−1 + ẽn−1,

мы можем доказать оценку (3.107). �

Как следует из лемм 3.16 и 3.17, мы доказали, что из (Hn−1) сле-
дует (Hn) при условии, что α ≥ 7, α̃ = α + 4, постоянная θ0 ≥ 1
достаточно большая, а T > 0 и δ > 0 достаточно малые. Зафиксиру-
ем теперь константы α, δ и θ0 и докажем базис индукции (H0).

Лемма 3.18. Если время T > 0 достаточно малое, то имеет ме-
сто (H0).
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Доказательство. Напомним, что (U0, f0) = 0. Тогда по опреде-
лению аппроксимационного решения в лемме 3.7 состояние (Ua +
U0, ϕ

a+ϕ0) уже удовлетворяет (1.10), (3.8) и (3.12), т.е. из построения
в утверждении 3.3 следует, что (U1/2, ϕ1/2) = 0. Поэтому (δU̇0, δϕ0)
является решением линейной задачи (3.22)–(3.24) с коэффициентами
(Û , ϕ̂) = (Ua, ϕa) и правыми частями f = Sθ0f

a и g = 0. Предполо-
жение (3.33) выполнено благодаря (3.60) (напомним, что K0 = 2C∗).
Используя (3.34), получаем оценку

‖δU̇0‖Hs(ΩT ) + ‖δϕ0‖Hs(∂ΩT ) ≤ C‖Sθ0fa‖Hs+1(ΩT ).

Вместе с (3.63) и формулой (3.70) эта оценка влечет

‖δU0‖Hs(ΩT ) + ‖δϕ0‖Hs(∂ΩT ) ≤ C‖Sθ0fa‖Hs+1(ΩT )

≤ Cθ(s−α)+
0 δ0(T ) ≤ δθs−α−1

0 ∆0

для всех целых s ∈ [3, α̃] при условии, что T достаточно малое. Ана-
логично можно показать, что пункты b) и c) в (H0) выполнены для
достаточно малого времени T > 0. �

Доказательство теоремы 3.1. Рассмотрим начальные данные

(U0, ϕ0) ∈ Hm+7(R3
+)×Hm+7(R2),

удовлетворяющие всем предположениям теоремы 3.1. В частности,
они удовлетворяют условиям согласования вплоть до порядка µ =
m+ 7 включительно (см. определение 3.1). Тогда благодаря леммам
3.6 и 3.7 мы можем построить аппроксимационное решение

(Ua, ϕa) ∈ Hm+8(ΩT )×Hm+8(∂ΩT ),

удовлетворяющее (3.60). Из лемм 3.16–3.18 следует, что (Hn) выпол-
нено для всех целых n ≥ 0 при условии, что α ≥ 7, α̃ = α + 4,
постоянная θ0 ≥ 1 достаточно большая, а время T > 0 и постоянная
δ > 0 достаточно малые. В частности, (Hn) влечет
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∞∑
n=0

{
‖δUn‖Hm(ΩT ) + ‖δϕn‖Hm(∂ΩT )

}
≤ ∞.

Следовательно, последовательность (Un, ϕn) сходится в Hm(ΩT ) ×
Hm(∂ΩT ) к некоторому пределу (U,ϕ). Напомним, чтоm = α−1 ≥ 6.
Переходя к пределу в (3.106) и (3.107) с s = m, мы получаем (3.63)–
(3.65). Поэтому U = U+Ua, ϕ = ϕ+ϕa — решение задачи (3.7)–(3.9).
Таким образом, теорема 3.1 полностью доказана.
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Приложение А

Функциональные
пространства

В этом приложении мы напоминаем определения и основные
свойства функциональных пространств, которые используются в по-
собии. В частности, мы даем определение пространств Соболева и
напоминаем основную теорему вложения. В принципе, информация
справочного характера, содержащаяся ниже, достаточна для пони-
мания материала пособия, а для более глубокого изучения рассмат-
риваемых здесь функциональных пространств мы отсылаем читате-
ля к монографиям [5, 6–8, 10] и ссылкам внутри них.

Пусть далее Ω — ограниченное или неограниченное множество
из Rd. В пособии в качестве Ω обычно рассматриваются множества
[0, T ], Rn, [0, T ]×Rn, [0, T ]×Rn+ и т.д. (Rn+ = {x = (x1, x

′) ∈ Rn : x1 >
0, x′ ∈ Rn−1}).

1) Пространство Lp = Lp(Ω) при 1 ≤ p <∞ определяется так:

Lp(Ω) =
{
u :

∫
Ω

|u|pdx <∞
}
, ‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

.

Заметим, что пространство интегрируемых с квадратом функций L2

является гильбертовым пространством со скалярным произведением

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

(u, v)dx.

Здесь ( , ) — скалярное произведение вектор-функций.

2) Пространство L∞(Ω) — пространство ограниченных на Ω функ-
ций:
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L∞(Ω) =
{
u : sup

Ω
|u| <∞

}
, ‖u‖L∞(Ω) = sup

Ω
|u|.

3) Пространство C∞0 (Ω) — пространство бесконечно дифференци-
руемых функций с компактным носителем, т.е.

C∞0 (Ω) = {u ∈ C∞(Ω) : suppu — компакт в Ω, suppu ⊂ Ω\∂Ω} .

Подчеркнем, что носитель функции из C∞0 (Ω) лежит во внутренно-
сти множества Ω. Отсюда следует, что даже если само множество Ω
является компактом, по определению предполагается, что функции
из C∞0 (Ω) равны нулю на его границе. Например, для u ∈ C∞0 ([0, T ])
имеем u(0) = u(T ) = 0. В теории обобщенных функций используется
обозначение D = C∞0 .

4) Пространство D ′(Ω) — пространство обобщенных функций на Ω.
Напомним определение обобщенной функции.

Определение А.1. Обобщенной функцией f на множестве Ω на-
зывается всякий непрерывный линейный функционал (f, ϕ) на про-
странстве основных функций D(Ω). Регулярной обобщенной функ-
цией, порожденной локально интегрируемой функцией f ∈ Lloc(Ω),
называется функционал вида

(f, ϕ) =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx ∀ ϕ ∈ D(Ω)

(если f и ϕ — вектор-функции, то произведение этих функций под
интегралом понимается в смысле скалярного произведения).

5) Пространство Соболева W l
p(Ω) определяется так:

W l
p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) :

обобщенные производные ∂αu ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ l
}
,

‖u‖W l
p(Ω) =

∑
|α|≤l

‖∂αu‖Lp(Ω).

Напомним также определение обобщенной производной.
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Определение А.2. Обобщенной производной ∂αf функции f ∈
Lloc(Ω) называется такая функция из Lloc(Ω), что∫

Ω

f(x)∂αϕ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

∂αf(x)ϕ(x)dx ∀ ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Обобщенную производную можно также рассматривать как такую
регулярную обобщенную функцию, что

(∂αf, ϕ) = (−1)|α|(f, ∂αϕ) ∀ ϕ ∈ D(Ω).

6) Пространство Соболева

Hs(Ω) = W s
2 (Ω)

является гильбертовым пространством. В пособии мы имеем дело
только с пространствами Соболева Hs. Для Hs важен тот факт, что
пространство C∞0 всюду плотно в Hs (в частности, в L2 = H0). Кро-
ме того, в Hs(Rn) можно использовать эквивалентную норму

‖u‖2Hs(Rn) =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ,

где

û(ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn
e−i(ξ,x)u(x)dx

— преобразование Фурье функции u. Напомним, что преобразование
Фурье функции из L2 определяется как предел в L2 преобразования
Фурье соответствующей аппроксимирующей последовательности из
пространства Шварца бесконечно дифференцируемых быстро убы-
вающих функций S (Rn). Для доказательства эквивалентности норм
используется, в частности, равенство Парсеваля

‖u‖L2(Rn) = ‖û‖L2(Rn).

На самом деле, можно определить пространство Соболева Hs для
ненатуральных s, т.е. для произвольного s ∈ R, как пространство
функций, ограниченных по выписанной эквивалентной норме.

7) Пространство W l
∞(Ω) определяется так:
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W l
∞(Ω) =

{
u ∈ L∞(Ω) : ‖∂αu‖L∞(Ω) <∞ ∀ |α| ≤ l

}
,

‖u‖W l
∞(Ω) =

∑
|α|≤l

‖∂αu‖L∞(Ω).

8) Пространство B1(Ω1, B2(Ω2)) определяется как пространство
функций u(y1, ·) ∈ B1(Ω1) со значениями в B2(Ω2). Например, про-
странство

C1([0, T ], Hs(Rn))

есть пространство функций u(t, ·) ∈ C1([0, T ]) со значениями в
Hs(Rn). При этом норма в этом пространстве определяется так:

‖u‖C1([0,T ],Hs(Rn)) = sup
t∈[0,T ]

(
‖u(t)‖Hs(Rn) + ‖∂tu(t)‖Hs(Rn)

)
.

Прежде чем сформулировать теорему вложения Соболева, на-
помним само определение вложения.

Определение А.3. Линейное нормированное пространство B1 вло-
жено в линейное нормированное пространство B2 (пишем B1 ⊂ B2),
если

∀ u ∈ B1 ⇒ u ∈ B2,

‖u‖B2 ≤ c‖u‖B1 , 0 < c = const <∞ ∀ u ∈ B1.

Теорема А.1 (теорема вложения Соболева). Имеет место
вложение

Hs(Ω) ⊂ Ck(Ω), если s >
d

2
+ k,

где d = dim Ω (мы здесь не описываем, каким требованиям обязано
удовлетворять множество Ω, но примеры областей, приведенные
в начале этого приложения, являются подходящими).

Понятно, что также имеет место вложение Hs(Ω) ⊂ W k
∞(Ω) при

s > d
2 + k. В силу теоремы вложения под пространством H∞(Ω)

естественно понимать пространство бесконечно дифференцируемых
функций на Ω, частные производные которых любого порядка при-
надлежат L2(Ω).

Наконец, напомним теорему о следе. В пособии она нам нужна
для Ω = Rn+ (см. начало приложения) с границей x1 = 0.
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Теорема А.2 (о следе). Пусть s ∈ R и s > 1/2. Оператор следа

T : C∞(0)(R
n
+)→ C∞0 (Rn−1),

действующий по правилу (T u)(x′) = u(0, x′), единственным обра-
зом продолжается на непрерывный линейный оператор (снова обо-
значаемый как T ) из Hs(Rn+) в Hs− 1

2 (Rn−1). При этом имеет ме-
сто оценка

‖u|x1=0‖Hs−1/2(Rn−1) = ‖T u‖Hs−1/2(Rn−1) ≤ Cs‖u‖Hs(Rn+).

Здесь Cs > 0 — постоянная, зависящая от s, а C∞(0)(R
n
+) — про-

странство ограничений функций из C∞0 (Rn) на Rn+. Для прост-
ранств Соболева с натуральными индексами выше необходимо за-
менить s− 1

2 на s− 1. При этом имеет место «грубый» вариант
оценки следа

‖u|x1=0‖Hs−1(Rn−1) ≤ Cs‖u‖Hs(Rn+).

В пособии мы используем пространства Соболева только для на-
туральных индексов. Поэтому, ссылаясь на теорему о следе, мы все-
гда имеем в виду «грубый» вариант оценки следа функции на гра-
нице.

111



Приложение Б

Три теоремы
функционального анализа

В этом приложении мы напоминаем три теоремы функциональ-
ного анализа (см., например, [6]), которые нам необходимы для дока-
зательства существования решений линейных и нелинейных задач.
Прежде всего, это теорема Банаха о неподвижной точке. Вспомним
вначале определение сжимающего отображения.

Определение Б.1. Отображение T : B → B, где B — банахово
пространство с метрикой d, называется сжимающим отображени-
ем, если существует q, 0 ≤ q < 1, такое, что

d(Tx, Ty) ≤ q d(x, y) ∀ x, y ∈ B.

Теорема Б.1 (Банаха о неподвижной точке). Пусть K —
замкнутое подмножество банахова пространства B и пусть T :
K → K — сжимающее отображение. Тогда существует единствен-
ное z ∈ K такое, что T (z) = z.

Для доказательства существования слабых решений линейных
задач (в пособии рассматривается случай задачи Коши) необходимо
вспомнить теорему Хана–Банаха и теорему Рисса о представлении
непрерывного линейного функционала. Для этого напомним вначале
определение ограниченного линейного функционала.

Определение Б.2. Пусть V — векторное пространство и p : V →
R+ — полунорма. Линейный функционал f : V → K называется
ограниченным, если существует такая константа C ∈ R+, что
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|f(u)| < C p(u) ∀u ∈ V.

Если f — линейный ограниченный функционал, то норма ‖f‖ опре-
деляется так:

‖f‖ = sup
u∈V
{|f(u)| : p(u) = 1} .

Теорема Б.2 (Хана–Банаха). Пусть f : U → K — ограниченный
линейный функционал на подпространстве U векторного простран-
ства V и пусть ‖f‖U — норма f , ассоциированная с ограничени-
ем полунормы на U. Тогда существует ограниченное продолжение
F : V → K (на все пространство V ) с той же нормой, т.е.

‖F‖V = ‖f‖U .

Теорема Б.3 (Рисса о представлении непрерывного линейно-
го функционала). Для каждого непрерывного линейного функци-
онала f на гильбертовом пространстве H существует такое един-
ственное u ∈ H, что

f(x) = (x, u)H ∀ x ∈ H,

где ( , )H — скалярное произведение в H.
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