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1. Цели освоения дисциплины  
 
     Дисциплина «Уравнения математической физики» реализует общие цели ООП в части 
подготовки выпускников в области математических и естественнонаучных знаний для 
успешного выполнения разработок, ориентированных на научные исследования и их 
приложения. 
      Цели освоения дисциплины обучающимися - научиться использовать предметную 
теорию при изучении дисциплин профессионального цикла и выработать правильные 
представления о связи абстрактных математических моделей с реальными процессами. 

Овладение материалом курса означает, во-первых, освоение слушателями основных 
положений теории и, во-вторых, умение применить изученные методы при решении 
задач, аналогичных рассмотренным в курсе.  

Основная цель преподавания дисциплины состоит в обучении правилам постановок 
задач для уравнений с частными производными (в основном, второго порядка) и для 
систем уравнений с частными производными первого порядка, а также в обучении 
основным методам решения правильно поставленных задач. Важно кроме того 
выработать у обучающихся устойчивые навыки правильного математического 
моделирования реальных физических процессов. 
 
2. Место дисциплины в структуре образовательной программы 
 
    Дисциплина входит в базовую часть профессионального цикла образовательной 
программы бакалавра. Дисциплина «Уравнения математической физики» опирается на 
следующие дисциплины образовательной программы: 

 Линейная алгебра и аналитическая геометрия; 
 Математический анализ; 
 Обыкновенные дифференциальные уравнения; 
 Теория функций комплексной переменной. 
Результаты освоения дисциплины «Уравнения математической физики» используются 

в следующих дисциплинах образовательной программы: 
 Численные методы; 
 Математическое моделирование; 
 Физика; 
 Функциональный анализ. 

 
3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисциплины 

 
 Общекультурные компетенции: ОК-6, ОК-7, ОК-8, ОК-10, ОК-11, ОК-12; 
 Профессиональные компетенции: ПК-8, ПК-9, ПК-10, ПК-13, ПК-22 

. 
В результате освоения дисциплины обучающийся должен: 

 уметь выводить, а также классифицировать основные уравнения и системы 
уравнений математической физики, 

 уметь правильно ставить и решать задачу Коши и смешанные краевые задачи для 
уравнений второго порядка гиперболического типа (волновое уравнение), 

 уметь правильно ставить и решать задачу Коши и смешанные краевые задачи для 
уравнений второго порядка параболического типа (уравнение теплопроводности), 

 уметь правильно ставить и решать краевые задачи Дирихле и Неймана для 
уравнений второго порядка эллиптического типа (уравнения Лапласа и Пуассона), 



 владеть сопутствующими вопросами теории обобщенных функций и теории 
специальных функций. 

 
4. Структура и содержание дисциплины 
 
Общая трудоемкость дисциплины составляет 8 зачетных единиц. Распределение учебных 
часов по разделам дисциплины представлено в таблице.  
 
 
 

Виды учебной работы, 
включая самостоятельную 

работу студентов и  
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 (в часах) 
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Формы текущего контроля 
успеваемости  

(по неделям семестра) 
Форма промежуточной 

аттестации  
(по семестрам) 

1.  
Некоторые уравнения и системы 
математической физики. 
 

5 1 3 4 7    

2. Системы дифференциальных уравнений 
и их характеристические поверхности. 

5 2 2 4 6    

3. Классификация и приведение к 
каноническому виду линейных 
уравнений и их характеристические 
поверхности. 
 

5 3 4 4 8    

4. Задачи для волнового уравнения. 5 5 6 4 10    

5. Интегралы энергии для решений 
волнового уравнения. 
 

5 8 2 2 4    

6. Свойства решений волнового 
уравнения. 
 

5 9 2 2 4    

7.  5 7    2  контрольная  
8. Понятие о корректных и некорректных 

задачах математической физики. 
 

5 10 4 2 6    

9. Метод Фурье для уравнений второго 
порядка. 
 

5 11 4 6 10    

10. Задача Коши для уравнения  
теплопроводности. 
 

5 13 4 4 8    

11. Обобщенные функции и решения задач 
математической физики 
 

5 15 5 2 6    

12.  5 16 
 

   2  контрольная  

13.  5 17 
 

    2 зачет 

14. Решения уравнений Лапласа и Пуассона
 

6 1 2 2 4    

15. Функция Грина задачи Дирихле. 
 

6 2 2 2 4    

16. Свойства гармонических функций. 
 

6 3 2 2 4    

17. Уравнение Лапласа в ортогональных 
криволинейных координатах. 

6 4 2 4 6    



 
18.  

 
 

6 4 
 

   2  контрольная  

19. Сферические функции в многомерном 
пространстве. 
 

6 5 4 0 4    

20. Обобщенное дифференцирование. 
 

6 6 2 2 4    

21. Операция усреднения. 
 

6 7 2 2 4    

22. Пространства Соболева. 
 

6 8 2 6 8    

23. Вариационный подход к решению 
задач Дирихле и Неймана. 
 

6 9 2 4 6    

24. Предмет и эффекты теории 
нелинейных волн. 
 

6 10 4 2 6    

25. Метод обратной задачи для 
уравнения КДФ: введение. 
 

6 11 2 2 4    

26. Метод обратной задачи для 
уравнения КДФ: обоснование. 
  

6 12 2 2 5    

27. Солитонные решения уравнения 
КДФ. 
 

6 13 2 2 4    

28. Нелинейные волны в средах с
диссипацией: уравнение Бюргерса.  

6 14 2 2 4    

29.  6 15     8 Консультация, 
Экзамен 

  Всего 
 

 68 68 136 6 10  

 
Лекции. 
 

      ТЕМА 1: Вывод уравнения малых поперечных колебаний струны. Понятие о 
начальных данных и краевых условиях. Вывод системы уравнений гидродинамики, 
уравнения теплопроводности, стационарный случай.  
        
       ТЕМА 2: Общий вид линейных и квазилинейных систем дифференциальных 
уравнений. Характеристический полином, характеристическое направление, уравнение 
конуса характеристических нормалей, определение характеристической поверхности 
системы. Системы уравнений первого порядка. Симметрические гиперболические 
системы. Система уравнений акустики. Одномерная система уравнений газодинамики.  

 
ТЕМА 3: Общий вид линейного уравнения второго порядка, уравнения конуса 

характеристических нормалей и характеристик. Тип уравнения в точке и области, 
канонический вид уравнения с постоянными коэффициентами. Линейные уравнения в 
случае двух независимых переменных. Приведение к каноническому виду.  

 
ТЕМА 4: Формула общего решения одномерного уравнения, ее графическая 

интерпретация. Формула Даламбера. Принцип Дюамеля. Задача в квадранте с простейшим 
краевым условием. Использование формулы Даламбера для решения смешанной задачи. 
Задача Коши для трехмерного волнового уравнения с данными на плоскости 0t  . 
Сферическое среднее, формула Кирхгофа. Вывод формулы Пуассона методом спуска 
Адамара. Принцип Гюйгенса.  



 
     
        ТЕМА 5: Конические   характеристические   поверхности   многомерного   волнового 
уравнения. Энергетическая оценка. Единственность решения задачи Коши. Принцип 
конечной зависимости решений от начальных условий.  

 
ТЕМА 6: Единственность решения смешанной задачи с нулевыми краевыми 

условиями. Закон сохранения энергии. Принцип Дюамеля, запаздывающий потенциал. 
Сферические, цилиндрические и плоские волны.  

 
ТЕМА 7: Примеры и определение корректных задач. Некорректность задачи Коши для 

волнового уравнения с данными на плоскости 0x  . Пример Адамара для системы Коши-
Римана. Теорема Коши-Ковалевской. Критерий корректности задачи Коши для линейного 
дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами и данными на плоскости. 
Корректность задачи Коши для волнового уравнения с данными на плоскости.  

 
ТЕМА 8: Постановка смешанной задачи для гиперболического уравнения второго 

порядка. Схема метода Фурье. Свободные колебания прямоугольной мембраны. 
Свободные колебания круглой мембраны.  

 
ТЕМА 9: Постановка задачи Коши. Инвариантность множества решений уравнения 

теплопроводности относительно специальных преобразований плоскости. 
Фундаментальное решение уравнения теплопроводности. Интеграл Пуассона. Пример 
Ковалевской. Принцип максимума. Единственность решения задачи Коши в классе 
ограниченных функций. Класс ( )M T ,  теорема Тихонова. Принцип Дюамеля.  

 
ТЕМА 10: Пространство распределений на финитных бесконечно дифференцируемых 

функциях. Пространство обобщенных функций медленного роста. Преобразование Фурье 
обобщенных функций. Обобщенные решения дифференциальных уравнений. Фун-
даментальные решения дифференциальных операторов.  

 
ТЕМА 11: Гармонические функции, фундаментальное решение уравнения Лапласа. 

Формулы Грина. Лемма об интегральном представлении произвольной гладкой функции 
суммой потенциалов. Определение ньютоновского потенциала, потенциалов простого и 
двойного слоев. Простейшие свойства гармонических функций. Теорема о среднем. 
Принцип максимума. Постановки основных краевых задач для уравнения Лапласа. 
Единственность решения задачи Дирихле.  

 
ТЕМА 12: Определение функции Грина задачи Дирихле, теорема об интегральном 

представлении гладкого решения через функцию Грина. Построение функции Грина для 
шара методом изображений. Внутренняя задача Дирихле для шара. Интеграл Пуассона.  

 
ТЕМА 13: Лемма о гармоничности функции, удовлетворяющей теореме о среднем. 

Первая теорема Гарнака. Неравенства Гарнака. Вторая теорема Гарнака. Теорема 
Лиувилля. Внешняя задача Дирихле для шара. Лемма о поведении гармонической 
функции на бесконечности. Теоремы единственности решения внутренней и внешней 
задач Неймана.  

 
ТЕМА 14: Преобразование оператора Лапласа при переходе к криволинейным 

координатам. Определение и свойства многомерных сферических координат. Уравнение 
Лапласа в сферических координатах.  

 



ТЕМА 15: Решения задачи на собственные значения для угловой части оператора 
Лапласа. Ортогональность сферических гармоник разного порядка. След шарового 
многочлена на единичной сфере. Теорема о представлении Гаусса. Полнота 
последовательности сферических функций, соответствующих шаровым многочленам. 
Теорема о последовательности собственных чисел угловой части оператора Лапласа. 
Сферические гармоники в трехмерном пространстве. Базис в пространстве сферических 
гармоник данного порядка. Теорема об ограниченных решениях уравнения Лежандра. 
Присоединенные функции Лежандра.  

 
ТЕМА 16: Локально суммируемые функции. Пространства , , ( )pL  ( )C  0 ( )C  . 

Регулярная обобщенная производная данного порядка от локально суммируемой 
функции. Лемма дю Буа-Реймонда. Функция, имеющая обобщенную производную, но не 
дифференцируемая в обычном смысле. Свойства оператора обобщенного 
дифференцирования. Слабая замкнутость оператора обобщенного дифференцирования.  

 
ТЕМА 17: Ядра усреднения. Средняя функция, ее свойства. Теорема о сходимости 

средних функций к исходной в равномерной норме. Теорема о невозрастании нормы в 
( )pL Q  при усреднении. Сходимость средних к исходной функции по норме ( )pL Q . Лемма 

о перестановочности операторов обобщенного дифференцирования и взятия средней 
функции.  

 
ТЕМА 18: Определение и свойства пространства Соболева . Эквивалентные 

нормировки. Теорема о продолжимости через гладкую границу с сохранением класса. 
Теорема о плотности бесконечно дифференцируемых функций в пространстве Соболева. 
След функции из пространства Соболева на гладкой границе области.  

( ) ( )m
pW Q

 
ТЕМА 19: Множество допустимых функций, заданных на границе области. Интеграл 

Дирихле. Постановка обобщенной задачи Дирихле и соответствующей вариационной 
задачи. Единственность решения вариационной задачи. Теорема о минимизирующей 
последовательности. Теорема о гармоничности решения вариационной задачи. 
Единственность решения обобщенной задачи Дирихле. Принцип Дирихле. Пример 
Адамара недопустимой функции. Постановка обобщенной задачи Неймана. Теорема 
существования слабого решения задачи Неймана. Теорема о слабом решении задачи 
Неймана класса .  2 ( )C 

 
ТЕМА 20: Предмет теории нелинейных волн, примеры. Эффекты, характерные для 

теории нелинейных волн. Дисперсия волн: дисперсионное соотношение для линейных 
уравнений и систем, примеры, размывание профиля волны в среде с дисперсией, 
нелинейный случай. Разрушение волны: задача Коши для уравнения простых волн, ее 
решение методом характеристик. Обобщенное решение уравнения простых волн. Условия 
на разрыве и поиск точки разрыва. 

 
ТЕМА 21: Канонический вид и законы сохранения уравнения КдФ. Постановки 

прямой и обратной задач рассеяния. Схема решения задачи Коши для уравнения КдФ 
методом обратной задачи. 

 
ТЕМА 22: Свойства одномерного оператора Шредингера с быстроубывающим 

потенциалом. Определение пары Лакса. Критерий унитарной эквивалентности реализаций 
оператора Шредингера при разных значениях времени. Примеры операторов, образующих 
пары Лакса. Следствия о собственных числах. Уравнение для собственных функций 
оператора с постоянными во времени собственными числами. Зависимость от времени 



данных рассеяния в случае быстроубывающего потенциала. Функции Йоста. Матрица 
рассеяния, связь ее элементов с коэффициентами отражения и прохождения. Связь между 
потенциалом и ядром в треугольном представлении первой функции Йоста. Связь ядра в 
треугольном представлении первой функции Йоста с данными рассеяния (уравнение 
ГЛМ). 

 
 
ТЕМА 23: Задача Коши для уравнения КдФ со специальными начальными данными 

(постановка, решение прямой задачи рассеяния с начальным потенциалом, зависимость 
данных рассеяния от времени). Построение и решение уравнения Гельфанда-Левитана-
Марченко для положительного значения временной переменной. Определение солитона, 
качественный характер взаимодействия двух солитонов. Общий вид решения уравнения 
КдФ типа безотражательного потенциала. Определение N-солитонного решения 
уравнения КдФ. Асимптотика такого решения на бесконечности. 

 
ТЕМА 24: Точные решения уравнения Бюргерса. Преобразование Коула–Хопфа. 

Поведение решений уравнения Бюргерса при малой вязкости. Стационарная ударная 
волна.  

 
Семинары 
 
     На семинары отводится то же количество часов, что и на лекции. Это подтверждает  
практическую направленность курса.  
    Содержание семинарских занятий соответствует разделам лекционного материала. 
Каждое семинарское занятие предусматривает как выполнение заданий теоретического 
плана для проверки степени освоения лекционного материала, так и выполнение заданий 
для овладения навыками и методами, необходимыми при решении практических задач. 
 
        Рекомендуемые темы семинарских занятий: 
 
Уравнения с частными производными первого порядка, задача Коши. Уравнение 
Гамильтона ─ Якоби (2 занятия). 
 
Классификация уравнений и систем, характеристические поверхности. (1занятие.) 
Приведение к каноническому виду уравнений и систем. Общее решение. (2 занятия.) 
 
Одномерное волновое уравнение, задача Коши, формула Даламбера, принцип Дюамеля, 
задачи в квадранте. (1 занятие.) Многомерное волновое уравнение, его характеристики, 
задача Коши, формулы Кирхгофа и Пуассона, принцип Дюамеля. (1 занятие.) 
 
Корректность задач математической физики. Пример Адамара. (1 занятие.) 
 
Смешанная задача для уравнений гиперболического и параболического типов. Решение 
методом Фурье. (3 занятия.) 
 
Уравнение теплопроводности, задача Коши, формула Пуассона, принцип Дюамеля, 
принцип максимума. (1 занятие.) 
 
Пространство обобщенных функций действия с обобщенными функциями. 
Фундаментальные решения линейных дифференциальных операторов с постоянными 
коэффициентами. (2 занятия.) 
 



Краевые задачи для уравнения Лапласа. Метод разделения переменных (квадрат, круг, 
кольцо). (1 занятие.) 
 
Уравнение Лапласа в ортогональных криволинейных координатах, коэффициенты Ламе. 
Уравнение Лапласа в сферических координатах, сферические гармоники. Уравнение 
Лапласа в цилиндрических координатах. (2 занятия.) 
 
Функция Грина. Метод изображений. (1 занятие.) 
 
Свойства гармонических функций (формула Пуассона, теорема о среднем, неравенства 
Гарнака, теорема Лиувилля). (1 занятие.) 
 
Смешанная задача для гиперболических систем с двумя переменными: постановка, 
приходящие и уходящие характеристики, соответствующие им римановы инварианты, 
интеграл энергии, диссипативные краевые условия, априорные оценки. (3 занятия.)  
 
Функциональные пространства ( )pL  , Lloc, 0 ( )C  . Регулярная обобщенная производная 

локально суммируемой функции. Пространства Соболева. (1 занятие) 

 
Ядра усреднения, свойства оператора усреднения, решение одномерных линейных 
дифференциальных уравнений в соболевских классах. (1 занятие.)  
 
Одномерные теоремы вложения, операторы продолжения в классах Соболева. След 
функции из пространства Соболева. (1 занятие.) 
 
Вариационные методы решения краевых задач для уравнения Лапласа. Допустимые и 
недопустимые функции. Принцип Дирихле. (1 занятие.) 
 
5. Образовательные технологии 
 
     Используется традиционная лекционно-семинарская система обучения. Лекции 
читаются с использованием медиа-проектора и ноутбука. Проведение семинаров включает 
обязательную работу студентов у доски для публичного/коллективного решения задач по 
теме под управлением преподавателя. Курс подразумевает также выполнение студентами 
домашних заданий. При возникновении у студентов конкретных вопросов или 
затруднений решения одной/двух задач из числа заданных на дом разбираются у доски.  
 
6. Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы студентов. Оценочные 
средства для текущего контроля успеваемости, промежуточной аттестации по 
итогам освоения дисциплины 

 
Перечень примерных контрольных вопросов для самостоятельной работы: 
 
1. Дать определение характеристик уравнения (системы уравнений) с частными 

производными. Привести примеры.  
 
2. Классификация уравнений в частных производных второго порядка с двумя 

независимыми переменными. 
 
3. Уравнения характеристик. Канонические формы уравнений. 
 
4. Классификация уравнений второго порядка со многими независимыми 



 
5. Вывод основных уравнений математической физики. Уравнение колебаний струны. 
 
6. Уравнение распространения тепла в изотропном твердом теле. 
 
7. Задачи, приводящие к уравнениям Пуассона и Лапласа. 
 
8. Постановка основных краевых задач для дифференциальных уравнений второго      

порядка. 
 
9. Задача Коши. 
 
10. Краевые задачи для уравнений эллиптического типа. 
 
11. Смешанная краевая задача. 
 
12. Корректность постановки задач математической физики. 
13. Теорема Ковалевской. Пример Адамара. 
 
14. Первая и вторая формулы Грина для оператора Лапласа. 
 
15. Задача на собственные значения. Свойства собственных значений и собственных 

функций. 
 
16. Метод Фурье. Метод разделения переменных для решения первой начально-

краевой задачи для уравнения колебания струны. 
 
17. Метод разделения переменных для решения первой начально-краевой задачи для 

уравнения теплопроводности.  
 
18. Задача Коши для уравнения колебаний струны. Формула Даламбера. 
 
19. Задача Коши для трехмерного волнового уравнения. Формула Кирхгофа. 
 
20. Задача Коши для двумерного волнового уравнения. Формула Пуассона. 

 
21. Принцип Гюйгенса.  
 
22. Неоднородное уравнение. Принцип Дюамеля. 
 
23. Задача Коши. Энергетическое неравенство. Единственность решения задачи Коши. 

 
24. Единственность решения начально-краевых задач для волнового уравнения.  
 
25. Интеграл энергии. 
 
26. Задача Коши для уравнения теплопроводности. Интеграл Пуассона. 
 
27. Принцип максимума для уравнения теплопроводности. 
 
28. Единственность решения первой начально-краевой задачи для уравнения 



Ïðèìåðíûå çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû:

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
∂u

∂t
+2

∂u

∂x
+
∂u

∂y
+

√(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

= 0,

u
∣∣∣
t=0

= (x− 1)2 + y2.

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
∂u

∂t
+
∂u

∂y
− 2

√(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

= 0,

u
∣∣∣
t=0

= 3x+ y − 1.

• Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â êàæäîé èç îáëàñòåé, ãäå ñîõðàíÿåòñÿ

òèï óðàâíåíèÿ:
∂2u

∂x2
+ xy

∂2u

∂y2
= 0.

• Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

x2∂
2u

∂x2
− y2∂

2u

∂y2
− 2y

∂u

∂y
= 0.

• Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

∂2u

∂x∂y
+ 2x2y

∂u

∂x
+
∂u

∂y
+ 2x2yu = 0.

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
+ 2xyz,

u
∣∣∣
t=0

= x2 + y2 − 2z2,

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 1.



• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

∂2u

∂t2
= 8

∂2u

∂x2
+ 8

∂2u

∂y2
+ 8

∂2u

∂z2
+ t2x2,

u
∣∣∣
t=0

= y2,

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= z2.

• Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u+ 2 sin 3x sinx ïðè 0 < x <

π

2
, t > 0,

ux

∣∣∣
x=0

= ux

∣∣∣
x=π/2

= 0 ïðè t ≥ 0,

u
∣∣∣
t=0

= 0 ïðè 0 < x <
π

2
.

• Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u− x+ 2 sin 2x cosx ïðè 0 < x <

π

2
, t > 0,

u
∣∣∣
x=0

= 0, ux

∣∣∣
x=π/2

= 1 ïðè t ≥ 0,

u
∣∣∣
t=0

= x ïðè 0 < x <
π

2
.

• Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 4u+ x2 − 2t− 4x2t+ 2 cos2 x,

ux

∣∣∣
x=0

= 0, ux

∣∣∣
x=π

= 2πt ïðè t ≥ 0,

u
∣∣∣
t=0

= 0 ïðè 0 < x < π.



• Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå:

∂2u

∂t2
−3

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 2

∂u

∂x
− 3x− 2t ïðè 0 < x < π, t > 0,

u
∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=π

= πt ïðè t ≥ 0,

u
∣∣∣
t=0

= e−x sinx, ut

∣∣∣
t=0

= x ïðè 0 < x < π.

• Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå:

∂2u

∂t2
−2

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 8u− 9et ïðè 0 < x <

π

2
, t > 0,

ux

∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=π/2

= et ïðè t ≥ 0,

u
∣∣∣
t=0

= ut

∣∣∣
t=0

= 1 + cos 3x ïðè 0 < x <
π

2
.

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0:
∂u

∂t
= a2∆u,

u
∣∣∣
t=0

= sinα1x1 + cosαnxn,

ãäå α1, αn � çàäàííûå êîíñòàíòû.

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0:
∂u

∂t
= a2∆u,

u
∣∣∣
t=0

= sinα1x1 sinα2x2 . . . sinαnxn,

ãäå α1, α2, . . . , αn � çàäàííûå êîíñòàíòû.



• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0:
∂u

∂t
=

1

8
∆u+

1

8
,

u
∣∣∣
t=0

= e−(x−y)2.

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0:
∂u

∂t
= a2∆u+ cos t,

u
∣∣∣
t=0

= 2xye−x
2−y2.

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0:
∂u

∂t
= a2∆u+ cos (x+ y − z),

u
∣∣∣
t=0

= e−(x+y−z)2.

• Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0:
∂u

∂t
= a2∆u,

u
∣∣∣
t=0

= e
−(

n∑
k=1

xk)2

.

• Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ïðè 0 < x < a, 0 < y < b,

u(x, 0) = u(x, b) = 0 ïðè 0 ≤ x ≤ a,

u(0, y) = y(b− y), u(a, y) = sin
πy

b
ïðè 0 ≤ y ≤ b.



• Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, y, z) âíóòðè áåñ-

êîíå÷íîãî öèëèíäðà {(x, y, z) | x2 + y2 < R2, −∞ < z < +∞}, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà Ay.

• Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 ïðè 0 < x < a, 0 < y < b,

∂u

∂y
(x, 0) =

∂u

∂y
(x, b) = 0 ïðè 0 ≤ x ≤ a,

u(0, y) = y(b− y), u(a, y) = 0 ïðè 0 ≤ y ≤ b.

• Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, y, z) âíóòðè áåñêî-
íå÷íîãî öèëèíäðà {(x, y, z) | x2 + y2 < R2, −∞ < z < +∞}, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî íà ïîëîâèíå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïå-

ðàòóðà T0, â òî âðåìÿ êàê òåìïåðàòóðà äðóãîé åãî ïîëîâèíû ðàâíà −T0.

• Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 12(x2 − y2) ïðè a2 < x2 + y2 < b2,

u(x, y)
∣∣∣
x2+y2=a2

= 0,
∂u

∂ν
(x, y)

∣∣∣
x2+y2=b2

= 0.

• Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, y, z) âíóòðè ïîëó-

ñôåðû çàäàííîãî ðàäèóñà, åñëè íà îñíîâàíèè ïîëóñôåðû òåìïåðàòóðà

íóëåâàÿ, à íà îñòàëüíîé ÷àñòè ïîëóñôåðû òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà è íå

ðàâíà íóëþ.

• Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −4 ïðè x2 + y2 < a2,

u(x, y)
∣∣∣
x2+y2=a2

= 0.



Îáðàçöû çàäà÷ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó:

• Ïîñòàâèòü ïðàâèëüíî êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íà îòðåçêå

[a, b] ÷èñëîâîé ïðÿìîé äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
+ x

∂u

∂x
= 0.

• Ïðè êàêèõ âåùåñòâåííûõ α ôóíêöèÿ

f(x) = |x|−α sin |x|, ãäå x = (x1, x2),

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 2
2 (|x| < 1) ?

• ßâëÿåòñÿ ëè êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå ðàäèóñà R è

ñ îäíèì èç êðàåâûõ óñëîâèé

a)
∂u

∂ν

∣∣∣
Γ

= A(x2 − y2), b)
∂u

∂ν

∣∣∣
Γ

= Ay +By3,

ãäå Γ = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = R2},
ïðàâèëüíî ïîñòàâëåííîé? Åñëè äà, òî ðåøèòü åå.

• Ìåòîäîì Ôóðüå ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
∂u

∂t
+

1

ρ0

∂p

∂x
= 0,

∂p

∂t
+ ρ0c

2
0

∂u

∂x
= 0,

p(−l, t) = 0, u(l, t) = 0 ïðè t ≥ 0,

p(x, 0) = 0, u(x, 0) = sin
πx

l
ïðè − l ≤ x ≤ l.

• Íàéòè ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì P1(x, y, z) ïåðâîé ñòåïåíè è ãàðìîíè÷å-

ñêèé ïîëèíîì P3(x, y, z) òðåòüåé ñòåïåíè òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî

x3 + y3 + z3 = P3(x, y, z) + (x2 + y2 + z2)P1(x, y, z).



• Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ k ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøå-

íèå u = u(x, t) ñëåäóþùåé çàäà÷è

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
ïðè x >

1

k
t,

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) ïðè x > 0,

u(x, kx) = 0 ïðè x > 0.

Íàéòè ýòî ðåøåíèå äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé k.

• Ìåòîäîì Ôóðüå ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
∂u

∂t
+ 9

∂v

∂x
= 0,

∂v

∂t
+

∂u

∂x
= 0,

ïðè 0 ≤ x ≤ 1, t > 0;

u(0, t) = u(1, t) = 0 ïðè t ≥ 0,

v(x, 0) = 0, u(x, 0) = sin πx ïðè 0 ≤ x ≤ 1.

• Ïóñòü ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω, ðàçáèòîé â îáú-
åäèíåíèå äâóõ ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2, èìåþùèõ â êà÷åñòâå îáùåé ãðàíèöû

íåêîòîðóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü γ, ëåæàùóþ âíóòðè Ω. Èçâåñòíî, ÷òî

ôóíêöèè u1 = u
∣∣∣
Ω1

è u2 = u
∣∣∣
Ω2

ãàðìîíè÷íû â Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî.

Êàêèì óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè γ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèè u1

è u2, ÷òîáû ôóíêöèÿ u áûëà ãàðìîíè÷åñêîé âî âñåé îáëàñòè Ω? Îòâåò

îáîñíîâàòü.

• Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà a, |a| ≤ 1, çàäà÷à
∂2u

∂x2
+ a

∂2u

∂y2
+ (a2 − 1)

∂u

∂y
= 0,

u(0, y) = u(π, y) = 0

ñ äàííûìè Êîøè íà îòðåçêå [0, π] ïðÿìîé y = 0 ïîñòàâëåíà íåêîððåêòíî?
Îòâåò îáîñíîâàòü.



• Óêàçàòü, ïðè êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β çàäà÷à

∂2u

∂t2
= a2

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
,

u
∣∣
t=0

= (x2 + y2 + z2)α,

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= (x2 + y2 + z2)β,

èìååò â îáëàñòè t > 0 äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå

è íàéòè åãî.

• Óêàçàòü, êàêàÿ èç ñëåäóþùèõ äâóõ ôóíêöèé äîïóñòèìà, à êàêàÿ � íåò:

a) u(r, ϕ)
∣∣∣
r=1

=


0 ïðè 0 ≤ ϕ ≤ 3π

2
,

∞∑
n=1

sin2(4n2ϕ)

n2
ïðè

3π

2
≤ ϕ ≤ 2π;

b) u(r, ϕ)
∣∣∣
r=1

=


0 ïðè 0 ≤ ϕ ≤ π,

∞∑
n=1

sin2(3nϕ)

n3
ïðè π ≤ ϕ ≤ 2π.

Îòâåò îáîñíîâàòü.

• Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìà P (x, y, z)
è Q(x, y, z) ðàçíûõ ñòåïåíåé îðòîãîíàëüíû â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè

(P,Q) =
3

4π

∫
B1

P (x, y, z)Q(x, y, z) dx dy dz,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî åäèíè÷íîìó øàðó B1 â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ

(x, y, z).

• Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ëèíåéíîì îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè íåçà-

âèñèìûõ ïåðåìåííûõ øàðîâîé ìíîãî÷ëåí ïåðåõîäèò â øàðîâîé ìíîãî-

÷ëåí òîé æå ñòåïåíè.



• Óêàçàòü ïðè êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α çàäà÷à

∂2u

∂t2
= a2

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ t
(√

x2 + y2 + z2
)α
,

u(x, y, z, 0) =
∂u

∂t
(x, y, z, 0) = 0,

èìååò â îáëàñòè t > 0 äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå

è íàéòè åãî.

• Íàéòè ìèíèìóì èíòåãðàëà Äèðèõëå∫
|x|<1

|∇v|2 dx, x = (x1, x2),

íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé v(x) ∈ W 1
2 (|x| < 1), ïðèíèìàþùèõ íà ãðàíèöå

åäèíè÷íîãî êðóãà ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

v
∣∣∣
|x|=1

= ϕ(π − ϕ)(2π − ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

• Ìîæåò ëè çàäàííàÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ôóíêöèÿ f(ϕ) áûòü ãðà-

íè÷íûì çíà÷åíèåì êàêîé-ëèáî ôóíêöèè v(x1, x2) èç W
1
2 (|x| < 1), åñëè

a) f(ϕ) = signϕ; b) f(ϕ) =
∞∑
n=1

cosn4ϕ

n5
?

• Ïóñòü Q = {(t, x) | 0 < x < 1, t > 0} è u(t, x) ∈ C(2)(Q) ∩ C(1)(Q) �
ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 3u ïðè 0 < x < 1, t > 0,

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 ïðè t ≥ 0.

Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà

max
0≤x≤1

|u(t, x)| ≤ Ce−6t,

ãäå C íå çàâèñèò îò t.



• Ïóñòü u(t, x, y) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
ïðè t > 0,

u(0, x) = 0,
∂u

∂t
(0, x) = ψ(x, y) ïðè (x, y) ∈ R2,

ãäå ψ(x, y) ∈ C(2)(R2) è ψ(x, y) = 0 ïðè 0 ≤ x ≤ 1 è 0 ≤ y ≤ 2. Âî
âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ ψ(x, y) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.
Îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ òî÷åê (t, x, y), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ u(t, x, y)
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èçîáðàçèòü ýòî ìíîæåñòâî ãðàôè÷åñêè.

• Ïóñòü u(t, x) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 ïðè 0 < x < 1, t > 0,

u(0, x) = 0,
∂u

∂t
(0, x) = ψ(x) ïðè 0 ≤ x ≤ 1,

∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, 1) = 0 ïðè t ≥ 0.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ψ(x) = ψ(1− x) è ïðè ýòîì
1∫

0

ψ2(x) dx = 1. Íàéòè

lim
t→∞

1/2∫
0

[
∣∣∂u
∂t

∣∣2 +
∣∣∂u
∂x

∣∣2] dx.
• Ïóñòü u(t, x) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= sinx cos 5x sinωt ïðè 0 < x < π, t > 0,

u(0, x) = 0,
∂u

∂t
(0, x) = 0 ïðè 0 ≤ x ≤ π,

u(t, 0) = u(t, π) = 0 ïðè t ≥ 0.

Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ ω ðåøåíèå u(t, x) îãðàíè÷åíî â ïîëóïîëîñå 0 ≤ x ≤
π, t ≥ 0.



• Ïðè êàêèõ âåùåñòâåííûõ a, |a| ≤ 1, êðàåâàÿ çàäà÷à

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ a

∂2u

∂z2
+ (a2 − 1)

∂u

∂z
= 0

ïðè 0 < x < 1, 0 < y < 1, z ≥ 0,

u(0, y, z) = u(1, y, z) = u(x, 0, z) = u(x, 1, z) = 0
ïðè 0 < x < 1, 0 < y < 1, z ≥ 0,

ñ äàííûìè Êîøè íà êâàäðàòå [0, 1] × [0, 1] ïëîñêîñòè z = 0 ïîñòàâëåíà

íåêîððåêòíî? Îòâåò îáîñíîâàòü.

• Ïóñòü u(t, x) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 ïðè 0 < x < π, t > 0,

u(0, x) = sin100 x,
∂u

∂t
(0, x) = 0 ïðè 0 ≤ x ≤ π,

u(t, 0) = u(t, π) = 0 ïðè t ≥ 0.

Âåðíî ëè, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà òåõ x, äëÿ êîòîðûõ |ut(π/2, x)| > 1, ñòðîãî
áîëüøå åäèíèöû?

• Ïóñòü çàìêíóòûé óãîë íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì D = {(t, x) |
kt ≤ x < +∞, 0 ≤ t < +∞}, ãäå k � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Óêàçàòü,

ïðè êàêèõ k, α è β ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(t, x) ∈ C(2)(D) ñëåäóþùåé

çàäà÷è 

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 ïðè kt ≤ x < +∞, t > 0,

u(0, x) = 0,
∂u

∂t
(0, x) = 0 ïðè x ≥ 0,

u(t, x) = αtβ ïðè x = kt, t > 0.

Åäèíñòâåííî ëè îíî?
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