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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ
Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñëåí-

íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè ê ñòàòèñòè÷åñêî-
ìó ìîäåëèðîâàíèþ (èëè ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî) [1�24].

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ íà ÝÂÌ. Ýòà ðåàëèçàöèÿ ñîñòîèò
èç äâóõ ýòàïîâ:

1) ÷èñëåííî ìîäåëèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ α1, . . . , αk ñòàíäàðòíîãî ñëó-
÷àéíîãî ÷èñëà α, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â èíòåðâàëå (0, 1), ñ ïî-
ìîùüþ ñïåöèàëüíîé ïðîãðàììû èëè óñòðîéñòâà, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãå-
íåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ (ïñåâäîñëó÷àéíûõ) ÷èñåë;

2) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷åííûõ ÷èñåë {αj}
âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áîëåå ñëîæíûìè çàêîíàìè
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðâûå òðè ðàçäåëà ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíû âîïðîñàì
ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàòîðîâ ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Äàëåå ïîñëåäî-
âàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí (ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì è åãî ìîäèôèêàöèè � êâàíòèëüíûé
ìåòîä, ìåòîä Óîëêåðà è äð.), íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ìåòîä
îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìåòîä ñóïåðïîçèöèè, ìåòîä èñêëþ-
÷åíèÿ, ñïåöèàëüíûå ìåòîäû), ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû òåõíîëîãèè ïîñòðî-
åíèÿ ¾ìîäåëèðóåìûõ¿ ðàñïðåäåëåíèé, ïîçâîëÿþùèå ñîçäàâàòü ïî ñóòè
íåîãðàíè÷åííûå íàáîðû âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé (îäíîìåðíûõ è
ìíîãîìåðíûõ), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãî-
ðèòìû ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Ýòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Ïðåäñòàâëÿåìûé â ïîñîáèè ó÷åáíûé êóðñ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
äîïîëíèòåëüíûé ê êóðñó ¾Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî¿, êîòîðûé ìíîãèå ãîäû
÷èòàåòñÿ äëÿ ñòóäåíòîâ 4-ãî êóðñà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÍÃÓ. Ïîýòîìó îñíîâíûå ¾êëàññè÷åñêèå¿ ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, ãë. 1
èç ó÷åáíèêà [16]), èçëîæåíû â ýòîì ïîñîáèè êîíñïåêòèâíî, áåç ïîäðîá-
íûõ îáîñíîâàíèé è äîêàçàòåëüñòâ.
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1. Ñâîéñòâà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

1.1. Ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ÝÂÌ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèé
ãåíåðàòîð ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, äàþùèé âûáîðî÷íûå çíà÷å-
íèÿ αi ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå
(0, 1). Ïåðå÷èñëèì âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû α. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì
ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) ≡ 1, 0 < u < 1. (1.1)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

F (x) =





0 ïðè x ∈ (−∞, 0];
x ïðè x ∈ (0, 1);
1 ïðè x ∈ [1, +∞).

(1.2)

Íåñëîæíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

Eα =
∫ 1

0

u f(u) du = 1/2; Dα = Eα2− (Eα)2 = 1/3− 1/4 = 1/12. (1.3)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âàæíûì ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.1. Åñëè l-ìåðíàÿ òî÷êà α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåíà â îáëàñòè G1 ⊂ Rl êîíå÷íîãî îáúåìà Ḡ1 =

∫
G1

du, òî îíà òàêæå
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ïðîèçâîëüíîé ïîäîáëàñòè G ⊆ G1 îáúåìà Ḡ
ïðè óñëîâèè ïîïàäàíèÿ â ýòó ïîäîáëàñòü; ïðè ýòîì P(α ∈ G) = Ḡ/Ḡ1.

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì ýêâèâàëåíòíûìè áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ïî-
íÿòèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u) â
Rl, è ñëó÷àéíîé òî÷êè, ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(u) â Rl.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèÿ 1.1 ñôîðìóëèðóåì

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.2. Ïóñòü èìååòñÿ èíòåðâàë (a, b) ⊆ (0, 1). Òî-
ãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (a, b) ïðè óñëîâèè
ïîïàäàíèÿ â ýòîò èíòåðâàë è P

(
α ∈ (a, b)

)
= b− a.

1.2. Òåîðåìà î äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ñòàíäàðòíîãî ñëó-
÷àéíîãî ÷èñëà. Âàæíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ ãåíåðàòîðîâ
ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Ïî-
ñêîëüêó α ∈ (0, 1), äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî âûáîðî÷íîãî çíà-
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÷åíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò âèä

α = 0, α(1) . . . α(k) . . . =
∞∑

k=1

α(k) 2−k, (1.4)

ïðè÷åì êàæäûé ðàçðÿä α(k) ìàíòèññû ÷èñëà (1.4) ðàâåí íóëþ èëè åäè-
íèöå.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α áû-
ëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1), íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äâîè÷íûå öèôðû α(1), . . . , α(k), . . . èç ñîîòíîøåíèÿ (1.4)
ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 1/2: P(α(k) = 1) =
= P(α(k) = 0) = 1/2.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà (1.4) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (0, 1), òî α(k) = 0 ïðè

0, α(1) . . . α(k−1) 0 ≤ α < 0, α(1) . . . α(k−1) 1, (1.5)

ïðè÷åì α(1), . . . , α(k−1) â (1.5) ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 è 1. Äëè-
íà èíòåðâàëà (1.5) ðàâíà 2−k, è èíòåðâàëû (1.5) äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ
α(1), . . . , α(k−1) íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.2,
ïîëó÷àåì

P(α(k) = 0) =
1∑

α(1), ..., α(k−1)=0

2−k = 2k−1 2−k = 1/2. (1.6)

Òîãäà P(α(k) = 1) = 1−P(α(k) = 0) = 1/2.
Äîêàæåì òåïåðü íåçàâèñèìîñòü α(s) è α(k), ãäå 1 ≤ s < k. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü P{(α(k) = i)∩(α(s) = j)}. Ýòî ÷èñëî, î÷åâèäíî,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïîëíåíî
(1.5), ïðè óñëîâèè, ÷òî α(s) ôèêñèðîâàíî. Òîãäà ïî àíàëîãèè c ðàâåí-
ñòâîì (1.6) èìååì

P{(α(k) = i) ∩ (α(s) = j)} =
1∑

α(1), ..., α(s−1), α(s+1),..., α(k−1)=0

2−k =

= 2k−2 2−k = 1/4 = P(α(k) = i)×P(α(s) = j).

Àíàëîãè÷íî

P{(α(k1) = i1)∩. . .∩(α(kq) = iq)} = 2−q = P(α(k1) = i1)×. . .×P(α(kq) = iq),
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à ýòî è îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ öèôð ÷èñëà (1.4).
Äîñòàòî÷íîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî äðîáü èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ

(1.4) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, 1), ïîýòîìó

P

( ∞∑

k=1

α(k) 2−k < x

)
= 0 ïðè x ≤ 0 è P

( ∞∑

k=1

α(k) 2−k < x

)
= 1

ïðè x ≥ 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå x = 0, a1 a2 . . . ak . . . èç èíòåðâàëà
(0, 1) è ïîêàæåì, ÷òî P(

∑∞
k=1 α(k) 2−k < x) = x.

Åñëè
∑∞

k=1 α(k) 2−k < x , òî ëèáî α(1) < a1, ëèáî α(1) = a1 è α(2) < a2,
ëèáî α(1) = a1, α(2) = a2 è α(3) < a3 è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì,

P

( ∞∑

k=1

α(k)2−k < x

)
=

∞∑

k=1

P{(α(1) = a1)∩...∩(α(k−1) = ak−1)∩(α(k) < ak)}

=
∞∑

k=1

P(α(1) = a1)× . . .×P(α(k−1) = ak−1)×P(α(1) < ak);

çäåñü èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ öèôð α(1), . . . , α(k). Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî P(α(k) < ak) = ak/2. Ïîýòîìó

P

( ∞∑

k=1

α(k) 2−k < x

)
=

∞∑

k=1

2−(k−1) ak2−1 =
∞∑

k=1

ak 2−k = x.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé äðîáè èç ïðàâîé ÷à-
ñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.4) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (1.2). Óòâåðæäåíèå 1.3 äî-
êàçàíî.

1.3. Äâà òèïà ãåíåðàòîðîâ ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå 1.3 ìîæåò ïîâåðãíóòü èññëå-
äîâàòåëÿ â íåêîòîðîå óíûíèå, òàê êàê îíî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾íàñòî-
ÿùåå¿ ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî (1.4) èìååò áåñêîíå÷íóþ ìàíòèññó,
âîñïðîèçâåñòè êîòîðóþ íà ÝÂÌ íåâîçìîæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî
îòìåòèòü, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ìàøèííûå îøèáêè, ñâÿ-
çàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ìàíòèññû, ÷àñòî íå ó÷èòûâàþòñÿ (â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ìîæíî óêàçàòü èñïîëüçîâàíèå ôîðìàòîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà
ÝÂÌ). Äëÿ èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ìàíòèññû, êàê ïðàâèëî, íåçíà÷è-
òåëüíû.
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Óòâåðæäåíèå 1.3 îáîñíîâûâàåò ïðèíöèï ðàáîòû òàê íàçûâàåìûõ ôè-
çè÷åñêèõ äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ýòî òåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà (÷àùå
âñåãî ¾øóìÿùèå¿ ðàäèîýëåêòðîííûå ïðèáîðû), êîòîðûå âûðàáàòûâàþò
ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîè÷íûõ öèôð (óñëîâíî: ëàìïî÷êà ãî-
ðèò èëè íå ãîðèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2; åñëè âåðîÿòíîñòü íå ðàâíà 1/2,
ìîæíî áðàòü ïàðû ñîáûòèé äà�íåò è íåò�äà, à ñîáûòèÿ äà�äà, íåò�íåò
îòáðàñûâàòü). Ê ïðåèìóùåñòâàì òàêîãî ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ
÷èñåë îòíîñÿò áûñòðîòó ðåàëèçàöèè è íåîãðàíè÷åííîñòü çàïàñà ñëó÷àé-
íûõ ÷èñåë. Íåäîñòàòêîì äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ïåðèîäè÷åñêè òðåáóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà âûðàáàòûâàåìûõ ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë (ïîñêîëüêó äàæå ñâåðõíàäåæíîå òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî
äàåò ñáîè). Êðîìå òîãî, íåò âîçìîæíîñòè âîñïðîèçâåñòè ðàñ÷åòû. Ñëå-
äóåò òåì íå ìåíåå çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåìàëî âû÷èñëèòåëåé, êî-
òîðûå ïðåäïî÷èòàþò èìåííî äàò÷èêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, è ðàáîòû ïî
êîíñòðóèðîâàíèþ òàêèõ óñòðîéñòâ ïðîäîëæàþòñÿ.

Áîëüøèíñòâî ðàñ÷åòîâ ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî ïðîèçâåäåíî è ïðî-
èçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ èç ñåáÿ íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå ïîäïðîãðàììû (÷àùå âñåãî
òàêèå ïîäïðîãðàììû íàçûâàþòñÿ RAND èëè RANDOM). Àðãóìåí-
òàìè â ïîëüçó ïðèìåíåíèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ âîçìîæ-
íîñòü âîñïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû, áûñòðîòà ïîëó÷åíèÿ ÷èñåë, îòñóòñòâèå
âíåøíèõ óñòðîéñòâ è íåîáõîäèìîñòè ìíîãîêðàòíîé ïðîâåðêè êà÷åñòâà
ïîëó÷àåìûõ ÷èñåë, ìàëàÿ çàãðóæåííîñòü ïàìÿòè ÝÂÌ. Áîëüøèíñòâî
èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåàëèçàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èìåþò âèä

αn+1 = ψ(αn), (1.7)

ãäå íà÷àëüíîå ÷èñëî α0 çàäàíî. Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè ψ äîëæåí
ÿâëÿòüñÿ èíòåðâàë (0, 1).

Îäíî èç ñîîáðàæåíèé î òîì, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò âûáèðàòü ôóíê-
öèþ ψ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.7), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïàðû òî÷åê

(α1, α2 = ψ(α1)), (α3, α4 = ψ(α3)), (α5, α6 = ψ(α5)), . . . (1.8)

ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà êðèâîé y = ψ(x), à ñ äðóãîé
� ýòè æå òî÷êè äîëæíû (ïî ñâîéñòâàì ¾íàñòîÿùèõ¿ ñòàíäàðòíûõ ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë) áûòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â êâàäðàòå Q2 = {(x, y) :
0 < x < 1, 0 < y < 1}. Ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè ψ(x) äîëæåí äîñòàòî÷-
íî ïëîòíî çàïîëíÿòü êâàäðàò Q2. Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ψ(x) ìîæåò
ñëóæèòü

ψ(x) = {M x} (1.9)
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äëÿ áîëüøîãî ìíîæèòåëÿ M ; çäåñü {A} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà
A. Àëãîðèòì (1.7) ñ ôóíêöèåé (1.9) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì
ìåòîäîì âû÷åòîâ è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûõ
àëãîðèòìîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

2. Ðàâíîìåðíîñòü è êîððåëÿöèÿ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòîäà âû÷åòîâ

2.1. Òåîðåìà î âîñïðîèçâåäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòìåòèì ñëå-
äóþùåå ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.9).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β = {Mα} ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (0, 1) äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà M .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èññëåäóåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fβ(x) =
P(β < x). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà, èìååì β ∈ (0, 1),
è ïîýòîìó Fβ(x) = 0 ïðè x ≤ 0 è Fβ(x) = 1 ïðè x ≥ 1. Åñëè x ∈ (0, 1),
òî, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.2, ïîëó÷àåì

Fβ(x) =
M−1∑

k=0

P(k ≤ M α < k + x) =

=
M−1∑

k=0

P

(
k

M
≤ α <

k + x

M

)
=

M−1∑

k=0

x

M
= x.

Èç ôîðìóëû (1.2) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (0, 1). Óòâåðæäåíèå 2.1 äîêàçàíî.

2.2. Òåîðåìà î êîýôôèöèåíòå êîððåëÿöèè. Îäíèì èç ñóùå-
ñòâåííûõ ñîìíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
ìåòîäà âû÷åòîâ (1.7), (1.9), ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÷ëåíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {αn} çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó âåñüìà âàæ-
íûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.2. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

r(α, β(s)) = E

((
α−Eα√

Dα

)(
β(s) −Eβ(s)

√
Dβ(s)

))

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí α è

β(s) = {Mβ(s−1)}, β(0) = α; s = 1, 2, . . .
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ðàâåí 1/Ms äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî M .
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî s.

Îñíîâàíèå èíäóêöèè äàåò ñîîòíîøåíèå r(α, β) = 1/M , êîòîðîå îáîñíî-
âûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà β ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñòàíäàðòíîé è êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-
öèè ðàâåí

r(α, β) = E

((
α− 1/2√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
= E

((
Mα−M/2
M

√
1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
=

= E

((
[Mα] + {Mα} − (M/2− 1/2)− 1/2

M
√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
=

= E

((
γ − (M/2− 1/2)

M
√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
+ E

((
β − 1/2

M
√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
,

ãäå γ = [Mα]; çäåñü èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ (1.3). Ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà γ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , M−1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿ-
ìè 1/M , è íåïðåðûâíàÿ âåëè÷èíà β íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,

P{(γ = k) ∩ (β ∈ (c, d))} = P(k + c < Mα < k + d) =

= P
(

k + c

M
< α <

k + d

M

)
=

c− d

M
= P(γ = k)×P(β ∈ (c, d));

çäåñü k = 0, 1, . . . , M − 1 è 0 < c < d < 1. Òàêèì îáðàçîì,

r(α, β) =
√

Dγ

M
√

1/12
r(γ, β) +

1
M

r(β, β) =
1
M

.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îáîñíîâûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Óòâåðæäåíèå 2.2 äî-
êàçàíî.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè M À 1 êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-
öèè ìåæäó çàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè αn+s è αn íåâåëèê. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî óòâåðæäåíèÿ 2.1 è 2.2 ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ¾íàñòîÿùåãî¿ ñòàí-
äàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè ýòèõ
óòâåðæäåíèé â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà (1.7), (1.9) äëÿ ÷èñåë αn ñ
îãðàíè÷åííîé ìàíòèññîé äëèíû m. Ïðè ýòîì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
m ïðè óäà÷íîì ïîäáîðå ìíîæèòåëÿ M ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.7), (1.9) è ¾íàñòîÿùåãî¿ ñòàíäàðòíîãî ÷èñëà α
áëèçêè (ýòî ïîêàçûâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå òåñòû).
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3. Ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè è òåñòèðîâàíèå ìåòîäà
âû÷åòîâ

3.1. Ïåðèîäè÷íîñòü ìåòîäà âû÷åòîâ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëü-
íûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.7), (1.9) ðàâåí α0 = 2−m, à ìíîæè-
òåëü èìååò âèä M = 52p+1, ãäå p � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêîé
âûáîð îáúÿñíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ìíîãèå ñïåöèàëèñòû èñïîëüçî-
âàëè è ïðîâåðÿëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìíîæèòåëÿìè M èìåííî òàêîãî
âèäà. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

αn = kn 2−m; k0 = 1, kn ≡ kn−1 52p+1(mod 2m). (3.1)

Ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ (3.1)
ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, èìåþùèõ ìàíòèññó äëèíû m è ïðè-
íàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (0, 1), ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, è ïîýòîìó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (3.1) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ò. å. ðàíî èëè ïîçäíî êàêîå-
íèáóäü çíà÷åíèå αL ñîâïàäåò ñî çíà÷åíèåì α0, è òîãäà, â ñèëó ñîîòíî-
øåíèÿ (1.7), èìååì

αL+i = αi ïðè i = 1, 2, . . . (3.2)

Íàèìåíüøåå ÷èñëî L, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (3.2), íàçûâàåòñÿ
äëèíîé ïåðèîäà. Îáû÷íî äëÿ ðàñ÷åòîâ íå ðåêîìåíäóþò èñïîëüçîâàòü
áîëüøå ÷åì L/2 ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.7), (1.9).

Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ÷èñåë ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ (3.1) ïåðèîä ðàâåí L = 2m−2. Âå-
ëè÷èíà M = 52p+1 â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè îêàí÷èâàåòñÿ íà 01, ïî-
ýòîìó âñå αn ÿâëÿþòñÿ m-ðàçðÿäíûìè äâîè÷íûìè äðîáÿìè, ïîñëåäíèå
äâà ðàçðÿäà êîòîðûõ ðàâíû 01. Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà L = 2m−2 îñòàëü-
íûå m− 2 ðàçðÿäà ¾ïðîáåãàþò¿ âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè. Ïîýòîìó â
êà÷åñòâå α0 ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ m-ðàçðÿäíóþ äâîè÷íóþ äðîáü óêà-
çàííîãî òèïà.

Âîïðîñ î ïðèãîäíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë (3.1) èññëåäóåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 3.2)
è ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ òåñòîâûõ çàäà÷. Äëÿ íåêîòîðûõ ïàðà-
ìåòðîâ (m, p) ïîëó÷àþòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ
äðóãèõ � ïëîõèå. Â íîâîñèáèðñêîé øêîëå ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ àë-
ãîðèòìîâ ñ ÷èñëîì èñïûòàíèé n ïîðÿäêà 109 è ìåíüøå äîëãèå ãîäû
âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ãåíåðàòîð (3.1) ñ ïàðàìåòðàìè
m = 40 è p = 8, ïðîøåäøèé âñåñòîðîííåå ìíîãîëåòíåå òåñòèðîâàíèå.
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Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðîñòîì ìîùíîñòåé ñîâðåìåííûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåì âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü â ãåíåðàòîðàõ ñ óâåëè÷åííûì
ïåðèîäîì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåòñÿ ãå-
íåðàòîð (3.1) ñ ïàðàìåòðàìè m = 128 è p = 50059 èç ðàáîòû [15]. Îïðåäå-
ëåííûå òðóäíîñòè êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ôîðìóë (3.1) íà êîìïüþòåðå
ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî íóæíî ïðîèçâîäèòü äåéñòâèÿ ñ ÷èñëàìè, èìåþùèìè
ìàíòèññó äëèíû m, ïðåâîñõîäÿùóþ ñòàíäàðòíûé ôîðìàò ÝÂÌ.

3.2. Òåñòèðîâàíèå ìåòîäà âû÷åòîâ. Êàê óêàçàíî âûøå, îêîí÷à-
òåëüíûé âûâîä î êà÷åñòâå òîãî èëè èíîãî ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ èëè
ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèÿ ýòîãî ãå-
íåðàòîðà. Ñðàçó ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íèêàêàÿ, äàæå ñàìàÿ øèðîêàÿ,
ñèñòåìà òåñòîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúÿâèòü òîò
èëè èíîé ãåíåðàòîð ïîäõîäÿùèì. Ïðîöåññ ïðîâåðêè äàííîãî ãåíåðàòî-
ðà, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷åí. Áîëåå òîãî, êàæäóþ çàäà÷ó ñ èçâåñòíûì
ðåøåíèåì, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ãåíåðàòîð ñëó-
÷àéíûõ (ïñåâäîñëó÷àéíûõ) ÷èñåë, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê î÷åðåäíîé
òåñò äëÿ ýòîãî äàò÷èêà. Ìû óïîìÿíåì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå òå-
ñòû äëÿ ïðîâåðêè ãåíåðàòîðîâ.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αn} ÿâ-
ëÿåòñÿ ñâîéñòâî k-ðàâíîìåðíîñòè, ñìûñë êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âåêòîðû

α
(k)
1 = (α1, ..., αk), α

(k)
2 = (αk+1, ..., α2k), ... α(k)

n = (αk(n−1)+1, ..., αnk)
(3.3)

äîëæíû ñ ðîñòîì n ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ðàâíîìåðíî çàïîëíÿòü åäè-
íè÷íûé k-ìåðíûé êóá Qk. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ â ëþáóþ
ïðÿìîóãîëüíóþ ïîäîáëàñòü êóáà ñòðåìèòñÿ ê îáúåìó ýòîé îáëàñòè ïðè
n →∞.

Ïðîâåðêó ýòîãî ñâîéñòâà ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, íàïðèìåð, ñ ïîìî-
ùüþ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò. Îáëàñòü Qk ðàçáèâàåòñÿ íà r = sk îäèíà-
êîâûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ êóáîâ (ïðè ýòîì ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà
øàãà 1/s ïî êàæäîé êîîðäèíàòå), ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ÷àñòîòû {νi} ïîïà-
äàíèÿ âåêòîðîâ (3.3) â ýòè ìàëûå êóáû è âåëè÷èíà

χ̃2
r−1(n) =

r∑

i=1

(νi − npi)2

npi
, (3.4)

ãäå {pi = 1/r} � ¾òåîðåòè÷åñêèå¿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííûõ âåêòîðîâ (3.3) â ñîîòâåòñòâóþùèå êóáû ðàçáèåíèÿ.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïèðñîíà, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

P(χ̃2
r−1(n) < x) =

∫ x

0

fχ2
r−1

(u) du, ãäå fχ2
r−1

(u) =
u(r−1)/2−1 e−u/2

2(r−1)/2Γ((r − 1)/2)
,

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (r−1) ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû, à Γ(v) =

∫ +∞
0

wv−1 e−w dw � ãàììà-ôóíêöèÿ. Çàäàåòñÿ äîâåðè-
òåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü (èëè êîýôôèöèåíò äîâåðèÿ) ε (÷àùå âñåãî áåðóò
ε = 0.95; 0.99; 0.999) è èç óðàâíåíèÿ

∫ ∞

χ2(r−1,1−ε)

fχ2
r−1

(u) du = 1− ε

íàõîäÿò (îáû÷íî ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèö) âåëè÷èíó
χ2(r − 1, 1 − ε), êîòîðóþ íàçûâàþò äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöåé ñ óðîâ-
íåì çíà÷èìîñòè (1 − ε). Äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà ñðàâíèâàåòñÿ ñî çíà-
÷åíèåì χ̃2

r−1(n) èç ðàâåíñòâà (3.4), è åñëè χ̃2
r−1(n) < χ2(r − 1, 1 − ε),

òî èññëåäóåìàÿ âûáîðêà (3.3) ñ÷èòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé, à åñëè
χ̃2

r−1(n) ≥ χ2(r − 1, 1 − ε) � íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé. Äëÿ êðèòåðèÿ χ2

ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü n è r òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî n/r ≥ 10.

Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà k-ðàâíîìåðíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ðÿä äðó-
ãèõ òåñòîâ. Ïðåæäå âñåãî óïîìÿíåì òåñò ¾k-íîðìàëüíîñòè¿, îñíîâàííûé
íà ïåðåõîäå îò âåêòîðîâ (3.3) ê ñîîòâåòñòâóþùèì k-ìåðíûì âåêòîðàì
íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âåñüìà øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå èìåþò ñïåêòðàëüíûå òåñòû, îñíîâàííûå íà êðèòåðèè
Âåéëÿ (âîëíîâîé òåñò è äð.).

Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå 1.3, ïðè ïðîâåðêå ãåíåðàòîðîâ ìîæíî èññëå-
äîâàòü ñëó÷àéíîñòü öèôð ñòàíäàðòíûõ ÷èñåë α. Çäåñü ïðîâåðÿþò ÷à-
ñòîòó ïîÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ öèôð â ÷èñëàõ, ðåàëèçóåìûõ ãåíåðàòîðîì
(òåñò ¾ïðîâåðêà ÷àñòîò¿); ÷àñòîòó ðàçëè÷íûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ñðå-
äè ïàð öèôð, ðåàëèçóåìûõ ïîäðÿä ãåíåðàòîðîì (òåñò ¾ïðîâåðêà ïàð¿);
÷àñòîòó ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿ-
ìè (òåñò ¾ïðîâåðêà èíòåðâàëîâ¿); ÷àñòîòó ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ
÷èñåë ñðåäè ÷åòâåðîê öèôð, ðåàëèçóåìûõ ïîäðÿä (òåñò ¾ïðîâåðêà êîì-
áèíàöèé¿); ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ q îäèíàêîâûõ öèôð ïîäðÿä (¾òåñò ñåðèé¿
äëèíû q) è äð. Â óïîìÿíóòûõ òåñòàõ òàêæå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ êðè-
òåðèé õè-êâàäðàò.

Äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ è ïñåâäîñëó÷àéíûõ
÷èñåë èñïîëüçóþò òàêæå êðèòåðèé ω2 Í.Â.Ñìèðíîâà, êîððåëÿöèîííûå
êðèòåðèè è äð.
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Èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå ìîäèôèêàöèè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà
âû÷åòîâ, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè êîíãðóýíòíîãî (ò. å. ïî
ìîäóëþ 1) ñóììèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (3.1), à òàêæå ñ ïðè-
ìåíåíèåì ôèçè÷åñêîãî äàò÷èêà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ÷èñëà α0.

3.3. Äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ñôîð-
ìóëèðóåì äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3.1. Êàê ïðàâèëî, ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë, ïðåäñòàâëåííûå â ñîâðåìåííûõ âåðñèÿõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(FORTRAN, PASCAL,ÑÈ++ è äð.), äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðîòåñòèðî-
âàíû è äàþò ñòàòèñòè÷åñêè óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ
èñïîëüçóåòñÿ óìåðåííî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí). Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå çà-
ìå÷àíèÿ î âîçìîæíûõ íåäîñòàòêàõ äàò÷èêîâ (êîíå÷íîñòü èñïîëüçóåìîé
ìàíòèññû, ïåðèîäè÷íîñòü è ò. ï.), â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èñ-
ïîëüçóåìûé â ðàñ÷åòàõ ãåíåðàòîð ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë äàåò
¾íàñòîÿùèå¿ (òåîðåòè÷åñêèå) âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ α.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3.2. Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìåòîä âû÷åòîâ (3.1), äàæå
ðåàëèçîâàííûé îïòèìàëüíî äëÿ èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî òðóäîåìêèì (ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ
ïðîñòûì óìíîæåíèåì ÷èñåë). Ïîýòîìó ïðè îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî öåëåñîîáðàçíî ïî-âîçìîæíîñòè óìåíüøàòü ÷èñëî
îáðàùåíèé ê ïîäïðîãðàììå òèïà RANDOM .

4. Îïòèìèçàöèÿ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ
äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

4.1. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé x1, . . . , xN è ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé

P(ξ = xi) = pi; pi > 0,
N∑

i=1

pi = 1. (4.1)

ÀËÃÎÐÈÒÌ 4.1. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α (ò. å. Q := RANDOM)
è ïîëàãàåì m := 1. Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå

Q := Q− pm (4.2)
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(ò. å. çàíîñèì íîâîå çíà÷åíèå (α − p1) â ÿ÷åéêó Q). Åñëè íîâîå Q íå
ïîëîæèòåëüíî, òî â êà÷åñòâå m âûáèðàåì òåêóùåå åãî çíà÷åíèå è
ïîëàãàåì ξ = xm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ
m := m+1 è (4.2) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà ïîëîæèòåëüíîñòü
è ò. ä.

Âàæíûì ïðèìåðîì äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ öåëî-
÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, äëÿ êîòîðûõ

xi = i, P(ξ = i) = pi (4.3)

äëÿ i = 1, 2, . . . , N . Àëãîðèòì 4.1 â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä.
ÀËÃÎÐÈÒÌ 4.2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α è ïîëàãàåì m := 1.

Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå (4.2). Åñëè íîâîå çíà÷åíèå Q íå ïîëî-
æèòåëüíî, òî ïîëàãàåì ξ = m, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì ïå-
ðåïðèñâàèâàíèÿ m := m + 1 è (4.2) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà
ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

4.2. Òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
â ñëó÷àå, êîãäà ξ = xm, ïðèõîäèòñÿ îñóùåñòâëÿòü m ïðîâåðîê Q íà
ïîëîæèòåëüíîñòü. Â îáùèå çàòðàòû δ àëãîðèòìà 4.1 âõîäÿò çàòðàòû íà
ìîäåëèðîâàíèå îäíîé ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (èõ îáîçíà÷èì
a) è ðåàëèçàöèþ ñðàâíåíèé Q ñ íóëåì (çàòðàòû íà êàæäîå ñðàâíåíèå
îáîçíà÷èì b). Òîãäà ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü t àëãîðèòìà ðàâíà

t = Eδ = a +

(
N∑

i=1

ipi

)
× b. (4.4)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì (4.3) âåëè÷èíà t èç ñîîòíîøåíèÿ (4.4) ïðåäñòàâèìà â âèäå
t1 = a + bEη.

4.3. Ðàñïîëîæåíèå âåðîÿòíîñòåé â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Ïðè
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ 4.1 è 4.2 öåëåñîîáðàçíî (åñëè ýòî âîçìîæíî)
ðàñïîëàãàòü âåðîÿòíîñòè pi â ïîðÿäêå èõ óáûâàíèÿ.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4.1.Îïòèìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé,
ïðè êîòîðîì ñðåäíèå çàòðàòû t èç (4.4) ìèíèìàëüíû, ÿâëÿåòñÿ

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pN . (4.5)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ íåêî-
òîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {p′1, . . . , p′N} ñîîòíîøåíèå (4.5) íå
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âûïîëíåíî, à âåëè÷èíà t′ = a +
(∑N

i=1 ip′i
)
× b ìèíèìàëüíà. Òîãäà íàé-

äóòñÿ òàêèå íîìåðà s è k, äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî

s < k è p′s < p′k. (4.6)

Ðàññìîòðèì íîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé {p′′1 , . . . , p′′N}, êîòîðîå
ïîëó÷åíî èç ðàñïðåäåëåíèÿ {p′1, . . . , p′N} ïåðåñòàíîâêîé âåðîÿòíîñòåé
p′s è p′k, ò. å. p′′j = p′j ïðè j 6= s, j 6= k è p′′s = p′k, p′′k = p′s. Ðàññìîòðèì
ðàçíîñòü

t′−t′′ = (sp′s+kp′k−sp′′s−kp′′k)b = (sp′s+kp′k−sp′k−kp′s)b1 = (k−s)(p′k−p′s)b.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.6) ñëåäóåò, ÷òî t′− t′′ > 0 è t′′ < t′. Ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âåëè÷èíà t′ ìèíèìàëüíà. Óòâåðæäåíèå 4.1 äîêàçàíî.

4.4. Ñëó÷àè ìàëîãî è áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé. Îòìå-
òèì, ÷òî â àëãîðèòìå 4.1 âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ. Åñëè
α−RN−1 > 0, òî ïîñëåäíåå âû÷èòàíèå ìîæíî íå ïðîèçâîäèòü, òàê êàê
â ýòîì ñëó÷àå α ∈ ∆N . Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã ôîðìóëû (4.4) èìååò
âèä

t = a +

(
N−1∑

i=1

ipi + (N − 1) pN

)
× b.

Îäíàêî âûèãðûø îò ýòîé ìîäèôèêàöèè ñêàçûâàåòñÿ òîëüêî äëÿ ìàëûõ
N , òàê êàê ïðè åå ïðèìåíåíèè òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå òåêóùåãî
m c (N − 1). Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé N = 2. Çäåñü àëãîðèòì
4.1 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 4.3. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå α. Åñëè α < p1, òî ξ = x1,
èíà÷å ξ = x2.

Â ñëó÷àå N = ∞ äëÿ çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (4.1) âìåñòî êîíêðåò-
íûõ çíà÷åíèé {xi} è âåðîÿòíîñòåé {pi} èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû èõ âû-
÷èñëåíèÿ

xi = ϕ(i); pi = ψ(i). (4.7)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷àñòî áîëåå óäîáíûìè (ýêîíîìè÷íûìè)
ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû âèäà

pi+1 = z(pi), à êîíêðåòíåå pi+1 = pi r(i + 1). (4.8)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 4.1 â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé
ïåðåä âû÷èòàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
åå ïî îäíîé èç ôîðìóë (4.7) èëè (4.8).
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ÀËÃÎÐÈÒÌ 4.4. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû Q := α è ïîëàãàåì m := 1 è P := p1 (èëè P := ψ(1)). Ïðîèçâîäèì
ïåðåïðèñâàèâàíèå

Q := Q− P. (4.9)

Åñëè íîâîå Q íå ïîëîæèòåëüíî, òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ξ âûáèðà-
åì ξ = ϕ(m) äëÿ òåêóùåãî m; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì m :=
m + 1, ïðîèçâîäèì ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòè P := ψ(m) (P := z(P ) ëèáî
P := P r(m)) è ïåðåïðèñâàèâàíèå (4.9) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q
íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

Ñðåäíèå çàòðàòû àëãîðèòìà 4.4 ðàâíû

t = a +

( ∞∑

i=1

i pi

)
(b + c), (4.10)

ãäå c � ñðåäíèå çàòðàòû íà ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðå-
ñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïðîèñõîäèò ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (4.8) è âåðî-
ÿòíîñòü p1 çàäàíà, ÷èñëî t èç ðàâåíñòâà (4.10) óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó
c. Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ ñ ðàñïðåäåëåíèåì (4.3) ïðè
i = 1, 2, . . . ôîðìóëà (4.10) èìååò âèä

t1 = a + (b + c)Eη. (4.11)

Ñóùåñòâóåò ðÿä ñïîñîáîâ ïîíèçèòü òðóäîåìêîñòü (4.10), ê ÷èñëó êî-
òîðûõ îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàñïîëîæåíèå (åñëè ýòî âîçìîæíî) âåðî-
ÿòíîñòåé pi â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ (ñì. óòâåðæäåíèå 4.1). Â ñëó÷àå, êîãäà
ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïî îäíîé èç ôîðìóë (4.7) èëè (4.8) ÿâëÿåòñÿ òðó-
äîåìêèì (ò. å. âåëè÷èíà c âåëèêà), ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî N0 òàê, ÷òîáû
ñóììà âåðîÿòíîñòåé RN0 = p1 + p2 + . . . + pN0 áûëà áëèçêà ê åäèíèöå
è èìåëàñü âîçìîæíîñòü ñîõðàíèòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ ìàññèâ
çíà÷åíèé p0, p1, . . . , pN0 . Òîãäà ïðè α < RN0 ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòì 4.1
(áåç ïåðåñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé), à ôîðìóëû (4.7) èëè (4.8) áóäóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ òîëüêî ïðè α ≥ RN0 , ò. å. äîñòàòî÷íî ðåäêî. Ñóùåñòâåííî ñíè-
æàþò çàòðàòû (4.4), (4.10) àëãîðèòìîâ 4.1 è 4.4 äëÿ N À 1 èëè N = ∞
ðàññìîòðåííûå äàëåå â ðàçäåëàõ 5 è 6 ìåòîä Óîëêåðà è êâàíòèëüíûé
ìåòîä (àëãîðèòìû 5.2 è 6.1). Â ýòèõ àëãîðèòìàõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçó-
åòñÿ ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ (àëãîðèòì 5.1).
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5. Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ
ðàâíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

5.1. Ñëó÷àé ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé çàìåòíî óïðîùàåòñÿ, êîãäà âñå
çíà÷åíèÿ x1, . . . , xN ðàâíîâåðîÿòíû, ò. å. â ñîîòíîøåíèÿõ (4.1) âñå pi

ðàâíû 1/N (òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì
ðàâíîìåðíûì).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî
ñëó÷àéíîãî ÷èñëà è ïîëàãàåì

m = [α N ] + 1 = [αN + 1] (5.1)

(çäåñü [A] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà A) è ξ = xm.
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 5.1. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ïðåèìóùåñòâî èñ-

ïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà 5.1 âìåñòî àëãîðèòìà 4.1 î÷åâèäíî. Îäíàêî íå-
âåðíî ãîâîðèòü ÷òî àëãîðèòì 5.1 âñåãäà ýêîíîìè÷íåå àëãîðèòìà 4.1. Òàê,
äëÿ N = 2 è p1 = p2 = 1/2 áîëåå ýêîíîìè÷íûì (ïî ñðàâíåíèþ ñ àë-
ãîðèòìîì 5.1), êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì 4.3 (÷àñòíûé ñëó÷àé
àëãîðèòìà 4.1). Çäåñü âñå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî áûñòðî ðàáîòàþò
îïåðàöèè âçÿòèÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà, âû÷èòàíèÿ, ñðàâíåíèÿ è ò. ï., à ýòî,
â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì êîìïüþòåðà è ÿçûêà ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
ñâîå ÷èñëî N0, äëÿ êîòîðîãî ïðè N ≤ N0 áîëåå ýêîíîìè÷íûì ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòì 5.1, à ïðè N > N0 � àëãîðèòì 5.1. Çíà÷åíèå N0 îïðåäåëÿåòñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè âûáîðêè ξ1, . . . , ξn è ôèêñà-
öèè çàòðàò s = nt äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ 4.1 è 5.1.

5.2. Ïðèâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ. Àë-
ãîðèòì 5.1 ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü öåëûé ðÿä ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìîâ
4.1 è 4.4. Ìû ðàññìîòðèì òðè òàêèõ ìîäèôèêàöèè: äëÿ îòíîñèòåëüíî
íåáîëüøîãî N (ïðèâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ), äëÿ
óìåðåííî áîëüøîãî N (ìåòîä Óîëêåðà � ñì. ïîäðàçä. 5.3) è äëÿ áîëü-
øîãî N (êâàíòèëüíûé ìåòîä � ñì. ðàçä. 6).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî N òàêîãî, ÷òî âåðîÿò-
íîñòè pi èç ñîîòíîøåíèé (4.1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáûêíîâåííûå äðî-
áè, êîòîðûå ìîæíî ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ M , ò. å. pi = mi/M ,
ïðè÷åì m1+ . . .+mN = M è M ≤ M0. Çäåñü ÷åðåç M0 îáîçíà÷åí ðàçìåð
ìàêñèìàëüíîãî ìàññèâà äëÿ çàäàííîãî êîìïüþòåðà è âûáðàííîãî ÿçûêà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ′, ýêâèâàëåíòíóþ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå ξ ñ ðàñïðåäåëåíèåì (4.1) è òàêóþ, ÷òî ξ′ = x′j = xi ïðè
j =

∑i−1
s=1 ms + 1, . . . ,

∑i
s=1 ms, ïðè÷åì P(ξ′ = x′j) = 1/M (ò. å. ïåð-

âûå m1 çíà÷åíèé x′j ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ′ ðàâíû x1, ñëåäóþùèå m2

çíà÷åíèé ðàâíû x2 è ò. ä., ïðè÷åì âñå çíà÷åíèÿ {x′j} ðàâíîâåðîÿòíû).
Âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ′ ðåàëèçóþòñÿ ñîãëàñíî àë-
ãîðèòìó 5.1: ξ′ = x′m′ ïðè m′ = [Mα] + 1. Ðàññìîòðåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ
îçíà÷àåò çàìåíó àëãîðèòìà 4.1 äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ íà àëãîðèòì 5.1 äëÿ âåëè÷èíû ξ′.

5.3. Ìåòîä Óîëêåðà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé óìåðåííî áîëü-
øîãî N , äëÿ êîòîðîãî N ≈ M0/2. Çäåñü âìåñòî àëãîðèòìà 4.1 ìîæíî
ïðåäëîæèòü ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ, âêëþ÷àþùóþ èñïîëüçîâàíèå ôîð-
ìóëû (5.1) è îäíîãî ñðàâíåíèÿ. Èäåþ ýòîé êîíñòðóêöèè ïðîùå âñåãî
îáúÿñíèòü ãðàôè÷åñêè. Èçîáðàçèì ðàñïðåäåëåíèå (4.1) â âèäå äèàãðàì-
ìû, ñîñòîÿùåé èç ñòîëáöîâ åäèíè÷íîé øèðèíû è âûñîòû pi.

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Óîëêåðà

Ïðîâåäåì íà âûñîòå h = 1/N ëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ îñíîâàíèþ äèà-
ãðàììû. ×àñòü ñòîëáöîâ äèàãðàììû èìåþò âûñîòó, áîëüøóþ h, à ÷àñòü
� ìåíüøóþ h. Íåñëîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòåé ñòîëáöîâ äèàãðàììû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå ñòîëáöû èìåëè
âûñîòó h è â êàæäîì èç íèõ áûëè íå áîëåå ÷åì äâå äîëè èñõîäíûõ
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ñòîëáöîâ (ñì. ðèñ. 1). Ïðîöåäóðà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â ïîñëå-
äîâàòåëüíîì âûáîðå ìàêñèìàëüíîãî (íàïðèìåð, l-ãî) è ìèíèìàëüíîãî
(m-ãî) ñòîëáöîâ (ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà pl > 1/N è
pm < 1/N) è â äîïîëíåíèè m-ãî ñòîëáöà ÷àñòüþ l-ãî äî âûñîòû h (ýòî
âîçìîæíî, òàê êàê íà ëþáîì øàãå ïðîöåññà pmin + pmax ≥ 1/N , âåäü
èíà÷å

∑N
i=1 pi < 1). Ïîñëå êàæäîãî øàãà çàâîäèòñÿ äâóìåðíàÿ ÿ÷åéêà

Em, â êîòîðîé õðàíèòñÿ ÷èñëî Fm = Npm (çäåñü pm � ìèíèìàëüíàÿ
íà äàííîì øàãå âûñîòà ñòîëáöà) è íîìåð ñòîëáöà l, èç êîòîðîãî âçÿ-
òî äîïîëíåíèå m-ãî ñòîëáöà. Â äàëüíåéøåì m-ÿ ÿ÷åéêà íå ìåíÿåòñÿ
(ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö èìååò âûñîòó 1/N è îí íå ìîæåò áûòü íè
ìàêñèìàëüíûì, íè ìèíèìàëüíûì, òàê êàê íå âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
pm > 1/N è pm < 1/N). Åñëè æå èñõîäíûé (m-é) ñòîëáåö èìåë âûñîòó
h = 1/N , òî îí çàìåíÿåòñÿ íà äâóìåðíóþ ÿ÷åéêó Em, â êîòîðîé âòîðàÿ
êîîðäèíàòà ïóñòà. Ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ (÷åðåç N
øàãîâ), êîãäà íà âñåõ ïîçèöèÿõ âîçíèêàþò äâóìåðíûå ÿ÷åéêè Ej (ò. å.
ôàêòè÷åñêè âîçíèêàåò ìàññèâ äëèíû 2N , ÷òî îáúÿñíÿåò ñîîòíîøåíèå
N ≈ M0 / 2 äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûõ N). Ïîñëå ïðîâåäåííîé ïîä-
ãîòîâèòåëüíîé ðàáîòû âîçíèêàåò

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.2. Ñîãëàñíî ôîðìóëå m = [α1N+1] (ñì. ñîîòíîøåíèå
(5.1)) âûáèðàåì íîìåð ÿ÷åéêè Em = (Fm; l). Ðåàëèçóåì òàêæå âòî-
ðîå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α2 ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè
α2 < Fm, òî ξ = xm, èíà÷å ξ = xl.

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 5.1 îñíîâàíî íà òîì îáñòîÿòåëüñòâå, ÷òî òî÷-
êà (α1N + 1, α2/N) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå
(1, N +1)×(0, 1/N), ïîëó÷åííîì ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
è íà ïðèìåíåíèè óòâåðæäåíèè 1.1. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 5.2 äîïóñêàåò
ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ: âìåñòî α2 ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíó

α3 =
α1 − (m− 1)/N

1/N
= Nα1 −m + 1. (5.2)

Îáîñíîâàíèå òàêîé çàìåíû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà α3 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (0, 1) äëÿ ëþáîãî
α1 ∈ ((m − 1)/N,m/N), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ
1.2 (ñì. òàêæå îáîñíîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè �
óòâåðæäåíèå 13.1). Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (5.2) ñâÿçà-
íà ñ òåì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ íîâîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ α2 ñ ïîìîùüþ
îáðàùåíèÿ ê ãåíåðàòîðó òèïà RANDOM ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî òðó-
äîåìêîé îïåðàöèåé (ñì. çàìå÷àíèå 3.2).
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6. Êâàíòèëüíûé ìåòîä

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áîëüøîãî N (ò. å. N > M0 è äàæå N = ∞).
Òðóäîåìêîñòè t èç ñîîòíîøåíèé (4.4) è (4.10) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñó-
ùåñòâåííî óìåíüøèòü, åñëè ïðèìåíèòü òàê íàçûâàåìûé êâàíòèëüíûé
ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûé ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì.

Çàäàäèì öåëîå ÷èñëî K è ðàçîáüåì èíòåðâàë (0, 1) íà K ðàâíûõ
÷àñòåé [(j − 1)/K, j/K), j = 1, . . . , K. Äàëåå ïîñòðîèì ìàññèâ öåëûõ
÷èñåë {Xj}K

j=1 òàêîé, ÷òî

Xj = min{k : Rk = p1 + p2 + . . . + pk ≥ (j − 1)/K},

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàññèâîì íèæíèõ êâàíòèëåé (ñì. ðèñ. 2). Ýòîò
ìàññèâ çàäàåò íîìåð k ýëåìåíòà ìàññèâà {Ri ; i = 1, 2, . . . , N}, ñ êî-
òîðîãî ñëåäóåò íà÷èíàòü ïîèñê ¾ââåðõ¿ (ò. å. êàê è â àëãîðèòìàõ âèäà
4.1 è 4.4, âû÷èòàòü âåëè÷èíû Rq, q = k, k + 1, . . . èç α äî ïîëó÷åíèÿ
ïåðâîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ) ïðè (j − 1)/K ≤ α < j/K.

Ðèñ. 2. Ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ ñóìì Rxj ïðè ïðèìåíåíèè êâàíòèëüíîãî ìåòîäà

Îêîí÷àòåëüíî ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 6.1. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

2. Âû÷èñëÿåì íîìåð j ïîëóèíòåðâàëà [(j − 1)/K, j/K), â êîòîðûé
ïîïàäàåò α ïî ôîðìóëå òèïà (5.1): j = [Kα + 1].

3. Ðåàëèçóåì ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê ¾ñíèçó ââåðõ¿ íà÷èíàÿ ñ RXj .
Ñôîðìóëèðîâàííûé àëãîðèòì íå ïðèâîäèò, êàê â àëãîðòìàõ èç

ðàçä. 5, ê ïîëíîé çàìåíå àëãîðèòìîâ 4.1 è 4.4, à ëèøü óáûñòðÿåò ïðî-
öåññ âû÷èòàíèÿ ñóìì Rm â ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìàõ 4.1 è 4.4 çà ñ÷åò
ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (5.1) è èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàòèâ-
íîé ïàìÿòè ÝÂÌ äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâîâ íîìåðîâ {Xj} è ñóìì {RXj}.
Òåñòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè N ≤ 3M0 ñëåäóåò âûáèðàòü
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÷èñëî K êâàíòèëåé [(j− 1)/K, j/K) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøå-
íèå N/K ≈ 3 (ïðè ýòîì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 6.1 ïðàêòè÷åñêè íå
ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì N).

Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî êâàíòèëüíûé ìåòîä ðàáîòàåò è â ñëó÷àå áåñ-
êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ò. å. äëÿ N = ∞);
çäåñü ìîæíî áðàòü K ≈ M0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ àë-
ãîðèòìà 6.1 â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî N îòíîñèòåëüíî ìàëî è M0 > s =
1/ mini=1, ..., N pi. Òîãäà ìîæíî âçÿòü ÷èñëî êâàíòèëåé êàê öåëóþ ÷àñòü
K = [s]; ïðè ýòîì â êàæäîì êâàíòèëå [(j − 1)/K, j/K) áóäåò íå áîëåå
îäíîãî çíà÷åíèÿ Rk è â ï. 3 àëãîðèòìà 6.1 ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî
âû÷èòàíèÿ.

7. Ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (íà ïðèìåðå ãåîìåòðè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ)

7.1. Ñòàíäàðòíûå è ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ ðÿäà âàæíåéøèõ (ñ ïðèêëàäíîé òî÷-
êè çðåíèÿ) ðàñïðåäåëåíèé äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû ëèáî íå ðåàëèçóåìû, ëèáî íå ýôôåêòèâíû.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïðèíèìàþòñÿ (÷àñòî äîâîëüíî óñïåøíûå) ïîïûòêè
ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ñâîé-
ñòâà çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåðîì ýôôåêòèâíîãî ñïåöèàëüíîãî
àëãîðèòìà ìîæåò ñëóæèòü àëãîðèòì 5.1 ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàâíîìåðíîå äèñêðåòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå.

7.2. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî ìîäèôèêàöèè. Ïðîàíàëèçèðóåì ñîîòíîøå-
íèå ñòàíäàðòíûõ è ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ
äèñêðåòíîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (çäåñü, íàïîìèíàåì,
xi = i) ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé è ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäå-
ëåíèåì âèäà

pi = p (1− p)i−1; i = 1, 2, . . . ; 0 < p < 1. (7.1)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ξ ìîæíî ïðèìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèé
àëãîðèòì 4.4, ïðè÷åì äëÿ ïåðåñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé öåëåñîîáðàçíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (4.8) ïðè
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r(i + 1) = pi+1/pi ≡ 1 − p. Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ 1/(1 − z)2 â ðÿä Òåéëîðà
â òî÷êå z0 = 0 è ïîëàãàÿ z = q = 1− p, ïîëó÷àåì

1
(1− q)2

=
∞∑

i=1

iqi−1 è òîãäà Eξ =
∞∑

i=1

ipqi−1 =
p

(1− q)2
=

1
p
.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.11), òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 4.4 ðàâ-
íà t1 = a + (b + c)/p.

7.3. Ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì ¾ñ ëîãàðèôìàìè¿. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ñëåäóþùèé ñïåöèàëüíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 7.1. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

ξ =
[

ln α

ln(1− p)

]
+ 1, 0 < p < 1. (7.2)

Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (7.2) èìååò ðàñïðåäåëåíèå (7.1).
Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.2, ïîëó÷àåì

P(ξ = k) = P
(

k − 1 ≤ ln α

ln(1− p)
< k

)
=

= P
{
k ln(1− p) < ln α ≤ (k − 1) ln(1− p)

}
=

= P
{
ln(1− p)k < ln α ≤ ln(1− p)k−1

}
= P

{
(1− p)k < α ≤ (1− p)k−1

}
=

= (1− p)k−1 − (1− p)k = (1− p)k−1(1− (1− p)) = p (1− p)k−1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñðàâíèâàÿ àëãîðèòìû 4.4 è 7.1, ìîæíî, ïî àíàëîãèè ñ çàìå÷àíèåì

5.1, îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà êîìïàêòíîñòü ôîðìóëû (7.2), íåâåðíî
ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì 7.1 âñåãäà ýêîíîìè÷íåå àëãîðèòìà 4.4. Äëÿ âå-
ðîÿòíîñòè óñïåõà p, áëèçêîé ê åäèíèöå, çàòðàòû t èç ðàâåíñòâà (4.10)
îòíîñèòåëüíî íåâåëèêè, à â ôîðìóëå (7.2) äëÿ ëþáîãî p äâàæäû ïðèìå-
íÿåòñÿ òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ âûáðàí-
íîãî êîìïüþòåðà è äàííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî íàéòè ÷èñëî p0, äëÿ êîòîðîãî ïðè p ≥ p0 áîëåå ýêîíîìè÷íûì
ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì 4.4, à ïðè p < p0 � àëãîðèòì 7.1.

7.4. Ìåòîäû áðàêîâêè. Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ,
èìåþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (7.1), îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî
èñïûòàíèé Áåðíóëëè γ äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî óñïåõà. Èç ýòîãî ñëåäó-
åò, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ξ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè
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ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàöèé âåëè÷èí {γi}; òàêèå àëãîðèòìû íàçûâà-
þòñÿ ìåòîäàìè áðàêîâêè. Êîíêðåòíåå, ξ = min{i : γi = 1}, ò. å. ìåòîä
áðàêîâêè ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà αi < p (ñì.
àëãîðèòì 4.3) äî òåõ ïîð, ïîêà îíî íå îêàæåòñÿ âåðíûì. Â ñèëó çàìå÷à-
íèÿ 3.2 ìåòîäû áðàêîâêè íåýôôåêòèâíû (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ ìàëûõ
p) èç-çà íåîáõîäèìîñòè ðåàëèçàöèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñòàíäàðòíûõ
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë {αi} (ò. å. ìåòîäû áðàêîâêè ñëåäóåò ¾çàáðàêîâàòü¿).

8. Ýëåìåíòàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

8.1. Îñîáåííîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåïðå-
ðûâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãîðèòìû ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, îáëàñòüþ çíà÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
èíòåðâàë èëè îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ. Â äàëüíåéøåì â ïîäàâëÿþùåì
÷èñëå ñëó÷àåâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ξ ∈ (a, b), ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå (a, b), ãäå −∞ ≤ a < b ≤ +∞, è åå
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P(ξ < x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñ-
òàåò ïðè x ∈ (a, b), ïðè ýòîì

F (x) = 0 ïðè x ≤ a è F (x) = 1 ïðè x ≥ b; (8.1)

äëÿ ñëó÷àåâ a = −∞ è b = +∞ ñîîòíîøåíèÿ (8.1) ïðèîáðåòàþò âèä

F (−∞) = 0, F (+∞) = 1 èëè lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

Ñëó÷àè, êîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ èëè äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ ñ èíòåðâàëà-
ìè (ïðè ýòîì íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè èëè íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè F (x)), áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ¾ýêçîòè÷åñêèìè¿.

Â ñëó÷àå ξ ∈ (a, b), â îòëè÷èå îò äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ, îòäåëüíîå
çíà÷åíèå x0 ∈ (a, b) èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü. Çäåñü ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ξ ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðîìó èíòåðâàëó:

P
(
ξ ∈ (c, d)

)
= F (d)− F (c). (8.2)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b), ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûìè, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæäîé èç íèõ íåîò-
ðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f(u) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà
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(c, d) ⊆ (a, b) âûïîëíåíî

P
(
ξ ∈ (c, d)

)
=

∫ d

c

f(u) du. (8.3)

Ôóíêöèÿ f(u) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà îïðåäåëå-
íà ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ¾âåðñèè¿ ïëîò-
íîñòè f(u). Ñâîéñòâàìè ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ

f(u) ≥ 0 ïðè u ∈ (a, b);
∫ +∞

−∞
f(u) du =

∫ b

a

f(u) du = 1; (8.4)

f(u) = 0 ïðè u /∈ (a, b). (8.5)

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè u ∈ (a, b) ìíîæåñòâî òî÷åê, òàêèõ
÷òî f(u) = 0, èìååò ìåðó íóëü. Èç ñîîòíîøåíèé (8.2), (8.3) ñëåäóåò, ÷òî

F (x) =
∫ x

−∞
f(u) du (8.6)

è ïî÷òè âñþäó (ïî ìåðå Ëåáåãà) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(u) = dF (u)/du.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (8.6) ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ìîæíî çàäàâàòü íå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à ïëîòíîñòüþ
f(u). Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâà-
åìûõ äàëåå ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûìè (îïóñ-
êàÿ äîïîëíåíèå àáñîëþòíî).

8.2. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì
ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì (ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 8.1. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (ìîäåëèðîâàíèÿ) âûáî-
ðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ ∈ (a, b) èñïîëüçóåì ôîðìóëó

ξ = F−1(α); (8.7)

çäåñü α � ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî.
8.3. Ýëåìåíòàðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Àëãîðèòì 8.1

íà ïåðâûé âçãëÿä çàêðûâàåò âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ ∈ (a, b). Îäíàêî îñòàåòñÿ îäíà âàæíàÿ ¾òåõíè÷åñêàÿ¿ ïðîáëåìà,
ñâÿçàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë âèäà (8.7) â ðåàëüíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðîãðàììàõ.
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ÇÀÄÀ×À 8.1. Ïðåäñòàâèòü çàâèñèìîñòü ψ(x) = F−1(x) â âèäå ïðî-
ñòîé êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé òàê, ÷òîáû âû÷èñëåíèå çíà-
÷åíèÿ ψ(x) ìîãëî áûòü ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíî íà ÝÂÌ.

Â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à 8.1 ðàçðåøèìà, áóäåì íàçûâàòü ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëó (8.7)
è àëãîðèòì 8.1 � ýëåìåíòàðíûìè (ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ). Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ðàñïðå-
äåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à 8.1 íåðàçðåøèìà, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àëü-
òåðíàòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (ìîäåëèðîâàíèÿ) âûáî-
ðî÷íûõ çíà÷åíèé (ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ, ñóïåðïîçèöèè è ò. ï. � ñì. äàëåå
ðàçä. 12�24). Îäíàêî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ýëåìåíòàðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ, àëãîðèòì 8.1 ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûì (ýêîíîìè÷íûì).

8.4. Ïðèìåðû ïëîòíîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàðíûìè.
Îïèøåì òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 8.1. Ïóñòü èìååò-
ñÿ íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∈ (a, b), ðàñïðåäåëåííàÿ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f(u). Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî âåëè÷èíû ξ è F−1(α) ïðèíàäëåæàò
èíòåðâàëó (a, b), à ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ýòîì èí-
òåðâàëå, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (8.7) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå F (ξ) = α.
Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (8.5), (8.6), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∫ ξ

a

f(u) du = α. (8.8)

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (8.8) ïðåäñòàâèìî â âèäå ξ = ψ(α), ãäå ψ(x) � ïðîñòàÿ
êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ψ(x) íà
ÝÂÌ ðåàëèçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî.

Óðàâíåíèå (8.8) ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì ïî äâóì ïðè÷èíàì. Ïåð-
âàÿ ïðè÷èíà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.8)
íå áåðåòñÿ (ò. å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå âûðàæàåòñÿ â ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ); ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü øèðîêî ïðèìåíèìîå
ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) =
e−u2/2

√
2π

, −∞ < u < +∞. (8.9)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (8.9) èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâà-
íèÿ, ñâÿçàííûé ñî ñâîéñòâàìè èçîòðîïíîãî âåêòîðà ñëó÷àéíîé äëèíû
(ñì. äàëåå ðàçä. 23, 24).
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Âòîðàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìî-
æåò íå îêàçàòüñÿ ýëåìåíòàðíûì, ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äàæå åñëè èíòå-
ãðàë èç (8.8) áåðåòñÿ, ïîëó÷àåìîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì
(â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) îòíîñèòåëüíî ξ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé
ñèòóàöèè ìîæíî ïðèâåñòè ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) =
N∑

j=0

aju
j , 0 < u < 1. (8.10)

Ïîëó÷àåìîå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (8.8) äëÿ ïëîòíîñòè (8.10) ñîîòíî-
øåíèå

N∑

j=0

ajξ
j+1/(j + 1) = α

â îáùåì ñëó÷àå íåðàçðåøèìî (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) îòíîñèòåëüíî
ξ ïðè N ≥ 2 è aj 6= 0. Ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ (8.10) (â ÷àñòíîñòè, ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ñëó÷àÿ aj ≥ 0
è ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ {aj}, à òàêæå
íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû) ïðåäñòàâëåíû äàëåå â ðàçä. 20.

8.5. Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ ïëîòíîñòåé: ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå è ðàñïðåäåëåíèå èíäèêàòðèñû Õåíüè �Ãðèíñ-
òåéíà. Íåñìîòðÿ íà ïåðå÷èñëåííûå â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå òðóäíî-
ñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ýëåìåíòàð-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòó âîçìîæíîñòü äàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòàÿ òåõ-
íîëîãèÿ, îñíîâàííàÿ íà òåîðåìå î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (ñì.
äàëåå ðàçä. 10). Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòàðíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ¾çíàìåíèòûå¿ (âàæíûå) â ïðèëî-
æåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

ÏÐÈÌÅÐ 8.1. Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(u) = λ e−λ u, u > 0; λ > 0. (8.11)

Ñôåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåñüìà øèðîêà. Íà îñíîâå ýòî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè, èñïîëüçóåìûå â
òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ òåîðèè ïåðåíî-
ñà èçëó÷åíèÿ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé è ò. ä.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå âèäà (8.8)
∫ ξ

0
λ e−λ u du = α′, ïîëó÷àåì

−e−λu

∣∣∣∣∣

ξ

0

= α′, èëè e−λξ = 1− α′, èëè ξ = − ln(1− α′)
λ

.
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Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà α = 1 − α′ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (0, 1).
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òîãî ÷òî α′ ∈ (0, 1) èìååì Fα(x) = 0 ïðè
x ∈ (−∞, 0] è Fα(x) = 1 ïðè x ∈ [1,+∞). Íàêîíåö, äëÿ x ∈ (0, 1)
âûïîëíåíî

Fα(x) = P(1− α′ < x) = P(α′ > 1− x) = 1− (1− x) = x, (8.12)

ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.2). Îáðà-
ùàÿñü ê äàò÷èêó òèïà RANDOM , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ
âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α, è òîãäà ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

ξ = − ln α

λ
. (8.13)

Ïîñëåäíåå íà ïåðâûé âçãëÿä íåñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå î çàìåíå
(1− α′) íà α ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê
êàê âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé n ê ôîð-
ìóëå (8.13) î÷åíü âåëèêî (n À 1), è íåáîëüøàÿ ýêîíîìèÿ ε, ñâÿçàííàÿ ñ
ëèêâèäàöèåé îäíîãî âû÷èòàíèÿ, ìîæåò äàòü îùóòèìûé âûèãðûø â ýô-
ôåêòèâíîñòè íà âåëè÷èíó nε. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè òåõ èëè
èíûõ ìîäåëèðóþùèõ ñîîòíîøåíèé â òðóäîåìêèõ ïðåöåçèîííûõ ðàñ÷å-
òàõ ñëåäóåò âåñüìà òùàòåëüíî âûâåðÿòü ýòè ôîðìóëû íà ïðåäìåò èõ
ýôôåêòèâíîñòè. Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå (8.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âè-
äå ξ = (ln(1/α))/λ, îäíàêî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà õóæå ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, ÷åì ñîîòíîøåíèå (8.13), òàê êàê îïåðàöèÿ
äåëåíèÿ áîëåå òðóäîåìêà, ÷åì âçÿòèå ìèíóñà.

ÏÐÈÌÅÐ 8.2. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èç-
ëó÷åíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ èíäèêàòðèñà Õåíüè �Ãðèíñòåéíà, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ
ïðè ñòîëêíîâåíèè ¾ôîòîíà¿ ñ ÷àñòèöåé ñðåäû ñëåäóþùåãî âèäà:

f(u) =
1− µ2

2 (1 + µ2 − 2 µu)3/2
ïðè u, µ ∈ (−1,+1). (8.14)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Eξ =
∫ 1

−1
uf(u) du = µ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

¾ðàññåÿíèÿ âïåðåä¿ ïðèíèìàþò µ ≈ 1, à äëÿ ¾ðàññåÿíèÿ íàçàä¿ áåðóò
µ ≈ −1. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (8.8), ïîëó÷àåì
∫ ξ

−1

(1− µ2) du

2 (1 + µ2 − 2 µu)3/2
= α, èëè

∫ ξ

−1

(1− µ2) d(1 + µ2 − 2 µu)
−4µ (1 + µ2 − 2 µu)3/2

= α, èëè
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−1− µ2

4µ

∫ 1+µ2−2µξ

(1+µ)2
v−3/2 dv = α, èëè 1− µ2

2µ

∫ 1+µ2−2µξ

(1+µ)2
dv−1/2 = α, èëè

1√
1 + µ2 − 2µξ

− 1
1 + µ

=
2µα

1− µ2
, èëè 1√

1 + µ2 − 2µξ
=

2µα + 1− µ

1− µ2
, èëè

ξ =
1

2 µ

(
1 + µ2 −

(
1− µ2

2 µ α + 1− µ

)2)
.

Îïèñàíèå ïðèìåðà 8.2 çàêîí÷åíî.

9. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ
ñîñòàâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

9.1. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñîñòàâíûõ
ïëîòíîñòåé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ∈ (a, b), èìåþùóþ ñî-
ñòàâíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f(u) =
{

p1f1(u) ïðè u ∈ (a, c),
p2f2(u) ïðè u ∈ [c, b)

èëè
f(u) = p1f1(u)χ(a,c)(u) + p2f2(u)χ[c,b)(u). (9.1)

Çäåñü χA(u) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A, p1 è p2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, äàþùèå â ñóììå åäèíèöó, à f1(u) è f2(u) � ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ1 è ξ2, èìåþùèõ ýëåìåíòàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. äëÿ âûáî-
ðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi ìîæíî âûâåñòè ýôôåêòèâíûå
ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû âèäà (8.7): ξi = ψi(α). Àëãîðèòì 8.1 äëÿ ïëîò-
íîñòè (9.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 9.1. Åñëè α ≤ p1, òî ξ = ψ1(α/p1), èíà÷å
ξ = ψ2((α− p1)/p2).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà 9.1 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè α ≤ p1

âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàõîäèòñÿ ìåæäó a è c è
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû âèäà (8.7) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

∫ ξ

a

p1f1(u) du = α èëè
∫ ξ

a

f1(u) du =
α

p1
,

è òîãäà ξ = ψ1(α/p1). Åñëè æå α > p1, òî çíà÷åíèå ξ ðàñïîëàãàåòñÿ
ìåæäó c è b è óðàâíåíèå òèïà (8.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∫ c

a

p1f1(u) du +
∫ ξ

c

p2f2(u) du = α èëè
∫ ξ

c

f2(u) du =
α− p1

p2
,
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è òîãäà ξ = ψ2((α− p1)/p2).
9.2. Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ñîñòàâíóþ ïëîòíîñòü,

èñïîëüçóåìóþ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì ν
ïðè 0 < ν < 1 ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ (ñì. äàëåå àëãîðèòì 21.1). Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà:

f(u) =
{

Cuν−1 ïðè 0 < u < 1, 0 < ν < 1,
Ce−λ u ïðè u ≥ 1, λ > 0,

èëè
f(u) = C(uν−1χ(0,1)(u) + e−λ uχ[1,∞)(u)),

ãäå C = νλ/(λ + νe−λ). Ïåðåïèøåì ýòó ïëîòíîñòü â âèäå ñîîòíîøå-
íèÿ (9.1):

f(u) = p1 × (ν uν−1)× χ(0,1)(u) + p2 × (λ e−λ u/ exp(−λ))× χ[1,∞)(u),

ãäå p1 = λ/(λ + ν e−λ) è p2 = 1 − p1. Ôóíêöèÿ f1(u) = νuν−1 ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåííîé ïëîòíîñòüþ; íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäåëè-
ðóþùóþ ôîðìóëó ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: ξ1 = α1/ν .
Ôóíêöèÿ f2(u) = (λ e−λu)/e−λ, u > 1 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ óñå÷åííîãî
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 8.1 íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó ξ2 = 1− (ln(1− α))/λ. Àëãîðèòì
9.1 âûãëÿäèò çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè α ≤ λ/(λ + ν e−λ), òî

ξ =

(
α (λ + ν e−λ)

λ

)1/ν

,

èíà÷å

ξ = 1− ln(1− (α− p1)/p2))
λ

= − ln ((1− α)(e−λ + λ ν−1))
λ

. (9.2)

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ôîðìóëû (8.13) çàìåíà α′ = 1 − α â ïî-
ñëåäíåì ñîîòíîøåíèè íåâîçìîæíà, òàê êàê ôîðìóëà (9.2) âåðíà òîëüêî
ïðè óñëîâèè α > p1.

9.3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè. Ñîñòàâíûå ïëîòíîñòè
ìîæíî òàêæå ñòðîèòü, ðàçáèâàÿ (a, b) íà áîëåå ÷åì äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ èíòåðâàëà (ñì. äàëåå ðàçä. 14). Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ
ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî ðàññìîòðåòü, â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ
è êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ïëîòíîñòè. Äëÿ ñîñòàâíûõ ïëîòíîñòåé ñ áîëüøèì
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÷èñëîì èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà (a, b) íåñëîæíî ïîñòðîèòü àíà-
ëîã àëãîðèòìà 9.1, îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ â ýòîò àëãîðèòì öåëåñîîáðàçíî
âêëþ÷èòü ýëåìåíòû ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (ñì. äàëåå ðàçä. 14).

10. Ïîñòðîåíèå ýëåìåíòàðíûõ ïëîòíîñòåé

10.1. Òåîðåìà î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ. Â ðÿäå ðàñ-
ñóæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáîñíîâàíèåì àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.1.Ïóñòü ui = Φi(v1, . . . , vl), i = 1, . . . , l � âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè A â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè v1, . . . , vl íà îáëàñòü B â ïðîñòðàíñòâå ñ
êîîðäèíàòàìè u1, . . . , ul. Åñëè ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
η = (η1, . . . , ηl) â A ðàâíà fη(v1, . . . , vl), òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξl) â B, ãäå ξi = Φi(η1, . . . , ηl),
èìååò âèä

fξ(u1, . . . , ul) = fη(v1, . . . , vl)
∣∣∣∣
∂(v1, . . . , vl)
∂(u1, . . . , ul)

∣∣∣∣ . (10.1)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ vi äîëæíû áûòü âûðàæåíû
÷åðåç ui, à

∣∣∣ ∂(v1, ..., vl)
∂(u1, ..., ul)

∣∣∣ åñòü ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò êîîðäèíàò {vi} ê êî-
îðäèíàòàì {ui}.

10.2. Òåõíîëîãèÿ ¾âëîæåííûõ çàìåí¿. Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñ-
ëåííûõ ìîäåëåé ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü,
ñ îäíîé ñòîðîíû, íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàí-
íûõ âûáðàòü çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, à ñ äðóãîé � èìåòü
àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïî âûáðàí-
íûì âåðîÿòíîñòíûì çàêîíàì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî çàíÿòüñÿ ñîçäàíèåì
¾áàíêà¿ ðàñïðåäåëåíèé, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëîò-
íîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ
òåõíîëîãèþ, îñíîâàííóþ íà îäíîìåðíîì âàðèàíòå óòâåðæäåíèÿ 10.1.

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 10.1. Ïóñòü fη(v) � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû η, èìåþùåé ýëåìåíòàðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå (c, d), ò. å.
èç ñîîòíîøåíèÿ òèïà (8.8)

∫ η

c
fη(v) dv = α äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ìîæíî ïîëó÷èòü ôîð-
ìóëó òèïà (8.7): η = ψη(α), ãäå ψη(w) � ïðîñòàÿ êîìïîçèöèÿ ýëå-
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ìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâà-
íèå, çàäàâàåìîå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöè-
åé ϕ(x), ïåðåâîäÿùåé èíòåðâàë (a, b) â èíòåðâàë (c, d); â ÷àñòíîñòè
ϕ(a) = c, ϕ(b) = d. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ôóíêöèþ ϕ è îáðàòíóþ ê
íåé ôóíêöèþ ϕ−1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîñòîé êîìïîçèöèè ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = fη(ϕ(u)) ϕ′(u), u ∈ (a, b); (10.2)

ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (10.1). Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæå-
íèÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåí-
òàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå (8.8) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
ξ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ξ = ϕ−1(ψη(α)).

Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (8.8), èìååì
∫ ξ

a

fη(ϕ(u)) ϕ′(u) du = α, èëè
∫ ϕ(ξ)

ϕ(a)

fη(v) dv = α,

èëè ϕ(ξ) = ψη(α), èëè ξ = ϕ−1(ψη(α)).

Ïîëó÷åííóþ ïëîòíîñòü (10.2) ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïëîò-
íîñòè fη(v) è îñóùåñòâèòü åùå îäíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâà-
íèå òèïà ϕ(u). Ñ ïîìîùüþ òàêèõ âëîæåííûõ çàìåí ìîæíî ïîëó÷àòü
íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî íîâûõ ïëîòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Ãðàôèêè ýòèõ ïëîòíîñòåé ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ ïîëó÷åííûìè
èç ýêñïåðèìåíòà ðàñïðåäåëåíèÿìè è âûáèðàòü ïîäõîäÿùèé äëÿ äàííîé
÷èñëåííîé ìîäåëè ñëó÷àéíûé ýëåìåíò.

10.3. Ïðèìåðû. Ïðîäåìîíñòðèðóåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíå-
íèÿ òåõíîëîãèè 10.1.

ÏÐÈÌÅÐ 10.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = exp u× exp(− exp u), −∞ < u < +∞. (10.3)

Ýòî ïëîòíîñòü ýêñòðåìàëüíîãî (òî÷íåå, ìèíèìàëüíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ,
îïèñûâàþùàÿ îäíî èç òðåõ âîçìîæíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

an min(γ1, . . . , γn) + bn (10.4)

ïðè an 6= 0, n → ∞; çäåñü an, bn � ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
à {γi} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

33



Âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (8.8):

∫ ξ

−∞
exp u exp(− exp u) du = α, èëè

∫ exp ξ

0

exp(−v) dv, èëè

− exp(− exp ξ) + 1 = α, èëè ξ = ln(− ln α′),

ãäå α′ = 1− α. Îïèñàíèå ïðèìåðà 10.1 çàêîí÷åíî.
Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè 10.1 äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ìîæíî

îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñõîäíûì ÿâëÿëîñü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå (8.11) äëÿ äëÿ ñëó÷àÿ λ = 1, ò. å. fη(v) = e−v, v > 0; ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà: η = − ln α′. Çàòåì èñïîëüçîâàíà
çàìåíà v = ϕ(u) = eu, −∞ < u < +∞.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äâà äðóãèõ (îòëè÷íûõ îò ïëîòíîñòè (10.3)) âîç-
ìîæíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà
(10.4) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà ñ
ïëîòíîñòüþ

f1(u) = uc−1 exp(−uc), u > 0, c > 0 (10.5)

è ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé ξ1 = (− ln α)1/c, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïëîòíîñòüþ

f2(u) = c (−u)c−1 exp(−(−u)c), u < 0, c > 0 (10.6)

è ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé ξ2 = −(− ln α)1/c.
Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè 10.1 äëÿ ïëîòíîñòåé (10.5) è (10.6) ìîæíî

îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñõîäíûì, êàê è äëÿ ïëîòíîñòè (10.3),
ÿâëÿëîñü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå fη(v) = e−v, v > 0 ñ ìîäåëè-
ðóþùåé ôîðìóëîé η = − ln α. Çàòåì èñïîëüçîâàíû çàìåíû:
äëÿ ïëîòíîñòè (10.5) v = ϕ(u) = uc, u > 0, à äëÿ ïëîòíîñòè (10.6)
v = ϕ(u) = (−u)c, u < 0.

ÏÐÈÌÅÐ 10.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3
√

3 cos u

π(sin2 u + sin u + 1)
, 0 < u <

π

2
. (10.7)

Âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ξ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå (8.8):

∫ ξ

0

3
√

3 cos u du

π(sin2 u + sin u + 1)
= α, èëè

∫ ξ

0

3
√

3 d(sinu + 1/2)
π((sin u + 1/2)2 + 3/4)

= α,
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6
π

∫ sin ξ+1/2

1/2

d(2v/
√

3)
(2v/

√
3)2 + 1

= α, èëè 6
π

∫ 2(sin ξ+1/2)/
√

3

1/
√

3

dw

w2 + 1
= α,

èëè 6
π

arctg
(

2√
3

(
sin ξ +

1
2

))
− 6

π
arctg

1√
3

= α,

èëè arctg
(

2√
3

(
sin ξ +

1
2

))
=

π

6
(α + 1),

èëè ξ = arcsin

(√
3

2
tg

(π

6
(α + 1)

)
− 1

2

)
. (10.8)

Ñõåìà ¾ñî÷èíåíèÿ¿ ïëîòíîñòè (10.7) òàêîâà. Áåðåì èñõîäíóþ ïëîò-
íîñòü

fγ(w) =
6

π(w2 + 1)
,

1√
3

< w <
√

3

ñ ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé γ = tg(π(α + 1)/6). Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ϕ1(v) = (2/

√
3)(v + 1/2), ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü

fη(v) =
4
√

3
π((2(v + 1/2)/

√
3)2 + 1)

, 0 < v < 1

è ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó η = (
√

3 tg(π(α + 1)/6)− 1)/2. Íàêîíåö, ïðå-
îáðàçîâàíèå ϕ2 = sin u äàåò ïëîòíîñòü (10.7) è ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó
(10.8).

Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ¾ñî÷èíåíèè¿ ïëîòíîñòè
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ïîðÿäêó çàìåí ïðè âûâîäå ìîäåëèðóþùåé ôîðìó-
ëû. Â äàëüíåéøåì, åñëè ïëîòíîñòü êîíñòðóèðóåòñÿ ïî òåõíîëîãèè 10.1,
ìû áóäåì ïðèâîäèòü òîëüêî âûâîä ìîäåëèðóþùèõ ôîðìóë, íå ôîðìó-
ëèðóÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûõ ñîîáðàæåíèé î ¾ñî÷èíåíèè¿ ïëîòíîñòè.

11. Ïîñòðîåíèå ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé äâóìåðíûõ
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè

11.1. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü f(x) = f(x1, . . . , xl) ðàñïðåäåëåíèÿ
l-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξl) ìîæåò áûòü l! ñïîñîáàìè
ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé:

f(x) = fi1(xi1) fi2(xi2 |xi1)× . . .× fil
(xil

|xi1 , xi2 , . . . , xil−1), (11.1)
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ãäå (i1, . . . , il) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ (1, . . . , l) (òàêèõ ïå-
ðåñòàíîâîê êàê ðàç l! øòóê),

fi1(xi1) =
∫

. . .

∫
f(x1, . . . , xl) dxi2 . . . dxil

,

fi2(xi2 |xi1) = fi2(xi2 | ξi1 = xi1) =
∫

. . .
∫

f(x1, . . . , xl) dxi3 . . . dxil

fi1(xi1)
,

fi3(xi3 |xi1 , xi2) =
∫

. . .
∫

f(x1, . . . , xl) dxi4 . . . dxil

fi1(xi1)fi2(xi2 |xi1)
,

· · · · · · · · · · · ·

fil−1(xil−1 |xi1 , . . . , xil−2) =
∫

f(x1, . . . , xl) dxil

fi1(xi1)× . . .× fil−2(xil−2 |xi1 , . . . , xil−3)
,

fil
(xil

|xi1 , . . . , xil−1) =
f(x1, . . . , xl)

fi1(xi1)× . . .× fil−1(xil−1 |xi1 , . . . , xil−2)
.

Êàæäîìó ðàçëîæåíèþ (11.1) ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξl).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 11.1. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé êîì-
ïîíåíòû ξi1 âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fi1(xi1).

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ξi2 ñî-
ãëàñíî ïëîòíîñòè fi2(xi2 | ξi1).

· · · · · · · · · · · ·

l. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ξil
ñîãëàñ-

íî ïëîòíîñòè fil
(xil

| ξi1 , . . . , ξil−1).
11.2. Äâóìåðíûé ñëó÷àé. Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû (11.1) è àëãî-

ðèòìà 11.1 îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè l. Ïðè ýòîì èí-
äóêòèâíûé ïåðåõîä îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè äâóìåðíîãî âåêòîðà (ξ, η)
(ñëó÷àéíûå êîìïîíåíòû ξ è η ìîãóò áûòü êàê ñêàëÿðíûìè, òàê è âåêòîð-
íûìè) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(u, v), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû
äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

f(u, v) = fξ(u)fη(v|u); fξ(u) =
∫

f(u, v) dv, fη(v|u) =
f(u, v)
fξ(u)

; (11.2)

f(u, v) = fη(v)fξ(u|v); fη(v) =
∫

f(u, v) du, fξ(u|v) =
f(u, v)
fη(v)

. (11.3)
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Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (11.2) àëãîðèòì 11.1 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
fξ(u), à çàòåì ìîäåëèðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f(ξ0, v)/fξ(ξ0). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (11.3) ñíà÷àëà ðåàëèçó-
åòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fη(v), à çàòåì ìîäåëè-
ðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(u, η0)/fη(η0).

11.3. Òåõíîëîãèÿ ¾âçâåøåííîãî ïàðàìåòðà¿. Ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ îñíîâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð òîãî èç
l! ðàçëîæåíèé (11.1), äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî ïîñòðîåíèå íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé {ξij

}. Óæå äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ÷àñòî ìîæíî íàáëþäàòü ñëå-
äóþùóþ ñèòóàöèþ: îäíî èç ðàçëîæåíèé (11.2) èëè (11.3) ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîíåíò ξ0 è η0, à
âòîðîå ðàçëîæåíèå íå äàåò òàêèõ àëãîðèòìîâ. Ïðèìåðû òàêèõ ñèòóàöèé
äàåò ñëåäóþùàÿ

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 11.1. Ðàññìîòðèì ïëîòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ fξ(u;λ), u ∈ (a, b), çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà λ, äîïóñòè-
ìûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (C, D). Ýëåìåíòàð-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé ôîðìóëû
ξ = ψξ(α; λ) äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ. Ðàññìîòðèì òàêæå åùå îäíó ýëåìåíòàðíóþ ïëîòíîñòü fη(v)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå
v ∈ (c, d) ⊆ (C, D); ïðè ýòîì èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþ-
ùàÿ ôîðìóëà η = ψη(α). Òåïåðü ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ýôôåê-
òèâíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé äâóìåðíîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η), ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå

G = {(u, v) : a < u < b; c < v < d}
è èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) = fη(v)× fξ(u; v), (u, v) ∈ G. (11.4)

Ýòî ðåçóëüòàò ôîðìàëüíîãî óìíîæåíèÿ ïëîòíîñòåé fη(v) è fξ(u; v)
(çäåñü ïðîèñõîäèò ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé v âìåñòî ïàðàìåòðà λ).
Â ïðåäñòàâëåíèè (11.3) äëÿ ïëîòíîñòè (11.4) èìååì fξ(u|v) = fξ(u; v).
Äëÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì 11.1:

η = ψη(α1), ξ = ψξ(α2; η). (11.5)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (11.2) ïëîòíîñòè (11.4) ýôôåêòèâíûõ ôîðìóë òè-
ïà (11.5) ïîñòðîèòü, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ.
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11.3. Ïðèìåðû. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ¾âçâå-
øåííîãî ïàðàìåòðà¿.

ÏÐÈÌÅÐ 11.1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì
ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(u, v) =
1
2

ve−uv, u > 0, 0 < v < 2.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (11.3) äëÿ âåêòîðà (ξ, η): f(u, v) = fη(v)fξ(u|v);

fη(v) =
∫ +∞

0

1
2

ve−uv du =
1
2
, fξ(u|v) =

f(u, v)
fη(v)

= ve−vu.

Ïëîòíîñòü fη(v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà
èíòåðâàëå (0, 2). Ñîîòâåòñòâóþùåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η ðàâíî η0 = 2α1. Ôóíêöèÿ fξ(u|η0) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ = η0 (ñì. ôîðìóëó
(8.11)) è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ = − ln α2/η0 (ñì. ôîðìóëó (8.13)).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (11.2) äëÿ âåêòîðà (ξ, η) : f(u, v) =
fξ(u) fη(v|u). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

fξ(u) =
∫ 2

0

1
2

ve−uv dv =
1− (2u + 1)e−2u

2u2
, u > 0.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïîýòîìó äëÿ ýòîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíèå (11.3)
ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî õóäøèì (ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 11.1)
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåíèåì (11.2). Îïèñàíèå ïðèìåðà 11.1 çàêîí÷å-
íî.

ÏÐÈÌÅÐ 11.2. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì
ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(u, v) =
3 v sin v e−3uv

1− e−v
, 0 < u <

1
3
, 0 < v <

π

2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë ïî v îò ýòîé ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêè íå âîçü-
ìåòñÿ, ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (11.2) íå äàåò ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η). Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (11.3).
Èìååì

fη(v) =
∫ 1/3

0

3 v sin v e−3uv du

1− e−v
= sin v ×

(−e−3vu

1− e−v

) ∣∣∣∣∣

1/3

0

= sin v
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äëÿ 0 < v < π/2 è

fξ(u|v) =
f(u, v)
fη(v)

=
3 v e−3uv

1− e−v
, 0 < u <

1
3
.

Âûâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ:

∫ η

0

sin v dv = α′1, èëè − cos v
∣∣∣
η

0
= α′1, èëè η = arccos α1,

çäåñü α1 = 1− α′1;
∫ ξ

0

3 η e−3ηu du

1− e−η
= α2, èëè 1− e−3ηξ = α2(1− e−η),

èëè ξ = − ln(1− α2(1− e−η))
3η

.

Îïèñàíèå ïðèìåðà 11.2 çàêîí÷åíî.

12. Ïîñòðîåíèå ïëîòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ñóïåðïîçèöèè

12.1. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Íàïîìíèì îáùóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñóïåðïîçèöèè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì
÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé k1-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà ξ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà,
çàâèñÿùåãî îò ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà u ∈ Rk1 :

f(u) =
∫

Rk2

p(u,v) dv, (12.1)

ïðè ýòîì:
1) ôóíêöèÿ p(u,v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (k1+k2)-ìåðíîãî âåêòîðà

(ξ,η);
2) â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå ïîëíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

f(u) =
∫

Rk2

fη(v)fξ(u|v) dv (12.2)
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(ñì. ñîîòíîøåíèÿ (11.2), (11.3)) äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ ξ è η ñ ïëîòíîñòÿìè fη(v) è fξ(u|v) èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå
ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû (ôîðìóëû) ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âèäà
η = ψη(ᾱ1), ξ = ψξ(ᾱ2;v), ãäå ᾱi � ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû ñòàí-
äàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ìå-
òîäà ñóïåðïîçèöèè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 12.1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (12.2), ñîãëàñíî
àëãîðèòìó (ôîðìóëå) ξ = ψξ(ᾱ2;η0), ãäå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó (ôîðìóëå)
η0 = ψη(ᾱ1).

Ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (12.1), â êîòîðîì âñïîìîãà-
òåëüíûé âåêòîð η èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîò-
íîñòüþ fη(v), íàçîâåì àëãîðèòì 12.1 ìåòîäîì èíòåãðàëüíîé ñóïåðïî-
çèöèè (â îòëè÷èå îò ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè, ðàññìîòðåííîãî
äàëåå â ïîäðàçä. 12.3).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 12.1. Ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èíòå-
ãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè, ìîæíî òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàì
òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå k1-ìåðíîé êîìïîíåíòû ξ äëÿ
(k1 +k2)-ìåðíîãî âåêòîðà (ξ,η), ïðè÷åì ¾ìîäåëèðóåìûì¿ ÿâëÿåòñÿ ðàç-
ëîæåíèå âèäà (11.3), à äëÿ ðàçëîæåíèÿ (11.2) íå óäàåòñÿ äàæå ïðåäñòà-
âèòü â ÿâíîì âèäå ïëîòíîñòü fξ(u) = f(u), òàê êàê èíòåãðàë (12.1) íå
áåðåòñÿ àíàëèòè÷åñêè.

12.2. Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè ¾âçâåøåííîãî ïàðàìåòðà¿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà èíòå-
ãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè. Èç çàìå÷àíèÿ 12.1 ñëåäóåò, ÷òî âî âñÿêîì
ñëó÷àå äëÿ ðàçìåðíîñòåé k1 è k2, ðàâíûõ åäèíèöå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðè-
ìåðîâ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåõíîëîãèþ 11.1.

ÏÐÈÌÅÐ 12.1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = 2
∫ π/2

0

v cos v cosuv dv, 0 < u < 1.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ p(u, v) = 2v cos v cos uv, 0 < u < 1, 0 < v < π/2 è ïðåäñòàâëåíèå
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(11.3) äëÿ ýòîé ïëîòíîñòè:

fη(v) =
∫ 1

0

2v cos v cosuv du = sin 2v, 0 < v <
π

2
;

fξ(u|v) =
2v cos v cos uv

2 cos v sin v
=

v cosuv

sin v
, 0 < u < 1.

Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ âèäà (8.8)

∫ η0

0

sin 2v dv = α1 è
∫ ξ

0

η0 cos(η0u) du

sin η0
= α2,

âûïèñûâàåì ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû

η0 =
arccos(1− 2α1)

2
è ξ =

arcsin(α2 sin η0)
η0

.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæíî ïî-
ëó÷àòü ïî ôîðìóëå

ξ =
arcsin[α2 sin((1/2) arccos(1− 2α1))]

(1/2) arccos(1− 2α1)
.

Îïèñàíèå ïðèìåðà 12.1 çàêîí÷åíî.
Òåõíîëîãèÿ 11.1 ïðèìåíåíà çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå

èñõîäíîé ïëîòíîñòè ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì âçÿòà
ôóíêöèÿ

fξ(u; λ) =
λ cosλu

sin λ
, 0 < u < 1; λ > 0,

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà

ξ =
arcsin(α sinλ)

λ
.

Çàòåì íà ïîäìíîæåñòâå (0, π/2) ìíîæåñòâà (0, +∞) äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà λ ðàññìîòðåíà ïëîòíîñòü fη(v) = sin 2v, êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóåò ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà

η =
arccos(1− 2α)

2
.
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Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

p(u, v) = fη(v)× fξ(u; v) = sin 2v × v cos vu

sin v
= 2v cos v cos uv

(çäåñü 0 < u < 1, 0 < v < π/2), èíòåãðàë fξ(u) =
∫ π/2

0
p(u, v) dv îò

êîòîðîé àíàëèòè÷åñêè íå áåðåòñÿ.
12.3. Ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè. Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïëîò-

íîñòü ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë (12.1),
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêîé. Ãîðàçäî ÷àùå â êà÷åñòâå âåêòîðà η èñïîëü-
çóåòñÿ îäíîìåðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì

P(η = i) = pi, i = 1, 2, . . . , M ; M ≤ ∞.

Â ýòîì ñëó÷àå, ôîðìàëüíî ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (12.2) ñîîòíîøåíèå
fη(v) =

∑M
i=1 piδ(v − i), ïîëó÷àåì

f(u) =
M∑

i=1

pifi(u); fi(u) = fξ(u|η = i). (12.3)

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì, ïðè êîòîðûõ ïðèìåíèì àëãîðèòì 12.1, äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η (â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñëåäóåò
ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 4.1 ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èëè åãî ìîäèôèêàöèè � ñì. ðàçä. 4�7) è âåêòîðà ξ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè fi(u) äëÿ ëþáîãî i. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (12.3) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó (ñìåñü) ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåìûõ
ïëîòíîñòåé {fi(u)}. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ïëîòíîñòè (12.3) ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 12.2. 1. Ðåàëèçóÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðòíî-
ãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì
4.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð η0 = m.

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè fm(u).

Àëãîðèòì 12.2 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè èëè
ïðîñòî ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè.

ÏÐÈÌÅÐ 12.2. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3
8
(1 + u2), −1 < u < 1. (12.4)
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Ñîîòíîøåíèå (12.4) ïðåäñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìûé çàêîí Ðåëåÿ ìîëåêó-
ëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ â àòìîñôåðå, èñïîëüçóåìûé â òåîðèè ïåðå-
íîñà èçëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ (12.4) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê óðàâíåíèå

∫ ξ

−1
f(u) du = α ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøå-

íèþ ξ3+3ξ−8α−4 = 0, êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ. Ïëîòíîñòü
(12.4) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñìåñè (12.3):

f(u) =
3
4
× 1

2
+

1
4
× 3

2
u2, −1 < u < 1,

ò. å. p1 = 3/4, f1(u) = 1/2; p2 = 1/4; f2(u) = 3u2/2. Ôóíêöèÿ f1(u) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1),
à ôóíêöèÿ f2(u) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïëîòíîñòè ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà òîì æå èíòåðâàëå. Àëãîðèòì 12.2 çäåñü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè α1 < 3/4, òî ξ = 2α2 − 1, èíà÷å ξ = 3

√
2α2 − 1.

12.4. Òåõíîëîãèÿ ¾ôîðìèðîâàíèÿ ñìåñè¿. Ïðèìåð 12.2 ïîêàçû-
âàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà
12.2 ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ u = u ∈ R, M = 2. Çäåñü
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 12.1. Âîçüìåì äâå ïëîòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé f1(u) è f2(u), îïðåäåëåííûå íà èíòåðâàëå (a, b) è òàêèå,
÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

f(u) = p1 f1(u) + p2 f2(u), u ∈ (a, b), p1 > 0, p2 > 0, p1 + p2 = 1 (12.5)

íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ò. å. óðàâíå-
íèå

∫ ξ

a
f(u) du = α íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ). Òàêèå ïëîòíîñòè

f1(u) è f2(u) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ðàçíîðîäíûõ çàìåí
ϕi : (a, b) → (ci, di); i = 1, 2 â òåõíîëîãèè 10.1. Äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé ξi, ðåàëèçóåìûõ ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì fi(u), âûïèñûâàþòñÿ ìîäå-
ëèðóþùèå ôîðìóëû ξi = ψi(α), i = 1, 2. Äëÿ ïëîòíîñòè (12.5) ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè: åñëè
α1 < p1, òî çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû η ðàâíî åäèíèöå è âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ìîäåëèðóåòñÿ ïî ôîðìóëå ξ = ψ1(α2), èíà÷å ξ = ψ2(α2).

ÏÐÈÌÅÐ 15.3. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
5u

(1 + u2)2
+
√

2π

8u2
sin

( π

2u

)
, 1 < u < 2. (12.6)
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Ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
òàê êàê óðàâíåíèå

∫ ξ

1
f(u) du = α ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

5
2

∫ ξ

1

d(u2 + 1)
(u2 + 1)2

+
1

2
√

2

∫ ξ

1

d cos
( π

2u

)
= α èëè

5
4
− 5

2(1 + ξ2)
+

1
2
√

2
cos

(
π

2ξ

)
= α, (12.7)

êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ. Ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè (12.7)
íåñëîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

∫ 2

1

u du

(1 + u2)2
=

1
2

(
− 1

1 + 22
+

1
1 + 12

)
=

3
20

,

∫ 2

1

1
u2

sin
( π

2u

)
du =

2
π

(
cos

π

4
− cos

π

2

)
=
√

2
π

.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü (12.6) â âèäå
ñìåñè (12.5):

f(u) =
3
4
× 20u

3(1 + u2)2
+

1
4
× π√

2u2
sin

( π

2u

)
, 1 < u < 2, (15.8)

ò. å. p1 = 3/4, p2 = 1/4,

f1(u) =
20u

3(1 + u2)2
, f2(u) =

π√
2u2

sin
( π

2u

)
.

Ñ ó÷åòîì âûêëàäîê (12.7) âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïëîò-
íîñòè f1(u):

20
3

∫ ξ

1

u du

(1 + u2)2
= α2, èëè 5

3
− 10

3(1 + ξ2)
= α2, èëè ξ =

√
10

5− 3α2
− 1.

(12.9)
Äëÿ ïëîòíîñòè f2(u) èìååì

∫ ξ

1

π√
2u2

sin
( π

2u

)
du = α2, èëè

√
2 cos

(
π

2ξ

)
= α2,

èëè ξ =
π

2 arccos(α2/
√

2)
. (12.10)
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Àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
α1 < 3/4, òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðåàëèçóåòñÿ
ïî ôîðìóëå (12.9), èíà÷å ξ ðåàëèçóåòñÿ ïî ôîðìóëå (12.10). Îïèñàíèå
ïðèìåðà 12.3 çàêîí÷åíî.

Òåõíîëîãèÿ 12.1 ðåàëèçîâàíà çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî òåõíî-
ëîãèè 10.1 èç ïëîòíîñòè 10/(3w2), 2 < w < 5 ñ ïîìîùüþ çàìåíû
w = ϕ1(u) = 1 + u2, 1 < u < 2 ñîçäàíà ïëîòíîñòü f1(u), à èç ïëîò-
íîñòè

√
2 sin w, π/4 < w < π/2 ñ ïîìîùüþ çàìåíû w = ϕ2(u) = π/(2u),

1 < u < 2 ïîëó÷åíà ïëîòíîñòü f2(u), à çàòåì ðàññìîòðåíà âçâåøåííàÿ
ñóììà (12.5) ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1 = 3/4 è p2 = 1/4.

12.5. Âûäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Çäåñü óìåñòíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùåå ïðîñòîå

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 12.1. Ïóñòü èñõîäíàÿ ïëîòíîñòü çàäàíà â âèäå

f(u) =
M∑

i=1

hi(u), u ∈ U, (12.11)

ãäå hi(u) � ïîëîæèòåëüíûå (ïî÷òè âñþäó â U) ôóíêöèè. Âû÷èñëÿÿ
èíòåãðàëû pi =

∫
U

hi(u) du, ïåðåïèøåì ïëîòíîñòü (12.11) â âèäå

f(u) =
M∑

i=1

pi × hi(u)
pi

. (12.12)

Òîãäà ôóíêöèè {fi(u) = hi(u)/pi} ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè (âåäü
fi(u) ≥ 0 è

∫
U

fi(u) du = 1), à ÷èñëà {pi} � âåðîÿòíîñòÿìè: îíè íåîò-
ðèöàòåëüíû è

∑M
i=1 pi = 1. Äåéñòâèòåëüíî,

1 =
∫

U

f(u) du =
M∑

i=1

pi

∫

U

hi(u) du
pi

=
M∑

i=1

pi.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå (12.12) ïëîòíîñòè (12.11) èìååò âèä
(12.3).

Çàìå÷àíèå 12.1 îáîñíîâûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîä îò ñîîòíîøåíèÿ
(12.6) ê ïðåäñòàâëåíèþ (12.8) â ïðèìåðå 12.3.

12.6. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Îáîáùåíèå òåõíîëîãèè 12.1
ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëàãàåìûõ M â ñóììå (12.5)
(âïëîòü äî ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ).
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ÏÐÈÌÅÐ 12.4. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = e−2u + e−3u + e−6u, u > 0.

Ýòà ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, òàê êàê óðàâíåíèå∫ ξ

0
f(u) du = α ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

e−2ξ

2
+

e−3ξ

3
+

e−6ξ

6
+ α− 1 = 0,

êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∫ +∞

0

e−λu du = −e−λu

λ

∣∣∣∣∣

+∞

0

=
1
λ

äëÿ ëþáîãî λ > 0, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 12.1, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
âèäà (12.3)

f(u) =
1
2
× (2e−2u) +

1
3
× (3e−3u) +

1
6
× (6e−6u),

ò. å. p1 = 1/2, f1(u) = 2e−2u; p2 = 1/3, f2(u) = 3e−3u; p3 = 1/6,
f3(u) = 6e−6u. Ïëîòíîñòè fi(u) ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè (ñì. ïðè-
ìåð 8.1) è ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (8.13) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìå-
òîäà ñóïåðïîçèöèè:

� åñëè α1 < 1/2, òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ðåàëèçóåòñÿ ïî ôîðìóëå ξ = −(1/2) ln α2;

� åñëè 1/2 ≤ α1 < 1/2 + 1/3 = 5/6, òî ξ = −(1/3) ln α2;
� åñëè α1 ≥ 5/6, òî ξ = −(1/6) ln α2.

13. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè

13.1. Ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ðàñ-
ñìîòðèì àëãîðèòì 12.2 äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (12.3). Ïðåä-
ïîëàãàåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî âî âòîðîì ïóíêòå àëãîðèòìà 12.2 âûáî-
ðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîäåëèðóåòñÿ ìåòîäîì îáðàò-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. âûðàæåíèå ξ = ψm(α2) ïîëó÷àåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (8.8):

∫ ξ

a

fm(u) du = α2. (13.1)
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.2, â ñëó÷àå, êîãäà â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà
12.2 âûáðàí íîìåð η = m, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α1, ïîïàäàÿ â èíòåð-
âàë ∆m =

(∑m−1
i=1 pi,

∑m
i=1 pi

)
, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ∆m, è òîãäà

ñïðàâåäëèâî
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 13.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β =

(
α1−

∑m−1
i=1 pi

)
p−1

m

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (0, 1).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â ñèëó òîãî ÷òî α1 ∈ ∆m, èìååì

Fβ(x) = P(β < x) = 0 ïðè x ≤ 0 è Fβ(x) = 1 ïðè x ≥ 1. Äàëåå,
äëÿ 0 < x < 1 ïîëó÷àåì

Fβ(x) = P(β < x|η = m) =
P

{
(β < x) ∩ (η = m)

}

P(η = m)
=

= P
(m−1∑

i=1

pi ≤ α1 <

m−1∑

i=1

pi + x pm

)/
pm = x,

ò. å. ôóíêöèÿ Fβ(x) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñòàí-
äàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.2)).

13.2. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè. Óòâåðæäåíèå
13.1 îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà 12.2.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 13.1. 1. Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðò-
íîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ àëãî-
ðèòì 4.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð m.

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b) ïî
ôîðìóëå ξ = ψm(β), ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∫ ξ

a

fm(u) du = β, β =
(
α−

m−1∑

i=1

pi

)
p−1

m (13.2)

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ξ.
Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â çàìåíå α2 íà β â óðàâíåíèè (13.1). Ýòî

ïîçâîëÿåò ëèêâèäèðîâàòü îäíó èç äâóõ òðóäîåìêèõ îïåðàöèé îáðàùåíèÿ
ê ãåíåðàòîðó ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë RANDOM (ñì. çàìå÷à-
íèå 3.2).

13.3. Ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìîäèôèöèðîâàí-
íîãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
5
12

(1 + (u− 1)4), 0 < u < 2.
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Ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
òàê êàê ñîîòíîøåíèå

∫ ξ

0
f(u) du = α ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

(ξ − 1)5 + 5ξ = 12α− 1,

êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(u) = p1 f1(u)+p2 f2(u); p1 =
5
6
, p2 =

1
6
; f1(u) ≡ 1

2
, f2(u) =

5
2

(u−1)4.

Ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ξ =
{

2α2 ïðè α1 < 5/6,
1 + (2α2 − 1)1/5 ïðè α1 ≥ 5/6.

Äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè âåëè÷èíà β ðàâíà (6/5)α
ïðè m = 1 è β = 6α− 5 ïðè m = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ =
{

(12/5)α ïðè α < 5/6,
1 + (12α− 11)1/5 ïðè α ≥ 5/6.

Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä èìååò äëÿ ýòîãî ïðèìåðà ïðåèìóùåñòâî, òàê
êàê ïðè åãî ïðèìåíåíèè íå òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâûâàòü âòîðîå ñòàíäàðò-
íîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî (à çàòðàòû íà îñòàëüíûå îïåðàöèè ó ñòàíäàðòíîãî
è ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäîâ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò).

14. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ñîñòàâíûõ ïëîòíîñòåé

14.1. Îáîáùåíèå àëãîðèòìà 9.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùå-
íèå ôîðìóëû (9.1), îïðåäåëÿþùåé ñîñòàâíóþ ïëîòíîñòü, ñîñðåäîòî÷åí-
íóþ íà äâóõ èíòåðâàëàõ:

f(u) =
M∑

i=1

pifi(u)χ(ai,bi)(u), u ∈ (a1, b1) ∪ . . . ∪ (aM , bM ). (14.1)

Çäåñü {fi(u)} � ýëåìåíòàðíûå ïëîòíîñòè, à {(ai, bi)} � íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ èíòåðâàëû. Àëãîðèòì ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (àë-
ãîðèòì 9.1), ñôîðìóëèðîâàííûé â ðàçä. 9 äëÿ ñëó÷àÿ M = 2, ëåãêî
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñîñòàâíûå ïëîòíîñòè âèäà (14.1) äëÿ M > 2.

Ïóñòü â îáúåäèíåíèè (a1, b1) ∪ . . . ∪ (aM , bM ) äëÿ îïðåäåëåííîñòè
âûïîëíåíî bi ≤ ai+1, i = 1, 2, . . . , M − 1. Âûïèøåì óðàâíåíèå âèäà
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(8.8) äëÿ ïëîòíîñòè (14.1):
∫ ξ

a1

M∑

i=1

pifi(u)χ(ai,bi)(u) du = α. (14.2)

ÀËÃÎÐÈÒÌ 14.1. Íàõîäèì íîìåð m òàêîé, ÷òî

α ∈ ∆m =

[
m−1∑

i=1

pi,

m∑

i=1

pi

)

(ñì. àëãîðèòì 4.1), è ïîëàãàåì ξ = ψm(β), ãäå ξ = ψm(α) � ôîðìóëà
ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåí-
òàðíîé ïëîòíîñòè fm(u), è β =

(
α−∑m−1

i=1 pi

)
p−1

m .
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè α ∈ ∆m èìååì ξ ∈ (am, bm) è óðàâíåíèå (14.2)

ïðèîáðåòàåò âèä
∫ b1

a1

p1f1(u) du+. . .+
∫ ξ

am

pmfm(u) du = α èëè
∫ ξ

am

fm(u) du = β. (14.3)

14.2. Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòîäà îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñóïåðïîçè-
öèè äëÿ ñîñòàâíûõ ïëîòíîñòåé. Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (13.2) è
(14.3), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 14.1.Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ñîñòàâíîé ïëîòíîñòüþ âèäà (14.1) (àëãîðèòì
14.1) ñîâïàäàåò ñ ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè (àëãî-
ðèòì 13.1) ñ îïðåäåëåíèåì íîìåðà m ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó àëãîðèò-
ìó ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (àëãîðèòì 4.1).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 14.1. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M öåëåñîîáðàçíî âû-
áèðàòü èç ýêâèâàëåíòíûõ àëãîðèòìîâ 13.1 è 14.1 ìîäèôèöèðîâàííûé
ìåòîä ñóïåðïîçèöèè 13.1 è èñïîëüçîâàòü íà ïåðâîì øàãå ýòîãî àëãîðèò-
ìà ýôôåêòèâíûå ìîäèôèêàöèè ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 4.1 èç ðàçä. 4�6
(êâàíòèëüíûé ìåòîä, ìåòîä Óîëêåðà è äð.).

14.3. Ìîäåëèðîâàíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé è êóñî÷íî-ëèíåé-
íîé ïëîòíîñòåé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ1, èìåþùóþ êóñî÷-
íî-ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f1(u) = vi, xi−1 ≤ u < xi; i = 1, . . . , M ; a = x0 < x1 < . . . < xM = b.
(14.4)
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Çíà÷åíèÿ {vi} â ôîðìóëå (14.4) ïîëîæèòåëüíû. Ðàññìîòðèì ìåòîäû
÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1.
Ñîîòíîøåíèå (8.8) ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ∫ ξ1

a
f1(u) du = α ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

N1∑

k=1

vk (xk − xk−1)− vN1 (xN1 − ξ1) = α,

ãäå N1 = min
(
n1 :

∑n1
k=1 vk (xk − xk−1) ≥ α

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ1 = xN1 + Q1/vN1 , Q1 =

(
α−

N1∑

k=1

vk (xk − xk−1)

)
. (14.5)

Ñîîòíîøåíèå (14.5) ïîðîæäàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé àëãîðèòì ìîäåëè-
ðîâàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 14.2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå q1 := α è ïîëàãàåì n1 := 1.
Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå

q1 := q1 − vn1(xn1 − xn1−1). (14.6)

Åñëè íîâîå çíà÷åíèå q1 íå ïîëîæèòåëüíî, òî ïîëàãàåì

ξ1 = xn1 + q1/vn1 ,

èíà÷å ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ n1 := n1 + 1 è (14.6) è âíîâü ïðî-
èçâîäèì ïðîâåðêó âåëè÷èíû q1 íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

Ðàññìîòðèì òàêæå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ2 ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïëîò-
íîñòüþ

f2(u) = vi−1 + (u− xi−1)
∆vi

∆xi
, u ∈ [xi−1, xi); (14.7)

çäåñü xi = xi − xi−1, ∆vi = vi − vi−1 è , êàê è â ñîîòíîøåíèè (14.4),
âåëè÷èíû vi íåîòðèöàòåëüíû. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íî-
ãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2 ìîæíî ðàññìîòðåòü ìåòîä îáðàò-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ñîîòíîøåíèå (8.8)). Ñîîòâåòñòâóþùåå
óðàâíåíèå

∫ ξ2

a
f2(u) du = α ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

N2∑

k=1

(vk−1 + vk)∆xk

2
− (xN2 − ξ2)(f2(ξ2) + vN2)

2
= α, (14.8)
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ãäå N2 = min
(
n2 :

∑n2
k=1

(vk−1+vk)∆xk

2 ≥ α
)
. Çàìåòèì, ÷òî f2(ξ2) = vN2 +

(ξ2−xN2)∆vN2/∆xN2 . Îáîçíà÷èì òàêæå Q2 = α−∑N2
k=1(vk−1+vk)∆xk/2.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (14.8) ïðèìåò âèä
(
2vN2 + (ξ2 − xN2)

∆vN2

∆xN2

)
(ξ2 − xN2) = 2 Q2,

èëè ∆vN2

∆xN2

(ξ2 − xN2)
2 + 2vN2 (ξ2 − xN2)− 2 Q2 = 0,

èëè ξ2 − xN2 =
−vN2 ±

√
v2

N2
+ 2 Q2 ∆vN2/∆xN2

∆vN2/∆xN2

.

Çíàê ïåðåä ðàäèêàëîì äîëæåí áûòü ¾+¿, òàê êàê ïðè Q2 = 0 äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ξ2 = xN2 (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (14.7), (14.8)), à ïðè
Q2 = −(vN2 + vN2−1)∆vN2/2 äîëæíî áûòü ξ2 = xN2−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ξ2 = xN2 +
−vN2∆xN2 +

√
v2

N2
∆2xN2 + 2 Q2 ∆vN2 ∆xN2

∆vN2

. (14.9)

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ2 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 14.3. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå q2 := α è ïîëàãàåì n2 := 1.
Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå

q2 := q2 − (vn2−1 + vn2)(xn2 − xn2−1)/2. (14.10)

Åñëè íîâîå çíà÷åíèå q2 íå ïîëîæèòåëüíî, òî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ξ2

ïî ôîðìóëå (14.9) äëÿ Q2 = q2 è N2 = n2, èíà÷å ïðîèçâîäèì ïåðåïðè-
ñâàèâàíèÿ n2 := n2 +1 è (14.10) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó âåëè÷èíû
q2 íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

Î÷åâèäíî, ÷òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìîâ 14.2 è 14.2 âîçðàñòàåò ñ
ðîñòîì M èç-çà íåîáõîäèìîñòè ðåàëèçàöèè âû÷èòàíèé (14.6), (14.10).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäèôèêàöèé, ïîçâîëÿþùèõ ïðåîäîëåòü ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòè (14.4) è (14.7) ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè.
Ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (14.1) îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

f1(u) =
M∑

i=1

p
(1)
i f

(1)
i (u)χ[xi−1,xi)(u), (14.11)
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ãäå p
(1)
i = vi(xi − xi−1), f

(1)
i (u) ≡ 1/(xi − xi−1) è

f2(u) =
M∑

i=1

p
(2)
i f

(2)
i (u)χ[xi−1,xi)(u), (14.12)

ãäå p
(2)
i = (vi−1 + vi)(xi − xi−1)/2, f

(2)
i (u) = Aiu + Bi è

Ai =
2∆vi

(vi−1 + vi)(∆xi)2
, Bi =

2(vi−1xi − vixi−1)
(vi−1 + vi)(∆xi)2

.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 14.1, ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ ïëîòíîñòåé âèäà (14.11), (14.12) ñîâïàäàåò ñ ìîäèôèöèðîâàííûì
ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû 14.2 è 14.3 ìîãóò
áûòü ïåðåïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå

ÀËÃÎÐÈÒÌ 14.4. 1. Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðò-
íîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {p(1)

i = vi(xi − xi−1)},
èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 4.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð N ′

1 è
ïîëàãàåì N1 = N ′

1 + 1.
2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ïî ôîð-

ìóëå ξ1 = xN1 + Q1/vN1 , ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
∫ ξs

xNs−1

f
(s)
Ns

(u) du = βs; βs =
(
Qs + p

(s)
Ns

)/
p
(s)
Ns

(14.13)

äëÿ s = 1.
ÀËÃÎÐÈÒÌ 14.5. 1. Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðò-

íîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {p(2)
i = (vi−1 + vi)×

(xi−xi−1)/2}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 4.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì
íîìåð N ′

2 è ïîëàãàåì N2 = N ′
2 + 1.

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2

ïî ôîðìóëå (14.9), ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (14.13)
äëÿ s = 2.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 14.1, òàêàÿ òðàêòîâêà àëãîðèòìîâ 14.2 è 14.3
ïîçâîëÿåò îáîñíîâàííî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà
4.1 (ñì. ïåðâûå ïóíêòû àëãîðèòìîâ 14.4, 14.5) � êâàíòèëüíûé ìåòîä,
ìåòîä Óîëêåðà è äð. (ñì. ðàçä. 4�6).
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15. Ïîñòðîåíèå ïëîòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

15.1. Òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå îáîñíîâàòü ìàæîðàíòíûé ìå-
òîä èñêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíûé âåêòîð
(ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó) ξ, ðàñïðåäåëåííûé â îáëàñòè U ∈ Rl ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f(u), êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà çàäàííîé íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè g(u), ò. å.

f(u) =
g(u)
Ḡ

, Ḡ =
∫

U

g(u) du. (15.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç ðàññìîòðåííûõ â ðàçä. 8�14 ìåòîäîâ íå
äàåò ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ âåêòîðà ξ. Íàäåæäó íà
ïîñòðîåíèå ìîäåëèðóþùåãî àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ïëîò-
íîñòüþ (15.1) äàåò ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 15.1. Ïóñòü òî÷êà (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëå-
íà â îáëàñòè G = {u ∈ U, 0 < v < g(u)}, ò. å. â ¾ïîäãðàôèêå¿ ôóíêöèè
g(u); ïðè ýòîì ξ ∈ U è η ∈ (0, g(ξ)). Òîãäà ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðå-
äåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (15.1).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü òî÷êó, ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ â ¾ïîäãðàôèêå¿ çàäàííîé ôóíêöèè? Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè îá-
ðàòíûì ê óòâåðæäåíèþ 15.1.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 15.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ1 ðàñïðåäåëåí ñî-
ãëàñíî ïëîòíîñòè

f1(u) =
g1(u)
Ḡ1

, Ḡ1 =
∫

U

g1(u) du, (15.2)

à óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ξ1 ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì íà èíòåðâàëå (0, g1(ξ1)). Òîãäà
ñëó÷àéíàÿ òî÷êà (ξ1, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ¾ïîäãðàôèêå¿
G1 = {u ∈ U, 0 < v < g1(u)} ôóíêöèè g1(u).

Åñëè â óòâåðæäåíèè 15.2 âûáðàòü ξ1 = ξ, òî â ñîâîêóïíîñòè ñ óòâåð-
æäåíèåì 15.1 ïîëó÷àåì ëîãè÷åñêèé êðóã: íàì íóæíî ðàçûãðàòü ñëó-
÷àéíóþ òî÷êó (ξ, η), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ â ¾ïîäãðàôèêå¿ G
(è òîãäà êîîðäèíàòà ξ èìååò òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ
(15.1)), íî äëÿ ýòîãî íóæíî ðåàëèçîâàòü âåêòîð ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
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(15.1). Èìååòñÿ åùå, îäíàêî, óòâåðæäåíèå 1.1, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
åñëè ïîãðóçèòü ¾ïîäãðàôèê¿ G â îáëàñòü G1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò (u, v)
(ò. å. G ⊆ G1) è ðåàëèçîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
(ξ1, η), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â G1, òî ïðè óñëîâèè (ξ1, η) ∈ G ïà-
ðà (ξ1, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â G. Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
15.1, âåêòîð ξ1 èìååò òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (15.1).

Êîíñòðóèðîâàíèå îáëàñòè G1 ñâÿçàíî ñ ðàñøèðåíèåì ¾ïîäãðàôèêà¿
G â íàïðàâëåíèè îñè v. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàæîðàíòà
g1(u) ôóíêöèè g(u) òàêàÿ, ÷òî g(u) ≤ g1(u) ïðè u ∈ U . Ïåðâîå òðå-
áîâàíèå ê ìàæîðàíòå g1(u) òàêîâî, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè (15.2) èìååòñÿ
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì (ôîðìóëà) âèäà ξ1 = ψ1(ᾱ1) äëÿ ðåàëèçàöèè
âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1 ñîãëàñíî îäíîìó èç âàðè-
àíòîâ àëãîðèòìà 11.1 (çäåñü ᾱ1 � ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ñòàíäàðòíûõ
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë). Ýòî äàåò ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 15.1. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè (15.2): ξ1 = ψ1(ᾱ1), à òàêæå çíà÷åíèå η = α2g1(ξ1).

2. Åñëè
η < g(ξ1), (15.3)

òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåì ξ = ξ1.
Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî (15.3) íå âûïîëíåíî, ïîâòîðÿåì ï. 1
äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ä.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 15.2, òî÷êà (ξ1, η), ðåàëèçóåìàÿ â ï. 1 àë-
ãîðèòìà 15.1, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè G1. Åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå (15.3), òî ïàðà (ξ1, η) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G è, ñîãëàñíî óòâåð-
æäåíèþ 1.1, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ýòîé îáëàñòè, è òîãäà, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 15.1, âåëè÷èíó ξ1 ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå èñêîìîãî âû-
áîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ.

Òðóäîåìêîñòü s̃ àëãîðèòìà 15.1 ïðîïîðöèîíàëüíà ñðåäíåìó ÷èñëó
ðåàëèçàöèé ïàð (ξ1, η), ðàâíîìó

s =
1

P
(
(ξ1, η) ∈ G

) =
Ḡ1

Ḡ
. (15.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìàæîðàíòó g1(u) ôóíêöèè g(u) ñëåäóåò ïîäáèðàòü òàê,
÷òîáû îáúåìû Ḡ1 è Ḡ áûëè áëèçêè; ýòî âûïîëíåíî ïðè g1(u) ≈ g(u).
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15.2. Ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìàæîðàíòíîãî ìå-
òîäà èñêëþ÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =
(

1 +
sinu

2

)
e−u, u > 0. (15.5)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

∫ +∞

0

g(u) du =
(
−e−u − (cos u + sin u) e−u

4

)∣∣∣∣∣

+∞

0

=
5
4
, (15.6)

è òîãäà
f(u) =

4
5

(
1 +

sin u

2

)
e−u, u > 0.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (15.6) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(u) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå ìåòîäà îáðàòíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

∫ ξ

0
f(u) du = α (ñì. ñîîòíîøåíèå (8.8)) íåðàçðå-

øèìî îòíîñèòåëüíî ξ. Â ñèëó òîãî ÷òî | sin u| ≤ 1, â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû
ôóíêöèè (15.5) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ g1(u) = 3 e−u/2. Ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü èíòåãðàë

∫ +∞
0

g1(u) du = 3/2. Ñëåäîâàòåëüíî, f1(u) = e−u, u > 0.
Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè (8.11) äëÿ λ = 1. Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ:

1. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (8.13) ïîëó÷àåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 = − ln α1.
Ðåàëèçóåì òàêæå âåëè÷èíó η = α2 g1(ξ1) = 3 α2 exp(−ξ1)/2.

2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η < g(ξ1) èëè 3 α2 < 2 + sin ξ1. Åñëè ýòî
íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ïóíêò 1 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
s = 3/2 : 5/4 = 1.2 (ñì. ñîîòíîøåíèå (15.4)).

15.3. Òåõíîëîãèÿ ¾ïîð÷è¿ ìîäåëèðóåìîé ïëîòíîñòè. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ïðèìåðà èç ïîäðàçä. 15.2 èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 15.1. Êîíñòðóèðóåì ñíà÷àëà ïëîòíîñòü f1(u)
(u ∈ U ⊆ Rl) âåêòîðà ξ1, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì (ôîðìóëà) ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè: ξ1 = ψ1(ᾱ1) (ýòîò àëãî-
ðèòì èñïîëüçóåòñÿ çàòåì â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà 15.1). Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ôóíêöèè f1(u) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåñü àðñåíàë êîíñòðóè-
ðîâàíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé (òåõíîëîãèè 8.1, 11.1, 14.1 è äð.).
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Äàëåå ïðåîáðàçóåì ïëîòíîñòü f1(u) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà ïðåâðà-
òèëàñü â ôóíêöèþ g(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ¾íåìîäåëèðóåìîé¿ ïëîò-
íîñòè f(u) (ïî ñóòè, ìû ¾ïîðòèì¿ ìîäåëèðóåìóþ ïëîòíîñòü f1(u)).
Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå ïëîòíî-
ñòè f1(u) íà ìàëî ìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ θ(u):

g(u) = f1(u) θ(u), u ∈ U ; ãäå 0 < A ≤ θ(u) ≤ B (15.7)

è (B−A) � áëèçêàÿ ê íóëþ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Â êà÷åñòâå ìà-
æîðàíòû òîãäà ìîæíî âçÿòü g1(u) = B f1(u). Ïëîòíîñòü, ïðîïîðöè-
îíàëüíàÿ ýòîé ôóíêöèè, î÷åâèäíî, ðàâíà f1(u). Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèè
g1(u) è g(u) ïî îáëàñòè U , èç ñîîòíîøåíèÿ (15.7) ïîëó÷àåì

A Ḡ1

B
≤ Ḡ, è òîãäà s =

Ḡ1

Ḡ
≤ B

A
, (15.8)

ò. å. ïðè A ≈ B âåëè÷èíà s èç ñîîòíîøåíèÿ (15.4) äëÿ àëãîðèòìà 15.1
íåâåëèêà (áëèçêà ê åäèíèöå).

Äëÿ óäîáñòâà âûêëàäîê â ðàâåíñòâå (15.7) âìåñòî ïëîòíîñòè f1(u)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîïîðöèîíàëüíóþ åé ôóíêöèþ g̃1(u) (îïóñêàÿ,
ê ïðèìåðó, íîðìèðóþùóþ êîíñòàíòó).

Â ïðèìåðå èç ïîäðàçä. 15.2 â êà÷åñòâå f1(u) èç ðàâåíñòâà (15.7) âû-
áðàíà ôóíêöèÿ f1(u) = e−u, u > 0, à â êà÷åñòâå ôóíêöèè θ(u) âçÿòà
θ(u) = 1 + sin(u/2). Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû s èç ñîîòíîøåíèÿ (15.4) ôîð-
ìóëà (15.8) íå íóæíà, òàê êàê, â ñèëó âûêëàäîê (15.6), âåëè÷èíà Ḡ
âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè 15.1. Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u),
ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =
(12π + 3 arctg u)u2

8π
, −1 < u < 1.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f(u) = g(u)/Ḡ íå ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(u)
ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (15.7):

g(u) = f1(u) θ(u), ãäå f1(u) =
3u2

2
, θ(u) = 1 +

arctg u

4π
.

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íîãî
çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

∫ ξ1

−1

3u2 du

2
= α, èëè ξ3

1

2
+

1
2

= α, èëè ξ1 = 3
√

2α− 1.
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Äëÿ ôóíêöèè θ(u) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|θ(u)− 1| < arctg 1
4π

=
1
16

, ò. å. A =
15
16

, B =
17
16

.

Â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè g(u) ìîæíî âçÿòü

g1(u) =
17
16
× 3u2

2
.

Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ:
1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ïî ôîðìóëå ξ1 = 3

√
2α1 − 1.

Ðåàëèçóåì òàêæå âåëè÷èíó

η = α2 g1(ξ1) =
17α2

16
× 3ξ2

1

2
.

2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η < g(ξ1) èëè 17πα2 < 16π + 4arctg ξ1.
Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷å-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (15.8), âåëè÷èíà s èç ðàâåíñòâà (15.4) äëÿ ýòîãî
àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé s ≤ B/A = 17/15 ≈ 1.13.

16. Äâóñòîðîííèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå
óñå÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé

16.1. Äâóñòîðîííèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêà-
öèÿ àëãîðèòìà 15.1 ýôôåêòèâíà â äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå,
êîãäà òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà ξ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè g(u), âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèé êîòîðîé âåñüìà òðóäîåìêî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîìèìî ìàæîðàíòû
g1(u) ñòðîèì ìèíîðàíòó g2(u) òàêóþ, ÷òî

g2(u) ≤ g(u) ≤ g1(u); u ∈ U. (16.1)

ÀËÃÎÐÈÒÌ 16.1. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 = ψ1(ᾱ1)
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (15.2), à òàêæå çíà÷åíèå η = α2g1(ξ1).

2. Âìåñòî íåðàâåíñòâà (15.3) ïðîâåðÿåì ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèå
η < g2(ξ1). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïàðà (ξ1, η) ïðèíàäëåæèò ¾ïîäãðà-
ôèêó¿ ôóíêöèè g2(u), à çíà÷èò, è îáëàñòè G. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü,
÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ðàâíî ξ = ξ1. Â ñëó÷àå
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æå η ≥ g2(ξ1) ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî (15.3). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî
ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåòñÿ ïóíêò 1 äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ä.

Â ñâÿçè ñ ñîîòíîøåíèåì (16.1) àëãîðèòì 16.1 íàçûâàþò äâóñòîðîí-
íèì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå òðè ôóíêöèè èç íåðà-
âåíñòâà (16.1) áëèçêè, à ìèíîðàíòà g2(u) è ìàæîðàíòà g1(u) ëåãêî âû-
÷èñëèìû, ïðîâåðêà (15.3), ñâÿçàííàÿ ñ òðóäîåìêèì âû÷èñëåíèåì çíà÷å-
íèÿ g(ξ1) áóäåò ïðîèñõîäèòü îòíîñèòåëüíî ðåäêî, è äâóñòîðîííèé ìåòîä
ìîæåò äàòü ñóùåñòâåííûé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ ¾îäíîñòîðîííèì¿
àëãîðèòìîì 15.1. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé g2(u) è g1(u) ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå è êóñî÷íî-ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ ñíèçó è ñâåðõó
äëÿ ôóíêöèè g(u) (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 17.3).

16.2. Ìîäåëèðîâàíèå óñå÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ1, ðàñïðåäåëåííûé â îáëàñòè V ∈ Rl ñîãëàñíî ïëîò-
íîñòè f1(u). Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò óñå÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå âåê-
òîðà ξ1, åñëè îí ðàñïðåäåëåí â ïîäîáëàñòè U ⊂ V è åãî ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ f(u) ïðîïîðöèîíàëüíà â U ïëîòíîñòè f1(u):

f(u) = H f1(u) =
f1(u)∫

U
f1(w) dw

, u ∈ U ⊂ V. (16.2)

Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ âû-
áîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùèé àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ
âåêòîðà ξ, èìåþùåãî óñå÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå (16.2).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 16.2. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà ξ1 â îáëàñòè V ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u).

2. Åñëè ξ1 ∈ U , òî ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåòñÿ ï. 1 äàííîãî àëãî-
ðèòìà è ò. ä.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî àëãîðèòì 16.2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àë-
ãîðèòìà 15.1 â îáëàñòè V , â êîòîðîì äëÿ ôóíêöèè (16.2) ðàññìîòðåíà
ìàæîðàíòà H f1(u) ïðè u ∈ V (ïðè u ∈ U èìååì f(u) = H f1(u), à ïðè
u ∈ V \ U âûïîëíåíî f(u) = 0 < H f1(u)). Ìîäåëèðîâàíèå çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íå òðåáóåòñÿ (ñì. ï. 1 àëãîðèòìà 15.1), òàê êàê
ïðè ξ1 ∈ U íåðàâåíñòâî (15.3) çàâåäîìî âûïîëíåíî, à ïðè ξ1 ∈ V \ U �
çàâåäîìî íå âûïîëíåíî. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 16.2 ïðîïîðöèîíàëüíà
âåëè÷èíå s = H (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (15.4), (16.2)).

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà ξ ñ ïëîòíîñòüþ âèäà (16.2) óäàåòñÿ ïîñòðîèòü áîëåå ýôôåêòèâíóþ,
÷åì àëãîðèòì 16.2, ÷èñëåííóþ ïðîöåäóðó, íå ñâÿçàííóþ ñ âêëþ÷åíèåì
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îáëàñòè U â ìíîæåñòâî V . Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
λ e−λu

1− e−λA
, 0 < u < A, λ > 0. (16.3).

Ñ ó÷åòîì ïðèìåðà 8.1 ðàñïðåäåëåíèå (16.3) ìîæíî íàçâàòü óñå÷åííûì
ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå øèðîêî èñïîëü-
çóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð, îíî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü òàê íàçû-
âàåìîå áëóæäàíèå áåç âûëåòà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåíîñà ÷àñòèö).

Àëãîðèòì 16.2 çäåñü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðåàëèçóåì âû-
áîðî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ξ1 ñîãëàñíî ôîðìóëå (8.13): ξ1 = − ln α/λ;
åñëè ξ1 ≤ A, òî â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ âûáèðàåì ξ = ξ1, èíà÷å ñíîâà ðåàëèçóåì ξ1 è ò. ä. Òðóäîåìêîñòü ýòîãî
àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s = 1/(1 − e−λ A). Ïðè ìàëûõ A
ýòî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå (8.8) ìåòîäà
îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó:
ξ = −(1/λ) ln

(
1−α (1−e−λ A)

)
. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íåíàìíîãî ñëîæ-

íåå ôîðìóëû (8.13), è íå òðåáóåò ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèÿ, êàê â àëãî-
ðèòìå 16.2.

17. Ïðèìåíåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ è êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíûõ ïëîòíîñòåé

17.1. Ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé. Â ýòîì ðàçäå-
ëå ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, â êîòîðûõ èñïîëüçó-
þòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå è êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèé âèäà

g(u) ≈ LMg(u) =
M∑

i=1

wiχi(u), (17.1)

íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rl. Â ôîðìóëå (17.1) LMg îáîçíà÷àåò àï-
ïðîêñèìàöèþ (èëè èíòåðïîëÿöèþ) ôóíêöèè g íà ñåòêå
V (M) = {v1, . . . , vM}. Áàçèñíûå ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè
Ξ(M) = {χ1, . . . , χM} è êîýôôèöèåíòû W (M) = {w1, . . . , wM} îïðåäå-
ëåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ óçëàìè ñåòêè V (M). Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöè-
åíòû W (M) ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, êîìáèíàöèÿìè çíà÷åíèé
{g(v1), . . . , g(vM )}; ÷àùå âñåãî

wi = g(vi), i = 1, . . . , M. (17.2)
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Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñèòóàöèé, â êîòîðûõ íóæíî ðå-
øàòü ñëåäóþùóþ

ÇÀÄÀ×À 17.1.Ïîñòðîèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà ξ, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = C LMg(u), C = 1/c, c =
∫

Rl

LMg(v) dv; g(u) ≥ 0. (17.3)

17.2. Èñïîëüçîâàíèå ãèñòîãðàììû è ïîëèãîíà ÷àñòîò. Ïóñòü
ïàðàìåòð θ ìîäåëèðóåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà X ñëó÷àåí è èìååòñÿ
âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ θ

(X)
1 , . . . , θ

(X)
k ýòîãî ïàðà-

ìåòðà ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîðîãèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïóñòü
òàêæå YX ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ X
è âêëþ÷àþùåé ïàðàìåòð θ, ïðè÷åì ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè YX

òðåáóåò ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøîé âûáîðêè

θ
(YX)
1 , . . . , θ

(YX)
K , ãäå K À k. (17.4)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçäåëèòü èíòåðâàë [a, b], a = min(θ(X)
1 , . . . , θ

(X)
k ),

b = max(θ(X)
1 , . . . , θ

(X)
k ) íà ïîëóèíòåðâàëû [zi, zi+1); i = 1, . . . , M − 1;

a = z1 < z2 < . . . < zM = b è âû÷èñëèòü ÷àñòîòû ν∗i = mi/k (çäåñü
mi åñòü ÷èñëî çíà÷åíèé {θ(X)

j }, ïîïàâøèõ â i-é ïîëóèíòåðâàë). Ïóñòü
vi = (zi + zi+1)/2 è g(vi) = ν∗i /(zi+1 − zi). Òîãäà ïëîòíîñòü âèäà (17.3)
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðêè (17.4). Äëÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîãî ñëó÷àÿ èìååì χi(u) ≡ 1 ïðè u ∈ [zi, zi+1]; wi = g(vi) è
C = 1, è ôóíêöèÿ (17.3) íàçûâàåòñÿ ãèñòîãðàììîé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ âåðñèÿ ôóíêöèè (17.1), (17.2) íàçûâàåòñÿ ïîëèãîíîì
÷àñòîò. Â ýòèõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ (17.4) ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè
(ñì. ðàçä. 14).

17.3. Èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé â ìåòîäå èñ-
êëþ÷åíèÿ. Â àëãîðèòìàõ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 15.1) è äâó-
ñòîðîííåãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 16.1) òðåáóåòñÿ ñòðîèòü ìà-
æîðàíòó g1 è ìèíîðàíòó g2 ôóíêöèè g, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïëîòíîñòè f ,
äëÿ êîòîðîé íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìîâ 15.1
è 16.1 ñâÿçàíà ñ âûáîðîì ôóíêöèé g1, g2, áëèçêèõ ê ôóíêöèè g. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèÿ
¾ñâåðõó¿ è ¾ñíèçó¿ äëÿ ïëîòíîñòè f (çäåñü, îñîáåííî â ìíîãîìåðíîì
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ñëó÷àå, ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå, â ÷àñò-
íîñòè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå, àïïðîêñèìàöèè); â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü
f1(x) = g1/Ḡ1 èìååò âèä (17.3).

17.4. Ïðèáëèæåíèå ¾ñëîæíûõ¿ ïëîòíîñòåé. Â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ g ïðîïîðöèîíàëüíà ¾íåìîäåëèðóåìîé¿ ïëîòíîñòè f̃ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû èëè âåêòîðà θ, êðîìå ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Âûáåðåì ¾áëèçêóþ¿ ê f̃ ïëîò-
íîñòü (17.3) è áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó ξ âìåñòî θ. Ïðè ýòîì ïðèáëèæåíèå (17.1) äîëæíî îáëàäàòü äî-
ñòàòî÷íî õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, ò. å. ðàññòîÿíèå
ρB(X)(g, LMg) äîëæíî áûòü ìàëî; çäåñü ρB(X) � ìåòðèêà ôóíêöèîíàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà B(X). Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî èìååòñÿ õîðîøî
ðàçâèòàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòåé, â êîòîðîé â
îñíîâíîì èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà B(X) = L1(X), îäíàêî ìåò-
ðèêà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî ¾ñèëüíîé¿ äëÿ ðÿäà
ïðèëîæåíèé òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî (çäåñü òðåáóþòñÿ ìåòðèêè
ïðîñòðàíñòâ L2(X), C(X) è äàæå W p

2 (X) è Cp(X)).
17.5. Èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé â ÷èñëåííîì

ñòîõàñòè÷åñêîì è äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè.
Ôóíêöèîíàëüíûå îöåíêè. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìåòî-
äà Ìîíòå-Êàðëî ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãîêðàòíîãî èíòåãðàëà
I =

∫
g(u) du. Ýòîò àëãîðèòì ïðåäóñìàòðèâàåò ïðåäñòàâëåíèå âåëè÷èíû

I â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

I =
∫

g(u)
f(u)

f(u) du = Eζ; ζ = q(ξ) =
g(ξ)
f(ξ)

(17.5)

(çäåñü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî âûáèðàåìîé ïëîòíîñòè
f(u)) ñ ïîñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèåì ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
âèäà

I = Eζ ≈ θ(1)
n =

1
n

n∑

i=1

ζi =
1
n

n∑

i=1

q(ξi) =
1
n

n∑

i=1

g(ξi)
f(ξi)

, (17.6)

ïðè ýòîì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ {ξi} ðåàëèçóþòñÿ ÷èñëåííî. Ïëîòíîñòü
f(u) èç ñîîòíîøåíèÿ (17.5) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âå-
ëè÷èíó òðóäîåìêîñòè

S = t×Dζ; (17.7)

çäåñü t � ñðåäíåå âðåìÿ ÝÂÌ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà-
÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ èç ðàâåíñòâà (17.5).
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Ñîãëàñíî ïðèíöèïó âûáîðêè ïî âàæíîñòè, óìåíüøèòü äèñïåðñèþ
Dζ èç ñîîòíîøåíèÿ (17.7) ìîæíî çà ñ÷åò âûáîðà ïëîòíîñòè f(u), áëèç-
êîé ê C̃|g(u)| (çäåñü C̃ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà).
Äëÿ çíàêîïîñòîÿííîé ôóíêöèè g â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f ìîæíî âû-
áðàòü ôóíêöèþ (17.3); ïðè ýòîì ïîëó÷àåì äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêóþ
âåðñèþ âûáîðêè ïî âàæíîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ê óìåíüøåíèþ âåëè÷è-
íû t ìîæåò ïðèâåñòè èñïîëüçîâàíèå âçâåøåííîé ðàâíîìåðíîé âûáîðêè

I ≈ θ(2)
n =

(
1
n

n∑

i=1

q(αi)

)/(
1
n

n∑

i=1

f(αi)

)
.

Çäåñü èíòåãðàë I áåðåòñÿ ïî åäèíè÷íîìó êóáó Ql, è âåêòîðû {αi} ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â Ql.

Äðóãîé ñïîñîá ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè äàåò ìåòîä âûäåëåíèÿ ãëàâíîé
÷àñòè, èäåÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ôóíêöèþ g0(u),
áëèçêóþ ê ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(u) è òàêóþ, ÷òî èíòåãðàë I0 áå-
ðåòñÿ àíàëèòè÷åñêè; ïðè ýòîì èñêîìûé èíòåãðàë ïðåäñòàâèì â âèäå ñóì-
ìû I = I0 +

∫
(g(u)−g0(u)) du, è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (17.6) ïðèìåíÿåòñÿ

äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ýòîé ñóììû. Åñëè âçÿòü g0(u) = LMg(u)
(ñì. ñîîòíîøåíèå (17.1)), òî ïîëó÷àåòñÿ (â ðÿäå ñëó÷àåâ âåñüìà ýôôåê-
òèâíàÿ) äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ âûáîðêè âûäåëåíèÿ ãëàâíîé
÷àñòè.

Åùå îäèí äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè �
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì ñâÿçàí ñ èñïîëüçî-
âàíèåì îöåíêè

I ≈ θ(3)
n =

(
1
n

n∑

i=1

q(ξi)

)
×

(
1
n

n∑

i=1

H(ξi)

)
,

ãäå H(u) = 2− CLMq(u).
Ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû t èç ñîîòíîøåíèÿ (17.7)

ìîæåò ïðèâåñòè èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîé âåðñèè äâó-
ñòîðîííåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, â êîòîðîé ïî àíà-
ëîãèè ñ äâóñòîðîííèì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ñòðîÿòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíî-
ìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (17.1) ¾ñâåðõó¿ è ¾ñíèçó¿ äëÿ ñëîæíî âû÷èñ-
ëèìîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(u).

Ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé (17.1) èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ïðè ðåàëèçàöèè
òàê íàçûâàåìûõ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå [24]. Îñíîâíû-
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ìè ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðà-
ìåòðà, è ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà. Äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåäâàðèòåëüíóþ äèñêðåòèçà-
öèþ çàäà÷è (ââåäåíèå ñåòêè), îöåíêó ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî ñ ïîñëåäóþùèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì âîñïîëíåíèåì ðåøå-
íèÿ ïî ïîëó÷åííûì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì â óçëàõ ñåòêè. Â ýòèõ
çàäà÷àõ îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ (17.1).

17.6. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è 17.1. Ïóñòü äëÿ ïëîòíîñòè (17.3) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

χi(u) ≥ 0 äëÿ u ∈ Rl è wi ≥ 0, i = 1, . . . , M. (17.8)

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ïëîòíîñòü (2.3) â âèäå

f(u) =
M∑

i=1

Pifi(u); fi(u) =
χi(u)

Yi
, Yi =

∫
χi(w) dw, Pi = CwiYi.

(17.9)
Âûáåðåì ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ Ξ(M) òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξi, ðàñïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì {fi} èç ñîîòíî-
øåíèÿ (17.9), èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Òîãäà âîçíèêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà
ñóïåðïîçèöèè (ñì. àëãîðèòì 12.2).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 17.1. Ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {Pi} èç ñîîòíîøåíèÿ
(17.9) âûáèðàåì íîìåð m : P(m = i) = Pi. Ðåàëèçóåì ξ ñîãëàñíî ïëîò-
íîñòè fm(u).

Êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè M ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî è çàòðàòû
íà ïîèñê íîìåðà m ìîãóò áûòü òàêæå âåëèêè. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîá-
ðàçíî èñïîëüçîâàíèå êâàíòèëüíîãî ìåòîäà (àëãîðèòì 6.1).

17.7. Âûáîð ôóíêöèîíàëüíîãî áàçèñà. Ñóììèðóÿ ñîîáðàæåíèÿ
ïîäðàçäåëîâ 17.1�17.6, ñôîðìóëèðóåì òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèîíàëüíîìó
áàçèñó Ξ(M):

à) áàçèñíûå ôóíêöèè χi(u) è êîýôôèöèåíòû {wi} íåîòðèöàòåëüíû
(ñì. ñîîòíîøåíèå (17.8));

á) âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâóþùèì ïëîòíîñòÿì
{fi(u)} ýôôåêòèâíî ÷èñëåííî ðåàëèçóåìû;

â) ôóíêöèÿ f(u) áëèçêà ê ôóíêöèè Cg(u) â íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëü-
íîé íîðìå;

ã) àïïðîêñèìàöèÿ (17.1) óñòîé÷èâà.
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Òðåáîâàíèÿ â è ã ÿâëÿþòñÿ ¾òðàäèöèîííûìè¿ äëÿ òåîðèè àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèé, à òðåáîâàíèÿ à, á ñïåöèôè÷íû èìåííî äëÿ ïåðå÷èñ-
ëåííûõ âûøå ïðèëîæåíèé. Áóäåì íàçûâàòü ìîäåëèðóåìûìè ôóíêöèî-
íàëüíûå áàçèñû Ξ(M), óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì à è á.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äàëåêî íå âñå ¾êëàññè÷åñêèå¿ àïïðîêñèìàöè-
îííûå áàçèñû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëèðóåìûìè. Íàïðèìåð, ôóíêöèè áàçèñà
Ëàãðàíæà χi(u) =

∏M
j=1,j 6=i(u − vj)/(vi − vj), u ∈ R ÿâëÿþòñÿ çíàêî-

ïåðåìåííûìè (ò. å. òðåáîâàíèÿ à è á íå âûïîëíÿþòñÿ). Îáëàäàÿ âåñüìà
õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, àïïðîêñèìàöèÿ Ëàãðàí-
æà èìååò âåñüìà íåâàæíûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè (îñîáåííî äëÿ ðàâ-
íîìåðíîé ñåòêè). Àíàëîãè÷íûå íåäîñòàòêè èìåþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
áàçèñû.

Íàèáîëåå óäà÷íîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ
÷èñëåííûõ ïðîöåäóðàõ îêàçàëàñü êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
Ñòðåíãà �Ôèêñà (ñì. äàëåå ðàçä. 18). Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå õîðîøèå
ñâîéñòâà ìîäåëèðóåìîñòè èìååò áàçèñ Áåðíøòåéíà (ñì. ðàçä. 19, 20).

18. Ìîäåëèðóåìîñòü àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà �Ôèêñà

18.1. Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà �Ôèêñà. Äëÿ ïðî-
ñòîòû â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà U ⊂ Rl, íà êîòîðîì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå (17.1) ôóíêöèè g(u) âîçüìåì ïðÿìîóãîëüíûé ïà-
ðàëëåëåïèïåä

U = {u =
(
u(1), . . . , u(l)

) ∈ Rl | ak ≤ u(k) ≤ bk, k = 1, . . . , l}.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â Rl çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ
ñåòêà, è êàæäîìó óçëó vi èç V (M) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìóëüòèèíäåêñ
j(i) =

(
j
(1)
(i) , . . . , j

(l)
(i)

)
òàê, ÷òî vi =

(
j
(1)
(i) h, . . . , j

(l)
(i)h

)
, ãäå h � øàã ñåò-

êè, à j
(s)
(i) � öåëûå ÷èñëà. Àïïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà �Ôèêñà îïðåäåëÿåòñÿ

áàçèñîì

χi(u) = χ(
j
(1)
(i) , ..., j

(l)
(i)

)(
u(1), . . . , u(l)

)
= χ

j
(1)
(i)

(
u(1)

)×. . .×χ
j
(l)
(i)

(
u(l)

)
, (18.1)

ãäå χ
j
(m)
(i)

(
u(m)

)
= χ

(
u(m)/h− j

(m)
(i)

)
, à χ(u) � ôèíèòíàÿ, îäèíàêîâàÿ äëÿ

âñåõ êîîðäèíàò, ïðîèçâîäÿùàÿ áàçèñ ôóíêöèÿ. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âûáèðàþò B-ñïëàéí β(r)(u) ïîðÿäêà r, êîòîðûé
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îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî: β(i+1)(u) = β(i) ∗ β(0)(u), ãäå

β(0)(u) =
{

1 ïðè − 1/2 ≤ u ≤ 1/2;
0 èíà÷å,

à çíàê ¾∗¿ îáîçíà÷àåò ñâåðòêó.
18.2. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ. Èñïîëüçîâàíèå

B-ñïëàéíà â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èìååò áîëüøîå ïðåèìó-
ùåñòâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëèçóåìîñòè ïîëó-
÷åííûõ àïïðîêñèìàöèé (ñì. òðåáîâàíèå á), ïîñêîëüêó äëÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîìáèíàöèþ
B-ñïëàéíîâ (òèïà (18.1)), ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ìîäåëèðóþùèå àë-
ãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ñëåäóþùåì

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 18.1. Ôóíêöèÿ β(r)(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = α1 + . . . + αr + αr+1 − (r + 1)/2, (18.2)

ãäå αi � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå (ò. å. ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â
(0, 1)) ñëó÷àéíûå ÷èñëà.

Óòâåðæäåíèå 18.1 äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî r ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ôóíêöèÿ β(0) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû (α − 1/2), à ôóíêöèÿ f1 ∗ f2 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñóììû ξ1 + ξ2 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, ðàñïðåäåëåííûõ ñî-
ãëàñíî ïëîòíîñòÿì fi; i = 1, 2. Èç óòâåðæäåíèÿ 18.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè
{wi} ïîëîæèòåëüíû, ïðèáëèæåíèå (17.1) ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ìîäåëèðóåìîãî ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 18.1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíûé âåê-
òîð ξ, èìåþùèé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u) = CLMg(u). Äåéñòâó-
åì ñîãëàñíî àëãîðèòìó 17.1. Ïåðåïèøåì ïëîòíîñòü â âèäå ñîîòíîøå-
íèÿ (17.9). Äëÿ áàçèñà (18.1) ïëîòíîñòè fi(u) èç ôîðìóëû (17.9) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

fi(u) =
χ

(1)
i

(
u(1)

)
∫

χ
(1)
i (w) dw

× . . .× χ
(l)
i

(
u(l)

)
∫

χ
(l)
i (w) dw

= f
(1)
i

(
u(1)

)× . . .× f
(l)
i

(
u(l)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ξ1, . . . , ξl âåêòîðà ξ íà âòîðîì øàãå àë-
ãîðèòìà 17.1 (ïîñëå âûáîðà íîìåðà m) ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü íåçàâè-
ñèìî ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì f

(1)
m , . . . , f

(l)
m . Âñå ýòè ïëîòíîñòè èìåþò

âèä fξ(u) = K3χ(K1u+K2), u ∈ R. Ïðîèçâåäÿ çàìåíó v = K1u+K2, áó-
äåì ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η = K1ξ + K2, êîòîðàÿ èìååò
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ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fη(v) = K3χ(v)/K1. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
18.1, äëÿ χ = β(r) èìååì, ÷òî K3/K1 = 1, è ÷òî ìîäåëèðóþùàÿ ôîð-
ìóëà äëÿ η èìååò âèä (18.2). Ïîëó÷èâ ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η, ïîäñ÷èòûâàåì íóæíîå çíà÷åíèå ïî ôîðìóëå ξ = (η −K2)/K1.

×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ñïëàé-
íû ïåðâîãî ïîðÿäêà (èëè ¾ôóíêöèè-êðûøêè¿)

χ(x) = β(1)(u) =





1 + u ïðè − 1 ≤ u ≤ 0;
1− u ïðè 0 ≤ u ≤ 1;

0 èíà÷å,

è òîãäà ïðèáëèæåíèå (17.1), (18.1) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîê-
ñèìàöèåé.

18.3. Àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèÿ Ñòðåíãà �
Ôèêñà. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 18.2 [25]. À. Ïóñòü g ∈ W p+1
2 (U) è χ ∈ W p

2 (R),
òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå êîýôôèöèåíòû wi èç ñîîòíîøåíèÿ (17.1), ÷òî
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρW s
2 (U)(g, LMg) ≤ H ′

sh
p+1−s‖g‖W p+1

2 (U), 0 ≤ s ≤ p, (18.3)

ãäå êîíñòàíòû H ′
s íå çàâèñÿò îò f è h.

Á. Ïóñòü g ∈ Cp+1(U) è χ ∈ Cp(R), òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå êîýôôè-
öèåíòû wi èç ñîîòíîøåíèÿ (17.1), ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρCs(U)(g, LMg) ≤ H ′′
s hp+1−s‖g‖Cp+1(U), 0 ≤ s ≤ p, (18.4)

ãäå êîíñòàíòû H ′′
s íå çàâèñÿò îò f è h.

Çäåñü Cp(U) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà U âìåñòå ñî
ñâîåé p-é ïðîèçâîäíîé ñ íîðìîé

‖g‖Cp(U) =
∑

m:|m|≤p

sup
u∈U

∣∣Dmg(u)
∣∣; Dm g(u) =

∂|m|

∂(u(1))m1 . . . ∂(u(l))ml
g(u),

u =
(
u(1), . . . , u(l)

)
, m = (m1, . . . , ml), mi � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà, |m| = m1 + . . . + ml. Ñîîòâåòñòâåííî W p
2 (U) � ïðîñòðàíñòâî Ñî-

áîëåâà (L2-ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà Cp(U)) ñ íîðìîé

‖g‖W p
2 (U) =


 ∑

m:|m|≤p

∫

U

(
Dm g(u)

)2
du




1/2

.
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Ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íîðìó: ρB(g1, g2) = ‖g1 − g2‖B ,
B = Cp(U) ∨W p

2 (U).
Èç óòâåðæäåíèÿ 18.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà ïî h îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà �Ôèêñà ñëåäó-
åò âûáèðàòü áîëåå ãëàäêèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Â îïèñàííûõ âûøå
ïðèëîæåíèÿõ óòâåðæäåíèå 18.2 áóäåò â îñíîâíîì èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà �Ôèêñà â ïðîñòðàíñòâàõ
L2(U) = W 0

2 (U), C(U) = C0(U). Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ äëÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé è ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèé (ò. å. äëÿ χ = β(0) è
χ = β(1)) îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â óòâåðæäåíèè 18.2 äàþò
êîýôôèöèåíòû (17.2), è â ýòîì ñëó÷àå LMg(vi) = g(vi) (ò. å. àïïðîê-
ñèìàöèÿ (17.1) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé). Áîëåå òîãî, äëÿ ýòèõ èíòåð-
ïîëÿöèé è äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé g (à èìåííî òàêèå â îñíîâíîì áóäóò
ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì) îöåíêè (18.3), (18.4) ìîãóò áûòü óòî÷-
íåíû è óñèëåíû. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [26] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ
χ = β(1), g ∈ C2(U) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρC(U)(g, LMg) ≤ Ĥh2, Ĥ =
1
8

l∑
s=1

sup
u∈U

∣∣∣∣
∂2

∂(u(s))2
g(u)

∣∣∣∣ . (18.5)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (18.5) è îïðåäåëåíèÿ íîðìû ïðîñòðàíñòâà L2(U) ñëå-
äóåò îöåíêà ρL2(U)(g, LMg) ≤ Ĥ

√
mesUh2.

Â ñëó÷àå r > 1 âûáîð ïîäõîäÿùèõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ óòâåðæäåíèÿ
18.2) êîýôôèöèåíòîâ {wi} â ïðåäñòàâëåíèè (17.1) áîëåå ñëîæåí [26].
Ýòî çàòðóäíÿåò ðåàëèçàöèþ òàêèõ àëãîðèòìîâ íà ÝÂÌ è, êðîìå òî-
ãî, óñëîæíÿåò ðàññìîòðåíèå óñòîé÷èâîñòè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè
ê âîçìîæíîé îøèáêå çàäàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè.

18.4. Óñòîé÷èâîñòü ìóëüòèëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òåïåðü
ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâî ¾ñíîñà ïîãðåøíîñòè â óçëû¿ äëÿ ìóëüòèëèíåé-
íîé àïïðîêñèìàöèè, êîòîðîå îáîñíîâûâàåò óñòîé÷èâîñòü ìóëüòèëèíåé-
íîé àïïðîêñèìàöèè ê ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ
(ñì. òðåáîâàíèå ã).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 18.3. Ïóñòü çàäàíû äâå ôóíêöèè g, g̃ ∈ C0(U),
òîãäà äëÿ ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èìååò ìåñòî

sup
u∈U

ρC0(U)(LMg, LM g̃) = max
i=1,...,M

∣∣g(vi)− g̃(vi)
∣∣. (18.6)

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ôóíêöèÿ g çàäàíà ñ îøèáêîé, òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ìóëüòèëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò àïïðîêñèìàöèè,
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ïîñòðîåííîé ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì, íà âåëè÷èíó, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñ-
õîäÿùóþ ìàêñèìàëüíóþ îøèáêó â óçëàõ V (M).

19. Ìîäåëèðóåìîñòü àïïðîêñèìàöèè Áåðíøòåéíà

19.1. Àïïðîêñèìàöèÿ Áåðíøòåéíà. Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ
(l = 1) ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðèáëèæåíèÿ (17.1)
ðàññìîòðèì ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà

χi(u) = Ci
Mui(1− u)M−i, i = 0, 1, . . . , M ; 0 ≤ u ≤ 1. (19.1)

Ïîëàãàåì
g(u) ≥ 0 ïðè u ∈ [0, 1] è wi = g(ih). (19.2)

19.2. Äâà ïîëåçíûõ ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà. Ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 19.1. Äëÿ âñåõ u ∈ [0, 1] âûïîëíåíî

S0 =
M∑

i=0

Ci
M ui (1− u)M−i = 1, (19.3)

Sj =
M∑

i=0

i (i− 1) . . . (i− j + 1)
M (M − 1) . . . (M − j + 1)

Ci
M ui (1− u)M−i = uj , (19.4)

ãäå j = 1, . . . , N è M ≥ N .
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàâåíñòâî (19.3) ñïðàâåäëèâî, òàê êàê âåëè-

÷èíà S0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áèíîìèàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ¾âå-
ðîÿòíîñòè óñïåõà¿, ðàâíîé u. Äàëåå ïðîèçâåäåì â ñîîòíîøåíèè (19.4)
çàìåíû î = i− j, M̂ = M − j è òîãäà

Sj =
M̂∑

î=0

(̂i + 1) . . . (̂i + j)
(M̂ + 1) . . . (M̂ + j)

× (M̂ + j)!
(̂i + j)! (M̂ − î)!

uî+j (1− u)M̂−î =

= uj ×
M̂∑

î=0

C î
M̂

uî (1− u)M̂−î = uj ;

çäåñü ìû ó÷ëè ðàâåíñòâî (19.3). Óòâåðæäåíèå 19.1 äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 19.1 áóäóò èñïîëüçîâàíî â äàëüíåéøåì ïðè ïîñòðîåíèè

ìåòîäà Êîíäþðèíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïîëèíîìè-
àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (8.10) (ñì. ðàçä. 20).
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19.3. Òåîðåìà î ðàñïðåäåëåíèè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Ìî-
äåëèðóåìîñòü àïïðîêñèìàöèè Áåðíøòåéíà. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � íà-
áîð íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Âàðèàöèîííûì ðÿäîì ξ

(n)
1 , . . . , ξ

(n)
n íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ïî âîç-

ðàñòàíèþ íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn. Ïðè ýòîì r-é ÷ëåí âà-
ðèàöèîííîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ r-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé. Â ÷àñò-
íîñòè, ξ

(n)
1 = min{ξ1, . . . , ξn} è ξ

(n)
n = max{ξ1, . . . , ξn}. Ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 19.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn

èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (u) è ïëîòíîñòü f(u). Òîãäà r-ÿ ïî-
ðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà ξ

(n)
r èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f (n)
r (u) = nCr−1

n−1F
r−1(u) (1− F (u))n−r f(u), (19.5)

ãäå Ck
N = N !/(k!(N − k)!) � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç N ýëåìåíòîâ ïî k.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé {ξi = αi ∈ U(0, 1)}, êîãäà âåëè÷èíû ξi èìåþò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå (0, 1), ïðè ýòîì ïëîòíîñòü (19.5)
ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè ξ

(n)
r = α

(n)
r èìååò âèä

f̂ (n)
r (u) = nCr−1

n−1 ur−1 (1− u)n−r, u ∈ (0, 1), (19.6)

òàê êàê F (u) = u, f(u) ≡ 1 ïðè u ∈ (0, 1) � ñì. ñîîòíîøåíèÿ (1.1), (1.2).
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 17.1 äëÿ àïïðîêñèìàöèè Áåðíøòåéíà (19.1),

(19.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïëîòíîñòü (17.3) â âèäå
(17.9), ãäå

Pi =
Cg(ih)
M + 1

, fi(u) = (M + 1)Ci
Mui(1− u)M−i, (19.7)

è èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 17.1. Íà âòîðîì øàãå ýòîãî àëãîðèòìà òðå-
áóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(u)
âèäà (19.7). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (19.6), â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ðåà-
ëèçîâàòü (m+1)-þ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó α

(M+1)
m+1 íåçàâèñèìîé âûáîð-

êè îáúåìà (M + 1) èç ñîâîêóïíîñòè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â
èíòåðâàëå (0, 1).

19.4. Ìîäåëèðîâàíèå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Äëÿ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ (ò. å. äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ

(n)
r ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî ýëå-
ìåíòà AK è íîìåðà K ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè ìàññèâà (a1, . . . , ar),
ñîñòîÿùåãî èç r êîìïîíåíò.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ 19.1. 1. Ðåàëèçóåì r âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
Ξ = (ξ1, . . . , ξr) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F (u) (èëè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(u)), ïàðàëëåëüíî âûáèðàÿ ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò AK ïîëó÷àåìîãî ìàññèâà Ξ. Ïîëàãàåì ξ

(n)
r := AK .

2. Äëÿ s = r + 1, . . . , n ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξs. Åñëè
ξs < AK , òî çàìåíÿåì K-þ êîìïîíåíòó ìàññèâà Ξ: ξK := ξs è íàõîäèì
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò AK è íîìåð K äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ìàññèâà
Ξ. Ïîëàãàåì ξ

(n)
r := AK .

Íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà 19.1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ
áîëüøîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé (ïîðÿäêà O(r × n)).

Íàìè áûëè ïîäðîáíî èçó÷åíû âîçìîæíûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà
19.1; ïðè ýòîì îñîáîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî ñëó÷àþ {ξi = αi}. Óäàëîñü
âûÿñíèòü, ÷òî äëÿ áîëüøèõ n ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ ÷èñëà ñðàâ-
íåíèé ìîæåò ïðèâåñòè èñïîëüçîâàíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Áûëî
òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè α

(n)
r ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè (19.6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå (îòëè÷íûå îò
àëãîðèòìà 19.1) ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íàòóðàëü-
íûìè ïàðàìåòðàìè (ñì. äàëåå ðàçä. 22). Ïðîâåäåííûå íàìè ÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ôîðìóëîé äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α

(n)
r ÿâëÿåòñÿ

α(n)
r =

ln
∏r

i=1 αi

ln
∏n+1

i=1 αi

. (19.8)

(ñì. òàêæå ñîîòíîøåíèå (22.4)), êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ íàòóðàëüíûìè ïà-
ðàìåòðàìè, â âèäå êîìïîçèöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå ñ öåëûìè ïàðàìåòðàìè (ñì. äàëåå ôîðìóëó (22.3)).

19.5. Àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà è óñòîé÷èâîñòü ïðèáëè-
æåíèÿ Áåðíøòåéíà. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 19.3. Åñëè g ∈ C[0, 1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L, òî ρC[0,1](g, LMg) ≤ L/(2

√
M).

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ (17.1), (19.1),
(19.2) (ñì. òðåáîâàíèå â èç ïîäðàçä. 17.7) îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîé âûøå â ðàçä. 18 êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîê-
ñèìàöèè Ñòðåíãà �Ôèêñà ñ îáðàçóþùåé áàçèñ ôóíêöèåé χ(u) = β(1)(u)
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èìååò ïîðÿäîê 1/M2.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè Áåðíøòåéíà âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 18.3 è ñî-
îòíîøåíèå (18.6), ò. å. ýòî ïðèáëèæåíèå îáëàäàåò ¾èäåàëüíûì¿ ñâîé-
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ñòâîì óñòîé÷èâîñòè (ñì. òðåáîâàíèå ã). Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç ñîîòíîøå-
íèÿ (19.3).

20. Ìîäåëèðîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

20.1. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â ðàçä. 17 îòìå÷åíî, ÷òî âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî
òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïîëèíîìè-
àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) =
N∑

j=0

aj uj , 0 < u < 1; (20.1)

ñì. òàêæå ôîðìóëó (8.10). Äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû â çàâèñèìîñòè îò
âèäà êîýôôèöèåíòîâ {aj}. Òàê, ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
(ñì. ðàçä. 8) çàâåäîìî ðåàëèçóåì äëÿ N = 0 (çäåñü f(u) ≡ 1, 0 < u < 1
è ξ = α), äëÿ N = 1 (ïðè ýòîì ξ = (−a0 +

√
a2
0 + 2a1α)/a1), à òàêæå äëÿ

ñëó÷àÿ aj = (j + 1) è ak = 0 ïðè k 6= j; ïðè ýòîì

f(u) = (j + 1)uj è ξ = α1/(j+1) = j+1
√

α. (20.2)

Êàê îòìå÷åíî â ïîäðàçä. 8.4, â îáùåì ñëó÷àå (ïðè N > 1 è ïðè
íàëè÷èè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ aj) ïî-
ïûòêà ïðèìåíèòü ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèþ

∑N
j=0 ajξ

j+1/(j+1) = α, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, íåðàçðåøèìî
îòíîñèòåëüíî ξ, è íóæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

20.2. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ñëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ aj ≥ 0 óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü
(20.1) â âèäå

f(u) =
N∑

j=0

pjfj(u); pj = aj/(j + 1); fj(u) = (j + 1)uj , (20.3)

è ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè (ñì. àëãîðèòì
12.2).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 20.1. 1. Ðåàëèçóÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðò-
íîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pj = aj/(j + 1)}, èñ-
ïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû èëè åãî ìîäèôèêàöèè (ñì. ðàçä. 4�6), âûáèðàåì íîìåð m.
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2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè fm(u) = (m + 1)um ïî ôîðìóëå âèäà (20.2): ξ = m+1

√
α2.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 20.1 ðåàëèçóåì äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ
(ïðè ýòîì N = ∞).

20.3. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè êîýôôèöèåí-
òîâ {aj} âåëè÷èíû {pj} èç ñîîòíîøåíèÿ (20.3) íåëüçÿ ñ÷èòàòü âåðîÿò-
íîñòÿìè. Äëÿ ôóíêöèè (20.1) ìîæíî ïîñòðîèòü ìàæîðàíòó

f(u) ≤ g1(u) =
N∑

j=0

a+
j uj , (20.4)

ãäå a+
j = aj ïðè aj ≥ 0 è a+

j = 0 ïðè aj < 0. Òîãäà ìîæíî ïðåäëîæèòü
ñëåäóþùèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (ñì. àëãîðèòì 15.1).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 20.2. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ1, ðàñïðåäåëåííîé ñ ïëîòíîñòüþ

f̃1(u) =
N∑

j=0

p+
j fj(u), p+

j =
a+

j

(j + 1)
∫ 1

0
g1(w) dw

=
a+

j

(j + 1)
∑N

k=0(a
+
k /(k + 1))

,

ñîãëàñíî àëãîðèòìó 20.1 (ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ äâà ñòàíäàðòíûõ
ñëó÷àéíûõ ÷èñëà α1 è α2).

2. Ðåàëèçóåì òàêæå çíà÷åíèå η = α3g1(ξ1).
3. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η < f(ξ1). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïî-

ëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ = ξ1,
èíà÷å ïîâòîðÿåì ïóíêòû 1 è 2 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà (ñðåäíåå ÷èñëî ïîâòîðåíèé ï.ï. 1 è 2
äî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà η < f(ξ1)) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s1 =
∫ 1

0

g1(w) dw =
N∑

j=0

(a+
j /(j + 1)).

Âûáîð ìàæîðàíòû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íåîäíî-
çíà÷åí. Ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ g2(u) =

∑N
j=0 |aj |uj

è èñïîëüçîâàòü äëÿ íåå àëãîðèòì 20.2 ñ çàìåíîé ξ1 íà ξ2. Òàêîé âûáîð
ìàæîðàíòû çàâåäîìî õóæå, ÷åì (20.4), òàê êàê g2(u) > g1(u) è

s2 =
∫ 1

0

g2(w) dw =
N∑

j=0

(|aj |/(j + 1)) > s1.
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Îäíàêî íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð, â êîòîðîì ìàæîðàíòà (20.4)
íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñ êâàäðàòè÷-
íîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(u) = 6u − 6u2, 0 < u < 1. Â ýòîì
ñëó÷àå g1(u) = 6u è òðóäîåìêîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà 20.2
ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s1 =

∫ 1

0
6w dw = 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ

ïðîñòåéøåãî ìåòîäà Íåéìàíà ñ ïîñòîÿííîé ìàæîðàíòîé

g3(u) ≡ max
u∈(0,1)

f(u) = f(1/2) = 3/2

èìååì s3 = 3/2. Ýòà âåëè÷èíà â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì s1.
20.4. Ìåòîä Êîíäþðèíà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ ñâîåãî ðîäà àëü-
òåðíàòèâîé àëãîðèòìà 20.2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ ïîëè-
íîìèàëüíîé ïëîòíîñòè (20.1) êîýôôèöèåíòû {aj} ìîãóò èìåòü ðàçíûå
çíàêè è, êðîìå òîãî, ïëîòíîñòü f(u) îòäåëåíà îò íóëÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà T òàêàÿ, ÷òî f(u) ≥ T > 0 äëÿ âñåõ u ∈ (0, 1).

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 19.1 è ñîîòíîøåíèÿ (19.3), (19.4), çàïèøåì
ïëîòíîñòü (20.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(u) =
M∑

i=0

bN M (i) f̂
(M+1)
i+1 (u); f̂

(M+1)
i+1 (u) = (M + 1) Ci

M ui (1− u)M−i,

(20.5)

bN M (i) =
1

M + 1
×


a0 +

N∑

j=1

aj
i (i− 1) . . . (i− j + 1)

M (M − 1) . . . (M − j + 1)




äëÿ i = 0, 1, . . . , M . Ñîãëàñíî ôîðìóëå (19.6), ôóíêöèÿ f̂
(M+1)
i+1 (u) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (i+1)-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòè-
êè α

(M+1)
i+1 èç ñîâîêóïíîñòè (M + 1) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàâíîìåðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì â èíòåðâàëå (0, 1). Â ñèëó òîãî ÷òî ôóíêöèÿ f(u) ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå

∑M
i=0 bN M (i) = 1 (ñì. çàìå÷àíèå 12.1). Ñïðàâåäëèâî òàêæå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 20.1. Ñóùåñòâóåò M0, M0 ≥ N , òàêîå, ÷òî
bN M0(i) ≥ 0 ïðè âñåõ i = 0, 1, . . . , M0.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

dM = max
1≤j≤N

(
max

0≤u≤1

∣∣∣∣
u (u− 1/M) . . . (u− (j − 1)/M)
(1− 1/M) . . . (1− (j − 1)/M)

− uj

∣∣∣∣
)

, M ≥ N,
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è ïîëèíîì

QM (u) = a0 +
N∑

j=1

aj
u (u− 1/M) . . . (u− (j − 1)/M)
(1− 1/M) . . . (1− (j − 1)/M)

, 0 ≤ u ≤ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî |QM (u) − f(u)| ≤ C dM , ãäå C =
∑N

j=2 |aj |. Òîãäà èç
óñëîâèÿ f(u) ≥ T > 0 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

QM (u) ≥ T − C dM . (20.6)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî dM → 0 ïðè M →∞ è

QM (i/M) = (M + 1) bN M (i), i = 0, 1, . . . , M.

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (20.6) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü M̂0 � íàèìåíüøåå èç M0, òàêèõ, ÷òî bN M0(i) ≥ 0 äëÿ âñåõ

i = 0, 1, . . . , M0. Òîãäà ÷èñëà {bN M̂0
(i)} ìîæíî ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòÿìè,

è èç ïðåäñòàâëåíèÿ (20.5) ñëåäóåò àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè.
ÀËÃÎÐÈÒÌ 20.3. 1. Ðåàëèçóÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1, ñîãëàñíî âå-

ðîÿòíîñòÿì {pi = bN M̂0
(i), i = 1, . . . , M̂0}, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé

àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè åãî ìî-
äèôèêàöèè (ñì. ðàçä. 4�6), âûáèðàåì íîìåð m.

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f̂

(M̂0+1)
m+1 (u), èñïîëüçóÿ îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîäðàçä. 19.4:

ξ = α
(M̂0+1)
m+1 .

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà M̂0 = min M0 èç óòâåðæäåíèÿ 20.1 ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Áîëåå òîãî, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàæå
äëÿ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, äëÿ N = 2, ò. å. ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ êâàäðàòè÷íîé ïëîòíîñòüþ) ìîæíî ïîäî-
áðàòü êîýôôèöèåíòû {aj} òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåëè÷èíà M̂0 áóäåò ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé. Â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ àëãîðèòì 20.3 ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ íåýôôåêòèâíûì (ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �
àëãîðèòìîì 20.2 � èëè åãî ìîäèôèêàöèÿìè).

21. Ìîäåëèðîâàíèå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

21.1. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

(γ)
λ,ν , èìåþùåé
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ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f
(γ)
λ,ν (u) =

λν uν−1 e−λ u

Γ(ν)
, u > 0; λ > 0, ν > 0; (21.1)

çäåñü Γ(ν) =
∫ +∞
0

wν−1 e−w dw � ãàììà-ôóíêöèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ν = 1 ñîîòíîøåíèå (21.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà-

êîìóþ íàì ïî ïîäðàçä. 8.5 ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:
f

(γ)
λ,1 (u) = λ e−λ u, u > 0, λ > 0 (ñì. ïðèìåð 8.1) ñ ìîäåëèðóþùåé ôîð-
ìóëîé

ξ
(γ)
λ,1 = − ln α

λ
(21.2)

(ñì. ñîîòíîøåíèå (8.13)). Ïðè öåëîì ïîëîæèòåëüíîì ν = n > 1 ñîîò-
íîøåíèå (21.1) èíîãäà íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà, è, ó÷èòûâàÿ,
÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ν = n âûïîëíåíî Γ(n) = (n− 1)!, ïëîòíîñòü (21.1)
â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

f
(γ)
λ,n(u) =

λn un−1 e−λ u

(n− 1)!
, n > 1. (21.3)

Ïðè λ = 1/2, ν = l/2 è öåëîì ïîëîæèòåëüíîì l ñîîòíîøåíèå (21.1)
ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ l ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

fχ2
l
(u) = f

(γ)
1/2,l/2(u) =

ul/2−1 e−u/2

2l/2 Γ(l/2)
. (21.4)

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(γ)
λ,ν øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ

ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 21.1. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ

(γ)
λ,ν è ξ

(γ)
λ,µ íåçà-

âèñèìû, òî ξ
(γ)
λ,ν + ξ

(γ)
λ,µ = ξ

(γ)
λ,ν+µ; ðàâåíñòâî îçíà÷àåò çäåñü ñîâïàäåíèå

ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ñôîðìóëèðîâàííîå ñâîéñòâî òåñíî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì ïîíÿòè-

åì. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ íàçûâàåòñÿ áåçãðàíè÷íî äå-
ëèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
ζ = ζ

(n)
1 + . . . + ζ

(n)
n , ãäå ζ

(n)
j , j = 1, . . . , n � íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Èíäóêöèåé ïî n íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ 21.1 ñëåäó-

åò áåçãðàíè÷íàÿ äåëèìîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (21.1): çäåñü ñëåäóåò
âçÿòü ζ

(n)
j = ξ

(γ)
λ,ν/n. Ñâîéñòâî áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè îáóñëàâëèâàåò

75



äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïðèìåíåíèå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ è ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 21.1 ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ
(γ)
λ,ν

â âèäå ñóììû
ξ
(γ)
λ,ν = ξ

(γ)
λ,ν1

+ ξ
(γ)
λ,ν2

, (21.5)

ãäå ν1 = [ν] � öåëàÿ ÷àñòü, à ν2 = {ν} � äðîáíàÿ ÷àñòü ïàðàìåòðà ν.
21.2. Ìîäåëèðîâàíèå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íàòóðàëüíûì

ïàðàìåòðîì.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñóììû (21.5) ìîæ-
íî åùå ðàç èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè ãàììà-ðàñïðå-
äåëåíèÿ è ïðåäñòàâèòü ξ

(γ)
λ,ν1

â âèäå ñóììû èç ν1 ñëàãàåìûõ:

ξγ
λ,ν1

=
(
ξ
(γ)
λ,1

)(ν1)

1
+ . . . +

(
ξ
(γ)
λ,1

)(ν1)

ν1
.

Ñîãëàñíî ïðèìåðó 8.1 è ñîîòíîøåíèÿì (8.13) è (21.2), äëÿ ïîëó÷åíèÿ
âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

(γ)
λ,ν1

ìîæíî ïðåäëîæèòü
ôîðìóëó

ξ
(γ)
λ,ν1

=
(
− ln α1

λ

)
+ . . . +

(
− ln αν1

λ

)
= − ln (α1 × . . .× αν1)

λ
. (21.6)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äàåò àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íîãî
çíà÷åíèÿ ξ

(γ)
λ,n ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà (21.3) (ñëåäóåò ëèøü çàìåíèòü ν1

íà n â ôîðìóëå (21.6)). Â ðàçä. 24 íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ìîäåëèðóþ-
ùàÿ ôîðìóëà äëÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì l = 2k ñòåïåíåé
ñâîáîäû (ñì. ôîðìóëó (21.4)), êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ (21.6):

χ2
2k = ξ

(γ)
1/2,k = −2 ln (α1 × . . .× αk). (21.7)

21.3. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãàììà-ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì, ìåíüøèì åäèíèöû. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ξ

(γ)
λ,ν2

ñóììû (21.5) ìîæíî
ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (ñì. àëãîðèòì
15.1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè g(u) = uν2−1 e−λ u, ïðîïîðöèîíàëüíîé
ïëîòíîñòè (21.1), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(u) ≤ g1(u) =
{

uν2−1 ïðè 0 < u < 1,
e−λ u ïðè u ≥ 1.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ-
÷åíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 21.1. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 = ψ1(α1)
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u) = C g1(u) (íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî íîð-
ìèðóþùàÿ êîíñòàíòà ðàâíà C = λ/(λ ν−1

2 + e−λ)); çäåñü

ψ1(α1) =

{ (
α1(λ + ν2e

−λ)/λ
)1/ν2 ïðè α1 ≤ λ/(λ + ν2e

−λ),
−(1/λ) ln((1− α1)(e−λ + λν−1

2 )) èíà÷å

(âûâîä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîäðîáíî îïèñàí â ïðèìåðå èç ïîäðàçä. 9.2).
Ðåàëèçóåì òàêæå çíà÷åíèå η = α2g1(ξ1).

2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå η < g(ξ1), òî ïîëàãàåì ξ
(γ)
λ,ν2

= ξ1, èíà÷å
ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (15.4), òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 21.1 ïðîïîðöèî-
íàëüíà âåëè÷èíå

s =

∫ +∞
0

g1(w) dw∫ +∞
0

g(w) dw
=

λ ν−1
2 + e−1

λ Γ(ν2)
.

Íàïðèìåð, äëÿ ν2 = 1/2 èìååì s = (2λ + e−1)/(λ
√

π). Çàìåòèì òàêæå,
÷òî ïðè λ = 1 âåëè÷èíà s ìîíîòîííî ðàñòåò îò s = 1 (ïðè ν2 ↓ 0) äî
s = 1+ e−1 ≈ 1.36 ïðè ν2 = 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ν2 = 1/2 èìååì s ≈ 1.33.

21.4. Ìåòîä Éîíêà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðîì, ìåíüøèì åäèíèöû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0
ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

tν2−1 = tν2−1

∫ +∞

0

f
(γ)
1,1−ν2

(y) dy =

=
∫ +∞

0

t−1

t−ν2

e−y y−ν2 dy

Γ(1− ν2)
=

∫ +∞

0

e−tv v−ν2

Γ(1− ν2)
dv;

çäåñü èñïîëüçîâàíà çàìåíà v = y/t. Ïîëàãàÿ t = λu, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâ-
ëåíèå

f
(γ)
λ,ν2

(u) =
λν2 uν2−1 e−λu

Γ(ν2)
=

λ e−λu

Γ(ν2)

∫ +∞

0

e−λuv v−ν2

Γ(1− ν2)
dv =

=
∫ +∞

0

fγ(u|v) fη(v) dv, (21.8)
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ãäå
fη(v) =

1
Γ(ν2) Γ(1− ν2)

× v−ν2

v + 1
, v > 0, (21.9)

fγ(u|v) = λ (v + 1) e−λu(v+1), u > 0.

Ïðåäñòàâëåíèå (21.8) äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü èíòåãðàëüíûé ìåòîä
ñóïåðïîçèöèè (ñì. àëãîðèòì 12.1).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 21.2. 1. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå η = η0 ñîãëàñíî ïëîòíî-
ñòè (21.9).

2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ξ
(γ)
λ,ν2

ñîãëàñíî ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè
fγ(u|η0) = λ(η0 + 1) e−λu(η0+1) (ñì. ïðèìåð 8.1 è ñîîòíîøåíèå (8.13)):

ξ
(γ)
λ,ν2

=
− ln α

λ (η0 + 1)
.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåëè÷èíû η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (21.8) â ï. 1 àë-
ãîðèòìà 21.2 ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå w = g(v) = v/(v+1). Îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä v = w/(1−w). Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
10.1, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β = g(η) èìååò ïëîòíîñòü

fβ(w) =
1

Γ(ν2) Γ(1− ν2)
×

(
w

1−w

)−ν2

(
w

1−w

)
+ 1

×
(

w

1− w

)′
=

=
w−ν2 (1− w)ν2 (1− w)
Γ(1− ν2) Γ(ν2) (1− w)2

=
w(1−ν2)−1 (1− w)ν2−1

B(1− ν2, ν2)
,

ãäå B(x, y) =
∫ 1

0
zx−1(1− z)y−1 dz � áåòà-ôóíêöèÿ. Ìû ïîëó÷èëè ïëîò-

íîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (1− ν2) è ν2. Ðåàëèçàöèè çíà-
÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ áåòà-ðàñïðåäåëåíèåì ïîñâÿùåí ðàçä. 22.
Ìîäåëèðóÿ β è ó÷èòûâàÿ, ÷òî η = β/(1− β), ïîëó÷àåì

ξ
(γ)
λ,ν2

=
− ln α

λ (η + 1)
=

(β − 1) ln α

λ
.

Ñðàâíèâàÿ àëãîðèòìû 21.1 è 21.2, îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî òðóäíî
ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
β, èìåþùåé áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (1− ν2) è ν2, ìåíüøèìè
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åäèíèöû. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ (ò. å. àëãîðèòìà
21.1) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

22. Ìîäåëèðîâàíèå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ

22.1. Ñëó÷àé öåëûõ ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó ξ

(β)
ν,µ, èìåþùóþ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå c ïëîòíîñòüþ

f (β)
ν,µ (u) =

uν−1 (1− u)µ−1

B(ν, µ)
, 0 < u < 1; ν > 0, µ > 0. (22.1)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f̂
(n)
r (u) èç ôîðìóëû (19.6) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-

ñòüþ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ (22.1) ñ ïàðàìåòðàìè ν = r è µ = n−r+1. Ñî-
îòâåòñòâåííî, â ñëó÷àå, êîãäà áåòà-ðàñïðåäåëåíèå èìååò öåëî÷èñëåííûå
ïàðàìåòðû ν è µ, åãî ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ν-é
ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ (ν +µ−1) íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé ñòàíäàðò-
íîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

(β)
ν,µ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû èç ïîäðàçä. 19.4.
Èçâåñòíû äðóãèå ñïîñîáû ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öå-

ëûìè ïàðàìåòðàìè. Îäèí èç íèõ îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ôàêòå.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 22.1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ ðàñïðåäåëåíà

íà èíòåðâàëå (0, A), 0 < A ≤ +∞ ñ ïëîòíîñòüþ f̃(u) òàêîé, ÷òî
f̃(A) = 0, è äëÿ íåêîòîðîãî a > −1 ôóíêöèÿ f̃(u)u−a àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà è ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè u > 0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ f1(u) = (a + 1) ua

ïðè 0 < u < 1, à ξ2 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ

f2(u) =
−ua+1(f̃(u)u−a)′

a + 1
ïðè 0 < u < A.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ζ = ξ1 ξ2.
Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 22.1 äëÿ f̃(u) = f

(β)
µ,ν (u), A = 1 è a = ν − 1.

Òîãäà ξ
(β)
ν,µ = ξ1 ξ̂2, ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíî-

ñòüþ f1(u) = ν uν−1, 0 < u < 1, à ξ̂2 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ

f̂2(u) =
−ua+1(f̃(u) u−a)′

a + 1
=

uν (1− u)µ−2

B(ν + 1, µ− 1)
.

Âíîâü ïðèìåíÿåì óòâåðæäåíèå 22.1 äëÿ f̃(u) = f̂2(u), A = 1 è a = ν.
Òîãäà ξ̂2 = ξ2 ξ̂3, ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ2 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ
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f2(u) = (ν + 1) uν , 0 < u < 1, à ξ̂3 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ

f̂3(u) =
uν+1 (1− u)µ−3

B(ν + 2, µ− 3)
, 0 < u < 1.

Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð ïîêà èíäåêñ j ïëîòíîñòè f̂j íå ñòà-
íåò ðàâíûì µ; ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè (1−u) áóäåò ðàâåí íóëþ.
Ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ξ

(β)
ν,µ = ξ1 × . . . × ξµ, ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξi ðàñïðåäåëåíû ñî ñòåïåííûìè ïëîòíîñòÿìè fi(u) = (ν + i− 1)uν+i−2,
0 < u < 1. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (20.2) äëÿ ξi èìååì ìîäåëèðóþùèå ôîð-
ìóëû ξi = α

1/(ν+i−1)
i ; i = 1, . . . , µ. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðóþùàÿ ôîð-

ìóëà äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(β)
ν,µ èìååò âèä

ξ(β)
ν,µ =

µ∏

i=1

α
1/(ν+i−1)
i . (22.2)

Ýòîò ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäõîäèò è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð ν
íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Äðóãîé ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öåëûìè ïàðà-
ìåòðàìè îñíîâàí íà ôîðìóëå [27]

ξ(β)
ν,µ =

ξ
(γ)
λ,ν

ξ
(γ)
λ,ν + ξ

(γ)
λ,µ

; (22.3)

çäåñü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
(γ)
λ,ν èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (21.1) ñ ïà-

ðàìåòðàìè λ, ν. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (21.6), èìååì

ξ(β)
ν,µ =

ln
∏ν

i=1 αi

ln
∏ν+µ

i=1 αi

. (22.4)

Ïðîâåäåííûå íàìè òåñòîâûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî
ôîðìóëà (22.4) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé íå òîëüêî äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öåëûìè ïàðàìåòðàìè, íî è äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì.
ïîäðàçä. 19.4 è ôîðìóëó (19.8)).

22.2. Ñëó÷àé íåöåëûõ ïàðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà ν è µ íå
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, òàêæå ñóùåñòâóþò ðàçíûå ìåòîäû äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Óïîìÿíåì ïðåæäå âñåãî ìåòîä ñóïåð-
ïîçèöèè, èñïîëüçóþùèé ôîðìóëó (22.2).
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Ïóñòü m = [µ] + 1 − µ, ãäå [µ] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà µ.
Ïðåäñòàâèì ïëîòíîñòü f

(β)
ν,µ (u) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f (β)
ν,µ (u) =

uν−1 (1− u)[µ] (1− u)−m

B(ν, µ)

è ðàçëîæèì (1− u)−m ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà:

(1−u)−m =
∞∑

i=0

Ci ui

i!
; C0 = 1, Ci = m (m+1)×...×(m+i−1) =

Γ(m + i)
Γ(m)

,

çäåñü i = 1, 2, . . . . Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî
ãàììà-ôóíêöèè

Γ(ν) = (ν − 1) Γ(ν − 1). (22.5)

Ñëåäîâàòåëüíî,

f (β)
ν,µ (u) =

∞∑

i=0

(
B(i + ν, [µ] + 1) Γ(m + i)

B(ν, µ) i! Γ(m)
× ui+ν−1 (1− u)[µ]

B(i + ν, [µ] + 1)

)
=

=
∞∑

i=0

pi f
(β)
i+ν,[µ]+1(u), (22.6)

ãäå âåëè÷èíû {pi} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðîÿòíîñòè è èìåþò âèä

p0 =
[µ]!

B(ν, µ)ν(ν + 1)× . . .× (ν + [µ])
;

pi =
Γ(i + ν) Γ([µ] + 1) Γ(m + i)

Γ(i + ν + [µ] + 1) B(ν, µ) i! Γ(m)
=

=
[µ]!m (m + 1)× . . .× (m + i− 1)

B(ν, µ) i! (i + ν)(i + ν + 1)× . . .× (i + ν + [µ])
; i = 1, 2, . . . ;

çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ãàììà-ôóíêöèè (22.5) è ñâîéñòâî áåòà-
ôóíêöèè:

B(ν, µ) =
Γ(ν)Γ(µ)
Γ(ν + µ)

= B(µ, ν) (22.7)

Èç ôîðìóëû (22.6) ñëåäóåò àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè äëÿ ðåà-
ëèçàöèè çíà÷åíèé ξ

(β)
ν,µ ïðè íåöåëûõ ïàðàìåòðàõ.

81



ÀËÃÎÐÈÒÌ 22.1. 1. Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðò-
íîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ ñòàí-
äàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ èëè åãî ìîäèôèêàöèè (ñì. ðàçä.
4�6), âûáèðàåì íîìåð k ïëîòíîñòè f

(β)
k+ν,[µ]+1(u).

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ
(β)
ν,µ ñîãëàñíî âûáðàííîé ïëîòíî-

ñòè ïî ôîðìóëå (22.2):

ξ(β)
ν,µ =

[µ]+1∏

i=1

α
1/(k+ν+i−1)
i .

Íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûáîð íîìåðà k ïëîòíî-
ñòè f

(β)
k+ν,[µ]+1(u) âåñüìà òðóäîåìîê. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òàêèõ íîìå-

ðîâ k áåñêîíå÷íî ìíîãî è ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èì âåðîÿòíîñòåé pk ñ ðîñòîì k íåâåëèêà. Òàêæå îïðåäå-
ëåííûå ñëîæíîñòè âûçûâàåò òî, ÷òî íóæíî âû÷èñëÿòü áåòà-ôóíêöèþ
îò äðîáíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì äåëàòü ýòî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.11), òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 4.2
âûáîðà çíà÷åíèÿ k öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñîãëàñíî âå-
ðîÿòíîñòÿì {pi} (ñì. ï. 1 àëãîðèòìà 22.1) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
Eη. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Eη = +∞ ïðè [µ] = 0. Ïîýòîìó â ñëó-
÷àå ν > 1, 0 < µ < 1 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ
v = 1−u, êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè ïàðàìåòðû ν è µ, à â ñëó÷àå 0 < ν < 1,
0 < µ < 1 ìîæíî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ðàíäîìèçàöèþ è ðåàëèçî-
âàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

f (β)
ν,µ (u) = u f (β)

ν,µ (u) + (1− u) f (β)
ν,µ (u) =

ν

ν + µ
f

(β)
ν+1,µ(u) +

µ

ν + µ
f

(β)
ν,µ+1(u);

çäåñü èñïîëüçîâàí âèä ïëîòíîñòè f
(β)
ν,µ (u) (ñì. ñîîòíîøåíèå (22.1)) è

ñâîéñòâà (22.5) è (22.7).
Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (22.3) äëÿ λ = 1.

Çäåñü ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ýô-
ôåêòèâíûõ ¾ïðÿìûõ¿ (íå ñâÿçàííûõ ñ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ) àëãîðèò-
ìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåöåëûì ïàðàìåòðîì (ñì.
ðàçä. 21).

22.3. Ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Îïèñàííûå â ïîäðàçä. 23.2 àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-
ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáóþò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòîãî îáðàùåíèÿ ê ãåíå-
ðàòîðó ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ÷òî ðåçêî ñíèæàåò èõ ýôôåêòèâíîñòü
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(ñì. çàìå÷àíèå 3.2). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü àëüòåðíàòèâ-
íûå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëèðóþùèõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ (22.1). Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû èçó÷èì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 15.1).

Ïëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ (22.1) ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè

g(u) = uν−1 (1− u)µ−1, 0 < u < 1. (22.8)

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ìàæîðàíò äëÿ ôóíêöèè (22.8) âåñüìà ðàçíîîáðàç-
íû, ïðè÷åì ýòè ïîñòðîåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèò-
ìîâ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ν
è µ. Òàê, äëÿ îïèñàííîãî âûøå ¾ñëîæíîãî¿ ñëó÷àÿ 0 < ν < 1, 0 < µ < 1
ìîæíî ïîñòðîèòü ìàæîðàíòó

g(u) ≤ g
(1)
1 (u) = uν−1 + (1− u)µ−1. (22.9)

Äåéñòâèòåëüíî,

uν−1 (1− u)µ−1 = (u + (1− u))uν−1 (1− u)µ−1 =

= uν(1− u)µ−1 + uν−1(1− u)µ ≤ (1− u)µ−1 + uν−1.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè 0 < u < 1 è t > 0
âûïîëíåíî

ut < 1, (1− u)t < 1. (22.10)

Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ 0 < ν < 1, 0 < µ < 1 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèé
àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 22.2. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f1(u) = C g

(1)
1 (u) (íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

C = ν µ/(ν + µ)) ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè: åñëè α1 < µ/(ν + µ), òî
ξ1 = α

1/ν
2 , èíà÷å ξ1 = 1− α

1/µ
2 .

2. Ðåàëèçóåì âåëè÷èíó η = α3 g
(1)
1 (ξ1).

3. Åñëè η < g(ξ1), òî ξ
(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ïï. 1 è 2 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 22.2 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s(1) =

∫ 1

0
g
(1)
1 (w) dw∫ 1

0
g(w) dw

=
ν + µ

ν µ B(ν, µ)
. (22.11)

Íàïðèìåð, äëÿ ν = µ = 1/2 èìååì s(1) = 4/π ≈ 1.27.
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Äëÿ ñëó÷àÿ 0 < ν < 1 è µ > 1 ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (22.10) â
êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè (22.8) ìîæíî âçÿòü

g(u) ≤ g
(2)
1 (u) = uν−1, 0 < u < 1. (22.12)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ν è µ âûïîë-
íåíî g

(2)
1 (u) < g

(1)
1 (u) ïðè 0 < u < 1. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà

èñêëþ÷åíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
ÀËÃÎÐÈÒÌ 22.3. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî

ïëîòíîñòè f1(u) = C g
(2)
1 (u) = ν uν−1 (ýòî ñëó÷àé ìîäåëèðîâàíèÿ ñòå-

ïåííîé ïëîòíîñòè � ñì. ôîðìóëó (20.2)): ξ1 = α
1/ν
1 . Ðåàëèçóåì òàêæå

âåëè÷èíó η = α2 g
(2)
1 (ξ1).

2. Åñëè η < g(ξ1), òî ξ
(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 22.3 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s(2) =

∫ 1

0
g
(2)
1 (w) dw∫ 1

0
g(w) dw

=
1

ν B(ν, µ)
. (22.13)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ ν > 1 è 0 < µ < 1 ìîæíî âíîâü âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (22.10) è â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè (22.8)
ìîæíî âçÿòü

g(u) ≤ g
(3)
1 (u) = (1− u)µ−1, 0 < u < 1, (22.14)

è òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ âûãëÿäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 22.4. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f1(u) = C g

(3)
1 (u) = µ (1 − u)µ−1 : ξ1 = 1 − α

1/µ
1 . Ðåàëè-

çóåì òàêæå âåëè÷èíó η = α2 g
(3)
1 (ξ1).

2. Åñëè η < g(ξ1), òî ξ
(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 22.4 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
s(3) = 1/(µB(ν, µ)).

Çàìåòèì, ÷òî ìàæîðàíòó g
(2)
1 (u) èç ñîîòíîøåíèÿ (22.14) è àëãîðèòì

22.4 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå ν ≥ µ ≥ 1. Çäåñü èñïîëüçó-
åòñÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå:

∫ 1

0

uν−1 du =
1

ν − 1
≤ 1

µ− 1
=

∫ 1

0

(1− u)µ−1 du. (22.15)
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Àíàëîãè÷íî ïðè µ ≥ ν ≥ 1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàæîðàíòó g
(3)
1 (u) èç

ñîîòíîøåíèÿ (22.14) è àëãîðèòì 22.4 (çäåñü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî,
ïðîòèâîïîëîæíîå (22.15)). Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî òðóäîåìêîñòü
s(2) èç ðàâåíñòâà (22.13) (è åå àíàëîã s(3)) äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàñòåò ñ
óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðîâ ν è µ. Íàïðèìåð, ïðè ν = 3 è µ = 2 èìååì
s(2) = Γ(5)/(3Γ(2)Γ(3)) = 4.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ñîîáðàæåíèåì äëÿ áîëüøèõ ν è µ öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü ìàæîðàíòó

g(u) ≤ g
(4)
1 (u) = Ku[ν]−1(1− u)[µ]−1, K =

{ν}{ν}{µ}{µ}
({ν}+ {µ}){ν}+{µ} ;

çäåñü [A] è {A} � ñîîòâåòñòâåííî öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà A.
Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíê-
öèÿ g(u)/(u[ν]−1(1 − u)[µ]−1) = u{ν}(1 − u){µ} èìååò åäèíñòâåííûé ëî-
êàëüíûé ìàêñèìóì, ðàâíûé K, â òî÷êå umax = {ν}/({ν} + {µ}). Êàê
óêàçàíî âûøå, ïëîòíîñòü f

(4)
1 (u) = f

(β)
[ν],[µ](u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ [ν]-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ ([ν] + [µ]− 1) íåçàâèñèìûõ
çíà÷åíèé ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α. Îòñþäà âîçíèêàåò ñëåäóþ-
ùèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 22.5. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî
ôîðìóëå (22.4):

ξ1 =
ln

∏[ν]
i=1 αi

ln
∏[ν]+[µ]

i=1 αi

.

Ðåàëèçóåì òàêæå âåëè÷èíó η = α2 g
(4)
1 (ξ1).

2. Åñëè η < g(ξ1), ò. å. Kα2 < ξ
{ν}
1 (1 − ξ1){µ}, òî ξ

(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å

ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.
Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s(4) = KB([ν], [µ])/B(ν, µ). Ýòà âåëè÷èíà íåâåëèêà. Íàïðèìåð, äëÿ
ν = µ = 2.5 èìååì

s(4) =
(1/2)1/2(1/2)1/2

(1/2 + 1/2)1/2+1/2
× Γ(2)Γ(2)

Γ(4)
× Γ(5)

Γ(2.5)Γ(2.5)
=

=
(1/2)× 4!

3!(3/2)2(1/2)2π
=

32
9π

≈ 1.13;

çäåñü èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ (22.5), (22.7) è Γ(1/2) =
√

π. Îäíàêî
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè âåëè÷èíû ξ1 = α

([ν]+[µ]−1)
[ν] â ï. 1
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àëãîðèòìà 22.5 òðåáóåòñÿ ([ν]+[µ]−1) îáðàùåíèé ê äàò÷èêó ñëó÷àéíûõ
÷èñåë (ñì. çàìå÷àíèå 3.2).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé ν è µ âû÷èñëåíèå çíà÷å-
íèé g(ξ1) â àëãîðèòìàõ 22.2�22.5 ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóäîåìêèì. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâóñòîðîííèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì
16.1) ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè èëè êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ìàæîðàíòîé è ìè-
íîðàíòîé.

23. Ìîäåëèðîâàíèå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

23.1. Ðåàëèçàöèÿ ïàðû âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, èìåþùåé ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû η, èìåþùåé ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

fη(u) =
1

σ
√

2 π
e−(u−m)2/(2 σ2) −∞ < u < +∞

ñ ïàðàìåòðàìè (m,σ2) : m = Eη, σ2 = Dη. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåà-
ëèçàöèè çíà÷åíèé η äîñòàòî÷íî ìîäåëèðîâàòü çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíîé
íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1) è ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
1√
2 π

e−u2/2, −∞ < u < +∞, (23.1)

à çàòåì èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå η = m + σ ξ. Íåñëîæíî äîêàçàòü
ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 23.1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1 =
√
−2 ln α1 sin 2πα2, ξ2 =

√
−2 ln α1 cos 2πα2, (23.2)

ãäå (α1, α2) � ïàðà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (23.1).

23.2. Èñïîëüçîâàíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.
Â ëèòåðàòóðå ïî ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî íàéòè ñëåäóþùóþ ôîð-
ìóëó ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

ξ ≈ ξ(n) =

√
12
n

n∑

i=1

(αi − 1/2). (23.3)
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Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, âåëè÷èíà ξ(n) àñèìïòîòè÷å-
ñêè íîðìàëüíà, êðîìå òîãî, Eξ(n) = 0, Dξ(n) = 1. Ôîðìóëà (23.3) îñî-
áåííî óäîáíà äëÿ n = 12: ξ(12) =

∑12
i=1 αi−6. Ñîîòíîøåíèÿ òèïà (23.3), â

÷àñòíîñòè, ¾îáðóáàþò õâîñòû¿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (íàïðèìåð, |ξ(12)| ≤ 6), è ïîýòîìó òàêèå ôîðìó-
ëû îáû÷íî èñïîëüçóþò â ñëó÷àÿõ, êîãäà áîëüøèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû
|ξ| íå èãðàþò ñóùåñòâåííîé ðîëè. Íåäîñòàòêîì ôîðìóëû (23.3) ÿâëÿåò-
ñÿ òàêæå íåîáõîäèìîñòü ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë αi (ñì. çàìå÷àíèå 3.2).

23.3. Òåîðåìû îá èçîòðîïíîì âåêòîðå. Óòâåðæäåíèå 23.1 äî-
ïóñêàåò îáîáùåíèå íà l-ìåðíûé ñëó÷àé, ãäå l ≥ 2.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 23.2. Åñëè ξ � èçîòðîïíûé âåêòîð, êâàäðàò äëè-
íû êîòîðîãî èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ l ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî åãî
êîìïîíåíòû ξ1, . . . , ξl íåçàâèñèìû è íîðìàëüíû ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1).

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëåíèå
χ2

l = ξ2
1 + . . . + ξ2

l [27], íåñëîæíî äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 23.3. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξl íåçà-

âèñèìû è ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1), òî âåêòîð
ξ = (ξ1, . . . , ξl) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì.

Óòâåðæäåíèå 23.2 äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî
íåçàâèñèìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ1, . . . , ξl ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Çäåñü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (21.7) ðàçóìíî
ïîëîæèòü l = 2k.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 23.1. 1). Ðåàëèçóåì l-ìåðíûé èçîòðîïíûé ñëó÷àéíûé
âåêòîð (ω1, . . . , ωl) åäèíè÷íîé äëèíû.

2. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ξi =
√
−2 ln (α1 × . . .× αk)ωi, i = 1, . . . , 2k,

ãäå α1, . . . , αk � íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî
÷èñëà.

Ôîðìóëû (23.2) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãîðèòìà 23.1 äëÿ l = 2
è k = 1, òàê êàê äâóìåðíûé âåêòîð

(ω1, ω2) = (sin 2πα, cos 2πα) (23.4)

ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì èçîòðîïíûì. Çàáåãàÿ âïåðåä, çàìåòèì, ÷òî àëãî-
ðèòì 23.1 ýôôåêòèâåí òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ l = 2 è k = 1 èç-çà îòñóòñòâèÿ
ýêîíîìè÷íûõ ïðîöåäóð ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîãî åäèíè÷-
íîãî èçîòðîïíîãî âåêòîðà (ω1, . . . , ωl) (ñì. ñëåäóþùèé ðàçä. 24).

87



24. Ìîäåëèðîâàíèå èçîòðîïíîãî âåêòîðà

24.1. Äâóìåðíûé è òðåõìåðíûé ñëó÷àè. Îñîáî âàæíûìè äëÿ
ïðèëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ åäèíè÷íîãî èçîòðîï-
íîãî âåêòîðà â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó-
÷àÿ ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè (23.4).

Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ðåàëèçàöèè êîìïîíåíò åäèíè÷íîãî l-ìåðíîãî
èçîòðîïíîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà òîì î÷åâèäíîì ñîîáðàæå-
íèè, ÷òî âåêòîð ω = ζ/|ζ| ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì èçîòðîïíûì â ñëó÷àå,
êîãäà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ζ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â l-ìåðíîì øàðå ðà-
äèóñà R.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé l = 3. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ζ = (ζ1, ζ2, ζ3), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî
â øàðå G = {(u′, v′, w′) : (u′)2 + (v′)2 + (w′)2 < R2} ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

f(u, v, w) =
{

((4/3)π R3)−1, ïðè (u, v, w) ∈ G,
0 èíà÷å.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ (11.1) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò äàåò ¾ïëîõèå¿ (íåìîäåëèðóåìûå) óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ζ. Çäåñü öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê ñôåðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì u = r sin θ cosφ, v = r sin θ sin φ, w = r cos θ. Â íîâûõ êîîð-
äèíàòàõ øàð G ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåä 0 ≤ r < R, 0 ≤ θ < π,
0 ≤ φ < 2π. ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí

∣∣∣∣
∂(u, v, w)
∂(r, θ, φ)

∣∣∣∣ = r2 sin θ,

è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 10.1 ïëîòíîñòü â íîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

f1(r, θ, φ) =
3 r2 sin θ

4 π R3
=

(
3 r2

R3

)(
sin θ

2

)(
1

2 π

)
, (24.1)

ïðè ýòîì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (rζ , θζ , φζ) îáðàçà òî÷êè ζ íåçàâè-
ñèìû. Íåñëîæíî ïîëó÷èòü ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû ìåòîäà îáðàòíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé èç ïðîèçâåäåíèÿ (24.1):

cos θζ = 1− 2α1, rζ = R(α2)1/3, φζ = 2πα3, (24.2)

à äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè ζ ðàâíû

ξ = rζ sin θζ cos φζ , η = rζ sin θζ sin φζ , ζ = rζ cos θζ . (24.3)
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Ïîëàãàÿ R = 1, èç ñîîòíîøåíèé (24.2), (24.3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ìî-
äåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ω = (ω1, ω2, ω3):

ω1 = 1− 2α′, ω2 =
√

1− ω2
1 cos 2πα′′, ω2 =

√
1− ω2

1 sin 2πα′′. (24.4)

Ýòè æå ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé [16]. Ðàñ-
ñìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R3 íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ îñü, íàïðèìåð
îñü OX. Åäèíè÷íûé âåêòîð, èñõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò, áóäåì
îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè: µ � êîñèíóñ óãëà ìåæäó
âåêòîðîì è îñüþ OX, ϕ � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé âåêòî-
ðîì è îñüþ OX, è íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç îñü OX. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ èçîòðîïíîãî âåêòîðà óãîë ϕ ðàñïðå-
äåëåí ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå (0, 2π), à ðàñïðåäåëåíèå µ ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî òî÷êè µ = 0. Äëÿ x ≥ 0 èìååì P(x ≤ µ ≤ x + dx) = c dx,
ãäå c = const, òàê êàê ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî ïîÿñà ïðîïîðöèîíàëü-
íà åãî âûñîòå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà µ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â
èíòåðâàëå (−1, 1). Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íûé èçîòðîïíûé âåêòîð ω ìî-
äåëèðóåòñÿ ïî ôîðìóëàì (24.4).

24.2. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìåòîä ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè ζ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â l-ìåðíîì
øàðå ðàäèóñà R.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 24.1. Ðåàëèçóåì l íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ â èíòåðâàëå (−R,R):

ζ1 = R (2α1 − 1), . . . , ζl = R (2αl − 1). (24.5)

Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî ζ2
1 + . . . + ζ2

l < R2. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî, â
ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1, ζ = (ζ1, . . . , ζl) � èñêîìàÿ òî÷êà, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ â l-ìåðíîì øàðå, èíà÷å âíîâü ðåàëèçóåì âåêòîð (24.5)
è ò. ä.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1 è ôîðìóëû (15.4), òðóäîåìêîñòü s̃ àëãîðèòìà
24.1 ïðîïîðöèîíàëüíà îòíîøåíèþ îáúåìîâ l-ìåðíîãî êóáà (ñ ðåáðîì 2R)
è l-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà R:

s̃ ∼ s =
(2R)l

πl/2Rl/Γ(l/2 + 1)
= (4/π)l/2 × Γ(l/2 + 1).

Íàïðèìåð, äëÿ l = 2k èìååì s = (4/π)k×k!. Ýòà âåëè÷èíà î÷åíü áûñòðî
âîçðàñòàåò. Ïî ñóòè àëãîðèòì 24.1 èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå l = 2
(çäåñü s ≈ 1.27, à äëÿ l = 3 óæå s ≈ 1.91) è òîãäà, êîãäà ýëåìåíòàðíûå
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ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûå â ôîðìóëå (23.4), âû÷èñëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî
ìåäëåííî.

24.3. Ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíîãî èçîòðîïíîãî âåêòîðà. Èç
ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ åäèíè÷íîãî
èçîòðîïíîãî âåêòîðà ω ïðè l > 3 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì,
êîòîðûé ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 23.1 è ôîðìóë (23.2).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 24.2. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû l = 2k. Ïðèìåíÿÿ k ðàç
ôîðìóëó (23.2), ôîðìèðóåì âåêòîð ζ = (ξ(1)

1 , ξ
(1)
2 , . . . , ξ

(k)
1 , ξ

(k)
2 ) è

ïîëàãàåì ω = ζ/|ζ|.
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