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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñëåí-
íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, ê ñòàòèñòè÷å-
ñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (èëè ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî) (ñì., íàïðèìåð, [1],
à òàêæå ñïèñîê ëèòåðàòóðû â ýòîì ó÷åáíèêå). Òðàäèöèîííî ìåòîäû
Ìîíòå-Êàðëî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíûõ ¾äåòåðìè-
íèðîâàííûì¿ ÷èñëåííûì ìåòîäàì (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì è
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ñõåìàì) [2]. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâ-
íûìè îêàçûâàþòñÿ ñìåøàííûå àëãîðèòìû, ñîäåðæàùèå â ñåáå ýëåìåíòû
äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ñõåì. Òàêèå êîìáèíè-
ðîâàííûå àëãîðèòìû ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèìè ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè [3].

Ñëåäóåò ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî ñïåêòð äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ äîñòàòî÷íî øèðîê. Êîìáèíèðîâàííûå àëãîðèòìû âîç-
íèêàþò âî âñåõ îñíîâíûõ ðàçäåëàõ òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî, ê êî-
òîðûì ñëåäóåò îòíåñòè: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
âåêòîðîâ è ôóíêöèé [3�5]; âû÷èñëåíèå ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ; ïðè-
áëèæåíèå èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà [3, 5]; ðåøåíèå èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà [3, 5]; ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-
Êàðëî, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [3]. Â äàííîì ïîñîáèè îïèñàíû âîçìîæíîñòè ïðè-
ìåíåíèÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ I ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé
ñ ãëàäêèìè (â îáû÷íîì èëè îáîáùåííîì ñìûñëàõ) ïîäûíòåãðàëüíûìè
ôóíêöèÿìè è îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè îáëàñòÿìè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàç-
âèòà òåîðèÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë [2, 6]. Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà â îáùåì
ñëó÷àå èìååò âèä

I =
∫

X

g(x) dx ≈ Sn =
n∑

j=1

cjg(xj), (0.1)

ãäå {x1, . . . ,xn} � çàäàííûå äåòåðìèíèðîâàííûå (è, êàê ïðàâèëî, ðå-
ãóëÿðíûå) óçëû ñåòêè â Rd, à {c1, . . . , cn} � âåñà. Îïòèìàëüíûé âûáîð
óçëîâ è âåñîâ â (0.1) ñâÿçàí ñ ìèíèìèçàöèåé ïîãðåøíîñòè δn = |I−Sn| è
îñíîâàí (ÿâíî èëè íåÿâíî) íà èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèé ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè g(x). Ãëàâíûì äîñòîèíñòâîì êóáàòóðíûõ ôîðìóë ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé è ñðàâíèòåëüíî áûñò-
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ðîé ñõîäèìîñòè δn ê íóëþ ïðè n → ∞ äëÿ êëàññîâ ãëàäêèõ ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèé g(x).

Ê íåäîñòàòêàì ¾êëàññè÷åñêèõ¿ (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êóáàòóðíûõ
ôîðìóë íà êëàññàõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò îòíåñòè: ñëà-
áûé ó÷åò ñïåöèôèêè òîé èëè èíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, íåîáõî-
äèìîñòü ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà îïòè-
ìàëüíûõ âåñîâ è (èëè) óçëîâ, ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ðîñòó ðàçìåðíîñòè
d è ê ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ (ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x)
è îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X), òðóäíîñòè â ïîñòðîåíèè ïîêàçàòåëüíûõ
òåñòîâûõ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ è êîíòðîëÿ òî÷íîñòè è çàòðàò ïðè ïðàê-
òè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Äëÿ ñóùåñòâåííî ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ (ò. å. äëÿ ñëó÷àÿ d� 1 è äàæå
d → ∞) äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî (ñì. äàëåå ðàçä. 1, 3). Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà ïðåä-
ñòàâëåíèè

I =
∫
q(x)f(x) dx = Eζ ≈ 1

n

n∑
j=1

ζj , ζ = q(ξ) =
g(ξ)
f(ξ)

; (0.2)

çäåñü d-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f(x). Ýòîò àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèå ïîëîæèòåëüíûå ñâîéñòâà. Èìå-
åòñÿ âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà çà ñ÷åò óäà÷-
íîãî (ñîãëàñîâàííîãî ñ âèäîì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x)) âûáîðà
âåñîâîé ôóíêöèè f(x) (àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè) èëè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ èñõîäíîãî èíòåãðàëà (âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè) è âåñîâîé ôóíê-
öèè (ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ðàñùåïëåíèÿ, âûáîðêà ïî
ãðóïïàì è ò. ï.). Âåñà èìåþò ïðîñòîé âèä cj = 1/n, à óçëû ðåàëèçó-
þòñÿ ñîãëàñíî âûáèðàåìîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíî-
ñòüþ f(x). Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà (0.2) îòíîñèòåëüíî ñëàáî çàâèñèò
îò ðîñòà ðàçìåðíîñòè d è îò îòñóòñòâèÿ ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ
(ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) è îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X). Èìååò-
ñÿ âîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ çàòðàò è òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî
íèçêàÿ (ïîðÿäêà 1/

√
n) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè ê íóëþ ïðè

âîçðàñòàíèè ÷èñëà ñëó÷àéíûõ óçëîâ n (ñì. ðàçä. 1).
Ýôôåêòèâíûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ è ñìåøàííûå, êîìáèíèðîâàííûå

ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ñî÷åòàþùèå â ñåáå ýëåìåíòû
êóáàòóðíûõ ôîðìóë è ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïî-âèäèìîìó, îäíà èç ïåð-
âûõ ÷èñëåííûõ ñõåì ïîäîáíîãî ðîäà áûëà ïðåäñòàâëåíà Í.Ñ.Áàõâàëî-
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âûì â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà [7]. Èñõîäíîé îáëà-
ñòüþ X ÿâëÿëñÿ d-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá Qd, êîòîðûé ðàçáèâàëñÿ íà
n ðàâíûõ êóáîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Â êàæäîì
j-îì ýëåìåíòàðíîì êóáå âûáèðàëñÿ óçåë xj êóáàòóðíîé ôîðìóëû ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì (ñîãëàñíî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Ýòîò àëãî-
ðèòì ìîæíî ñ÷èòàòü êàê êóáàòóðíîé ôîðìóëîé ñî ñëó÷àéíûìè óçëà-
ìè, òàê è ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì âûáîðêè ïî ãðóïïàì â ìåòîäå Ìîíòå-
Êàðëî. Í.Ñ.Áàõâàëîâ ïîêàçàë, ÷òî åãî àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì (ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïîãðåøíîñòè δn ïðè n → ∞) â
ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíê-
öèé C1(Qd). Äëÿ ýòîãî åìó ïîòðåáîâàëîñü ïîëó÷àòü îöåíêè ñâåðõó è
ñíèçó äëÿ δn. Ìåòîäîëîãèÿ ðàáîò Í.Ñ.Áàõâàëîâà ÿâèëàñü îñíîâîé äëÿ
èíòåíñèâíîãî ðàçâèòèÿ (â îñíîâíîì íà Çàïàäå) òàê íàçûâàåìîé òåî-
ðèè ñëîæíîñòè [8]. Â íåé èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêîâ ìàêñèìàëüíûé
ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïîãðåøíîñòè δ̃ñ äëÿ äàííîãî êëàññà âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé ñ.

Óïîìÿíóòûé ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò öåëåñîîáðàçíîñòü ðàçðàáîòêè
êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèå ÷èñ-
ëåííûå ñõåìû ìîãóò óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Ìîí-
òå-Êàðëî. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûå äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ïðèâîäÿùèå ê ñî-
ñòîÿòåëüíûì (âîîáùå ãîâîðÿ, ñìåùåííûì) îöåíêàì.

Ïðè ðàçðàáîòêå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âîç-
íèêàþò ïðîáëåìû âûáîðà ïîäõîäÿùèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ áàçèñîâ è
òåñòîâûõ ôóíêöèé, ïîäòâåðæäàþùèõ ýôôåêòèâíîñòü èññëåäóåìûõ êîì-
áèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ.

Ïðåäñòàâëÿåìûé â ïîñîáèè ó÷åáíûé êóðñ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
äîïîëíèòåëüíûé ê êóðñó ¾Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî¿, êîòîðûé ìíîãèå ãî-
äû ÷èòàåòñÿ äëÿ ñòóäåíòîâ ÷åòâåðòîãî êóðñà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÍÃÓ. Ïîýòîìó îñíîâíûå ¾êëàññè÷åñêèå¿ ðåçóëüòàòû, êà-
ñàþùèåñÿ ÷èñëåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð,
ãëàâó 3 èç ó÷åáíèêà [1]), èçëîæåíû â ýòîì ïîñîáèè êîíñïåêòèâíî, áåç
ïîäðîáíûõ îáîñíîâàíèé è äîêàçàòåëüñòâ. Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü,
÷òî ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîé êíèãå, ïîëó÷åí àâòîðîì
ñîâìåñòíî ñ Å. Ã.Êàáëóêîâîé (ýòè ðåçóëüòàòû âîøëè â äèññåðòàöèþ [9],
âûïîëíåííóþ ïîä íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì àâòîðà ïîñîáèÿ).
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1. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.
Ïîãðåøíîñòü è òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî

1.1. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïîä ÷èñëåííûì ñòàòè-
ñòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì îáû÷íî ïîíèìàþò ðåàëèçàöèþ ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íåêîòîðîãî îáúåêòà ñ öåëüþ îöåíè-
âàíèÿ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè íà îñíîâå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Â ñàìîì îáùåì âèäå ñõåìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íåêî-
òîðóþ âåëè÷èíó I. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ζ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eζ, ðàâíûì I, è ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé Dζ, ïðè÷åì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ζj ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ
äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåàëèçóþòñÿ íà êîìïüþòåðå. Ïîñòðîèâ áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî n âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn, íà îñíîâå çàêîíà áîëüøèõ
÷èñåë ïîëó÷àåì ïðèáëèæåíèå èñêîìîé âåëè÷èíû:

I = Eζ ≈ ζ̄n =
ζ1 + . . .+ ζn

n
. (1.1)

Áàçîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ íàçûâàåòñÿ îöåíêîé âåëè÷èíû I. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîíÿòèå îöåíêè â òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî íåñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî òåðìèíà â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, â
êîòîðîé îöåíêîé âåëè÷èíû I íàçûâàåòñÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ζ̄n.
Âûáîð îöåíêè ζ, êàê ïðàâèëî, íåîäíîçíà÷åí. Ïîýòîìó ãëàâíûìè ïðî-
áëåìàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîð îïòèìàëüíîé îöåíêè ζ èñêîìîé âåëè÷èíû I è
ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ
{ζi} íà ÝÂÌ.

×àùå âñåãî îöåíêà ζ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.1) èìååò âèä

ζ = q(ξ), (1.2)

ãäå ξ =
(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
� ñëó÷àéíûé âåêòîð èëè ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (íàïðèìåð, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà öåïü
Ìàðêîâà, äëÿ êîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, d → ∞) ñ çàäàííûì àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, à q(x) � ôóíêöèÿ (íåñëó÷àéíàÿ) d ïåðå-
ìåííûõ. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (1.1) ïðèîáðåòàåò âèä

I ≈ 1
n

n∑
i=1

q(ξi), (1.3)
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ãäå ξ1, . . . , ξn � âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.
1.2. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà. Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé (1.1) âîçíèêàåò

ðÿä âîïðîñîâ.
1. Êàêèå âåëè÷èíû I äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå (1.1)?
2. Åäèíñòâåíåí ëè âûáîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ, è åñëè íååäèíñòâå-

íåí, òî êàê îïòèìèçèðîâàòü ýòîò âûáîð?
3. Ñêîëüêî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn òðåáóåòñÿ äëÿ äîñòè-

æåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè?
4. Êàê ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè âûáîðî÷-

íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn íà ÝÂÌ?
Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ 4 áóäåò èññëåäîâàòüñÿ â ðàçä.

5; âîïðîñû 2 è 3 îáñóæäàþòñÿ â ïîäðàçä. 1.3.
Èññëåäóåì âîïðîñ 1. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè îöåíêà ζ èìååò

âèä (1.2), òî

I = Eζ =
∫
q(x)f(x) dx, (1.4)

ãäå f(x) = f
(
x(1), . . . , x(d)

)
� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà ξ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî îáúÿâèòü, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ðàçäåëîì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðàçäåë âêëþ÷àåò (åñ-
ëè èìåòü â âèäó èìåííî ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî) è òàêóþ âàæíóþ òåìó,
êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà (ñì. äàëåå ðàçä. 3).
Ýòè óðàâíåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò îïèñûâàòü ìíîãèå ôèçè÷åñêèå
ïðîöåññû, ñâÿçàííûå, â ÷àñòíîñòè, ñ ïåðåíîñîì ÷àñòèö. Âî ìíîãèõ çà-
äà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èìåþòñÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî è âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèÿ è êîíñòðóèðîâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå I íåêîòîðîé çàäà÷è äîïóñêàåò èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå I =

∫
g(x) dx. Âûáåðåì ïëîòíîñòü f(x) òàêóþ, ÷òî

f(x) 6= 0 ïðè g(x) 6= 0. Òîãäà íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (1.2)�(1.4) èìååì

I =
∫
g(x) dx =

∫
g(x)
f(x)

f(x) dx = Eζ ≈ ζ̄n =
1
n

(
g(ξ1)
f(ξ1)

+ . . .+
g(ξn)
f(ξn)

)
,

(1.5)
ïðè ýòîì ζ = q(ξ) = g(ξ)/f(ξ). Ðàâåíñòâî (1.5) îòðàæàåò ïðèíöèï ïî-
ñòðîåíèÿ ñòàíäàðòíîé âåñîâîé îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ èíòå-
ãðàëà I. Â äàëüíåéøåì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî â ñîîòíîøåíèè (1.5)
áóäåì íàçûâàòü ÀËÃÎÐÈÒÌÎÌ 1.1.
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1.3. Ïîãðåøíîñòü è òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïî-
ãðåøíîñòü δn = |ζ̄n − I| ïðèáëèæåíèÿ (1.1) ïðåäñòàâèìà â âèäå

δn =

∣∣∣∣∣Sn − nI

n

∣∣∣∣∣ =
√

Dζ√
n

∣∣∣∣∣Sn − nEζ√
Dζ
√
n

∣∣∣∣∣,
ãäå Sn = ζ1+. . .+ζn. Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñì., íàïðèìåð, [10]) ñëåäóåò, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (Sn − nEζ)/(

√
Dζ
√
n)

áëèçêà ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå γ ∈ N(0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà
Hε, äëÿ êîòîðîé ïðè n� 1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

P

(
δn ≤ Hε

√
Dζ√
n

)
≈ P(|γ| < Hε) ≥ 1− ε. (1.6)

Íàïðèìåð, äëÿ ε = 0.003 èìååì Hε ≈ 3 (ýòî ñîîòíîøåíèå îòðàæàåò
¾ïðàâèëî òðåõ ñèãìà¿). Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.6) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé n−1/2, ò. å. îòíî-
ñèòåëüíî íåâåëèêà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé çíàê ïîñëå
çàïÿòîé âåëè÷èíû I (ò. å. óìåíüøèòü ïîãðåøíîñòü ïðèìåðíî â 10 ðàç)
òðåáóåòñÿ â 100 ðàç óâåëè÷èòü ÷èñëî èñïûòàíèé n. Ïîýòîìó õàðàêòåð-
íûå ÷èñëà èñïûòàíèé â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ïî ìåòîäó Ìîíòå-
Êàðëî âåñüìà âåëèêè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà I =
∫ b

a
g(x) dx

ñ ãëàäêîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé g(x) ïîãðåøíîñòü ïðîñòåéøåé
ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ

I ≈
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)g
(
xi+1 + xi

2

)
; a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b,

(1.7)
îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì n âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) èç
ðàâåíñòâà (1.5), èìååò ïîðÿäîê n−2 (íà ÷åòûðå ïîðÿäêà ëó÷øå ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî), à ÷óòü áîëåå ñëîæíàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà

I ≈ 1
6

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
(
g(xi) + 4g

(
xi+1 + xi

2

)
+ g(xi+1)

)
(1.8)

èìååò åùå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè n−3. Óïîìÿíóòûå ôîð-
ìóëû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàê íàçûâàåìûõ êâàäðàòóðíûõ ôîð-

8



ìóë Íüþòîíà�Êîòåñà (ñì., íàïðèìåð, [2]), ïîñòðîåíèå êîòîðûõ îñíîâà-
íî íà èíòåãðèðîâàíèè ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè g(x). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êðàòíîñòÿì
d èíòåãðàëà (1.5), áîëüøèõ åäèíèöû, è ïðè ðàññìîòðåíèè íåãëàäêèõ
ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé g(x) ïîñòðîåíèå õîðîøèõ àïïðîêñèìàöèé
äëÿ g(x) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êóáàòóðíûõ ôîðìóë çíà÷èòåëüíî óñëîæ-
íÿåòñÿ (ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ áóäåò ðàññìîòðåí äàëåå â ðàçä. 21). Ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (1.5) n−1/2 íå çàâèñèò îò êðàò-
íîñòè d (ýòà ñêîðîñòü ñîõðàíÿåòñÿ â òîì ÷èñëå è äëÿ ñóìì èíòåãðà-
ëîâ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè � ñì. äàëåå ðàçä. 3). Ñâîéñòâà
ôóíêöèè g(x) âëèÿþò ëèøü íà âåëè÷èíó Dζ â ñîîòíîøåíèè (1.6).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê ñëîæíûì ìíîãîìåðíûì çàäà÷àì êîí-
êóðåíòîñïîñîáíîñòü ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî âîçðàñòàåò. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü,
÷òî äëÿ 1 ≤ d ≤ 3 ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü êóáàòóðíûå ôîðìó-
ëû, äëÿ d ≥ 10 íå èìååò êîíêóðåíòîâ ïðîñòåéøèé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî,
à äëÿ ðàçìåðíîñòåé 3 < d < 10 èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííûå
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîä-
òâåðæäåíèþ ýòîãî âûâîäà ïîñâÿùåí, â ÷àñòíîñòè, äàííûé êóðñ.

Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà
ó÷åòà âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ
îöåíêè ζ çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ïëîòíîñòè f(x). Äåéñòâèòåëüíî,
çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ζ̄n ðàâíû s = nt, ãäå t � ñðåäíåå âðå-
ìÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ζj ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ζ. Èç ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ èçâåñòíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ n ôîðìóëà
H
√

Dζ/
√
n (çäåñü 0 < H < Hε � ñì. ñîîòíîøåíèå (1.6)) îïðåäåëÿåò ïî-

âåäåíèå ïîãðåøíîñòè δn. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè çàäàííîì óðîâíå
ïîãðåøíîñòè ∆ âåëè÷èíà Dζ ïðîïîðöèîíàëüíà n, ò. å. èç ñîîòíîøåíèÿ
∆ = H

√
Dζ/

√
n ñëåäóåò ðàâåíñòâî n = (H/∆)2 ×Dζ. Ïîýòîìó ìîæíî

çàìåíèòü âåëè÷èíó s íà
S = t×Dζ. (1.9)

Âåëè÷èíà (1.9), íàçûâàåìàÿ òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ÿâ-
ëÿåòñÿ êðèòåðèåì êà÷åñòâà àëãîðèòìà 1.1, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì
(1.5). Òîò âûáîð ïëîòíîñòè f(x) ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øå, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷è-
íà S ìåíüøå.

1.4. Îöåíêà òðóäîåìêîñòè ñ ïîìîùüþ ïðåäâàðèòåëüíûõ
ðàñ÷åòîâ. Ñðåäíåå âðåìÿ t íåñëîæíî îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî,
ïðåäâàðèòåëüíî (äî èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà (1.5) äëÿ n� 1) ðåàëèçóÿ
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî n̂ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn̂,
è äåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ ñ÷åòà íà n̂.
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Íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà Dζ èç ñîîòíîøåíèé (1.5) è (1.9) òàêæå äî-
ïóñêàåò ïðåäâàðèòåëüíîå îöåíèâàíèå ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
ζ1, . . . , ζn̂. Ïðîñòåéøåå ïðèáëèæåíèå íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòíîøå-
íèé (1.2), (1.3) äëÿ u = u ∈ R è q(u) = u2:

Dζ = Eζ2 − (Eζ)2 ≈ D(1)
n̂ =

1
n̂

n̂∑
i=1

ζ2
i −

(
1
n̂

n̂∑
i=1

ζi

)2

. (1.10)

Åñëè â ðàâåíñòâå (1.10) òðàêòîâàòü ζ1, . . . , ζn̂ êàê íåçàâèñèìûå è îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (òàê æå, êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ) ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ED(1)
n̂ =

(
1− 1

n̂

)
Dζ. (1.11)

Äåéñòâèòåëüíî, ED(1)
n̂ = Eζ2 − Eζ̄2

n̂ = Dζ − Dζ̄n̂, òàê êàê Eζ̄n̂ = Eζ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Dζ̄n̂ = Dζ/n̂, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.11). Ðàçäåëèâ D(1)

n̂

íà (1− 1/n̂)

D(2)
n̂ =

1
n̂− 1

n̂∑
i=1

ζ2
i −

1
n̂(n̂− 1)

(
n̂∑

i=1

ζi

)2

, (1.12)

ïîëó÷àåì íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè.

2. Ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíîñòè. Âêëþ÷åíèå
îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü

2.1. Ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíîñòè. Ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ âðåìå-
íè t èç (1.9) íàïðàâëåíû, êàê ïðàâèëî, íà îïòèìèçàöèþ ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ (ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû è èõ äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè ïîäðîáíåå ðàññìîòðåíû äàëåå â ðàçä. 5�9
è 19).

Èìååòñÿ òàêæå öåëûé ðÿä ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ óìåíüøàòü äèñ-
ïåðñèþ

Dζ =
∫
g2(x) dx
f(x)

− I2 (2.1)

äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = g(ξ)/f(ξ) èç ðàâåíñòâà (1.5) (ýòè ïðèåìû
ðàññìîòðåíû äàëåå â ðàçä. 10�18, 20).
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Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íàèáîëåå óïîòðåáèìûé ñïîñîá
óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè (2.1) � ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíîñòè, îñíîâàí-
íûé íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè (ñì., íàïðèìåð, [1]).

ËÅÌÌÀ 2.1. Ìèíèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ (Dζ)min ðåàëèçóåòñÿ â ñëó-
÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü f(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäóëþ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè:

fmin(x) =
|g(x)|∫
|g(y)| dy

, (2.2)

è ðàâíà (Dζ)min =
(∫
|g(x)| dx

)2 − I2.
Ñôîðìóëèðóåì òàêæå âàæíîå ñëåäñòâèå ëåììû 2.1 äëÿ ñëó÷àÿ çíà-

êîïîñòîÿííîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x).
ËÅÌÌÀ 2.2. Ïóñòü

g(x) ≥ 0 ïðè x ∈ Rd. (2.3)

Åñëè

f(x) =
g(x)
I

ïðè x ∈ Rd, (2.4)

òî (Dζ)min = 0.
Ïëîòíîñòè (2.2) è (2.4) íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî íàõîæäåíèå âåëè÷èíû
∫
|g(y)| dy èç ñîîòíîøåíèÿ

(2.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ ïî ñëîæíîñòè èñõîäíîé
çàäà÷å (1.5) (â ñëó÷àå (2.3) � â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíóþ). Áîëåå òîãî, äëÿ
ñëó÷àÿ (2.3) àëãîðèòì 1.1 ¾âûðîæäàåòñÿ¿, è ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî
(1.5) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî I = (1/n)×

∑n
i=1 I.

Èç ëåìì 2.1 è 2.2 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ
ìîæíî äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè (1.9) àëãîðèòìà 1.1, âûáè-
ðàÿ ïëîòíîñòü f(x), áëèçêîé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ)
ê ôóíêöèè (2.2):

f(x) ≈ H |g(x)|; (2.5)

çäåñü H = const. Àëãîðèòì (1.5) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé ïî
âàæíîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àíãëèéñêîìó òåðìèíó ¾important sampling¿.
Òàêîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè f(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäó-
ëþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x), òî â òåõ ÷àñòÿõ îáëàñòè X, â êî-
òîðûõ |g(x)| áîëüøå è âêëàä êîòîðûõ â èíòåãðàë I áîëåå ñóùåñòâåíåí,
áóäåò âûáèðàòüñÿ áîëüøå ñëó÷àéíûõ òî÷åê {ξi}.

2.2. Âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü. Îäíà èç ïðèíöèïè-
àëüíûõ ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ âûáîðêà ïî âàæíîñòè, ñâÿçà-
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íà ñ äîâîëüíî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ñëó÷àåì, êîãäà ïîäûíòåãðàëü-
íûå ôóíêöèè èìåþò îñîáåííîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè:

I =
∫
G(x)

 A∑
j=1

gj(x)δ(Ψj(x))

 dx, A = M ∨∞. (2.6)

Çäåñü ôóíêöèè gj(x) ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ãèïåð-
ïîâåðõíîñòÿõ Γj , îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè Ψj(x) = 0. Ñèìâîëû δ(u)
îáîçíà÷àþò äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà, ò. å. äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè z(u) âûïîëíåíî

∫
z(u)δ(u−u0) du = z(u0). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæå-

íèå (2.6) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê èíòåãðàë ïî îáúåäèíåíèþ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé Γj . Êàê ïðàâèëî, ¾êëàññè÷åñêèå¿ êóáàòóðíûå ôîðìóëû (0.1) íå
äàþò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïîëåçíî ðàññìîòðåòü îáîá-
ùåíèå òåîðèè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â êîòîðîì êëþ÷åâûì
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî äåëü-
òà-ïëîòíîñòè fξ(x) = δ(x− a) (çäåñü a = const), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî
ξ = a ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ò. å. ïî ñóòè ¾îáû÷íîå¿ ÷èñëî a òðàêòó-
åòñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, â òîì ÷èñëå,
ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó êàê ñëó÷àéíûé ýëå-
ìåíò ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñìåñü äåëüòà-
ïëîòíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì ïðèåìîì äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (2.6) ìîæíî âûáðàòü äîïóñòèìóþ ïëîòíîñòü âèäà

f(x) =
A∑

j=1

pj fj(x) δ(Ψj(x)).

Çäåñü ôóíêöèè fj(x) ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãèïåðïî-
âåðõíîñòÿõ Γj , à ÷èñëà {pj} � âåðîÿòíîñòè (ò. å. pj > 0 è

∑A
j=1 pj = 1).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x ∈ Γj âûïîëíåíî f(x) = pj fj(x), ïåðåïèøåì èñõîä-
íûé èíòåãðàë â âèäå (1.5):

I =
∫
G(x)

 A∑
j=1

gj(x)δ(Ψj(x))
pj fj(x)

pj fj(x)

 dx =

=
∫  A∑

j=1

G(x)gj(x)δ(Ψj(x))
pj fj(x)

 f(x) dx = Eζ.
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Çäåñü

ζ =
A∑

j=1

G(ξ)gj(ξ)δ(Ψj(ξ))
pj fj(ξ)

,

à ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x). Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì 1.1, ïðè÷åì ïðè ìîäåëèðîâàíèè âû-
áîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξi ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñóïåðïîçèöèè (ñì., íàïðèìåð,
[1], à òàêæå ðàçä. 5 � àëãîðèòì 5.9): ñíà÷àëà ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pj}
âûáèðàåòñÿ íîìåð mi, à çàòåì ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fmi

(x) ðåàëèçóåòñÿ
òî÷êà ξi íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γmi

. Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â îöåíêó
(1.5) ðàâåí

ζi =
G(ξi)gmi

(ξi)
pmi fmi(ξi)

.

Ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 2.1 íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ äèñ-
ïåðñèÿ Dζ äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü f(x) èìååò âèä

f(x) = H
A∑

j=1

|G(x)| gj(x) δ(Ψj(x)),

ãäå H � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Îïèñàííûé ïðèåì íîñèò íàçâàíèå
âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü.

3. Âû÷èñëåíèå áåñêîíå÷íûõ ñóìì èíòåãðàëîâ
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

3.1. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, êàê èíòåãðàë áåñêîíå÷íî âîç-
ðàñòàþùåé êðàòíîñòè. Ðÿä âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (â ÷àñòíîñòè,
çàäà÷è ïåðåíîñà ÷àñòèö � ñì., íàïðèìåð, [1]) ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè
âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà

Ih = (ϕ, h) =
∫
ϕ(x)h(x) dx; ϕ ∈ L1(X), h ∈ L∞(X). (3.1)

Çäåñü h(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à ϕ(x) � ðåøåíèå (íåèçâåñòíîå) èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

ϕ(x) =
∫
k(x′, x)ϕ(x′) dx′ + f(x) èëè ϕ = Kϕ+ f. (3.2)
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Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè ϕ ïðîñòðàíñòâó L1(X), X ⊆ Rl, ñ íîðìîé
‖g‖L1 =

∫
|g(x)| dx îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ïðèëî-

æåíèé ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) è ÿäðî k(x′, x) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
K èìåþò îñîáåííîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè
(ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (2.6)). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ h(x) âûáèðàåòñÿ
èç ïðîñòðàíñòâà L∞(X) îãðàíè÷åííûõ (ïî÷òè âåçäå) ôóíêöèé ñ íîð-
ìîé ‖h‖L∞ = vrai supx∈X |h(x)|. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ ϕ(x) óðàâíåíèÿ (3.2) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû∫

k(x′, x) dx = q(x′) ≤ 1− δ < 1; (3.3)

ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ñ ïîìîùüþ
íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè (ïîäñòàâíîâêè â óðàâíåíèå (3.2)) ëåãêî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà
Íåéìàíà

ϕ(x) =
∞∑

m=0

Kmf(x), (3.4)

à èñêîìûé ôóíêöèîíàë � â âèäå

Ih =
∞∑

m=0

(Kmf, h); (3.5)

çäåñü

(Kmf, h) =
∫
f(y(0))k(y(0), y(1))× ..× k(y(m−1), y(m))h(y(m)) dy(0)..dy(m).

(3.6)
Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó èíòåãðàëîâ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè. Ñõîäèìîñòü ðÿ-
äà (3.4) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (3.3).

3.2. Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ åäèíèöà è åå ìîäåëèðîâàíèå. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä Ìîíòå-
Êàðëî (1.5) íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû áåñêîíå÷íî âîçðàñòà-
þùåé êðàòíîñòè èç-çà íåîáõîäèìîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ âåêòîðà ξ áåñêî-
íå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî ñïåöèàëüíûé âèä ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíê-
öèé èç ñîîòíîøåíèé (3.5), (3.6), â êîòîðûõ ïðè ïåðåõîäå îò íîìåðà m
ê íîìåðó m + 1 ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ
k(y(m), y(m+1)) (è ìåíÿåòñÿ àðãóìåíò ôóíêöèè h(y(m+1))), è ïðèíöèï
âûáîðêè ïî âàæíîñòè (êîòîðûé ïîäðàçóìåâàåò âûáîð ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, áëèçêîé ê ìîäóëþ ïîäûíòåãðàëüíîé
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ôóíêöèè) íàâîäÿò íà ìûñëü îá èñïîëüçîâàíèè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåêòîðîâ ξ̃m =

(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
âèäà

f̃
(
y(0), y(1), . . . , y(m)

)
= π(y(0))r(y(0), y(1))× . . .× r(y(m−1), y(m)), (3.7)

ãäå r(x′, x) = r(x|x′) � íåêîòîðàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü. Ïðè ýòîì

(Kmf, h) = Eζ(m); ζ(m) = Q̃(m)h(ξ(m)), (3.8)

ãäå

Q̃(0) =
f(ξ(0))
π(ξ(0))

, Q̃(i) = Q̃(i−1) × k(ξ(i−1), ξ(i))
r(ξ(i−1), ξ(i))

; i = 1, . . . ,m. (3.9)

Ôóíêöèÿ (3.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îòðåçêà(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ξ(0), ξ(1), ξ(2), . . . ñ íà÷àëü-

íîé ïëîòíîñòüþ π(x) è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ r(x′, x). Íàïîìíèì, ÷òî
¾êëàññè÷åñêàÿ¿ öåïü Ìàðêîâà � ýòî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ), äëÿ êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå
ñîñòîÿíèÿ ξ(m) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿ-
íèÿ ξ(m−1) (îäíîðîäíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè
ïåðåõîäà ξ(m−1) → ξ(m) � îäíè è òå æå äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . .). Ïåðå-
õîäíàÿ ïëîòíîñòü r(x′, x) = r(x|x′) = r(x|ξ(m−1) = x′) � ýòî óñëîâíàÿ
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäóþùåãî (m-ãî) ñîñòîÿíèÿ ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ïðåäûäóùåì (äëÿ îäíîðîäíîé öåïè ýòà ôóíêöèÿ íå çàâèñèò
îò m). Ìîäåëèðîâàíèå m-ãî ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ïðî-
èñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷å-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñëó÷àéíîãî âåêòîðà) ξ(0) ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
π(x), à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåàëèçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ξ(i); i = 1, . . . ,m
ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì r(ξ(i−1), x) = r(x|ξ(i−1)) (ñì. äàëåå àëãîðèòì 5.7).

Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñóììû (3.5) â
ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî ââîäèòñÿ öåïü Ìàðêîâà, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ åäèíèöà. Ýòî äåëàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ¾ôèçè÷åñêèìè¿ ñîîáðà-
æåíèÿìè èç òåîðèè ïåðåíîñà ÷àñòèö (ñì., íàïðèìåð, [1]). Îïðåäåëÿåòñÿ
ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ

p(x′, x) = r(x′, x)(1− p(x′)), (3.10)

ãäå çíà÷åíèå 0 ≤ p(x′) ≤ 1 èãðàåò ðîëü âåðîÿòíîñòè îáðûâà òðàåêòî-
ðèè. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïîñëå ðåàëè-
çàöèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ξ(0) ïðè ðåàëèçàöèè ïåðåõîäà ξ(i−1) → ξ(i)

15



ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòè p(ξ(i−1)) ðàçûãðûâàåòñÿ îáðûâ òðàåêòîðèè. Åñ-
ëè îáðûâ ïðîèñõîäèò, òî äàëüíåéøèå ïåðåõîäû íå ìîäåëèðóþòñÿ, èíà÷å
ïðîèñõîäèò ðåàëèçàöèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ(i) ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
r(ξ(i−1), x).

Åñëè ïîòðåáîâàòü p(x′) ≥ δ > 0, òî∫
p(x′, x) dx = 1− p(x′) ≤ 1− δ < 1 (3.11)

(ýòî àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (3.3)) è EN < +∞, ãäå N � ñëó÷àéíûé íîìåð
îáðûâà òðàåêòîðèè. Íåñìîòðÿ íà ñîîòíîøåíèå (3.11), ôóíêöèþ (3.10)
÷àñòî íàçûâàþò ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà, îá-
ðûâàþùåéñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

3.3. Îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ðîäà. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ñì., íàïðèìåð, [1]):

Ih = (ϕ, h) = Eζ, ζ =
N∑

m=0

Q(m)h(ξ(m)). (3.12)

Çäåñü Ih � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (3.1) îò ðåøåíèÿ ϕ(x) èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (3.2); ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(N) � îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàð-
êîâà, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ
π(x) è ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé (ïëîòíîñòüþ) p(x′, x); N � ñëó÷àéíûé íî-
ìåð îáðûâà öåïè. Ñëó÷àéíûå âåñà Q(m) îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî ïî
àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (3.9):

Q(0) =
f(ξ(0))
π(ξ(0))

; Q(m) = Q(m−1) × k(ξ(m−1), ξ(m))
p(ξ(m−1), ξ(m))

.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (3.12) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèé (3.11) è

π(x) 6= 0 ïðè f(x) 6= 0 è p(x′, x) 6= 0 ïðè k(x′, x) 6= 0. (3.13)

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ íàçûâàåòñÿ âåñîâîé îöåíêîé ïî ñòîëêíîâåíèÿì
ôóíêöèîíàëà Ih. Ðàâåíñòâî (3.12) äàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèîíàëà (3.2).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 3.1. Ðåàëèçóåì n òðàåêòîðèé

ξ
(0)
j , ξ

(1)
j , . . . , ξ

(Nj)
j ; j = 1, . . . , n (3.13)
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öåïè Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) è ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé
p(x′, x) è âû÷èñëÿåì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âèäà (1.1):

Ih ≈ ζ̄n =
ζ1 + . . .+ ζn

n
, ãäå ζj =

Nj∑
m=0

Q
(m)
j h(ξ(m)

j ).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæå-
íèÿ áåñêîíå÷íûõ ñóìì (3.5) èíòåãðàëîâ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàò-
íîñòè (3.6).

3.4. Èñïîëüçîâàíèå îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì. Äëÿ öåëîãî ðÿ-
äà àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìîæíî ïðåäñòàâèòü èñêîìóþ âåëè-
÷èíó â âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (3.1) îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (3.2) (ñì., íàïðèìåð, [1]). Äëÿ îöåíêè ýòîãî
ôóíêöèîíàëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 3.1.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) óðàâíåíèÿ (3.2) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü, à ÿäðî k(x′, x) � ïåðåõîäíóþ ôóíê-
öèþ (ïëîòíîñòü) öåïè Ìàðêîâà, îáðûâàþùåéñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-
íèöà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå öåïè
Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) = f(x) è ïåðåõîäíîé ôóíêöè-

åé p(x′, x) = k(x′, x), è òîãäà Ih = E
[∑N

m=0 h(ξ
(m))

]
. Îäíàêî íåðåä-

êî ôóíêöèè f(x) è k(x′, x), èìåþùèå óêàçàííûé âûøå âåðîÿòíîñòíûé
ñìûñë, ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè, è ìîäåëèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
öåïè Ìàðêîâà çàòðóäíåíî. Òîãäà ìîæíî ìîäåëèðîâàòü äðóãóþ, âñïî-
ìîãàòåëüíóþ öåïü Ìàðêîâà ñ ïðîñòûìè ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà p(x′, x) è
íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.13), è
ñòðîèòü âåñîâóþ îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì (3.12). Ïîñëåäíþþ âîçìîæ-
íîñòü ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò íàëè÷èå îñîáåííîñòåé â ôóíêöèÿõ f(x)
è k(x′, x), ÷òî âûíóæäàåò èñïîëüçîâàòü ïðèåì, îïèñàííûé â ïîäðàçä. 2.2
� âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü.

4. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåñòîâàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

4.1. Òðåáîâàíèÿ ê òåñòîâîé ñèñòåìå ôóíêöèé. Ïåðâûì äå-
ëîì îòìåòèì, ÷òî ìàòåðèàë äàííîãî ðàçäåëà â áîëåå ðàçâåðíóòîì âèäå
ïðåäñòàâëåí â ñïåöèàëüíîì êóðñå êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êè ÍÃÓ ¾Ôóíêöèîíàëüíûå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî¿ [5] (ñì. òàêæå
ðàáîòû [3, 9, 11]).

Âàæíåéøèì ýëåìåíòîì èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ (0.1), (0.2), (1.5) è äð. ÿâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå. Ïðè ýòîì îò-
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íîñèòåëüíî ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëå-
äóþùèå ÒÐÅÁÎÂÀÍÈß.

1. ×òîáû ñîáëþñòè ¾íåçàâèñèìîñòü¿ òåñòèðîâàíèÿ, íóæíî äîáè-
âàòüñÿ òîãî, ÷òîáû âèä (ãðàôèê) ôóíêöèè g(x) áûë ñëó÷àéíûì, çàðà-
íåå íåïðåäñêàçóåìûì.

2. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ ¾ñëîæíûõ¿ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíê-
öèé g(x) íóæíî, ÷òîáû èìåëàñü âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàòü âû÷èñëè-
òåëüíûå çàòðàòû íà ïîëó÷åíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

3. Íóæíî, ÷òîáû õîòÿ áû â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ (íàïðèìåð, â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè d = 1) ìîæíî áûëî ïðîâåðèòü ðàñ÷åòû àíàëè-
òè÷åñêè.

4. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñõîäèìîñòü ìíîãèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë îáó-
ñëîâëåíà òðåáîâàíèÿìè âèäà g(x) ∈ G(X) (çäåñü G(X) � íåêîòîðîå
ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî), äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü âîçìîæ-
íîñòü êîíòðîëÿ ñâîéñòâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) (â ÷àñòíî-
ñòè, ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ïðè G(X) = Cr(X)).

5. Äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî, ÷òîáû èìåëàñü âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷àòü óòî÷íåííûå âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ ïîãðåøíîñòåé èñïîëüçóåìûõ
ìåòîäîâ äëÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé g(x).

4.2. Èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Â
ðàáîòàõ [3�5, 9, 11] ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íî óäà÷íûì (ñ òî÷êè çðåíèÿ
âûïîëíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ òðåáîâàíèé 1�5) îêàçûâàåòñÿ âûáîð â
êà÷åñòâå òåñòîâûõ ôóíêöèé òðàåêòîðèé ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé îäíî-
ðîäíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé (ñì., íàïðèìåð, [1, 5]) ñ êîíå÷íûì
ñïåêòðîì âèäà

g(x) = g̃(x) = AdΞK(x), ΞK(x) =
K∑

k=1

ak[γ(1)
k cos(x,λk)+γ(2)

k sin(x,λk)].

(4.1)
Çäåñü γ

(i)
k , i = 1, 2 � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñòàíäàðòíûå íîðìàëü-

íûå âåëè÷èíû; x ∈ X (÷àùå âñåãî X = Qd = [0, 1]d � åäèíè÷íûé êóá).
Âåêòîðû λk âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíî â îáëàñòè Λ = [0, A]d (èëè â ðåãóëÿð-
íûõ ïîäîáëàñòÿõ Λk ðàâíîãî îáúåìà) ñîãëàñíî ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(λ) =
{

1
Ad

ïðè λ ∈ [0, A)d; 0 èíà÷å
}
,
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ò. å. èñïîëüçóåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü áåç ðàçáèåíèÿ (èëè ñ ðàç-
áèåíèåì) ñïåêòðà [1, 5]; ïðè ýòîì ak = 1/

√
K.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïàðó íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíîé íîð-
ìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëàì (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, 4])

γ
(1)
k = (−2 lnαk,1)1/2 cos 2παk,2, γ

(2)
k = (−2 lnαk,1)1/2 sin 2π αk,2; (4.2)

çäåñü è äàëåå áóêâîé α � ñ èíäåêñàìè èëè áåç èíäåêñîâ � îáîçíà÷àåò-
ñÿ ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ò. å. âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (0, 1) (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, 4], à òàêæå ïîäðàçä. 5.1). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (4.1) ïðèíèìàåò
âèä, óäîáíûé äëÿ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ:

ΞK(x) =
1√
K

K∑
k=1

(−2 lnαk,1)1/2 cos((λk,x) + 2π α′k,2), α′k,2 = 1− αk,2.

(4.3)
4.3. Âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé 1�5. Ôóíêöèè âèäà (4.1), (4.3) óäî-

âëåòâîðÿþò ñôîðìóëèðîâàííûì òðåáîâàíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ¾ñëó÷àé-
íîñòü¿ ïîëó÷àåìûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé (òðåáîâàíèå 1) î÷åâèä-
íà, òàê êàê, íàïðèìåð, â (4.1) èñïîëüçóþòñÿ ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíûõ

íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {γ(j)
k , j = 1, 2} è ñëó÷àéíûõ òî÷åê

{λk}. Èäåÿ óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó Ad â ôîðìóëå (4.1) ïðèøëà ïîñëå
ðåàëüíûõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ [3, 9, 11]. Ñìûñë ýòîé èäåè ñîñòîèò â áîëåå
òùàòåëüíîì ó÷åòå áîëüøèõ àìïëèòóä ñèíóñà è êîñèíóñà ïðè óâåëè÷åíèè
ïàðàìåòðà ðàçìåðà A ñïåêòðàëüíîãî ìíîæåñòâà Λ. Âàðüèðîâàòü çàòðà-
òû íà âû÷èñëåíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g̃(x) (òðåáîâàíèå 2) ìîæíî
çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ÷èñëà ñëàãàåìûõ (ïàðàìåòðà K) â ñóììå (4.1). Àíà-
ëèòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë (òðåáîâàíèå 3):∫ 1

0

g̃(x) dx =
∫ 1

0

AΞK(x) dx =
A√
K

K∑
k=1

γ
(1)
k sinλk − γ

(2)
k (cosλk − 1)
λk

;

çäåñü d = 1. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íåñëîæíî âû÷èñëÿåòñÿ è q-ÿ ïðîèçâîäíàÿ
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè AΞK(x) ïî x, êîòîðàÿ èìååò âèä (çäåñü ìû ïîëüçó-
åìñÿ ôîðìóëîé (4.3))

g̃(q)(x) = AΞ(q)
K (x) = A

K∑
k=1

(
−2 lnαk,1

K

)1/2

λq
k cos(λkx+ 2πα′k,2 + qπ/2).
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Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì A â ýòîé ñóììå âîçíèêíóò áîëüøèå êîýôôè-
öèåíòû λq

k (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ ðåàëèçàöèé λk, áëèçêèõ ê A), ïðè÷åì
ýòè êîýôôèöèåíòû ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì q ñòåïåííûì îáðàçîì. Õîòÿ
ôîðìàëüíî ôóíêöèÿ (4.2) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî

x, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g̃(x) = AΞK(x) ∈ Cr(X), åñëè |AΞ(q)
K (x)| ≤ B

äëÿ q ≤ r, x ∈ [0, 1] è |AΞ(q)
K (x)| > B äëÿ q > r, ãäå B � çàäàííîå

äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (ò. å. íà ïðàêòèêå ðàçóìíî
ïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, åñëè åå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ
ïðåâûøàåò çàäàííûé óðîâåíü B). Âàðüèðóÿ A è çàäàâàÿ B, ìîæíî äîáè-
âàòüñÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè g̃(x) = AΞK(x) ïðîñòðàíñòâó Cr(X)
äëÿ íóæíîãî r (ñì. òðåáîâàíèå 4).

×òî êàñàåòñÿ òðåáîâàíèÿ 5, òî â ðàáîòàõ [3, 9, 11] ïîëó÷åíû çàâèñèìî-
ñòè îò ïàðàìåòðîâ A è K îöåíîê ñâåðõó äëÿ ñðåäíèõ ïîãðåøíîñòåé ôîð-
ìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé, Ñèìïñîíà, à òàêæå äèñêðåòíî-ñòîõàñ-
òè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ â
äàííîì ïîñîáèè. Â òåõ æå ðàáîòàõ óêàçàíà âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ
êëàññà òåñòîâûõ ôóíêöèé çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé íåãàóññîâñêèõ
ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

5. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ

5.1. Ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ìàòå-
ðèàë äàííîãî ðàçäåëà â áîëåå ðàçâåðíóòîì âèäå ïðåäñòàâëåí â ñïåöè-
àëüíîì êóðñå êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÃÓ ¾Äîïîëíè-
òåëüíûå ñâåäåíèÿ î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ¿
[4] (ñì. òàêæå ãëàâó 1 ó÷åáíèêà [1]).

Èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ñëåäóåò, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ðåàëè-
çàöèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå (èëè ðåàëèçàöèÿ
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ íà
ÝÂÌ, êîòîðîå ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:

1) ðåàëèçóþòñÿ çíà÷åíèÿ α1, . . . , αk ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà
α, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â èíòåðâàëå (0, 1), ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-
íîé ïðîãðàììû èëè óñòðîéñòâà, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ñëó÷àéíûõ (ïñåâäîñëó÷àéíûõ) ÷èñåë;

2) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷åííûõ ÷èñåë {αj} âû-
÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ çàäàííûìè çàêîíàìè ðàñïðå-
äåëåíèÿ.
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Íàëè÷èå íàäåæíîãî ãåíåðàòîðà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë α ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷àòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (îäíîìåð-
íûõ è ìíîãîìåðíûõ) ñ ïðîèçâîëüíûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îñî-
áîå âíèìàíèå â ýòîì ðàçäåëå áóäåò óäåëåíî àëãîðèòìàì (â òîì ÷èñëå,
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì) ðåàëèçàöèè âåëè÷èí âèäà ζ = q(ξ) (ñì. ñî-
îòíîøåíèå (1.2)), ãäå q(x) � íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,
à ξ � ìíîãîìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð.

5.2. Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì
âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì çíà÷åíèé x1, . . . , xN è ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé

P(ξ = xi) = pi; pi > 0,
N∑

i=1

pi = 1. (5.1)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (5.1), ðåàëèçàöèÿ òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ xm ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îçíà÷àåò ðîçûãðûø ñîáûòèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pm.
Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèé (5.1) ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë (0, 1) ìîæíî
ðàçáèòü íà ïîëóèíòåðâàëû ∆m äëèíû pm:

∆m = [Rm−1, Rm); Rm =
m∑

i=1

pi; m = 1, 2, . . . , N ;

äëÿ m = 1 ïîëàãàåì Rm−1 = R0 = 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ãå-
íåðàòîð, ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî
÷èñëà. Èç ñâîéñòâ ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà (ñì., íàïðèìåð, [1])
ñëåäóåò, ÷òî P(α ∈ ∆m) = pm. Òàêèì îáðàçîì, åñëè α ∈ ∆m, òî äëÿ
äàííîãî èñïûòàíèÿ ïîëàãàåì ξ = xm.

Òåõíè÷åñêè îïðåäåëåíèå òîãî íîìåðà m ïîëóèíòåðâàëà ∆m, â êîòî-
ðûé ïîïàëî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì
âû÷èòàíèåì èç α ñóìì Rm äëÿ m = 1, 2, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçíîñòü
α−Rm íå ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé. Îïèñàííóþ îïåðàöèþ ìîæíî îñóùåñòâ-
ëÿòü áåç íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñóìì Rm, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ
ïåðåïðèñâàèâàíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.1. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α è ïîëàãàåì m := 1.
Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå

Q := Q− pm (5.2)

(ò. å. çàíîñèì íîâîå çíà÷åíèå (α − p1) â ÿ÷åéêó Q). Åñëè íîâîå Q íå
ïîëîæèòåëüíî, òî â êà÷åñòâå m âûáèðàåì òåêóùåå åãî çíà÷åíèå è
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ïîëàãàåì ξ = xm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ
m := m+1 è (5.2) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà ïîëîæèòåëüíîñòü
è ò. ä.

Â äàííîì ïîñîáèè â îñíîâíîì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ öåëî÷èñëåííûå
äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η, äëÿ êîòîðûõ

xi = i, P(η = i) = pi; i = 1, 2, . . . , N. (5.3)

Àëãîðèòì 5.1 â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä.
ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α è ïîëàãàåì m := 1.

Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå (5.2). Åñëè íîâîå çíà÷åíèå Q íå ïîëî-
æèòåëüíî, òî ïîëàãàåì η = m, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì ïå-
ðåïðèñâàèâàíèÿ m := m + 1 è (5.2) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà
ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

Ïîäñ÷åò ñðåäíèõ çàòðàò àëãîðèòìîâ 5.1 è 5.2, îïòèìèçàöèÿ ýòèõ àë-
ãîðèòìîâ, èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîãî è áîëüøîãî (â òîì ÷èñëå,
ñ÷åòíîãî) ÷èñëà âåðîÿòíîñòåé N ïîäðîáíî îïèñàíû â [1, 4].

Ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé çà-
ìåòíî óïðîùàåòñÿ, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ x1, . . . , xN ðàâíîâåðîÿòíû, ò. å. â
ñîîòíîøåíèè (5.1) âñå pi ðàâíû 1/N (òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ðàâíîìåðíûì).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.3. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî
ñëó÷àéíîãî ÷èñëà è ïîëàãàåì

m = [αN ] + 1 = [αN + 1] (5.4)

(çäåñü [A] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà A) è ξ = xm.
Àëãîðèòì 5.3 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ ýôôåêòèâíóþ ìîäè-

ôèêàöèþ àëãîðèòìîâ 5.1 è 5.2, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå êâàíòèëüíûé
ìåòîä (ñì., íàïðèìåð, [1, 4]).

Çàäàäèì öåëîå ÷èñëî K è ðàçîáüåì èíòåðâàë (0, 1) íà K ðàâíûõ
÷àñòåé [(j − 1)/K, j/K), j = 1, . . . ,K. Äàëåå ïîñòðîèì ìàññèâ öåëûõ
÷èñåë {Xj}K

j=1 òàêîé, ÷òî

Xj = min{k : Rk = p1 + p2 + . . .+ pk ≥ (j − 1)/K},

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàññèâîì íèæíèõ êâàíòèëåé. Ýòîò ìàññèâ çàäà-
åò íîìåð k ýëåìåíòà ìàññèâà {Ri ; i = 1, 2, . . . , N}, ñ êîòîðîãî ñëåäóåò
íà÷èíàòü ïîèñê ¾ââåðõ¿ (ò. å. êàê è â àëãîðèòìå âèäà 5.1, âû÷èòàòü âå-
ëè÷èíû Rq, q = k, k + 1, . . . èç α äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî îòðèöàòåëüíîãî
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çíà÷åíèÿ) ïðè (j− 1)/K ≤ α < j/K. Îêîí÷àòåëüíî ìîäåëèðîâàíèå äèñ-
êðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.4. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

2. Âû÷èñëÿåì íîìåð j ïîëóèíòåðâàëà [(j − 1)/K, j/K), â êîòîðûé
ïîïàäàåò α ïî ôîðìóëå òèïà (5.4): j = [Kα+ 1].

3. Ðåàëèçóåì ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê ¾ñíèçó ââåðõ¿ íà÷èíàÿ ñ RXj .
Òåñòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè N ≤ 3M0 (çäåñü ÷åðåç M0

îáîçíà÷åí ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ìàññèâà äëÿ çàäàííîãî êîìïüþòåðà è
âûáðàííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ñëåäóåò âûáèðàòü ÷èñëî K êâàí-
òèëåé [(j − 1)/K, j/K) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå N/K ≈ 3
(ïðè ýòîì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 5.4 ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ñ ðî-
ñòîìN). Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî êâàíòèëüíûé ìåòîä ðàáîòàåò è â ñëó÷àå
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ò. å. äëÿ N = ∞);
çäåñü ìîæíî áðàòü K ≈M0.

Ýôôåêòèâíûå âåðñèè êâàíòèëüíîãî ìåòîäà ìîæíî ñòðîèòü è äëÿ
îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ÷èñëà âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü 1/pmin < M0 (çäåñü
pmin = min(p1, . . . , pN )). Òîãäà ìîæíî âçÿòü ÷èñëî êâàíòèëåé, ðàâíîå
K = [1/pmin] + 1. Ïðè ýòîì äëÿ ðåàëèçàöèè òðåòüåãî ïóíêòà àëãîðèòìà
5.4 ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî âû÷èòàíèÿ òèïà (5.2).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â öåëîì ðÿäå ñèòóàöèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-
âàòü âìåñòî êâàíòèëüíîãî ìåòîäà àëãîðèòì Óîëêåðà èëè äàæå áèíàðíûé
ïîèñê (ñì., íàïðèìåð, [1]), îäíàêî àëãîðèòì 2.6 ÿâëÿåòñÿ áîëåå óíèâåð-
ñàëüíûì è ïðîñòûì äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ.

5.3. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë èëè îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ. Â äàëü-
íåéøåì â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ξ ∈ (a, b),
ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå (a, b), ãäå
−∞ ≤ a < b ≤ +∞, è åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (u) = P(ξ < u) íåïðå-
ðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè u ∈ (a, b). Áîëåå òîãî, áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x):

F (u) =
∫ u

−∞
f(x) dx, (5.5)

ïîëîæèòåëüíîé íà èíòåðâàëå (a, b) (è ðàâíîé íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâà-
ëà). Ñôîðìóëèðóåì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì (ìåòîä îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ) (ñì., íàïðèìåð, [1]).
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ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.5. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (ìîäåëèðîâàíèÿ) âûáî-
ðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ ∈ (a, b) èñïîëüçóåì ôîðìóëó

ξ = F−1(α); (5.6)

çäåñü α � ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî.
Àëãîðèòì 5.5 íà ïåðâûé âçãëÿä çàêðûâàåò âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ ∈ (a, b). Îäíàêî îñòàåòñÿ îäíà âàæíàÿ ¾òåõíè÷å-
ñêàÿ¿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë âèäà (5.6) â ðåàëü-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàììàõ: ïðåäñòàâèòü çàâèñèìîñòü
ψ(u) = F−1(u) â âèäå ïðîñòîé êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé òàê,
÷òîáû âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ψ(u) ìîãëî áûòü ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâà-
íî íà ÝÂÌ. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ïðîáëåìà ðàçðåøèìà, ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó (5.6) íàçûâàþò
ýëåìåíòàðíûìè (ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ) [1, 4].

Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî âåëè÷èíû ξ è F−1(α) ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó
(a, b), à ôóíêöèÿ F (u) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ýòîì èíòåðâàëå, ïåðå-
ïèøåì (5.6) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå F (ξ) = α. Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ (5.5), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫ ξ

a

f(x) dx = α. (5.7)

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (5.7) ïðåäñòàâèìî â âèäå ξ = ψ(α), ãäå ψ(u) � ïðîñòàÿ
êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ψ(u) íà
ÝÂÌ ðåàëèçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî. Íàïðèìåð, äëÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f(x) = λ e−λ x; x > 0, λ > 0 ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (5.7) ïðèâîäèò ê ôîðìóëå ξ = − lnα′/λ (çäåñü α′ = 1−α)
� ñì., íàïðèìåð, [1].

Óðàâíåíèå (5.7) ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì ïî äâóì ïðè÷èíàì. Ïåð-
âàÿ ïðè÷èíà: èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.7) íå áåðåòñÿ (ò. å.
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèÿõ). Âòîðàÿ ïðè÷èíà: äàæå åñëè èíòåãðàë áåðåòñÿ, ïîëó÷àåìîå óðàâ-
íåíèå ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) îòíî-
ñèòåëüíî ξ. Íåñìîòðÿ íà ïåðå÷èñëåííûå òðóäíîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü
íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ýòó
âîçìîæíîñòü äàåò, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèå ëåììû î çàìåíå ñëó÷àé-
íûõ ïåðåìåííûõ) [4].
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5.4. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Èçâåñòíî (ñì., íà-
ïðèìåð, [1]), ÷òî ïëîòíîñòü f(x) = f

(
x(1), . . . , x(d)

)
ðàñïðåäåëåíèÿ

d-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =
(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
ìîæåò áûòü d! ñïî-

ñîáàìè ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé:

f(x) = fi1

(
x(i1)

)
fi2

(
x(i2)

∣∣x(i1)
)
× ..× fid

(
x(id)

∣∣x(i1), x(i2), .., x(id−1)
)
,

(5.8)
ãäå (i1, . . . , id) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ (1, . . . , d) (òàêèõ ïåðå-
ñòàíîâîê êàê ðàç d! øòóê),

fi1

(
x(i1)

)
=
∫
. . .

∫
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
dx(i2) . . . dx(id),

fi2

(
x(i2)

∣∣x(i1)
)

= fi2

(
x(i2)

∣∣ξ(i1) = x(i1)
)

=

=

∫
. . .
∫
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
dx(i3) . . . dx(id)

fi1

(
x(i1)

) ,

fi3

(
x(i3)

∣∣x(i1), x(i2)
)

=

∫
. . .
∫
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
dx(i4) . . . dx(id)

fi1

(
x(i1)

)
fi2

(
x(i2)

∣∣x(i1)
) ,

· · · · · · · · · · · ·

fid−1

(
x(id−1)

∣∣x(i1), .., x(id−2)
)

=

∫
f
(
x(1), .., x(d)

)
dx(id)

fi1

(
x(i1)

)
..fid−2

(
x(id−2)

∣∣x(i1), .., x(id−3)
) ,

fid

(
x(id)

∣∣x(i1), .., x(id−1)
)

=
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
fi1

(
x(i1)

)
..fid−1

(
x(id−1)

∣∣x(i1), .., x(id−2)
) .

Êàæäîìó ðàçëîæåíèþ (5.8) ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =

(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.6. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé êîì-
ïîíåíòû ξ(i1) âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fi1(x).

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(i2) ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè fi2

(
x
∣∣ξ(i1)).

· · · · · · · · · · · ·

d. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(id) ñîãëàñ-
íî ïëîòíîñòè fid

(
x
∣∣ξ(i1), . . . , ξ(id−1)

)
.

25



Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû (5.8) è àëãîðèòìà 5.6 îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäóê-
öèåé ïî ðàçìåðíîñòè d. Ïðè ýòîì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îñíîâàí íà ðàñ-
ñìîòðåíèè äâóìåðíîãî âåêòîðà (ξ, η) (ñëó÷àéíûå êîìïîíåíòû ξ è η ìî-
ãóò áûòü êàê ñêàëÿðíûìè, òàê è âåêòîðíûìè) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ f(x, y), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû äâà ïðåäñòàâëåíèÿ:

f(x, y) = fξ(x)fη(y|x); fξ(x) =
∫
f(x, y) dy, fη(y|x) =

f(x, y)
fξ(x)

; (5.9)

f(x, y) = fη(y)fξ(x|y); fη(y) =
∫
f(x, y) dx, fξ(x|y) =

f(x, y)
fη(y)

. (5.10)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (5.9) àëãîðèòì 5.6 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fξ(x), à
çàòåì ìîäåëèðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f(ξ0, y)/fξ(ξ0). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (5.10) ñíà÷àëà ðåàëèçó-
åòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fη(y), à çàòåì ìîäåëè-
ðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x, η0)/fη(η0).

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ îñíîâíîé ïðîáëåìîé ÿâ-
ëÿåòñÿ âûáîð òîãî èç d! ðàçëîæåíèé (5.8), äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî ïî-
ñòðîåíèå íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëè-
çàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé {ξ(ij)}. Óæå äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ÷àñòî
ìîæíî íàáëþäàòü ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: îäíî èç ðàçëîæåíèé (5.9) èëè
(5.10) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ âûáî-
ðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ0 è η0 êîìïîíåíò ξ è η, à âòîðîå ðàçëîæåíèå íå äàåò
òàêèõ àëãîðèòìîâ [1, 4]. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ
ñ êîíñòðóèðîâàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé, êîìïîíåíòû âåêòîðà(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
áåðóòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f

(
x(1), . . . , x(d)

)
èìååò âèä

f
(
x(1), . . . , x(d)

)
= f1(x(1))× f2(x(2))× . . .× fd(x(d)), (5.11)

ò. å. óñëîâíûå ïëîòíîñòè â (5.8) ïðåâðàùàþòñÿ â ¾áåçóñëîâíûå¿, è ðàç-
íèöà â ïðåäñòàâëåíèÿõ âèäà (5.8) ñîñòîèò ëèøü â ïîðÿäêå ïåðåìíîæå-
íèÿ ïëîòíîñòåé {fi(x(i))}. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà ξ(i)

ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî ñâîåé ïëîòíîñòè fi(x), ïðè÷åì ïîðÿäîê ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà 5.6, ïðîèçâîëåí.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ (â òîì ÷èñëå, áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ) çàäà÷ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì., â ÷àñòíîñòè, ïîä-
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ðàçä. 3.2) ðàññìàòðèâàþòñÿ (êîíñòðóèðóþòñÿ) (m + 1)-ìåðíûå ñëó÷àé-
íûå âåêòîðû ξ̃m =

(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f̃
(
x(0), x(1), .., x(m)

)
= π(x(0))p1(x(1)|x(0))p2(x(2)|x(1))..pm(x(m)|x(m−1))

(5.12)
(ñì. ñîîòíîøåíèå (3.7)). Ïðåäñòàâëåíèå (5.12) îòðàæàåò òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî âåêòîð ξ̃m îáëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì: â îäíîì èç ïðåä-
ñòàâëåíèé âèäà (5.8) (êîíêðåòíåå, äëÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè
(i0, i1, . . . , im) = (0, 1, . . . ,m)) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ξ(j)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðåäûäóùåé êîìïîíåíòû ξ(j−1):

fj

(
x
∣∣x(0), . . . , x(j−1)

)
≡ pj

(
x
∣∣x(j−1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð
(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà÷àëü-

íûé îòðåçîê äëèíû (m+1) öåïè Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x)
è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ pj(x′, x) = pj(x|ξ(j−1) = x′). Â ñëó÷àå, êîãäà
ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè pj(x′, x) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . ., öåïü
Ìàðêîâà ξ(0), ξ(1), ξ(2), . . . ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâà-
íèå íà÷àëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m) òðàåêòîðèè öåïè
Ìàðêîâà ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó âàðèàíòó àëãîðèòìà 5.6 (ñì.
òàêæå ïîäðàçä. 3.2).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.7. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé êîì-
ïîíåíòû ξ(0) ñîãëàñíî íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè π(x). Çàòåì ïîñëåäîâà-
òåëüíî äëÿ j = 1, 2, . . . ,m ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ
êîìïîíåíò ξ(j) ñîãëàñíî ïåðåõîäíûì ïëîòíîñòÿì pj(ξ(j−1), x).

Äëÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ðîçûãðûø êîìïîíåíò ξ(j) â àëãîðèò-
ìå 5.7 ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m ïåðåõîäíîé
ïëîòíîñòè p(x′, x). Êðîìå òîãî, â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (öåïü ¾îáðûâà-
åòñÿ¿), è â àëãîðèòìû òèïà 5.7 âêëþ÷àþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðèåìû äëÿ
ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ m äëÿ äàííîé òðàåêòîðèè (ñì. ïîä-
ðàçä. 3.2).

5.5. Ìåòîäû èíòåãðàëüíîé è äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè.Ïóñòü
òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé k1-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà
x ∈ Rk1 :

f(x) =
∫

Rk2

p(x,y) dy, (5.13)
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ïðè ýòîì:
1) ôóíêöèÿ p(x,y) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (k1+k2)-ìåðíîãî âåêòîðà

(ξ,η);
2) â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå ïîëíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

f(x) =
∫

Rk2

fη(y)fξ(x|y) dy (5.14)

(ñì. ñîîòíîøåíèÿ (5.9), (5.10)) äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ0 è η0 ñëó-
÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ è η ñ ïëîòíîñòÿìè fη(y) è fξ(x|y) èìåþòñÿ ýô-

ôåêòèâíûå àëãîðèòìû (ôîðìóëû) ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âèäà
η0 = ψη(ᾱ1), ξ0 = ψξ(ᾱ2;y), ãäå ᾱi � ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû ñòàí-

äàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ìå-

òîäà ñóïåðïîçèöèè (ñì., íàïðèìåð, [1]).
ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.8. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà ξ, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (5.14), ñîãëàñíî àëãî-
ðèòìó (ôîðìóëå) ξ0 = ψξ(ᾱ2;η0), ãäå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 âåêòîðà

η ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó (ôîðìóëå) η0 = ψη(ᾱ1).
Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïëîòíîñòü ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé èíòåãðàë (5.13), ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêîé. Ãîðàçäî ÷àùå â
êà÷åñòâå âåêòîðà η èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà η ñ ðàñïðåäåëåíèåì P(η = i) = pi, i = 1, 2, . . . ,M ; M ≤ ∞. Â
ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (5.14) èìååò âèä

f(x) =
M∑
i=1

pifi(x); fi(x) = fξ(x|η = i). (5.15)

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì, ïðè êîòîðûõ ïðèìåíèì àëãîðèòì 5.8, äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η (â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñëåäó-
åò ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 5.2 ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ èëè åãî ìîäèôèêàöèþ � êâàíòèëüíûé ìåòîä � àëãîðèòì
5.3) è âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fi(x) äëÿ ëþáîãî i. Òàêèì îáðàçîì,
ñîîòíîøåíèå (5.15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó (ñìåñü) ýô-
ôåêòèâíî ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé {fi(x)}. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ
ïëîòíîñòè (5.15) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.9. 1. Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðò-
íîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ àëãî-
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ðèòì 5.2 èëè åãî ìîäèôèêàöèè (íàïðèìåð, àëãîðèòì 5.3), âûáèðàåì
íîìåð η0 = m.

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè fm(x).

Àëãîðèòì 5.9 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè èëè
ïðîñòî ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè (ñîîòâåòñòâåííî, àëãîðèòì 5.8 íàçûâàþò
ìåòîäîì èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè) [1, 4].

5.6. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àé-
íûé âåêòîð (ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó) ξ, ðàñïðåäåëåííûé â îáëàñòè X ∈ Rd

ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x), êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà çàäàííîé íåîòðèöà-
òåëüíîé ôóíêöèè g(x), ò. å.

f(x) =
g(x)
Ḡ

, Ḡ =
∫

X

g(x) dx. (5.16)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ìåòîäîâ íå äà-
åò ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ âåêòîðà ξ. Âûáåðåì ìàæî-
ðàíòó g1(x) ôóíêöèè g(x) òàêóþ, ÷òî g(x) ≤ g1(x) ïðè x ∈ X. Ïåðâîå
òðåáîâàíèå ê ìàæîðàíòå g1(x) òàêîâî, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè

f1(x) =
g1(x)
Ḡ1

, Ḡ1 =
∫

X

g1(x) dx (5.17)

èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì (ôîðìóëà) âèäà ξ1 = ψ1(ᾱ1) äëÿ ðåàëè-
çàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1 ñîãëàñíî îäíîìó èç
âàðèàíòîâ àëãîðèòìà 5.6 (çäåñü ᾱ1 � ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ñòàíäàðò-
íûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë). Ýòî äàåò ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.10. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè (5.17): ξ1 = ψ1(ᾱ1), à òàêæå çíà÷åíèå η = α2g1(ξ1).

2. Åñëè
η < g(ξ1), (5.18)

òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåì ξ = ξ1. Â
ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî (5.18) íå âûïîëíåíî, ïîâòîðÿåì ï. 1 äàííîãî
àëãîðèòìà è ò. ä.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [1, 4]), ÷òî òî÷êà (ξ1, η), ðåàëè-
çóåìàÿ â ï. 1 àëãîðèòìà 5.10, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ¾ïîäãðàôèêå¿
G1 = {x ∈ X, 0 < y < g1(x)} ôóíêöèè g1(x). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
(5.18), òî ïàðà (ξ1, η) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G = {x ∈ X, 0 < y < g(x)}
è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ýòîé îáëàñòè, è òîãäà âåëè÷èíó ξ1 ìîæíî
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ïðèíÿòü â êà÷åñòâå èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ, ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (5.16) (ñì., íàïðèìåð, [1, 4]).

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 5.10 ïðîïîðöèîíàëüíà ñðåäíåìó ÷èñëó ðåà-
ëèçàöèé ïàðû (ξ1, η) äî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (5.18). Ýòî ÷èñëî ðàâíî

s =
1

P
(
(ξ1, η) ∈ G

) =
Ḡ1

Ḡ

(ñì., íàïðèìåð, [1, 4]). Òàêèì îáðàçîì, ìàæîðàíòó g1(x) ôóíêöèè g(x)
ñëåäóåò ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû îáúåìû Ḡ1 è Ḡ áûëè áëèçêè; ýòî âûïîë-
íåíî ïðè g1(x) ' g(x).

5.7. Äâóñòîðîííèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêà-
öèÿ àëãîðèòìà 5.10 ýôôåêòèâíà â äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå,
êîãäà òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè g(x),
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé êîòîðîé âåñüìà òðóäîåìêî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîìèìî
ìàæîðàòíòû g1(x) ñòðîèì ìèíîðàíòó g2(x) òàêóþ, ÷òî

g2(x) ≤ g(x) ≤ g1(x); x ∈ X. (5.19)

ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.11. 1). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 = ψ1(ᾱ1)
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (5.17), à òàêæå çíà÷åíèå η = α2g1(ξ1).

2). Âìåñòî íåðàâåíñòâà (5.18) ïðîâåðÿåì ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèå
η < g2(ξ1). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïàðà (ξ1, η) ïðèíàäëåæèò ¾ïîäãðà-
ôèêó¿ ôóíêöèè g2(x), à çíà÷èò, è îáëàñòè G. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü,
÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ðàâíî ξ = ξ1. Â ñëó÷àå
æå η ≥ g2(ξ1) ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî (5.18). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî
ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåòñÿ ï. 1 äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ä.

Â ñâÿçè ñ ñîîòíîøåíèåì (5.19) àëãîðèòì 5.11 ìîæíî íàçûâàòü äâó-
ñòîðîííèì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå òðè ôóíêöèè èç
íåðàâåíñòâà (5.19) áëèçêè, à ìèíîðàíòà g2(x) è ìàæîðàíòà g1(x) ëåã-
êî âû÷èñëèìû, ïðîâåðêà (5.18), ñâÿçàííàÿ ñ òðóäîåìêèì âû÷èñëåíèåì
çíà÷åíèÿ g(ξ1), áóäåò ïðîèñõîäèòü îòíîñèòåëüíî ðåäêî, è äâóñòîðîííèé
ìåòîä ìîæåò äàòü ñóùåñòâåííûé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ ¾îäíîñòî-
ðîííèì¿ àëãîðèòìîì 5.10.

Ïðîâåäåííûå íàìè èññëåäîâàíèÿ (ñì. ðàáîòû [3, 9]) ïîêàçàëè, ÷òî
â êà÷åñòâå ôóíêöèé g2(x) è g1(x) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíûå (â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå è êóñî÷íî-ëèíåéíûå)
ïðèáëèæåíèÿ ñíèçó è ñâåðõó äëÿ ôóíêöèè g(x). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
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ðåàëèçàöèè ïåðâûõ ïóíêòîâ àëãîðèòìîâ 5.10 è 5.11 íóæíî èñïîëüçî-
âàòü ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè äëÿ ¾ìîäåëèðóå-
ìûõ¿ ôóíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ (ñì. äàëåå ðàçä. 6).

5.8. Äðóãèå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ íåïðåðûâ-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îïèñàííûå â ïîäðàçä. 5.5�5.7 ìåòîäû ñó-
ïåðïîçèöèè è èñêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñïåöèàëüíûìè
(îòëè÷íûìè îò ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ 5.5 è 5.6), à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îáëàäàþò îïðåäåëåííûìè ÷åðòàìè ¾óíèâåðñàëèçìà¿ (ò. å. îíè ïðèìåíè-
ìû äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé).

Ñóùåñòâóåò òàêæå íåìàëî ïðèìåðîâ ýôôåêòèâíûõ ¾÷èñòî ñïåöèàëü-
íûõ¿ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïî-
ñòðîåííûõ íà îñíîâàíèè îñîáûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì., íàïðèìåð, [1, 4]). Íàïðèìåð, ïàðà ôîðìóë (4.2)
äàåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x) =
1√
2π

e−x2/2, −∞ < x < +∞.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì: èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (5.7) íå áåðåòñÿ.

6. Èñïîëüçîâàíèå êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ
ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé â ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî.
Ìîäåëèðóåìûå áàçèñû

6.1. Ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé. Â ýòîì ðàçäåëå
ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, â êîòîðûõ èñïîëüçóþò-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíûå è êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé
âèäà

g(x) ≈ LMg(x) =
M∑
i=1

wi(g)χi(x) (6.1)

íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rd. Â ôîðìóëå (6.1) LMg(x) îáîçíà÷àåò
àïïðîêñèìàöèþ (èëè èíòåðïîëÿöèþ) ôóíêöèè g(x) íà ñåòêå X(M) =
{x1, . . . ,xM}. Áàçèñíûå ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè Ξ(M) = {χ1, . . . , χM}
è êîýôôèöèåíòûW (M)(g) = {w1(g), . . . , wM (g)} îïðåäåëåííûì îáðàçîì
ñâÿçàíû ñ óçëàìè ñåòêè X(M). Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíòû W (M)(g)
ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, êîìáèíàöèÿìè çíà÷åíèé g = (g(x1), . . . , g(xM ));
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÷àùå âñåãî
wi(g) = g(xi), i = 1, . . . ,M. (6.2)

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñèòóàöèé, â êîòîðûõ íóæíî ðå-
øàòü ñëåäóþùóþ

ÇÀÄÀ×À 6.1. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà ξ, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) = C LMg(x), C = 1/c, c =
∫

Rd

LMg(y) dy; g(x) ≥ 0. (6.3)

6.2. Èñïîëüçîâàíèå ãèñòîãðàììû è ïîëèãîíà ÷àñòîò. Ïóñòü
ïàðàìåòð θ ìîäåëèðóåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà U ñëó÷àåí è èìååòñÿ

âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ θ
(U)
1 , . . . , θ

(U)
k ýòîãî ïàðà-

ìåòðà ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîðîãèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïóñòü
òàêæå VU ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ U
è âêëþ÷àþùåé ïàðàìåòð θ, ïðè÷åì ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè VU

òðåáóåò ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøîé âûáîðêè

θ
(VU )
1 , . . . , θ

(VU )
K , ãäå K � k. (6.4)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçäåëèòü èíòåðâàë [a, b], a = min(θ(U)
1 , . . . , θ

(U)
k ),

b = max(θ(U)
1 , . . . , θ

(U)
k ) íà ïîëóèíòåðâàëû [zi, zi+1); i = 1, . . . ,M − 1;

a = z1 < z2 < . . . < zM = b è âû÷èñëèòü ÷àñòîòû ν∗i = mi/k (çäåñü

mi åñòü ÷èñëî çíà÷åíèé {θ(U)
j }, ïîïàâøèõ â i-é ïîëóèíòåðâàë). Ïóñòü

xi = (zi + zi+1)/2 è g(xi) = ν∗i /(zi+1 − zi). Òîãäà ïëîòíîñòü âèäà (6.3)
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðêè (6.4). Äëÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîãî ñëó÷àÿ èìååì χi(x) ≡ 1 ïðè u ∈ [zi, zi+1]; wi(g) = g(xi) è
C = 1; ïðè ýòîì ôóíêöèÿ (6.3) íàçûâàåòñÿ ãèñòîãðàììîé [12]. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ âåðñèÿ ôóíêöèè (6.3) íàçûâàåòñÿ ïîëèãî-
íîì ÷àñòîò [12].

6.3. Èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé â ìåòîäå èñ-
êëþ÷åíèÿ. Â àëãîðèòìàõ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 5.10) è äâóñòî-
ðîííåãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 5.11) òðåáóåòñÿ ñòðîèòü ìàæî-
ðàíòó g1(x) è ìèíîðàíòó g2(x) ôóíêöèè g(x), ïðîïîðöèîíàëüíîé ïëîò-
íîñòè f(x), äëÿ êîòîðîé íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà
ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Îïòèìèçàöèÿ àë-
ãîðèòìîâ 5.10 è 5.11 ñâÿçàíà ñ âûáîðîì ôóíêöèé g1(x), g2(x), áëèçêèõ
ê ôóíêöèè g(x). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-
çîâàòü ïðèáëèæåíèÿ ¾ñâåðõó¿ è ¾ñíèçó¿ äëÿ ïëîòíîñòè f(x) (çäåñü,
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îñîáåííî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíûå, â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå àïïðîêñèìàöèè); â
ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü f1(x) = g1(x)/Ḡ1 èìååò âèä (6.3).

6.4. Ïðèáëèæåíèå ¾ñëîæíûõ¿ ïëîòíîñòåé. Â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ g(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ¾íåìîäåëèðóåìîé¿ ïëîòíîñòè f̃(x) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû èëè âåêòîðà θ, êðîìå ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ-
÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Âûáåðåì ¾áëèçêóþ¿ ê
f̃(x) ïëîòíîñòü (6.3) è áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àéíûé
âåêòîð ξ âìåñòî θ. Ïðè ýòîì ïðèáëèæåíèå (6.1) äîëæíî îáëàäàòü äî-
ñòàòî÷íî õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, ò. å. ðàññòîÿíèå
ρB(X)(g, LMg) äîëæíî áûòü ìàëî; çäåñü ρB(X) � ìåòðèêà ôóíêöèîíàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà B(X). Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî èìååòñÿ õîðîøî
ðàçâèòàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòåé, â êîòîðîé â
îñíîâíîì èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà B(X) = L1(X) (ñì., â ÷àñòíî-
ñòè, [13]). Îäíàêî ìåòðèêà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî
¾ñèëüíîé¿ äëÿ ðÿäà ïðèëîæåíèé òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî (çäåñü
òðåáóþòñÿ ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ L2(X), C(X) è äàæå W r

2 (X) è Cr(X))
� ñì., â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [1, 3, 5, 9, 14], à òàêæå ðàçä. 7, 10, 12, 19, 20.

6.5. Èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé â ÷èñëåííîì ñòî-
õàñòè÷åñêîì è äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè.
Ôóíêöèîíàëüíûå îöåíêè. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìåòî-
äà Ìîíòå-Êàðëî (1.5) ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãîêðàòíîãî èíòå-
ãðàëà I =

∫
g(x) dx. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè îïòèìèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà

ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû âåëè÷èíà òðóäîåìêîñòè (1.9) áûëà
íàèìåíüøåé. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó âûáîðêè ïî âàæíîñòè (ñì. ïîäðàçä.
2.1), óìåíüøèòü äèñïåðñèþ Dζ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.9) ìîæíî çà ñ÷åò âû-
áîðà ïëîòíîñòè f(x), áëèçêîé ê H|g(x)| (çäåñü H � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà) � ñì. ñîîòíîøåíèå (2.5). Äëÿ íåîòðèöàòåëü-
íîé ôóíêöèè g(x) â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) ìîæíî âûáðàòü ôóíêöèþ
(6.3); ïðè ýòîì ïîëó÷àåì äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêóþ âåðñèþ âûáîðêè
ïî âàæíîñòè (ýòîò àëãîðèòì ïîäðîáíî èçó÷åí äàëåå â ðàçä. 10; ñì.
òàêæå ðàáîòû [1, 3, 5, 14]). Â ñâîþ î÷åðåäü, ê óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû t
ìîæåò ïðèâåñòè èñïîëüçîâàíèå âçâåøåííîé ðàâíîìåðíîé âûáîðêè (ñì.,
íàïðèìåð, [15, 16]):

I ≈
n∑

i=1

q(αi)

/
n∑

i=1

f(αi).

Çäåñü èíòåãðàë I áåðåòñÿ ïî åäèíè÷íîìó êóáóQd, è âåêòîðû {αi} ðàâíî-
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ìåðíî ðàñïðåäåëåíû â Qd. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ âçâåøåí-
íîé ðàâíîìåðíîé âûáîðêè ðàññìîòðåíà äàëåå â ðàçä. 19 (ñì. òàêæå ðà-
áîòû [9, 17]).

Äðóãîé ñïîñîá ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè äàåò ìåòîä âûäåëåíèÿ ãëàâíîé
÷àñòè (ñì., íàïðèìåð, [1]), èäåÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü
ôóíêöèþ g0(x), áëèçêóþ ê ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) è òàêóþ, ÷òî
èíòåãðàë I0 áåðåòñÿ àíàëèòè÷åñêè; ïðè ýòîì èñêîìûé èíòåãðàë ïðåäñòà-
âèì â âèäå ñóììû I = I0+

∫
(g(x)−g0(x)) dx, è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (1.5)

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ýòîé ñóììû. Åñëè âçÿòü
g0(x) = LMg(x) (ñì. ñîîòíîøåíèå (6.1)), òî ïîëó÷àåòñÿ (â ðÿäå ñëó÷àåâ
âåñüìà ýôôåêòèâíàÿ) äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ âûáîðêè âû-
äåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè (ýòîò àëãîðèòì ïîäðîáíî èçó÷åí äàëåå â ðàçä.
12; ñì. òàêæå ðàáîòû [3, 9, 14]).

Åùå îäèí äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè �
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì [16] ñâÿçàí ñ èñïîëü-
çîâàíèåì îöåíêè

I ≈

(
1
n

n∑
i=1

q(ξi)

)
×

(
1
n

n∑
i=1

H(ξi)

)
,

ãäå H(x) = 2 − CLMq(x) (ýòîò àëãîðèòì èçó÷åí äàëåå â ðàçä. 20; ñì.
òàêæå ðàáîòû [9, 17]).

Ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû t èç ñîîòíîøåíèÿ (1.9) ìî-
æåò ïðèâåñòè èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîé âåðñèè äâó-
ñòîðîííåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, â êîòîðîé, ïî àíà-
ëîãèè ñ äâóñòîðîííèì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, ñòðîÿòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíî-
ìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (6.1) ¾ñâåðõó¿ è ¾ñíèçó¿ äëÿ ñëîæíî âû÷èñ-
ëèìîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) (ýòîò àëãîðèòì ïîäðîáíî èçó÷åí
äàëåå â ðàçä. 9; ñì. òàêæå ðàáîòó [9]).

Ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé (6.1) èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ïðè ðåàëèçàöèè
òàê íàçûâàåìûõ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå [3, 5]. Îñíîâíû-
ìè ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðà-
ìåòðà, è ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà. Äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåäâàðèòåëüíóþ äèñêðåòèçà-
öèþ çàäà÷è (ââåäåíèå ñåòêè), îöåíêó ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî ñ ïîñëåäóþùèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì âîñïîëíåíèåì ðåøå-
íèÿ ïî ïîëó÷åííûì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì â óçëàõ ñåòêè. Â ýòèõ
çàäà÷àõ îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ (6.1).
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6.6. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è 6.1. Ïóñòü äëÿ ïëîòíîñòè (6.3) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

χi(x) ≥ 0 äëÿ x ∈ Rd è wi(g) ≥ 0, i = 1, . . . ,M. (6.5)

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ïëîòíîñòü (6.3) â âèäå

f(x) =
M∑
i=1

Pifi(x); fi(x) =
χi(x)
Yi

, Yi =
∫
χi(y) dy, Pi = Cwi(g)Yi.

(6.6)
Âûáåðåì ôóíêöèîíàëüíûé áàçèñ Ξ(M) òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξi, ðàñïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì {fi(x)} èç (6.6),
èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ. Òîãäà âîçíèêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè
(ñì. àëãîðèòì 5.9).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 6.1. Ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {Pi} èç (6.6) âûáèðàåì
íîìåð m (çäåñü Pi = P(m = i)). Ðåàëèçóåì ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
fm(x).

Êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêèM ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî è çàòðàòû
íà ïîèñê íîìåðà m ìîãóò áûòü òàêæå âåëèêè. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîá-
ðàçíî èñïîëüçîâàíèå êâàíòèëüíîãî ìåòîäà (ñì. àëãîðèòì 5.4).

6.7. Âûáîð ôóíêöèîíàëüíîãî áàçèñà. Ñóììèðóÿ ñîîáðàæåíèÿ
ïîäðàçäåëîâ 6.1�6.6, ñôîðìóëèðóåì ÒÐÅÁÎÂÀÍÈß ê ôóíêöèîíàëüíî-
ìó áàçèñó Ξ(M).

1. Áàçèñíûå ôóíêöèè χi(x) è êîýôôèöèåíòû {wi(g)} íåîòðèöàòåëü-
íû (ñì. ñîîòíîøåíèå (6.5)).

2. Âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ, ðàñïðåäåëåííûå ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ïëîòíîñòÿì {fi(x)}, ýôôåêòèâíî ÷èñëåííî ðåàëèçóåìû.

3. Ôóíêöèÿ f(x) áëèçêà ê ôóíêöèè Hg(x) â íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëü-
íîé íîðìå.

4. Àïïðîêñèìàöèÿ (6.1) óñòîé÷èâà.
Òðåáîâàíèÿ 3 è 4 ÿâëÿþòñÿ ¾òðàäèöèîííûìè¿ äëÿ òåîðèè àïïðîê-

ñèìàöèè ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [2]), à òðåáîâàíèÿ 1, 2 ñïåöèôè÷íû
èìåííî äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèëîæåíèé. Áóäåì íàçûâàòü ìîäåëè-
ðóåìûìèôóíêöèîíàëüíûå áàçèñû Ξ(M), óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì
1 è 2.

Íàìè áûë ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç èçâåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
áàçèñîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ òðåáîâàíèé 1�4 [3, 9]. Îêà-
çàëîñü, ÷òî äàëåêî íå âñå ¾êëàññè÷åñêèå¿ àïïðîêñèìàöèîííûå áàçèñû
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ÿâëÿþòñÿ ìîäåëèðóåìûìè. Íàïðèìåð, ôóíêöèè áàçèñà Ëàãðàíæà

χi(x) =
M∏

j=1,j 6=i

(x− xj)/(xi − xj), x ∈ R

ÿâëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè (ò. å. òðåáîâàíèÿ 1 è 2 íå âûïîëíÿþòñÿ).
Îáëàäàÿ âåñüìà õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, àïïðîê-
ñèìàöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âåñüìà íåâàæíûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè (îñî-
áåííî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè) [2, 18]. Àíàëîãè÷íûå íåäîñòàòêè èìåþò
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå áàçèñû [2, 19].

7. Ìîäåëèðóåìîñòü àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà

7.1. Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà. Íàèáîëåå
óäà÷íîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ïðî-
öåäóðàõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïîäðàçä. 6.7 òðåáîâàíèé
1�4) îêàçàëàñü êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà. Â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå õîðîøèå ñâîéñòâà ìîäåëèðóåìîñòè èìååò áàçèñ Áåðí-
øòåéíà (ñì. äàëåå ðàçä. 8).

Îïèøåì ñíà÷àëà àïïðîêñèìàöèþ Ñòðåíãà�Ôèêñà [20, 21]. Äëÿ ïðî-
ñòîòû â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâàX ⊂ Rd, íà êîòîðîì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå (6.1) ôóíêöèè g(x), âîçüìåì ïðÿìîóãîëüíûé ïà-
ðàëëåëåïèïåä

X =
{
x =

(
x(1), . . . , x(d)

)
∈ Rd | ak ≤ x(k) ≤ bk, k = 1, . . . , d

}
;

âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äàëåå áóäåò âûïîëíåíî ak = 0, bk = 1;
k = 1, . . . , d (ò. å. X = Qd � åäèíè÷íûé êóá). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,
÷òî â Rd çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà, è êàæäîìó óçëó xi

èç X(M) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìóëüòèèíäåêñ j(i) =
(
j
(1)
(i) , . . . , j

(d)
(i)

)
òàê, ÷òî

xi =
(
j
(1)
(i) h, . . . , j

(d)
(i) h

)
, ãäå h � øàã ñåòêè, à j

(s)
(i) � öåëûå ÷èñëà. Àïïðîê-

ñèìàöèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñîì

χi(x) = χ(
j
(1)
(i) ...,j

(d)
(i)

)(x(1), . . . , x(d)
)

= χ
j
(1)
(i)

(
x(1)

)
× . . .× χ

j
(d)
(i)

(
x(d)

)
, (7.1)

ãäå χ
j
(m)
(i)

(
x(m)

)
= χ

(
x(m)/h− j(m)

(i)

)
, à χ(x) � ôèíèòíàÿ, îäèíàêîâàÿ äëÿ

âñåõ êîîðäèíàò, ïðîèçâîäÿùàÿ áàçèñ ôóíêöèÿ. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå
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ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âûáèðàþò B-ñïëàéí β(l)(x) ïîðÿäêà l, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî: β(i+1)(x) = β(i) ∗ β(0)(x), ãäå

β(0)(x) =
{

1 ïðè − 1/2 ≤ x ≤ 1/2;
0 èíà÷å,

à çíàê ¾∗¿ îáîçíà÷àåò ñâåðòêó.
7.2. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ. Èñïîëüçîâàíèå

B-ñïëàéíà â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èìååò áîëüøîå ïðåèìó-
ùåñòâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëèçóåìîñòè ïîëó-
÷åííûõ àïïðîêñèìàöèé (ñì. òðåáîâàíèå 2 èç ïîäðàçä. 6.7), ïîñêîëüêó
äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
êîìáèíàöèþ B-ñïëàéíîâ (òèïà (7.1)), ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ìîäå-
ëèðóþùèå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

ËÅÌÌÀ 7.1 [4]. Ôóíêöèÿ β(l)(x) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = α1 + . . .+ αl + αl+1 − (l + 1)/2, (7.2)

ãäå αi � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå (ò. å. ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â
(0, 1)) ñëó÷àéíûå ÷èñëà.

Ëåììà 7.1 äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî l ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíê-
öèÿ β(0)(x) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(α−1/2), à ôóíêöèÿ f1 ∗f2(x) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóì-
ìû ξ1+ξ2 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, ðàñïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòÿì fi(x); i = 1, 2 [10]. Èç ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè {wi(g)}
ïîëîæèòåëüíû, ïðèáëèæåíèå (7.1) ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà, ìîäåëèðóåìîãî ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 7.1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíûé âåê-
òîð ξ, èìåþùèé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) = CLMg(x). Äåéñòâó-
åì ñîãëàñíî àëãîðèòìó 6.1. Ïåðåïèøåì ïëîòíîñòü â âèäå (6.6). Äëÿ
áàçèñà (7.1) ïëîòíîñòè fi(x) èç (6.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

fi(x) =
χ

(1)
i

(
x(1)

)∫
χ

(1)
i (y) dy

× . . .×
χ

(d)
i

(
x(d)

)∫
χ

(d)
i (y) dy

= f
(1)
i

(
x(1)

)
× . . .× f

(d)
i

(
x(d)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ξ(1), . . . , ξ(d) âåêòîðà ξ íà âòîðîì øàãå àë-
ãîðèòìà 6.1 (ïîñëå âûáîðà íîìåðà m) ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü íåçàâèñè-

ìî ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì f
(1)
m (x), . . . , f (d)

m (x). Âñå ýòè ïëîòíîñòè èìå-
þò âèä fξ(x) = K3χ(K1x+K2), x ∈ R. Ïðîèçâåäÿ çàìåíó y = K1x+K2,
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áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η = K1ξ +K2, êîòîðàÿ èìå-
åò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fη(y) = K3χ(y)/K1. Äëÿ χ(y) = β(l)(y)
èìååì, ÷òî K3/K1 = 1 è ÷òî ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ η èìååò
âèä (7.2). Ïîëó÷èâ ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, ïîäñ÷èòûâàåì
íóæíîå çíà÷åíèå ïî ôîðìóëå ξ = (η −K2)/K1.

×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ñïëàé-
íû ïåðâîãî ïîðÿäêà (èëè ¾ôóíêöèè-êðûøêè¿)

χ(x) = β(1)(x) =

 1 + x ïðè − 1 ≤ x ≤ 0;
1− x ïðè 0 ≤ x ≤ 1;

0 èíà÷å,

è òîãäà ïðèáëèæåíèå (6.1), (7.1) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîê-
ñèìàöèåé.

7.3. Àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà è óñòîé÷èâîñòü ïðèáëè-
æåíèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ËÅÌÌÀ 7.2 [21]. À). Ïóñòü g(x) ∈ W r+1
2 (X) è χ(x) ∈ W r

2 (R). Òî-
ãäà íàéäóòñÿ òàêèå êîýôôèöèåíòû {wi(g)} èç ñîîòíîøåíèÿ (6.1), ÷òî
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρW s
2 (X)(g, LMg) ≤ H ′

sh
r+1−s‖g‖W r+1

2 (X), 0 ≤ s ≤ r, (7.3)

ãäå êîíñòàíòû H ′
s íå çàâèñÿò îò g(x) è h.

Á). Ïóñòü g(x) ∈ Cr+1(X) è χ(x) ∈ Cr(R). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå
êîýôôèöèåíòû {wi(g)} èç ñîîòíîøåíèÿ (6.1), ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρCs(X)(g, LMg) ≤ H ′′
s h

r+1−s‖g‖Cr+1(X), 0 ≤ s ≤ r, (7.4)

ãäå êîíñòàíòû H ′′
s íå çàâèñÿò îò g(x) è h.

Çäåñü Cr(X) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà X âìåñòå ñî
ñâîåé r-îé ïðîèçâîäíîé ñ íîðìîé

‖g‖Cr(X) =
∑

m:|m|≤r

sup
x∈X

∣∣Dmg(x)
∣∣; Dm g(x) =

∂|m|

∂(x(1))m(1) ..∂(x(d))m(d) g(x),

x =
(
x(1), . . . , x(d)

)
, m =

(
m(1), . . . ,m(d)

)
,m(i) � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà, |m| = m(1) + . . . + m(d). Ñîîòâåòñòâåííî W r
2 (X) � ïðîñòðàíñòâî

Ñîáîëåâà (L2-ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà C
r(X)) ñ íîðìîé

‖g‖W r
2 (X) =

 ∑
m:|m|≤r

∫
X

(
Dm g(x)

)2
dx

1/2

.
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Ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íîðìó: ρB(g1, g2) = ‖g1 − g2‖B ,
B = Cr(X) ∨W r

2 (X).
Èç ëåììû 7.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

ïî h îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà ñëåäóåò âûáè-
ðàòü áîëåå ãëàäêèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Â äàííîé ïîñîáèè ëåììà 7.2
áóäåò â îñíîâíîì èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìà-
öèè Ñòðåíãà�Ôèêñà â ïðîñòðàíñòâàõ L2(X) = W 0

2 (X), C(X) = C0(X).
Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé è ìóëüòèëèíåéíîé àï-
ïðîêñèìàöèé (ò. å. äëÿ χ(x) = β(0)(x) è χ(x) = β(1)(x)) îïòèìàëüíûé
ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â ëåììå 7.2 äàþò êîýôôèöèåíòû (6.2) (ïðè ýòîì
âûïîëíåíî òðåáîâàíèå 1 èç ïîäðàçä. 6.7), è àïïðîêñèìàöèÿ (6.1) ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåðïîëÿöèåé: LMg(xi) = g(xi). Áîëåå òîãî, äëÿ ýòèõ èíòåðïî-
ëÿöèé è äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé g(x) (à èìåííî òàêèå â îñíîâíîì áóäóò
ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì) îöåíêè (7.3), (7.4) ìîãóò áûòü óòî÷íå-
íû è óñèëåíû. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [14] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ
χ(x) = β(1)(x), g(x) ∈ C2(X) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρC(X)(g, LMg) ≤ Ĥh2, Ĥ =
1
8

d∑
s=1

sup
x∈X

∣∣∣∣ ∂2

∂(x(s))2
g(x)

∣∣∣∣ . (7.5)

Èç (7.5) è îïðåäåëåíèÿ íîðìû ïðîñòðàíñòâà L2(X) ñëåäóåò îöåíêà

ρL2(X)(g, LMg) ≤ Ĥ
√

mesXh2. (7.6)

Â ñëó÷àå l > 1 âûáîð ïîäõîäÿùèõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ ëåììû 7.2) êîýô-
ôèöèåíòîâ {wi(g)} â (6.1) áîëåå ñëîæåí [14]. Ýòî çàòðóäíÿåò ðåàëèçà-
öèþ òàêèõ àëãîðèòìîâ íà ÝÂÌ è, êðîìå òîãî, óñëîæíÿåò èññëåäîâàíèå
ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ê âîçìîæíîé îøèá-
êå çàäàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâî ¾ñíîñà ïîãðåøíîñòè â óçëû¿ äëÿ
ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè, êîòîðîå îáîñíîâûâàåò óñòîé÷èâîñòü
ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ê ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè â óçëàõ (ñì. òðåáîâàíèå 4 èç ïîäðàçä. 6.7).

ËÅÌÌÀ 7.3 [3]. Ïóñòü çàäàíû äâå ôóíêöèè g(x), g̃(x) ∈ C(X). Òîãäà
äëÿ ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èìååò ìåñòî

sup
x∈X

ρC(X)(LMg, LM g̃) = max
i=1,...,M

∣∣g(xi)− g̃(xi)
∣∣. (7.7)

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ôóíêöèÿ g(x) çàäàíà ñ îøèáêîé, òî ïîñòðî-
åííàÿ ìóëüòèëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò àïïðîêñèìàöèè,
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ïîñòðîåííîé ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì, íà âåëè÷èíó, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñ-
õîäÿùóþ ìàêñèìàëüíóþ îøèáêó â óçëàõ ñåòêè X(M).

8. Ìîäåëèðóåìîñòü àïïðîêñèìàöèè Áåðíøòåéíà

8.1. Àïïðîêñèìàöèÿ Áåðíøòåéíà. Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ
(d = 1) ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðèáëèæåíèÿ (6.1)
ðàññìîòðèì ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà

χi(x) = Ci
Mxi(1− x)M−i, i = 0, 1, . . . ,M ; 0 ≤ x ≤ 1. (8.1)

Ïîëàãàåì
g(x) ≥ 0 ïðè x ∈ [0, 1] è wi(g) = g(ih). (8.2)

Ìîäåëèðóåìîñòü àïïðîêñèìàöèè (6.1), (8.1), (8.2) îñíîâàíî íà ñëå-
äóþùåì óòâåðæäåíèè (ñì., íàïðèìåð, [22]). Ïóñòü θ1, . . . , θn � íàáîð
íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âàðèàöè-

îííûì ðÿäîì θ
(n)
1 , . . . , θ

(n)
n íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ

íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θ1, . . . , θn. Ïðè ýòîì r-é ÷ëåí âàðèàöèîííî-

ãî ðÿäà θ
(n)
r íàçûâàåòñÿ r-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé. Â ÷àñòíîñòè,

θ
(n)
1 = min{θ1, . . . , θn} è θ

(n)
n = max{θ1, . . . , θn}. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ
ËÅÌÌÀ 8.1 [22].Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θ1, . . . , θn èìåþò ôóíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fθ(x) è ïëîòíîñòü fθ(x). Òîãäà r-ÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòà-
òèñòèêà θ

(n)
r èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f (n)
r (x) = nCr−1

n−1F
r−1
θ (x) (1− Fθ(x))n−r fθ(x), (8.3)

ãäå Ck
N = N !/(k!(N − k)!) � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç N ýëåìåíòîâ ïî k.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé {θi = αi ∈ U(0, 1)}, êîãäà âåëè÷èíû θi èìåþò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå (0, 1), ïðè ýòîì ïëîòíîñòü (8.3)

ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè θ
(n)
r = α

(n)
r èìååò âèä

f̂ (n)
r (x) = nCr−1

n−1 x
r−1 (1− x)n−r, x ∈ (0, 1), (8.4)

ò. ê. Fα(x) = x, fα(x) ≡ 1 ïðè x ∈ (0, 1).
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 6.1 äëÿ àïïðîêñèìàöèè Áåðíøòåéíà (6.1), (8.1),

(8.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïëîòíîñòü (6.3) â âèäå (6.6),
ãäå

Pi =
Cg(ih)
M + 1

, fi(x) = (M + 1)Ci
Mxi(1− x)M−i, (8.5)
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è èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 6.1. Íà âòîðîì øàãå ýòîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ
ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(x) âèäà
(6.6). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (8.4), â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü

(m+1)-þ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó α
(M+1)
m+1 íåçàâèñèìîé âûáîðêè îáúåìà

(M + 1) èç ñîâîêóïíîñòè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â èíòåðâàëå
(0, 1).

8.2. Ìîäåëèðîâàíèå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Äëÿ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ (ò. å. äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé) ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû θ
(n)
r ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî ýëå-
ìåíòà AK è íîìåðà K ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè ìàññèâà (a1, . . . , ar),
ñîñòîÿùåãî èç r êîìïîíåíò.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 8.1 (ñì., íàïðèìåð, [4]). 1). Ðåàëèçóåì r âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé Θ̂ = (θ1, . . . , θr) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Fθ(x) (èëè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fθ(x)), ïàðàëëåëüíî
âûáèðàÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò AK ïîëó÷àåìîãî ìàññèâà Θ̂. Ïîëàãà-
åì θ

(n)
r := AK .
2). Äëÿ s = r + 1, . . . , n ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ θs. Åñëè

θs < AK , òî çàìåíÿåì K-þ êîìïîíåíòó ìàññèâà Θ̂: θK := θs è íàõîäèì
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò AK è íîìåð K äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ìàññèâà

Θ̂. Ïîëàãàåì θ
(n)
r := AK .

Íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà 8.1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ áîëü-
øîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé (ïîðÿäêà O(r × n)).

Íàìè áûëè ïîäðîáíî èçó÷åíû âîçìîæíûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà
8.1; ïðè ýòîì îñîáîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî ñëó÷àþ {θi = αi} [23]. Óäà-
ëîñü âûÿñíèòü, ÷òî äëÿ áîëüøèõ n ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ ÷èñëà
ñðàâíåíèé ìîæåò ïðèâåñòè èñïîëüçîâàíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.
Áûëî òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè

α
(n)
r ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (8.4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå (îòëè÷-

íûå îò àëãîðèòìà 8.1) ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íà-
òóðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðîâåäåííûå íàìè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåí-
òû ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ôîðìóëîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α
(n)
r ÿâëÿåòñÿ

α(n)
r =

ln
∏r

i=1 αi

ln
∏n+1

i=1 αi

,

êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé áåòà-
ðàñïðåäåëåíèå ñ íàòóðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, â âèäå êîìïîçèöèè ñëó-
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÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ öåëûìè ïàðàìåòðàìè
[10].

8.3. Àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà è óñòîé÷èâîñòü ïðèáëè-
æåíèÿ Áåðíøòåéíà. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ËÅÌÌÀ 8.2 [19]. Åñëè g(x) ïðèíàäëåæèò C[0, 1] è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L, òî ρC[0,1](g, LMg) ≤ L/(2

√
M).

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ (6.1), (8.1), (8.2)
(ñì. òðåáîâàíèå 3 èç ïîäðàçä. 6.7) îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà. Íàïðèìåð,
äëÿ ðàññìîòðåííîé âûøå â ðàçä. 7 êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè
Ñòðåíãà�Ôèêñà ñ îáðàçóþùåé áàçèñ ôóíêöèåé χ(x) = β(1)(x) ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè èìååò ïîðÿäîê 1/M2.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè Áåðíøòåéíà âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ëåììû 7.3
è ñîîòíîøåíèå (7.7), ò. å. ýòî ïðèáëèæåíèå îáëàäàåò ¾èäåàëüíûì¿ ñâîé-
ñòâîì óñòîé÷èâîñòè (ñì. òðåáîâàíèå 4 èç ïîäðàçä. 6.7).

9. Äâóñòîðîííèé ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä (äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ)

9.1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä È.Ì.Ñîáîëÿ. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1.4). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âû÷èñëåíèå çíà÷å-
íèé ôóíêöèè q(x) â àëãîðèòìå (1.5) ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì, ò. å. âåëè÷èíà
t èç (1.9) äîñòàòî÷íî âåëèêà. Óêàæåì ïðèåì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî çà ñ÷åò
íåêîòîðîãî ðîñòà äèñïåðñèè Dζ èç (1.9) ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü
âåëè÷èíó t. Èäåÿ ýòîãî ïðèåìà îñíîâàíà íà òàê íàçûâàåìîì ãåîìåòðè-
÷åñêîì ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî, êîòîðûé ñôîðìóëèðîâàí â ìîíîãðàôèè
[16] â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî ê ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó 1.1 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè q(x) èç (1.5) âûïîëíåíî óñëîâèå 0 ≤ q(x) < C,
ãäå x ∈ X è C = const. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ êîîðäèíàòó x(d+1)

è â (d + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
(
x(1), . . . , x(d), x(d+1)

)
ðàññìîòðèì öè-

ëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü G̃ = X × (0, C), à â íåé � ñëó÷àéíóþ òî÷êó
ξ̃ =

(
ξ̃(1), . . . , ξ̃(d), ξ̃(d+1)

)
, ðàñïðåäåëåííóþ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

f̃
(
x(1), . . . , x(d), x(d+1)

)
= f̃

(
x, x(d+1)

)
=
f(x)
C

. (9.1)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð ξ =
(
ξ̃(1), . . . , ξ̃(d)

)
ðàñïðåäåëåí ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè f(x) â X, à êîìïîíåíòà ξ̃(d+1) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåíà â èíòåðâàëå (0, C).
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ÀËÃÎÐÈÒÌ 9.1 [16]. 1. Ðåàëèçóåì n çíà÷åíèé ξ̃j =
(
ξj , ξ̃

(d+1)
j

)
(çäåñü j = 1, . . . , n) (d+ 1)-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ̃.

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν êîëè÷åñòâî òî÷åê, îêàçàâøèõñÿ íèæå ïîâåðõ-
íîñòè x(d+1) = q(x), äëÿ êîòîðûõ

ξ̃
(d+1)
j ≤ q(ξj), (9.2)

è ïðèáëèæàåì èíòåãðàë ïî ôîðìóëå

I ≈ ζ̃n =
C ν

n
.

Â ìîíîãðàôèè [16] àëãîðèòì 9.1 ñôîðìóëèðîâàí äëÿ d = 2 è ïî-
êàçàíî, ÷òî Eζ̃n = I. Ýòîò æå ðåçóëüòàò (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d) ëåãêî
ïîëó÷èòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì 9.1 ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå àë-
ãîðèòìîì 1.1 äëÿ âû÷èñëåíèÿ (d+ 1)-êðàòíîãî èíòåãðàëà

I =
∫

G̃

C χG

(
x, x(d+1)

)
f̃
(
x, x(d+1)

)
dx dx(d+1)

ñ ïëîòíîñòüþ f̃
(
x, x(d+1)

)
âèäà (9.1). Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè G îáî-

çíà÷àåò îáëàñòü

G =
{(

x, x(d+1)
)

: x ∈ X, 0 ≤ x(d+1) ≤ q(x)
}
,

à χG

(
x, x(d+1)

)
� èíäèêàòîð ìíîæåñòâà G.

9.2. Ìîäèôèêàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà.Àëãîðèòì 9.1 ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåé ÷èñëåííîé ñõåìû.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë (1.4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ≤ q(x) ≤
qup(x), ãäå x ∈ X.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 9.2. 1. Ðåàëèçóåì n çíà÷åíèé ξ̂j =
(
ξj , ξ̂

(d+1)
j

)
,

j = 1, . . . , n, (d+ 1)-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ̂ â îáëàñòè

Gup =
{(

x, x(d+1)
)

: x ∈ X, 0 ≤ x(d+1) ≤ qup(x)
}

ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f̂
(
x, x(d+1)

)
= f(x)/qup(x), ò. å. âåêòîð ξ ðàçûã-

ðûâàåòñÿ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x), à êîìïîíåíòà ξ̂(d+1) � ðàâíîìåðíî
â èíòåðâàëå

(
0, qup(ξ)

)
.

2. Ñòðîèì îöåíêó èíòåãðàëà (1.4):

I ≈ ζ̂n =
1
n

n∑
j=1

qup(ξj)χG

(
ξj , ξ̂

(d+1)
j

)
. (9.3)
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Äëÿ àëãîðèòìà 9.1 èìååì qup(x) ≡ C. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ

χG

(
ξj , ξ̂

(d+1)
j

)
èç (9.3) ñëåäóåò ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâî (9.2) äëÿ

ξ̃
(d+1)
j = ξ̂

(d+1)
j . Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 9.1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã

ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ Íåéìàíà (ñ ïîñòîÿííîé ìàæîðàíòîé; ñì., íàïðèìåð,
[1]), à àëãîðèòì 9.2 � ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ìàæîðàíòîé
(ñì. àëãîðèòì 5.10). Ïî òîé æå àíàëîãèè ïðè 0 ≤ q(x) ≤ qup,1(x) ≤
qup,2(x), x ∈ X îöåíêà ζ̂

(1)
n èç àëãîðèòìà 9.2 ñ ìàæîðèðóþùåé ôóíêöè-

åé qup(x) = qup,1(x) èìååò ìåíüøóþ äèñïåðñèþ, ÷åì îöåíêà ζ̂
(2)
n èç àë-

ãîðèòìà 9.2 ñ ôóíêöèåé qup(x) = qup,2(x), à ìèíèìóì äèñïåðñèè îöåíêè

ζ̂n äîñòèãàåòñÿ ïðè
qup(x) = q(x). (9.4)

Äåéñòâèòåëüíî, Dζ̂(i)
n = Dζ̂(i)/n, i = 1, 2, è

Dζ̂(2) = Dqup,2(ξ)χG

(
ξ, ξ̂(d+1)

)
=

=
∫

Gup,2

q2up,2(x)χ2
G

(
x, x(d+1)

)
f̂
(
x, x(d+1)

)
dx dx(d+1) − I2 =

=
∫

X

dx
∫ q(x)

0

dx(d+1) qup,2(x)f(x)− Ĩ2 =
∫

X

q(x)qup,2(x)f(x) dx− I2 ≥

≥ Dζ̂(1) =
∫

X

q(x)qup,1(x)f(x) dx− I2 ≥
∫

X

q2(x)f(x) dx− I2 = Dζ,

ãäå ζ � îöåíêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ (9.4). Åñëè çàòðàòû íà âû÷èñ-
ëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé q(x), qup,1(x) è qup,2(x) ïðèáëèçèòåëüíî îäè-
íàêîâû, òî îäèíàêîâû è ñðåäíèå âðåìåíà t (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.9)) äëÿ

ïîäñ÷åòà çíà÷åíèé qup(ξj)χG

(
ξj , ξ̂

(d+1)
j

)
èç (9.4) äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàí-

òîâ àëãîðèòìà 9.2 (ò. å. äëÿ qup(x) = qup,1(x), qup,2(x), q(x)). Åñëè, êðîìå
òîãî, ïðè ïîäñ÷åòå χG

(
ξj , ξ̂

(d+1)
j

)
(ò. å. ïðè ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà (9.2))

ïðèõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå q(ξj), òî ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî òðóäîåìêîñòü (1.9) àëãîðèòìà 9.2 ñ ìàæîðàíòîé (9.4) áóäåò íàèìåíü-
øåé. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì 9.2 ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì 1.1,
òîëüêî â àëãîðèòìå 9.2 èìååòñÿ ëèøíåå (è â ýòîì ñëó÷àå � ñîâåðøåííî

áåñïîëåçíîå) äåéñòâèå � ðîçûãðûø âåëè÷èíû ξ̂(d+1).
Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä èç ìîíîãðàôèè [16] (àëãî-

ðèòì 9.1) è åãî ìîäèôèêàöèÿ (àëãîðèòì 9.2), ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì (1.5) ñ q̃(x, x(d+1)) =
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qup(x)χG(x, x(d+1)), f̂(x, x(d+1)) = f(x)/qup(x), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé q(ξj) ïðè ïðîâåðêå íåðà-
âåíñòâà (9.2) îíè ÿâëÿþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè ìîäèôèêàöèÿìè ñòàíäàðò-
íîãî àëãîðèòìà 1.1. Êàê îòìå÷åíî â [16], ïðèìåíåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî
ìåòîäà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì â ñëåäóþùåé (äîñòàòî÷íî ¾ýêçîòè-
÷åñêîé¿) ñèòóàöèè: âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé q(ξj) ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì, à
ñîîòíîøåíèå (9.2) óäàåòñÿ çàìåíèòü íà ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî, ïðè
ïðîâåðêå êîòîðîãî íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü q(ξj).

9.3. Äâóñòîðîííèé ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä. Ãîðàçäî áîëåå øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå ìîæåò íàéòè ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà 9.2
èç ðàáîòû [24], èäåÿ êîòîðîé âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà èäåå ïîñòðîåíèÿ
äâóñòîðîííåãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ (ñì. àëãîðèòì 5.11).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ëåãêî âû÷èñëèìûå íåîòðèöàòåëüíûå
ôóíêöèè qlow(x) è qup(x) òàêèå, ÷òî

qlow(x) ≤ q(x) ≤ qup(x), x ∈ X. (9.5)

ÀËÃÎÐÈÒÌ 9.3 [24]. 1. Ðåàëèçóåì n çíà÷åíèé ξ̂j =
(
ξj , ξ̂

(d+1)
j

)
,

j = 1, . . . , n, (d + 1)-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ̂ â îáëàñòè Gup ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè f̂
(
x, x(d+1)

)
= f(x)/qup(x).

2. Åñëè ξ̂
(d+1)
j < qlow(ξj), òî ïîëàãàåì θj = 1, èíà÷å ïðîâåðÿåì íåðà-

âåíñòâî íåðàâåíñòâî (9.2) äëÿ ξ̃
(d+1)
j = ξ̂

(d+1)
j . Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî

ïîëàãàåì θj = 1, èíà÷å θj = 0.
3. Ñòðîèì îöåíêó èíòåãðàëà:

I ≈ ζ̆n =
1
n

n∑
j=1

(
qup(ξj)× θj

)
. (9.6)

Äèñïåðñèÿ Dζ̆ îöåíêè (9.6) èç àëãîðèòìà 9.3 ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé
Dζ̂ àëãîðèòìà 9.2, à çíà÷èò, îíà áîëüøå äèñïåðñèè Dζ ñòàíäàðòíîãî
àëãîðèòìà (1.5). Îäíàêî, åñëè ôóíêöèè qlow(x), q(x) è qup(x) áëèçêè,
òî ðàçíèöà (Dζ̆−Dζ) íåâåëèêà è, êðîìå òîãî, ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà (9.2)
(à çíà÷èò, è òðóäîåìêèé ïîäñ÷åò çíà÷åíèé q(ξj)) ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî
ðåäêî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äîñòè÷ü óìåíüøåíèÿ îáùåé òðóäîåìêîñòè
S èç (1.9).
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9.4. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ äâóñòîðîííåãî ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ìåòîäà. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî êðàòíîñòü d èíòåãðàëà I, êàê
ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî âåëèêà, â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû qup(x) è ìèíîðàí-
òû qlow(x) ôóíêöèè q(x) (ñì. ñîîòíîøåíèå (9.5)) öåëåñîîáðàçíî âûáè-
ðàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ïðèáëèæåíèÿ ñâåðõó è ñíèçó ôóíêöèè q(x).
Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ åäèíè÷íûé êóá X = Qd = [0, 1]d. Ðàçîáüåì îáëàñòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ íà ÿ÷åéêè

Xm =
{
x =

(
x(1), . . . , x(d)

)
: (j(i)m − 1)/µ ≤ x(i) ≤ j(i)m /µ

}
; (9.7)

çäåñü i = 1, . . . , d, j(i)m = 1, . . . , µ. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé
ìàæîðàíòû (ìèíîðàíòû) â êàæäîé ÿ÷åéêå ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíûå
(ìèíèìàëüíûå) èç çíà÷åíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè q(x) â óçëàõ ñåò-
êè, îïðåäåëÿþùèõ äàííóþ ÿ÷åéêó (ýòîò ñïîñîá áóäåò ñ÷èòàòüñÿ â äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ îñíîâíûì). Äëÿ áîëüøåé òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ
ìàæîðàíòû è ìèíîðàíòû ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
q(x) â äîïîëíèòåëüíûõ òî÷êàõ, â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè
è/èëè â ñðåäíèõ òî÷êàõ êàæäîãî ðåáðà ÿ÷åéêè. Îäíàêî, è â ýòîì ñëó-
÷àå íåò ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íàéäåííûå ìàæîðàíòà (ìèíîðàíòà) áóäóò
äåéñòâèòåëüíî îãðàíè÷èâàòü ôóíêöèþ q(x), èç-çà ýòîãî âîçíèêàåò äèñ-
êðåòíàÿ îøèáêà ìåòîäà.

Â ñëó÷àå, êîãäà íàõîæäåíèå òî÷íûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ â
ÿ÷åéêàõ çàòðóäíåíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå ìàæîðàíòû è
ìèíîðàíòû (ïðè ýòîì íåñêîëüêî âîçðàñòàåò òðóäîåìêîñòü ìåòîäà). Íà-
ïðèìåð, åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ q(x) Ëèïøåöåâà ñ êîíñòàíòîé
L, òî â êà÷åñòâå ìàæîðàíò è ìèíîðàíò â ÿ÷åéêàõ ìîæíî âçÿòü

qup(x) ≡ qup,m = max
[
q((j(1)m − 1)h, . . . , (j(d)

m − 1)h), . . . ,

q(j(1)m h, . . . , j(d)
m h)

]
+ Lh

√
d/2,

qlow(x) ≡ qlow,m = max
{

0;min
[
q((j(1)m − 1)h, . . . , (j(d)

m − 1)h), . . . ,

q(j(1)m h, . . . , j(d)
m h)

]
− Lh

√
d/2
}
, x ∈ Xm, h = 1/µ.

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû f(x) ≡ 1 ïðè x ∈ Qd (â ýòîì ñëó÷àå q(x) = g(x))
è g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd). Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìíîæåñòâà

Cr(L;Qd) = C(r(1),...,r(d))
(
L(1), . . . , L(d);Qd

)
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ôóíêöèé d ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ (r(s)−1)-å ïðîèçâîäíûå ïî s-îé êîîð-
äèíàòå íåïðåðûâíû, à r(s)-å ïðîèçâîäíûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíû è îãðà-
íè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé L(s) â êóáå Qd äëÿ s = 1, . . . , d. Ôóíêöèÿ
g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd), â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ êîíñòàíòîé L ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàæîðàíòà qup(x) è ìèíîðàíòà qlow(x) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå ïî îïèñàííîìó
âûøå ïðèáëèæåííîìó àëãîðèòìó, è èõ çíà÷åíèÿ qlow,m è qup,m áëèçêè
ê òî÷íûì çíà÷åíèÿì ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè g(x) â ÿ÷åéêàõ
ðàçáèåíèÿ (9.7). Íàéäåì îïòèìàëüíîå ÷èñëî ðàçáèåíèé µ ïî êàæäîé èç
êîîðäèíàò îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì çàòðàòû s íà ðåàëè-
çàöèþ àëãîðèòìà 9.3 ìèíèìàëüíû. Ïóñòü a � âðåìÿ, êîòîðîå çàòðà÷è-
âàåòñÿ íà ñðàâíåíèå äâóõ ÷èñåë, b � âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè g(x)
â íåêîòîðîé òî÷êå, ïðè÷åì a � b. Ó÷èòûâàÿ çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå
ôóíêöèé qlow(x), qup(x) è íà ðåàëèçàöèþ îöåíêè (9.6), èìååì

s = b(µ+1)d +2a(2d−1)µd +(pa+(1−p)(b+a))n ≈ b(n(1−p)+(µ+1)d),

ãäå p � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ̂ â ïîäãðàôèê Glow

ìèíîðàíòû qlow(x):

p = P(ξ̂ ∈ Glow) =
∑
Xm

P{ξ ∈ Xm}P
{
ξ(d+1) < qlow,m

}
=
∑
Xm

hd qlow,m

qup,m

Çàìåòèì, ÷òî

s ≈ bn

(
1−

∑
Xm

hd qlow,m

qup,m

)
+ b(µ+ 1)d = bn

∑
Xm

(
qup,m − qlow,m

µdqup,m

)
+

+b(µ+ 1)d . ŝ(µ) =
b
√
dnL

µ
× 1
µd

∑
Xm

1
qup,m

+ b(µ+ 1)d.

Çàìå÷àÿ, ÷òî âåëè÷èíà

F =
1
µd

∑
Xm

1
qup,m

≈
∫

Qd

dx
g(x)

ïðèáëèæåííî ðàâíà êîíñòàíòå, íàéäåì òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè ŝ(µ).
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòó ôóíêöèþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

−bLFn
√
d

µ2
min

+ bd(µmin + 1)d−1 = 0.
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Îòñþäà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî µ+ 1 ≈ µ, ïîëó÷àåì µmin ≈ d+1
√
LnF/

√
d.

Â ðàáîòàõ [3, 9] íàìè áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà 9.3,
ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ôóíêöèè òåñòîâîé ñèñòåìû (4.1), (4.3) äëÿ ñëó-
÷àÿ áîëüøîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ K.

10. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ìåòîäà
âûáîðêè ïî âàæíîñòè

10.1. Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè îò øàãà ñåòêè. Ðàññìîòðèì àëãî-
ðèòì (1.5), â êîòîðîì ïëîòíîñòü f(x) âûáèðàåòñÿ (ïî ïðèíöèïó âûáîðêè
ïî âàæíîñòè � ñì. ðàçä. 2) â âèäå (6.3) (ñì. ïîäðàçä. 6.1, 6.5):

f(x) = CLM |g(x)|, C = 1/c, c =
∫

X

LM |g(x)| dx, (10.1)

ïðè÷åì â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ LM |g(x)| áåðåòñÿ ìóëüòèëèíåéíàÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà (ñì. ïîäðàçä. 7.1, 7.2).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.1. Ïóñòü

T = min
x∈X

g(x) > 0 ïðè x ∈ X (10.2)

è g(x) ∈ C2(X). Òîãäà äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè (1.5), (10.1) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

Dζ ≤ Ĥ2 mesX ch4

T
. (10.3)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî

g2(x)
f(x)

=

(
g(x)− LMg(x)

)2 + 2g(x)LMg(x)−
(
LMg(x)

)2
f(x)

.

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (10.1) è (2.1), ïîëó÷àåì∫
g2(x)
f(x)

=
∫ (

g(x)− LMg(x)
)2

f(x)
+ 2cI − c2 è

Dζ =
∫ (

g(x)− LMg(x)
)2

f(x)
− (I − c)2.
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Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (10.2) è òîò ôàêò, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè (7.1)
äëÿ χ(x) = β(l)(x) îáðàçóþò ðàçëîæåíèå åäèíèöû (ñì., íàïðèìåð, [4]),
èìååì

f(x) ≥ C min
i=1,...,M

g(xi)
M∑
i=1

χi(x) ≥ CT, x ∈ X.

Îòñþäà

Dζ ≤
∫ (

g(x)− LMg(x)
)2

f(x)
≤
cρ2

L2
(g, LMg)
T

. (10.4)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (7.6) èìååì íåðàâåíñòâî (10.3). Óòâåðæäåíèå 10.1
äîêàçàíî.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 10.1. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x)
ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé (ò. å. ñîîòíîøåíèå (10.2) íå âûïîëíåíî), ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

Dζ ≤
∫ (

g(x)− LMg(x)
)2

f(x)
+
(∫ ∣∣g(x)

∣∣ dx)2

− I2,

è ïîëó÷åíèå çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè Dζ îò h çàòðóäíåíî.
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 10.2. Íåðàâåíñòâî òèïà (10.3) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü

êàê ñëåäñòâèå èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [1])

Dζ ≤ (m2 −m1)2

4
ïðè 0 ≤ m1 ≤ q(x) ≤ m2, x ∈ X. (10.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x) ∈ C2(X) è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (7.5), (10.2).
Òîãäà

sup
x∈X

∣∣∣∣ g(x)
f(x)

− c

∣∣∣∣ ≤ Ĥch2

T

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî h âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (10.5)
äëÿ m1 = c − Ĥch2/T, m2 = c + Ĥch2/T . Äàëåå ïîëó÷àåì m2 −m1 =
2Ĥh2c/T è

Dζ ≤ Ĥ2c2h4

T 2
. (10.6)

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè íåñêîëüêî õóæå, ÷åì (10.3), ò. ê. äëÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé g(x) âûïîëíåíî c ≥ T mesX.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 10.3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ íåîòðèöàòåëüíà, íî íå îòäåëåíà îò íóëÿ (ò. å. óñëîâèå (10.2) íå âû-
ïîëíåíî). Çäåñü â ñîîòíîøåíèè (10.4) ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî

49



Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

Dζ ≤
∫ (

g(x)− LMg(x)
)2

f(x)
≤
(∫ (

g(x)− LMg(x)
)2
dx
)1/2

×

×

(∫ (
g(x)− LMg(x)

)2
dx

f2(x)

)1/2

= ρL2(g, LMg) (I2,3 − 2cI1,2 + c2)1/2,

ãäå Iq,t = E
(
gq(ξ)

/
f t(ξ)

)
. Îòñþäà ñëåäóåò

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.2. Åñëè g(x) ∈ C2(X) è âåëè÷èíû I1,2, I2,3

îãðàíè÷åíû, òî äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè (1.5), (10.1) âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî Dζ ≤ Hh2, ãäå H = Ĥ
(
mesX (I2,3 − 2cI1,2 + c2)

)1/2
.

10.2. ¾Îòäåëåíèå¿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îò íóëÿ. Äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíîé, íå îòäåëåííîé îò íóëÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé ïðèåì.
Ïåðåïèøåì èíòåãðàë (1.4) â âèäå I = Ĩ − TmesX, è áóäåì âû÷èñëÿòü
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî èíòåãðàë

Ĩ =
∫

X

g̃T (x) dx =
∫

X

(
g(x) + T

)
dx,

çäåñü T � ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà. Â ýòîì ñëó÷àå â îöåíêàõ òèïà
(10.3), (10.6), ñ îäíîé ñòîðîíû, óâåëè÷èâàåòñÿ çíàìåíàòåëü (T èëè T 2),
à ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëèòåëü, ñîäåðæàùèé âåëè÷èíû
c(T ) = I+T mesX è c2(T ) (ñóììû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé g(x) è
g̃(x) ñîâïàäàþò). Ïðè âûáîðå ¾âûñîòû ïîäúåìà¿ T ñëåäóåò ó÷èòûâàòü,
÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèñïåðñèè èìååò âèä

D(T ) =
H (I + T mesX)

T
= H mesX +

HI

T
, H = (Ĥ)2 mesX h4

(ñì. ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (10.3)); ïðè ýòîì D(T ) → const äëÿ
T →∞.

10.3. Âûáîð îïòèìàëüíîãî ÷èñëà ðàçáèåíèé. Â ñèëó òîãî, ÷òî
h ∼ 1/M1/d, èç ñîîòíîøåíèÿ (10.3) ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ Dζ óáû-
âàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ M . Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè M âîçðàñòàåò
âðåìÿ ðåàëèçàöèè âåêòîðîâ ξj ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (10.1) â ñâÿçè ñ íåîá-
õîäèìîñòüþ âûáîðà íîìåðà m ïëîòíîñòè fm(x) ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì
{P1, . . . , PM} â àëãîðèòìå 6.1. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâî-
âàíèå îïòèìàëüíîãî ÷èñëà óçëîâ M , êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó
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òðóäîåìêîñòè (1.9). Íàéäåì ýòî çíà÷åíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî X ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíè÷íûì êóáîì Qd. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî µ äåëåíèé ïî êàæäîé
êîîðäèíàòå ïðè ïîñòðîåíèè ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè ñ øàãîì h = 1/µ îäè-
íàêîâî è M = µd. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ïðè âûáîðå íîìåðà m â
àëãîðèòìå 6.1 èñïîëüçîâàí êâàíòèëüíûé ìåòîä ñ µr êâàíòèëÿìè (ñì.
àëãîðèòì 5.4). Òîãäà â ñàìîì ïëîõîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü áëèçêà ê
ðàâíîìåðíîé (ò. å. ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x) áëèçêà ê êîíñòàíòå),
ñðåäíåå êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ âû÷èòàíèé âåðîÿòíîñòåé Pj èç ñòàí-
äàðòíîãî ÷èñëà α áóäåò µd/(2µr). Òîãäà âåëè÷èíà t ðàâíà G1µ

d−r/2+G2,
ãäå G1 � çàòðàòû íà îäíî âû÷èòàíèå Pj èç α, à êîíñòàíòà G2 âêëþ÷àåò
çàòðàòû íà ìîäåëèðîâàíèå âåêòîðà ξj ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(x) è ïîä-
ñ÷åò çíà÷åíèÿ q(ξj). Ñîãëàñíî (10.3) èìååì, ÷òî äèñïåðñèÿ Dζ îöåíè-
âàåòñÿ âåëè÷èíîé G3/µ

4. Ïîýòîìó ïðè âûáîðå îïòèìàëüíîãî µ ñëåäóåò
ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ S̃(µ) = G4(µd−r−4 +G5µ

−4). Ïðèðàâíèâàÿ ê
íóëþ ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåëè÷èíû d, r, µ,G5

íåîòðèöàòåëüíû, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà ðàçáèåíèé ïî êàæäîé êîîðäèíàòå áóäåò: d−r−4 > 0, à ñàìî
óñëîâíî-îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî

µopt = d−r

√
4G5

d− r − 4
è Mopt =

(
4G5

d− r − 4

)d/(d−r)

.

Â ðàáîòàõ [3, 9] íàìè áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà (1.5),
(10.1); ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ôóíêöèè òåñòîâîé ñèñòåìû (4.1), (4.3).

11. Èñïîëüçîâàíèå ñóùåñòâåííîé âûáîðêè â ìåòîäå
Ìîíòå-Êàðëî

11.1. Ñóùåñòâåííàÿ âûáîðêà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

Ξ = (ξ1, . . . , ξn), n� 1 (11.1)

(èëè ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî íàáîðà)
d-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f(x) = H g(x), x ∈ X ⊆ Rd, (11.2)

ãäå H = const è g(x) � çàäàííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì
X � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òåõ x ∈ Rd, äëÿ êîòîðûõ g(x) > 0. Òðåáóåòñÿ
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âû÷èñëèòü âåëè÷èíó

H = 1/I, ãäå I =
∫

X

g(x) dx,

ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, èñïîëüçóÿ íàáîð Ξ, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ñó-
ùåñòâåííîé âûáîðêîé.

Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ñòàöèîíàðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé öåïåé Ìàðêîâà, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ïî âûáîðî÷íûì
çíà÷åíèÿì (11.1) ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåíèå ïëîòíîñòè (11.2).

11.2. Àëãîðèòì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóùåñòâåííîé âûáîðêè.
Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðà-
ëà I ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 1.1. Êàê îòìå÷àëîñü â
ïîäðàçä. 2.1, íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü ïëîòíîñòü (11.2) â àëãîðèòìå 1.1
íåâîçìîæíî, òàê êàê íàì íåèçâåñòíà êîíñòàíòà H. Ñëåäóþùèé ïðèåì,
ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [24], ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâåííóþ âû-
áîðêó (11.1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ G(x), çàäàííóþ íà X, òàêóþ, ÷òî G(x) 6= 0
ïðè x ∈ X, G(x) = 0 ïðè x 6∈ X è èçâåñòíî çíà÷åíèå J èíòåãðàëà
J =

∫
X
G(x) dx. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

J

I
=
∫

X

G(x)
g(x)

f(x) dx = EζG,

ãäå ζG = G(ξ)/g(ξ).
ÀËÃÎÐÈÒÌ 11.1 [24]. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó J/I ñîãëàñíî àëãîðèòìó

(1.5), èñïîëüçóÿ ñóùåñòâåííûå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ (11.1):

J

I
≈ ζ̄G,n =

1
n

n∑
i=1

ζG,i =
1
n

n∑
i=1

G(ξi)
g(ξi)

è ïîëàãàåì I ≈ J

ζ̄G,n
. (11.3)

11.3. Ïîãðåøíîñòü è òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 11.1. Èç ñîîò-
íîøåíèé (1.6), (11.3) ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− ε âûïîëíåíî

ζ̄G,n =
J

I
+B

√
DζG
n

, |B| < Bε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I ≈ J

J/I +B
√

DζG/n
=

I

1 + v
, v =

BI

J

√
DζG
n

.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n âåëè÷èíà v ìàëà, è ðàçëàãàÿ
ôóíêöèþ ϕ(v) = I/(1 + v) â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

I ≈ I − Iv +O(v2) = I − B I2

J

√
DζG
n

+O(1/n).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà 11.1
èìååò ïî âåðîÿòíîñòè ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè 1/

√
n, è ÷òî ïðè âûáîðå

ôóíêöèè G(x) ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

S1 = t1 × (DζG/J2),

ãäå t1 � ñðåäíåå âðåìÿ ÝÂÌ, çàòðà÷èâàåìîå íà âû÷èñëåíèå îäíîé ðåà-
ëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζG (ñì. ñîîòíîøåíèå (11.3)). Ïî àíàëîãèè
ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 2.1 (ñì., íàïðèìåð, [1]) íåñëîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî ìíîæèòåëü (DζG/J2) ìèíèìàëåí â ñëó÷àå, êîãäà G(x) = g(x), èç
÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ G(x) æåëàòåëüíî âûáèðàòü áëèçêîé ê ôóíê-
öèè g(x). Â êà÷åñòâå G(x), â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-
ýëåìåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x).

11.4. Î öåëåñîîáðàçíîñòè ðåàëèçàöèè ñóùåñòâåííîé âûáîð-
êè. Åñëè âûáðàòü ôóíêöèþ G(x) òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:
G(x) ≥ g(x) ïðè x ∈ X, G(x) = 0 ïðè x 6∈ X,

∫
X
G(x) dx <∞, è, êðîìå

òîãî, èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïîëó÷åíèÿ
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ(1), èìåþùåãî
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f1(x) =
G(x)∫

X
G(x) dx

, (11.4)

òî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 5.10) ñ ìàæîðàíòîé
g1(x) = G(x) äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ñóùåñòâåííûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé, èìåþùèõ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (11.2). Äëÿ ìèíèìèçàöèè çà-
òðàò àëãîðèòìà 5.10 íóæíî âûáèðàòü ìàæîðàíòó G(x), áëèçêóþ ê g(x)
(ñì. ïîäðàçä. 5.6, à òàêæå ðàáîòû [1, 4]).

Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâåííàÿ âûáîðêà (11.1)
íå çàäàíà è ñòàâèòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû H (èëè èíòåãðà-
ëà I), òî íå îáÿçàòåëüíî ïîëó÷àòü ñóùåñòâåííûå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ
(11.1) ñîãëàñíî àëãîðèòìó 5.10 è ïðèìåíÿòü àëãîðèòì 11.1, à ëó÷øå
èñïîëüçîâàòü âûáîðêó ïî âàæíîñòè (ñì. ðàçä. 2, 10): âûáðàòü íåîò-
ðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ G(x) (íå îáÿçàòåëüíî ìàæîðàíòó), áëèçêóþ ê
g(x) (â ÷àñòíîñòè, ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (10.1), ìîæíî âçÿòü
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G(x) = LM |g(x)|) è òàêóþ, ÷òî ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïëîòíîñòè (11.4), ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè, è ïðèìåíèòü àëãîðèòì
1.1 ñ ïëîòíîñòüþ f(x), òîæäåñòâåííî ðàâíîé ôóíêöèè f1(x) èç (11.4).

12. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ìåòîäà
âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè

12.1. Âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè. Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíà áëèç-
êàÿ ê g(x) ôóíêöèÿ g0(x), äëÿ êîòîðîé ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë
I0 =

∫
X
g0(x) dx (àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ñ ìàëûìè çàòðàòàìè è

âûñîêîé òî÷íîñòüþ). Òîãäà äëÿ óâåëè÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷åòîâ
ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî (1.5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ïðèåì
âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 16]), êîòîðûé îñíîâàí íà
ñîîòíîøåíèè

I = I0 +
∫

X

(g(x)− g0(x)) dx ≈ I0 +
1
n

n∑
j=1

(
q(ξj)− q0(ξj)

)
, (12.1)

ãäå q0(ξ) = g0(ξ)/f(ξ). Äèñïåðñèÿ îöåíêè (12.1) ðàâíà D
(
q(ξ)− q0(ξ)

)
è

ìîæåò áûòü ìàëîé, åñëè g0(x) õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò g(x).
12.2. Èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè

Ñòðåíãà�Ôèêñà. Â êà÷åñòâå g0(x) ðàññìîòðèì ìóëüòèëèíåéíîå ïðè-
áëèæåíèå èç ïîäðàçä. 7.1, 7.2:

g0(x) = LMg(x) =
M∑
i=1

g(xi)χi(x). (12.2)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X � d-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá
Qd. Íåñëîæíî âû÷èñëèòü I0 =

∫
Qd
LMg0(x) dx ≈ hd

∑M
i=1 g0(xi) (çíàê

ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî äëÿ óçëîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ Qd, íîñèòåëè ñîîòâåòñòâóþùèõ
¾ôóíêöèé-êðûøåê¿ ÷àñòè÷íî ðàñïîëîæåíû âî âíåøíîñòè êóáà). Â ñèëó
ñîîòíîøåíèé (7.5), (7.6) ôóíêöèÿ g(x)− g0(x) = g(x)−LMg(x) ¾ðàâíî-
ìåðíî ìàëà¿, è ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) â àëãîðèòìå (12.1)
ðàçóìíî âûáðàòü ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

f(x) = 1 ïðè x ∈ X, f(x) = 0 èíà÷å. (12.3)

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 12.1. Äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè (12.1)�(12.3) âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî

D
(
q(ξ)− q0(ξ)

)
≤ Ĥ2 h4 ïðè g(x) ∈ C2(Qd). (12.4)
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (12.1)�(12.3) èìååì

D
(
q(ξ)− q0(ξ)

)
=
∫

Qd

(
g(x)− g0(x)

)2
dx

f(x)
−
(∫

Qd

(
g(x)− g0(x)

)
dx
)2

≤

≤
∫

Qd

(
g(x)− LMg(x)

)2
dx = ρ2

L2(Qd)(g, LMg).

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (7.6), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (12.4). Óòâåðæäå-
íèå 12.1 äîêàçàíî.

12.3. Ñðàâíåíèå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ âåðñèé àëãîðèò-
ìîâ âûáîðêè ïî âàæíîñòè è âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè. Ñðàâ-
íèâàÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû (1.5), (10.1) è (12.1)�(12.3),
îòìåòèì, ÷òî:

� ïîðÿäêè óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ïî øàãó ñåòêè h îäèíàêîâû (ñì.
ñîîòíîøåíèÿ (10.3), (10.6), (12.4)), ïðè÷åì ïîëó÷åíèå íåðàâåíñòâà (12.4)
íàìíîãî ïðîùå â ñðàâíåíèè ñ íåðàâåíñòâàìè (10.3), (10.6) (ñì. äîêàçà-
òåëüñòâà óòâåðæäåíèé 10.1, 12.1 è çàìå÷àíèå 10.2);

� àëãîðèòì (12.1)�(12.3) áîëåå ïðîñò äëÿ ðåàëèçàöèè: íå òðåáóþòñÿ
óñëîâèÿ òèïà (10.2), ïðîñòî ðåàëèçóþòñÿ âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ {ξj} ñî-
ãëàñíî ïëîòíîñòè (12.3) (â ñðàâíåíèè ñ ïëîòíîñòüþ (10.1), äëÿ êîòîðîé
òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ 6.1, 7.1).

Â ðàáîòàõ [3, 9] íàìè áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà (12.1),
(12.2); ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ôóíêöèè òåñòîâîé ñèñòåìû (4.1), (4.3).

13. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè îáëàñòè

13.1. Ðàçäåëåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùèé àíàëîã àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè. Äîïóñòèì, ÷òî èí-
òåãðàë I =

∫
X
g(x) dx ïðåäñòàâëåí â âèäå (1.4) è óäàåòñÿ âû÷èñëèòü

(àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ñ ìàëûìè çàòðàòàìè è âûñîêîé òî÷íîñòüþ)
èíòåãðàëû ïî íåêîòîðîé ÷àñòè X2 îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X ⊆ Rd:∫

X2

q(x)f(x) dx = I2 è

∫
X2

f(x) dx = i2,

ãäå 0 < i2 < 1. Çäåñü ìû ïîëàãàåì, ÷òî f(x) = 0 ïðè x /∈ X.
Êàê ïðàâèëî, âûãîäíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë (1.4) â âèäå ñóììû

I = I2 +
∫

X1

q(x)f(x) dx = I2 +
∫

X1

i1q(x)f1(x) dx = Eζ(1), (13.1)
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ãäå X1 = X\X2, i1 = 1 − i2, ζ
(1) = I2 + i1q(ξ(1)), à ξ(1) � ñëó÷àéíûé

âåêòîð, ðàñïðåäåëåííûé â X1 ñîãëàñíî óñå÷åííîé ïëîòíîñòè f1(x) =
f(x)/i1. Çàìåíà àëãîðèòìà 1.1 íà àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïðåäñòàâëåíèþ (13.1), íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòè îá-
ëàñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 16]). Åñëè îáëàñòü X2 áëèçêà ê X, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ìû âûäåëÿåì ãëàâíóþ ÷àñòü (ñì. ðàçä. 12). Îäíàêî îïèñàí-
íûé ïðèåì âûãîäåí è òîãäà, êîãäà îáëàñòü X2 çàìåòíî ìåíüøå îáëàñòè
X, ïðàâäà, è ïîíèæåíèå äèñïåðñèè â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî íåâåëè-
êî (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 13.1).

13.2. Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìå-
òîäèêè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè îáîñíîâûâàåò

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 13.1. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Dζ(1) ≤ i1Dζ.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.1) è îïðåäåëåíèþ äèñ-

ïåðñèè èìååì

i1Dζ = i1

(∫
X

q2(x)f(x) dx− I2

)
=

= i1

∫
X1

q2(x)f(x) dx + i1

∫
X2

q2(x)f(x) dx− i1I
2,

Dζ(1) = i21Dq(ξ
(1)) = i21

∫
X1

q2(x)f1(x) dx−
(
i1

∫
X1

q(x)f1(x) dx
)2

=

= i1

∫
X1

q2(x)f(x) dx−
(∫

X1

q(x)f(x) dx
)2

.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

i1Dζ −Dζ(1) = i1

∫
X2

q2(x)f(x) dx− i1I
2 +

(∫
X1

q(x)f(x) dx
)2

.

Çàìåòèì, ÷òî(∫
X1

q(x)f(x) dx
)2

= (I − I2)2 è

∫
X2

q2(x)f(x) dx = ∆ + I2
2/i2,

ãäå ∆ =
∫

X2
(q(x)− I2/i2)2f(x) dx ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

i1Dζ −Dζ(1) = i1(∆ + I2
2/i2)− i1I

2 + (I − I2)2 = i1∆+

+I2
2/i2 + i2I

2 − 2II2 = i1∆ + (I2/
√
i2 −

√
i2I)2 ≥ 0,

56



÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
13.3. Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

óñå÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè èìååòñÿ àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà ξ ∈ X ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x), òî äëÿ ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà ξ(1) ∈ X1 ⊂ X ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷å-
íèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñå÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: ïðèíèìàåì ξ(1) = ξ,
åñëè ðåàëèçîâàííîå ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x) çíà÷åíèå âåêòîðà ξ ïðè-
íàäëåæèò ïîäîáëàñòè X1 [1, 4]. Ïðè ýòîì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-
ñòè îáëàñòè ïðàêòè÷åñêè íå äàåò âûèãðûøà, ò. ê. óìåíüøåíèå äèñïåð-
ñèè âèäà i1σ

2 ñî÷åòàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ìîäåëèðîâàíèÿ â ñðåäíåì
P(ξ ∈ X)/P(ξ ∈ X1) = 1/i1 âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ξ.

Áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðîçûãðûø ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ(1) íåïîñðåäñòâåííî â îáëàñòè X1 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(x).

ÏÐÈÌÅÐ 13.1 [1]. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü îáúåì Ḡ òðåõìåðíîé
ôèãóðû G, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ (â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
(r, θ, φ))

r = a+ h t(θ, φ), ãäå − 1 ≤ t(θ, φ) ≤ 1 è a− h > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X2 è X âïèñàííûé â G è îïèñàííûé îêîëî G øàðû,
ðàäèóñû è îáúåìû êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a− h, a+ h è X̄2, X̄.
Çàìåòèì, ÷òî èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðàâíà èíòåãðàëó

Ḡ =
∫

X

χG(x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3,

ãäå χG(x1, x2, x3) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà G. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àëãî-
ðèòì 1.1 ñî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), èìåþùèì ïëîòíîñòü
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â X:

f(x) =
1
X̄

=
3

4π(a+ h)3
, x = (x1, x2, x3) ∈ X.

Ýòîò àëãîðèòì äàåò ïðèáëèæåíèå

Ḡ = X̄ EχG(ξ) ≈ X̄

n

n∑
i=1

χG(ξi). (13.2)

Ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà ξ èìåþò âèä [1, 4]:

ξ1 = r̂ sin θ̂ cos φ̂, ξ2 = r̂ sin θ̂ sin φ̂, ξ3 = r̂ cos θ̂; (13.3)
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r̂ = (a+ h)α1/3
1 , cos θ̂ = 1− 2α2, φ̂ = 2πα3. (13.4)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè çíà÷åíèé χG(ξ) âû÷èñëåíèÿ (13.3) ìîæíî
íå îñóùåñòâëÿòü, à ëèøü ïðîâåðÿòü óñëîâèå

r̂ ≤ a+ h t(θ̂, φ̂), (13.5)

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî χG(ξ) = 1 (èíà÷å χG(ξ) = 0).
Âûäåëèì òåïåðü îáúåì X̄2 = (4/3)π(a− h)3 øàðà X2:

Ḡ = X̄2 +
∫

X1

χG(x) dx,

ãäå X1 = X\X2 = {(x1, x2, x3) : (a − h)2 < x2
1 + x2

2 + x2
3 < (a + h)2}.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäèôèêàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè
îáëàñòè:

Ḡ = E
(
X̄2 + X̄1χG(ξ(1))

)
≈ X̄2 +

X̄1

n

n∑
i=1

χG(ξ(1)
i ), (13.6)

ãäå ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ξ(1) = (ξ(1)1 , ξ
(1)
2 , ξ

(1)
3 ) ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â

X1 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

f1(x) =
1
X̄1

=
3

4π ((a+ h)3 − (a− h)3))
, x ∈ X1.

Ïî àíàëîãèè ñ ðåàëèçàöèåé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé òî÷-
êè â øàðå ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ìîæíî
ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé òî÷êè ξ(1), ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé â øàðîâîì ñëîå X1. Ýòè ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ ñîîòíî-

øåíèÿìè (13.3) è (13.4) äëÿ ξi = ξ
(1)
i ; i = 1, 2, 3 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,

÷òî ïî-äðóãîìó âû÷èñëÿåòñÿ êîìïîíåíòà r̂:

r̂(1) = 3
√
α

(1)
1 (a+ h)3 + (1− α

(1)
1 )(a− h)3. (13.7)

Ïðè ïîäñ÷åòå χG(ξ(1)) èç (13.6) ìîæíî íå ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ (13.3),
à ëèøü ïðîâåðÿòü óñëîâèå (13.5) äëÿ r̂ = r̂(1).

Èç ôîðìóë (13.2)�(13.7) ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà
ðåàëèçàöèþ îöåíîê (13.2) è (13.6) ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû, â òî âðåìÿ
êàê

D(X̄χG(ξ)) > D(X̄2 + X̄1χG(ξ(1))),
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òàê êàê
D(X̄χG(ξ)) = X̄Ḡ− Ḡ2 = Ḡ(X̄ − Ḡ),

D(X̄2 + X̄1χG(ξ(1))) = X̄1(Ḡ− X̄2)− (Ḡ− X̄2)2 = (Ḡ− X̄2)(X̄ − Ḡ);

çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî X̄1 + X̄2 = X̄. Òàêèì îáðàçîì,

D(X̄2 + X̄1χG(ξ(1)))
D(X̄χG(ξ))

=
Ḡ− X̄2

Ḡ
≤ X̄ − X̄2

X̄2
=

=
(4π/3)((a+ h)3 − (a− h)3)

(4π/3)(a− h)3
≤ 6h(a+ h)2

(a− h)3
.

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà èìååò àñèìïòîòèêó 6h/a ïðè h→ 0.
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 13.1. Îòìåòèì, ÷òî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (13.5), ôîð-

ìóëû (13.2) è (13.6) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàðèàíòû ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ

(ò. å. åñëè ðåàëèçàöèè âåêòîðîâ ξ è ξ(1) íå ïîïàäàþò â îáëàñòü G, òî
âêëàäû â ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû íå äåëàþòñÿ).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 13.2. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 13.1 ìîæíî ñòðîèòü
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü îáúå-
ìû (ïëîùàäè) Ḡ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ (äâóìåð-
íûõ) îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé G. Çäåñü ñëåäóåò ââåñòè ïðÿìîóãîëüíóþ
ñåòêó ñ ìàëûì øàãîì h ïî êàæäîé êîîðäèíàòå, âçÿòü â êà÷åñòâå îá-
ëàñòè X îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êóáîâ (êâàäðàòîâ), èìåþùèõ
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ G, à â êà÷åñòâå X2 � îáúåäèíåíèå êóáîâ (êâàä-
ðàòîâ), ïîëíîñòüþ ëåæàùèõ âíóòðè G (îáúåì X̄2 ïðè ýòîì íåñëîæíî
âû÷èñëèòü). Âêëàä â îáúåì (ïëîùàäü) Ḡ îò ¾ïðèãðàíè÷íûõ¿ ýëåìåí-
òàðíûõ êóáîâ (êâàäðàòîâ), îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáðàçóåò îáëàñòü X1,
ìîæíî âû÷èñëèòü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ
ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè è èñêëþ÷åíèÿ (ñì. ïîäðàçä. 5.5, 5.6): ñíà÷àëà ñî-
ãëàñíî äèñêðåòíîìó ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. àëãîðèòì 5.3)
âûáèðàåòñÿ ¾ïðèãðàíè÷íûé¿ ýëåìåíòàðíûé êóá (êâàäðàò), â êîòîðîì

ðàçûãðûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ òî÷êà ξ(1), è åñëè ξ(1) ∈ G, òî äåëàåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â îöåíêó òèïà (13.6).

59



14. Âûáîðêà ïî âàæíîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

14.1. Ðàçáèåíèå ïåðåìåííûõ íà äâå ãðóïïû. Â ðàçäåëàõ 14, 15
ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè Dζ, îñíîâàííûå íà ðàçáè-
åíèè ïåðåìåííûõ x =

(
x(1), . . . , x(d)

)
íà äâå ãðóïïû: y =

(
x(1), . . . , x(k1)

)
,

z =
(
x(k1+1), . . . , x(d)

)
, 0 < k1 < d, è ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëà (1.4)

ôîðìóëîé ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

I =
∫
g(x) dx =

∫
q(x)f(x) dx =

∫ ∫
q(y, z) f(y, z) dy dz =

= Eq(ξ) = Eq(η,γ) = EηEγ(q(ξ)|η) =
∫

Eγ(q(ξ)|y)fη(y) dy. (14.1)

Çäåñü ξ � d-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàñïðåäåëåííûé ñîãëàñíî ïëîò-
íîñòè f(y, z) è ñîñòàâëåííûé èç êîìïîíåíò k1-ìåðíîãî âåêòîðà
η =

(
η(1), . . . , η(k1)

)
=

(
ξ(1), . . . , ξ(k1)

)
è k2-ìåðíîãî âåêòîðà

γ =
(
γ(1), . . . , γ(k2)

)
=
(
ξ(k1+1), . . . , ξ(d)

)
; k1 + k2 = d. Êðîìå òîãî, â ñî-

îòíîøåíèè (14.1) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Eγ(q(ξ)|y) =
∫
q(y, z)fγ(z|y) dz,

fη(y) =
∫
f(y, z) dz, fγ(z|y) = f(y, z)/fη(y). (14.2)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âîñïðîèçâîäèò ïðåäñòàâëåíèå (5.9) äëÿ âåêòî-
ðà ξ = (η,γ) (ñì. ïîäðàçä. 5.4). Ðàâåíñòâî (14.1) ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé
ïîäñòàíîâêîé ôîðìóë (14.2) ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ôóáèíè î ïðåäñòàâëåíèè
äâîéíîãî èíòåãðàëà â âèäå ïîâòîðíîãî.

14.2. Âûáîðêà ïî âàæíîñòè ïî ïåðåìåííîé y. Â ðÿäå ïðèëîæå-
íèé âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Èíòåãðàë (1.4) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà (1.5), ïðè÷åì ïëîòíîñòü fγ(z|y) èç ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (14.2) çàäàíà è òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïëîòíîñòü fη(y), ìèíèìè-
çèðóþùóþ âåëè÷èíó äèñïåðñèè Dζ èç ôîðìóëû (2.1). Â ýòîì ñëó÷àå
àëãîðèòì 1.1 ñ îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòüþ fη,min(y) íàçûâàþò âûáîðêîé
ïî âàæíîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ (ñì., íàïðèìåð, [1]). Çàìåòèì, ÷òî

Dζ =
∫

dy
fη(y)

∫
g2(y, z) dz
fγ(z|y)

− I2.

Îáîçíà÷èì

g1(y) =
(∫

g2(y, z) dz
fγ(z|y)

)1/2

60



è ïåðåïèøåì ôîðìóëó (2.1) â âèäå

Dζ =
∫
g2
1(y) dy
fη(y)

− I2. (14.3)

Ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 2.1 ñôîðìóëèðóåì
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 14.1.Ìèíèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ (Dζ)min âèäà (14.3)

ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü fη(y) ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíê-
öèè g1(y), òî åñòü

fη,min(y) =
g1(y)∫
g1(w) dw

=
(∫

g2(y, z) dz
fγ(z|y)

)1/2
/∫ (∫

g2(w, z) dz
fγ(z|w)

)1/2

dw

(14.4)
è ðàâíà

(Dζ)min =
(∫

g1(y) dy
)2

− I2 =

(∫ (∫
g2(y, z) dz
fγ(z|y)

)1/2

dy

)2

− I2.

(14.5)
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âûðàæåíèå (14.5) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íîé ïîäñòàíîâêîé ñîîòíîøåíèÿ (14.4) â (14.3). Äàëåå, èç ôîðìóë (14.3) è
(14.5) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà (Dζ)min ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî íàèìåíü-
øåé, òàê êàê äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè fη(y) âåëè÷èíà

Dζ − (Dζ)min =
∫

g2
1(y)
fη(y)

dy −
(∫

g1(y) dy
)2

ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé (òî åñòü âåëè÷èíîé íåîòðèöàòåëüíîé) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû g1(η)/fη(η), ãäå âåêòîð η èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
fη(y). Óòâåðæäåíèå 14.1 äîêàçàíî.

Ó÷èòûâàÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫
g(y, z) dz = E

(
g(y,γ)
fγ(γ|y)

)
,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå 14.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî îï-
òèìàëüíûé âûáîð çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η îñóùåñòâëÿåòñÿ èç
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ (14.4), ïðîïîðöèîíàëüíîé êîðíþ êâàäðàò-
íîìó èç ñðåäíåãî êâàäðàòà ñîîòâåòñòâóþùåãî ¾âêëàäà¿ â îöåíêó èíòå-
ãðàëà (1.4).
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15. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è ìåòîä
ðàñùåïëåíèÿ (ñðàâíåíèå ïîñòàíîâîê çàäà÷)

15.1. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì åùå
äâå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (14.1) äëÿ óìåíüøåíèÿ
ìíîæèòåëÿ Dζ èç (2.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà óñëîâíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

q1(y) = Eγ(q(ξ)|y) =
∫
q(y, z)fγ(z|y) dz (15.1)

ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè äëÿ êàæäîãî y. Èç ñîîòíîøåíèÿ (14.1)
èìååì

I =
∫
q1(y)fη(y) dy = Eζ(1), ãäå ζ(1) = q1(η). (15.2)

ÀËÃÎÐÈÒÌ 15.1. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë (15.2) ïî ôîðìóëå

I = Eζ(1) ≈ ζ̄(1)
n =

1
n

n∑
i=1

q1(ηi),

ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð η è ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ {ηi}
ðàñïðåäåëåíû ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fη(y).

Àëãîðèòì 15.1 íàçûâàþòìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (ñì.,
íàïðèìåð, [1, 16]). Ýòîò àëãîðèòì ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì (1.5) äëÿ èí-
òåãðàëà (15.2) ðàçìåðíîñòè k1, ìåíüøåé ÷åì d. Ïîýòîìó àëãîðèòì 15.1
÷àñòî íàçûâàþò ìåòîäîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ [1, 16].

15.2. Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ËÅÌÌÀ 15.1 (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî � ôîðìó-

ëà ïîëíîé äèñïåðñèè:

Dζ = Dζ(1) + EηDγ(q(ξ)|η), (15.3)

ò. å. ïîëíàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà ñóììå äèñïåðñèè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ óñëîâíîé äèñïåðñèè.

Èç ôîðìóëû (15.3) ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ Dζ(1) íå ïðåâîñõîäèò ïîëíîé äèñïåðñèè Dζ.

15.3. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà γ. Ñëåäóþùàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (14.1) äëÿ óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè ñâÿçàíà ñ ðåàëèçàöèåé
äîïîëíèòåëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé {γk} äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèè q1(y) = Eγ(q(ξ)|y) èç (15.1) ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ 15.2. Ðåàëèçóåì n íåçàâèñèìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
{ηi} ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fη(y). Äëÿ êàæäîãî
ηi ïîëó÷àåì K(ηi) íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé γi,k ñëó÷àéíîãî âåêòîðà γ
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fγ(z|ηi). Ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì èíòåãðàë (1.4)
ïî ôîðìóëå

I = Eζ(K) ≈ 1
n

n∑
i=1

1
K(ηi)

K(ηi)∑
k=1

q(ηi,γi,k), ãäå ζ(K) =
1

K(η)

K(η)∑
k=1

q(η,γk)

(15.4)
è γk � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (êàê γ) ñëó÷àéíûå âåê-
òîðû.

Àëãîðèòì 15.2 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,
[1]). Çàìåòèì, ÷òî åñëè K(η) ≡ 1 (ò. å. ¾ðàñùåïëåíèÿ¿ êàê òàêîâîãî
íå ïðîèñõîäèò), òî àëãîðèòì 15.2 ïðåâðàùàåòñÿ â àëãîðèòì (1.5) (çäåñü
ζ(K) = ζ), ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ξi = (ηi,γi) ðåàëèçóþòñÿ ñîãëàñíî àëãî-
ðèòìó 5.6 (ñì. ïîäðàçä. 5.4): çíà÷åíèå ηi ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî ïëîò-
íîñòè fη(y), à γi � ñîãëàñíî óñëîâíîé ïëîòíîñòè fγ(z|ηi).

Ðàâåíñòâî I = Eζ(K) èç ñîîòíîøåíèÿ (15.4) ìîæíî îáîñíîâàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì âåêòîð ~γ =
(
γ1, . . . ,γK(η)

)
. Ïðèìåíÿÿ

ôîðìóëó ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷àåì

Eζ(K) = EηE~γ(ζ(K)|η) = Eη

E~γ

(∑K(η)
k=1 q(η,γk)

∣∣η)
K(η)

 =

= Eη

(
Eγ
(
q(η,γ)|η

)
K(η)

K(η)

)
= EηEγ

(
q(η,γ)|η

)
= Eq(ξ) = I.

Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíû ñîîáðàæåíèÿ î âûáîðå ïàðàìåòðà ðàñùåïëå-
íèÿ K, äàþùåãî ìåíüøóþ òðóäîåìêîñòü (1.9) àëãîðèòìà 15.2 ïî ñðàâíå-
íèþ ñî ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì (1.5). Â ýòîì æå ó÷åáíèêå ïðèâåäåíû
ñîîáðàæåíèÿ îá èñïîëüçîâàíèè ìíîãîêðàòíîãî ðàñùåïëåíèÿ è ïðèâå-
äåí ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ â çàäà÷å î
ïåðåíîñå ÷àñòèö.
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16. Ìåòîä ðàññëîåííîé âûáîðêè (âûáîðêà
ïî ãðóïïàì)

16.1. Âûáîðêà ïî ãðóïïàì. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (1.4) èí-
òåãðàëà I =

∫
X
g(x) dx. Çàïèøåì âåëè÷èíó I â âèäå

I =
M∑

m=1

∫
Xm

q(x)f(x) dx,

ãäå Xm � ïîäîáëàñòè X, èìåþùèå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ ìåðû íóëü,
ïðè÷åì X = X1 ∪ . . . ∪XM . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

pm =
∫

Xm

f(x) dx, Im =
∫

Xm

q(x)f(x) dx, fm(x) =
f(x)
pm

ïðè x ∈ Xm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) = 0 ïðè x 6∈ X. Òîãäà

p1 + . . .+ pM = 1, I1 + . . .+ IM = I è Im = E
(
pmq(ξ(m))

)
,

ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ(m) ðàñïðåäåëåí âXm ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(x).
ÀËÃÎÐÈÒÌ 16.1. Ïðèáëèæåííî âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ Im ñîãëàñíî

ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó (1.5) ñ ÷èñëîì èñïûòàíèé nm

Im ≈ pm

nm

nm∑
im=1

q(ξ(m)
im

) è ïîëàãàåì I ≈ ζ̄(M)
n =

M∑
m=1

pm

nm

nm∑
im=1

q(ξ(m)
im

),

(16.1)
çäåñü n = n1 + . . .+ nM .

Àëãîðèòì 16.1 îïðåäåëÿåò ìåòîä ðàññëîåííîé âûáîðêè èëè âûáîð-
êó ïî ãðóïïàì (ñì., íàïðèìåð, [1, 16]). Ýòîò àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ ïðè
M = 2 îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè èç ðàçä. 13,
ò. ê. ïîñëåäíèé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èíòåãðàë I2 èçâåñòåí (â òî âðåìÿ êàê
â àëãîðèòìå 16.1 ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî ïî âûáîðêå

{ξ(2)
i2
}).
16.2. Ìèíèìèçàöèÿ äèñïåðñèè ìåòîäà ðàññëîåííîé âûáîðêè.

Ñðàâíèì äèñïåðñèþ Dζ̄n = Dζ/n ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà (1.5) âû÷èñëå-
íèÿ èíòåãðàëà I (çäåñü ñëó÷àéíûå òî÷êè ξ âûáèðàþòñÿ âî âñåé îáëàñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ X) è äèñïåðñèþ Dζ̄(M)
n ìåòîäà ðàññëîåííîé âûáîðêè

ïðè óñëîâèè, ÷òî ôèêñèðîâàíû ÷èñëî èñïûòàíèé (äëÿ âûáîðêè ïî ãðóï-
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ïàì � ñóììàðíîå ÷èñëî èñïûòàíèé) n è ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ X = X1 ∪ . . . ∪XM . Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (2.1) èìååì

Dζ̄(M)
n =

M∑
m=1

(
pm

nm

)2 nm∑
im=1

Dq(ξ(m)
im

) =
M∑

m=1

p2
mDq(ξ(m))

nm
, (16.2)

ãäå

Dq(ξ(m)) =
1
pm

∫
Xm

q2(x)f(x) dx−
(
Im
pm

)2

; (16.3)

çäåñü èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ òî÷åê {ξ(m)
im
}.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 16.1. Ìèíèìóì âåëè÷èíû Dζ̄(M)
n ðàâåí

d2
n =

1
n

(
M∑

m=1

pm

√
Dq(ξ(m))

)2

. (16.4)

Ýòà âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò Dζ̄n è ðåàëèçóåòñÿ ïðè

nm = npm

√
Dq(ξ(m))

/
M∑

m′=1

pm′

√
Dq(ξ(m′)). (16.5)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âåëè÷èíà d2
n èç (16.4) ïðåäñòàâèìà â âèäå

d2
n =

 M∑
m=1

pm

√
Dq(ξ(m))

nm
×
√
nm

n

2

.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

d2
n ≤

M∑
m=1

p2
mDq(ξ(m))

nm
×

M∑
m=1

nm

n
=

M∑
m=1

p2
mDq(ξ(m))

nm
,

ãäå ñïðàâà ñòîèò âûðàæåíèå (16.2). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïîä-
ñòàíîâêå ðàâåíñòâà (16.5) â ôîðìóëó (16.2) ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(16.4).

Äàëåå, óìíîæàÿ (16.3) íà pm è ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî
m, èìååì

M∑
m=1

pmDq(ξ(m)) =
∫

X

q2(x)f(x) dx−
M∑

m=1

I2
m

pm
.
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Åùå ðàç ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

I2 =

(
M∑

m=1

Im

)2

=

(
M∑

m=1

(
Im√
pm

×√pm

))2

≤
M∑

m=1

I2
m

pm
×

M∑
m=1

pm =
M∑

m=1

I2
m

pm
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Dζ̄n =
1
n

(∫
X

q2(x)f(x) dx− I2

)
≥ 1
n

(
M∑

m=1

pmDq(ξ(m))

)
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî âåëè÷èíå Dζ̄(M)
n ïðè óñëîâèè

nm = n pm. (16.6)

Òàêèì îáðàçîì, d2
n ≤ Dζ̄(M)

n |nm=n pm
≤ Dζ̄n. Óòâåðæäåíèå 16.1 äîêàçà-

íî.
Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ äèñïåðñèè {Dq(ξ(m))}, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñò-

íû è âûáîð {nm} ïî ôîðìóëå (16.5) íåâîçìîæåí. Îäíàêî â ïðîöåññå
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 16.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä ðàññëîåííîé
âûáîðêè äàåò óìåíüøåíèå äèñïåðñèè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì àë-
ãîðèòìîì (1.5) óæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (16.6). Íà ïðàêòèêå âåðî-
ÿòíîñòè {pm}, êàê ïðàâèëî, èçâåñòíû, è âûáîð ÷èñåë èñïûòàíèé {nm}
ïðè ïðèìåíåíèè ðàññëîåííîé âûáîðêè ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå (16.6)
(â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå òàêàÿ âûáîðêà íàçûâàåòñÿ òèïè÷åñêîé).
Íàïðèìåð, ïðè X = Qd è f(x) ≡ 1 äëÿ ðàçáèåíèÿ (9.7) ìîæíî âçÿòü âñå
nm ðàâíûìè n/M (ïîçàáîòèâøèñü î òîì, ÷òîáû ýòî ÷èñëî áûëî öåëûì).

Óòâåðæäåíèå 16.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññëîåííàÿ âûáîðêà ïî èäåå áëèç-
êà ê âûáîðêå ïî âàæíîñòè (ñì. ðàçä. 2, 10): çäåñü òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ
âûáèðàòü áîëüøå òî÷åê â áîëåå ¾ñóùåñòâåííûõ¿ îáëàñòÿõ, îäíàêî âû-
áîð ðåãóëèðóåòñÿ íå ñïåöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ, à óêàçàíèåì êîëè÷åñòâà
òî÷åê â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ.

16.3. Ïðèìåðû óäà÷íîãî è íåóäà÷íîãî âûáîðà ÷èñåë {nm}.
Ìåòîä ðàññëîåííîé âûáîðêè íå âñåãäà äàåò óìåíüøåíèå äèñïåðñèè. Íå-
óäà÷íûé âûáîð {nm} ìîæåò ïðèâåñòè è ê óâåëè÷åíèþ äèñïåðñèè ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì (1.5).

Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I =
∫ 1

0
ex dx.

Ñíà÷àëà îöåíèì âåëè÷èíó I ñ èñïîëüçîâàíèåì n = 10 òî÷åê, ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â èíòåðâàëå (0, 1): ζ̄10 = (eα1 + . . .+ eα10) /10.
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Äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè ðàâíà

Dζ̄10 =
1
10

(∫ 1

0

e2x dx−
(∫ 1

0

ex dx

)2
)

=
e2

2 −
1
2 − (e− 1)2

10
≈ 0.02421.

Òåïåðü ðàçîáüåì (0, 1) íà äâà èíòåðâàëà (0, 1/2) è (1/2; 1) (ò. å. çäåñü
M = 2) è áóäåì âûáèðàòü â íèõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå òî÷êè ïî
ôîðìóëàì ξ(1) = 0.5α′ è ξ(2) = 0.5(1 + α′′). Òîãäà p1 = p2 = 1/2 è

ζ̄
(M)
10 =

1
2n1

n1∑
i1=1

exp ξ(1)i1
+

1
2n2

n2∑
i2=1

exp ξ(2)i2
,

ïðè÷åì n1 + n2 = 10. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (16.2), äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè
ðàâíà

Dζ̄(M)
10 =

D exp ξ(1)

4n1
+

D exp ξ(2)

4n2
,

ãäå

D exp ξ(1) = 2
∫ 1/2

0

e2x dx−

(
2
∫ 1/2

0

ex dx

)2

= e−1−4(
√
e−1)2 ≈ 0.03492,

D exp ξ(2) = 2
∫ 1

1/2

e2x dx−

(
2
∫ 1

1/2

ex dx

)2

= e2−e−4(e−
√
e)2 ≈ 0.09493.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (16.5), ÷èñëî n1 ñëåäóåò âûáèðàòü áëèçêèì ê

5
√

D exp ξ(1)
/(1

2

√
D exp ξ(1) +

1
2

√
D exp ξ(2)

)
≈ 3.775.

Âîçüìåì n1 = 4 è n2 = 6. Òîãäà

Dζ̄(M)
10 =

1
16

D exp ξ(1) +
1
24

D exp ξ(2) ≈ 0.006138,

÷òî çàìåòíî (â ÷åòûðå ðàçà) ìåíüøå, ÷åìDζ̄10. Åñëè æå âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëàìè (16.6) è âçÿòü n1 = n2 = 5, òî

Dζ̄(M)
10 =

1
20

(
D exp ξ(1) + D exp ξ(2)

)
≈ 0.006493,
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÷òî òàêæå ìåíüøå, ÷åì Dζ̄10. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåóäà÷íîãî âûáîðà n1

è n2 ìîæíî ðàññìîòðåòü n1 = 9 è n2 = 1. Çäåñü

Dζ̄(M)
10 =

1
36

D exp ξ(1) +
1
4

D exp ξ(2) ≈ 0.02470,

÷òî óæå áîëüøå, ÷åì Dζ̄10.

17. Îïòèìàëüíûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû
â C(1,...,1)(L, . . . , L; Qd) è C2(L; Qd)

17.1. Îöåíêè ñ îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè äëÿ
g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd). Âåñüìà èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé

ñëó÷àé ðàññëîåííîé âûáîðêè ζ̄
(M)
n , äëÿ êîòîðîãî M = n è n1 = . . . =

nM = 1. Çäåñü íà êëàññàõ ãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé óäàåò-
ñÿ ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå (ïî ïîðÿäêó t âåðîÿòíîñòíîé ïîãðåøíîñòè

δ
(M)
n ∼ n−t èç (1.6) ïðè n→∞) àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
[2, 7]. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà ïî åäèíè÷íîìó d-ìåðíîìó êóáó

I =
∫

Qd

g(x) dx =
∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

g(x(1), . . . , x(d)) dx(1) . . . dx(d). (17.1)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(x) ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ â Qd, ò. å. f(x) ≡ 1 ïðè x ∈ Qd; ïðè ýòîì ôóíêöèè g(x) è
q(x) = g(x)/f(x) ñîâïàäàþò.

Ïîëîæèì n = M = µd è ðàçîáüåì èñõîäíóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
íà ðàâíûå êóáû

Xm =
{
x =

(
x(1), . . . , x(d)

)
: (j(i)m − 1)/µ ≤ x(i) ≤ j(i)m /µ

}
; (17.2)

çäåñü i = 1, . . . , d, j(i)m = 1, . . . , µ (ñì. òàêæå ôîðìóëó (9.7)). Â ýòîì
ñëó÷àå âñå âåðîÿòíîñòè pm îäèíàêîâû è ðàâíû 1/µd = 1/n, à ïëîòíîñòè
fm(x) ≡ µd ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â Xm.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 17.1. Ðåàëèçóåì ïî îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êå ξm â êàæ-
äîì êóáå Xm âèäà (17.2) è âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà (17.1)
ñîãëàñíî ôîðìóëå

I ≈ θ̄(M)
n =

1
µd

µ∑
j
(1)
m ,...,j

(d)
m =1

g(ξm) =
1
n

M∑
m=1

g(ξm). (17.3)
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Äëÿ îöåíêè (17.3) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (16.6) è, ñîãëàñíî ðàññóæ-

äåíèÿì èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 16.1, âûïîëíåíî Dθ̄(M)
n ≤ Dζ̄n.

Óòî÷íèì îöåíêó äèñïåðñèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd) (ñîîòâåòñòâó-
þùåå îïðåäåëåíèå äàíî âûøå â ïîäðàçä. 9.4).

Èç ñîîòíîøåíèé (16.2) è (17.3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Dθ̄(M)
n =

M∑
m=1

D(g(ξm)
n2

=
M∑

m=1

E(g(ξm)− gm)2

n2
, (17.4)

ãäå gm = Eg(ξm) = µd
∫

Xm
g(x) dx. Èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ êàæäîãî m íàéäåòñÿ òî÷êà xm ∈ Xm, òàêàÿ, ÷òî
∫

Xm
g(x) dx =

g(xm)/µd. Ñëåäîâàòåëüíî, gm = g(xm).
Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðèðàùåíèé ∆(i), i = 1, . . . , d èìååì

g(x(1) + ∆(1), . . . , x(d) + ∆(d))− g(x(1), . . . , x(d)) =

=
(
g(x(1)+∆(1), . . . , x(d)+∆(d))−g(x(1)+∆(1), . . . , x(d−1)+∆(d−1), x(d))

)
+

+
(
g(x(1)+∆(1), . . . , x(d−1)+∆(d−1), x(d))−g(x(1)+∆(1), . . . , x(d−1), x(d))

)
+. . .

+
(
g(x(1) + ∆(1), x(2), . . . , x(d))− g(x(1), . . . , x(d))

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd) âûïîëíåíî∣∣g(x(1) +∆(1), . . . , x(d) +∆(d))− g(x(1), . . . , x(d))
∣∣ ≤ L(|∆(1)|+ . . .+ |∆(d)|).

Òàê êàê òî÷êà ξm ïðèíàäëåæèò Xm, òî êàæäàÿ èç åå êîîðäèíàò îòëè-
÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû òî÷êè xm íå áîëåå ÷åì íà µ−1.
Ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ∆(i) < µ−1,
èìååì

|g(ξm)− g(xm)| ≤ Ldµ−1 èëè |g(ξm)− gm| ≤ Ldµ−1. (17.5)

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
∣∣∫

Y
z(y) dy

∣∣ ≤ supy∈Y |z(y)| ×mesY ,
èç ñîîòíîøåíèé (17.4), (17.5) è n = M ïîëó÷àåì

Dθ̄(M)
n ≤

M∑
m=1

supym∈Xm
(g(ym)− gm)2

n2
≤

69



≤
M∑

m=1

(Ldµ−1)2

n2
= nn−2 L2 d2 n−2/d =

L2 d2

n1+2/d
.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè ïîäðàçä. 1.3 èìååì

P
(
δ̃(M)
n = δ(M)

n

∣∣
n=M

≤ Bε
σ̃(M)

√
n
≤ Bε

Ld

n1/2+1/d

)
≥ 1− ε.

Çäåñü σ̃(M) =
√
nDθ̄(M)

n , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σ̃(M) ≤ Ld/n1/d. Ïîëó÷åííûé ïîðÿäîê t = 1/2 + 1/d ÿâëÿåòñÿ äëÿ

ïîãðåøíîñòè δ̃
(M)
n ∼ n−t íåóëó÷øàåìûì. Ýòî äàåò ñëåäóþùàÿ

ËÅÌÌÀ 17.1 [2, 7]. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû
H(r,L) è P , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ. Äëÿ ëþáî-

ãî íàòóðàëüíîãî M è ëþáîé ðàññëîåííîé âûáîðêè ζ̄
(M)
n âèäà (16.1) èç

àëãîðèòìà 16.1 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g(x) ∈ Cr(L;Qd), äëÿ êîòîðîé

δ(M)
n (r,L) = |ζ̄(M)

n − I| > H(r,L)
nr+1/2

(17.6)

ñ âåðîÿòíîñòüþ P ; çäåñü r =
(
r(1), . . . , r(d)

)
, L =

(
L(1), . . . , L(d)

)
,

1/r = 1/r1 + . . .+ 1/rd.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé èìååì r = (1, . . . , 1),

L = (L, . . . , L) è r = 1/d. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (17.6),

äëÿ êëàññà C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd) ïîëó÷àåì δ̃
(M)
n > H̃/n1/2+1/d. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ îöåíêè (17.3) íàøëèñü êîíñòàíòû H1(P ) è H2(P ), äëÿ êî-
òîðûõ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ P âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

H1(P )
n1/2+1/d

< δ̃(M)
n ≤ H2(P )

n1/2+1/d
,

÷òî îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü àëãîðèòìà 17.1 ïî ïîðÿäêó t âåðîÿòíîñòíîé

ïîãðåøíîñòè δ̃
(M)
n ∼ n−t.

17.2. Îöåíêè ñ îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè äëÿ
g(x) ∈ C2(L;Qd). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x)
ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(L,Qd) ⊂ C(2,..,2)(L, .., L;Qd) ôóíêöèé, èìåþ-
ùèõ íåïðåðûâíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, îãðàíè-
÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè îáùåé êîíñòàíòîé L. Ýòîò ñëó÷àé èíòåðåñåí
òåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåì îïòèìàëüíîì àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé ïî ñëó÷àéíîìó íàïðàâëåíèþ (ñì. äà-
ëåå ðàçä. 18).
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ÀËÃÎÐÈÒÌ 17.2. Ðåàëèçóåì ïî îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êå ξm â êàæ-
äîì êóáå Xm âèäà (17.2). Ñòðîèì òî÷êó ξm,sim, ñèììåòðè÷íóþ ξm

îòíîñèòåëüíî öåíòðà êóáà Xm. Âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà
(17.1) ñîãëàñíî ôîðìóëå

I ≈ Θ̄(M)
n =

1
M

M∑
m=1

(
g(ξm) + g(ξm,sim)

2

)
=

1
n

M∑
m=1

(
g(ξm) + g(ξm,sim)

)
;

(17.7)
çäåñü n = 2M = 2µd.

Òî÷êè ξm è ξm,sim ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî â Xm, ïîýòîìó

E
(
g(ξm)
µd

)
= E

(
g(ξm,sim)

µd

)
= E

(
g(ξm) + g(ξm,sim)

n

)
=
∫

Xm

g(x) dx

è, ñëåäîâàòåëüíî, EΘ̄(M)
n = I. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïàðû (ξm, ξm,sim) íåçà-

âèñèìû äëÿ ðàçíûõ m, èìååì

DΘ̄(M)
n =

1
n2

M∑
m=1

D
(
g(ξm) + g(ξm,sim)

)
. (17.8)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xm öåíòð êóáà Xm. Âû÷èòàÿ ïîñòîÿííóþ ïîä çíàêîì
äèñïåðñèè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

D
(
g(ξm) + g(ξm,sim)

)
= D

(
g(ξm)− 2g(xm) + g(ξm,sim)

)
. (17.9)

Ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ξm = (ξ(1)m , . . . , ξ
(d)
m ) ∈ Xm ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå ôóíêöèþ

h(t) = g

(
j
(1)
m − 1/2

µ
+

(
ξ(1)m − j

(1)
m − 1/2

µ

)
t, . . . ,

j
(d)
m − 1/2

µ
+

(
ξ(d)
m − j

(d)
m − 1/2

µ
t

))
.

Î÷åâèäíî, ÷òî h(1) = g(ξm), h(0) = g(xm), h(−1) = g(ξm,sim). Â òåîðèè
÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]) õîðîøî èçâåñòíî
ïðåäñòàâëåíèå

g(ξm)− 2g(xm) + g(ξm,sim) = h(1)− 2h(0) + h(−1) = h′′(θ), |θ| ≤ 1.
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Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

h′′(t) =
d∑

i,j=1

gxixj

(
j
(1)
m − 1/2

µ
+

(
ξ(1)m − j

(1)
m − 1/2

µ

)
t, . . . ,

j
(d)
m − 1/2

µ
+

(
ξ(d)
m − j

(d)
m − 1/2)

µ

)
t

)
×

×

(
ξ(i)m − j

(i)
m − 1/2

µ

)
×

(
ξ(j)m − j

(j)
m − 1/2

µ

)
.

Òàê êàê
(
ξ
(1)
m , . . . , ξ

(d)
m

)
∈ Xm, òî |ξ(i)m − (j(i)m − 1/2)/µ| ≤ 1/(2µ). Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî g(x) ∈ C2(L;Qd), ïîëó÷àåì

|h′′(t)| ≤ Ld2

4µ2
ïðè |t| ≤ 1 è |g(ξm)− 2g(xm) + g(ξm,sim)| ≤ Ld2

4µ2
.

(17.10)
Èç ñîîòíîøåíèÿ (17.9) èìååì

D
(
g(ξm) + g(ξm,sim)

)
≤ E

(
g(ξm)− 2g(xm) + g(ξm,sim)

)2 ≤ (Ld2

4µ2

)2

.

Ïîäñòàâèâ ýòó îöåíêó â ñîîòíîøåíèå (17.8) è âñïîìèíàÿ, ÷òî n = 2M =
2µd, ïîëó÷àåì

DΘ̄(M)
n ≤ 1

n2
×M ×

(
Ld2

4µ2

)2

=
(Ld2)224/d

32n1+4/d
.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè ðàçäåëà 1.3 èìååì

P

(
δ̂(M)
n = δ(M)

n

∣∣
n=2M

≤ Bε
σ̂(M)√
n/2

≤ Bε
Ld221/2+2/d

8n1/2+2/d

)
≥ 1− ε.

Çäåñü σ̂(M) =
√

(n/2)DΘ̄(M)
n , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σ̂(M) ≤ Ld222/d/(8n2/d). Èç ëåììû 17.1 ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûé ïî-

ðÿäîê t = 1/2 + 2/d ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè δ̂
(M)
n ∼ n−t íåóëó÷øàå-

ìûì (âåäü â ñîîòíîøåíèè (17.6) äëÿ ñëó÷àÿ r = (2, . . . , 2) ÷èñëî r ðàâíî
r = 2/d).

72



Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû 17.1 è 17.2 äîïóñêàþò íåñêîëüêî íàçâàíèé.
Âî-ïåðâûõ, ýòî ÷àñòíûå ñëó÷àè àëãîðèòìà ðàññëîåííîé âûáîðêè (ñì. àë-
ãîðèòì 16.1) äëÿ n = M è n = 2M ñîîòâåòñòâåííî. Âî-âòîðûõ, â ñâÿçè
ñ íàëè÷èåì äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X, îïðåäåëÿåìîé
ðàçáèåíèåì X íà ìàëûå êóáû Xm âèäà (17.2), è ñ âûáîðîì îäíîé èëè
äâóõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê â êàæäîì ìàëîì êóáå ìîæíî îòíåñòè àëãîðèò-
ìû 17.1 è 17.2 ê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Â-òðåòüèõ, àëãîðèòìû 17.1 è 17.2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè
ñëó÷àÿìè ñëó÷àéíûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë (ñì. äàëåå ðàçä. 21).

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì ðàçäåëå è ïîëó-
÷åííûå â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ äâàäöàòîãî âåêà Í.Ñ.Áàõâàëîâûì
(ñì., â ÷àñòíîñòè, ðàáîòó [7]), âûçâàëè áîëüøîé íàó÷íûé ðåçîíàíñ è
ïðèâåëè ê áóðíîìó ðàçâèòèþ (ãëàâíûì îáðàçîì, â çàïàäíîåâðîïåéñêèõ
íàó÷íûõ øêîëàõ) òåîðèè ñëîæíîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ [8]. Êëàñ-
ñè÷åñêîé çàäà÷åé â ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ÷èñëå îïåðàöèé n îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê t ïîãðåøíî-
ñòè δn ∼ n−t (â îáû÷íîì èëè âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå) çàäàííîãî êëàññà
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäà÷íûìè èëëþñòðàöèÿìè êîíñòðóêöèé è ìåòîäèê
òåîðèè ñëîæíîñòè.

18. Ìåòîä ñëîæíîé ìíîãîìåðíîé ñèììåòðèçàöèè

18.1. Ìåòîä ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé (îäíîìåðíûé ñëó-
÷àé). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü îäíîêðàòíûé èíòåãðàë

I0 =
∫ b

a
g(x) dx ïî êîíå÷íîìó èíòåðâàëó a < x < b. Ðàññìîòðèì ñòàí-

äàðòíûé àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (àëãîðèòì 1.1) ñ ïëîòíîñòüþ
f(x) ≡ 1/(b− a); x ∈ (a, b):

I0 = Eζ(0) ≈ 1
n

n∑
j=1

ζ
(0)
j , ãäå ζ

(0)
j = (b− a)g(a+ (b− a)αj) (18.1)

è αj � ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà (ò. å. ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû α, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1)). Ðàññìîòðèì
òåïåðü ñèììåòðèçîâàííóþ ôóíêöèþ g(1)(x) = (g(x) + g(a+ b− x)) /2 è
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çàìåòèì, ÷òî

I0 =
∫ b

a

g(1)(x) dx = Eζ(1) ≈ 1
n

n∑
j=1

ζ
(1)
j , ãäå ζ

(1)
j = (b−a)g(1)(a+(b−a)αj).

(18.2)
Àëãîðèòì (18.2) ñ îöåíêîé ζ(1) (âìåñòî ζ(0) èç (18.1)) íàçûâàåòñÿ ìå-
òîäîì ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé èëè ìåòîäîì ñèììåòðèçàöèè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ ýòîãî ïðè-
åìà èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾antithetic variates¿); ñì., íàïðèìåð, [1, 16].
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Dζ(1) ≤ Dζ(0) [1, 16]. Îäíàêî äëÿ ðàñ÷åòà îä-
íîãî çíà÷åíèÿ ζ(1) íàäî âû÷èñëèòü äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(x). Ïîýòî-
ìó òðóäîåìêîñòü S(1) ìåòîäà ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé (18.2) áóäåò
ìåíüøå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà (18.1) òîëüêî òîãäà, êîãäà âåëè÷èíà
Dζ(1) ïî êðàéíåé ìåðå âäâîå ìåíüøå, ÷åì Dζ(0). Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ìî-
íîòîííûõ ôóíêöèé g(x) ýòî âñåãäà âûïîëíåíî [1, 16].

Äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ðàñ÷åòîâ ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü
ñëîæíóþ ñèììåòðèçàöèþ, ïðè êîòîðîé èíòåðâàë (a, b) ðàçáèâàåòñÿ íà
êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåéM è äëÿ êàæäîé èç íèõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðî-
òèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé.

18.2. Ìíîãîìåðíàÿ ñëîæíàÿ ñèììåòðèçàöèÿ: îöåíêà äèñïåð-
ñèè, òðóäîåìêîñòü. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü èíòå-
ãðàë I =

∫
Qd
g(x) dx ïî d-ìåðíîìó åäèíè÷íîìó êóáó X = Qd. Ðàññìîò-

ðèì ñèììåòðèçîâàííóþ ôóíêöèþ

g(1)(x) = (g(x) + g(e− x))/2, ãäå e = (1, . . . , 1),

è îöåíêè ζ(0) = g(α) è ζ(1) = g(1)(α); çäåñü òî÷êà α = (α(1), . . . , α(d))
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êóáå Qd. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∫
Qd
g2(x) dx =∫

Qd
g2(e− x) dx, èìååì

Dζ(0)−Dζ(1) =
∫

Qd

g2(x) dx− 1
4

∫
Qd

(g2(x)+2g(x)g(e−x)+g2(e−x)) dx =

=
1
4

∫
Qd

(g2(x)−2g(x)g(e−x)+g2(e−x)) dx =
1
4

∫
Qd

(g(x)−g(e−x))2 dx ≥ 0,

ò. å. ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ìåòîäà ñèììåòðèçàöèè äàåò óìåíüøåíèå äèñ-
ïåðñèè. Ïîêàçàòü ÷èñëåííóþ ýôôåêòèâíîñòü (ò. å. óìåíüøåíèå äèñïåð-
ñèè áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà) â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå óäàåòñÿ òîëüêî ÷èñ-
ëåííî.
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Ìíîãîìåðíûé àíàëîã ñëîæíîé ñèììåòðèçàöèè ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì [9, 25]. Êàæäîå ðåáðî êóáà Qd äåëèòñÿ íà µ ðàâíûõ ÷àñòåé,
à ñàì êóá � íà M = µd ïîäêóáîâ Xm âèäà (17.2) (ñì. òàêæå ôîðìó-
ëó (9.7)). Ðàçûãðûâàåì òî÷êó α è â êàæäîì Xm áåðåì ïî äâå òî÷êè

ξ̂m = (jm − e + α)/µ è ξ̂m,sim = (jm − α)/µ, ãäå jm = (j(1)m , . . . , j
(l)
m ),

ïðè÷åì j
(i)
m � öåëûå ÷èñëà. Òî÷êè ξ̂m è ξ̂m,sim ñèììåòðè÷íû îòíîñè-

òåëüíî öåíòðà êóáà Xm. Êðîìå òîãî, òî÷êà ξ̂m1
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

èç ξ̂m2
ñ ïîìîùüþ öåëîãî ÷èñëà ñäâèãîâ âäîëü êîîðäèíàò íà h = 1/µ.

Ðàññìîòðèì îöåíêó

Θ̂(M) =
1
M

M∑
m=1

ηm; ηm =
g(ξ̂m) + g(ξ̂m,sim)

2
. (18.3)

Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (17.7) è (18.3), îòìåòèì, ÷òî îöåíêó (18.3) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé äëÿ
îïòèìàëüíîé êóáàòóðíîé ôîðìóëû Í.Ñ.Áàõâàëîâà äëÿ g(x) ∈ C2(L;Qd).
Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç ïîäðàçä. 17.2 èçó÷èì äèñïåðñèþ îöåí-
êè (18.3) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ µ è M .

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 18.1. Åñëè g(x) ∈ C2(L;Qd), òî äëÿ äèñïåðñèè
îöåíêè (18.3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

DΘ̂(M) ≤ L2d4

64M4/d
. (18.4)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî

DΘ̂(M) =
1
M2

E

(
M∑

m=1

(ηm −Eηm)

)2

=
1
M2

M∑
m1,m2=1

cov(ηm1 , ηm2).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Øâàðöà, ïîëó÷àåì

DΘ̂(M) ≤ 1
M2

M∑
m1,m2=1

√
Dηm1

√
Dηm2 =

1
M2

(
M∑

m=1

√
Dηm

)2

. (18.5)

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ñëîâî â ñëîâî ðàññóæäåíèÿ ïîäðàçä. 17.2 (ñì. ôîðìóëû
(17.8)�(17.10)), ïîëó÷àåì

Dηm ≤
E
(
g(ξ̂m)− 2g(xm) + g(ξ̂m,sim)

)2

4
≤
(
Ld2

8µ2

)2

;
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çäåñü xm = (jm − e/2)/µ � öåíòð êóáà Xm. Ïîäñòàâèâ ýòó îöåíêó â
ñîîòíîøåíèå (18.5), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî M = µd, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
(18.4). Óòâåðæäåíèå 18.1 äîêàçàíî.

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (18.4) è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñðåäíåå âðå-
ìÿ t ðåàëèçàöèè îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ îöåíêè (18.3) ïðîïîðöè-
îíàëüíî âåëè÷èíå 2M , ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü
òðóäîåìêîñòè Ŝ(M) ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî

I ≈ Θ̃(M)
n =

1
n

n∑
i=1

Θ̂(M)
i

îò ïàðàìåòðîâ M è d: Ŝ(M) ∼ Hd4M1−4/d. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøå-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòåé d < 4 óâåëè÷åíèå M è µ ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ òðóäîåìêîñòè ìåòîäà ñëîæíîé ñèììåòðèçàöèè, à äëÿ d > 4,
íàïðîòèâ, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ òðóäîåìêîñòè. Íàì óäàëîñü ïîäòâåð-
äèòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ, â
òîì ÷èñëå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé òåñòîâîé ñèñòåìû (4.1), (4.3).

19. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ìåòîäà
ðàâíîìåðíîé âûáîðêè

19.1. Ëåììà î ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíêàõ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåò-
ñÿ óìåíüøèòü âåëè÷èíó òðóäîåìêîñòè (1.9) àëãîðèòìà 1.1 ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé ëåììû.

ËÅÌÌÀ 19.1 [26]. Ïóñòü {(η(1)
i , . . . , η

(s)
i ), i = 1, . . . , n} � âûáîðêà èç

s-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íûìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè

Eη(k)
i = Eη(k) (k = 1, . . . , s) è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êîâàðèàöè-

îííîé ìàòðèöåé {K(k,m); k,m = 1, . . . , s}. Ïóñòü òàêæå
Φ
(
y(1), . . . , y(s)

)
� ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå

∂Φ/∂y(k) = Φ(k) (k = 1, . . . , s) âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè y0 = (Eη(1), . . . ,Eη(s)) è Φ(k)
0 = Φ(k)(y0). Òîãäà åñëè ïî êðàéíåé

ìåðå îäíà èç âåëè÷èí Φ(k)
0 (k = 1, . . . , s) íå ðàâíà íóëþ, òî ðàñïðåäåëå-

íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ζ̆n = Φ

(
1
n

n∑
i=1

η
(1)
i , . . . ,

1
n

n∑
i=1

η
(s)
i

)
(19.1)

ïðè áîëüøèõ n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûì ñî ñðåäíèì

Eζ̆n ≈ Φ(y0) è äèñïåðñèåé Dζ̆n ≈ (1/n)
∑s

k,m=1K
(k,m)Φ(k)

0 Φ(m)
0 .
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Ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó (1.5) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé s = 1 è
Φ(y) = y. Åñëè Φ(y0) = I, òî ëåììó 19.1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîñ-
íîâàíèå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê
ζ̆n, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ñõîäèìîñòü ζ̆n → I ïðè n → ∞ ïî âåðî-
ÿòíîñòè (ñëàáàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü) èëè ïî÷òè âñþäó (ñèëüíàÿ ñîñòîÿ-

òåëüíîñòü) [26]. Çäåñü, âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèå íåñìåùåííîñòè Eζ̆n = I
ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Â ðàçäåëàõ 19 è 20 ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ýô-
ôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê âèäà (19.1).

19.2. Âçâåøåííàÿ ðàâíîìåðíàÿ âûáîðêà. Â ðàáîòå [15] (ñì. òàê-
æå ìîíîãðàôèþ [16]) ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñòàíäàðòíî-
ãî àëãîðèòìà 1.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî
d-ìåðíîìó åäèíè÷íîìó êóáó:

I =
∫

Qd

q(x)f(x) dx, (19.2)

ïðè÷åì ïëîòíîñòü f(x) âûáðàíà ïî ïðèíöèïó âûáîðêè ïî âàæíîñòè:
f(x) ≈ H|g(x)| � ñì. ñîîòíîøåíèå (2.5) (â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêóþ âåðñèþ âûáîðêè ïî âàæíîñòè èç ðàçä. 10),
äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà Dζ èç (1.9) îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà. Îäíàêî â
ýòîì ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f(x) (ñì. àëãîðèòì (1.5)) ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ áîëåå òðóäîåìêèì ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ìîäåëèðîâàíèåì âåêòîðà α =

(
α(1), . . . , α(d)

)
, ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííîãî â êóáå Qd (ò. å. âåëè÷èíà t èç (1.9) äîñòàòî÷íî âåëèêà).
Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà (19.2) âîçüìåì âåëè÷èíó

I ≈ ζ(α)
n =

n∑
i=1

g(αi)
/ n∑

i=1

f(αi). (19.3)

Çäåñü òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü òîëüêî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé âåê-
òîð α, ïîýòîìó âåëè÷èíà t (è â öåëîì âñÿ òðóäîåìêîñòü S èç (1.9)) ìîæåò
ñóùåñòâåííî óìåíüøèòüñÿ.

Îöåíêó (19.3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ âå-
ëè÷èíû (19.1). Çäåñü η(1) = g(α), η(2) = f(α) è Φ

(
y(1), y(2)

)
= y(1)/y(2).

Ëåììà 19.1 îáîñíîâûâàåò ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè (19.3), ò. ê.
Eη(1) = I è Eη(2) = 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî

∂Φ
(
y(1), y(2)

)
∂y(1)

=
1
y(2)

è
∂Φ
(
y(1), y(2)

)
∂y(2)

= − y(1)(
y(2)

)2 ,
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èç ëåììû 19.1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî ñî-
îòíîøåíèå

Dζ(α)
n ≈ 1

n

[∫
Qd

g2(x) dx−
(∫

Qd

g(x) dx
)2

− 2
∫

Qd

g(x) dx×

×
(∫

Qd

g(x)f(x) dx−
∫

Qd

g(x) dx
)

+
(∫

Qd

f2(x) dx− 1
)(∫

Qd

g(x) dx
)2
]

èëè

Dζ(α)
n ≈ D(α) =

1
n

∫
Qd

(g(x)− If(x))2 dx. (19.4)

Â [16] ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè ζ
(α)
n ðàâíî

Eζ(α)
n = I +O

(√
Dζ(α)

n

/
n

)
. (19.5)

19.3. Èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà. Ñëåäóÿ
ðàçä. 10, â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè âûáåðåì íîðìèðîâàííîå ïðèáëèæåíèå
Ñòðåíãà�Ôèêñà (ñì. [20, 21], à òàêæå ðàçä. 7) íåîòðèöàòåëüíîé ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

{xi = (j(1)i h, . . . , j
(d)
i h); i = 1, . . . ,M ; j(i)k = 0, 1, . . . , µ}

çäåñü M = (µ+ 1)d, h = 1/µ âèäà

f(x) =
LMg(x)

Ĩ
=

1
Ĩ

M∑
i=1

wi(g)χi(x), (19.6)

χi(x) = β(r)
(
x(1)/h− j

(1)
i

)
× . . .× β(r)

(
x(d)/h− j

(d)
i

)
,

ãäå Ĩ =
∫

Qd
LMg(x) dx � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà; wi(g) =

wi (g(x1), . . . , g(xM )) � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò çíà÷å-
íèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â óçëàõ {xi}, à β(r)(x) � B-ñïëàéí r-ãî
ïîðÿäêà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ∆(x) = LMg(x) − g(x). Èç ëåììû 7.2 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ g(x) ∈ Cr+1(Qd) íàéäóòñÿ êîýôôèöèåíòû {wi(g)}, òàêèå, ÷òî

sup
x∈Qd

|∆(x)| = ‖g − LMg‖C0(Qd) ≤ H0µ
−r−1‖g‖Cr+1(Qd) = ρr(µ).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî mesQd = 1, èìååì

|Ĩ − I| =
∣∣∣∣∫

Qd

(LMg(x)− g(x)) dx
∣∣∣∣ ≤ ρr(µ).

Ïåðåïèøåì îöåíêó (19.3) â âèäå

ζ̃(α)
n = Ĩ

n∑
i=1

g(αi)
/ n∑

i=1

LMg(αi); (19.7)

19.4. Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè îò øàãà ñåòêè. Âûÿñíèì, êàê çà-

âèñèò äèñïåðñèÿ Dζ̃(α)
n (à çíà÷èò, è ñîîòâåòñòâóþùåå ñìåùåíèå (19.5))

îò ïàðàìåòðà µ.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 19.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî

äëÿ n > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Dζ̃(α)
n ≤ 2ρ2

r(µ)
nĨ2

(∫
Qd

g2(x) dx + I2

)
. (19.8)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåðàâåíñòâî (19.8) ñëåäóåò èç ïðèáëèæåííî-
ãî ðàâåíñòâà (19.4) è öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

D̃(α) =
1
n

∫
Qd

(
g(x)− ILMg(x)

Ĩ

)2

dx =

=
1
nĨ2

∫
Qd

(Ĩg(x)− Ig(x)− I∆(x))2 dx ≤ 2(Ĩ − I)2

nĨ2

∫
Qd

g2(x) dx+ (19.9)

+
2I2

nĨ2

∫
Qd

∆2(x) dx ≤ 2ρ2
r(µ)
nĨ2

(∫
Qd

g2(x) dx + I2

)
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî (a−b)2 ≤ 2(a2+b2). Âåëè÷è-
íà D̃(α) èç (19.9) îáîçíà÷àåò êîíñòàíòó D(α) èç (19.4) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ïëîòíîñòü f(x) èìååò âèä (19.6). Óòâåðæäåíèå 19.1 äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ àëãîðèòìà âûáîðêè ïî âàæíî-
ñòè (1.5), (19.6) òàê æå, êàê è â ñîîòíîøåíèè (19.8), îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
âåëè÷èíîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ρ2

r(µ)/n (ñì. ðàçä. 10), ò. å. ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè àëãîðèòìà âûáîðêè ïî âàæíîñòè è
âçâåøåííîé ðàâíîìåðíîé âûáîðêè îäèíàêîâî (ïî ïîðÿäêó) çàâèñÿò îò
øàãà ñåòêè h è ÷èñëà èñïûòàíèé n (à âûèãðûø ïî âðåìåíè ðåàëèçàöèè
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé äëÿ îöåíêè (19.7) î÷åâèäåí).
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19.5. Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö è îïòèìèçàöèÿ îöå-

íîê ζ
(α)
n è ζ̃

(α)
n . Íà îñíîâàíèè ëåììû 19.1 ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðè-

òåëüíûå ãðàíèöû äëÿ ïîãðåøíîñòè δ
(α)
n = |ζ(α)

n − I| îöåíêè (19.3). Äåé-
ñòâèòåëüíî, èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ

(α)
n äëÿ

áîëüøèõ n èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó, ñ ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì I è äèñïåðñèåé D(α). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áîëüøèõ

n âûïîëíåíî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî P(δ(α)
n ≤ G

√
D(α)) ≈ P(|γ| ≤ G),

ãäå G � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, à γ ∈ N(0, 1) � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëü-
íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ êîíñòàíòà
Gε è íàòóðàëüíîå ÷èñëî N0, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N0 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

P

(
δ(α)
n ≤ Gε

√
B(α)

n

)
> 1− ε; B(α) =

∫
Qd

(g(x)− If(x))2 dx. (19.10)

Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (19.8), (19.10) ìîæíî ïðîâåñòè îïòèìè-
çàöèþ îöåíêè (19.7) ïî ïàðàìåòðó µ (ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ïî-
ãðåøíîñòè δ). Çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ ýòîé îöåíêè ïðèìåðíî ðàâíû
s̃(α) = T (µ) + n(t1 + t2), ãäå T (µ) � âðåìÿ íà ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñ-
ëåíèå âåëè÷èíû Ĩ, t1 � ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû LMg(αi),
à t2 � ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû g(αi) (çàòðàòû íà ñëîæå-
íèå ýòèõ âåëè÷èí, íà óìíîæåíèå íà Ĩ è íà îäíî äåëåíèå â (19.7) ñ÷èòàåì
ìàëûìè è íå ó÷èòûâàåì). Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà èç ñîîòíîøåíèÿ

(19.10) âîñïðîèçâîäèò ðåàëüíîå ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè δ
(α)
n , ïîëó÷àåì,

÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì δ âåëè÷èíà çàòðàò s̃(α) èìååò âèä

s̃(α) = T (µ) +
B̃(α)(µ)G2

δ2
(t1 + t2) (19.11)

ãäå B̃(α)(µ) � âåëè÷èíà èç (19.10) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîòíîñòü f(x) âû-
áèðàåòñÿ ïî ôîðìóëå (19.6). Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åíèå òî÷íûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé âåëè÷èí T è B̃(α) îò µ çàòðóäíåíî (çäåñü ìíîãîå
çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè îöåíêè (19.7) íà ÝÂÌ). Îäíàêî àíà-
ëèç áàëàíñà (19.11) ïðèâîäèò ê âûâîäó î íàëè÷èè îïòèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ µ è îá óâåëè÷åíèè ýòîãî çíà÷åíèÿ ñ óìåíüøåíèåì δ. Ýòîò âûâîä
ïîäòâåðæäåí â òåñòîâûõ ýêñïåðèìåíòàõ [9, 17].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ d è
çíà÷åíèÿõ ÷èñëà äåëåíèé ïî êàæäîé êîîðäèíàòå µ âîçíèêàþò ïðîáëå-
ìû (ïî ïðåäâàðèòåëüíûì çàòðàòàì, ïî èñïîëüçîâàíèþ îïåðàòèâíîé ïà-
ìÿòè ÝÂÌ) ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè LMg(x). Òàêèì îáðàçîì, ñ ðîñòîì
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êðàòíîñòè èíòåãðàëà ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ êàê ñàìîãî ìåòîäà âû-
áîðêè ïî âàæíîñòè èç ðàçä. 10, òàê è åãî ìîäèôèêàöèè (19.7) ïàäàåò.

20. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì

20.1. Îöåíêà ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì. Ðàññìîòðèì åùå
îäíó ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà (1.5), ñâÿçàííóþ ñ ïðèìåíåíèåì ëåììû
19.1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë (1.4) ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòåé f(x), îïðåäåëåííîé â X, è ξ1, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ðå-
àëèçàöèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, ðàñïðåäåëåííîãî ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f(x). Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ H(x), x ∈ X, è ðàññìîòðèì
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ζ(H)
n =

(
1
n

n∑
i=1

q(ξi)

)
×

(
1
n

n∑
i=1

H(ξi)

)
. (20.1)

Åñëè â ôîðìóëå (19.1) ïîëîæèòü η(1) = q(ξ), η(2) = H(ξ) è

Φ
(
y(1), y(2)

)
= y(1) × y(2), òî ïîëó÷èòñÿ îöåíêà ζ̆n = ζ

(H)
n èç ñîîòíî-

øåíèÿ (20.1). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óòî÷íÿåò õàðàêòåð ñõîäèìîñòè
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè îöåíêè (20.1) ê ïðåäåëüíûì
çíà÷åíèÿì, îïðåäåëÿåìûì ëåììîé 19.1.

ËÅÌÌÀ 20.1 [16]. Åñëè ôóíêöèè q(x) è H(x) ïðèíàäëåæàò ïðî-
ñòðàíñòâó L2(X; f) è EH(ξ) = 1, òî èìååì

Eζ(H)
n = I − 1

n

∫
X

q(x)(1−H(x))f(x) dx, (20.2)

Dζ(H)
n = D(H) +O

(
1
n2

)
; D(H) =

1
n

∫
X

(
q(x)− I(2−H(x))

)2
f(x) dx.

(20.3)
Â ëåììå 20.1 ÷åðåç L2(X; f) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé y(x),

x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí èíòåãðàë
∫

X
y2(x)f(x) dx.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (20.2) âèäíî, ÷òî îöåíêà (20.1) áóäåò íåñìåùåííîé
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè q(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàH(x) ≡ 1 (ïðè ýòîì
îöåíêà (20.1) ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé îöåíêîé ζ̄n èç (1.5)). Îäíàêî äëÿ
êàæäîé êîíêðåòíîé ôóíêöèè q(x) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ
H(x), äëÿ êîòîðûõ

∫
X
q(x)(1−H(x))f(x) = 0.
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (20.3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè

H(x) = 2− q(x)
I

, (20.4)

òî ãëàâíûé ÷ëåí âûðàæåíèÿ äëÿ Dζ(H)
n îáðàùàåòñÿ â íóëü è

Dζ(H)
n = O

(
1/n2

)
. (20.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîäÿùèé âûáîð ïîïðàâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ H(x) ìî-
æåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ òðóäîåìêîñòè (1.9) ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî. Ïðè âûïîëíåíèè (20.4) ñìåùåíèå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
è, ñîãëàñíî (20.2), ðàâíî

I −Eζ(H)
n =

1
n

∫
X

q(x)
(

1− 2 +
q(x)
I

)
f(x) dx =

=
1
nI

(∫
X

q2(x)f(x) dx− I

∫
X

q(x)f(x) dx
)

=
Dq(ξ)
nI

. (20.6)

Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ (20.5) è (20.6) íà ïðàêòèêå íå óäàåòñÿ, òàê
êàê îïòèìàëüíûé âûáîð ôóíêöèè H(x) âèäà (20.4) íåâîçìîæåí (âåëè-
÷èíà I íåèçâåñòíà). Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûå ïðè-
áëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîïðàâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ.

20.2. Ïðèáëèæåíèå îïòèìàëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Çàâèñèìîñòü
ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèè îò øàãà ñåòêè. Äëÿ ïðîñòîòû âíîâü ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (19.2) ïî d-ìåðíîìó åäèíè÷íîìó
êóáó, ïðè÷åì f(x) ≡ 1. Òîãäà q(x) ≡ g(x) è ξ = α. Âîçüìåì

H(x) = 2− LMg(x)
Ĩ

, (20.7)

ãäå LMg(x) � ïðèáëèæåíèå Ñòðåíãà�Ôèêñà èç (19.6). Ïîëó÷èì çàâè-

ñèìîñòè ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèè îöåíêè ζ̃
(H)
n , ïîëó÷åííîé ïî ôîðìóëàì

(20.1) è (20.7), îò øàãà ñåòêè h = 1/µ.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 20.1. 1). Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣I −Eζ̃(H)

n

∣∣∣ ≤ Dg(α) + 2|I|ρr(µ)
n|Ĩ|

. (20.8)

2). Ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî äëÿ n > N âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

Dζ̃(H)
n ≤ 2ρ2

r(µ)
nĨ2

(∫
Qd

g2(x) dx + I2

)
. (20.9)
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè (20.6) èìååì∣∣∣I −Eζ̃(H)
n

∣∣∣ = 1
n

∣∣∣∣∫
Qd

g(x)
(
g(x) + ∆(x)

Ĩ
− 1
)
dx
∣∣∣∣ =

=
1
n|Ĩ|

∣∣∣∣∣
∫

Qd

((
g2(x)− I2

)
+ g(x)∆(x)+

+
(
I2 − g(x)Ĩ

))
dx

∣∣∣∣∣ ≤ Dg(α) + 2|I|ρr(µ)
n|Ĩ|

,

ò. å. íåðàâåíñòâî (20.8) âåðíî. Â ñâîþ î÷åðåäü, íåðàâåíñòâî (20.9) ñëå-
äóåò èç ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà (20.3) è òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ïðè
ïîäñòàíîâêå ñîîòíîøåíèÿ (20.7) â âûðàæåíèå äëÿD(H) ïîëó÷àåòñÿ âåëè-
÷èíà D̃(α) èç (19.9), è, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðîñòî ïîâòîðèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ôðàãìåíò èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 19.1. Óòâåðæäåíèå
20.1 äîêàçàíî.

Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (19.5) è (20.8), îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò
ìåòîäà âçâåøåííîé ðàâíîìåðíîé âûáîðêè, ñìåùåíèå àëãîðèòìà ñ ïîïðà-
âî÷íûì ìíîæèòåëåì ñîäåðæèò êîìïîíåíòó âèäà (20.6), íå çàâèñÿùóþ

îò ïàðàìåòðà µ. Ýòà îñîáåííîñòü îöåíêè ζ̃
(H)
n ïîäòâåðæäåíà â òåñòîâûõ

ðàñ÷åòàõ [9, 17].
Çàìå÷åííîå âûøå ñîâïàäåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (19.8) è (20.9)

îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ âåðñèé âçâåøåííîé
ðàâíîìåðíîé âûáîðêè (19.7) è àëãîðèòìà (20.1) ñ ¾ïî÷òè îïòèìàëüíûì¿
ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì (20.7) ïðèìåðíî îäèíàêîâî çàâèñÿò îò µ è n.

20.3. Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö è îïòèìèçàöèÿ îöå-

íîê ζ
(H)
n è ζ̃

(H)
n . Èìååòñÿ òàêæå àíàëîãèÿ ìåæäó îöåíêàìè (19.3) è

(20.1) â ðàññóæäåíèÿõ î ïîëó÷åíèè äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö ïîãðåøíîñòè

δ
(H)
n =

∣∣ζ(H)
n − I

∣∣ è î âûáîðå îïòèìàëüíîãî µ. Çäåñü ëåììà 19.1 ïîçâî-

ëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ
(H)
n äëÿ áîëüøèõ n èìååò

ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó, ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
I è äèñïåðñèåé D(H). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áîëüøèõ n âûïîëíåíî ïðè-

áëèæåííîå ðàâåíñòâî P(δ(H)
n ≤ G

√
D(H)) ≈ P(|γ| ≤ G), ãäå G � ïîëîæè-

òåëüíàÿ êîíñòàíòà, à γ ∈ N(0, 1) � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ êîíñòàíòà Gε è íàòóðàëü-
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íîå ÷èñëî N0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P

(
δ(H)
n ≤ Gε

√
B(H)

n

)
> 1−ε; B(H) =

∫
X

(
q(x)−I(2−H(x))

)2
f(x) dx.

(20.10)
Íåñëîæíî òàêæå ïîëó÷èòü àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (19.11) äëÿ äèñêðåòíî-

ñòîõàñòè÷åñêîé îöåíêè ζ̃
(H)
n , ïîëó÷åííîé ïî ôîðìóëàì (20.1), (20.7).

Çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ ýòîé îöåíêè ïðèìåðíî ðàâíû s̃(H) = T (µ) +
n(t1 + t2), ãäå T (µ) � âðåìÿ íà ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû
Ĩ, t1 � ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû LMg(αi), à t2 � ñðåäíåå âðå-
ìÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû g(αi) (çàòðàòû íà ïðèáàâëåíèå äâîéêè è
äåëåíèå íà Ĩ â (20.7), íà ñëîæåíèå âåëè÷èí g(αi),H(αi) è íà îäíî óìíî-
æåíèå â (20.1) ñ÷èòàåì ìàëûìè è íå ó÷èòûâàåì). Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåðõíÿÿ
ãðàíèöà èç ñîîòíîøåíèÿ (20.10) âîñïðîèçâîäèò ðåàëüíîå ïîâåäåíèå ïî-

ãðåøíîñòè δ
(H)
n , ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì δ âåëè÷èíà çàòðàò

s̃(H) èìååò âèä

s̃(H) = T (µ) +
B̃(H)(µ)G2

δ2
(t1 + t2) (20.11)

ãäå B̃(H)(µ) � âåëè÷èíà èç (20.10) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîïðàâî÷íûé ìíîæè-
òåëü âûáèðàåòñÿ ïî ôîðìóëå (20.7). Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ
çàâèñèìîñòåé âåëè÷èí T è B̃(H) îò µ çàòðóäíåíî (çäåñü ìíîãîå çàâèñèò
îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè îöåíêè (20.1) íà ÝÂÌ). Ïî àíàëîãèè ñ ñîîò-
íîøåíèåì (19.11), àíàëèç áàëàíñà (20.11) ïðèâîäèò ê âûâîäó î íàëè÷èè
îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ µ è îá óâåëè÷åíèè ýòîãî çíà÷åíèÿ ñ óìåíüøå-
íèåì δ. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäåí â òåñòîâûõ ýêñïåðèìåíòàõ [9, 17].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ d è
çíà÷åíèÿõ ÷èñëà äåëåíèé ïî êàæäîé êîîðäèíàòå µ âîçíèêàþò ïðîáëåìû
ïî ïðåäâàðèòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ âåëè÷èíû Ĩ è ïî èñïîëüçîâàíèþ îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ äëÿ ìíîãîêðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè LMg(x). Òàêèì îáðàçîì, ñ ðîñòîì êðàòíîñòè èíòåãðàëà ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ìîäèôèêàöèè (20.1) ïàäàåò.

Äëÿ îöåíîê ζ̃
(α)
n è ζ̃

(H)
n , áåçóñëîâíî, ñïðàâåäëèâû âûâîäû ðàáîòû

[27], â êîòîðîé ðàññìîòðåíû ìåòîäû óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè (â òîì ÷èñ-
ëå, âçâåøåííàÿ ðàâíîìåðíàÿ âûáîðêà è ìåòîä ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòå-
ëåì), ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì ôóíêöèè a(x), ¾ñõîäíîé¿ ñ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèåé g(x); ýòî îçíà÷àåò ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ρ̃ = ρ(g(ξ), a(ξ)) ìåæäó âåëè÷èíàìè g(ξ) è a(ξ) áëèçîê ê åäèíèöå. Â [27]
ïîëó÷åíû ¾óíèâåðñàëüíûå¿ íèæíèå ãðàíèöû äèñïåðñèé äëÿ ðàçëè÷íûõ
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ìîäèôèêàöèé ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (1.5) â òåðìèíàõ âåëè-
÷èíû ρ̃.

Â íàøåì ñëó÷àå a(x) = LMg(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðè-
âàåì áëèçîñòü ôóíêöèé g(x) è a(x) â îáû÷íîì � ¾äåòåðìèíèðîâàííîì¿
ñìûñëå. Âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû ρ̃ çäåñü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ ïî ñëîæíîñòè èñõîäíîé çàäà÷å âû÷èñëå-
íèÿ èíòåãðàëà (1.4), ÷òî çàòðóäíÿåò ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ
â [27] ðåçóëüòàòîâ.

21. Ñëó÷àéíûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû

21.1. Îñíîâû òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Êàê óêàçàíî â ïðå-
äèñëîâèè, ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ñì. ñîîòíîøå-
íèÿ (0.2) è (1.5)) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ ïîçèöèé îáùåé òåîðèè êóáà-
òóðíûõ ôîðìóë [2, 6], â êîòîðîé äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà

I =
∫

X

q(x)f̃(x) dx, X ⊆ Rd, (21.1)

èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

I ≈
n∑

i=1

Ciq(xi). (21.2)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû {Ci} íàçûâàþòñÿ âåñàìè, à òî÷êè {xi ∈ X} � óçëà-
ìè êóáàòóðíîé ôîðìóëû (21.2). Ôèêñèðîâàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ f̃(x)
èç (21.1) â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíà. Õîðîøî èçó÷åíû ñëó÷àè f̃(x) ≡ 1
è f̃(x) ≥ 0,

∫
X
f̃(x) dx = 1 (ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøå-

íèé âåñîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âåðîÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü
� êàê â ñîîòíîøåíèè (1.4)).

Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì è
îïòèìèçàöèåé êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè êóáà-
òóðíûõ ôîðìóë Íüþòîíà�Êîòåñà [2] ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ q(x)
çàìåíÿåòñÿ íà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí. Ïðè ïîñòðîåíèè êóáàòóð-
íûõ ôîðìóë Ãàóññà òðåáóåòñÿ òàê ïîäîáðàòü âåñà {Ci} è óçëû {xi},
÷òîáû ôîðìóëà (21.2) áûëà òî÷íà íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ {Pm(x)}
íàèáîëåå âûñîêîé ñòåïåíè m (òî÷íîñòü îçíà÷àåò çäåñü çàìåíó ïðèáëè-
æåííîãî ðàâåíñòâà (21.2) íà òî÷íîå ïðè q(x) = Pm(x)). Â êóáàòóðíûõ
ôîðìóëàõ ×åáûøåâà ôèêñèðóþòñÿ è ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè âåñà {Ci} (ê
ñëîâó, ñòàíäàðòíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî � àëãîðèòì 1.1 � äàåò êóáàòóð-
íóþ ôîðìóëó (21.2) ÷åáûøåâñêîãî òèïà). Äëÿ ðÿäà ïîäõîäîâ, íàïðîòèâ,
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ôèêñèðóåòñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî óçëîâ xi (ôîðìóëû Ëîáàòòî, ôîðìó-
ëû Ìàðêîâà). Ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóë Ýéëåðà è ôîðìóë Ãðåãîðè èñïîëü-
çóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè q(x) â óçëàõ
êóáàòóðíîé ôîðìóëû {xi}.

Â ðàçäåëå 1 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé d çàäà÷
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (21.1) è äëÿ ãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé
q(x) óæå ïðîñòåéøèå êóáàòóðíûå ôîðìóëû (21.2) èìåþò áîëåå âûñîêóþ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè δn = |I −

∑n
i=1 Ciq(xi)| ê íóëþ ïðè

n→∞.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ d = 1 (â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû

(21.2) íàçûâàþò êâàäðàòóðíûìè), X = Q1 = [0, 1] è f̃(x) ≡ 1. Ðàññìîò-
ðèì ïðîñòåéøóþ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ∫ 1

0

q(x) dx ≈
n∑

i=1

hq(xi), h = 1/n, xi =
i− 1/2
n

(21.3)

(ñì. òàêæå ôîðìóëó (1.7)). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé è êàê ôîðìóëà Íüþòîíà�Êîòåñà, è êàê ôîðìóëà
Ãàóññà, è êàê ôîðìóëà ×åáûøåâà.

ËÅÌÌÀ 21.1 [2]. Åñëè q(x) ∈ C2(L;Q1), òî ïîãðåøíîñòü δn êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû (21.3) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
L/(24n2).

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ C2(L;Q1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ââåäåííî-
ãî â ðàçä. 9 ìíîæåñòâà Cr(L;Qd). Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè q(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà ïî ìîäó-
ëþ êîíñòàíòîé L íà [0, 1].

Îäíàêî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè d è äëÿ êëàññîâ íåãëàäêèõ ôóíêöèé
q(x) ïðåèìóùåñòâî ¾äåòåðìèíèðîâàííûõ¿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë (21.2)
ïåðåä ñòîõàñòè÷åñêèìè èñ÷åçàåò. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ôóíêöèé èç
Cr(L;Qd). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

ËÅÌÌÀ 21.2 [2]. Ïðè óñëîâèè îòäåëåííîñòè âåñîâîé ôóíêöèè îò
íóëÿ: f̃(x) ≥ T > 0, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

inf
Ci,xi

sup
q∈Cr(L;Qd)

δn ≥ D(r,L;Qd)Tn−r, ãäå D(r,L;Qd) > 0,

r =
(
r(1), . . . , r(d)

)
, L =

(
L(1), . . . , L(d)

)
, 1/r = 1/r(1) + . . .+ 1/r(d).

Íàïðèìåð, äëÿ q(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd) âûïîëíåíî δn > Hn−1/d

è óæå äëÿ d ≥ 2 ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (àëãîðèòì 1.1) ñðàâíèì ñ ¾äåòåð-
ìèíèðîâàííîé¿ êóáàòóðíîé ôîðìóëîé (21.2).
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21.2. Ðàíäîìèçàöèÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Ðàññóæäåíèÿ èç ðàç-
äåëà 17 ïîêàçàëè, ÷òî ðàññìîòðåíèå êóáàòóðíûõ ôîðìóë ñî ñëó÷àéíû-
ìè óçëàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîâûøåííûå ïîðÿäêè t âåðîÿòíîñòíîé
ïîãðåøíîñòè δn ∼ n−t ïðè n → ∞. Àëãîðèòìû 17.1, 17.2 èç ýòèõ ïîä-
ðàçäåëîâ, êàê è ñàì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 1.1, ÿâëÿþòñÿ âàðèàíòàìè
ñëó÷àéíîé êóáàòóðíîé ôîðìóëû

I ≈
N∑

i=1

κiq(ξi). (21.4)

Çäåñü {κi}, N � ñêàëÿðíûå, à {ξi} � âåêòîðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Â
àëãîðèòìàõ 1.1, 17.1, 17.2 ñëó÷àéíûìè ÿâëÿþòñÿ óçëû {ξi}, à êîýôôè-
öèåíòû {κi} è ÷èñëî ñëàãàåìûõ N äåòåðìèíèðîâàíû.

Â èçâåñòíîé ìåðå ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå,
êîãäà óçëû è êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíèðîâàíû è èçâåñòíà èõ çàâèñè-
ìîñòü îò ÷èñëà N , êîòîðîå âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî ñîãëàñíî ðàñïðåäåëå-
íèþ π = {p1, p2, . . .}; pn = P(N = n). Íàïðèìåð, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ
íà îòðåçêå [0, 1] ìîæíî ïîñòðîèòü ïî çàäàííîìó N = n ôîðìóëó ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ (21.3) ñ n óçëàìè, ëèáî áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû òàêîãî
òèïà (ôîðìóëû òðàïåöèé, Ñèìïñîíà è ò.ï). Âûáèðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì π âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ n1, . . . , nM , îöåíèâà-
åì èíòåãðàë I ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî

I ≈ 1
M

M∑
m=1

1
nm

nm∑
i=1

q(x(m)
i ).

Ïðèìåðîì îäíîâðåìåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåñîâ {κi} è
ñëó÷àéíûõ óçëîâ {ξi} ìîæåò ñëóæèòü ìåòîäèêà, ïðåäñòàâëåííàÿ äàëåå
â ïîäðàçä. 21.3.

21.3. Èíòåðïîëÿöèîííûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû ñî ñëó÷àé-
íûìè óçëàìè. Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(X; f) èíòå-
ãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ñ âåñîì f(x) ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì (q1, q2) =

∫
X
q1(x)q2(x)f(x) dx.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà � ýòî ïðèáëèæåíèå èí-
òåãðàëà, ïîëó÷åííîå ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ êàêîé-ëèáî èíòåðïîëÿöèîí-
íîé ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè q(x). Ïðèìåðîì òàêèõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ
ôîðìóëû Íüþòîíà�Êîòåñà, óïîìÿíóòûå â ïîäðàçä. 21.1 (ïðè ïîñòðîå-
íèè ýòèõ ôîðìóë èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè
q(x)).
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Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ ñè-
ñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ ñ âåñîì f(x) ôóíêöèé ϕ1(x), . . . , ϕn(x), äëÿ
êîòîðûõ (ϕi, ϕj) = δij . Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ
ïîëîæèòåëüíà â X è

∫
X
f(x) dx = 1, òî åñòü, êàê è â ôîðìóëå (1.4),

ôóíêöèþ f(x) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âåðîÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü. Ïðåä-
ïîëîæèì òàêæå, ÷òî ϕ1(x) ≡ 1.

Âûáåðåì òåïåðü n óçëîâ x1, . . . ,xn. Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííóþ
ôîðìóëó

q(x) ≈ qn(x) =
n∑

i=1

ciϕi(x) (21.5)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè
qn(xi) = q(xi), i = 1, . . . , n. Êîýôôèöèåíòû {ci} ïðèáëèæåíèÿ (21.5)
îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c1ϕ1(x1) + . . .+ cnϕn(x1) = q(x1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c1ϕ1(xn) + . . .+ cnϕn(xn) = q(xn)

(21.6)

Ìàòðèöà ñèñòåìû ‖ϕi(xj)‖ èìååò ðàçìåðû n× n.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1.4). Ó÷è-

òûâàÿ ñîîòíîøåíèå (21.5) è îðòîãîíàëüíîñòü (ñ âåñîì f(x)) ôóíêöèé
ϕi(x), èìååì

I =
∫

X

q(x)f(x) dx ≈
∫

X

qn(x)ϕ1(x)f(x) dx =
n∑

i=1

ci(ϕi, ϕ1) = c1.

Îáîçíà÷èì X(n) = (x1, . . . ,xn). Ñîãëàñíî ïðàâèëó Êðàìåðà

I ≈ c1 =
∆(q,X(n))
∆(X(n))

, (21.7)

ãäå ∆(X(n)) = det‖ϕi(xj)‖ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (21.6), à
∆(q,X(n)) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû q(x1) ϕ2(x1) . . . . . . ϕn(x1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
q(xn) ϕ2(xn) . . . . . . ϕn(xn)


Çäåñü ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû ñèñòåìû (21.6) çàìåíåí íà ñòîëáåö ïðà-
âûõ ÷àñòåé. Ñîîòíîøåíèå (21.7) îïðåäåëÿåò èíòåðïîëÿöèîííóþ êóáà-
òóðíóþ ôîðìóëó íà ñèñòåìå ôóíêöèé {ϕi(x)}.
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Â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàçíî ðàíäîìèçèðîâàòü ôîðìóëó (21.7), èñ-
ïîëüçóÿ âìåñòî X(n) ñëó÷àéíûé âåêòîð χ̃, ðàñïðåäåëåííûé ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè

p(x1, . . . ,xn) = H∆2(X(n))f(x1)× . . .× f(xn).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòàH ðàâíà 1/n!, è, êðîìå
òîãî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (ôîðìóëà Åðìàêîâà�Çîëîòóõèíà)

I = Eζ̃n, ζ̃n =
∆(q̃, χ̃)
∆(χ̃)

.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ̃n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ êóáàòóðíóþ ôîð-
ìóëó (21.4) ñî ñëó÷àéíûìè óçëàìè è ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïðåèìóùåñòâî ýòîé ôîðìóëû ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè óòî÷íåíèÿ ôîðìó-
ëû (21.7) ïóòåì îñðåäíåíèÿ íåñêîëüêèõ ðåàëèçàöèé âåëè÷èíû ζ̃n. Äèñ-
ïåðñèÿ âåëè÷èíû ζ̃n îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

Dζ̃n ≤
∫

X

(
q(x)−

n∑
i=1

(q, ϕi)ϕi(x)

)2

f(x) dx.

22. Ðàíäîìèçàöèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé

22.1. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì K.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà
Ih = (ϕ, h) (ñì. ôîðìóëó (3.1)) îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ϕ = Kϕ+ f (ñì. ôîðìóëó (3.2)) ñ òî÷êè çðå-
íèÿ òåîðèè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, [28]). Åñëè îïåðà-
òîð K ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B(X) ñ íîðìîé
‖f‖B (êîíêðåòíåå, ïîëàãàåì ‖K‖B ≤ q < 1), òî ðåøåíèå ϕ(x) óðàâíåíèÿ
(3.2) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïðè m→∞ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà:

zm+1 = f +Kzm, m = 0, 1, 2, . . .

ñ íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì z0(x) = f(x); ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
[28]:

‖ϕ− zm‖B ≤ qm

1− q
‖z1 − z0‖B . (22.1)

Â êà÷åñòâå B(X) âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(X) ñ
íîðìîé ‖f‖C(X) = supx∈X |f(x)|, ãäå X � êîìïàêò èç Rl.
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22.2. Ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû àë-
ãîðèòìó 3.1, â êîòîðîì èñïîëüçîâàíà îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì (3.12)
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà

Ih =
∞∑

m=0

∫
..

∫
f(y(0))k(y(0), y(1))×..×k(y(m−1), y(m))h(y(m)) dy(0)..dy(m)

(22.2)
(ñì. òàêæå ôîðìóëû (3.5), (3.6)) ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ìåòî-
äà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Çàäàäèì íåêîòîðîå s < ∞ è âîçü-
ìåì ïðèáëèæåíèå

Ih ≈ I
(s)
h =

s∑
m=0

(Kmf, h). (22.3)

Çàìåòèì, ÷òî∣∣Ih − I
(s)
h

∣∣ ≤ max
x∈X

|h(x)| × ‖ϕ− zs‖C(X), zs(x) =
s∑

m=0

Kmf(x).

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç íåðàâåíñòâà (22.1) ñëåäóåò, ÷òî

‖ϕ− zs‖C(X) ≤
qs

1− q
‖Kf − f‖C(X).

Âåëè÷èíó s ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

max
x∈X

|h(x)| × qs

1− q
‖Kf − f‖C(X) < ε̃(1)s . (22.4)

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ èç ñóììû I
(s)
h , èìåþùèõ

ìàêñèìàëüíóþ êðàòíîñòü d = l(s + 1), ìîæíî ïîñòðîèòü ñåðèþ êóáà-

òóðíûõ ôîðìóë F
(d)
h,n1

ñ ÷èñëîì óçëîâ n1, îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâà
∣∣∣I(s)

h − F
(d)
h,n1

∣∣∣ < ε̃
(2)
s . Ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ε̃

(1)
s è ε̃

(2)
s

â ñóììå äîëæíû ñîñòàâëÿòü âåëè÷èíó äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè ε̃s.
Äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíîé (è íåïðîñòîé) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòè-

ìàëüíîãî ñîãëàñîâàííîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ s è n1. Òðóäíîñòè, â ÷àñò-
íîñòè, ñâÿçàíû ñ îöåíêîé âåëè÷èí q è ‖Kf −f‖C(X) â ëåâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà (22.4). Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü ñóììàðíóþ òðóäîåì-
êîñòü S(s, n1) ïîëó÷àåìîãî àëãîðèòìà. Çäåñü ïðèìåíèì ïîäõîä, èñïîëü-
çóåìûé ïðè îïòèìèçàöèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ãëî-
áàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé [3, 5]: èç óðàâíåíèÿ

ε̃(1)s + ε̃(2)(n1) = ε̃s
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âûðàæàåì n1 ÷åðåç s è ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå n1 = ψ(s) â
ôîðìóëó äëÿ S. Äàëåå èññëåäóåì ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî S(s, ψ(s))
íà ìèíèìóì, íàõîäÿ s = smin. Ïðè ïðîâåäåíèè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ
ïîëàãàåì s ≈ smin, n1 ≈ ψ(smin). Ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññóæäå-
íèÿ äëÿ êîíêðåòíîé òåñòîâîé çàäà÷è ïðèâåäåí äàëåå â ïîäðàçä. 22.6.

Äëÿ ìàëûõ ε̃s è ε̃
(1)
s âåëè÷èíà d ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïî-

ýòîìó â êà÷åñòâå F
(d)
h,n1

ñëåäóåò âûáèðàòü ïðîñòåéøóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ
êóáàòóðíóþ ôîðìóëó (ò. å. ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò
ïðîáëåìà ðàçóìíîãî âûáîðà ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî d-ìåðíîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà. Ñîãëàñíî ìåòîäó âûáîðêè ïî âàæíîñòè (ñì. ðàçä. 2),
íàèìåíüøàÿ äèñïåðñèÿ ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ïëîòíîñòè

p(y) = C

∣∣∣∣∣
s∑

m=0

(
f(y(0))h(y(0)) +

m−1∑
j=0

f(y(0))k(y(0), y(1))×

×k(y(1), y(2))× ...× k(y(j), y(j+1))h(y(j+1))
)∣∣∣∣∣, (22.5)

ãäå y =
(
y(0), y(1), . . . , y(s)

)
è C � ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìèðóþùàÿ êîí-

ñòàíòà. Âûðàæåíèå (22.5) ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ãðîìîçä-
êèì, íå äàþùèì âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîëó-
÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =

(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(s)

)
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè p(y).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ëèøü îäíî ñëàãàåìîå
(Kmf, h) ñóììû (22.3), òî èñïîëüçîâàíèå ïëîòíîñòè

p
(
y(0), y(1), .., y(m)

)
= Cf(y(0))k(y(0), y(1))..k(y(m−1), y(m))h(y(m))

(çäåñü f(y) ≥ 0, k(y′, y) ≥ 0, h(y) ≥ 0) ìîæåò äàòü ýôôåêòèâíûé àë-
ãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ñì. äàëåå òåñòîâûå ïðèìåðû èç ïîäðàçä.
22.3, 22.5).

22.3. Òåñòîâàÿ çàäà÷à.Ìû ïðîâåëè ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ïîäõîäîâ,
îïèñàííûõ â ïîäðàçä. 22.2, íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî òåñòîâîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà èç [1], ñîîòâåòñòâóþùåãî àíèçî-
òðîïíîìó ðàññåÿíèþ ïðè ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ìîäåëü ïåðåíîñà ìàëûõ ÷àñòèö. ×àñòèöû
äâèãàþòñÿ èç òî÷êè x = 0 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x ñëó-
÷àéíûìè ïðîáåãàìè, äëèíû êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ e−x,
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x > 0. Â êîíöå ïðîáåãà ñ âåðîÿòíîñòüþ p ÷àñòèöà ïîãëîùàåòñÿ (ò. å. åå
òðàåêòîðèÿ îáðûâàåòñÿ), à ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p ñîâåðøàåò î÷åðåä-
íîé ïðîáåã ξ(m−1) → ξ(m). Ïîñòàâèì çàäà÷ó îöåíêè âåðîÿòíîñòè P (H)
âûëåòà ÷àñòèöû çà òî÷êó x = H.

Ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ öåïè ñòîëêíîâåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-
æåíèåì p(y, x) = q exp

(
−(x − y)

)
χ(x − y), ãäå χ(w) = 1 ïðè w ≥ 0

è χ(w) = 0 ïðè w < 0. Ïëîòíîñòü íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ξ(0) ðàâíà
π(x) = exp(−x), x > 0. Äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé ϕ(x)
ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå

ϕ(x) = q

∫ x

0

e−(x−y)ϕ(y)dy + e−x, x > 0, (22.6)

òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîãî ðàâíî ϕ(x) = e−px. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíóþ
îöåíêó (ñì., íàïðèìåð, [1]), èäåÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â
ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (22.6) êàê
ôóíêöèîíàëà âèäà (3.1), çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà x. Ó÷òåì òàêæå, ÷òî
â äàííîé ñèòóàöèè ïðîèñõîäèò ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå (f(x) = π(x),
k(y, x) = p(y, x)). Â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíàÿ îöåíêà èìååò âèä

P (H) = ϕ(H) = Eζ(H) + e−H ≈ ζ
(H)
1 + . . .+ ζ

(H)
n

n
+ e−H , (22.7)

ζ(H) =
N∑

m=0

q exp(−(H − ξ(m)))χ(H − ξ(m)).

Â êà÷åñòâå ξ(N) âûáèðàåòñÿ ëèáî òî÷êà ïîãëîùåíèÿ, äëÿ êîòîðîé
ξ(N) < H, ëèáî ïåðâàÿ òî÷êà äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
ξ(N) > H. Ôóíêöèÿ h(y), îïðåäåëÿþùàÿ âû÷èñëÿåìûé ôóíêöèîíàë

Ih = (ϕ, h) = P (H)− e−H = Eζ(H), (22.8)

ðàâíà h(y) = q exp
(
−(H − y)

)
χ(H − y).

Ðàññìîòðèì òàêæå ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (22.3) äëÿ
ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè P (H). Ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ â ìåò-
ðèêå C[0,H] ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε(1)s =
∥∥∥Ih − I

(s)
h

∥∥∥
C[0,H]

=

∥∥∥∥∥
( ∞∑

m=s+1

Kmf, h

)∥∥∥∥∥
C[0,H]

≤
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≤

∥∥∥∥∥
∞∑

m=s+1

Kmf

∥∥∥∥∥
C[0,H]

‖h‖C[0,H].

Âû÷èñëèì

Kmf(x) =
∫
..

∫
qme−y(0)

e−(y(1)−y(0)) × ..× ex−y(m−1))χ(y(1) − y(0))× ..×

×χ(x− y(m−1)) dy(0) . . . dy(m−1) =
qmxm

m!
e−x.

Äàëåå èìååì∥∥∥∥∥
∞∑

m=s+1

Kmf

∥∥∥∥∥
C[0,h]

= max
x∈[0,H]

∣∣∣∣∣e−x
∞∑

m=s+1

qmxm

m!

∣∣∣∣∣ ≤ max
x∈[0,H]

e−xqs+1eqδxs+1

(s+ 1)!
,

ãäå δ ∈ [0, x]. Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âûðàæåíèå∑∞
m=s+1 q

mxm/m! ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôîðìóëû eqx.
Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥∥∥∥

∞∑
m=s+1

Kmf

∥∥∥∥∥
C[0,H]

≤ qs+1Hs+1

(s+ 1)!
; ‖h‖C[0,H] = max

x∈[0,H]

∣∣qe−(H−x)
∣∣ = q

è ε(1)s ≤ qs+2Hs+1

(s+ 1)!
. (22.9)

Âûðàæåíèÿ (Kmf, h) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû óâåëè÷èâàþ-
ùåéñÿ (ñ ðîñòîì m) ðàçìåðíîñòè. Äëÿ èõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè èç ðàçä. 10. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ s â ñóììå (22.3) ìîæíî íàéòè èñ-

õîäÿ èç òðåáóåìîé ïîãðåøíîñòè, ïðåîáðàçîâàâ íåðàâåíñòâî äëÿ ε
(1)
s â

ðàâåíñòâî è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà:

ε(1)s =
qs+2(eH)s+1√

2π(s+ 1)(s+ 1)s+1

Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ îöåíêà ÷èñëà ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ çàâûøåííîé. Ìè-
íèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ìîæíî íàéòè, èñõîäÿ èç èçâåñòíîãî
òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (22.6):

ε(1)s ≤

∣∣∣∣∣e−pH − e−H
s∑

m=0

qmHm

m!

∣∣∣∣∣ .
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22.4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ïðîâåäåííûõ
íàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ (ñì. [9]) äëÿ ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ
âûáèðàëèñü ïëîòíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ïðèáëèæå-
íèÿìè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, ñ ÷èñëîì µ ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿí-
ñòâà âäîëü îäíîé êîîðäèíàòû, íå áîëüøèì äåñÿòè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
èíòåãðàëîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè (i ≤ 6) âûáèðàëîñü µ = 10, äëÿ èíòå-
ãðàëîâ áîëüøåé êðàòíîñòè µ < 10. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Â ìîäåëè ïåðåíîñà ÷àñòèö ñ àíèçîòðîïíûì
ðàññåÿíèåì àëãîðèòì, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíîé îöåíêè
äëÿ ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè P (H), óñòóïàåò ïî òðóäîåìêîñòè ìåòîäó ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ëèøü â ñëó÷àå ìàëîé âåðîÿòíîñòè P (H)
âûõîäà çà ãðàíèöó H è ìàëûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòè ðàññåÿíèÿ q < 0.5,
ò. å. ïðè âû÷èñëåíèè íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà èíòåãðàëîâ (s ≤ 10). Äëÿ
q ≥ 0.5 òðóäîåìêîñòü ëîêàëüíîé îöåíêè ìåíüøå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè
òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ëèøü îäíî ñëàãàåìîå (Kmf, h) ñóììû (22.3), òî
èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà âûáîðêè ïî âàæíîñòè ìîæåò áûòü âåñüìà ýô-
ôåêòèâíûì.

22.5. Èñïîëüçîâàíèå äðóãîãî ôóíêöèîíàëà. Ñëåäóåò çàìåòèòü,
÷òî ôóíêöèîíàë (22.8) äàåò íå ñàìóþ óáåäèòåëüíóþ èëëþñòðàöèþ ïðå-
èìóùåñòâà ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (22.3) èç-çà îòñóò-
ñòâèÿ ¾äëèííûõ¿ òðàåêòîðèé ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(N) â îöåíêå (22.7) (âåäü âû-
ëåò çà H îáðûâàåò òðàåêòîðèþ). Áîëåå ïîêàçàòåëüíûå ðåçóëüòàòû äàåò
âûáîð ôóíêöèè h(y), ðàñïðåäåëåííîé âäîëü âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè, íàïðèìåð,

h(y) = e−By, y > 0 (22.10)

(îäíàêî ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ ¾ôèçè÷åñêèé ñìûñë¿ ôóíêöèîíàëà Ih). Äëÿ
ïðèáëèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà (22.2) çäåñü ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü îöåíêó ζ(s) =

∑s
m=0 h(ξ

(m)), ïðè÷åì îòðåçîê öåïè Ìàðêîâà
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(s) ïîëó÷àëñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðî-
âåäåííûå â ðàáîòå [9] ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëà (3.1) ñ
ôóíêöèåé (22.10) ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ýôôåêòèâíûì, ÷åì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé ïî ñòîëêíîâåíèÿì.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè ïðè ïîëó÷åíèè ñîîòíîøåíèÿ (22.9)

ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîãðåøíîñòü ε
(1)
s äëÿ ôóíêöèîíàëà Ih ñ ôóíêöèåé

(22.10). Âû÷èñëèì

(Kmf, h) =
∫ +∞

0

. . .

∫ +∞

0

qme−y(0)
e−(y(1)−y(0)) × . . .× e−(y(m)−y(m−1))×
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×χ(y(1) − y(0))× ..× χ(y(m) − y(m−1))e−By(m)
dy(0) . . . dy(m−1) dy(m) =

= qm

∫ +∞

0

e−y(m)(B+1)

(∫ y(m)

0

(
y(m−1)

)m−1

(m− 1)!
dy(m−1)

)
dy(m) =

=
qm

m!

∫ +∞

0

e−y(m)(B+1)
(
y(m)

)m

dy(m) =
qm

(B + 1)m+1
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî èçâåñòíîå ñâîéñòâî ãàììà-ôóíêöèè:

Γ(i+ 1) =
∫ ∞

0

wie−w dw = i!.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììû ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè, èìååì

ε(1)s =
∥∥Ih − I

(s)
h

∥∥
C

=

∥∥∥∥∥
( ∞∑

i=s+1

Kif, h

)∥∥∥∥∥
C

=
(

q

B + 1

)s+1

× 1
B + 1− q

.

Îáùóþ ïîãðåøíîñòü εs àëãîðèòìà (22.3) ïåðåïèøåì â âèäå ñóììû

εs = ε(1)s + ε(2)s ≈
(

q

B + 1

)s+1

× 1
B + 1− q

+
D(s)
√
n1
,

ãäå D(s) =
√

Dξ(s). Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàáîòå
[9] áûëè ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.

1). Ïðè s → ∞ áûëî ïîäòâåðæäåíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü εs âåäåò ñåáÿ,
êàê ïîãðåøíîñòü äëÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî áåç îáðûâà.

2). Ïðè n1 → ∞ áûëî ïîäòâåðæäåíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü εs çàâèñèò

òîëüêî îò s (ò. å. εs = ε
(1)
s ).

22.6. Ñîãëàñîâàííûé âûáîð ïàðàìåòðîâ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà
ðàññìàòðèâàåìîì òåñòîâîì ïðèìåðå ðàáîòó ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå
ïðîöåäóðû ñîãëàñîâàííîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ s è n1 â àëãîðèòìå (22.3).
Çàìåòèì, ÷òî òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
S̃ = s× n1. Çàäàåì óðîâåíü ïîãðåøíîñòè ε̃s è ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî

ε̃s = ε̃(1)s + ε̃(2)s =
(

q

B + 1

)s+1

× 1
B + 1− q

+
D(s)
√
n1
. (22.11)

Ïîëàãàåì D(s) ≈ D = const, ò. ê. ïðè ìàëîì çíà÷åíèè ε̃s âûïîëíåíî

Dζ(s) ≈ Dζ

(
1−

(
q

2B + 1

)s+1
)
.
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Âûðàæàÿ n1 ÷åðåç s èç ñîîòíîøåíèÿ (22.11), èìååì

S̃(s) = D2 s

/(
ε̃s −

(
q

B + 1

)s+1 1
B + 1− q

)2

. (22.12)

Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ÷èñëåííî èññëåäîâàëàñü íà ìèíèìóì ïî s. Ïîèñê
ìèíèìóìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

ε̃s−
(

q

B + 1

)s+1

× 1
B + 1− q

+2
(

q

B + 1

)s+1

× s

B + 1− q
ln
(

q

B + 1

)
= 0;

ýòî óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè (22.12). Â ÷àñòíîñòè,
â ðàáîòå [9] äëÿ ε̃s = 0.01, q = 0.999, B = 0.5 è D = 2.1 óñòàíîâëåíî,
÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè S̃(s) äîñòèãàåòñÿ ïðèìåðíî ïðè s = 19. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî äëÿ s = 19 ïîëó÷èëîñü ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàêòè-
÷åñêîãî ðåçóëüòàòîâ (ò. å. ïðè s = 19 äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ
ïîãðåøíîñòè ïîòðåáîâàëîñü ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ñ÷åòà).

23. Âû÷èñëåíèå âèíåðîâñêèõ èíòåãðàëîâ

23.1. Âèíåðîâñêèé èíòåãðàë. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî ïðèìåíèìû
ïðè âû÷èñëåíèè íåêîòîðûõ êîíòèíóàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Â ÷àñòíîñòè,
â öåëîì ðÿäå çàäà÷ òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü òàê íàçûâàåìûå âèíåðîâñêèå
èíòåãðàëû [29]:

IF =
∫

C[0,T ]

F (y) dwy = EF (w(t)), (23.1)

ãäå w(t) � ñåïàðàáåëüíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (èëè îäíîìåðíîå áðî-
óíîâñêîå äâèæåíèå), t ∈ [0, T ], C[0, T ] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [0, T ] ôóíêöèé y(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ y(0) = 0 (òðà-
åêòîðèè ñåïàðàáåëüíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
íåïðåðûâíû), à F (y(t)) � íåïðåðûâíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà
C[0, T ].

Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñîâìåñòíûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí w(t(1)), . . . , w(t(K))
äëÿ ðàçëè÷íûõ K è 0 < t(1) < . . . < t(K) ≤ T , êîòîðûå èìåþò âèä

ft(1),...,t(K)

(
u(1), . . . , u(K)

)
=

K∏
k=1

[
1(

2π(t(k) − t(k−1))
)1/2

×
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× exp
(
− (u(k) − u(k−1))2

2(t(k) − t(k−1))

)]
, (23.2)

ãäå t(0) = 0 è u(0) = 0 [29]. Èç ôîðìóëû (23.2), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
w(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ãàóññîâñêèìè ïðèðàùåíèÿìè
òàêîé, ÷òî

w(0) = 0, E(w(t)− w(s)) = 0, D(w(t)− w(s)) = t− s

äëÿ ëþáûõ s, t ∈ [0, T ], s ≤ t.
23.2. Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà (23.1):

IF ≈
1
n

n∑
i=1

F (wi(t)), (23.3)

ãäå w1(t), . . . , wn(t) � íåçàâèñèìûå òðàåêòîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.
Ýòè òðàåêòîðèè ðåàëèçóþòñÿ ïðèáëèæåííî ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ïðîöå-
äóðå. Ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà

0 = t̂(0) < t̂(1) < . . . < t̂(K−1) < T (K) = T, t̂(k) = kT/K (23.4)

è â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ òðàåêòîðèè wi èñïîëüçóåòñÿ ëîìàíàÿ

W
(K)
i (t) =

M−1∑
m=0

√
T/K γ

(m)
i +

(
Kt

T
−M

)√
T/K γ

(M)
i , (23.5)

ãäå γ
(m)
i � íåçàâèñèìûå çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû (äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîð-
ìóëó (4.2), ñì. òàêæå [1, 4]),M = [Kt/T ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà Kt/T . Ïðè
0 ≤ t < T/K èìååì W

(K)
i (t) = (Kt/T )

√
T/Kγ

(0)
i . Ïîñòðîåííàÿ ëîìàíàÿ

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
(
kT/K,wi(kT/K)

)
. Ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ðàâ-

íîìåðíî ïî t ∈ [0, T ] èìååì W
(K)
i (t) → wi(t) ïðè K →∞.

23.3. Âû÷èñëåíèå ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàë (23.1)
ìîæíî òàêæå ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü äðóãèì ñïîñîáîì. Çàôèêñèðóåì
ðàçáèåíèå (23.4) îòðåçêà [0, T ] è óñëîâèìñÿ çàìåíÿòü êàæäóþ íåïðåðûâ-
íóþ êðèâóþ u(t) ëîìàíîé òèïà (23.5):

U(t) = u((M − 1)T/K) + (Kt/T − (M − 1))(u(MT/K)− u((M − 1)T/K))
(23.6)
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ïðè t ∈ [(M −1)T/K;MT/K]. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé u(t) è U(t)
â óçëàõ ñåòêè (23.4) ÷åðåç u(kT/K) = U(kT/K) = u(k); k = 0, 1, . . . ,K.
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà F (U(t)) íà ëîìàíûõ (23.6) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ôóíêöèþ K ïåðåìåííûõ F̂

(
u(1), . . . , u(K)

)
(äëÿ i = 0 èìååì

u(0) = U(0 × T/K) = 0). Òîãäà èç ôîðìóëû (23.2) íåñëîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî

IF = lim
K→∞

(
K

2πT

)K/2 ∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
F̂
(
u(1), . . . , u(K)

)
×

× exp

(
− K

2T

K∑
i=1

(
u(i) − u(i−1)

)2
)
du(1) . . . du(K). (23.7)

Ñîîòíîøåíèå (23.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååòñÿ îïðåäåëåííàÿ ñâÿçü ìåæ-
äó êîíòèíóàëüíûìè èíòåãðàëàìè è èíòåãðàëàìè áåñêîíå÷íîé êðàòíî-
ñòè (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ âèíåðîâñêîãî èíòåãðàëà (23.1)). Äëÿ ïðè-
áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà IF ìîæíî âû÷èñëÿòü ìíîãîêðàòíûå
èíòåãðàëû, ñòîÿùèå ñïðàâà â ôîðìóëå (23.7), äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøî-
ãî K. Ïðè ýòîì ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî (àëãîðèòì 1.1) è åãî ìîäèôèêàöèè. Îäíàêî ïîäîáíûå àë-
ãîðèòìû ïîëó÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, áîëåå òðóäîåìêèìè, ÷åì àëãîðèòì,
ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìóëå (23.3).

Íàëè÷èå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé (23.5) è (23.6) òðàåêòîðèè
wi(t) è ôóíêöèè u(t) ñîîòâåòñòâåííî íà ñåòêå (23.4) ïîçâîëÿåò îòíåñòè
îïèñàííûå çäåñü âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì
÷èñëåííûì ìåòîäàì.

24. Èñïîëüçîâàíèå êâàçèñëó÷àéíûõ ÷èñåë

24.1. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì d-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá Qd.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 24.1 [30]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x1, . . . ,xi, . . .
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â Qd, åñëè ñîîòíîøåíèå∫

Qd

g(x) dx = lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

g(xi)

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g, èíòåãðèðóåìîé â Qd ïî Ðèìàíó.
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ËÅÌÌÀ 24.1 [30]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
x1, . . . ,xi, . . . áûëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â Qd, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïîäîáëàñòè G ⊆ Qd âûïîëíÿëîñü ðàâåí-
ñòâî limn→∞[Sn(G)/n] = VG; çäåñü VG � îáúåì îáëàñòè G, à Sn(G) �
êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ íîìåðàìè 1 ≤ i ≤ n ïðèíàäëåæàùèõ G.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 24.2 [30]. Îòêëîíåíèåì ãðóïïû òî÷åê x1, . . . ,xn

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà Dn = supx∈Qd
[Sn(Px) − nVPx ], ãäå Px � ïàðàëëå-

ëåïèïåä ñ äèàãîíàëüþ Ox (çäåñü O � íà÷àëî êîîðäèíàò) è ñ ðåáðàìè,
ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì.

ËÅÌÌÀ 24.2 [30]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
x1, . . . ,xi, . . . áûëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â Qd, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïîäîáëàñòè G ⊆ Qd âûïîëíÿëîñü ðàâåí-
ñòâî limn→∞(Dn/n) = 0.

×åì áûñòðåå óáûâàåò ñîîòíîøåíèå Dn/n, òåì áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî 1/2 ≤ Dn ≤ n [16], íî
íåÿñíî, êàêîâ íàèëó÷øèé ïîðÿäîê ðîñòà Dn ïðè n → ∞. Äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíî èññëåäîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîëòîíà è Ñîáîëÿ (ñì. äà-
ëåå ïîäðàçä. 24.2), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Dn = O(lnd n)
(ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ïðèìåðàìè
ò. í. êâàçèñëó÷àéíûõ ÷èñåë).

24.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîëòîíà {yi} è Ñîáîëÿ {zi}. Ïóñòü
r1, . . . , rd � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà (íà ïðàêòèêå îáû÷íî áåðóò
ïåðâûõ d ïðîñòûõ ÷èñåë: r1 = 1, r2 = 3, r3 = 5, . . .). Ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ Õîëòîíà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â Qd ñ êîîðäèíà-
òàìè

yi = (pr1(i), . . . , prd
(i)).

Çäåñü pr(i) = 0, a1a2 . . . am−1am (ýòî çàïèñü â r-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ) ïðè i = amam−1 . . . a2a1 (ýòî òàêæå çàïèñü â r-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ).

Ïóñòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ i = emem−1 . . . e2e1. Äëÿ âñåõ

j = 1, . . . , d îïðåäåëèì qi,j = e1V
(1)
j ∗ e2V (2)

j ∗ . . . ∗ emV
(m)
j . Çäåñü çíàêîì

¾∗¿ îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà â äâî-

è÷íîé ñèñòåìå. ×èñëà V
(s)
j áåðóòñÿ èç ñïåöèàëüíûõ òàáëèö (ïîäðîáíîñòè

ñì. â [16, ãë. 7]). ËÏτ -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîáîëÿ îáðàçóþò òî÷êè

zi = (qi,1, . . . , qi,d).
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24.3. Îá èñïîëüçîâàíèè êâàçèñëó÷àéíûõ ÷èñåë è äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïðèáëèæåííîì èíòåãðèðîâàíèè.
Â êíèãå [16] îòìå÷åíà âîçìîæíîñòü ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êâà-
çèñëó÷àéíûõ è ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âû-
ñîêîé ðàçìåðíîñòè. Çàìå÷åíî òàêæå, ÷òî ìîæíî îæèäàòü áîëüøåãî ýô-
ôåêòà îò ïðèìåíåíèÿ êâàçèñëó÷àéíûõ ÷èñåë òîãäà, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ
áîëåå ñîâåðøåííûå (ñ òî÷êè çðåíèÿ âåëè÷èíû òðóäîåìêîñòè) àëãîðèòìû
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû òåñòîâûõ âû÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçèñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçìåðíîñòü èíòåãðàëîâ áûëà îòíîñè-
òåëüíî íåâåëèêà (d ≤ 10) è ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè g(x) áûëè ãëàä-
êèìè, ïîëó÷àëèñü çíà÷èòåëüíûå âûèãðûøè ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê
òî÷íîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì 1.1, â êîòî-
ðîì èñïîëüçîâàëèñü ñëó÷àéíûå èëè ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü â ðàçä. 1, èìåííî äëÿ òàêèõ æå ðàçìåðíîñòåé d è ôóíê-
öèé g(x) îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè è äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ìå-
òîäû, îïèñàííûå â äàííîì ïîñîáèè (ýòî ïîêàçàëè ïðîâåäåííûå íàìè
ìíîãî÷èñëåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, â òîì ÷èñëå, ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñòîõàñòè÷åñêîé òåñòîâîé ñèñòåìû èç ðàçä. 4) [3, 9]. Ïðè ðîñòå
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è è ¾ñëîæíîñòè¿ èñõîäíûõ äàííûõ (ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè, îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ) ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäèôèêàöèé è êâàçèñëó÷àéíûõ ÷èñåë çà-
ìåòíî ïàäàåò; â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ¾îáû÷íûå¿ ìåòîäû Ìîíòå-
Êàðëî ñî ñëó÷àéíûìè èëè ïñåâäîñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè.

Èíòåðåñíîé (è ïîêà íå èññëåäîâàííîé) îñòàåòñÿ ïðîáëåìà ïðÿìîãî
ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ êâàçèñëó÷àéíûõ ÷èñåë è îïè-
ñàííûõ çäåñü äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èíòåãðàëîâ ¾óìå-
ðåííûõ¿ ðàçìåðíîñòåé 3 ≤ d ≤ 10.
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