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Ïðåäèñëîâèå

Ìû îáñóäèì ïðîáëåìû, ðåøåíèÿ êîòîðûõ èëëþñòðèðóþò ïðèìåíåíèå
îáùèõ ìåòîäîâ òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ îïèñàíèÿ ò.í.
áûñòðûõ äèïîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ðåëÿòèâèñòñêèõ
ñãóñòêîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ñãóñòîê, èëè ñãóñòêè ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþò ñ íèçêîäîáðîòíûìè
îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè, êîòîðûå çàíèìàþò ìàëûé îòðåçîê çàìêíóòîé
îðáèòû. ×èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêàõ ïðåäïîëàãàþòñÿ íàñòîëüêî áîëüøèìè, ÷òî
îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè èçìåíåíèé àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñó-
ùåñòâåííî ïðåâûøàþò ÷àñòîòû ìàëûõ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö.
Òàêèå íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ íàçûâàþòñÿ áûñò-
ðûìè.

Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ áûñòðûõ íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ìíîãî÷àñòîòíîñòü êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñãóñò-
êà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñïåêòðà êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé è ñâÿçàííûõ ñ íèì óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ìîä ñãóñòêà ([1], èëè â
[2, 3]) ïåðåñòàåò áûòü ãëàâíîé öåëüþ âû÷èñëåíèé. Äëÿ áûñòðûõ íåóñòîé÷è-
âîñòåé ïðåäñêàçàíèÿ îòíîñèòåëüíî ðîñòà àìïëèòóä êîëåáàíèé âî âðåìåíè
òðåáóþò ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçâèòèè íà÷àëüíûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ñãóñòêà (íàïðèìåð, â [4]). Ïîõîæèå íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ðàíåå íàáëþäàëèñü â ëèíåéíûõ óñêîðèòåëÿõ è ïîëó÷èëè íàçâà-
íèå ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà (íàïðèìåð, â [5]). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè
ìîãóò íàáëþäàòüñÿ è â ñîâðåìåííûõ íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [6].

Îïèñàíèå ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ áîëüøèíñòâà èç ýòèõ ïðîáëåì ðàññå-
ÿíî ïî æóðíàëüíûì ñòàòüÿì è äîêëàäàì íà óñêîðèòåëüíûõ êîíôåðåíöèÿõ.
Òåêñò ïîñîáèÿ ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò äîñòóïíóþ ñòóäåíòàì è íàó÷íûì ñî-
òðóäíèêàì ëèòåðàòóðó, îïèñûâàþùóþ îñîáåííîñòè áûñòðûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â óñêîðèòåëÿõ è íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ
åäèíûõ ïîçèöèé.
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Ãëàâà 1.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è

îïðåäåëåíèÿ

Õàðàêòåð ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ñãóñòêîâ â ñîâðåìåííûõ íàêîïèòåëÿõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîò-
íîøåíèÿ òåìïîâ èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è ÷àñòîòû
ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Òàê, åñëè ÷àñòîòà ñèíõðîòðîííûõ êî-
ëåáàíèé âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíàìè êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòî-
òû, èëè ïî ñðàâíåíèþ ñ èíêðåìåíòàìè/äåêðåìåíòàìè êîãåðåíòíûõ ìîä,
òî ñïåêòðû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ õîðîøî ðàçäåëåíû ïî ìóëü-
òèïîëüíîñòè ñèíõðîòðîííîãî äâèæåíèÿ íà áåòàòðîííûå è ñèíõðîáåòàòðîí-
íûå ìîäû. Ïðè ýòîì ÷àñòî ñïåêòðû òàêèõ ìîä òàêæå õîðîøî ðàçäåëåíû ïî
ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, â òàêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
óäàåòñÿ âûäåëèòü âåäóùóþ íåóñòîé÷èâóþ ìîäó, à âêëàäû îñòàëüíûõ ìîä â
êîãåðåíòíûå ñèãíàëû ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëûé ôîí. Çà èñêëþ÷åíèåì ðå-
çîíàíñíûõ, ìåäëåííûå íåóñòîé÷èâîñòè áåòàòðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ
ìîä ÿâëÿþòñÿ äèññèïàòèâíûìè. Èíêðåìåíòû ìåäëåííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé
áåòàòðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ÷óâñòâèòåëüíû ê âåëè÷èíå è çíàêó
õðîìàòèçìà áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö.

Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ è ñèíõðî-
áåòàòðîííûõ ìîä â ñïåêòðå êîëåáàíèé ñãóñòêà ñáëèæàþòñÿ, à çàòåì è âîâñå
ñëèâàþòñÿ òàê, ÷òî âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû ñâÿçàííûõ ìîä
ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè, à ñàìè ìîäû ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. ×èñëî ÷à-
ñòèö â ñãóñòêå N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ñâÿçàííûå ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîäû
ñëèâàþòñÿ, îïðåäåëÿåò ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè. Áåç äîïîëíèòåëüíîãî äåìï-
ôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé íèæíåå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå N îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ñëèÿíèÿ ÷àñòîò áåòàòðîííîé è îäíîé èç ïåðâûõ ñèíõðîáåòàòðîí-
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íûõ ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïàðàìåòðû
ñãóñòêà âõîäÿò â îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè èç-çà ñâÿçè ñèíõðîáåòàòðîííûõ
ìîä [7]. Ýòè íåóñòîé÷èâîñòè õîòÿ è îáóñëîâëåíû âçàèìîäåéñòâèåì ñãóñò-
êîâ ñ áûñòðîçàòóõàþùèìè íàâåäåííûìè ïîëÿìè, íî îòíîñÿòñÿ ê íåóñòîé-
÷èâîñòÿì äèíàìè÷åñêîãî òèïà. Èõ èíêðåìåíòû è ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ N
îïðåäåëÿåòñÿ ðåàêòèâíîé ÷àñòüþ íàâåäåííûõ ñãóñòêîì ïîëåé. Îíè óâåëè-
÷èâàþòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå îò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ.
Â îáîèõ îïèñàííûõ ñëó÷àÿõ àìïëèòóäû íåóñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé óâåëè÷èâàþòñÿ âî âðåìåíè ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.

Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñâÿçàííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ñ ðîñòîì, íàïðè-
ìåð, ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå íåîáÿçàòåëüíî îáîñòðÿåò íåóñòîé÷èâîñòü åãî
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ìíîãî÷àñòîòíîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà
ìîæåò ïðèâîäèòü ê èõ âçàèìíîìó ïîãàøåíèþ è çàìåäëåíèþ ðîñòà àìïëè-
òóä êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà âî âðåìåíè. Ïðèìåð òàêîãî ïîäàâëåíèÿ óêàçàí,
íàïðèìåð, â [4], ãäå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïðåäåëå ìàëûõ ÷àñòîò ñèí-
õðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ðàçâèòèå îäíîîáîðîòíûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ñãóñòêà â íàêîïèòåëå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îæèäàåìûìè ïðè
ðàçâèòèè â ñãóñòêå ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà.

1. Íåóñòîé÷èâîñòè èç-çà ñâÿçè

ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä

Êàê è â [1] ìû ïðèíèìàåì, ÷òî íåêîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêà
îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

y = ay cosϕy, py = −ω0νyay sinϕy, θ = ω0t+ ϕ, (1.1)

dϕ

dt
= ω0αp

∆p

p0
, ∆p = p− p0 ϕ = a cosψs,

dψs
dt

= ω0νs,

ϕy = ψy + ϕ
dωy
dω0

= ψy + ϕ

[
νy +

ξ

αp

]
, ξ =

dνy
d ln p

,

I =
p0νya

2
y

2R0
, αp =

1

γ2
− α.

Çäåñü ñèìâîë y îòìå÷àåò âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê âåðòèêàëüíûì áåòà-
òðîííûì êîëåáàíèÿì, Π = 2πR0 � ïåðèìåòð çàìêíóòîé îðáèòû, èíäåêñ 0
îòìå÷àåò âåëè÷èíû, âû÷èñëåííûå äëÿ ñèíõðîííîé ÷àñòèöû ïó÷êà, E0 =
γMc2 � ýíåðãèÿ ñèíõðîííîé ÷àñòèöû, νy,s � ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíûå
÷àñòîòû áåòàòðîííûõ è ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû, ξ � õðîìàòèçì
âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, α � êîýôôèöèåíò ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî óïëîòíåíèÿ îðáèò. Äëÿ ïðîñòîòû ïðèíÿòî, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñãëàæåííîé
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ôîêóñèðîâêè äàåò äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïèñàíèå íåêîãåðåíòíûõ è íåâîçìó-
ùåííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ôîðìóëû (1.1) îñóùåñòâëÿþò êàíîíè÷åñêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (y,
py) è (R0ϕ, ∆p) ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå-ôàçà íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé
(ψy, I) è (ψs, Is ∝ a2/2).

Â îòñóòñòâèè íà çàìêíóòîé îðáèòå øóìîâûõ âîçìóùåíèé è ñèë òðåíèÿ
êîëëåêòèâíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Âëàñîâà.
Åñëè H � ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé äâèæåíèå ÷àñòèö, à f � îäíî÷à-
ñòè÷àÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî
óðàâíåíèå Âëàñîâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

df

dt
=
∂f

∂t
+ [H, f ] = 0, (1.2)

ãäå [H, f ] � ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé H è f . Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
íå íàõîäÿòñÿ âáëèçè íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ. Òîãäà, îäèíî÷íûé ñãóñòîê áåç
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ íå
çàâèñèò îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ:

f =
f0(I)ϱ(a)

(2π)
2 . (1.3)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó:∫ ∞

0

dIf0(I) = 1,

∫ ∞

0

daaϱ(a) = 1.

Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ ìàëûìè äîáàâêàìè ê f , êîòî-
ðûå çàâèñÿò îò âðåìåíè t è ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ïèøåì

f =
f0(I)ϱ(a)

(2π)
2 +

∑
m

fm(I, a, t) exp (imyψy + imsψs) . (1.4)

Çäåñü m = {my,ms}. Âåðòèêàëüíûå äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
îïèñûâàþòñÿ íàáîðîì ñ my = ±1. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü òàêèå êîëåáàíèÿ
íåñâÿçàííûìè. Ïðè áûñòðîì èçìåíåíèè íàâåäåííûõ ïîëåé íà äëèíå ñãóñò-
êà íàáîðû íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, êîòîðûå
ìîãóò áûòü çàòðåáîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ìîãóò áûòü î÷åíü øèðîêè.
Ïîñêîëüêó íèæå ìû áóäåì ñîõðàíÿòü ñóììèðîâàíèÿ òîëüêî ïî íîìåðàì
ms, ìû îïóñòèì èíäåêñ s ó íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè ms è âìåñòî ms áóäåì
ïèñàòü m.
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Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö íàâåäåííûìè ïîëÿìè
ïðèâîäèò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïåðåìåííûõ äåéñòâèå I è a íà âðåìåíàõ, ïî-
ðÿäêà ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â êîëüöå (2π/ω0), ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü
àìïëèòóäû fm ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ Âëàñîâà âáëèçè f0(I)ϱ(a)/(2π)

2

ïî àìïëèòóäàì fm. Â ýòîì ïîñîáèè ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷è, â êîòî-
ðûõ âîçìóùåíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà íàâåäåííûìè èì ïîëÿ-
ìè â îêðóæàþùèõ ýëåêòðîäàõ îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ïîïåðå÷íîãî ëîêà-
ëèçîâàííîãî, øèðîêîïîëîñíîãî èìïåäàíñà Z⊥. Òîãäà, ïîñëå ëèíåàðèçàöèè
óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ïî àìïëèòóäàì fm è âû÷èñëåíèÿ ýòèõ àìïëèòóä â ïåð-
âîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî àìïëèòóäû äèïîëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

f =
f0(I)ϱ(a)

(2π)
2 +

√
I
df0
dI
χ exp(imy[ψy − ω0νyt]), my = ±1. (1.5)

Åñëè ïðåäïîëàãàòü èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ïîèñêå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà, òî ãàðìîíèêè ôàç íåâîçìóùåííûõ ñèíõðî-
òîðîííûõ êîëåáàíèé ôóíêöèè

χ(a, ψs, t) =

∞∑
m=−∞

χm(a) exp(im[ψs − ωst]− i∆ωmt) (1.6)

íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùèõ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (äåòàëè
ïîëó÷åíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îïèñàíû, íàïðèìåð, â [1] èëè â [2, 3]):

(∆ωm −mωs)χm(a) = ϱ(a)

∞∑
n=−∞

Ωm(n+ νm)Jm(n1a)χ(n), (1.7)

ãäå

χ(n) =

∞∑
m=−∞

∫ ∞

0

daaJm(n1a)χm(a) (1.8)

=

∫ 2π

0

dϕ

2π
e−in1ϕ

∫ ∞

−∞
d∆pχ(∆p, ϕ, ω).

Çäåñü ωs = ω0νs � ÷àñòîòà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, νm = myνy,

Ωm(n+ νm) = imy
Ne2ω0

4πpνy
Z⊥(n+ νm) (1.9)

� âåëè÷èíà êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû íåñãðóïïèðîâàííîãî, ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîãî ïó÷êà ñ òåì æå ÷èñëîì ÷àñòèö, ÷òî è â ñãóñòêå, è âçàèìîäåéñòâó-
þùåãî ñ òåìè æå îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè,

n1 = n+ νm + ζ, ζ =
myξ

αp
,
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à

Jm(x) = (−i)m
∫ 2π

0

dψ

2π
exp (ix cosψ − imψ) (1.10)

= (i)m
∫ π

0

dψ

π
exp (−ix cosψ) cos(mψ)

� ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà m. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèè χ(n) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé àçèìóòàëüíûå ãàðìîíèêè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà. Â âè-
äó ïðåäïîëàãàåìîé øèðîêîïîëîñíîñòè èìïåäàíñà Z⊥ â óðàâíåíèÿõ (1.7)
è (1.9) òî÷íûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ω çàìåíåíû íà ÷àñòîòû íåâîçìóùåííîãî
ñïåêòðà êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ω0(n+ νm).

Ïîñêîëüêó íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå
ðàçâèâàþòñÿ áûñòðåå ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1.7) óäåðæàíû ñëàãàåìûå, îïèñûâàþùèå ñâÿçü âñåõ ñèíõðîáå-
òàòðîííûõ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñèñòå-
ìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.7) ïîääàåòñÿ ëèøü ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ.
Â ýòîé ñâÿçè, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ ýòèõ
óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ñóììû âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè-
âîäèò ê ðåçóëüòàòó:

∆ωΣ =

∞∑
m=−∞

(∆ωm −mωs)

=

∞∑
n=−∞

Ωm(n+ νm)

∫ ∞

0

daaϱ(a)

∞∑
m=−∞

J2
m(n1a).

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà

∞∑
m=−∞

J2
m(n1a) = 1,

∫ ∞

0

daaϱ(a) = 1,

íàõîäèì

∆ωΣ =
∞∑

n=−∞
Ωm(n+ νm). (1.11)

Ñîãëàñíî (1.7) ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âåëè-
÷èíîé êîìïëåêñíîãî êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû áåòàòðîííîé ìîäû ñãóñò-
êà íóëåâîé äëèíû. Äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ, ïàññèâíûõ ñèñòåì ýëåêòðîäîâ
ìíèìàÿ ÷àñòü Ωm(n) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé n. Ïîýòîìó ñðåäè ñîá-
ñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.7) îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâóþò ìîäû, îïè-
ñûâàþùèå íåóñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ. Åñëè ñâÿçü ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä
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ìàëà, òî íåóñòîé÷èâûå ìîäû ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû head-tail ýôôåêòîì
(íàïðèìåð, â [1]). Ñ óñèëåíèåì ñâÿçè ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä íåóñòîé÷èâî-
ñòè ïîÿâëÿþòñÿ çà ñ÷åò ñëèÿíèé â ñïåêòðàõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòîò
ñîñåäíèõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ãàðìîíèê [7]. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñâÿçàííûõ
ìîä ïðè ïåðåõîäå â ðåæèì áûñòðûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ïðèâîäèò ê ïîÿâëå-
íèþ â ñïåêòðå êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà ïðèìåðíî ðàâ-
íîçíà÷íûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå óñëîâèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè îòäåëüíûõ ìîä â ñïåêòðå êîëåáàíèé íå âñåãäà ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì
óñòîé÷èâîñòè ñãóñòêà, èëè ïó÷êà â öåëîì, à íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ ýòèõ
óñëîâèé çàñòàâëÿåò äîïîëíÿòü âû÷èñëåíèÿ ìîä êîëåáàíèé ïîëíûì ðåøåíè-
åì çàäà÷è îá ýâîëþöèè â ïó÷êå íà÷àëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Òàêèå
ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ
ñ ñèëüíîé ñâÿçüþ åãî ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ïðèáëèæàþò èõ ðåøåíèÿ ê
òåì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà.

2. Àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Åñëè êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà ðàçâèâàþòñÿ ñóùåñòâåííî áûñòðåå
ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî çà âðåìÿ ðàçâè-
òèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â ñãóñòêå ïî÷òè íå ìå-
íÿþòñÿ (|ϕ̇| ≤ ωsa). Ïîýòîìó èçìåíåíèÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñãóñòêà âî âðåìåíè è âäîëü ñãóñòêà áóäóò íàïîìèíàòü òå, ÷òî õàðàêòåðíû
äëÿ ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà (íàïðèìåð, â [5]). Íåîáõîäèìóþ àñèìïòî-
òèêó óðàâíåíèÿ (1.7) ìîæíî óñòàíîâèòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè [8]. Îïðå-
äåëèì áåçðàçìåðíóþ ôóíêöèþ w(n) = Ωm(n)/ωs è ïàðàìåòð x = ∆ωm/ωs.
Òîãäà, óìíîæåíèåì îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (1.7) íà Jm(n′1a)/(x −m), èí-
òåãðèðîâàíèåì ïî da2/2 è ñóììèðîâàíèåì ïî m îíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëå-
äóþùåì âèäå:

χ(n) =

∞∑
n′=−∞

w(n′ + νm)χ(n′)

∫ ∞

0

daaϱ(a)K(n, n′, a). (2.1)

Çäåñü

K =
∞∑

m=−∞

Jm([n+ ζ1]a)Jm([n′ + ζ1]a)

x−m
, ζ1 = νm + ζ. (2.2)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ

∞∑
m=−∞

bm =

∫ ∞

−∞
dmb(m) +

∑
k ̸=0

∫ ∞

−∞
dmb(m) exp(2πikm), (2.3)
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ïèøåì
K = Ksp +Kmp. (2.4)

Â ýòîé ôîðìóëå ñëàãàåìîå Ksp îïèñûâàåò ÿâëåíèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â
òå÷åíèè îäíîãî ïåðèîäà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû

Ksp =

∫ ∞

−∞
dm

Jm([n+ ζ1]a)Jm([n′ + ζ1]a)

x−m
, Imx > 0, (2.5)

à ñëàãàåìîå

Kmp =
∑
k ̸=0

∫ ∞

−∞
dm

Jm([n+ ζ1]a)Jm([n′ + ζ1]a)

x−m
exp(2πikm), Imx > 0 (2.6)

îïèñûâàåò ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå çà ñ÷åò ìíîãèõ ïåðèîäîâ ñèíõðîòðîííûõ
êîëåáàíèé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (1.7) ñàìî ïî ñåáå ñïðàâåäëèâî â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x, ñëàãàåìîå Kmp âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïîäñòàíîâêîé â (2.6) ôîðìóëû (1.10) è çàìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðî-
âàíèÿ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé m â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè k íå äàþò âêëàäà â
Kmp, à âêëàäû ñëàãàåìûõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè k îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèåì

Kmp =

∞∑
k=1

∫ ∞

−∞
dm

Jm([n+ ζ1]a)Jm([n′ + ζ1]a)e
2πikm

x−m

= 2πiJm([n+ ζ1]a)Jm([n′ + ζ1]a)
∞∑
k=1

exp(2πikx)

= 2πiJm([n+ ζ1]a)Jm([n′ + ζ1]a)
exp(2πix)

1− exp(2πix)
,

èëè

Kmp =
2πiJ∗

x(a[n+ ζ1])Jx(a[n
′ + ζ1])

1− Λ
, Λ = exp(−2πix). (2.7)

Çäåñü

Jx(z) =

∫ 2π

0

dψ

2π
exp (iz cosψ − ixψ) ,

J∗
x(z) =

∫ 2π

0

dψ

2π
exp (−iz cosψ + ixψ) .

Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ôóíê-
öèÿìè Áåññåëÿ òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, ãäå x ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Åñëè
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æå ýòî íå òàê, òî, íàïðèìåð, èíòåãðàë

Jx(0) =

∫ 2π

0

dψ

2π
exp(−ixψ) = 1− e−2πix

2πix
, x ̸= 0

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îáëàñòÿõ, ãäå x îòëè÷íî îò íóëÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ
öåëûì ÷èñëîì.

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ Ksp çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Ksp = −i
∫ 2π

0

dψ

2π
e−i[n+ζ1]ϕ+ixψ

∫ ψ

0

dψ′ei[n
′+ζ1]ϕ

′−ixψ′

= −i
∫ 2π

0

dψ

2π
e−i[n+ζ1]ϕ

∫ ψ

0

duei[n
′+ζ1]ϕ

′(ψ−u)+ixu.

Â îáëàñòè Imx ≫ 1, ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë ïî u äàåò èíòåðâàë ∆u ≃
1/ Imx≪ 1. Â òàêîé îáëàñòè ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèÿ ϕ(ψ−u)
â ðÿä ïî ñòåïåíÿì u. Óäåðæèâàÿ ãëàâíûé ÷ëåí òàêîãî ðàçëîæåíèÿ, ïèøåì

ϕ(ψ − u) ≃ ϕ(ψ)− 1

νs

dϕ

dθ
u = ϕ(ψ)− αp

νs

∆p

p0
u. (2.8)

Ïîýòîìó

Ksp ≃ −i
∫ 2π

0

dψ

(2π)
2 exp (i[n′ − n]ϕ) (2.9)

×
∫ ψ

0

du exp

(
−iαp

νs

∆p

p0
[n′ + νm + ζ]u+ ixu

)
.

Â âèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ïî u ìû ðàñïðîñòðàíèì èíòåãðèðî-
âàíèå ïî u äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñëå ýòîãî, èíòåãðèðîâàíèå ïî u ïðèâîäèò
ê âûðàæåíèþ

Ksp ≃
∫ 2π

0

dψ

2π

exp (i[n′ − n]ϕ)

x− [n′ + ζ1]
αp

νs

∆p
p

, Imx≫ 1. (2.10)

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ (2.10) è (2.7) â (2.4), ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (2.1) â
ñëåäóþùåå:

χ(n) =
2πi

1− Λ

∞∑
n′=−∞

w(n′ + νm)χ(n′) (2.11)

×
∫ ∞

0

daaϱ(a)J∗
x([n+ ζ1]a)Jx([n

′ + ζ1]a)

+ωs

∞∑
n′=−∞

w(n′ + νm)χ(n′)

∫ ∞

−∞

d∆pdϕ

2π

ϱ(∆p, ϕ) exp(i[n′ − n]ϕ)

∆ωm − [n′ + ζ1]ω0αp
∆p
p

.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâà-
åò ýâîëþöèþ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà çà ñ÷åò ïðîöåññîâ, ðàçâèâàþ-
ùèõñÿ íà ìíîãèõ ïåðèîäàõ ñèíõðîòîðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â îáëàñòè
ïàðàìåòðîâ, ãäå íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áûñòðàÿ (íà-
ïðèìåð, Imx ≫ 1), âêëàä ýòîãî ñëàãàåìîãî â àìïëèòóäó χ(n) ýêñïîíåíöè-
àëüíî ìàë. Òàêàÿ ìàëîñòü íå äîëæíà ââîäèòü ÷èòàòåëÿ â çàáëóæäåíèå. Äà-
æå â ñëó÷àå ïîëíîãî çàáûâàíèÿ ýëåêòðîäàìè íàâåäåííûõ ñãóñòêîì ïîëåé
ýòî ñëàãàåìîå ôîðìèðóåò ñîáñòâåííûå ìîäû åãî êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.
Äëÿ îöåíêè âêëàäà ýòèõ ìîä â êîãåðåíòíûé ñèãíàë ñãóñòêà è âëèÿíèÿ èõ
íà óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé ñãóñòêà äîëæíû áûòü ïðåäïðèíÿòû äîïîëíè-
òåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.11) âêëàä ýòîãî
ñëàãàåìîãî â ðåøåíèÿ χ(n) è â óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé çàâèñèò îò õðîìàòè÷åñêîãî íàáåãà ôàçû áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèöû íà äëèíå ïó÷êà. Òåì íå ìåíåå, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííûõ ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ìåõàíèçìàìè, âêëàä ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.11) äëÿ áûñòðûõ ïðîöåññîâ ïðåíåáðåæèìî ìàë. Â òà-
êîì ñëó÷àå, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèå
(2.11) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

χ(n) = ωs

∞∑
n′=−∞

w(n′ + νm)χ(n′)

∫ ∞

−∞

d∆pdϕ

2π

ϱ(∆p, ϕ) exp(i[n′ − n]ϕ)

∆ωm − [n′ + ζ1]ω0αp
∆p
p

.

(2.12)
Òàêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîëëåêòèâíûå ýôôåêòû êîòîðûå ïðîõîäÿò â òå-
÷åíèå îäíîãî ïåðèîäà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé. Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî îíî
íå ñîäåðæèò ýêñïîíåíöèàëüíîé ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ |∆ωm|/ωs. Õðîìà-
òè÷íîñòü ôîêóñèðîâêè íàêîïèòåëÿ âíîñèò â ýòî ñëàãàåìîå äîïîëíèòåëüíûé
ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé.

Ñòðóêòóðà ýòîãî ñëàãàåìîãî àíàëîãè÷íà òåì, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè
îïèñàíèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà â îòñóòñòâèè íà çàìêíóòîé îð-
áèòå óñêîðÿþùèõ, èëè ãðóïïèðóþùèõ Â×-ïîëåé. Ñàìà ïî ñåáå ýòà ÷àñòü
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.11) ãåíåðèðóåò ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ëèøü â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. Òàê, äëÿ
ñãóñòêà íóëåâîé äëèíû ϱ(∆p, ϕ) = 2πδ(ϕ)F0(∆p) óðàâíåíèå (2.11) çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå:

χ(n) =
∞∑

n′=−∞
Ωm(n′ + νm)χ(n′)

∫ ∞

−∞

F0(∆p)d∆p

∆ωm − [n′ + ζ1]ω0αp
∆p
p

. (2.13)
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Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà

Ωm(n+ νm)

∫ ∞

−∞

F0(∆p)d∆p

∆ωm − [n+ ζ1]ω0αp
∆p
p

è ñóììèðóÿ ðåçóëüòàò ïî n, ïðèõîäèì ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ:

1 =

∞∑
n=−∞

Ωm(n+ νm)

∫ ∞

−∞

F0(∆p)d∆p

∆ωm − [n+ ζ1]ω0αp
∆p
p

. (2.14)

Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà F0(∆p) = δ(∆p) ðåøåíèå ýòîãî äèñïåðñè-
îííîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì

∆ωm =

∞∑
n=−∞

Ωm(n+ νm), (2.15)

êîòîðûå, êàê è îæèäàëîñü, ñîâïàäàþò ñ ∆ωΣ â (1.11).
Äëÿ ñãóñòêîâ êîíå÷íîé äëèíû óðàâíåíèå (2.13) îïðåäåëåííî èìååò

íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ïðè çàïîìèíàíèè íàâåäåííûõ ñãóñòêîì ïîëåé íà
âðåìåíàõ, ïðåâûøàþùèõ ïåðèîä ïðîõîæäåíèÿ ñãóñòêîì ýëåêòðîäîâ. Åñëè
æå ýòî íå òàê, òî ãîâîðÿò, íàïðèìåð, îá îäíîîáîðîòíûõ ýôôåêòàõ. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ (2.13) ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü â ñãóñòêàõ ñ
äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîäîëüíîé ïîäâèæíîñòüþ ÷àñòèö. Åñëè æå ïðîäîëü-
íàÿ ïîäâèæíîñòü ÷àñòèö â ñãóñòêå ïîäàâëåíà, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü
ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

|∆ωm| ≫
∣∣∣∣nαp∆pp

∣∣∣∣ω0 = |n|aωs, |n|a ≤ 1,

òî äëÿ îäíîîáîðîòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óðàâíåíèå (2.13) ïðåîáðàçóåòñÿ â
îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî [9],
íå èìååò ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé. Îòñóòñòâèå â çàäà÷å ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé
îçíà÷àåò, ÷òî çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè
äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ñ ÿâíûì ó÷åòîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ãàðìîíèê ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ fm. Ýòî, âïðî÷åì, ñïðàâåäëèâî ïðè íàõîæäåíèè ëþáûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé Âëàñîâà. Âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ëèøü ê ðàñ÷åòó ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
è èíêðåìåíòîâ íåóñòîé÷èâîñòåé ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñêîðåå ïðèÿòíûì èñêëþ-
÷åíèåì, ÷åì ïðàâèëîì.
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Ãëàâà 2.

Áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå

íåóñòîé÷èâîñòè

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì îñîáåííîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îòäåëü-
íîãî ñãóñòêà äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íàâåäåííûå ïîëÿ ïîëíîñòüþ çàòóõàþò çà
âðåìÿ îáîðîòà ÷àñòèö â ìàøèíå. Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì ãîâîðèòü î áûñò-
ðûõ îäíîîáîðîòíûõ äèïîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ.

Ðàçâèòèå áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé îáëàäàåò öåëûì ðÿ-
äîì îñîáåííîñòåé. Íàèáîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñïåêòðà íîðìàëü-
íûõ ðåøåíèé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ôèçè÷åñêè ýòîò ôàêò çàðàíåå î÷å-
âèäåí. Îòñóòñòâèå ïåðåìåøèâàíèÿ ÷àñòèö â ñãóñòêå çà âðåìÿ ðàçâèòèÿ
íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê ïðåðûâàíèþ îáðàòíîé ñâÿçè êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ãîëîâíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé ïó÷êà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå êîëåáàíèÿ
ãîëîâíûõ ÷àñòèö ñãóñòêà îêàçûâàþòñÿ íèêàê íå ñâÿçàííûìè ñ êîëåáàíèÿ-
ìè õâîñòîâûõ ÷àñòèö, ÷òî îáóñëàâëèâàåò îòñóòñòâèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ
ìîä ñãóñòêà.

Ïåðâîíà÷àëüíî áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå íåóñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áûëè îáíàðóæåíû è îáñóæäàëèñü â ñâÿçè ñ òðàíñ-
ïîðòèðîâêîé èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ â ëèíåéíûõ óñêîðèòåëÿõ (òàê íàçûâàå-
ìûé ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà; íàïðèìåð, â [5]). Ïîçæå áûëî âûÿñíåíî,
÷òî àíàëîãè÷íûå ÿâëåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòî è äëÿ ñãóñòêîâ â íàêîïèòåëÿõ
[4], à òàêæå, ÷òî òàêèå ÿâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ â ñîâðåìåííûõ ìàøèíàõ ñ
èíòåíñèâíûìè ñãóñòêàìè (íàïðèìåð, [6]).
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3. Îáùèå óðàâíåíèÿ

Åñëè îæèäàåìûå âðåìåíà ðàçâèòèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé êîðî÷å ïå-
ðèîäà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, óìåñòíî â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ÷àñòèöû
â ïðîäîëüíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âçÿòü ïåðåìåííûå (∆p, ϕ). Äëÿ ïðî-
ñòîòû ìû ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ äëÿ äèïîëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé.
Òîãäà â ïðåíåáðåæåíèè ïðîäîëüíîé ïîäâèæíîñòüþ ÷àñòèö â ñãóñòêå è â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå äëÿ àìïëèòóä ãàðìîíèê fm çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (íàïðèìåð, â [1])

(ω − ωm)fm = if (0)m − ρ0(ϕ)
√
Iy
∂f0
∂Iy

∫
dI ′yd∆p

′dϕ′K(ϕ− ϕ′)
√
I ′yfm. (3.1)

Çäåñü f0 = ρ0(ϕ)F0(Iy,∆p) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñãóñòêà â ñòàöèîíàð-

íîì ñîñòîÿíèè, f (0)m � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ãàðìîíèêè fm(Iy,∆p, ϕ, t), à

K(ϕ− ϕ′) =

∫ ∞

−∞
dnΩmn(n+myνy)e

in(ϕ−ϕ′). (3.2)

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ó÷òåíî, ÷òî ïðè îïèñàíèè îäíîîáîðîòíûõ ýô-
ôåêòîâ ñóììèðîâàíèå ïî íîìåðàì àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê n çàìåíÿåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì. Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íàâåäåí-
íûå ñãóñòêîì ïîëÿ ñîñðåäîòî÷åíû íà äîñòàòî÷íî ìàëîì ó÷àñòêå çàìêíó-
òîé îðáèòû ÷àñòèö. Íàïðèìåð, åñëè àçèìóòàëüíàÿ äëèíà ñãóñòêà ðàâíà ϕb,
à ïîëÿ ñîñðåäîòî÷åíû íà ó÷àñòêå àçèìóòàëüíîé äëèíû θ0, òî ìû áóäåì
èçó÷àòü çàäà÷è, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕb ≫ θ0. Ñóùåñòâåí-
íûå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû Ωmn(ω) îæèäàþòñÿ íà÷èíàÿ ñ íîìåðîâ ãàðìîíèê
n ∼ 1/θ0. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë ïî n â
ôîðìóëå (3.2) íàáèðàåòñÿ â îáëàñòÿõ |n|θ0 ≪ 1, ãäå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çà-
âèñèìîñòüþ âåëè÷èíû Ωmn(ω) îò èíäåêñà n, ñ÷èòàÿ, ÷òî íàâåäåííûå ïîëÿ
õîðîøî ëîêàëèçîâàíû íà çàìêíóòîé îðáèòå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì íèæå
ìû áóäåì ïèñàòü Ωm(n+myνy).

Äëÿ ϕ > ϕ′ èíòåãðàë ïî n â (3.2) âû÷èñëÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà
èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé n. Ïî-
ñêîëüêó â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè âåëè÷èíà Ωm(n +myνy) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèåé, ÿäðî K(ϕ − ϕ′) ðàâíî íóëþ â îáëàñòè ϕ > ϕ′. Ïîýòîìó
ïèøåì

(ω − ωm)fm = if (0)m − ρ0(ϕ)
√
Iy
∂F0

∂Iy

∫ ∞

0

dI ′y

√
I ′y

∫ ∞

−∞
d∆p′ (3.3)

×
∫ ∞

ϕ

dϕ′K(ϕ− ϕ′)fm(I ′y,∆p
′, ϕ′, ω).
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Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàâåäåííûå ñãóñò-
êîì ïîëÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëíîñòüþ çàòóõàþò çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
÷àñòèö â ìàøèíå, à ñ äðóãîé, ÷òî èõ çàòóõàíèå íà äëèíå ñãóñòêà ïðåíå-
áðåæèìî ìàëî. Ïîýòîìó ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ, â êîòîðîé âåëè÷èíà
ïîïåðå÷íîãî êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî íåñãðóïïè-
ðîâàííîãî ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Ωm(n+myνy) =
iΩm

π(n+myνy + i0)
. (3.4)

Â òàêîé ìîäåëè âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â (3.2) äà¼ò

K(ϕ) = Ωme
−imyνyϕ

{
1, ϕ ≤ 0,
0, ϕ > 0.

(3.5)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ, à òàêæå ðåøåíèé â ôîðìå

fm =
if

(0)
m

ω − ωm
− ρ0(ϕ)χ(ϕ)e

−imyνyϕ

√
Iy∂F0/∂Iy

ω − ωm
(3.6)

â óðàâíåíèå (3.1):

(ω − ωm)fm = if (0)m − ρ0(ϕ)χ(ϕ)e
−imyνyϕ

√
Iy
∂F0

∂Iy

= if (0)m − ρ0(ϕ)
√
Iy
∂F0

∂Iy
Ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′eimyνy(ϕ
′−ϕ)

×

[ ∫∞
0
dI ′y
√
I ′y
∫∞
−∞ d∆p′

if(0)
m

ω−ωm

−ρ0(ϕ′)χ(ϕ′)e−imyνyϕ
′ ∫∞

0
dI ′yI

′
y

∫∞
−∞ d∆p′

∂F0/∂I
′
y

ω−ωm

]

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè χ:

χ(ϕ) = iΩm

∫ ∞

ϕ

d(0)m (ϕ′)dϕ′ + Λm

∫ ∞

ϕ

ρ0(ϕ
′)χ(ϕ′). (3.7)

Çäåñü

d(0)m = eimyνyϕ

∫ ∞

0

dIy

∫ ∞

−∞
d∆p

√
Iyf

(0)
m

ω − ωm
(3.8)

� Ôóðüå-àìïëèòóäà íà÷àëüíîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè äèïîëüíîãî ìîìåíòà
ñãóñòêà, à

Λm = −Ωm

∫ ∞

0

dIy

∫ ∞

−∞
d∆p

Iy∂F0/∂Iy
ω − ωm

. (3.9)
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Óðàâíåíèå (3.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå Âîëüòåððà. Îòíîñèòåëüíî ýòèõ óðàâíåíèé èçâåñòíî (íàïðèìåð, â [9]),
÷òî îäíîðîäíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà íå èìåþò íåòðèâè-
àëüíûõ ðåøåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó îäíîðîäíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Âîëüòåððà íåò íè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, íè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ, íàïðèìåð, çàìåíîé â îäíîðîä-
íîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.7) èíòåãðàëîâ ïî ϕ ñóììàìè Äàðáó, âû÷èñëåíèåì
äåòåðìèíàíòîâ ïîëó÷åííûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïî-
ñëåäóþùèì óñòðåìëåíèåì èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèé ïî ϕ ê íóëþ. Ýòèì äî-
êàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèå ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò áûñòðûõ ïîïåðå÷íûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïðè èõ âîçìóùåíèè íàâåäåííûìè ïîëÿìè,
êîòîðûå ïîëíîñòüþ çàòóõàþò çà âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà ÷àñòèö â ìàøèíå.

Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.7) ðåøàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì åãî â äèôôå-
ðåíöèàëüíîå. Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé â (3.7) ïî ϕ ïîëó÷à-
åì:

dχ

dϕ
= −iΩmd(0)m − Λmρ0(ϕ)χ. (3.10)

Èç (3.7) âèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.10) óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ χ(∞) = 0. Çàïèñûâàÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå:

χ = A(ϕ) exp

(
Λm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

)
,

è èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå A(∞) = 0, íàõîäèì

A = iΩm

∫ ∞

ϕ

dϕ′d(0)m (ϕ′) exp

(
−Λm

∫ ∞

ϕ′
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
,

èëè îêîí÷àòåëüíî

χ(ϕ) = iΩm

∫ ∞

ϕ

dϕ′d(0)m (ϕ′) exp (ΛmN(ϕ′, ϕ)) , (3.11)

ãäå

N(ϕ′, ϕ) =

∫ ϕ′

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′) (3.12)

� ÷èñëî ÷àñòèö â ñãóñòêå ìåæäó òî÷êàìè ϕ′ è ϕ. Âû÷èñëåíèå ãàðìîíèê fm
çàâåðøàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (3.11) â (3.6). Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

fm(Iy,∆p, ϕ, ω) =
if

(0)
m

ω − ωm
− iΩmρ0(ϕ)e

−imyνyϕ

√
Iy∂F0/∂Iy

ω − ωm
(3.13)

×
∫ ∞

ϕ

dϕ′d(0)m (ϕ′) exp (ΛmN(ϕ′, ϕ)) .
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Îíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ãàðìîíèêè äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà

dm(ϕ, ω) =

∫ ∞

0

dIy

∫ ∞

−∞
d∆p

√
Iyfm(Iy,∆p, ϕ, ω). (3.14)

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè (3.13) ñ
√
Iy, ïîëó÷àåì

eimyνyϕdm(ϕ, ω) = id(0)m + iΛmρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′d(0)m (ϕ′)eΛmN(ϕ′,ϕ). (3.15)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåò âêëàä îäíîîáîðîòíûõ ýôôåêòîâ â ñïåê-
òðàëüíóþ ïëîòíîñòü äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà.

4. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä îò âðåìåíè

Çàâèñèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îò âðåìåíè ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
àìïëèòóä (3.13) â ôîðìóëó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

fm(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtfm(Iy,∆p, ϕ, ω), (4.1)

â êîòîðîé èíòåãðèðîâàíèå ïî ω ïðîâîäèòñÿ âäîëü êîíòóðà â âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω, ïðîõîäÿùåì âûøå âñåõ îñîáåííî-
ñòåé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îáúåäèíÿÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ôîðìóëîé
(3.14), ïîëó÷èì óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü êîãåðåíòíîãî ñèãíà-
ëà ñãóñòêà îò âðåìåíè:

dm(ϕ, t) = d(0)m (ϕ, t) + ρ0(ϕ)

∫ ∞

0

dIy
√
Iy

∫ ∞

−∞
d∆p (4.2)

×
∫ ∞

ϕ

dϕ′eimyνy[ϕ′−ϕ]Rm(ϕ, ϕ′, t)f (0)m (Iy,∆p, ϕ
′),

ãäå

d(0)m (ϕ, t) =

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

∫ ∞

0

dIy
√
Iy

∫ ∞

−∞
d∆p

f
(0)
m (Iy,∆p, ϕ)

ω − ωm
(4.3)

=

∫ ∞

0

dIy
√
Iy

∫ ∞

−∞
d∆pf (0)m (Iy,∆p, ϕ)e

−iωm(Iy,∆p,ϕ)t,

à

Rm(ϕ, ϕ′, t) =

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

Λm(ω)

ω − ωm
e−iωt+Λm(ω)N(ϕ′,ϕ). (4.4)
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Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà
â çàäà÷å ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðàçáðîñàìè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â
ñãóñòêå. Ïðè ýòîì

d(0)m (ϕ, ω) =
D

(0)
m eimyνyϕ

ω − ωm
, D(0)

m =

∫
dIyd∆p

√
Iyf

(0)
m , (4.5)

Λm = Ωm/(ω − ωm), à ÷àñòîòû ωm íå çàâèñÿò îò èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ Iy
è ∆p. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ Ôóðüå-àìïëèòóäû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïîëó-
÷àåì:

dm(ϕ, t)eiωmt = D(0)
m (ϕ) + ρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′D(0)
m (ϕ′)eimyνy[ϕ′−ϕ]Rm(ϕ, ϕ′, t),

(4.6)
ãäå

Rm(ϕ, ϕ, t) =

∫ ∞

−∞

dω

−2πi
e−iωtRm(ϕ, ϕ′, ω), (4.7)

à

Rm(ϕ, ϕ′, ω) =
Ωm
ω2

exp

(
Ωm
ω
N(ϕ′, ϕ)

)
. (4.8)

Âõîäÿùàÿ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ ôóíêöèÿ Rm(ϕ, ϕ′, ω) íàçûâàåòñÿ ðåçîëü-
âåíòîé èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.7). Êàê èçâåñòíî, äëÿ çàäà÷ äîïóñêàþ-
ùèõ íàõîæäåíèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îñîáåííîñòÿìè ðåçîëüâåí-
òû, êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω, ÿâëÿþòñÿ ëèáî ïðîñòûå ïî-
ëþñû, ëèáî ïîëþñû êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, åäèíñòâåííîé
îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè Rm(ω), îïðåäåëåííîé â ôîðìóëå (4.8), ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ïðè ω = 0. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî åùå ðàç óêàçûâàåò
íà îòñóòñòâèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â îáñóæäàåìîé çàäà÷å. Îïðå-
äåë¼ííûå çàêëþ÷åíèÿ î õàðàêòåðå ðàçâèòèÿ êîëåáàíèé äà¼ò ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè Rm(ω) â ðÿä Òýéëîðà

Rm(ϕ, ϕ′, ω) =
Ωm
ω2

∞∑
k=0

(ΩmN(ϕ′, ϕ))k

k!

1

ωk
. (4.9)

Â ýòîì óðàâíåíèè ïåðâîå ñëàãàåìîå (k = 0) îïèñûâàåò ðåçîíàíñíóþ ðàñ-
êà÷êó ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå ϕ ÷àñòèöàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â òî÷êå
ϕ′ òàê, êàê åñëè áû ìåæäó íèìè íå áûëî ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö. Ñëå-
äóþùåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ðàñêà÷êó ÷àñòèö â òî÷êå ϕ ÷àñòèöàìè, ðàñ-
ïîëîæåííûìè â ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå ϕ < ϕ′′ < ϕ′, êîëåáàíèÿ êîòîðûõ
âîçáóæäåíû ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êîé ÷àñòèöàìè â òî÷êå ϕ′. Ýòî ïðèâîäèò
ê ïîâûøåíèþ ïîðÿäêà ïîëþñà íà åäèíèöó è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæå-
íèå (4.9) îïèñûâàåò ðåçîíàíñíóþ ðàñêà÷êó êîëåáàíèé ÷àñòèö â òî÷êå ϕ ñ
ó÷åòîì êîëëåêòèâíîé ðåàêöèè ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.
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Èíòåãðàë ïî ω â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4.7) âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
ðàçëîæåíèÿ (4.9) â (4.7)

Rm(ϕ, ϕ′, t) = Ωm

∞∑
k=0

(ΩmN(ϕ′, ϕ))k

k!

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

ω(k+2)
. (4.10)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

ω(k+2)
=

1

(k + 1)!

d(k+1) exp(−iωt)
dω(k+1)

∣∣∣∣
ω=0

=
(−it)(k+1)

(k + 1)!
,

ïåðåïèøåì ôîðìóëó (4.10) â âèäå

Rm(ϕ, ϕ′, t) = −iΩmt
∞∑
k=0

(−iΩmtN(ϕ′, ϕ))k

k!(k + 1)!
. (4.11)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äëÿ íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè (|Ωm|t ≪ 1)
ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò ëèíåéíûé ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ, ÷òî õà-
ðàêòåðíî äëÿ ðàñêà÷êè ëèíåéíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû ãàðìî-
íè÷åñêîé ñèëîé â òî÷íîì ðåçîíàíñå. Äëÿ âûÿñíåíèÿ îáðàòíîé àñèìïòîòèêè
(|Ωm|t≫ 1) âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

J1(z) =
z

2

∞∑
k=0

(−z2/4)k

k!(k + 1)!
,

ãäå J1(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà, ôîðìóëà (4.11) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

Rm(ϕ, ϕ′, t) = −iΩmt
J1(2

√
iΩmtN(ϕ′, ϕ))√

iΩmtN(ϕ′, ϕ)
. (4.12)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû Imz ôóíêöèÿ J1(z) ðàñ-
òåò ïðîïîðöèîíàëüíî exp(Imz), ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî
ìíîæèòåëÿ, ïèøåì

Rm(ϕ, ϕ′, t) ∝ exp

{√
Ωmt

2
N(ϕ′, ϕ)

}
, Ωmt≫ 1. (4.13)

Êàê âèäíî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, â îòëè÷èå îò çàäà÷è î ðàçâèòèè â ñãóñòêå
ìåäëåííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä, âðåìåíà íàðàñòàíèÿ áûñòðûõ îäíîîáî-
ðîòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ Ωm. Êðîìå
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òîãî, îíè çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ äî ãîëîâíîé ÷àñòè ñãóñòêà. Òàêîå ïîâåäå-
íèå êîëåáàíèé îòðàæàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü îáóñëîâ-
ëåíà ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êîé êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêà ïðåäøåñòâóþùèìè
è îòñóòñòâèåì îáðàòíîé ñâÿçè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé åãî ãîëîâíîé è õâî-
ñòîâîé ÷àñòåé.

Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ÿäðà Rm(ϕ, ϕ′, t) íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ôàêòîðó
exp(

√
t/τm), ãäå τm � âðåìÿ íàðàñòàíèÿ êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåòñÿ òåì îá-

ñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî, ñîãëàñíî (3.5), íàâåäåííûå ïîëÿ ïîÿâëÿþòñÿ íà îðáè-
òå ñêà÷êîì ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöåé ýëåêòðîäîâ. Ïðè áîëåå ïëàâíîì
íàðàñòàíèè ïîëåé ñ ðîñòîì ϕ′ − ϕ ñòåïåíü îòíîøåíèÿ t/τm â ýêñïîíåí-
òå ìåíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ñãóñòîê âçàèìîäåéñòâóåò ñ ðåçîíàòîðîì, òî
ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ åãî ÷àñòèöåé è äëÿ áëèçêèõ çíà÷åíèé ϕ è ϕ′ íàâåäåí-
íûå ïîëÿ èçìåíÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçíîñòè ϕ′ − ϕ. Ïðè ýòîì ôàêòîð

exp(
√
t/τm) çàìåíÿåòñÿ íà exp

(
(t/τm)

1/3
)
[10].

5. Ïîäàâëåíèå íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé

Ðàçâèòèå îïèñàííîé íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò îãðàíè÷èâàòüñÿ òðåíèåì
(îõëàæäåíèåì ïó÷êà), ðàçáðîñîì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, à
òàêæå ñïåöèàëüíûì ðàçâåäåíèåì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïî
äëèíå ñãóñòêà (ωy(ϕ)). Ïîñëåäíèé ìåõàíèçì áûë ïðåäëîæåí äëÿ ïîäàâëå-
íèÿ òàêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ëèíåéíûõ óñêîðèòåëÿõ (Â.Å. Áàëàêèí, À.Â.
Íîâîõàòñêèé, Â.Ï. Ñìèðíîâ, 1993 [11]) è ïî ôàìèëèÿì àâòîðîâ ïîëó÷èë
íàçâàíèå ÁÍÑ-ïîäàâëåíèå (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå � BNS-damping).

5.1. Ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé ðàçáðîñàìè ÷àñòîò

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó â çàäà÷àõ î áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ
íåóñòîé÷èâîñòÿõ îòñóòñòâóþò ñîáñòâåííûå ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé,
ðàçáðîñû ÷àñòîò íå ïðèâîäÿò ê çàòóõàíèþ Ëàíäàó êîëåáàíèé. Â ñëó÷àå
áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ çàòóõà-
þò çà ñ÷åò ïðîöåññîâ èõ ðàñôàçèðîâêè. Â èíòåíñèâíûõ ñãóñòêàõ âçàèìîäåé-
ñòâèå ÷àñòèö âäîëü ïó÷êà êóìóëÿòèâíî èçìåíÿåò õàðàêòåð ðàñôàçèðîâêè
ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé ñãóñòêà è òåì èçìåíÿåò çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè. Õîòÿ äåòàëüíûé ðàñ÷åò çàâèñèìîñòåé àìïëèòóä
dm(ϕ, t) îò âðåìåíè òðåáóåò âåñüìà îáúåìíûõ âû÷èñëåíèé è îïðåäåëåííî-
ãî çàäàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñãóñòêå,
àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè dm(ϕ, t) íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t ìîãóò áûòü
íàéäåíû â âåñüìà îáùåì âèäå.
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Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (4.2) çàâåäîìî çà-
òóõàåò çà ñ÷åò êèíåìàòè÷åñêîé ðàñôàçèðîâêè ÷àñòèö. Ïîýòîìó, ôàêòè÷å-
ñêè, íàì ñëåäóåò óñòàíîâèòü â ôîðìóëå (4.2) õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôóíêöèè
Rm(ϕ, ϕ′, t). Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4.4) è (3.9) îíà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè-
ÿìè

Rm(ϕ, ϕ′, t) =

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

Λm(ω)

ω − ωm
e−iωt+Λm(ω)N(ϕ′,ϕ) (5.1)

è

Λm(ω) = −Ωm

∫ ∞

0

dIy

∫ ∞

−∞
d∆p

Iy∂F0/∂Iy
ω − ωm

. (5.2)

Íà áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t âåëè÷èíà èíòåãðàëà ïî ω â (5.1) ìîæåò áûòü îöå-
íåíà ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â òàêîé îáëàñòè
ïàðàìåòðîâ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (5.1) ñîäåðæèò ôàêòîð

Ψ(ω) = −iωt−N(ϕ′, ϕ)Ωm

∫ ∞

0

dIy

∫ ∞

−∞
d∆p

Iy∂F0/∂Iy
ω − ωm

, (5.3)

âåëè÷èíà êîòîðîãî âåëèêà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ω, èñêëþ÷àÿ îêðåñòíîñòü ñòà-
öèîíàðíîé òî÷êè ω = ωst, â êîòîðîé

dΨ(ωst)

dωst
= 0, (5.4)

èëè

1 =
iN(ϕ′, ϕ)Ωm

t

d

dωst

∫ ∞

0

dIy

∫ ∞

−∞
d∆p

Iy∂F0/∂Iy
ωst − ωm

. (5.5)

Ïîëüçóÿñü ôîðìàëüíîé àíàëîãèåé ýòîãî óðàâíåíèÿ è äèñïåðñèîííûõ óðàâ-
íåíèé òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (íàïðèìåð, â [1]), ìû ìî-
æåì âû÷èñëÿòü âåëè÷èíû ωst òàê æå, êàê âû÷èñëÿëèñü êîðíè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, èç óðàâíåíèÿ (5.5) âèäíî,
÷òî â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè t → ∞ âåëè÷èíà, ýêâèâàëåíòíàÿ êâàäðàòó
êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà:

Ω2
eff =

iN(ϕ′, ϕ)Ωm
t

, (5.6)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t ïàðàìåòð
|Ωeff | ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå âåëè÷èíû ðàçáðîñà ÷àñòîò êîëåáà-
íèé ÷àñòèö â ñãóñòêå (δωm). Â ýòîì ñëó÷àå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (5.5) îêàçû-
âàþòñÿ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ωst, à ÷èñëåííîå
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çíà÷åíèå èõ ìíèìîé ÷àñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî (áîëüøîãî) ìíîæèòåëÿ è ñ îá-
ðàòíûì çíàêîì, ðàâíî ðàçáðîñó ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö â
ñãóñòêå δωm:

ωst = ωm(0)− iLm(N)δωm, Lm ≫ 1. (5.7)

Çäåñü ωm(0) � çíà÷åíèå ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, íàïðè-
ìåð, ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ Iy è ∆p. Íàïîìíèì, ÷òî ôàêòîð Lm ìåäëåííî
çàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå N . Òàê, äëÿ ñãóñòêà ñ ãàóññîâûì ðàñïðå-
äåëåíèåì èìïóëüñîâ ÷àñòèö è/èëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî
Iy, ìíîæèòåëü Lm çàâèñèò îò N ëîãàðèôìè÷åñêè.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â (5.1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñòàöèîíàðíîé ôàçû
ωst, ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ, êîòîðîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåäýêñïîíåíöèàëü-
íîãî ìíîæèòåëÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Rm(ϕ, ϕ′, t) ∝ exp (−iωm(0)t− Lm(N)δωmt) . (5.8)

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ïîäàâëåíèþ îäíîîáîðîòíîãî êîãåðåíòíîãî
ñèãíàëà ñãóñòêà äî åãî íóëåâûõ çíà÷åíèé.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðîñòîé ïðèìåð, â
êîòîðîì çàòóõàíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îáóñëîâëåíî ðàçáðîñîì ÷àñòîò,
èëè òðåíèåì. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòà-
òðîííûõ êîëåáàíèé îáóñëîâëåí ðàçáðîñîì èìïóëüñîâ â ïó÷êå è õðîìàòèç-
ìîì ôîêóñèðîâêè ìàøèíû. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëîðåíöà:

F0(Iy,∆p) ∝
∆

π(∆p2 +∆2)
.

Òîãäà, íàïðèìåð, ôîðìóëà (3.9) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Λm = −Ωm

∫
dIyd∆p

Iy∂F0/∂Iy
ω − ωm

(5.9)

= Ωm

∫ ∞

−∞

∆

π(∆p2 +∆2)

d∆p

ω − ωm − ζ∆p
=

Ωm
(ω − ωm + iδm)

,

à â àíàëîãè÷íûõ åé ôîðìóëàõ ìíîæèòåëè 1/(ω−ωm) çàìåíÿþòñÿ íà 1/(ω−
ωm + iδm). Çäåñü

ζ = my
dωy
d∆p

, δm = |ζ|∆.

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî, íàïðèìåð, ïåð-
âîå óðàâíåíèå â (4.6) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

dm(ϕ, t)eiωmt+δmt = D(0)
m (ϕ) + ρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′D(0)
m (ϕ′)Rm(ϕ, ϕ′, t). (5.10)
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Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé íà ìàëûõ âðåìåíàõ (|Ωm|t ≪ 1) ñîâïà-
äàåò ñ óæå îáñóæäàâøèìèñÿ. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (δmt ≫ 1), ïîñêîëü-
êó Rm ðàñò¼ò íå áûñòðåå exp(

√
t/τm), âåëè÷èíû dm(ϕ, t) ýêñïîíåíöèàëüíî

çàòóõàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå åñëè |Ωm| > δm, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ðàçáðîñ ÷àñòîò àáñîëþòíî ïîäàâëÿåò ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì
òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ ïîòåðü ïó÷êà ëèøü óñòàíàâëèâàåò íèæíèé ïðåäåë
íà àïåðòóðó âàêóóìíîé êàìåðû.

Àíàëîãè÷íîå äåéñòâèå íà ðàçâèòèå áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ íåóñòîé÷è-
âîñòåé îêàçûâàåò îõëàæäåíèå ñãóñòêà. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì,
÷òî åñëè, íàïðèìåð, λy � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé çà ñ÷åò îõëàæäåíèÿ, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ λy ≫ δm âåëè-
÷èíà δm â (5.10) äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà |my|λy.

5.2. ÁÍÑ-çàòóõàíèå

Îïèñàíèå ÁÍÑ�ïîäàâëåíèÿ áûñòðûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, âîîáùå,
òðåáóåò áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçâåäåíèå ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö âäîëü
ñãóñòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó ωy(ϕ) = ωy + κϕ, à âåëè÷èíà
ωy íå çàâèñèò íè îò èìïóëüñà, íè îò àìïëèòóä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
÷àñòèöû. Êðîìå òîãî, ìû ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ëèíåéíàÿ
ïëîòíîñòü ïó÷êà çàäà¼òñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé:

ρ0(ϕ) =
1

ϕb

{
1, 0 ≤ ϕ ≤ ϕb,
0, ϕ < 0, ϕ > ϕb.

(5.11)

Îïðåäåëèâ â (4.5), (3.15) è â (3.14) ôóíêöèè

D(0)
m (ϕ)eimyνyϕ = ρ0(ϕ)Cm(ϕ), dm(ϕ, ω) = ρ0(ϕ)Dm(ϕ, ω), (5.12)

ïèøåì

Dm(ϕ, ω) =
iCm(ϕ)

∆ωm −myκϕ
+

Ωm
∆ωm −myκϕ

(5.13)

×
∫ ∞

ϕ

dϕ′
iCm(ϕ′)ρ0(ϕ

′)

∆ωm −myκϕ′
exp

(
Ωm

∫ ϕ′

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

∆ωm −myκϕ′′

)
,

à âìåñòî (4.6)

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = Cm(ϕ) +
Ωm
ϕb

∫ ϕb

ϕ

dϕ′Cm(ϕ′)Rm(ϕ′ − ϕ, t). (5.14)
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Çäåñü

Rm(ϕ′ − ϕ, t) =

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

exp
(
−iωt+ Ωm

ϕb

∫ ϕ′

ϕ
dϕ′′

ω−myκ(ϕ′′−ϕ)

)
ω (ω −myκ(ϕ′ − ϕ))

(5.15)

=

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

exp
(
−iωt+ Ωm

ϕb

∫ u
0

dz
ω−myκz

)
ω (ω −myκu)

, u = ϕ′ − ϕ > 0.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z:

Ωm
ϕb

∫ u

0

dz

ω −myκz
= αm ln

ω −myκu

ω
,

ãäå

αm = − Ωm
myκϕb

, (5.16)

ïèøåì

Rm =

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

(ω −myκu)
αm−1

ωαm+1
e−iωt

= − 1

αm

d

dr

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

(ω − r)
αm

ωαm+1
e−iωt, r = myκu,

èëè, ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, r > 0,

Rm =
it

αm

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

(ω − 1)
αm

ωαm
e−iωrt. (5.17)

Èíòåãðàë ïî ω âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ:

(ω − 1)
αm

ωαm
=

1

Γ(αm)

∫ ∞

0

dξξαm−1 exp

(
− ω

ω − 1
ξ

)
. (5.18)

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ:

Rm =
it

αmΓ(αm)

∫ ∞

−∞

dω

−2πi
e−iωrt

∫ ∞

0

dξξαm−1 exp

(
− ω

ω − 1
ξ

)
=

ite−irt

αmΓ(αm)

∫ ∞

−∞

dω

−2πi
e−iωrt

∫ ∞

0

dξξαm−1 exp

(
−ω + 1

ω
ξ

)
=

ite−irt

αmΓ(αm)

∫ ∞

0

dξξαm−1e−ξ
∞∑
k=1

(−ξ)k

k!

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωrt

ωk
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ïðèâîäÿò ê ôîðìóëå

Rm =
−ite−irt

αmΓ(αm)

∫ ∞

0

dξξαme−ξ
∞∑
k=0

(−ξ)k

(k + 1)!

(−irt)k

k!
(5.19)

= − ite−irt

αmΓ(αm)

∞∑
k=0

Γ (αm + k + 1)

(k + 1)!

(irt)
k

k!
.

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ðÿä

S =
∞∑
k=0

Γ (αm + k + 1)

(k + 1)!

(irt)
k

k!

= αmΓ(αm)

(
1 +

αm + 1

2

(irt)

1!
+

(αm + 1) (αm + 2)

2 (2 + 1)

(irt)
2

2!
+ . . .

)
= αmΓ(αm)Φ (αm + 1, 2, irt)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Φ(a, b, z).
Ïîýòîìó

Rm =
−ite−irtS
αmΓ(αm)

= −ite−irtΦ(αm + 1, 2, irt) . (5.20)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå

Φ(αm + 1, 2, irt) = eirtΦ(2− 1− αm, 2,−irt) ,

ìû ìîæåì òàêæå çàïèñàòü

Rm(ϕ′ − ϕ, t) = −itΦ(1− αm, 2,−irt) , r = myκ(ϕ
′ − ϕ). (5.21)

Ïîñêîëüêó
dΦ(a, c, z)

dz
=
a

c
Φ(a+ 1, c+ 1, z) ,

óðàâíåíèå (5.14) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = Cm(ϕ)

+
−iΩmt

ϕbiαmmyκt

∫ ϕb

ϕ

dϕ′Cm(ϕ′)
dΦ (−αm, 1,−imyκ(ϕ

′ − ϕ)t)

dϕ′

= Cm(ϕ) +

∫ ϕb

ϕ

dϕ′Cm(ϕ′)
dΦ(−αm, 1,−imyκ(ϕ

′ − ϕ)t)

dϕ′
,
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èëè

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = Cm(ϕ) + Cm(ϕb)Φ (−αm, 1,−imyκ(ϕb − ϕ)t) (5.22)

−Cm(0)−
∫ ϕb

ϕ

dϕ′Φ(−αm, 1,−imyκ(ϕ
′ − ϕ)t)

dCm(ϕ′)

dϕ′
.

Ôîðìóëû (5.14) è (5.22) ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðàìêàõ èçó÷åííîé ìîäåëè õà-
ðàêòåð ðàçâèòèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ
åãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âäîëü ñãóñòêà. Òàê, åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå Cm(ϕ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîðîòêèé, îäèíî÷íûé èìïóëüñ

Cm(ϕ) = Cδ(ϕ− ϕ1), ϕ ≤ ϕ1 ≤ ϕb,

òî

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = Cδ(ϕ− ϕ1) + C
Ωm
ϕb

Rm(ϕ1 − ϕ, t)

= Cδ(ϕ− ϕ1)− C
iΩmt

ϕb
Φ(1− αm, 2,−imyκ(ϕ1 − ϕ)t) .

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó

Φ(a, c, x) ≃ Γ (c)

Γ (c− a)
e−iπax−a +

Γ (c)

Γ (a)
exxa−c, |x| ≫ 1, (5.23)

ïîëó÷àåì, ÷òî, äëÿ ïðîäîëüíûõ êîîðäèíàò ϕ < ϕ1 è â ïðåäåëå

|myκ|(ϕ1 − ϕ)t≫ 1,

çàâèñèìîñòü äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t îò âðåìåíè
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (u = ϕ1 − ϕ, ωu = myκu):

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = C
iΩmt

ϕb

eiπαm (−iωut)αm−1

Γ (1 + αm)
(5.24)

−C iΩmt
ϕb

e−iωut (−iωut)−αm−1

Γ (1− αm)

= C
Ωm

myκuϕb

(
eiπαm (−iωut)αm

Γ (1 + αm)
− e−iωut (−iωut)−αm

Γ (1− αm)

)
.

Ïðè ëþáîì çíàêå ïàðàìåòðà αm ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ, àì-
ïëèòóäà êîòîðûõ íàðàñòàåò âî âðåìåíè ïî ñòåïåííîìó çàêîíó. Òàêîé ðîñò
çàìåäëÿåòñÿ â îáëàñòè |αm| ≪ 1.
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Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷å-
íèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà Cm(ϕ) âîîáùå íå ìåíÿåòñÿ âäîëü ñãóñòêà
(Cm(ϕ) = C). Òîãäà, ôîðìóëà (5.22) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = CΦ (−αm, 1,−iωut) , ωu = myκ(ϕb − ϕ),

÷òî íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ âðåìåíàõ äàåò:

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = C

(
eiπαm (−iωut)αm

Γ (1 + αm)
+
e−iωut (−iωut)−1−αm

Γ (−αm)

)
. (5.25)

Òàêîå âûðàæåíèå îïèñûâàåò çàòóõàþùèå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé

αm < 0, −1− αm < 0, −αm < 1,

èëè, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (5.16),

0 ≤ Ωm
my∆ωy

≤ 1, ∆ωy = κϕb. (5.26)

Ïðè íàðóøåíèè êðèòåðèÿ (5.26) êîëåáàíèÿ â ïó÷êå íàðàñòàþò ïî ñòåïåí-
íîìó çàêîíó.

Òåõíè÷åñêèå îñîáåííîñòè îáåñïå÷åíèÿ â íàêîïèòåëå òðåáóåìîé çàâè-
ñèìîñòè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé îò ïîëîæåíèé ÷àñòèö â ñãóñòêå
ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò
îïðåäåëÿòüñÿ îñîáåííîñòÿìè ôîðìèðîâàíèÿ ñàìèõ íàâåäåííûõ ïîëåé. Òàê,
äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïó÷êà ýëåêòðîíîâ èç-çà íàêîïëåíèÿ íà çàìêíóòîé îð-
áèòå ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ èîíîâ àòîìîâ îñòàòî÷íîãî ãàçà óâåëè÷å-
íèå ñäâèãà ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ýëåêòðîíîâ âäîëü îðáèòû îáó-
ñëîâëåíî äîáàâëåíèåì íà çàäàííîì àçèìóòå îðáèòû íîâûõ ïîðöèé èîíîâ
ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ î÷åðåäíîãî ñãóñòêà ïó÷êà (íàïðèìåð, â [12]). Ñàìà
æå íåóñòîé÷èâîñòü îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
èîíîâ è ñãóñòêîâ ýëåêòðîíîâ. Â ýòîì ïðèìåðå ÁÍÑ-ïîäàâëåíèå áûñòðûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èîíîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðèðîñòîì ñäâè-
ãà ÷àñòîòû êîëåáàíèé ýëåêòðîíîâ.
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Ãëàâà 3.

Âëèÿíèå çàïîìèíàíèÿ

íàâåäåííûõ ïîëåé

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷èì âëèÿíèå çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé íà
áûñòðûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäèíî÷íîãî ñãóñòêà ÷àñòèö, äâèæóùåãîñÿ
â íàêîïèòåëå. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñãóñòîê
âçàèìîäåéñòâóåò ñ ýëåêòðîäàìè, íàâåäåííûå ïîëÿ â êîòîðûõ îïèñûâàþò-
ñÿ ëîêàëèçîâàííûì, øèðîêîïîëîñíûì èìïåäàíñîì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ìû
òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîäîëüíàÿ ïîäâèæíîñòü ÷àñòèö â ñãóñòêå
äîñòàòî÷íî ñèëüíî ïîäàâëåíà. Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì
äèïîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé. Áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö áóäóò
îïèñûâàòüñÿ â ïðèáëèæåíèè ñãëàæåííîé ôîêóñèðîâêè.

6. Áûñòðûå ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå

êîëåáàíèÿ

Ïîñêîëüêó íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå íà âðåìå-
íàõ ñóùåñòâåííî êîðî÷å ïåðèîäîâ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, â íà-
øèõ ðàñ÷åòàõ ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèÿ, îïèñûâàÿ
ñãóñòîê â ïðèáëèæåíèè êâàçèíåïðåðûâíîãî ïó÷êà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåêî-
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ãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö áóäóò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëàìè

y =

√
R0I

pνy
cosψ, py = −

√
pνyI

R0
sinψ, (6.1)

dψ

dt
=ωy, θ = ω0t+ ϕ,

dϕ

dt
=
ω0αp
p

∆p.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôîêóñèðóþùèå ïîëÿ íàêîïèòåëÿ íå
ñîäåðæàò îêòóïîëüíûõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, òî ðàçáðîñû
÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ñãóñòêå áóäóò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëîé

ωy = ω0νy + ω0νyαp
∆p

p
+ ω0

dνy
d ln p

∆p

p
. (6.2)

Äëÿ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, óäàëåííûõ îò ìàøèííûõ ðåçîíàíñîâ,
ñîñòîÿíèå ñãóñòêà áåç êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áóäåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ

f0 =
1

(2π)2
G(I)Y (∆p)ρ0(ϕ). (6.3)

Óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè f0 çàïèøåì â âèäå∫ ∞

0

dIG(I) = 1,

∫ ∞

−∞
d∆pY (∆p) = 1,

∫ 2π

0

dϕ

2π
ρ0(ϕ) = 1. (6.4)

Ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà îïèñûâàþòñÿ äîáàâëå-
íèåì ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f0 ãàðìîíèê ôàç áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö:

f = f0(I,∆p, ϕ) +
1

(2π)2

∑
m=±1

fm(I,∆p, ϕ, t)eimψ. (6.5)

Àìïëèòóäû fm íàõîäÿòñÿ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ Âëàñîâà âáëèçè f0 è
óñðåäíåíèåì áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíå-
íèÿ ïî ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû. Â ðåçóëüòàòå,
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì:

∂fm
∂t

+ imωyfm +
ω0αp
p

∆p
∂fm
∂ϕ

+

(
∂y

∂ψ

)
m

F (θ, t)
∂f0
∂I

= 0, (6.6)

â êîòîðûõ F (θ, t) � óñðåäíåííîå ïî ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ÷àñòèö çíà÷åíèå
ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöû ñãóñòêà ñî ñòîðîíû íàâåäåííûõ èì ïîëåé.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå(

∂y

∂ψ

)
m

=

∫ 2π

0

dψ

2π

∂y

∂ψ
e−imψ = im

√
IR0

2pνy
, (6.7)
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è âûïîëíÿÿ â (6.6) Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî âðåìåíè∫ ∞

0

dteiωt
∂fm
∂t

= −fm(I,∆p, ϕ, 0)− iωfm(ω), Imω > 0, (6.8)

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6.6) â ñëåäóþùåì âèäå:

fm(ω) +
i (ω0αp∆p) /p

∆ωm − δωm

∂fm
∂ϕ

=
ifm(I,∆p, ϕ, 0)

∆ωm − δωm
(6.9)

+m

√
IR0

2pνy
(F (θ, t))ω

∂f0/∂I

∆ωm − δωm
.

Çäåñü ∆ωm = ω − ωm, ωm = mω0νy, à

δωm = m

(
ω0νyαp + ω0

dνy
d ln p

)
∆p

p
. (6.10)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.9) îïèñûâàåò âëèÿíèå ïðî-
äîëüíîé ïîäâèæíîñòè ÷àñòèö â ñãóñòêå íà àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé. Çà ñ÷åò ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïîïóòíî ñ ñãóñòêîì, îíî ìîæåò ïðèâîäèòü
ê íåêîòîðîìó çàìûêàíèþ îáðàòíîé ñâÿçè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ñãóñòêå
è, ñëåäîâàòåëüíî, ê îáðàçîâàíèþ ñîáñòâåííûõ ìîä êîëåáàíèé. Ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ýòî ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

δfm =
i (ω0αp∆p) /p

∆ωm − δωm

∂fm
∂ϕ

∼ iωs
∆ωm

∂fm
∂ lnϕ

.

Âåëè÷èíà δfm áóäåò ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäàìè fm(ω) ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèÿ

ωs
|∆ωm|

≪
∣∣∣∣∂ ln fm∂ lnϕ

∣∣∣∣ , (6.11)

êîòîðîå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ ñïðàâåäëèâûì â íàøèõ ïîñëåäóþùèõ âû-
÷èñëåíèÿõ. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé â ýòîé ãëàâå ìû ñíà÷àëà èçó÷èì
ñâîéñòâà êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà (Y (∆p) =
δ(∆p)). Â ýòîì ñëó÷àå îñîáåííîñòè êîëåáàíèé îáÿçàííûå ýôôåêòó ïðåðû-
âàíèÿ ïó÷êà äîìèíèðóþò.

Ïðåíåáðåãàÿ â (6.9) âêëàäàìè áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ è ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî íàâåäåííûå ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûì è øèðîêîïî-
ëîñíûì èìïåäàíñîì Z⊥ (ω), ïèøåì

Fy(ω) =− i
Ne2ω0

Π

∞∑
n=−∞

einϕZ⊥ (ωm + nω0)

∫ ∞

0

dI ′

√
R0I ′

2pνy
(6.12)

×
∫ 2π

0

dϕ′

2π
e−inϕ

′
∫ ∞

−∞
d∆p′fm (I ′,∆p′, ϕ′, ω) .
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (6.9) è îïðåäåëèâ âåëè÷èíû

χ(0)
m (∆p, ϕ) =

∫ ∞

0

dI

√
R0I

2pνy
fm(I,∆p, ϕ, 0), (6.13)

χm(∆p, ϕ, ω) =

∫ ∞

0

dI

√
R0I

2pνy
fm (I,∆p, ϕ, ω) , (6.14)

ïîëó÷èì

χm (∆p, ϕ, ω) =
iχ

(0)
m (∆p, ϕ)

∆ωm − δωm
+
mNe2ω0

4πpνy

Y (∆p)ρ0(ϕ)

∆ωm − δωm
(6.15)

×
∞∑

n=−∞
iZ⊥ (ω + nω0) e

inϕ

∫ ∞

−∞
d∆p′

∫ 2π

0

dϕ′

2π
χm(∆p′, ϕ′, ω)e−inϕ

′
.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
àìïëèòóä χ(0)

m (∆p, ϕ) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè âèäà:

χ(0)
m (∆p, ϕ) = δ(∆p)ρ0(ϕ)χ

(0)
m (ϕ) . (6.16)

Îïðåäåëèâ òàêæå íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ χm(ϕ, ω) âûðàæåíèåì

χm(∆p, ϕ, ω) = δ(∆p)ρ0(ϕ)χm(ϕ, ω), (6.17)

çàìåíèì óðàâíåíèå (6.15) ñëåäóþùèì:

χm(ϕ, ω) =
iχ

(0)
m (ϕ)

∆ωm
+

mNe2ω0

4πpνy∆ωm

∞∑
n=−∞

iZ⊥ (ω + nω0) e
inϕ (6.18)

×
∫ 2π

0

dϕ′

2π
ρ0(ϕ

′)χm(ϕ′, ω)e−inϕ
′
.

Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèìîñòè àìïëèòóä χm îò âðåìåíè íà-
õîäÿòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

χm(ϕ, t) = e−iωmt

∫
C

d∆ωm
2π

e−i∆ωmtχm(ϕ, ω). (6.19)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ∆ωm èäåò îò ∆ωm =
−∞ â òî÷êó ∆ωm = ∞ ïàðàëëåëüíî îñè Re∆ωm è âûøå îñîáåííîñòåé
àìïëèòóä χm(ϕ, ω).
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7. Ìîäåëü

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ,
â êîòîðîé íàâåäåííûå ñãóñòêîì ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ ïîïåðå÷íûì èìïåäàíñîì

Z⊥ (ω) =
−cZ0

b2⊥ (ω + iΓω0)
. (7.1)

ãäå b⊥ � ðàäèóñ âàêóóìíîé êàìåðû â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðîäîâ. Òàêîå
âûðàæåíèå äëÿ Z⊥ (ω) îïèñûâàåò íàâåäåííûå ïîëÿ â ýëåêòðîäàõ, êîòîðûå
ýëåêòðîäèíàìè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïàðàëëåëüíîìó LR-êîíòóðó. Ñîãëàñíî
(7.1) íàâåäåííûå ÷àñòèöåé ïîëÿ ðàâíû íóëþ â ìîìåíòû âðåìåíè äî ïðî-
õîæäåíèÿ ÷àñòèöû ýëåêòðîäîâ (Z⊥(t) = 0, äëÿ t < 0) è ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþò â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè:

iZ⊥(t) = −cZ0

b2⊥
e−ω0Γt, t ≥ 0. (7.2)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå èìïåäàíñ â âûðàæåíèè (7.1) îïèñûâàåò çàïîìèíàíèå íà-
âåäåííûõ ÷àñòèöàìè ïîëåé. Ïîñëå ïðèõîäà ê ýëåêòðîäàì íà ñëåäóþùåì
ïåðèîäå 2π/ω0 êîëåáàíèÿ ñãóñòêà âîçìóùàþòñÿ ïîëÿìè, êîòîðûå îí íàâî-
äèë íà ïðåäûäóùèõ îáîðîòàõ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.2) àìïëèòóäû îñòà-
òî÷íûõ íàâåäåííûõ ïîëåé ïðîïîðöèîíàëüíû ìíîæèòåëþ exp(−2πΓ). Îíè
îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè, åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà çàïîìèíàíèÿ Γ âåëèêî.

Ïîäñòàâèâ (7.1) â óðàâíåíèå (6.18), ïîëó÷èì

χm(ϕ) =
iχ

(0)
m (ϕ)

∆ωm
− iWm

∞∑
n=−∞

einϕ
∫ 2π

0
dϕ′

2π ρ0(ϕ
′)χm(ϕ′)e−inϕ

′

(mνy + n+ iΓ)
, (7.3)

ãäå

Wm =
Ωm
∆ωm

, (7.4)

à

Ωm =
mNe2ω0Z0βav

4πpb2⊥
, βav =

R0

νy
. (7.5)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðà Ωm óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (7.3), çàïèñàííîãî äëÿ ïó÷êà íóëåâîé äëèíû. Ïîëàãàÿ â
(7.3) χ(0)

m (ϕ) = 0 è ρ0(ϕ) = δ(ϕ), ïèøåì

∆ωmχm(ϕ) =
Ωm
2πi

χm(0)
∞∑

n=−∞

einϕ

(mνy + n+ iΓ)
. (7.6)
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Âû÷èñëèâ ôóíêöèþ χm(ϕ) â òî÷êå ϕ = 0, ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíå-
íèå

∆ωm =
Ωm
2πi

∞∑
n=−∞

1

mνy + n+ iΓ
. (7.7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ (2.3), âûäåëèì â (7.7) âêëàäû îäíîîáî-
ðîòíûõ è ìíîãîîáîðîòíûõ ýôôåêòîâ

∆ωm =
Ωm
2πi

∫ ∞

−∞

dn

mνy + n+ iΓ
+

Ωm
2πi

∞∑
k=1

∫ ∞

−∞

dne−2πikn

mνy + n+ iΓ
(7.8)

= −Ωm
2

− Ωm

∞∑
k=1

exp (2πikmνy − 2πΓk) .

Ïðåäïîëàãàÿ, íàïðèìåð, Γ ≫ 1, ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå â ñëåäóþùåì
âèäå:

∆ωm ≃ −Ωm
2

− Ωme
−2πΓ [cos (2πmνy) + i sin (2πmνy)] . (7.9)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû îïèñûâàåò îäíîîáîðîòíîå
âçàèìîäåéñòâèå ñãóñòêà ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè. Îíî îïèñûâàåò ïîÿâëåíèå
â ñïåêòðå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñäâèãà ÷àñòîòû, ðàâíîãî −Ωm/2. Âòîðîå
ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëàäû ìíîãîîáîðîòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â
êîìïëåêñíûé êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû ìîäû. Äåêðåìåíòû òàêèõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

− Im∆ωm = Ωme
−2πΓ sin (2πmνy) . (7.10)

Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû, åñëè äðîáíàÿ ÷àñòü νy íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå (0, 1/2).
Êàê è îæèäàëîñü, êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà íóëåâîé äëèíû íå îáëà-
äàþò îñîáåííîñòÿìè, õàðàêòåðíûìè äëÿ ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà.

8. Ñãóñòîê êîíå÷íîé äëèíû

Ïîëó÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.3) â ïðåäïîëîæåíèÿõ î òîì, ÷òî äëèíà
ñãóñòêà íå ðàâíà íóëþ, à âåëè÷èíû χ

(0)
m (ϕ) è ρ0(ϕ) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè

ôóíêöèÿìè ϕ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ (2.3):

∑
n

bn =
∞∑

l=−∞

∫ ∞

−∞
dnb(n)e2πinl, (8.1)
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âûäåëèì â óðàâíåíèè (7.3) âêëàäû îäíîîáîðîòíîé è ìíîãîîáîðîòíîé ÷àñòåé

χm(ϕ) =
iχ

(0)
m (ϕ)

∆ωm
+Wm

∫ ∞

−∞

dn

2πi

einϕ

(mνy + n+ iΓ)
(8.2)

×
∫ 2π

0

dϕ′ρ0(ϕ
′)χm(ϕ′)e−inϕ

′
+Wm

∫ 2π

0

dϕ′ρ0(ϕ
′)χm(ϕ′)

×
∞∑
l=1

∫ ∞

−∞

dn

2πi

exp (−2πinl + in(ϕ− ϕ′))

(mνy + n+ iΓ)
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò âîçìóùåíèÿ
äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïîëÿìè, íàâåäåííûìè ñãóñòêîì íà äàííîì îáîðîòå, à òðå-
òüå � âîçìóùåíèÿ ïîëÿìè, íàâåäåííûìè íà ïðåäûäóùèõ îáîðîòàõ. Ìû áó-
äåì èçìåðÿòü äëèíó ñãóñòêà ϕb â òåõ æå åäèíèöàõ, ÷òî è ϕ, à òàêæå ïîëî-
æèì, ÷òî äëèíà ñãóñòêà íåâåëèêà (ϕb ≪ π). Òîãäà, ïðÿìîå âû÷èñëåíèå â
(8.2) èíòåãðàëîâ ïî n ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

pm(ϕ) =
iχ

(0)
m (ϕ) exp (imνyϕ− Γϕ)

∆ωm
−Wm

∫ 2π

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)pm(ϕ′) (8.3)

−WmΛm

∫ 2π

0

dϕ′ρ0(ϕ
′)pm(ϕ′).

Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè

pm = χm(ϕ) exp (imνyϕ− Γϕ) , (8.4)

à

Λm =
exp (2π (imνy − Γ))

1− exp (2π (imνy − Γ))
. (8.5)

Äëÿ êîðîòêèõ ñãóñòêîâ (ϕb ≪ π) â âèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòè â ïðàâîé
÷àñòè (8.3) èíòåãðàëîâ ïî ϕ′ ìû ðàñïðîñòðàíèì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ
íà áåñêîíå÷íûå èíòåðâàëû, çàìåíÿÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëàõ 2π íà
∞ è 0 íà −∞. Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

pm(ϕ) =
iχ

(0)
m (ϕ) exp ((imνy − Γ)ϕ)

∆ωm
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)pm(ϕ′) (8.6)

−WmΛm

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)pm(ϕ′).

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò
ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ñãóñòêà. Òðåòüå ñëàãàåìîå, êîòîðîå îïèñûâàåò âëèÿíèå

35

www.phys.nsu.ru



çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé, çàìûêàåò îáðàòíóþ ñâÿçü êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ñãóñòêà. Ïîýòîìó îíî îïèñûâàåò ñàìîñîãëàñîâàííûå êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ. Áëàãîäàðÿ âêëàäó ýòîãî ÷ëåíà óðàâíåíèå (8.6) ñòàíîâèòñÿ íåîä-
íîðîäíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà. Îäíîðîäíàÿ ÷àñòü ýòîãî
óðàâíåíèÿ (χ(0)

m (ϕ) = 0) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà çíà÷åíèå ∆ωm ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ñãóñòêà. Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå pm(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé
ôóíêöèåé ìîäû êîëåáàíèé.

8.1. Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Âû÷èñëèì ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà,
âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðîäàìè, ïîïåðå÷íûé èìïåäàíñ êîòîðûõ îïèñû-
âàåòñÿ âûðàæåíèåì (7.1). Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (8.6) χ(0)

m (ϕ) = 0, ïèøåì

pm(ϕ) = −Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)pm(ϕ′)−WmΛm

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)pm(ϕ′). (8.7)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè pm(ϕ):

pm(∞) = −WmΛmCm, Cm =

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ)pm(ϕ) (8.8)

è
pm(−∞) = −Wm(1 + Λm)Cm. (8.9)

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè â (8.7) ïî ϕ, ïðåîáðàçóåì ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîå:

dpm
dϕ

=Wmρ0(ϕ)pm(ϕ).

Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ln
pm(ϕ)

pm(−∞)
=Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′),

èëè

pm(ϕ) = −Wm (1 + Λm)Cm exp

(
Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)

)
. (8.10)

Ïîäñòàíîâêîé (8.10) â (8.8) ïîëó÷èì

−WmΛmCm = −Wm (1 + Λm)Cm exp

(
Wm

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)

)
.
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Âñïîìèíàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (6.4), êîòîðîå òåïåðü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′) = 1,

ïðèõîäèì ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ çàäà÷è

Λm = (1 + Λm) exp (Wm) . (8.11)

Ñ ó÷åòîì (7.4) ýòî óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

exp

(
Ωm
∆ωm

− ln
Λm

1 + Λm

)
= 1. (8.12)

Êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (8.12) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Ωm

∆ω
(k)
m

− ln
Λm

1 + Λm
= 2πik, k = 0,±1,±2, . . . , (8.13)

èëè

∆ω(k)
m =

Ωm
2πik + lnΛm − ln(1 + Λm)

. (8.14)

Öåëûå ÷èñëà k èìåþò ñìûñë íîìåðîâ ìîä ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(8.7). Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ìîä áåñêîíå÷íî âåëèêî, ñâÿçàíî
ñ îïèñàíèåì ñãóñòêà êàê íåïðåðûâíîé ñðåäû, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Äëÿ ñãóñòêà, ñîñòîÿùåãî èç N äèñêðåòíûõ ÷àñòèö, ÷èñëî ìîä k íå
ïðåâûøàåò N . Åùå îäíî ñìûñëîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (8.10) è (8.13). Ïðèíÿâ äëÿ ïðîñòîòû

ρ0(ϕ) =
1

ϕb

{
1, 0 ≤ ϕ ≤ ϕb,
0, ϕ < 0, ϕ > ϕb,

(8.15)

è âñïîìèíàÿ, ÷òî Wm = Ωm/∆ωm, çàïèøåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè pm(ϕ, t)
â âèäå:

pm,k(ϕ, t) = Cm,k exp

[(
2πik + ln

Λm
1 + Λm

)
ϕ

ϕb
− i∆ω(k)

m t

]
, (8.16)

ãäå ïîñòîÿííûå Cm,k íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâèé íîðìèðîâêè ðåøåíèé.
Ñîãëàñíî ýòèì âûðàæåíèÿì íàéäåííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé èñêàæåííûå ïëîñêèå âîëíû ñ äëèíîé âîëíû ðàâíîé ϕb/|k| è ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïîïóòíî ïó÷êó äëÿ ìîä ñ k > 0, ëèáî ââåðõ ïî ïó÷êó äëÿ
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ìîä ñ k < 0. Èçìåíåíèÿ àìïëèòóä ýòèõ âîëí âäîëü ïó÷êà ïðîïîðöèîíàëüíû
ìíîæèòåëþ

|pm,k(ϕ, t)| ∝
∣∣∣∣ Λm
1 + Λm

∣∣∣∣ϕ/ϕb

exp
(
Im(∆ω(k)

m )t
)
. (8.17)

Ïðàâàÿ ÷àñòü â ôîðìóëå (8.14) ÿâíî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷à-
ñòîòû çàäà÷è ∆ω

(k)
m íå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà

Λm. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé
ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì è, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, âåëè÷èíû Λm ìàëû, óðàâíåíèÿ
(8.6) è (8.7) íåëüçÿ ðåøàòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ñ óäåðæàíèåì â âû÷èñëå-
íèÿõ pm(ϕ) îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì
ìàëîãî ïàðàìåòðà Λm. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêîãî ôîðìàëüíîãî ðåçóëüòàòà
î÷åâèäåí. Çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé çàìûêàåò îáðàòíóþ ñâÿçü áåòà-
òðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé õâîñòîâûõ ÷àñòèö ñãóñòêà ñ êîãåðåíòíûìè
êîëåáàíèÿìè ãîëîâíîé ÷àñòè ñãóñòêà. Ýòà îáðàòíàÿ ñâÿçü ïðèâîäèò ê ïî-
ÿâëåíèþ íîâîãî êà÷åñòâà êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà � ôîðìèðîâàíèþ
ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîëåáàíèé. Êàê ïîêàçàíî â ãëàâå 2., ïðè íà-
ðóøåíèè òàêîé ñâÿçè ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòñóòñòâóåò, à ñâîéñòâà
ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè íåóñòîé÷èâî-
ñòè çà ñ÷åò ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Óêàçàííîå ôîðìèðîâàíèå ñïåêòðà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âîçìîæíî òîëüêî â íàêîïè-
òåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

Äëÿ íàâåäåííûõ ïîëåé îïèñûâàåìûõ èìïåäàíñîì, îïðåäåëåííîãî ôîð-
ìóëîé (7.1), ïîäñòàíîâêà â (8.14) çíà÷åíèé Λm èç (8.5) ïðèâîäèò ê âûðà-
æåíèþ

ln
Λm

1 + Λm
= 2π(imyδνy − Γ), (8.18)

ãäå δνy � äðîáíàÿ ÷àñòü áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé (0 ≤
δνy ≤ 1). Â òàêîì ñëó÷àå ôîðìóëà (8.14) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆ω(k)
m =

Ωm
2π

1

i (k +mδνy)− Γ
, (8.19)

èëè

Re∆ω(k)
m = −Ωm

2π

Γ

(k +mδνy)
2
+ Γ2

(8.20)

è

− Im∆ω(k)
m =

Ωm
2π

k +mδνy

(k +mδνy)
2
+ Γ2

. (8.21)

Åñëè, íàïðèìåð, ïðèíÿòü, ÷òî m = 1, òî ñîãëàñíî ýòèì óðàâíåíèÿì âñå
ìîäû ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè íîìåðà ìîäû (k < 0) íåóñòîé÷èâû,
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð çàâèñèìîñòè äåêðåìåíòîâ (îêðóæíîñòè) è êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ
÷àñòîòû (òî÷êè) ìîä îò íîìåðà ìîäû k; Γ = 10, νy = 0.25, m = 1

à ìîäû ñ k ≥ 0 � óñòîé÷èâû íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ δνy (ðèñ. 1). Òàêèå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ äëÿ ñãóñò-
êà íóëåâîé äëèíû (íàïðèìåð, â ôîðìóëå (7.9)). Çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî
èíêðåìåíòà êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû(

Im∆ω(k)
m

)
max

=
Ωm
4πΓ

. (8.22)

Ïîñêîëüêó âåñü ðàñ÷åò âåëñÿ â ïðåäïîëîæåíèè áûñòðûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé (|∆ωm| ≫ ωs), óðàâíåíèå (8.19), âîîáùå ãîâîðÿ, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà çàïîìèíàíèÿ ïîëåé Γ , à òàêæå íîìåðîâ
ìîä k, äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ñâåðõó

|k|, Γ ≪ Ωm
4πωs

. (8.23)

Êàê âèäíî èç ôîðìóë (8.20) è (8.21), ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîä óáûâàþò ñ
ðîñòîì âåëè÷èíû íîìåðà ìîäû k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïëîñêîñòè êîìïëåêñ-
íîé ïåðåìåííîé ∆ωm ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ∆ω

(k)
m ñãóùàþòñÿ ïî íàïðàâëå-

íèþ ê òî÷êå ∆ωm = 0 (ðèñ. 2).
Ñóììèðîâàíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ∆ω

(k)
m ïî íîìåðàì ìîä ïðèâîäèò ê

âûðàæåíèþ

∆ωm,Σ =
Ωm
2πi

∞∑
k=−∞

1

k +mδνy + iΓ
. (8.24)
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Ðèñ. 2. Ïðèìåð êàðòû ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ Γ = 10, νy = 0.25, m = 1

Ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåííîé ïî ôîðìóëàì (7.7), èëè (7.8)

∆ωm,Σ = −Ωm
2

− Ωm
exp (2π (imδνy − Γ))

1− exp (2π (imδνy − Γ))
. (8.25)

Òàêîå ñîâïàäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû î ñóììå ñîáñòâåííûõ ÷à-
ñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (íàïðèìåð, â [2]).

9. Çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò âðåìåíè

Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä χm îò âðåìåíè íàõîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (8.6) â ôîðìóëó (6.19). Ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

χm(ϕ, t) = e−iωmt

∫
C

d∆ωm
2π

e−i∆ωmtχm(ϕ, ω), (9.1)

ãäå ôóíêöèÿ χm(ϕ, ω) íàõîäèòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8.6),
à êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C ïðîõîäèò ïàðàëëåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè
ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωm âûøå âñåõ îñîáåííîñòåé ïîäûí-
òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (8.7) ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (8.6):

pm(ϕ) =
iχ

(0)
m (ϕ) exp (imνyϕ− Γϕ)

∆ωm
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)pm(ϕ′) (9.2)

−WmΛm

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)pm(ϕ′),
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âû÷èñëÿþòñÿ åãî ïðåîáðàçîâàíèåì â ýêâèâàëåíòíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå. Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëîæèâ âûïîëíåíèå ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé

lim
ϕ→±∞

iχ
(0)
m (ϕ) exp (imνyϕ− Γϕ)

∆ωm
= 0. (9.3)

Îïðåäåëèâ

Q(ϕ) =
d

dϕ

(
iχ

(0)
m (ϕ) exp (imνyϕ− Γϕ)

∆ωm

)
(9.4)

è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè â (9.2) ïî ϕ, ïîëó÷àåì

dpm
dϕ

= Q(ϕ) +Wmρ0(ϕ)pm(ϕ). (9.5)

Èñïîëüçóÿ (9.2) è (9.3), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ pm(±∞)
îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (8.8) è (8.9):

pm(∞) = −WmΛmCm, pm(−∞) = −Wm(1 + Λm)Cm. (9.6)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.5) èùåì â âèäå

pm(ϕ) = A(ϕ) exp

(
Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)

)
, (9.7)

ãäå àìïëèòóäà A(ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dA

dϕ
= Q(ϕ) exp

(
−Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)

)
.

Ïîñêîëüêó A(∞) = −WmΛmCm exp(−Wm), ïèøåì

A(ϕ) = −WmΛme
−WmCm −

∫ ∞

ϕ

dϕ′Q(ϕ′) exp

(
−Wm

∫ ϕ′

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â (9.7) ïîëó÷àåì

pm(ϕ) =−WmΛmCm exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

)
(9.8)

−
∫ ∞

ϕ

dϕ′Q(ϕ′) exp (−WmN(ϕ′, ϕ)) .
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Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ìû
ó÷ëè òîæäåñòâî

Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)−Wm

∫ ϕ′

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′) = −WmN(ϕ′, ϕ).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîé Cm çàïèøåì âòîðóþ ôîðìóëó â (9.6) â
âèäå

Wm(1 + Λm)Cm = −pm(−∞)

=WmΛmCme
−Wm +

∫ ∞

−∞
dϕQ(ϕ) exp

(
−Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
.

Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ΛmCm, ïîëó÷àåì

ΛmCm =
B

Wm (1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕQ(ϕ) exp

(
−Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
,

(9.9)
ãäå

B =
Λm

1 + Λm
= exp (2π (imνy − Γ)) . (9.10)

Äàëåå, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (9.9) ïî ϕ′ ïî ÷àñòÿì è èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èç (9.3):∫ ∞

−∞
dϕ

d

dϕ

(
iχ

(0)
m (ϕ) eimνyϕ−Γϕ

∆ωm

)
exp

(
−Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
=

=
iWm

∆ωm

∫ ∞

−∞
dϕχ(0)

m (ϕ) ρ0(ϕ)e
imνyϕ−Γϕ−Wm

∫ ϕ
−∞ dϕ′′ρ0(ϕ

′′),

íàõîäèì

ΛmCm =
iB

∆ωm (1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ)χ

(0)
m (ϕ) (9.11)

× exp

(
imyνyϕ− Γϕ−Wm

∫ ϕ

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (9.8) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå pm(ϕ) â
ñëåäóþùåì âèäå:

pm(ϕ) = −WmΛmCm exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

)
−A1, (9.12)
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ãäå

A1 =

∫ ∞

ϕ

dϕ′
d

dϕ′

(
iχ

(0)
m (ϕ′) eimνyϕ

′−Γϕ′

∆ωm

)
exp (−WmN(ϕ′, ϕ)) . (9.13)

Èíòåãðèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî ϕ′ ïî ÷àñòÿì:

A1 =

∫ ∞

ϕ

dϕ′
d

dϕ′

(
iχ

(0)
m (ϕ′) eimνyϕ

′−Γϕ′

∆ωm

)

× exp (−WmN(ϕ′, ϕ)) = − iχ
(0)
m (ϕ) eimνyϕ−Γϕ

∆ωm

+
iWm

∆ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′χ(0)
m (ϕ′) ρ0(ϕ

′)eimνyϕ
′−Γϕ′−WmN(ϕ′,ϕ)

è ïîäñòàíîâêà A1 â (9.12) çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (9.2):

pm(ϕ) =
iχ

(0)
m (ϕ) eimνyϕ−Γϕ

∆ωm
− iWmB

∆ωm (1−Be−Wm)
(9.14)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′) eimνyϕ

′−Γϕ′−WmΦ(ϕ,ϕ′)

− iWm

∆ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)χ(0)

m (ϕ′) eimνyϕ
′−Γϕ′−WmN(ϕ′,ϕ),

ãäå

Φ(ϕ, ϕ′) =

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′) +

∫ ϕ′

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′) (9.15)

= 1−
∫ ϕ

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′) +

∫ ϕ′

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′) = 1 +N(ϕ′, ϕ).

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (8.4)

χm(ϕ, ω) = exp (−imνyϕ+ Γϕ) pm(ϕ),

ïîëó÷àåì

χm(ϕ, ω) =
iχ

(0)
m (ϕ)

∆ωm
− iWmB

∆ωm (1−Be−Wm)
(9.16)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′) e(imyνy−Γ)(ϕ′−ϕ)−WmΦ

− iWm

∆ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)χ(0)

m (ϕ′) e(imνy−Γ)(ϕ′−ϕ)−WmN(ϕ′,ϕ).
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè χm(ϕ, ω) â ôîðìóëó (9.1) ìû ìîæåì çàïèñàòü

eiωmtχm(ϕ, t) = χ(0)
m (ϕ) +X(1)(ϕ, t) +X(2)(ϕ, t), (9.17)

ãäå

X(1)(ϕ, t) =

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′) exp ((imνy − Γ) (ϕ′ − ϕ)) (9.18)

×B

∫
C

d∆ωm
2πi

Wm exp (−i∆ωmt−WmΦ)

∆ωm (1−Be−Wm)
,

à

X(2)(ϕ, t) =

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)χ(0)

m (ϕ′) exp ((imνy − Γ) (ϕ′ − ϕ)) (9.19)

×
∫
C

d∆ωm
2πi

Wm

∆ωm
exp (−i∆ωmt−WmN(ϕ′, ϕ)) .

Ôóíêöèÿ X(1)(ϕ, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñîãëàñîâàííóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ,
à X(2)(ϕ, t) � òó åãî ÷àñòü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ïó÷-
êà. Îáå ôóíêöèè X(1,2) íàõîäÿòñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â
íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωm è âû÷èñëåíèåì âû-
÷åòîâ â îñîáûõ òî÷êàõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Â ôîðìóëå (9.18) ýòî
ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ ∆ωm, ñîâïàäàþùèìè ñ êîðíÿìè äèñïåðñèîííî-
ãî óðàâíåíèÿ (8.11). Â ôîðìóëå (9.19) ýòî ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ïðè
∆ωm = 0.

9.1. Âêëàäû ìîä

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè X(1)(ϕ, t) ïèøåì

X(1)(ϕ, t) =

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′) e(imνy−Γ)(ϕ′−ϕ)S(ϕ, ϕ′, t), (9.20)

ãäå

S(ϕ, ϕ′, t) = B

∫
C

d∆ωm
2πi

Wm exp (−i∆ωmt−WmΦ)

∆ωm (1−Be−Wm)
, (9.21)

Wm = Ωm/∆ωm, à êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C èäåò èç òî÷êè ∆ωm = −∞ â
òî÷êó ∆ωm = +∞ âûøå âñåõ îñîáåííîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
(ðèñ. 3). Ñîãëàñíî (9.21) îñîáûìè òî÷êàìè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ ∆ωm, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè äèñ-
ïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (8.11), çàïèñàííîãî â âèäå 1 = Be−Wm . Ïîëîæåíèÿ
ýòèõ êîðíåé â ïëîñêîñòè ∆ωm îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (8.19):

∆ω(k)
m =

Ωm
2π

1

i (k +mδνy)− Γ
. (9.22)
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R

Im
(∆

ω
m
)

Re(∆ω
m
)

C

Ðèñ. 3. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (9.21); òî÷êàìè ïîêàçàíî ïîëîæåíèå
ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ïåðâûå 100 ìîä

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå âåëè÷èíà δνy îïðåäåëåíà êàê äðîáíàÿ ÷àñòü
áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé (0 ≤ δνy ≤ 1). Çàìûêàÿ êîí-
òóð èíòåãðèðîâàíèÿ C â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü ∆ωm äóãîé ïîëóîêðóæ-
íîñòè áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà (íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3),
ïèøåì

S(ϕ, ϕ′, t) = −2πiB
∑
k

Rk, (9.23)

ãäå Rk � âû÷åòû ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (9.21) â ïîëþñàõ (9.22).
Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì âû÷åòîâ:

Rk =
1

2πi

Ωm(
∆ω

(k)
m

)2 exp
(
−i∆ω(k)

m t− Ωm

∆ω
(k)
m

Φ
)

[
d

d∆ωm

(
1−B exp

(
− Ωm

∆ωm

))]
∆ωm=∆ω

(k)
m

=
1

2πi

Ωm(
∆ω

(k)
m

)2 exp
(
−i∆ω(k)

m t− Ωm

∆ω
(k)
m

Φ
)

[
− Ωm(

∆ω
(k)
m

)2B exp
(
− Ωm

∆ω
(k)
m

)]

= − 1

2πi
exp

(
−i∆ω(k)

m t− Ωm

∆ω
(k)
m

Φ

)
,
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ïîëó÷àåì

S(ϕ, ϕ′, t) = B

∞∑
k=−∞

exp

(
−i∆ω(k)

m t− Ωm

∆ω
(k)
m

Φ

)

= B
∞∑

k=−∞

exp
(
−i∆ω(k)

m t− 2π (i [k +mδνy]− Γ)Φ
)
,

èëè
S(ϕ, ϕ′, t) = exp (2π(imδνy − Γ) (1− Φ))S1, (9.24)

ãäå

S1 =
∞∑

k=−∞

exp

(
− Ωmt

2π (k +mδνy + iΓ)
− 2πikΦ

)
. (9.25)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ (8.1), ïåðåïèøåì S1 â âèäå:

S1 =

∞∑
l=−∞

∫ ∞

−∞
dk exp

(
− Ωmt

2π (k +mδνy + iΓ)
− 2πik (Φ− l)

)
. (9.26)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (9.26) ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé k â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
k. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âñå ñëàãàåìûå ñ ïîëîæèòåëüíûìè íîìåðàìè l íå äàþò
âêëàäà â âåëè÷èíó S1. Ïîýòîìó ïèøåì

S1 =

∞∑
l=0

∫ ∞

−∞
dk exp

(
− Ωmt

2π (k +mδνy + iΓ)
− 2πik(l +Φ)

)
. (9.27)

Ïîäñòàâèâ ñþäà ðàçëîæåíèå

exp

(
− Ωmt

2π (k +mδνy + iΓ)

)
=

∞∑
r=0

1

r!(k +mδνy + iΓ)r

(
−Ωmt

2π

)r
è çàìûêàÿ â (9.27) êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî k â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü,
ïîëó÷àåì

S1 =− 2πi
∞∑
l=0

∞∑
r=0

(
−Ωmt

2π

)r+1

r! (r + 1)!

(
dr

dkr
e−2πik(l+Φ)

)
k=−mδνy−iΓ

=iΩmt
∞∑
l=0

exp (2π(imδνy − Γ)(l +Φ))
∞∑
r=0

(iΩmt(l +Φ))
r

r! (r + 1)!
.
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

J1(z) =
z

2

∞∑
r=0

1

(r + 1)!r!

(
−z

2

4

)r
, (9.28)

ãäå J1(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïèøåì

S1 = −
√
−iΩmt

∞∑
l=0

e2π(imδνy−Γ)(l+Φ)

√
l +Φ

J1

(
2
√
−iΩmt(l +Φ)

)
. (9.29)

Ïîäñòàíîâêîé ýòîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëû (9.24), à çàòåì â (9.20), ïîëó-
÷àåì

X(1)(ϕ, t) = −
√

−iΩmt
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′) e(imνy−Γ)(2π+ϕ′−ϕ) (9.30)

×
∞∑
l=0

exp (2πl (imδνy − Γ))√
Φ+ l

J1

(
2
√
−iΩmt (Φ + l)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå X(1)(ϕ, t) ïîëíîñòüþ îáóñëîâëåíî ïî-
ÿâëåíèåì ó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä. Õîòÿ
àìïëèòóäû ñàìèõ ìîä ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿò îò âðåìåíè, èõ ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ìîãóò ëèøèòüñÿ ýòîãî ñâîéñòâà. Òàê, ñîãëàñíî ôîðìóëå (9.30)
â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè Ωmt≪ 1 ôóíêöèÿ X(1)(ϕ, t) óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå

X(1)(ϕ, t) ≃ iΩmt
e(imνy−Γ)(2π−ϕ)

1− e(imνy−Γ)2π

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′) e(imνy−Γ)ϕ′

,

à â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè Ωmt≫ 1 � ïî êâàçèýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêî-
íó:

X(1)(ϕ, t) ≃− (−iΩmt)1/4

2
√
π

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′) e(imνy−Γ)(2π+ϕ′−ϕ) (9.31)

×
∞∑
l=0

exp
(
2π(imδνy − Γ)l +

√
2Ωmt(l +Φ)

)
(l +Φ)

3/4
,

Òàêèå àñèìïòîòû ñëåäîâàëî áû ñêîðåå îæèäàòü äëÿ êîëåáàíèé ðåæèìà
ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ñãóñòêà, à íå äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé. Îäíîé èç ïðè÷èí äëÿ òàêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå â ñïåêòðå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (8.19) ÿâíî âûðàæåííûõ îäíîé
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èëè íåñêîëüêèõ ëèäèðóþùèõ ìîä. Â òàêèõ óñëîâèÿõ èíòåðôåðåíöèÿ ñîñåä-
íèõ ìîä êîëåáàíèé óìåíüøàåò âåëè÷èíû àìïëèòóä, êîòîðûå ìîãóò áûòü
äîñòèãíóòû ê çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Ïîñêîëüêó àìïëèòóäû êîëåáà-
íèé â (9.30) óâåëè÷èâàþòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó,
íåóñòîé÷èâîñòè òàêèõ ìîä ìîãóò ïîäàâëÿòüñÿ çàòóõàíèåì Ëàíäàó îáóñëîâ-
ëåííûì ðàçáðîñàìè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêà.

9.2. Âêëàä ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà

Äîëÿ ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà â êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ îïèñûâà-
åòñÿ ôóíêöèåé X(2)(ϕ, t). Ñòÿãèâàÿ â (9.19) êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C â
êîíòóð C0, îêðóæàþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò ∆ωm = 0, ïèøåì

X(2)(ϕ, t) =

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)χ(0)

m (ϕ′) exp ((imνy − Γ) (ϕ′ − ϕ))S, (9.32)

ãäå

S =
Ωm
2πi

∫
C0

d∆ωm
∆ω2

m

exp

(
−i∆ωmt−

V

∆ωm

)
, (9.33)

à
V = ΩmN(ϕ′, ϕ). (9.34)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

exp

(
− V

∆ωm

)
=

∞∑
r=0

1

r!

(−V )r

∆ωrm
,

ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü â ôîðìóëå (9.33) ê âûðàæåíèþ

S =
Ωm
2πi

∞∑
r=0

(−V )r

r!

∫
C0

d∆ωme
−i∆ωmt

∆ωr+2
m

= iΩmt
∞∑
r=0

(itV )r

r! (r + 1)!
,

èëè

S = −
√
−iΩmt√
N(ϕ′, ϕ)

J1

(
2
√
−iΩmtN(ϕ′, ϕ)

)
. (9.35)

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì

X(2)(ϕ, t) = −
√
−iΩmt

∫ ∞

ϕ

dϕ′
ρ0(ϕ

′)χ
(0)
m (ϕ′)√

N(ϕ′, ϕ)
(9.36)

× exp ((imνy − Γ) (ϕ′ − ϕ)) J1

(
2
√

−iΩmtN(ϕ′, ϕ)
)
.
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Êàê ýòî ñâîéñòâåííî ýôôåêòó ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà, òàêàÿ ôîðìóëà îïèñû-
âàåò êóìóëÿòèâíîå íàêîïëåíèå ðàñêà÷êè ñãóñòêà â òî÷êå ϕ êîãåðåíòíûìè
êîëåáàíèÿìè â ïðåäûäóùèõ òî÷êàõ ñãóñòêà. Ñðàâíåíèåì ôîðìóë (9.30) è
(9.36) íàõîäèì, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé
ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì (2πΓ ≫ 1), âêëàä â àìïëèòóäû êîëåáàíèé ýôôåêòà ïðå-
ðûâàíèÿ, âîîáùå, ïðåâàëèðóåò (|X(2)| ≫ |X(1)|).

Ïîñêîëüêó àìïëèòóäû êîëåáàíèé â (9.36) óâåëè÷èâàþòñÿ âî âðåìåíè
ìåäëåííåå ÷åì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, ýòà ÷àñòü êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ñãóñòêà ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíà îõëàæäåíèåì ïó÷êà, óñòðîé-
ñòâàìè øèðîêîïîëîñíîé îáðàòíîé ñâÿçè è ðàñôàçèðîâêîé êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé çà ñ÷åò ðàçáðîñîâ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíè-
ìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çàòóõàíèå Ëàíäàó íå ïîäàâëÿåò êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (9.36).
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Ãëàâà 4.

Ìíîãîñãóñòêîâûå

íåóñòîé÷èâîñòè

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ áûñòðûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ, êîòîðûå ñîñòàâëåíû èç ìíîãèõ ñãóñòêîâ. Òàêèå
ïó÷êè èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñâåòèìîñòè ñîâðåìåííûõ
óñòàíîâîê ñ âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî, åñëè
ïó÷îê ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñãóñòêîâ, òî ó íåãî ïîÿâëÿþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, êîòîðûå ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ íàâåäåííûìè
ïó÷êîì ïîëÿìè. Ïîýòîìó ñïåêòð êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òàêîãî ïó÷êà áó-
äåò ñîäåðæàòü ÷àñòîòû, îïèñûâàþùèå êàê êîëåáàíèÿ îòäåëüíûõ ñãóñòêîâ,
òàê è îòíîñèòåëüíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ â ïó÷êå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
âîçìîæíûå âèäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà, ñîäåðæàùåãî îòäåëüíûå
ñãóñòêè èäåíòèôèöèðóþòñÿ êàê îäíîñãóñòêîâûå è ìíîãîñãóñòêîâûå êîãå-
ðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà. Åñëè ïó÷îê ñîñòîèò èç îäíîãî ñãóñòêà, òî åãî
êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþòñÿ îäíîñãóñòêîâûìè. Ìíî-
ãèå îñîáåííîñòè áûñòðûõ îäíîñãóñòêîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ïîïåðå÷íûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà îáñóæäàëèñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ïîñîáèÿ.

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ìíîãîñãóñòêîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, â îáùåì
ñëó÷àå, îïðåäåëÿþòñÿ ñïîñîáîì çàïîëíåíèÿ ïó÷êà ñãóñòêàìè. Íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííîé è ÷àñòî èññëåäóåìîé ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ êàðòèíà çàïîëíå-
íèÿ ïó÷êà, â êîòîðîé, íàïðèìåð, M èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ ÷àñòèö ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíû âäîëü ïåðèìåòðà çàìêíóòîé îðáèòû ñ ïåðèîäîì Π/M .
×èñëî ñãóñòêîâ M , ðàçóìååòñÿ, äîëæíî ñîñòàâëÿòü öåëóþ äîëþ êðàòíîñòè
Â×-ïîëÿ íàêîïèòåëÿ. Íàïðèìåð, ïó÷îê ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ çàïîëíåíèåì
êàæäîé ñåïàðàòðèñû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, èëè êàæäîé âòî-
ðîé, èëè, íàïðèìåð, ïÿòîé ñåïàðàòðèñû è ò.ä. Â òàêîì ñëó÷àå, âû÷èñëå-
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íèå ñïåêòðîâ è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ (íàïðèìåð, â [1]). Òàêóþ ñõåìó çàïîëíåíèÿ ïó÷êà ñãóñòêàìè
ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàâíîìåðíîé.

Â ïîñëåäíèå ïðèìåðíî äâà äåñÿòêà ëåò âñå ÷àùå ñòàëè îáñóæäàòüñÿ è èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òàêèå êàðòèíû çàïîëíåíèÿ ïó÷êà, â êîòîðûõ ðàâíîìåðíîå çà-
ïîëíåíèå ñåïàðàòðèñ ñãóñòêàìè ïðåðûâàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷å-
íèÿ íîìåðà ñãóñòêàMt. Ïðè ýòîì â ïó÷êå îáðàçóåòñÿ çàçîð âMg =M −Mt

ñãóñòêîâ. Íåîáõîäèìîñòü â èñïîëüçîâàíèè òàêîãî çàçîðà â çàïîëíåíèè ïó÷-
êà ÷àñòî îáóñëîâëåíà òåìè, èëè èíûìè, òåõíè÷åñêèìè ïðè÷èíàìè. Íàïðè-
ìåð, â êîëëàéäåðå KEKB 10%-é çàçîð â çàïîëíåíèè ïó÷êà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
óäàëåíèÿ èç ïó÷êà âòîðè÷íûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (ýëåêòðîíîâ, èîíîâ), êî-
òîðûå ÷àñòèöû ñãóñòêà ìîãëè îáðàçîâàòü ïðè èõ äâèæåíèè âäîëü çàìêíó-
òîé îðáèòû. Ïðè èäåíòè÷íîñòè ñãóñòêîâ, ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ êàðòè-
íó çàïîëíåíèÿ ïó÷êà êâàçèðàâíîìåðíîé, à çàïîëíåííóþ ÷àñòü ïó÷êà áóäåì
íàçûâàòü öóãîì ñãóñòêîâ, èëè ïðîñòî öóãîì. Îïèñàíèå íàèáîëåå âàæíûõ
îñîáåííîñòåé ìåäëåííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé â òàêîì ïó÷êå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [13].

10. Áûñòðûå ìíîãîñãóñòêîâûå ïîïåðå÷íûå

êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðîâåäåì ðàñ÷åòû äëÿ áûñòðûõ âåðòèêàëüíûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé Mt èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ, êîòîðûå ðàâíîìåðíî çà-
ïîëíÿþò öóã. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïåðèîä ñëåäîâàíèÿ ñãóñòêîâ â öóãå ðàâåí
Tb = T0/M , ãäå T0 � ïåðèîä îáðàùåíèÿ ñãóñòêîâ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû,
à M � öåëîå ÷èñëî, ðàâíîå öåëîé äîëå êðàòíîñòè Â×-ñèñòåìû íàêîïèòå-
ëÿ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ìû ïîëàãàåì ÷òî ïîñëå öóãà ñãóñòêîâ â ïó÷êå
ñëåäóåò çàçîð äëèíîé Mg = M −Mt ìåæñãóñòêîâûõ ðàññòîÿíèé è íå ñî-
äåðæàùèé íè îäíîãî ñãóñòêà. Áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö â ñãóñòêàõ
ñ ïîäàâëåííîé ïðîäîëüíîé ïîäâèæíîñòüþ îïèñûâàåì óðàâíåíèÿìè (6.1),
íî ñ îäíîé îãîâîðêîé. Äåëî â òîì, ÷òî, åñëè ìû õîòèì îïèñûâàòü âîçìó-
ùåíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïîëÿìè, êîòîðûå ïó÷îê íàâîäèò â
îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ, ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ñãóñòêè
ïó÷êà áóäóò ïðîõîäèòü ýòè ýëåêòðîäû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Åñ-
ëè àçèìóòàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñãóñòêàìè â öóãå ðàâíî 2π/M è åñëè
ïðèíÿòü, ÷òî ïåðâûé ñãóñòîê â öóãå ïðîõîäèò íåêîòîðûé àçèìóò íà çàìêíó-
òîé îðáèòå θ â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè, òî ñãóñòîê öóãà ñ íîìåðîì a, ãäå
0 ≤ a ≤ Mt − 1, áóäåò ïðîõîäèòü ýòó òî÷êó íà çàìêíóòîé îðáèòå â ìî-
ìåíò âðåìåíè aTb. ×òîáû ôîðìàëüíî ó÷åñòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìû áóäåì
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çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ (6.1) äëÿ ÷àñòèö ñãóñòêà ñ íîìåðîì a â âèäå:

y =

√
R0I

pνy
cosψ, py = −

√
pνyI

R0
sinψ, (10.1)

dψ

dt
=ωy, θa = ω0 (t− aTb) + ϕ,

dϕ

dt
=
ω0αp
p

∆p.

Ïîñêîëüêó ìû ñîáèðàåìñÿ îïèñûâàòü êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ èäåíòè÷íûõ
ñãóñòêîâ çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçó-
ìåíèþ, ìû íå áóäåì ñïåöèàëüíî íóìåðîâàòü äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ÷à-
ñòèö è äðóãèå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñãóñòêàì.

Â ýòîé ãëàâå ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ. Ñîñòîÿíèÿ áåç êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
êîðîòêèõ, èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ ñ ïîäàâëåííîé ïðîäîëüíîé ïîäâèæíîñòüþ
÷àñòèö áóäåì îïèñûâàòü ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

f
(a)
0 = f0 =

1

2π
δ(∆p)G(I)ρ0(ϕ) (10.2)

ñ óñëîâèÿìè íîðìèðîâêè:∫ ∞

0

dIG(I) = 1,

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ) = 1. (10.3)

Áûñòðûå âåðòèêàëüíûå äèïîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà a îïè-
ñûâàþòñÿ ãàðìîíèêàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

f (a) = f0(I,∆p, ϕ) +
1

2π

∑
m=±1

f (a)m (I,∆p, ϕ, t)eimψ. (10.4)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèé è äëÿ ìàëûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé àìïëèòóäû f

(a)
m (I,∆p, ϕ, t) âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåì ëèíåà-

ðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Âëàñîâà:

∂f
(a)
m

∂t
+ imωyf

(a)
m + 2πim

√
IR0

2pνy
F (a)(θa, t)

∂f0
∂I

= 0. (10.5)

Çäåñü F (a)(θa, t) � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñèëû, îïèñûâàþùåé âîçìóùå-
íèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêà ñ íîìåðîì a íàâåäåííûìè ïó÷êîì ïîëÿìè.
Ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî âðåìåíè∫ ∞

0

dteiωt
∂f

(a)
m

∂t
= −f (a)m (I,∆p, ϕ, 0)− iωf (a)m (ω), Imω > 0 (10.6)
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è îòáðàñûâàíèåì â (10.5) áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèÿ äëÿ Ôóðüå-àìïëèòóä f (a)m (ω)

f (a)m (ω) =
if

(a)
m (I, ϕ, 0)

∆ωm
+m

√
IR0

2pνy
F

(a)
y (ω)

ρ0(ϕ)dG/dI

∆ωm
. (10.7)

Çäåñü ∆ωm = ω − ωm, ωm = mω0νy, à f
(a)
m (I, ϕ, 0) � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ

ãàðìîíèê f (a)m .
Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íàâåäåííûå ïó÷êîì äèïîëüíûå ïîëÿ ìîãóò áûòü îïè-

ñàíû ëîêàëèçîâàííûì è øèðîêîïîëîñíûì ïîïåðå÷íûì èìïåäàíñîì Z⊥(ω),
ïèøåì

F
(a)
y (ω) = −iNe

2ω0

Π

∞∑
n=−∞

exp

(
−2πian

M

)
Z⊥ (ωm + nω0) e

inϕ (10.8)

×
∫ 2π

0

dϕ′

2π
e−inϕ

′
Mt−1∑
b=0

exp

(
2πibn

M

)∫ ∞

0

dI ′

√
R0I ′

2pνy
f (b)m (I ′, ϕ′, ω) .

Â îòëè÷èå îò ôîðìóëû (6.12) ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîäåðæèò
âêëàäû òîêîâ âñåõ ñãóñòêîâ ïó÷êà. Ïîýòîìó ñèëû, îïðåäåëåííûå â (10.8),
ìîãóò ñâÿçûâàòü êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêà a ñ êîãåðåíòíûìè êîëåáàíèÿìè
âñåõ ñãóñòêîâ ïó÷êà. Ïîäñòàíîâêîé (10.8) â ïðàâóþ ÷àñòü (10.7) è îïðåäå-
ëåíèåì âåëè÷èí

χ(a)
m (ϕ, 0) =

∫ ∞

0

dI

√
R0I

2pνy
f (a)m (I, ϕ, 0), (10.9)

χ(a)
m (ϕ, ω) =

∫ ∞

0

dI

√
R0I

2pνy
f (a)m (I, ϕ, ω), (10.10)

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

χ(a)
m (ϕ, ω) =

iχ
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
+
mNe2ω0ρ0(ϕ)

4πpνy∆ωm

∞∑
n=−∞

exp

(
−2πian

M

)
(10.11)

×iZ⊥ (ωm + nω0) e
inϕ

Mt−1∑
b=0

exp

(
2πibn

M

)∫ 2π

0

dϕ′

2π
e−inϕ

′
χ(b)
m (ϕ′, ω).

Îïðåäåëèâ â ýòîì óðàâíåíèè

χ(a)
m (ϕ, 0) = ρ0(ϕ)D

(a)
m (ϕ, 0) (10.12)
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è
χ(a)
m (ϕ, ω) = ρ0(ϕ)D

(a)
m (ϕ, ω), (10.13)

ïåðåïèøåì åãî â âèäå:

D(a)
m (ϕ, ω) =

iD
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
(10.14)

+
mNe2ω0

4πpνy∆ωm

∞∑
n=−∞

exp

(
−2πian

M

)
iZ⊥ (ωm + nω0) e

inϕ

×
∫ 2π

0

dϕ′

2π
ρ0(ϕ

′)e−inϕ
′
Mt−1∑
b=0

exp

(
2πibn

M

)
D(b)
m (ϕ′, ω).

Ïîñëå òîãî êàê óðàâíåíèå (10.14) ðåøåíî çàâèñèìîñòè àìïëèòóä D
(a)
m îò

âðåìåíè íàõîäÿòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:

D(a)
m (ϕ, t) = e−iωmt

∫
C

d∆ωm
2π

e−i∆ωmtD(a)
m (ϕ, ω). (10.15)

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C èäåò èç òî÷êè
∆ωm = −∞ â òî÷êó ∆ωm = ∞ âûøå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ.

Êàê è ïðåæäå, âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ, â êîòîðîé ïîïåðå÷íûé èìïåäàíñ
ñâÿçè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7.1):

Z⊥ (ω) =
−cZ0

b2⊥ (ω + iΓω0)
. (10.16)

Ìû óæå ìîãëè óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òàêîå âûðàæåíèå äîñòàòî÷íî óïðîùàåò
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èõ ïðîñòîãî ðåøåíèÿ è äîñòàòî÷-
íî ïîëíî îïèñûâàåò çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé äëÿ àíàëèçà
âçàèìíîé âàæíîñòè îäíîîáîðîòíûõ è ìíîãîîáîðîòíûõ ïðîöåññîâ â êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ ñãóñòêîâ.

Ïîäñòàâèâ (10.16) â óðàâíåíèå (10.14) è ðàçáèâ ñóììèðîâàíèå ïî n íà
äâå ÷àñòè ïîäñòàíîâêîé n =Ml+p, ãäå l = 0,±1,±2, . . ., à p = 0, 1, . . . ,M−
1, ïîëó÷èì

D(a)
m (ϕ, ω) =

iD
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
− iWm

∫ 2π

0

dϕ′ρ0(ϕ
′)

Mt−1∑
b=0

Ka,b(ϕ− ϕ′)D(b)
m (ϕ′, ω),

(10.17)
ãäå, êàê è ðàíüøå, Wm = Ωm/∆ωm,

Ka,b(ϕ) =
1

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a)

M

) ∞∑
l=−∞

exp (i(Ml + p)ϕ)

mνy +Ml + p+ iΓ
, (10.18)
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à

Ωm =
mNe2ω0Z0βav

4πpb2⊥
, βav =

R0

νy
. (10.19)

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà Ωm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäâîåííîå çíà÷åíèå êîãå-
ðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà íóëåâîé äëèíû.

11. Ìíîãîñãóñòêîâûå ìîäû

Ñóììà ïî l â ïðàâîé ÷àñòè (10.18) âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
ñóììèðîâàíèÿ

∞∑
l=−∞

bl =
∞∑

k=−∞

∫ ∞

−∞
dl exp (2πikl) b(l). (11.1)

Óäîáíî îòäåëèòü â ÿäðå (10.18) âêëàäû îäíîîáîðîòíûõ è îäíîñãóñòêîâûõ
ýôôåêòîâ (k = 0) îò âêëàäîâ, îïèñûâàþùèõ âçàèìíîå âëèÿíèå ñãóñòêîâ â
ïó÷êå, à òàêæå ìíîãîîáîðîòíûå âîçìóùåíèÿ ñãóñòêîâ íàâåäåííûìè ïó÷êîì
ïîëÿìè. Äëÿ ýòîãî ïèøåì:

Ka,b(ϕ) =
1

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a)

M

) ∞∑
l=−∞

exp (i(Ml + p)ϕ)

mνy +Ml + q + iΓ
(11.2)

=
1

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a)

M

)∫ ∞

−∞
dl

exp (i(Ml + p)ϕ)

mνy +Ml + p+ iΓ

+
1

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a)

M

)∑
k ̸=0

∫ ∞

−∞
dl
exp (i(Ml + p)ϕ+ 2πilk)

mνy +Ml + p+ iΓ
,

èëè
Ka,b(ϕ) = K

(sb)
a,b (ϕ) +K

(mb)
a,b (ϕ). (11.3)

Ïî îïðåäåëåíèþ, îäíîñãóñòêîâàÿ è îäíîîáîðîòíàÿ ÷àñòü ÿäðà Ka,b çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

K
(sb)
a,b (ϕ) =

1

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a)

M

)∫ ∞

−∞
dl

exp (i(Ml + p)ϕ)

mνy +Ml + p+ iΓ
(11.4)

=
M

2π
δa,b

∫ ∞

−∞

du

M

exp (iuϕ)

mνy + u+ iΓ
,
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ãäå δa,b � ñèìâîë Êðîíåêêåðà (δa,a = 1, δa̸=b = 0). Â ýòîé ôîðìóëå èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî l âûïîëíÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõ-
íþþ èëè â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé l. Òàê, äëÿ
ϕ > 0 êîíòóð çàìûêàåòñÿ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè
îòñóòñòâóþò ïîëþñû ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòîì
èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå: K(sb)

a,b (ϕ) = 0 äëÿ ϕ > 0. Äëÿ ϕ < 0
êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ çàìûêàåòñÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü l, ãäå ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå èìååò ïðîñòîé ïîëþñ â òî÷êå

l = −mνy + p+ iΓ

M
. (11.5)

Âû÷èñëåíèå âû÷åòà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ýòîì ïîëþñå äàåò:

K
(sb)
a,b (ϕ) = −iδa,b exp (−i(mνy + iΓ)ϕ) , ϕ < 0, (11.6)

Ñâÿçü êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â ïó÷êå è ìíîãîîáîðîòíûå âîçìóùåíèÿ ñãóñòêîâ
îïèñûâàþòñÿ â (11.3) ñëàãàåìûì

K
(mb)
a,b (ϕ) =

1

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a)

M

)
(11.7)

×
∑
k ̸=0

∫ ∞

−∞
dl
exp (2πilk + i(Ml + p)ϕ)

mνy +Ml + p+ iΓ
.

Åñëè ïîëîæåíèÿ ñãóñòêîâ ïó÷êà õîðîøî ðàçäåëåíû âäîëü çàìêíóòîé îðáè-
òû (2π ≫ M |ϕ| ), òî â ñëàãàåìûõ ñ k > 0 èíòåãðàëû ïî l âû÷èñëÿþòñÿ çà-
ìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé l. Â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäûíòåãðàëüíûå
âûðàæåíèÿ íå èìåþò îñîáåííîñòåé. Ïîýòîìó â (11.7) âñå ñëàãàåìûå ñ k > 0
ðàâíû íóëþ. Ýòîò ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà
ïó÷êà ñ íîìåðîì a âîçìóùàþòñÿ íàâåäåííûìè ïîëÿìè ïðåäøåñòâóþùèõ
ñãóñòêîâ ïó÷êà íà äàííîì îáîðîòå, èëè ïîëÿìè íàâåäåííûìè â ýëåêòðîäàõ
âñåìè ñãóñòêàìè ïó÷êà íà ïðåäûäóùèõ îáîðîòàõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè
çàìå÷àíèÿìè ïèøåì

K
(mb)
a,b (ϕ) =

1

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a)

M

)

×
∞∑
k=1

∫ ∞

−∞
dl
exp (−2πilk + i(Ml + p)ϕ)

mνy +Ml + p+ iΓ
.
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Èíòåãðàë ïî l âû÷èñëÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé l. Âû÷èñëåíèå âû÷åòà â ïî-
ëþñå mνy +Ml + p+ iΓ = 0 ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ:

K
(mb)
a,b (ϕ) = −ie−i(mνy+iΓ)ϕ

∞∑
k=1

exp

(
2πik

mνy + iΓ

M

)
Q

(k)
a,b , (11.8)

ãäå

Q
(k)
a,b =

1

M

M−1∑
p=0

exp

(
2πip(b− a+ k)

M

)
. (11.9)

Ïî îïðåäåëåíèþ, êîýôôèöèåíòû Q
(k)
a,b îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

ïåðèîäè÷íîñòè
Q

(k+M)
a,b = Q

(k)
a,b , Q

(k)
a,M−r = Q

(k)
a,−r. (11.10)

Â âûðàæåíèè (11.8) ïîëåçíî ðàçäåëèòü âêëàäû ñëàãàåìûõ ñ íîìåðàìè 1 ≤
k ≤ a è ñëàãàåìûõ ñ íîìåðàìè k ≥ a+ 1. Ïîñëå òàêîãî ðàçäåëåíèÿ ïèøåì

K
(mb)
a,b (ϕ) = K

(st)
a,b (ϕ) +K

(mt)
a,b (ϕ), (11.11)

ãäå

K
(st)
a,b (ϕ) = −iHae

−i(mνy+iΓ)ϕ
a∑
k=1

exp

(
2πik

mνy + iΓ

M

)
Q

(k)
a,b , (11.12)

H0 = 0 è Ha = 1 äëÿ a = 1, 2, . . . ,Mt − 1, à

K
(mt)
a,b (ϕ) = −ie−i(mνy+iΓ)ϕ

∞∑
k=a+1

exp

(
2πik

mνy + iΓ

M

)
Q

(k)
a,b . (11.13)

Â îáëàñòè 1 ≤ k ≤ a ôàêòîðû Q
(k)
a,b íå îáðàùàþòñÿ â íóëü òîëüêî äëÿ òåõ

íîìåðîâ ñãóñòêîâ a è b, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 0 ≤ b ≤ a− 1. Çà-
ìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïåðâîãî ñãóñòêà ïó÷êà (a = 0).
Êîëåáàíèÿ ýòîãî ñãóñòêà âîçáóæäàþòñÿ ïîëÿìè, íàâåäåííûìè ïó÷êîì íà
ïðåäûäóùèõ îáîðîòàõ. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ìíîãîîáîðîòíûìè. Äëÿ
îñòàëüíûõ ñãóñòêîâ ïó÷êà (a ≥ 1) ÿäðà K(st)

a,b (ϕ) îïèñûâàþò âîçìóùåíèÿ
êîëåáàíèé ñãóñòêà a ïîëÿìè, íàâåäåííûìè ïðåäûäóùèìè ñãóñòêàìè öóãà
ïðè ïðîõîæäåíèè èìè ýëåêòðîäîâ íà òåêóùåì îáîðîòå. Ìû ìîæåì íàçâàòü
ýòó ãðóïïó ñëàãàåìûõ, êàê îïèñûâàþùèõ ìíîãîñãóñòêîâûå, íî îäíîîáîðîò-
íûå ñâÿçè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ. Ó÷èòûâàÿ ýòè îáñòîÿòåëüñòâà,
ïèøåì (0 ≤ b ≤ a− 1)

K
(st)
a,b (ϕ) = −iHa exp

(
2πi

mνy + iΓ

M
(a− b)− i(mνy + iΓ)ϕ

)
. (11.14)
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Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ÿäðà, îïèñûâàþùåãî ìíîãîîáîðîòíûå ñâÿçè
êîëåáàíèé ñãóñòêîâ K(mt)

a,b (ϕ). Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (11.13) âû÷èñëÿåòñÿ
ñäâèãîì k → k + a. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèõîäèì ê âûðà-
æåíèþ

Sa =
∞∑

k=a+1

exp

(
2πik

mνy + iΓ

M

)
Q

(k)
a,b

= exp

(
2πia

mνy + iΓ

M

) ∞∑
k=1

exp

(
2πik

mνy + iΓ

M

)
1

M

M∑
p=1

exp

(
2πip(b+ k)

M

)
.

Ïîñêîëüêó k è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, âõîäÿùàÿ â ýòî âûðàæåíèå ñóììà:

Sk =
1

M

M∑
p=1

exp

(
2πip(b+ k)

M

)
îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà k = Mr − b, ãäå r = 1, 2, . . ..
Ïîýòîìó

Sa = exp

(
2πia

mνy + iΓ

M

) ∞∑
k=1

exp

(
2πik

mνy + iΓ

M

)
δk,rM−b

= exp

(
2πi [a− b]

mνy + iΓ

M

) ∞∑
r=1

e2πir(mνy+iΓ),

à ÿäðî K(mt)
a,b (ϕ) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

K
(mt)
a,b (ϕ) = −iΛexp

(
2πi

mνy + iΓ

M
(a− b)− i(mνy + iΓ)ϕ

)
, (11.15)

ãäå

Λ =
∞∑
r=1

exp (2πir (mνy + iΓ)) =
exp (2πimνy − 2πΓ)

1− exp (2πimνy − 2πΓ)
. (11.16)

Ýòè ñëàãàåìûå íå ðàâíû íóëþ ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ íîìåðîâ
ñãóñòêîâ a è b (0 ≤ a ≤ Mt − 1 and 0 ≤ b ≤ Mt − 1). Îíè îïèñûâàþò
âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ñãóñòêà íîìåð a ïîëÿìè âñåõ ñãóñòêîâ ïó÷êà, íàâå-
äåííûìè èìè íà ïðåäûäóùèõ îáîðîòàõ.

Ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ Ka,b(ϕ) â óðàâíåíèå (10.17),
ðàñïðîñòðàíÿÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ϕ íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë
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|ϕ| <∞ è îïðåäåëèâ

P (a)
m (ϕ) = D(a)

m (ϕ, ω) exp

(
i (mνy + iΓ)ϕ− 2πia

mνy + iΓ

M

)
, (11.17)

ïðåîáðàçóåì (10.17) â ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
íîâûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé P (a)

m (ϕ):

P (a)
m (ϕ) =

iP
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)P (a)

m (ϕ′) (11.18)

−HaWm

a−1∑
b=0

Xb −WmΛ

Mt−1∑
b=0

Xb.

Çäåñü

P (a)
m (ϕ, 0) = D(a)

m (ϕ, 0) exp

(
i (mνy + iΓ)ϕ− 2πia

mνy + iΓ

M

)
, (11.19)

à

Xa =

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)P (a)
m (ϕ′). (11.20)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (11.18) íàõîäÿòñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé P (a)
m (ϕ) â ðÿ-

äû ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ñëåäóþùåé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, â [13]):

λqX
(q)
a = Ha

a−1∑
b=0

X
(q)
b + Λ

Mt−1∑
b=0

X
(q)
b . (11.21)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ X(q)
a è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ ïèøåì

λX0 = Λ

Mt−1∑
b=0

Xb, λXa =

a−1∑
b=0

Xb + Λ

Mt−1∑
b=0

Xb, a ≥ 1. (11.22)

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé èùåì â âèäå:

Xa = Cva. (11.23)

Ïîäñòàíîâêà òàêèõ âåêòîðîâ â óðàâíåíèÿ (11.22) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì:

λ = Λ

Mt−1∑
b=0

va = Λ
1− vMt

1− v
(11.24)
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è

λva =
a−1∑
b=0

vb + λ =
1− va

1− v
+ λ,

èëè
1− va

1− v
+ λ (1− va) = 0, 1− v = − 1

λ
, v = 1 +

1

λ
.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (11.24) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ:

λ = Λ
1−

(
1 + 1

λ

)Mt

1− 1− 1
λ

= −λΛ

(
1−

(
1 +

1

λ

)Mt
)
,

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ v:

vMt =

(
1 +

1

λ

)Mt

= 1 +
1

Λ
= 1 +

1− exp (2πimνy − 2πΓ)

exp (2πimνy − 2πΓ)
(11.25)

= exp (−2πimνy + 2πΓ) .

Ðàçðåøàÿ (11.25) îòíîñèòåëüíî v, ïîëó÷àåì:

vq = exp

(
−2πi

myνy − q

Mt
+

2πΓ

Mt

)
, q = 0, 1, . . .Mt − 1 (11.26)

è

λq =
1

vq − 1
=

exp
(
2πi

mνy+iΓ
Mt

− 2πiq
Mt

)
1− exp

(
2πi

mνy+iΓ
Mt

− 2πiq
Mt

) . (11.27)

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå âåêòîðû X
(q)
a çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

X(q)
a =

1√
Mtra

exp

(
2πi(q −mνy)a

Mt

)
, ra = exp

(
−4πΓ

Mt
a

)
. (11.28)

Âñåãî èìååòñÿ Mt ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îð-
òîãîíàëüíîñòè

Mt−1∑
a=0

X(q)
a X(q′)∗

a ra =
1

Mt

Mt−1∑
a=0

exp

(
2πia (q − q′)

Mt

)
= δq,q′ (11.29)

è ïîëíîòû
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Mt−1∑
q=0

X(q)
a X

(q)∗
b =

δa,b
ra

. (11.30)

Îïèñàííûé íàáîð âåêòîðîâ X
(q)
a è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λq îïèñûâàþò

ìíîãîñãóñòêîâûå ìîäû ïó÷êà ñ êâàçèîäíîðîäíûì çàïîëíåíèåì åãî ñãóñòêà-
ìè. Ñîãëàñíî (11.16) è (11.21) ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè äðîáíîé
÷àñòè áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé νy. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû X
(q)
a è ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λq îïðåäåëåíû ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàïîìèíàíèå íàâåäåí-
íûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ äëèòåëüíûì (Λ ̸= 0).

Ïîäñòàâèâ â (11.18) ðàçëîæåíèÿ

P (a)
m (ϕ) =

Mt−1∑
q=0

X(q)
a P (q)

m (ϕ), (11.31)

Ha

a−1∑
b=0

Xb + Λ

Mt−1∑
b=0

Xb =

Mt−1∑
q=0

λqAqX
(q)
a , (11.32)

ãäå

P (q)
m (ϕ) =

Mt−1∑
a=0

X(q)∗
a raP

(a)
m (ϕ), (11.33)

à

Aq =

Mt−1∑
a=0

XaX
(q)∗
a ra, (11.34)

ïèøåì

P (q)
m (ϕ) =

i

∆ωm

Mt−1∑
a=0

X(q)∗
a raP

(a)
m (ϕ, 0)−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)P (q)

m (ϕ′) (11.35)

−Wm

Mt−1∑
a=0

X(q)∗
a ra

Mt−1∑
q′=0

λq′Aq′X
(q′)
a .

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ X(q)
a (11.29), íàõîäèì

P (q)
m (ϕ) =

iP
(q)
m (ϕ, 0)

∆ωm
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)P (q)

m (ϕ′)−WmλqAq. (11.36)
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Çäåñü

P (q)
m (ϕ, 0) =

Mt−1∑
q=0

X(q)∗
a raP

(a)
m (ϕ, 0). (11.37)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (11.36) äèàãîíàëüíà ïî íîìåðó ìîäû ìíîãîñãóñòêîâûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíîñãóñòêîâûå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â öóãå, ñîñòîÿùåì èç èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ è
ðàçäåëåííûõ ðàâíûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ñãóñòêàìè, íå ñìåøèâàþò ìî-
äû ñ ðàçëè÷íûìè íîìåðàìè q. Îáúåäèíèâ ôîðìóëû (11.33) è (11.17), âûðà-
çèì àìïëèòóäû ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä P (q)

m (ϕ) ÷åðåç àìïëèòóäû äèïîëüíûõ
ìîìåíòîâ ñãóñòêîâ D(a)

m (ϕ, ω)

P (q)
m (ϕ) =

Mt−1∑
a=0

X(q)∗
a raD

(a)
m (ϕ, ω)ei(mνy+iΓ)ϕ−2πia

mνy+iΓ

M (11.38)

=
ei(mνy+iΓ)ϕ√

Mt

Mt−1∑
a=0

exp

(
−2πi(q −mνy)a

Mt
− 2πΓ

Mt
a

)
× exp

(
−2πia

mνy + iΓ

M

)
D(a)
m (ϕ, ω) =

ei(mνy+iΓ)ϕ√
Mt

×
Mt−1∑
a=0

exp

(
−2πiqa

Mt
+

2πia(mνy + iΓ)

Mt

Mg

M

)
D(a)
m (ϕ, ω),

ãäåMg =M−Mt äëèíà çàçîðà â çàïîëíåíèè ïó÷êà ñãóñòêàìè, çàïèñàííàÿ â
åäèíèöàõ ìåæñãóñòêîâûõ ðàññòîÿíèé â ïó÷êå. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî,
÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì çàïîëíåíèè ïó÷êà (Mg = 0) ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóä

P
(q)
m (ϕ) óïðîùàþòñÿ

P (q)
m (ϕ) =

ei(mνy+iΓ)ϕ√
M

M−1∑
a=0

exp

(
−2πiqa

M

)
D(a)
m (ϕ, ω), (11.39)

à àìïëèòóäû äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ñãóñòêîâ D(a)
m (ϕ, ω) îïèñûâàþòñÿ ñóïåð-

ïîçèöèÿìè ïëîñêèõ âîëí (íàïðèìåð, â [1]):

D(a)
m (ϕ, ω) =

e−i(mνy+iΓ)ϕ√
M

M−1∑
q=0

exp

(
2πiqa

M

)
P (q)
m (ϕ). (11.40)
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Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ öóãà ñãóñòêîâ

D(a)
m (ϕ, ω) =

e−i(mνy+iΓ)ϕ√
Mt

Mt−1∑
q=0

exp

(
2πiqa

Mt
− 2πia

mνy + iΓ

Mt

Mg

M

)
P (q)
m (ϕ)

(11.41)
óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñãóñòêîâ ïðè ïðèáëèæåíèè íîìåðà ñãóñòêà ê õâîñòîâîé ÷àñòè ïó÷êà (a =
Mt).

Èñïîëüçóÿ ñîâïàäåíèå óðàâíåíèé (11.36) è (8.6), ìû ìîæåì çàïèñàòü
ðåøåíèå (11.36) â ñëåäóþùåì âèäå:

P (q)
m (ϕ) =

iP
(q)
m (ϕ, 0)

∆ωm
− iWm

∆ωm

λq

1+λq(
1− λq

1+λq
e−Wm

) (11.42)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)P (q)
m (ϕ′, 0) exp (−WmΦ(ϕ, ϕ′))

− iWm

∆ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)P (q)

m (ϕ′, 0) exp (−WmΦ1(ϕ, ϕ
′)) ,

ãäå

Φ(ϕ, ϕ′) =

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′) +

∫ ϕ′

−∞
dϕ′′ρ0(ϕ

′′), (11.43)

à

Φ1(ϕ, ϕ
′) = Φ− 1 = N(ϕ′, ϕ). (11.44)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â (11.31) è (11.17) íàõîäèì Ôóðüå-
àìïëèòóäû äèïîëüíûõ áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìíîãîñãóñòêî-
âûõ ìîä ïó÷êà

D(q)
m (ϕ, ω) = exp

(
−i (mνy + iΓ)ϕ+ 2πia

mνy + iΓ

M

)
P (q)
m (ϕ), (11.45)

à òàêæå àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ñãóñòêîâ â ïó÷êå:

D(a)
m (ϕ, ω) =

Mt−1∑
q=0

X(q)
a D(q)

m (ϕ, ω). (11.46)
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12. Ðàçâèòèå ìíîãîñãóñòêîâûõ êîëåáàíèé âî

âðåìåíè

Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä, èëè àìïëèòóä êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ñãóñòêîâ ïó÷êà îò âðåìåíè âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå (10.15). Òàê, ìû ìîæåì çàïèñàòü

D(q)
m (ϕ, t) = exp

(
−i (mνy + iΓ)ϕ+ 2πia

mνy + iΓ

M

)
P (q)
m (ϕ, t), (12.1)

ãäå

P (q)
m (ϕ, t) = e−iωmt

∫
C

d∆ωm
2π

e−i∆ωmtP (q)
m (ϕ), (12.2)

à èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì

D(a)
m (ϕ, t) =

Mt−1∑
q=0

X(q)
a D(q)

m (ϕ, t). (12.3)

Êàê è ïðåæäå, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (12.2) ïîâîäèòñÿ èç ∆ωm = −∞ â
∆ωm = ∞ âûøå âñåõ îñîáåííîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ñîãëàñ-
íî (11.42) òàêèìè îñîáûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà â
∆ωm = 0 è ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè äèñïåðñèîí-
íîãî óðàâíåíèÿ:

λq
1 + λq

exp

(
− Ωm
∆ωm

)
= 1. (12.4)

Èñïîëüçóÿ (11.27), íàõîäèì, ÷òî ïîëîæåíèÿ ýòèõ êîðíåé îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé ∆ωm = ∆ω

(q,k)
m , ãäå

∆ω(q,k)
m =

Ωm
2π

1

i
(
k +

mνy−q
Mt

)
− Γ

Mt

, k = 0,±1,±2, . . . (12.5)

Âåëè÷èíû∆ω
(q,k)
m çàäàþò êîìïëåêñíûå ñäâèãè ÷àñòîò ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä

ïó÷êà èç-çà çàïîìèíàíèÿ â ýëåêòðîäàõ íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé. Ïîñêîëü-
êó

− Im∆ω(q,k)
m =

Ωm
2π

k +
mνy−q
Mt(

k +
mνy−q
Mt

)2
+
(

Γ
Mt

)2 , (12.6)

à òàêæå ïîñêîëüêó äðîáíàÿ ÷àñòü νy è íîìåðà ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä q íå
ïðåâûøàþò Mt, ìîäû êîëåáàíèé ñ íîìåðàìè mk < 0 ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷è-
âûìè. Àìïëèòóäû òàêèõ íåóñòîé÷èâûõ ìîä óâåëè÷èâàþòñÿ âî âðåìåíè ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.

64

www.phys.nsu.ru



Ïîñëå î÷åâèäíûõ çàìåí óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âû-
ðàæåíèå â ôîðìóëå (12.2) èìååò òå æå îñîáåííîñòè, ÷òî è àíàëîãè÷íûå
âûðàæåíèÿ, íàïðèìåð, â ôîðìóëàõ (9.18) è (9.19). Ïîýòîìó ïèøåì

eiωmtP (q)
m (ϕ, t) = P (q)

m (ϕ, 0) +G(1)(ϕ, t) +G(2)(ϕ, t). (12.7)

Çäåñü ôóíêöèÿ G(1)(ϕ, t) îïèñûâàåò ñàìîñîãëàñîâàííóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ
eiωmtP

(q)
m (ϕ, t):

G(1)(ϕ, t) =

∫
C

d∆ωm
2πi

Wm

∆ωm

λq

1+λq
e−i∆ωmt(

1− λq

1+λq
e−Wm

) (12.8)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)P (q)
m (ϕ′, 0) exp (−WmΦ) ,

à ôóíêöèÿ G(2)(ϕ, t) îïèñûâàåò âêëàä â ðåøåíèå ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷-
êà:

G(2)(ϕ, t) =

∫
C

d∆ωm
2πi

e−i∆ωmt
Wm

∆ωm
(12.9)

×
∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)P (q)

m (ϕ′, 0) exp (−WmΦ1(ϕ, ϕ
′)) .

Èñïîëüçóÿ àíàëîãèè â âû÷èñëåíèÿõ G(1,2)(ϕ, t) è ôóíêöèé X(1,2) â ôîðìó-
ëàõ (9.18) è (9.19), ïèøåì

G(1)(ϕ, t) = −
√

−iΩmt exp
(
2πi

mνy − q

Mt
− 2πΓ

Mt

)
(12.10)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)P (q)
m (ϕ′, 0)

×
∞∑
l=0

exp

(
2πil

(
mνy − q

Mt
+
iΓ

Mt

)) J1

(
2
√
−iΩmt (l +Φ)

)
√
l +Φ

,

à òàêæå

G(2)(ϕ, t) = −
√
−iΩmt

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)P (q)

m (ϕ′, 0)
J1

(
2
√
−iΩmtΦ1(ϕ, ϕ′)

)
√
Φ1(ϕ, ϕ′)

.

(12.11)
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Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ôóíêöèè P (q)
m (ϕ′, 0) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå àì-

ïëèòóäû êîëåáàíèé ñãóñòêîâ

P (q)
m (ϕ, 0) =

ei(mνy+iΓ)ϕ√
Mt

Mt−1∑
b=0

D(b)
m (ϕ, 0) exp

(
−2πiqb

Mt
+ 2πib

mνy + iΓ

Mt

Mg

M

)
,

(12.12)
ãäåMg =M−Mt � äëèíà çàçîðà â çàïîëíåíèè ïó÷êà â åäèíèöàõ ðàññòîÿíèé
â öóãå ìåæäó ñãóñòêàìè.

Àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ñãóñòêîâ ïó÷êà ïîëó÷à-
þòñÿ ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèé P (q)

m (ϕ, t) â (12.1), à çàòåì â (12.3). Ðåçóëüòàò
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

eiωmtD(a)
m (ϕ, t) = D(a)

m (ϕ, 0) +D
(a)
sb (ϕ, t) +D

(a)
E (ϕ, t). (12.13)

Çäåñü

D
(a)
sb (ϕ, t) =−

√
−iΩmt

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)D(a)

m (ϕ′, 0) (12.14)

× exp (i (mνy + iΓ) (ϕ′ − ϕ))
J1

(
2
√
−iΩmtΦ1(ϕ, ϕ′)

)
√
Φ1(ϕ, ϕ′)

.

Ýòî ñëàãàåìîå îïèñûâàåò îäíîñãóñòêîâûå è îäíîîáîðîòíûå êîãåðåíòíûå êî-
ëåáàíèÿ ñãóñòêà a â ïó÷êå. Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîãî ïîäàâëåíèÿ ïðîäîëüíîé
ïîäâèæíîñòè ÷àñòèö îíî öåëèêîì îáóñëîâëåíî ýôôåêòîì ïðåðûâàíèÿ ïó÷-
êà. Ôóíêöèÿ D(a)

E (ϕ, t) = D
(a)
st (ϕ, t) +D

(a)
mt (ϕ, t) îïèñûâàþò ñâÿçè êîãåðåíò-

íûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïó÷êà. Å¼ ïîÿâëåíèå â ôîðìóëå (12.13) öåëèêîì
îáÿçàíî çàïîìèíàíèþ ýëåêòðîäàìè íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé.

12.1. Îäíîîáîðîòíûå è ìíîãîîáîðîòíûå ýôôåêòû

Ôóíêöèè D
(a)
st (ϕ, t) è D

(a)
mt (ϕ, t) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

(12.3):

D
(a)
E (ϕ, t) =

1√
Mt

exp

(
−2πi

mνy + iΓ

Mt
a

)Mt−1∑
q=0

exp

(
2πiqa

Mt

)
D

(q)
E (ϕ, t),

(12.15)
óðàâíåíèÿ (12.1), çàïèñàííîãî â ñëåäóþùåì âèäå:

D
(q)
E (ϕ, t) = exp

(
−i (mνy + iΓ)ϕ+ 2πia

mνy + iΓ

M

)
G(1)(ϕ, t), (12.16)

66

www.phys.nsu.ru



óðàâíåíèÿ (12.10):

G(1)(ϕ, t) = −2
√

−iΩmt exp
(
2πi

mνy − q

Mt
− 2πΓ

Mt

)
(12.17)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)P (q)
m (ϕ′, 0)

×
∞∑
k=0

exp

(
2πik

(
mνy − q

Mt
+
iΓ

Mt

)) J1

(
2
√
−iΩmt (k +Φ)

)
√
k +Φ

.

è óðàâíåíèÿ Eq.(12.12):

P (q)
m (ϕ, 0) =

ei(mνy+iΓ)ϕ√
Mt

Mt−1∑
b=0

D(b)
m (ϕ, 0) exp

(
−2πiqb

Mt
+ 2πib

mνy + iΓ

Mt

Mg

M

)
.

(12.18)
Îáúåäèíèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (12.15), ïèøåì

D
(a)
E (ϕ, t) = exp

(
−i (mνy + iΓ)ϕ− 2πia

mνy + iΓ

M

Mg

Mt

)
× 1√

Mt

Mt−1∑
q=0

exp

(
2πiqa

Mt

)
G(1)(ϕ, t),

èëè

D
(a)
E (ϕ, t) = −

√
−iΩmt exp

(
2πi

mνy + iΓ

Mt

)
(12.19)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)ei(mνy+iΓ)(ϕ
′−ϕ)

×
Mt−1∑
b=0

D(b)
m (ϕ′, 0) exp

(
2πi (b− a)

mνy + iΓ

Mt

Mg

M

)
Sa,b,

ãäå

Sa,b =
∞∑
k=0

exp

(
2πik

mνy + iΓ

Mt

) J1

(
2
√
−iΩmt (k +Φ)

)
√
k +Φ

S
(k)
a,b , (12.20)

à

S
(k)
a,b =

1

Mt

Mt−1∑
q=0

exp

(
2πiq[a− 1− b− k]

Mt

)
= δk,a−1−b. (12.21)
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Ïî îïðåäåëåíèþ, êîýôôèöèåíòû S
(k)
a,b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïåðèîäè÷-

íîñòè:

S
(k)
a,b = S

(k+Mt)
a,b , S

(k)
a,Mt−r = S

(k)
a,−r. (12.22)

Ðàçîáüåì âåëè÷èíó Sa,b íà äâå ÷àñòè:

Sa,b = S
(st)
a,b + S

(mt)
a,b . (12.23)

Çäåñü

S
(mt)
a,b =

∞∑
k=a

exp

(
2πik

mνy + iΓ

Mt

) J1

(
2
√
−iΩmt (k +Φ)

)
√
k +Φ

S
(k)
a,b . (12.24)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì (12.23) ìû áóäåì ïèñàòü:

D
(a)
E (ϕ, t) = D

(a)
st (ϕ, t) +D

(a)
mt (ϕ, t). (12.25)

Ïîäñòàâèâ S(st)
a,b â (12.19) è èñïîëüçóÿ (12.21), íàõîäèì (Mg =M −Mt)

D
(a)
st (ϕ, t) = −Ha

√
−iΩmt exp

(
−i (mνy + iΓ)

(
ϕ− 2πa

M

))
(12.26)

×
∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)

a−1∑
b=0

D(b)
m (ϕ′, 0) exp

(
i (mνy + iΓ)

(
ϕ′ − 2πb

M

))

×
J1

(
2
√

−iΩmt (Φ1(ϕ, ϕ′) + a− b)
)

√
Φ1(ϕ, ϕ′) + a− b

,

Ïðè âû÷èñëåíèè S(mt)
a,b ïîëåçíî ïðîâåñòè çàìåíó k → k − a + 1. Òîãäà,

ïîâòîðåíèå âû÷èñëåíèé, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû
(11.15) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ:

D
(a)
mt (ϕ, t) = −

√
−iMtΩmt exp

(
−i (mνy + iΓ)

(
ϕ− 2πa

M

))
(12.27)

× 1

Mt

Mt−1∑
b=0

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)D(b)
m (ϕ′, 0) exp

(
i (mνy + iΓ)

(
ϕ′ − 2πb

M

))

×
∞∑
l=1

exp (2πil (mνy + iΓ))

J1

(
2

√
−iMtΩmt

(
Φ1(ϕ,ϕ′)+a−b

Mt
+ l
))

√
Φ1(ϕ,ϕ′)+a−b

Mt
+ l

.
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Ôóíêöèè D
(a)
st (ϕ, t) îïèñûâàþò âêëàäû îäíîîáîðîòíûõ ñâÿçåé êîãåðåíò-

íûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïó÷êà. Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ ñëàãàåìîå
D

(a)
st (ϕ, t) ïîÿâëÿåòñÿ â ðàñ÷åòàõ êàê îäíà èç ÷àñòåé âêëàäîâ ñîáñòâåííûõ

ìîä ïó÷êà ñ ÷àñòîòàìè, îïðåäåëåííûìè â (12.5), îíî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò
ñ âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðàñ÷åòå D(a)

st (ϕ, t), âûïîëíåí-
íîì â ïðåäïîëîæåíèè îá îòñóòñòâèè äëèòåëüíîãî çàïîìèíàíèÿ â ýëåêòðî-
äàõ íàâåäåííûõ ïîëåé.

12.2. Ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ öóãà ñãóñòêîâ

Âû÷èñëèì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (11.18) ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
äëèòåëüíîå çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé ýëåêòðîäàìè îòñóòñòâóåò. Ôîð-
ìàëüíî, ýòîò ñëó÷àé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (11.18), â êîòîðûõ
ñëåäóåò ïîëîæèòü Λ = 0. Òîãäà, âìåñòî (11.18) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé

P (a)
m (ϕ) =

iP
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)P (a)

m (ϕ′) (12.28)

−HaWm

a−1∑
b=0

Xb.

Ïðåîáðàçîâàíèåì ýòèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ P (a)

m (ϕ) è èñïîëüçîâàíèåì äëÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé P (a)

m (∞) = −HaWm

∑a−1
b=0 Xb, íàõîäèì

P (a)
m (ϕ) =

iP
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
− iWm

∆ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′) (12.29)

× P (a)
m (ϕ′, 0) exp (−WmN(ϕ′, ϕ))

−HaWm exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

) a−1∑
b=0

Xb.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ϕ ñ ôóíêöèåé ρ0(ϕ) è èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèå (11.20) ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (12.29) â ñèñòåìó àëãåáðàè÷å-
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ñêèõ óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí Xa:

Xa =

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ)

iP
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
(12.30)

− iWm

∆ωm

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′P (a)
m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ

′) exp (−WmN(ϕ′, ϕ))

−HaWm

a−1∑
b=0

Xb

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ) exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

)
.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â òðåòüåì ñëàãàåìîì ýòîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòûì:

S =

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ) exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

)
(12.31)

=
1

Wm

∫ ∞

−∞
dϕ

d

dϕ
exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

)
=

1

Wm

(
1− e−Wm

)
.

Ïîýòîìó âìåñòî (12.30) ïèøåì

Xa =

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ)

iP
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
− iWm

∆ωm
S1 −Ha

(
1− e−Wm

) a−1∑
b=0

Xb, (12.32)

ãäå

S1 =

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′P (a)
m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ

′) exp (−WmN(ϕ′, ϕ)) . (12.33)
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Ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè:

S1 =

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ) exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
×
∫ ∞

ϕ

dϕ′P (a)
m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ

′) exp

(
Wm

∫ ∞

ϕ′
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
=

1

Wm

∫ ∞

−∞
dϕ

d

dϕ
exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
×
∫ ∞

ϕ

dϕ′P (a)
m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ

′) exp

(
Wm

∫ ∞

ϕ′
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
= −e

−Wm

Wm

∫ ∞

−∞
dϕ′P (a)

m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ
′) exp

(
Wm

∫ ∞

ϕ′
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
+

1

Wm

∫ ∞

−∞
dϕP (a)

m (ϕ, 0)ρ0(ϕ)

ïðåîáðàçóåì (12.32) ê âèäó:

Xa =

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ)

iP
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm

+
ie−Wm

∆ωm

∫ ∞

−∞
dϕ′P (a)

m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ
′) exp

(
Wm

∫ ∞

ϕ′
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
+

∫ ∞

−∞
dϕ

−iP (a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
ρ0(ϕ)−Ha

(
1− e−Wm

) a−1∑
b=0

Xb,

èëè

Xa =
i

∆ωm

∫ ∞

−∞
dϕ′P (a)

m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ
′)e−WmΦ2(ϕ

′) (12.34)

−Ha

(
1− e−Wm

) a−1∑
b=0

Xb,

ãäå

Φ2(ϕ) = 1−
∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′). (12.35)

Îïðåäåëèâ òåïåðü âåëè÷èíû

Va =
i

∆ωm

∫ ∞

−∞
dϕ′P (a)

m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ
′)e−WmΦ2(ϕ

′), (12.36)
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ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (12.34) â ñëåäóþùåì âèäå:

X0 = V0, (12.37)

Xa = Va −
(
1− e−Wm

) a−1∑
b=0

Xb, a = 1, 2, . . . ,Mt − 1. (12.38)

Âåëè÷èíû Xa óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Xa = Va − Va−1 + e−WmXa−1, a ≥ 1. (12.39)

Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèé (12.38) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (íàïðèìåð, â [14]):

Xa = Va −
(
1− e−Wm

) a−1∑
b=0

exp (−Wm (a− 1− b))Vb. (12.40)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

a−1∑
b=0

Xb =
a−1∑
b=0

exp (−Wm (a− 1− b))Vb, (12.41)

ïîëó÷àåì

P (a)
m (ϕ, ω) =

iP
(a)
m (ϕ, 0)

∆ωm
− iWm

∆ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′) (12.42)

×P (a)
m (ϕ′, 0) exp (−WmN(ϕ′, ϕ))

−iWm

∆ωm

a−1∑
b=0

∫ ∞

−∞
dϕ′P (b)

m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ
′) exp (−Wm [Φ + a− 1− b]) .

Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ îïèñûâàåò ýôôåêò ïðå-
ðûâàíèÿ öóãà:

δP (a)
m (ϕ, ω) =

−iWm

∆ωm

a−1∑
b=0

∫ ∞

−∞
dϕ′P (b)

m (ϕ′, 0)ρ0(ϕ
′)e−Wm[Φ+a−1−b]. (12.43)

Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

eiωmtδP (a)
m (ϕ, t) =

∫ ∞

−∞

d∆ωm
2π

e−i∆ωmtδP (a)
m (ϕ, ω) (12.44)
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è ïîäñòàíîâêîé

D(a)
m (ϕ, ω) = exp

(
−i (mνy + iΓ)ϕ+ 2πia

mνy + iΓ

M

)
δP (a)

m (ϕ, ω), (12.45)

íàõîäèì

δD(a)
m = −Ha

√
−iΩmt

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′) (12.46)

×
a−1∑
b=0

D(b)
m (ϕ′, 0) exp

(
i (mνy + iΓ)

(
ϕ′ − ϕ+

2π(a− b)

M

))

×
J1

(
2
√
−iΩmt (Φ + a− 1− b)

)
√
Φ+ a− 1− b

.

Ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ â ôîðìóëå (12.26).

73

www.phys.nsu.ru



Ãëàâà 5.

Ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé

ðàçáðîñàìè ÷àñòîò

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ðàçáðîñà ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö íà
ðàçâèòèå â ñãóñòêå áûñòðûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé. Êàê
ìû óñòàíîâèëè, áëàãîäàðÿ çàïîìèíàíèþ ïîëåé, íàâåäåííûõ ñãóñòêîì â
îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ, êîãåðåíòíûé ñèãíàë ñãóñòêà ñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé. Ïåðâàÿ îïèñûâàåò ýôôåêòû ñâÿçàííûå ñ îäíîîáîðîòûìè âîçìó-
ùåíèÿìè êîëåáàíèé ñãóñòêà íàâåäåííûìè ïîëÿìè. Â óñëîâèÿõ ïîäàâëåíèÿ
ïðîäîëüíîé ïîäâèæíîñòè ÷àñòèö ýòà ÷àñòü ñèãàëà â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâó-
åò ýôôåêòó ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Ñîîòâåòñòâóþùèå äîëè àìïëèòóäû êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà çàâèñÿò îò âðåìåíè ïî
êâàçèýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Òàê åñëè τ � âðåìÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé-
÷èâîñòè, òî àìïëèòóäû óâåëè÷èâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî, íàïðèìåð, ìíî-
æèòåëþ exp(

√
t/τ). Âòîðàÿ ÷àñòü ñèãíàëà îïèñûâàåò ìíîãîîáîðîòíûå ýô-

ôåêòû, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ áëàãîäàðÿ çàïîìèíàíèþ íàâåäåííûõ ïîëåé.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ïîÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûå ìîäû è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, à ðåçóëüòàòîì èõ ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ÷àñòü êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà. Õîòÿ àìïëèòóäû ìîä êî-
ëåáàíèé, ñàìè ïî ñåáå, ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿò îò âðåìåíè, èõ ñóììû,
âû÷èñëåííûå äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñòêîâ, ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìå-
íè ïî íåýêñïîíåíöèàëüíûì çàêîíàì, êîòîðûå õàðàêòåðíû äëÿ ýôôåêòà
ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ñïåêòðû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íå ñîäåðæàò ëèäèðóþùèõ ìîä. Âêëàäû
ñàìîñîãëàñîâàííîé ÷àñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ïîëíûé êîãåðåíòíûé
ñèãíàë ñãóñòêà ïðîïîðöèîíàëüíû ôàêòîðó çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé
exp(−2πΓ) è ìîãóò ñòàòü ìàëûìè ïðè êîðîòêîé ïàìÿòè â ñèñòåìå.
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Âëèÿíèå ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ðàçëè÷íî äëÿ
ñàìîñîãëàñîâàííîé è íåñàìîñîãëàñîâàííîé ÷àñòåé êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà
ñãóñòêà. Â ïåðîì ñëó÷àå ðàçáðîñ ÷àñòîò èçìåíÿåò äèñïåðñèîííûå óðàâíå-
íèÿ ìîä çà ñ÷åò èõ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó. Â ðåçóëüòàòå, ïîÿâëÿþòñÿ ïîðîãè
íåóñòîé÷èâîñòè ìîä êîëåáàíèé. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ ìîä íåò è,
ïîòîìó, çàòóõàíèå Ëàíäàó îòñóòñòâóåò. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îòñóòñòâó-
þò è ïîðîãè íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ýòîé ÷àñòè êîëåáàíèé. Òàêèå êîëåáàíèÿ
ñãóñòêà çàòóõàþò áëàãîäàðÿ ðàñôàçèðîâêå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ðàçáðî-
ñîì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé.

13. Ôóðüå-àìïëèòóäû äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëîæèâ,
÷òî ñãóñòîê ñîâåðøàåò äèïîëüíûå áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè, à ýíåðãèè âñåõ ÷àñòèö ñãóñòêà ñîâïàäàþò. Ñîñòîÿíèÿ ïó÷êà áåç
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áóäåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ:

f0 =
1

2π
δ(∆p)G(I)ρ0(ϕ). (13.1)

Íåêîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö áóäóò îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëàìè:

y =

√
R0I

pνy
cosψ, py = −

√
pνyI

R0
sinψ, (13.2)

dψ

dt
= ωy, θ = ω0t+ ϕ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé íàêîïèòåëÿ.
Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì, ÷òî

ωy(I) = ω0νy + ω0AI. (13.3)

Òàêæå ìû ïðèìåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G(I) è ρ0(ϕ) óäîâëåòâîðÿ-
þò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íîðìèðîâêè:∫ ∞

0

dIG(I) = 1,

∫ ∞

−∞
dϕρ0(ϕ) = 1. (13.4)

Êðîìå òîãî, ìû ïðîäîëæèì îïèñàíèå ïîïåðå÷íûõ íàâåäåííûõ ñãóñòêîì
ïó÷êà ñ èñïîëüçîâàíèåì øèðîêîïîëîñíîãî ïîïåðå÷íîãî èìïåäàíñà ñâÿçè,
îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (7.1). Òîãäà, óðàâíåíèå (6.9) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

fm(I, ϕ, ω) =
if

(0)
m (I, ϕ)

ω −mωy
+mρ0(ϕ)

dG/dI

ω −mωy

√
R0I

2pνy
Fy(ω), (13.5)
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ãäå f (0)m (I, ϕ) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ãàðìîíèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,

Fy(ω) =
iNe2cZ0

Πb2⊥

∞∑
n=−∞

einϕ

(mνy + n+ iΓ)

∫ ∞

−∞

dϕ′

2π
Dm(ϕ′, ω)e−inϕ

′
, (13.6)

à

Dm(ϕ, ω) =

√
R0

2pνy

∫
dI ′

√
I ′fm (I ′, ϕ, ω) (13.7)

� Ôóðüå-àìïëèòóäà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãàð-
ìîíèêå fm (I, ϕ, ω). Êàê è ïðåæäå, âûðàæåíèå (13.6) îïèñûâàåò çàïîìèíà-
íèå íàâåäåííûõ ïîëåé ýëåêòðîäàìè. Çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â ìàøèíå
àìïëèòóäà îñòàòî÷íûõ ïîëåé óìåíüøàåòñÿ â exp(−2πΓ) ðàç. Ïîñëå ïîäñòà-
íîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèå (13.5), ïîëó÷àåì

fm =
if

(0)
m (I, ϕ)

∆ωm − δωm
+ i

ρ0(ϕ) (∂G/∂I)

∆ωm − δωm

√
R0I

2pνy

mNe2cZ0

Πb2⊥

×
∞∑

n=−∞

einϕ

mνy + n+ iΓ

∫ ∞

−∞

dϕ′

2π
Dm(ϕ′, ω)e−inϕ

′
,

èëè, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (13.7),

Dm(ϕ, ω) = D(0)
m (ϕ, ω)− iWmρ0(ϕ)

∫ ∞

−∞
dϕ′S(ϕ− ϕ′)Dm(ϕ′, ω)e−inϕ

′
. (13.8)

Çäåñü

S(ϕ) =
1

2π

∞∑
n=−∞

einϕ

n+mνy + iΓ
= −ie−(imνy+iΓ)ϕ [H(−ϕ) + Λm] , (13.9)

H(ϕ) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà (H(ϕ < 0) = 0, à H(ϕ ≥ 0) = 1),
âåëè÷èíà Λm îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (8.5):

Λm =
exp (2πi (mνy + iΓ))

1− exp (2πi (mνy + iΓ))
, (13.10)

D(0)
m (ϕ, ω) = i

√
R0

2pνy

∫ ∞

0

dI

√
If

(0)
m (I, ϕ)

∆ωm − δωm
, (13.11)

� Ôóðüå-àìïëèòóäà íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà,
∆ωm = ω−mω0νy, δωm = mω0AI � ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
â ñãóñòêå (åñëè ïîëîæèòü m = 1),

Wm = −Ωm

∫ ∞

0

dI
I (∂G/∂I)

∆ωm − δωm(I)
, Im∆ωm > 0, (13.12)
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à

Ωm =
mNe2cZ0

4πpνyb2⊥
. (13.13)

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà Ωm/2 îïðåäåëÿåò îäíîîáîðîòíóþ ÷àñòü êîãåðåíò-
íîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà (δωm = 0) íóëåâîé äëè-
íû.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.8) èùåì â âèäå

Dm(ϕ, ω) = D(0)
m (ϕ, ω)− iWmρ0(ϕ)χm(ϕ). (13.14)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (13.8), íàõîäèì, ÷òî íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ χm(ϕ) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

χm(ϕ) = χ(0)
m (ϕ)−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ei(mνy+iΓ)(ϕ
′−ϕ)ρ0(ϕ

′)χm(ϕ′) (13.15)

−WmΛm

∫ ∞

−∞
dϕ′ei(mνy+iΓ)(ϕ

′−ϕ)ρ0(ϕ
′)χm(ϕ′),

ãäå

χ(0)
m (ϕ) = −i

∫ ∞

ϕ

dϕ′ei(mνy+iΓ)(ϕ
′−ϕ)D(0)

m (ϕ′, ω) (13.16)

− iΛm

∫ ∞

−∞
dϕ′ei(mνy+iΓ)(ϕ

′−ϕ)D(0)
m (ϕ′, ω).

Îïðåäåëèâ ôóíêöèè

pm(ϕ) = χ (ϕ, ω) ei(mνy+iΓ)ϕ, p(0)m (ϕ) = χ(0)
m (ϕ)ei(mνy+iΓ)ϕ, (13.17)

ïðåîáðàçóåì (13.15) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

pm(ϕ) = p(0)m (ϕ)−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)pm(ϕ′)−WmΛmCm, (13.18)

ãäå

Cm =

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)pm(ϕ′). (13.19)

Óðàâíåíèå (13.18) ïîäîáíî óðàâíåíèþ (9.2), êîòîðîå ìû óæå ðåøàëè è óñòà-
íîâèëè, ÷òî åãî ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (9.14). Ïîýòîìó ïèøåì

pm = p(0)m (ϕ)− WmB

(1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)p(0)m (ϕ′) exp (−WmΦ) (13.20)

−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)p(0)m (ϕ′) exp (−WmN(ϕ′, ϕ)) ,
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èëè, èñïîëüçóÿ ( 13.17),

χ (ϕ, ω) = χ(0)
m (ϕ)− WmB

(1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′)eG1(ϕ,ϕ

′) +K(ϕ),

(13.21)
ãäå

K(ϕ) = −Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)χ(0)

m (ϕ′)eG2(ϕ,ϕ
′), (13.22)

à
G1(ϕ, ϕ

′) = i (mνy + iΓ) (ϕ′ − ϕ)−WmΦ(ϕ, ϕ′), (13.23)

G2(ϕ, ϕ
′) = i (mνy + iΓ) (ϕ′ − ϕ)−WmN(ϕ′, ϕ), (13.24)

âåëè÷èíà B îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (9.10):

B =
Λm

1 + Λm
= exp (2πi (mνy + iΓ)) . (13.25)

Ïîñêîëüêó

Φ(ϕ, ϕ′) = 1 +N(ϕ′, ϕ), (13.26)

ÿäðà G1(ϕ, ϕ
′) è G2(ϕ, ϕ

′) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

G1(ϕ, ϕ
′) = G2(ϕ, ϕ

′)−Wm. (13.27)

Çàìå÷àÿ, ÷òî

K =

∫ ∞

ϕ

dϕ′χ(0)
m (ϕ′)ei(mνy+iΓ)(ϕ

′−ϕ) d

dϕ′
[exp (−WmN(ϕ′, ϕ))]

= lim
ϕ′→∞

(
χ(0)
m (ϕ′)eG2(ϕ,ϕ

′)
)
− χ(0)

m (ϕ)−
∫ ∞

ϕ

dϕ′
dχ

(0)
m (ϕ′)

dϕ′
eG2(ϕ,ϕ

′)

− i (mνy + iΓ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′χ(0)
m (ϕ′)eG2(ϕ,ϕ

′)

è ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ôîðìóëû òîæäåñòâà

dχ
(0)
m

dϕ
= iD(0)

m (ϕ, ω)− i (mνy + iΓ)χ(0)
m (ϕ) (13.28)

è, â ñèëó (13.16),

lim
ϕ′→∞

(
ei(mνy+iΓ)ϕ

′
χ(0)
m (ϕ′)

)
= −iΛm

∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)ei(mνy+iΓ)ϕ
′
,

(13.29)
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íàõîäèì

K = −χ(0)
m (ϕ)− i

∫ ∞

ϕ

dϕ′D(0)
m (ϕ′, ω)eG2(ϕ,ϕ

′)

− iΛme
−Wm

∫ ∞
ϕ
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)ei(mνy+iΓ)(ϕ
′−ϕ)

+ i (mνy + iΓ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′χ(0)
m (ϕ′) eG2(ϕ,ϕ

′)

− i (mνy + iΓ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′χ(0)
m (ϕ′)eG2(ϕ,ϕ

′).

Ïîñëå î÷åâèäíûõ ñîêðàùåíèé è ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå
(13.21) ïîëó÷àåì

χ (ϕ, ω) = −i
∫ ∞

ϕ

dϕ′D(0)
m (ϕ′, ω)eG2(ϕ,ϕ

′) (13.30)

−iΛm exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)ei(mνy+iΓ)(ϕ
′−ϕ)

+
BK1(ϕ)

(1−Be−Wm)
.

Çäåñü

K1(ϕ) = −Wm

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)χ(0)
m (ϕ′)eG1(ϕ,ϕ

′) (13.31)

=

∫ ∞

−∞
dϕ′χ(0)

m (ϕ′)ei(mνy+iΓ)(ϕ
′−ϕ) d

dϕ′
[exp (−WmN(ϕ′, ϕ))] .

Èíòåãðèðóÿ ïî ϕ′ ïî ÷àñòÿì, ïèøåì

K1 = lim
ϕ′→∞

(
χ(0)
m (ϕ′)eG1(ϕ,ϕ

′)
)
− lim
ϕ′→−∞

(
χ(0)
m (ϕ′)eG1(ϕ,ϕ

′)
)

−
∫ ∞

−∞
dϕ′eG1(ϕ,ϕ

′) d

dϕ′
χ(0)
m (ϕ′)− i (mνy + iΓ)

∫ ∞

−∞
dϕ′χ(0)

m (ϕ′)eG1(ϕ,ϕ
′).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâàìè (13.29),

lim
ϕ′→∞

exp (−WmΦ(ϕ, ϕ′)) = exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)−Wm

)
,
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à òàêæå

lim
ϕ′→−∞

ei(mνy+iΓ)ϕ
′
χ(0)
m (ϕ′) =

= −i (1 + Λm)

∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)ei(mνy+iΓ)ϕ
′

è

lim
ϕ′→−∞

exp (−WmΦ) = exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
,

ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ K1 ê âèäó

K1 = i (1 + Λm)
(
1−Be−Wm

)
exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
×
∫ ∞

−∞
dϕ′ exp (i (mνy + iΓ) (ϕ′ − ϕ))D(0)

m (ϕ′, ω)

− i

∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)eG1(ϕ,ϕ
′)

+ i (mνy + iΓ)

∫ ∞

−∞
dϕ′χ(0)

m (ϕ′)eG1(ϕ,ϕ
′)

− i (mνy + iΓ)

∫ ∞

−∞
dϕ′χ(0)

m (ϕ′)eG1(ϕ,ϕ
′),

èëè

K1 = i (1 + Λm)
(
1−Be−Wm

)
exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
×
∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω) exp (i (mνy + iΓ) (ϕ′ − ϕ))

−i
∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)eG1(ϕ,ϕ
′).
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Âîçâðàùàÿñü ê âûðàæåíèþ (13.30), ïîëó÷àåì

χ (ϕ, ω) = −iΛm exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
×
∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω) exp (i (mνy + iΓ) (ϕ′ − ϕ))

+
iB (1 + Λm)

(1−Be−Wm)

(
1−Be−Wm

)
exp

(
−Wm

∫ ∞

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
×
∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω) exp (i (mνy + iΓ) (ϕ′ − ϕ))

− iB

(1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)eG1(ϕ,ϕ
′)

− i

∫ ∞

ϕ

dϕ′D(0)
m (ϕ′, ω)eG2(ϕ,ϕ

′),

èëè, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (13.25) è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû,

χ (ϕ, ω) =
−iB

(1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)eG1(ϕ,ϕ
′) (13.32)

− i

∫ ∞

ϕ

dϕ′D(0)
m (ϕ′, ω)eG2(ϕ,ϕ

′).

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (13.14), ïîëó÷àåì

Dm(ϕ, ω) = D(0)
m (ϕ, ω)−Wmρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′D(0)
m (ϕ′, ω)eG2(ϕ,ϕ

′) (13.33)

− Wmρ0(ϕ)B

(1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕ′D(0)

m (ϕ′, ω)eG1(ϕ,ϕ
′).

13.1. Äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ

Äëÿ ñãóñòêîâ ñ ãëàäêèìè è íåñèíãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïî ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (13.33) íå èìåþò
ïîëþñíûõ îñîáåííîñòåé âî âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωm.
Ýòè äâà ñëàãàåìûõ îïèñûâàþò ðàñôàçèðîâêó ñãóñòêà ïîñëå åãî íà÷àëüíîãî
óäàðà, à òàêæå âëèÿíèå ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà íà åãî ðàñôàçèðîâêó.
Òðåòüå ñëàãàåìîå â (13.33) îïèñûâàåò ïîÿâëåíèå êîëëåêòèâíûõ ìîä ñãóñò-
êà èç-çà çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé ýëåêòðîäàìè. Êàê ôóíêöèÿ êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωm ýòî ñëàãàåìîå èìååò ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ
∆ωm, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ:

1−Be−Wm(∆ωm) = 0. (13.34)
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Ðàçðåøàÿ (13.34) îòíîñèòåëüíî Wm(∆ωm) è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (13.12) è
(13.25), ïåðåïèøåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå â âèäå

1 = − Ωm
2πi (mνy + k)− 2πΓ

∫ ∞

0

dI
I (dG/dI)

∆ωm,k − δωm(I)
, Im∆ωm,k > 0. (13.35)

Çäåñü öåëûå ÷èñëà k = 0,±1,±2, . . . çàäàþò íîìåðà êîëëåêòèâíûõ ìîä
ñãóñòêà. Äëÿ óñòîé÷èâûõ ìîä (Im∆ωm,k < 0) ïðàâûå ÷àñòè â ôîðìóëå
(13.12) è â óðàâíåíèè (13.35) äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðî-
äîëæåíèåì âûïèñàííûõ âûðàæåíèé â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñ-
íîé ïåðåìåííîé ∆ωm. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìîä ìîíî-

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Im
(ζ

)

Re(ζ)

Ðèñ. 4. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïå-
ðåìåííîé äåéñòâèå âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö (ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ) è ïîëîæåíèÿ ÷àñòîò êîëëåêòèâíûõ ìîä ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà (çà-
ïîëíåííûå îêðóæíîñòè è êâàäðàòû). Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû íèæå
ãðàíè÷íîé êðèâîé, m = 1, 2πΓ = 10, Ωm/δy = 20 (îêðóæíîñòè) è =10 (êâàäðà-
òû), A > 0.

õðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà (δωm(I) = 0) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà
m(mνy+k) > 0. Ñîãëàñíî (13.35) äëÿ ñãóñòêîâ ñ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè ïî àìïëèòóäàì áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö êîëåáàíèÿ
íåóñòîé÷èâûõ ìîä ìîãóò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ èõ çàòóõàíèåì Ëàíäàó. Èìåí-
íî, ìîäû ñ íîìåðàìè k îêàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè, åñëè èõ êîìïëåêñíûå
êîãåðåíòíûå ñäâèãè ÷àñòîòû

Ωm,k =
Ωm

2πi (mνy + k)− 2πΓ
(13.36)
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îêàçûâàþòñÿ âíóòðè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé (íàïðèìåð, â [2]).
Òàê, äëÿ ñãóñòêà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

G(I) =
1

I0
exp

(
− I

I0

)
(13.37)

óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîëëåêòèâíûõ ìîä çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

1 = ζm,k

∫ ∞

0

xe−x

zm − gmx+ i0
dx, m = ±1, (13.38)

ãäå ζm,k = Ωm,k/δy, δy = ω0 |A| I0 � ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö, gm = mA/|A|, à ïàðàìåòð zm = ∆ωm/δy èçìåíÿåòñÿ âäîëü äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè. Òàêàÿ ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìîä ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 4 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Íà ýòîì ðèñóíêå òàêæå èçîáðàæåíî ïîëîæåíèå
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìîä ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà. Çàïîëíåííûå îêðóæ-
íîñòè èçîáðàæàþò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû (ζm,k) äëÿ ζm = Ωm/(mδy) = 20, à
çàïîëíåííûå êâàäðàòû � äëÿ ζm = 10. Â ýòîì ïðèìåðå íàâåäåííûå ñãóñò-
êîì ïîëÿ äîâîëüíà áûñòðî çàòóõàþò (2πΓ = 10). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìàêñè-

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
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Ðèñ. 5. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 4, íî äëÿ A < 0

ìàëüíûå çíà÷åíèÿ èíêðåìåíòîâ (Ωm/(4πΓ)) íå î÷åíü âåëèêè. Äëÿ ζm = 10
÷àñòîòû ìîä ëèøü ïðèáëèæàþòñÿ ê ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 4). Äëÿ îá-
ëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ζm = 20, ÷èñëî íåóñòîé÷èâûõ ìîä çàìåòíî áîëüøå.
Åñëè âåëè÷èíà A îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, òî êðèâàÿ ãðàíèöû îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè Imζ. Â òàêîì ñëó÷àå ìîäû,
áûâøèå íåóñòîé÷èâûìè äëÿ A > 0 ìîãóò îêàçàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 5). Îòìåòèì, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ïà-
ðàìåòðà ïàìÿòè 2πΓ ÷èñëî íåóñòîé÷èâûõ ìîä óâåëè÷èâàåòñÿ.
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Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (13.35) èëè (13.38) ïðèáëèæåíèå ìîíîõðîìàòè-
÷åñêîãî ñãóñòêà õîðîøî îïèñûâàåò åãî êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ â îáëàñòè,
ãäå |ζm,k| ≫ 1. Â îáðàòíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (|ζm,k| ≪ 1), êîëëåêòèâíûå
ìîäû çàòóõàþò çà ñ÷åò çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ñ äåêðåìåíòàìè, ïðîïîðöèîíàëü-
íûìè ðàçáðîñó ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ñãóñòêå. Ïîñêîëüêó âåëè-
÷èíû |ζm,k| óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì íîìåðà ìîäû k, äëÿ ñãóñòêîâ ñ êîíå÷íîé
âåëè÷èíîé ðàçáðîñà ÷àñòîò óñòîé÷èâûå ìîäû êîëåáàíèé ìîãóò íàõîäèòüñÿ
è â òåõ îáëàñòÿõ ïàðàìåòðîâ, ãäå îòíîøåíèÿ ζm = Ωm/δy âåëèêè. Ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî óìåíüøàåò ÷èñëî íåóñòîé÷èâûõ ìîä â êîãåðåíòíîì ñèãíàëå
íåìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì.

14. Âëèÿíèå ðàçáðîñà ÷àñòîò íà çàâèñèìîñòè

àìïëèòóä îò âðåìåíè

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ Ôóðüå-àìïëèòóä Dm(ϕ,∆ωm) çàâèñèìîñòè êîãåðåíò-
íûõ ñèãíàëîâ îò âðåìåíè íàõîäèòñÿ âûïîëíåíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå:

eimω0νytDm(ϕ, t) =

∫
C

d∆ωm
2π

e−i∆ωmtDm(ϕ,∆ωm), Im∆ωm > 0. (14.1)

Êàê è ïðåæäå, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C â ýòîì âûðàæåíèè èäåò èç òî÷-
êè ∆ωm = −∞ â òî÷êó ∆ωm = ∞ ïàðàëëåëüíî îñè Re∆ωm è âûøå âñåõ
îñîáåííîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Äëÿ ñãóñòêîâ ñ ãëàäêèìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè ÷àñòîò êîëåáàíèé ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå
(14.1) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé ôóíêöèåé ∆ωm ÷åì òå, êîòîðûå íàì âñòðå-
÷àëèñü ïðè ðåøåíèè ïîõîæèõ çàäà÷ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëüøèíñòâà ðåçóëüòàòîâ â ýòîé ãëàâå ïðèõîäèòñÿ ïîëüçî-
âàòüñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â (14.1)
ïðåäïîëîæèâ, ÷òî G(I) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (13.37). Òîãäà, íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ Wm(∆ωm) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Wm = ζm

∫ ∞

0

ye−y

zm − gmy
dy, Imzm > 0, m = ±1. (14.2)

Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà (δy = 0) ýòà ôóíêöèÿ èìåëà áû ïîëþñ â
òî÷êå ∆ωm = 0. Äëÿ ñãóñòêà ñ êîíå÷íûì ðàçáðîñîì ÷àñòîò (δy ̸= 0) ôóíê-
öèÿ Wm(∆ωm) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé ∆ωm ñ ðàçðåçîì âäîëü ðåàëüíîé ïîëóîñè ∆ωm ≥ 0 (gm > 0), èëè âäîëü
ðåàëüíîé ïîëóîñè ∆ωm ≤ 0, åñëè gm < 0. Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ðàñ÷åòîâ ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà âîçáóæäåíû
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ñëàáûì ïîïåðå÷íûì óäàðîì â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè è ÷òî àìïëèòóäà
ýòîãî óäàðà îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ÷àñòèö ñãóñòêà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû áóäåì
ïèñàòü:

f (0)m (I, ϕ) = Rm

√
Ie−I/I0

I0
ρ0(ϕ), (14.3)

ãäå ìíîæèòåëü Rm ïðîïîðöèîíàëåí âåëè÷èíå óäàðà ñãóñòêà. Ïîäñòàâèâ ýòî
âûðàæåíèå â (13.11), íàõîäèì

D(0)
m (ϕ, ω) = iρ0(ϕ)D

(0)
m

∫ ∞

0

ye−y

∆ωm − gmδyy
dy = iρ0(ϕ)D

(0)
m

Wm

Ωm
, (14.4)

ãäå

D(0)
m = Rm

√
R0I0
2pνy

. (14.5)

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó

dm(∆ωm) = −iΩm
Dm(ϕ, ω)

ρ0(ϕ)D
(0)
m

, (14.6)

èëè, èñïîëüçóÿ (13.33),

dm =Wm −W 2
m

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)eG2(ϕ,ϕ

′) (14.7)

− W 2
mB

(1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)eG1(ϕ,ϕ
′).

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü ôîðìóëó (14.1) â ñëåäóþùåì âèäå:

eimω0νytDm(ϕ, t) =
ρ0(ϕ)D

(0)
m

Ωm

∫
C

d∆ωm
−2πi

e−i∆ωmtdm(∆ωm). (14.8)

Ïîäñòàâèâ ñþäà (14.7), ïèøåì

Xm(ϕ, t) =
eimω0νytDm(ϕ, t)

ρ0(ϕ)D
(0)
m

= X(0)
m + Em(ϕ, t) + Pm(ϕ, t), (14.9)

ãäå

X(0)
m (ϕ, t) =

∫ ∞

−∞

d∆ωm
−2πi

e−i∆ωmt

∫ ∞

0

ye−y

∆ωm − gmδyy
dy

=
1

(1 + igmδyt)
2 , (14.10)
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Em(ϕ, t) =
1

Ωm

∫
C

d∆ωm
2πi

e−i∆ωmtW 2
m(∆ωm)

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)eG2(ϕ,ϕ

′), (14.11)

à

Pm(ϕ, t) =
B

Ωm

∫
C

d∆ωm
2πi

e−i∆ωmtW 2
m(∆ωm)

(1−Be−Wm)

∫ ∞

−∞
dϕ′ρ0(ϕ

′)eG1(ϕ,ϕ
′). (14.12)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ñëàãàåìîå X(0)
m (ϕ, t) îïèñûâàåò ðàñôàçèðîâêó ñãóñòêà

ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ïîñëå åãî íà÷àëüíîãî óäàðà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, ñëàãàåìîå E(ϕ, t) îïèñûâàåò âëèÿíèå ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ñãóñòêà
íà ýòó ðàñôàçèðîâêó, à ñëàãàåìîå P (ϕ, t) îïèñûâàåò âëèÿíèå êîëëåêòèâíûõ
ìîä íà äèïîëüíûé êîãåðåíòíûé ñèãíàë ñãóñòêà. Äëÿ åùå áîëüøåãî óïðîùå-
íèÿ âû÷èñëåíèé ìû ïðèìåì, ÷òî ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñãóñòêà îïðåäåëÿåòñÿ
ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé:

ρ0(ϕ) =
1

2∆

{
1, |ϕ| ≤ ∆,
0, |ϕ| > ∆,

(14.13)

ãäå 2∆ � äëèíà ñãóñòêà. Äëÿ ñãóñòêà ñ òàêîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ôàêòîð
Φ(ϕ, ϕ′) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Φ = 1 +
ϕ′ − ϕ

2∆
,

à ôîðìóëà (14.7) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùóþ:

dm(ϕ,∆ωm) =Wm (14.14)

− Be−Wm

(1−Be−Wm)

W 2
m

2

∫ 1

−1

dx exp

(
i (mνy + iΓ)∆

(
x− ϕ

∆

)
− Wm

2

(
x− ϕ

∆

))
−W

2
m

2

∫ 1

ϕ
∆

dx exp

(
i (mνy + iΓ)∆

(
x− ϕ

∆

)
− Wm

2

(
x− ϕ

∆

))
.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî x â, íàïðèìåð, òðåòüåì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè
(14.14) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

S2 =

∫ 1

ϕ
∆

exp

(
i (mνy + iΓ)∆

(
x− ϕ

∆

)
− Wm

2

(
x− ϕ

∆

))
dx

=
1− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

) (
−i∆mνy +∆Γ+ Wm

2

))
−i∆mνy +∆Γ+ Wm

2

≃
1− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

) (
Γ∆+ Wm

2

))
Γ∆+ Wm

2

, ∆|m|νy ≪ 1.
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Åñëè, ê òîìó æå, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Γ∆ ≪ 1, òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà
åùå áîëüøå óïðîùàåòñÿ è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

S2 ≃ 2

Wm

[
1− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

)
Wm

2

)]
, ∆|m|νy ≪ 1, Γ∆ ≪ 1. (14.15)

Â òîì æå ïðèáëèæåíèè èíòåãðèðîâàíèå ïî x âî âòîðîì ñëàãàåìîì à ïðàâîé
÷àñòè (14.14) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

S1 =

∫ 1

−1

exp

(
i (mνy + iΓ)∆

(
x− ϕ

∆

)
− Wm

2

(
x− ϕ

∆

))
dx (14.16)

≃ 2

Wm

[
exp

((
1 +

ϕ

∆

)
Wm

2

)
− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

)
Wm

2

)]
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîðîòêèõ ñãóñòêîâ (|m|νy∆ ≪ 1, Γ∆ ≪ 1) àìïëèòóäû
dm(ϕ,∆ωm) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

dm(ϕ,∆ωm) =Wm −Wm

[
1− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

)
Wm

2

)]
(14.17)

− Be−Wm

(1−Be−Wm)
Wm

[
exp

((
1 +

ϕ

∆

)
Wm

2

)
− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

)
Wm

2

)]
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â (14.8) ïîëó÷àåì

Em(ϕ, t) =
1

Ωm

∫
C

d∆ωm
2πi

e−i∆ωmtWm

(
1− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

)
Wm

2

))
(14.18)

è

Pm(ϕ, t) =
B

Ωm

∫
C

d∆ωm
2πi

e−i∆ωmt−WmWm

(1−Be−Wm)
(14.19)

×
(
exp

((
1 +

ϕ

∆

)
Wm

2

)
− exp

(
−
(
1− ϕ

∆

)
Wm

2

))
.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ãîëîâíûõ ÷àñòèö ñãóñòêà (ϕ = ∆) îäíîîáîðîòíîå ñëàãàåìîå
Em(ϕ, t) íå äàåò âêëàäà â êîãåðåíòíûé ñèãíàë (Xm). Âêëàäû õâîñòîâûõ
÷àñòèö ñãóñòêà (ϕ = −∆) â Xm îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Em(ϕ = −∆, t) =
1

Ωm

∫
C

d∆ωm
2πi

e−i∆ωmtWm

(
1− e−Wm

)
, (14.20)

Pm(ϕ = −∆, t) =
1

Ωm

∫
C

d∆ωm
2πi

e−i∆ωmt
Be−Wm

(1−Be−Wm)
Wm

(
1− e−Wm

)
.

(14.21)
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Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ñãóñòêà ìîæåò äîìèíèðîâàòü â
êîãåðåíòíîì ñèãíàëå, åñëè çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé äîñòàòî÷íî ñëà-
áî (|B| ≪ 1). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àìïëèòóäà êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñãóñòêà
ðåçêî ìåíÿåòñÿ âäîëü åãî äëèíû.

Âî âñåõ ýòèõ ôîðìóëàõ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ â ïëîñêî-
ñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωm âûøå èíêðåìåíòà íàèáîëåå íåóñòîé÷è-
âîé ìîäû. Äëÿ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé ζm ïîëîæåíèÿ òàêèõ êîíòóðîâ íàõîäè-
ëèñü èçìåíåíèåì ∆ωm ïàðàëëåëüíî îñè Re(∆ωm), ïîñòðîåíèåì ãîäîãðàôà
ôóíêöèè 1 − Be−Wm è ïîèñêîì òàêîãî ãîäîãðàôà, êîòîðûé íå îêðóæàåò
íà÷àëî êîîðäèíàò ïëîñêîñòè ∆ωm. Íàïðèìåð, äëÿ êîìáèíàöèè ïàðàìåò-

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

Im
(1

-B
ex

p(
-W

m
))

Re(1-Bexp(-W
m
))

Ðèñ. 6. Ãîäîãðàôû ôóíêöèè 1 − Be−Wm äëÿ Im∆ωm = 0.25 × |Ωm| (ïóíêòèð) è
äëÿ Im∆ωm = 0.35× |Ωm| (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ζm = 20, 2πΓ = 10, gm = 1

ðîâ ζm = 20 è 2πΓ = 10 ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 6 (Im∆ωm = 0.25×|Ωm|)
îêðóæàåò íà÷àëî êîîðäèíàò ïëîñêîñòè ∆ωm îäèí ðàç. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
îäèí èç êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ 1 = Be−Wm èìååò ìíèìóþ
÷àñòü, ïðåâîñõîäÿùóþ Im∆ωm = 0.25 × |Ωm|. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíòóð èí-
òåãðèðîâàíèÿ â (14.12) íóæíî ïðîâåñòè âûøå ÷åì Im∆ωm = 0.25 × |Ωm|.
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 6 ïîêàçûâàåò õîä ãîäîãðàôà, âû÷èñëåííîãî äëÿ
Im∆ωm = 0.35 × |Ωm|. Ýòà ëèíèÿ íå îêðóæàåò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïî-
ýòîìó çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ ζm = 20 è 2πΓ = 10 èíêðåìåí-
òû êîëëåêòèâíûõ ìîä íå ïðåâûøàþò âåëè÷èíû Im∆ωm = 0.35 × |Ωm|,
à êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (14.12) ìîæåò áûòü ïðîâåäåí âäîëü ëèíèè
Im∆ωm = 0.35 × |Ωm|. Ïðè ïðîâåäåíèè òàêèõ ðàñ÷åòîâ òðåáóåìîå âðåìÿ
âû÷èñëåíèÿ áóäåò ìåíüøå, åñëè óäàåòñÿ èçáåæàòü íåîáîñíîâàííî áîëüøèõ
çíà÷åíèé âåëè÷èíû Im∆ωm.
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14.1. Êîðîòêàÿ ïàìÿòü íàâåäåííûõ ïîëåé

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òîmy = 1
è A > 0. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â (14.18) è â (14.19) âåäåòñÿ âäîëü óæå
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñãóñòêà |Xm| (âåðõíèå êðè-
âûå) è àìïëèòóäû âêëàäà êîëëåêòèâíûõ ìîä |P (ϕ, t)| (íèæíèå êðèâûå) îò âðå-
ìåíè. Îêðóæíîñòè � ðåçóëüòàòû ïîäãîíîê, ζm = 20, 2πΓ = 10, ϕ = −∆

îïèñàííîãî êîíòóðà C. Äëÿ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé ζm = 20 è
2πΓ = 10, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñêàçûâàþò çàâè-
ñèìîñòè îò âðåìåíè àìïëèòóä êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñãóñòêà |Xm(ϕ, t)| è
âêëàäà êîëëåêòèâíûõ ìîä |P (ϕ, t)| õàðàêòåðíûå äëÿ ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ
ïó÷êà (ñïëîøíûå ëèíèè íà ðèñ. 7). Íà ýòîì ðèñóíêå îêðóæíîñòè ïîêàçû-
âàþò ðåçóëüòàòû ïîäãîíêè ñïëîøíûõ ëèíèé ïðîñòûìè ôîðìóëàìè:

|Xm(−∆, t)| = 0.34× exp

(√
|Ωm| t
0.86

)
, (14.22)

è
|Pm(−∆, t)| = exp

(
−2πΓ + (|Ωm| t)0.61

)
. (14.23)

Âèäíî ðàçóìíîå ñîãëàñèå ïðåäñêàçàíèé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîä-
ãîíî÷íûõ êðèâûõ. Ýòè ðåçóëüòàòû, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ýôôåêò ïðåðû-
âàíèÿ ïó÷êà ïðåâàëèðóåò â êîãåðåíòíîì ñèãíàëå ïðè áûñòðîì çàáûâàíèè
íàâåäåííûõ ïîëåé, êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùèõ
Ãëàâàõ äëÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà.

Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè àìïëèòóä îò âðåìåíè íà èíòåðâàëå |Ωm| t ≤
100 îáíàðóæèâàþòñÿ äëÿ òîãî æå çíà÷åíèÿ Γ è ζm = 10. Îäíàêî äëÿ áîëü-
øèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè (|Ωm| t ≤ 250) è äëÿ âåëè÷èí ζm ≤ 10 îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî àìïëèòóäû êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà |Xm(−∆, t)| ìîãóò â íåêîòîðûé
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñãóñòêà |Xm| îò âðåìåíè. Ñâåðõó âíèç
� ζm = 15, 12, 10, 9 è 7; 2πΓ = 10, ϕ = −∆

ìîìåíò âðåìåíè äîñòèãàòü ìàêñèìóìà, à çàòåì çàòóõàòü (ðèñ. 8).Òàêèå çà-
âèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñãóñòêà îò âðåìåíè õàðàêòåðíû
äëÿ ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà â ïðèñóòñòâèå êàêîãî-òî ìåõàíèçìà ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî ïîäàâëåíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Áîëåå ïîäðîáíîå èçó-
÷åíèå (íàïðèìåð, ðèñ. 9 è 10) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé ζm
àìïëèòóäû |Xm| ìîãóò îòêëîíÿòüñÿ îò ÷àñòè ñèãàëà, îïèñûâàþùåé ýôôåêò
ïðåðûâàíèÿ |Em|, ïîäàâëåíèå êîòîðîé ðàçáðîñîì ÷àñòîò ìîæåò íà÷èíàòüñÿ
ðàíüøå ñàìîñîãëàñîâàííîé ÷àñòè êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà |Pm|. Òàêîå ïîâå-
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè. Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ � |Xm|, ïóíêòèðíàÿ � |Pm|, îêðóæíîñòè � |Em|; ζm = 10, 2πΓ = 10, ϕ = −∆

äåíèå ìîæåò îòðàæàòü ðàçëè÷èÿ â ìåõàíèçìàõ ïîäàâëåíèÿ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé, âíîñÿùèõ âêëàäû â ýòè äâå ÷àñòè êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà. Ôóíê-
öèÿ |Em| çàòóõàåò çà ñ÷åò ðàñôàçèðîâêè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è ìîäè-
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Ðèñ. 10. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 9, íî ζm = 7

ôèêàöèè ýòîé ðàñôàçèðîâêè â òî÷êå ϕ ðàñêà÷êîé êîëåáàíèé ïðåäûäóùèìè
÷àñòÿìè ñãóñòêà. Àìïëèòóäû ñàìîñîãëàñîâàííîé ÷àñòè ñèãíàëà |Pm| ïî-
äàâëÿþòñÿ çàòóõàíèåì Ëàíäàó êîëëåêòèâíûõ ìîä è èíòåðôåðåíöèåé ìîä
êîëåáàíèé. Íà÷èíàÿ ñ çíà÷åíèÿ ζm = 4 ôóíêöèÿ |Xm(−∆, t)| äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà â îáëàñòè |Ωm| t > 25 (ðèñ. 11). Â îáëàñòè |Ωm| t ≥ 50 óìåíüøå-
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Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü |Xm| (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) îò âðåìåíè. Îêðóæíîñòè � ïîäãîíêà
ïî ôîðìóëå Eq.(14.24); ζm = 4, 2πΓ = 10, ϕ = −∆

íèå àìïëèòóäû |Xm| ñî âðåìåíåì õîðîøî ïîäãîíÿåòñÿ ôîðìóëîé:

|Xm| = 25× exp

(
− |Ωm| t
3.5× 2πΓ

)
. (14.24)

Âî âñåõ îïèñàííûõ ñëó÷àÿõ âêëàä ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà â êîãåðåíò-
íûé ñèãíàë ñãóñòêà ïðåâûøàåò âêëàäû ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä êîãåðåíò-
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íûõ êîëåáàíèé. Ýòî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áûñòðîãî çàòóõàíèÿ íà-
âåäåííûõ ñãóñòêîì ïîëåé.

14.2. Äëèòåëüíîå çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé

Óäëèíåíèå ïàìÿòè íàâåäåííûõ ïîëåé (èëè, óìåíüøåíèå Γ) ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ âêëàäîâ ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä â êîãåðåíòíûé ñèãíàë ñãóñò-
êà. Îäíîâðåìåííî, áîëåå áûñòðîå óìåíüøåíèå èíêðåìåíòîâ íåóñòîé÷èâûõ
ìîä ñ ðîñòîì íîìåðîâ ìîä ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó, èëè ê
ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíîìó, ðîñòó àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âî âðå-
ìåíè (ðèñ. 12). Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíûé èíêðåìåíò ìîä ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîãî ñãóñòêà ðàâåí Ωm/(4πΓ), óìåíüøåíèå Γ, âîîáùå, óáûñòðÿåò èçìåíå-
íèÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 8 è 12). Íàïðèìåð, ñðàâíèâàÿ
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Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä |Xm| îò âðåìåíè. Ñâåðõó âíèç � ζm = 10, 8, 6, 5,
4.5 è 4; 2πΓ = 1, ϕ = −∆

îòíîñèòåëüíûå âêëàäû â |Xm| ôóíêöèé Pm(−∆, t) è Em(−∆, t) (ðèñ. 13),
íàõîäèì, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà (|Ωm|t ≤ 50) âêëàäû â |Xm| ñàìî-
ñîãëàñîâàííûõ ìîä (|Pm|) äîìèíèðóþò è ÷òî â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè
àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé óâåëè÷èâàþòñÿ âî âðåìåíè ïî ýêñïî-
íåíöèàëüíîìó çàêîíó. Òàê, â îáëàñòè (|Ωm|t ≥ 70) õîðîøóþ ïîäãîíêó çà-
âèñèìîñòè |Xm| îò âðåìåíè äàåò ôîðìóëà:

|Xm| = 0.76× exp

(
|Ωm| t
7.87

)
, 2πΓ = 1. (14.25)

Èçó÷åíèåì äàííûõ íà ðèñ. 12 ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé 2πΓ = 1 ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà ζm íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå 4.5 ≥ ζm ≥ 4. Âáëèçè ïîðîãà íåóñòîé-
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Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè. Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ � |Xm|, ïóíêòèðíàÿ � |Pm|, òî÷êè � |Em|; ζm = 8, 2πΓ = 1, ϕ = −∆

÷èâîñòè êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà çàòóõàþò â äâà ýòàïà (ðèñ. 14).
Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ çàòóõàíèÿ õîðîøî ïîäãîíÿåòñÿ ôîðìóëîé:
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Ðèñ. 14. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé |Xm| îò âðåìåíè
(îêðóæíîñòè). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòàò ïîäãîíêè ïî ôîðìóëå (14.26), ïóíê-
òèðíàÿ � ïî ôîðìóëå (14.27); ζm = 4, 2πΓ = 1, ϕ = −∆

|Xm| = 1.85× exp

(
−|Ωm| t

25

)
, 2πΓ = 1, |Ωm| t ≤ 20. (14.26)

Çàòåì, äåêðåìåíò óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî â 6 ðàç, à
ôîðìóëà ïîäãîíêè çàâèñèìîñòè |Xm| îò âðåìåíè ïåðåõîäèò â ñëåäóþùóþ:

|Xm| = 0.9× exp

(
−|Ωm| t

155

)
, 2πΓ = 1, |Ωm| t ≥ 20. (14.27)
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Åñëè ïàðàìåòðû ñãóñòêà íàâåäåííûõ ïîëåé îêàçûâàþòñÿ ãëóáîêî ïîä ïî-
ðîãîì íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, òî óêàçàííàÿ îñîáåííîñòü
çàâèñèìîñòè |Xm| îò âðåìåíè òåðÿåòñÿ (íàïðèìåð, îêðóæíîñòè è êâàäðà-
òû íà ðèñ. 15). Íàïðèìåð, äëÿ ζm = 2 çàòóõàíèå àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ
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Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé |Xm| îò âðåìåíè.
Îêðóæíîñòè � ζm = 2, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ïîäãîíêà ïî ôîðìóëå (14.28), êâàä-
ðàòû � ζm = 4; 2πΓ = 1, ϕ = −∆

êîëåáàíèé õîðîøî ïîäãîíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè (ðèñ.
15):

|Xm| = 1.2× exp

(
−|Ωm| t

5.5

)
, 2πΓ = 1. (14.28)
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Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé |Xm| îò âðåìåíè. Ñâåð-
õó âíèç 2πΓ = 10, 4, 2, 1, ζm = 4, ϕ = −∆
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Ðèñ. 17. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 16, íî ζm = 2

Â ïîäïîðîãîâîé îáëàñòè õàðàêòåðû çàâèñèìîñòåé àìïëèòóä êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè êàê ζm, òàê è 2πΓ
(íàïðèìåð, ðèñ. 16 è 17). Íåïîñðåäñòâåííî íèæå ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè
(ζm = 4) è äëÿ íå î÷åíü áûñòðîãî çàòóõàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé (íàïðèìåð,
2πΓ ≤ 4) àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé çàòóõàþò â äâà ýòàïà. Èõ íà-
÷àëüíîå áûñòðîå çàòóõàíèå ñìåíÿåòñÿ áîëåå ìåäëåííûì. Áîëåå ïîäðîáíîå
èçó÷åíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îíî îáóñëîâëåíî ðàñõîæäå-
íèåì ôàç ôóíêöèé Pm(t) è Em(t). Òàê, ñîãëàñíî äàííûì, èçîáðàæåííûì
íà ðèñ. 18, ôóíêöèè |Pm(t)| è |Em(t)| ìîãóò ïðåâûøàòü âåëè÷èíó |Xm(t)|,
÷òî âîçìîæíî ëèøü â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå âêëàäû ôóíêöèé Pm(t) è Em(t) â
Xm(t) êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Åñëè èíòåíñèâíîñòü ñãóñòêà óìåíüøèòü
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Ðèñ. 18. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè. Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ � |Xm|, ïóíêòèðíàÿ � |Pm|, òî÷êè � |Em|; 2πΓ = 4, ζm = 4, ϕ = −∆

â äâà ðàçà (ζm = 2), òî çàòóõàíèå àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îñó-
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Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòè èíêðåìåíòîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò ÷èñëà ÷àñòèö â
ñãóñòêå (ζm). Îêðóæíîñòè: 2πΓ = 1, çàïîëíåííûå îêðóæíîñòè: 2πΓ = 2, çàïîë-
íåííûå êâàäðàòû: 2πΓ = 4, ëèíèè ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé ïîäãîíêè
êðèâûõ; ϕ = −∆

ùåñòâëÿåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ èõ äåêðåìåíòà (ïðèìåð íà ðèñ. 17). Òîò ôàêò,
÷òî çàòóõàíèå àìïëèòóä â äâà ýòàïà îáóñëîâëåíî âêëàäàìè â êîãåðåíòíûé
ñèãíàë ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä ïîäòâåðæäàåòñÿ èçó÷åíèåì âåðõíåãî ãðà-
ôèêà íà ðèñ. 16, âû÷èñëåííîãî â óñëîâèÿõ, êîãäà âêëàä ìîä ïðåíåáðåæèìî
ìàë (2πΓ = 10).

Òàêèìè âû÷èñëåíèÿìè áûëè íàéäåíû çàâèñèìîñòè èíêðåìåíòîâ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé (Im∆ωm) îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðàon ζm. Ðåçóëüòàòû
òàêèõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷åííûå äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà çàïî-
ìèíàíèÿ 2πΓ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 19. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì äàííûì âûøå
ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòè èíêðåìåíòû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ëèíåéíî ðàñ-
òóò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå (ζm). Íàêëîíû ïîäãîíî÷íûõ
ëèíèé ìåäëåííî óáûâàþò ñ ðîñòîì âåëè÷èíû ïàðàìåòðà çàïîìèíàíèÿ ïî-
ëåé (2πΓ). Íèæå ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé óìåíüøàþòñÿ çà ñ÷åò çàòóõàíèÿ Ëàíäàó. Ñîîòâåòñòâóþùèå äåêðåìåí-
òû (−Im∆ωm) ñëàáî çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ζm.

14.3. Ïîðîãè íåóñòîé÷èâîñòåé

Ñîãëàñíî äàííûì, ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 8 è ðèñ. 12, ñëåäóåò îæèäàòü,
÷òî äëÿ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå (|Ωm|) è ðàçáðî-
ñà ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö (δy) ïåðâîíà÷àëüíîå óâåëè÷åíèå âî âðåìåíè
àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîæåò ñìåíèòüñÿ èõ íàñûùåíèåì, èëè
èõ íàñûùåíèåì â ñðåäíåì. Äëÿ ñãóñòêîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö àì-
ïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè íàðàñòàòü ñî âðå-
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Ðèñ. 20. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è êàðòà ÷àñòîò ïåðâûõ
±50 ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà (òî÷êè). Êîëåáà-
íèÿ ìîä óñòîé÷èâû íèæå ãðàíè÷íîé êðèâîé, my = 1, 2πΓ = 2, ζm = 6.873, A < 0
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Ðèñ. 21. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 20, íî ζm = 4.406 è A > 0

ìåíåì, à äëÿ ñãóñòêîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè
çàòóõàòü. Òàêîå ïîâåäåíèå àìïëèòóä êîëåáàíèé ìîæåò áûòü èäåíòèôèöè-
ðîâàíî êàê ïîÿâëåíèå ó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ïîðîãà íåóñòîé-
÷èâîñòè. Ñàìî ïîÿâëåíèå òàêèõ ïîðîãîâ âîçìîæíî ëèøü áëàãîäàðÿ ïðè-
ñóòñòâèþ â êîãåðåíòíîì ñèãíàëå ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
îáùèìè ïîëîæåíèÿìè ëèíåéíîé òåîðèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (íàïðèìåð,
â [1]) ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè â ìíîãî÷àñòîòíîì êîãåðåíòíîì ñèãíàëå ïîÿâèò-
ñÿ ïðè äîñòèæåíèè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé
ìîäîé ïó÷êà (íàïðèìeð, ðèñ. 20 è 21). Â ýòîì ðàçäåëå âìåñòî âû÷èñëåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé ζm ìû áóäåì íàõîäèòü ïîðî-
ãè íåóñòîé÷èâîñòè, èçó÷àÿ çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ ñèãíàëîâ
ñãóñòêà îò âðåìåíè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äîñòè-
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æåíèþ ïîðîãà ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, â êîòîðîé àìïëè-
òóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñòàíîâÿòñÿ ïîñòîÿííûìè, èëè ñòàíîâÿòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè â ñðåäíåì ïî âðåìåíè, íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ èíòåðâàëàõ
âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè
ïðèíèìàåòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èçó÷åíèþ íåóñòîé-
÷èâûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò (ðèñ.
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Ðèñ. 22. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé |Xm| îò âðåìåíè. Ñâåð-
õó âíèç ζm = 5.657, 5.6544 è 5.650; 2πΓ = 2, ϕ = −∆, A < 0
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Ðèñ. 23. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé |Xm| îò âðåìåíè. Ñâåð-
õó âíèç ζm = 4.15, 4.1445 è 4.14; 2πΓ = 2, ϕ = −∆, A > 0

22 è 23), ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
÷óâñòâèòåëüíûì ê âåëè÷èíå ζm. Ïîýòîìó ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ζm = ζth ìîæ-
íî óñòàíîâèòü ñ âåñüìà õîðîøåé òî÷íîñòüþ.

Ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ζth îò, íà-
ïðèìåð, ïàðàìåòðà çàïîìèíàíèÿ ïîëåé 2πΓ. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü (ðèñ. 24),
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÷òî õîä êðèâîé ζm = ζth(Γ) çàâèñèò îò çíàêà ïàðàìåòðà A. Èìåííî, ôîêó-
ñèðîâêè, â êîòîðûõ A < 0, îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ áîëåå
âûñîêèõ çíà÷åíèé ïîðîãîâûõ ÷èñåë ÷àñòèö â ñãóñòêå, ÷åì òå, äëÿ êîòîðûõ
A > 0. Ýòî ÿâëåíèå îáóñëîâëåíî ðàçëè÷èåì â çàòóõàíèè Ëàíäàó êîëëåêòèâ-
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Ðèñ. 24. Çàâèñèìîñòè ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé ζm îò ïàðàìåòðà ïàìÿòè 2πΓ. Òî÷êè
� A > 0, îêðóæíîñòè � A < 0, ϕ = −∆

0 100 200 300 400

0

2

4

6

8

10

12

14

16

|P
m
(-

∆,
|Ω

m
|t)

|

|Ω
m
t|

Ðèñ. 25. Çàâèñèìîñòè âêëàäîâ êîëëåêòèâíûõ ìîä ñãóñòêà â åãî êîãåðåíòíûé ñèã-
íàë |Pm| îò âðåìåíè. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � A > 0, ζm = 4.406, ïóíêòèð � A < 0,
ζm = 6.873; 2πΓ = 3

íûõ ìîä â íàêîïèòåëÿõ ñ ôîêóñèðîâêîé, îáåñïå÷èâàþùåé ïîëîæèòåëüíûé,
èëè îòðèöàòåëüíûé çíàê ïàðàìåòðà A. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (13.36) â íàøåé
ìîäåëè îïèñàíèÿ íàâåäåííûõ ñãóñòêîì ïîëåé êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû
ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà îòðèöàòåëåí äëÿ my > 0 è ïîëîæèòåëåí, åñëè
my < 0. Ýòî îçíà÷àåò [1], ÷òî â ôîêóñèðîâêàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ îòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà A, ÷àñòîòû ìîä ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà
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ïîïàäàþò â ãóùó ñïåêòðà íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â òàêèõ óñëî-
âèÿõ êîëëåêòèâíûå ìîäû áîëåå ýôôåêòèâíî îáìåíèâàþòñÿ ýíåðãèåé ñ ÷à-
ñòèöàìè ñãóñòêà, ÷òî óñèëèâàåò èõ çàòóõàíèå Ëàíäàó è óâåëè÷èâàåò ïîðîãè
íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Óêàçàííàÿ ðàçíèöà â çàâèñèìîñòè
çàòóõàíèÿ êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñãóñòêà îò çíàêà A õîðîøî âèäíà íà ðèñ.
22 è 23, à òàêæå íà ðèñ. 25, ãäå ìîäóëÿöèè êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà (|Xm|)
è âêëàäû â íåãî êîëëåêòèâíûõ ìîä ñãóñòêà (|Pm|) çàòóõàþò äîëüøå, åñëè
îáåñïå÷åíî óñëîâèå A > 0. Îïèñàííàÿ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðà çàòóõàíèÿ ïî-
ïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà îò çíàêà îêòóïîëüíîé íåëèíåé-
íîñòè ôîêóñèðîâêè êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé,
îïèñàííûìè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [15].
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Ãëàâà 6.

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ óêàçûâàþò, ÷òî áûñòðûå ïîïåðå÷íûå êîãå-
ðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷à-
þòñÿ èç óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñâÿçü ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ñãóñòêà
íàâåäåííûìè èì ïîëÿìè â îêðóæàþùèõ ýëåêòðîäàõ, â ïðåäåëüíîé îáëà-
ñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ðàçâèòèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì ÷àñòîòû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, â òàêîé îáëàñòè è â ïðåíåáðåæåíèè ïðîäîëüíîé ïî-
äâèæíîñòüþ ÷àñòèö ïðîäîëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÷àñòèö
ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíàÿ ôàçà ÷àñòèöû ϕ è îòêëîíåíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû
îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ∆p. Ïðè ýòîì ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ∆p ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, à ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ïåðåìåííîé. Îïèñàííûå âû÷èñëåíèÿ òåì òî÷íåå, ÷åì ñèëüíåå ïîäàâëåíà
ïðîäîëüíàÿ ïîäâèæíîñòü ÷àñòèö â ñãóñòêàõ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñêîëüêó
ϕ′ = |αp∆p| ∼ νsas, ãäå as � àìïëèòóäà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòè-
öû, òàêîå îïèñàíèå áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå ÷àñòîòû ñèí-
õðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö νs.

Îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ â ñãóñòêàõ áûñòðûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé çàâèñÿò îò òîãî íàñêîëüêî äëèòåëüíî çàïîìèíàþòñÿ íàâåäåííûå
ñãóñòêîì â ýëåêòðîäàõ ïîëÿ. Òàê, åñëè çàòóõàíèå ïîëåé ïîëíîñòüþ îòñóò-
ñòâóåò, òî íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íîñÿò ðåçîíàíñíûõ õà-
ðàêòåð. Ýòîò ñëó÷àé äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îïèñàí â [1] è ïîýòîìó íå îáñóæ-
äàåòñÿ â äàííîì ïîñîáèè.

Äðóãîé õàðàêòåðíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîå çàáûâà-
íèå íàâåäåííûõ ñãóñòêîì ïîëåé çà âðåìÿ îáîðîòà ÷àñòèö â ìàøèíå. Íà-
ïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî, åñëè ñãóñòîê âçàèìîäåéñòâóåò ñ äî-
ñòàòî÷íî êîðîòêîé ñîãëàñîâàííîé ïëàñòèíîé (ñ ïëàñòèíîé, íàãðóæåííîé íà
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åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå). Áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå íåóñòîé-
÷èâîñòè ñãóñòêîâ ðàçâèâàþòñÿ òàê æå, êàê îíè ðàçâèâàëèñü áû â ëèíåéíûõ
óñêîðèòåëÿõ è, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðèâîäÿò ê ýôôåêòó (íåóñòîé÷è-
âîñòè) ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Ïîýòîìó îñíîâíûå îñîáåííîñòè áûñòðûõ îäíî-
îáîðîòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â öèêëè÷åñêèõ ìàøèíàõ ñîâïàäàþò îñîáåííî-
ñòÿìè ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Òàê, îòñóòñòâèå îáðàòíûõ ñâÿçåé êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ãîëîâíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé ñãóñòêà ïðèâîäèò ê îòñóò-
ñòâèþ ó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñîáñòâåííûõ ìîä êîëåáàíèé. Ñëåäñòâèåì
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ñïåêòðå êîëåáàíèé ñãóñòêà ñîáñòâåííûõ ÷à-
ñòîò êîëåáàíèé, à òàêæå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñò-
êà. Óâåëè÷åíèå àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ïó÷êå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êîé êîëåáàíèé ïîçàäè èäóùèõ ÷àñòèö ñãóñòêà âïåðåäè
èäóùèìè. Áëàãîäàðÿ èçìåíåíèÿì ôàç âîçìóùàþùèõ ñèë âäîëü ñãóñòêà,
àìïëèòóäû êîëåáàíèé â çàäàííîé òî÷êå ñãóñòêà óâåëè÷èâàþòñÿ ìåäëåííåå,
÷åì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.

Ðàçâåäåíèå ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö âäîëü ïó÷êà çàìåä-
ëÿåò, èëè âîîáùå óñòðàíÿåò íåóñòîé÷èâîñòü. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âëèÿ-
þò íà áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå íåóñòîé÷èâîñòè è äðóãèå ðàçáðîñû ÷àñòîò
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, ïðèâîäÿ ê ðàñôàçèðîâêå êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ñãóñòêà. Ïîñêîëüêó ðàñêà÷êà óâåëè÷èâàåò àìïëèòóäû êîëåáàíèé
ìåäëåííåå, ÷åì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, ïðàêòè÷åñêè ëþáîå çíà÷åíèå
ðàçáðîñà ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ áûñòðûõ îäíî-
îáîðîòíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ïðè ýòîì
àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïåðâîíà÷àëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ðàñêà÷êè, äî-
ñòèãàåò íåêîòîðîãî ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, à óæ çàòåì çàòóõàåò.
Ïîýòîìó æåëàòåëüíîå çíà÷åíèå ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â
ñãóñòêå ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì ìàêñèìàëüíîé àìïëè-
òóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïî àíàëîãèè ñ ýôôåêòîì ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà,
àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ñãóñòêå ìîãóò çàìåòíî óâåëè÷èâàòüñÿ
ïðè ïðèáëèæåíèè ê õâîñòîâîé ÷àñòè ñãóñòêà.

15. Çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé

Â ïó÷êå, ñîñòîÿùåì èç îäíîãî ñãóñòêà, çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé
ýëåêòðîäàìè çàìûêàåò îáðàòíóþ ñâÿçü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé õâîñòîâîé
è ãîëîâíîé ÷àñòåé ñãóñòêà. Â ðåçóëüòàòå, ó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïîÿâëÿ-
þòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûå ñîáñòâåííûå ìîäû è ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
ýòèõ ìîä. Òàêèå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ìíîãîîáîðîòíóþ ÷àñòü êîëåáàíèé. Ïî-
ýòîìó òàêîå îïèñàíèå íå ìîæåò áûòü ïîëíûì. Îíî äîïîëíÿåòñÿ îäíîîáî-
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ðîòíûìè êîëåáàíèÿìè ñãóñòêà, êîòîðûå, êàê è â îòñóòñòâèè çàïîìèíàíèÿ,
îïèñûâàþò ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà.

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôóíêöèè ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä íå ÿâëÿþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé (â
íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ ýòî âåëè÷èíà Λm). Ïî ýòîé ïðè÷èíå, äàæå â ñëó÷àå
î÷åíü ñëàáîãî çàïîìèíàíèÿ ïîëåé ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ íå ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóä, îïèñûâàþùèå ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ïó÷-
êà. Âîîáùå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ |Ωm| ≫ ωs çíà÷åíèÿ êîãåðåíòíûõ
ñäâèãîâ ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ ìîä ∆ω

(k)
m îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè, èëè äàæå

ñóùåñòâåííî ìåíüøèìè, ÷åì âåëè÷èíà Ωm. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (8.13) è
(8.16) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîä ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èñêàæåííûå ïëîñêèå
âîëíû ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè (2πk/ϕb), ãäå ϕb � äëèíà ñãóñòêà â åäèíèöàõ
ñðåäíåãî ðàäèóñà çàìêíóòîé îðáèòû R0. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû òàêèõ ìîä
îïðåäåëåíû â (8.13):

Ωm

∆ω
(k)
m

− ln
Λm

1 + Λm
= 2πik, k = 0,±1,±2, . . . (15.1)

Ïîýòîìó âçàèìîäåéñòâèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ñ íàâåäåííûìè
ïîëÿìè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìîä êîëåáàíèé, àìïëèòóäû êîòîðûõ ìîãóò
êàê çàòóõàòü, òàê è íàðàñòàòü. Òàê, äëÿ ìîäåëè íàâåäåííûõ ïîëåé, êîòîðóþ
ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ðàñ÷åòîâ (7.1), ìîäû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïðîòèâ
äâèæåíèÿ ñãóñòêà (m(k +mδνy) < 0) îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Åñëè,
äëÿ ïðèìåðà, çàìåíèòü â äèñïåðñèîííîì óðàâíåíèè äëèíó ñãóñòêà ïåðè-
ìåòðîì çàìêíóòîé îðáèòû, ìû îáíàðóæèì, ÷òî íàéäåííûå ìîäû âïîëíå
àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷å î âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ
ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷-
êà ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ÷àñòèö. Â ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé î
ñóììå äåêðåìåíòîâ êîãåðåíòíûõ ìîä (íàïðèìåð, â [2]) ñóììà êîãåðåíòíûõ
ñäâèãîâ ÷àñòîò ∆ω

(k)
m ïî âñåì íîìåðàì ìîä k ðàâíà êîãåðåíòíîìó ñäâèãó

÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà íóëåâîé äëèíû.
Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçâèòèè â ñãóñòêå íà÷àëüíûõ êîãåðåíòíûõ

êîëåáàíèé ïîçâîëÿåò çàïèñàòü àìïëèòóäû êîëåáàíèé â âèäå ñóììû äâóõ
ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå îïèñûâàåò ðàçâèòèå â ñãóñòêå êîëåáàíèé, ñîñòàâëåííûõ
èç ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä. Âòîðàÿ, îïèñûâàåò ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ñãóñò-
êà çà ñ÷åò îäíîîáîðîòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà
ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè. Ïîñêîëüêó â ñïåêòðå ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé îòñóò-
ñòâóþò îäíà, èëè íåñêîëüêî ëèäèðóþùèõ ìîä (íàïðèìåð, (15.1)), èíòåðôå-
ðåíöèÿ âêëàäîâ îòäåëüíûõ ìîä â êîëåáàíèå óìåíüøàåò òåìï óâåëè÷åíèÿ
àìïëèòóä êîëåáàíèé âî âðåìåíè. Áîëåå òîãî, äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñãóñò-
êîâ êàê ñàìîñîãëàñîâàííàÿ, òàê è îäíîîáîðîòíàÿ ÷àñòè ðåøåíèÿ îïèñûâà-
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þòñÿ êâàçèýêñïîíåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè (íàïðèìåð, â ôîðìó-
ëàõ (9.30), (9.31) è (9.36)). Òàêèå íåóñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ ìîãóò ñòàáèëèçè-
ðîâàòüñÿ ðàçáðîñîì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ïó÷êå, èëè øèðîêîïî-
ëîñíîé ñèñòåìîé îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ ïîäàâëåíèÿ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (9.30), (9.31), (9.36) è ïðè óñëîâèè, ÷òî çàïîìèíà-
íèå íàâåäåííûõ ïîëåé ñëàáî (â íàøåé ìîäåëè 2πΓ ≫ 1) âêëàäû ýôôåêòà
ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà â àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äîìèíèðóþò.

Çàïîìèíàíèå îêðóæàþùèìè ïó÷îê ýëåêòðîäàìè íàâåäåííûõ ñãóñòêàìè
ïîëåé ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì íåóñòîé÷èâîñòÿì êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ïó÷êîâ, ñîñòàâëåííûõ èç îòäåëüíûõ ñãóñòêîâ. Ïðè÷èíîé òàêèõ íåóñòîé-
÷èâîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â ïó÷êå è îáðàçóþùèåñÿ â
ðåçóëüòàòå òàêîé ñâÿçè äîïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ïó÷êà. Íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèè î ðàâ-
íîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû.
Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò (íàïðèìåð, â [1]), ÷òî âîçìîæíîñòü âîçáóæäå-
íèÿ íàâåäåííûìè ïîëÿìè îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïó÷êà ïðèâî-
äèò ê ðàñøèðåíèþ ñåìåéñòâà íåóñòîé÷èâûõ ìîä êîëåáàíèé îïèñûâàþùèõ
ò.í. ìíîãîñãóñòêîâûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ ïó÷êà. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòèì, äëÿ êëàññèôèêàöèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ýêâèäè-
ñòàíòíûõ è èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé íîìåð ìî-
äû, îïèñûâàþùèé ãåîìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé
ñãóñòêîâ. Åñëè ïó÷îê ñîñòàâëåí èç Mt ñãóñòêîâ, òî ïîëíîå ÷èñëî ìíîãîñ-
ãóñòêîâûõ ìîä ïó÷êà ðàâíî Mt. Â îòñóòñòâèè â ñãóñòêàõ ðàçáðîñîâ ÷àñòîò
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, êàê ïðàâèëî, ïðèìåðíî ïîëîâèíà ìíîãîñãóñòêî-
âûõ ìîä íåóñòîé÷èâà. Äëÿ ïîäàâëåíèÿ ìíîãîñãóñòêîâûõ íåóñòîé÷èâîñòåé
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû îáðàòíûõ ñâÿ-
çåé. Ïðè ýòîì ïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàíèå ñèñòåì îáðàòíûõ ñâÿçåé,
êîòîðûå ñïîñîáíû ñåëåêòèâíî äåéñòâîâàòü íà êîëåáàíèÿ îòäåëüíûõ ñãóñò-
êîâ ïó÷êà è íå âîçìóùàòü êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ îñòàëüíûõ ñãóñòêîâ. Â
ïó÷êå ñ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé âîç-
ìîæíî ïîäàâëåíèå íåóñòîé÷èâûõ ìîä èõ çàòóõàíèåì Ëàíäàó. Î÷åâèäíî,
÷òî ïðè ýòîì âñå ìíîãîñãóñòêîâûå ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äîëæíû
íàõîäèòüñÿ âíóòðè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (íàïðèìåð, â [1]).

Â ñîâðåìåííûõ íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âñå ÷àùå ñòàëè èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñïîñîáû çàïîëíåíèÿ ïó÷êà ñãóñòêàìè, ïðè êîòîðûõ ðàâíî-
ìåðíîå çàïîëíåíèå ïó÷êà ñãóñòêàìè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ñãóñòêà
ïðåðûâàåòñÿ, à îñòàâøèåñÿ ñåïàðàòðèñû îñòàâëÿþòñÿ ïóñòûìè. Ìû íàçû-
âàåì òàêîé ñïîñîá çàïîëíåíèÿ ïó÷êà êâàçèðàâíîìåðíûì. Â òàêîé çàäà÷å
ïîÿâëÿåòñÿ äâà ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ êàðòèíó çàïîëíåíèÿ ïó÷êà. Ýòî
÷èñëî ñãóñòêîâ, ïîçâîëÿþùåå ïðîâåñòè ðàâíîìåðíîå çàïîëíåíèå ñãóñòêàìè
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çàìêíóòîé îðáèòû M è ÷èñëî ñãóñòêîâ â ïó÷êå Mt. Ïðè êâàçèðàâíîìåð-
íîì çàïîëíåíèè ïó÷êà ÷èñëà M è Mt íå ðàâíû. Ïî îïðåäåëåíèþ, M > Mt,
à ðàçíèöà Mg = M −Mt îïðåäåëÿåò äëèíó çàçîðà â êàðòèíå çàïîëíåíèÿ
ïó÷êà.

Äëÿ ïó÷êîâ ñ êâàçèðàâíîìåðíûì çàïîëíåíèåì èäåíòè÷íûìè ñãóñòêàìè
è â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé çäåñü ìîäåëè íàâåäåííûõ ïîëåé ñîáñòâåííûå ìíî-
ãîñãóñòêîâûå ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íàõîäÿòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëå-
íèÿìè. Äëÿ ìåäëåííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ýòî áûëî óñòàíîâëåíî, íàïðèìåð,
â ðàáîòå [13]. Òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìåäëåííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé
íàéäåííûå ìíîãîñãóñòêîâûå ìîäû íå ñìåøèâàþòñÿ ñ îäíîñãóñòêîâûìè ìî-
äàìè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà è ïîýòîìó íîìåðà ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä
êëàññèôèöèðóþò êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà.

Ñîãëàñíî âû÷èñëåíèÿì, âûïîëíåííûì â ãëàâå 4, ýòèì æå ñâîéñòâîì îá-
ëàäàþò è ñïåêòðû áûñòðûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Îäíàêî, â îòëè÷èå
îò ìåäëåííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, ñâîéñòâà áûñòðûõ êîëåáàíèé ìîãóò çíà÷è-
òåëüíî ìåíÿòüñÿ äåéñòâèåì íà ñãóñòêè ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Ýòî
ìîæåò âûðàæàòüñÿ â çíà÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè àìïëèòóä êîëåáàíèé ñãóñò-
êîâ ïðè ïðîäâèæåíèè îò íà÷àëà ïó÷êà ê åãî õâîñòîâîé ÷àñòè. Êðîìå òîãî,
ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ìîä êîëåáàíèé íå çàâåðøàåò çàäà÷ó
îá îïðåäåëåíèè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè áûñòðûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé,
ðàñ÷åò ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü äî ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ çàâèñèìîñòåé àìïëè-
òóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïó÷êà îò âðåìåíè. Êàê è â çàäà÷å
î êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ îäèíî÷íîãî ñãóñòêà ýòî ñâÿçàíî ñ íåïîëíîòîé
îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ïó÷êà ñîáñòâåííûìè ìîäàìè, à òàêæå ñ îòñóòñòâèåì â
ñïåêòðå êîëëåêòèâíûõ ìîä ëèäèðóþùåé ìîäû.

Áëàãîäàðÿ êâàçèýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó íàðàñòàíèÿ àìïëèòóä êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà âî âðåìåíè äåìïôèðîâàíèå
òàêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ëþáûì ìåõàíèçìîì, îáåñïå-
÷èâàþùèì çàòóõàíèå àìïëèòóä âî âðåìåíè ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.
Çíà÷åíèÿ òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî äåêðåìåíòîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïðå-
äåëÿþòñÿ òîëüêî äîïóñòèìîé â çàäà÷å âåëè÷èíîé ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

16. Çàòóõàíèå Ëàíäàó è ïîðîãè

íåóñòîé÷èâîñòåé

Èññëåäîâàíèå äåéñòâèÿ ðàçáðîñîâ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé íà
ðàçâèòèå áûñòðûõ ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà èçó÷àëîñü
â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ñàì ðàçáðîñ ôîðìèðóåòñÿ îêòóïîëüíîé êîìïî-
íåíòîé ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé íàêîïèòåëÿ. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîé çàâèñè-
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ìîñòè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé îò àìïëèòóä áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà (13.3). Äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî óïðîùåíèÿ
ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î ñòóïåí÷àòîì ðàñïðåäåëåíèè ëè-
íåéíîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö â ñãóñòêå (14.13).

Áîëüøèíñòâî âû÷èñëåíèé çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé îò âðåìåíè âûïîëíÿëîñü ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì â ôîðìóëàõ
(14.18) è (14.19). Ýòî ïîçâîëèëî èçáåæàòü ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä, à òàêæå âêëàäîâ îòäåëü-
íûõ ìîä â êîãåðåíòíûé ñèãíàë ñãóñòêà. Ïîëîæåíèå êîíòóðà èíòåãðèðîâà-
íèÿ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωm óñòàíàâëèâàëîñü âûøå èí-
êðåìåíòà íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ìîäû. Ñàìî çíà÷åíèå òàêîãî èíêðåìåíòà
íàõîäèëîñü èññëåäîâàíèåì õîäà ãîäîãðàôà ôóíêöèè â ëåâîé ÷àñòè äèñïåð-
ñèîííîãî óðàâíåíèÿ (13.34). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî àìïëèòóäû
íà÷àëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ãåíåðèðîâàëèñü ìàëûì ïîïå-
ðå÷íûì óäàðîì ñãóñòêà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Àìïëèòóäà óäàðà
ïðåäïîëàãàëàñü ðàâíîé äëÿ âñåõ ÷àñòèö ñãóñòêà (íàïðèìåð, â (14.3)).

Äëÿ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé ìà-
ëî (2πΓ ≥ 10), à òàêæå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ðàçáðîñà ÷àñòîò êîëåáàíèé â
ñãóñòêå (íàïðèìåð, |ζm| ≥ 20) ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îêà-
çûâàþòñÿ â êà÷åñòâåííîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷å-
òîâ, âûïîëíåííûõ äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà (ðèñ. 7). Èç-çà ñëàáîãî
çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé ãëàâíûå âêëàäû â àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ñãóñòêà äàåò ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Àìïëèòóäà êîãåðåíò-
íîãî ñèãíàëà ðåçêî ìåíÿåòñÿ âäîëü ñãóñòêà. Óâåëè÷åíèå ðàçáðîñà ÷àñòîò
êîëåáàíèé, èëè óìåíüøåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå äî, íàïðèìåð, óðîâíÿ
òàêîãî, ÷òî |ζm| ≃ 9, ïîçâîëÿåò âèäåòü çàòóõàíèå àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (íàïðèìåð, ðèñ. 8). Êà÷åñòâåííî, óìåíü-
øåíèå êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñîãëàñóåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ñî âðåìåíè âêëàäà
â íåãî ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà (ðèñ. 10).

Ñ óäëèíåíèåì ïàìÿòè íàâåäåííûõ ïîëåé (íàïðèìåð, åñëè 2πΓ < 10)
óâåëè÷èâàþòñÿ âêëàäû ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîä ïó÷êà â åãî êîãåðåíòíûå
ñèãíàëû. Åñëè âåëè÷èíà ïàðàìåòðà çàïîìèíàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé íåâå-
ëèêà (ñêàæåì, 2πΓ = 1÷8) âêëàäû êîëëåêòèâíûõ ìîä â êîãåðåíòíûé ñèãíàë
ñãóñòêà ìîãóò ïðåâûñèòü íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âêëàä ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ
ïó÷êà. Ïîìèìî ýòîãî, â ïðîìåæóòî÷íî àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè èíòåðâà-
ëîâ âðåìåíè çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ ñèãíàëîâ ñãóñòêîâ áîëü-
øîé èíòåíñèâíîñòè îò âðåìåíè ïðèáëèæàþòñÿ ê ýêñïîíåíöèàëüíûì (ðèñ.
13). Ñ óìåíüøåíèåì èíòåíñèâíîñòè ñãóñòêà âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïîðîãîâ
áûñòðûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ñãóñòêîâ. Åñëè ôîêóñèðîâêà íàêîïèòåëÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå A > 0, ïðèáëèæåíèå ê ïîðîãàì íåóñòîé÷è-
âîñòè ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì ìîäóëÿöèé àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ ñèã-
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íàëîâ âî âðåìåíè. Êðîìå òîãî, âáëèçè ïîðîãà, íî â ïîäïîðîãîâîé îáëàñòè,
êîãåðåíòíûé ñèãíàë íà÷èíàåò çàòóõàòü â äâà ýòàïà. Ïîñëå íà÷àëüíîãî è
ñðàâíèòåëüíî áûñòðîãî çàòóõàíèÿ ñèãíàëà, ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé
êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ çàòóõàþò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå (íàïðèìåð, ðèñ.
14). Âûøå ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè èíêðåìåíòû êîëåáàíèé ëèíåéíî óâåëè-
÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå (ðèñ. 19).

Ïîÿâëåíèå ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàåò ñ äîñòèæåíèåì ãðàíè-
öû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè èíêðåìåíòîì ìàêñèìàëüíî íåóñòîé÷èâîé ìîäû
ñãóñòêà. Çíà÷åíèå ïîðîãîâîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå (ζth) çàâèñèò îò çíà-
êà ïàðàìåòðà A. Äëÿ ìîäåëè îïèñàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé, èñïîëüçîâàííîé
â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ, â ôîêóñèðîâêàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ A < 0, çíà÷åíèÿ
ïîðîãîâûõ èíòåíñèâíîñòåé ñãóñòêà îêàçûâàåòñÿ âûøå, ÷åì â òåõ, ãäå A > 0.
Áîëåå âûñîêèå ïîðîãè íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþò áîëåå áûñòðîìó çà-
òóõàíèþ Ëàíäàó êîëåáàíèé. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, çíà÷åíèÿ
êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò ìîä ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà ïîïàäàþò â
ãóùó ñïåêòðà íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷êà (íàïðèìeð, ðèñ. 20
è 21).

Â èçó÷åííîé ìîäåëè ïîÿâëåíèå ñîáñòâåííûõ ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé îáóñëîâëåíî çàïîìèíàíèåì íàâåäåííûõ ñãóñòêîì ïîëåé. Ïîýòîìó âåëè-
÷èíà ïîðîãîâîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå (ζth), âîîáùå, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö.

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå åùå îäíà îñîáåííîñòü çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â îêîëîïîðîãîâîé îáëàñòè. Åñëè
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä íåâåëèêè, òî êîëåáàíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ ðîñòà
èõ àìïëèòóä äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ. Ýòîò ðîñò ñèãíàëà ñãóñòêà îáóñëîâëåí
íåóñòîé÷èâîñòüþ ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ ðàçáðî-
ñà ÷àñòîò â ïó÷êå òàêîé ðîñò àñèìïòîòè÷åñêè ñìåíÿåòñÿ çàòóõàíèåì îäíî-
îáîðîòíîé ÷àñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè âñòóïàþò
â äåéñòâèå èçìåíåíèÿ àìïëèòóä çà ñ÷åò ìíîãîîáîðîòíûõ ýôôåêòîâ èëè, ÷òî
òî æå, çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ ìîä ñãóñòêà. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä
êîëåáàíèé äëÿ ýòîãî ýòàïà óæå ïîäãîòîâëåíû èõ ïðåäâàðèòåëüíîé îäíî-
îáîðîòíîé ðàñêà÷êîé. Ïðÿìî íà ïîðîãå íåóñòîé÷èâîñòè è ïîñëå íåêîòîðîãî
ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé àñèìïòîòè÷åñêè
ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò âðåìåíè (íàïðèìåð, ðèñ. 25)
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