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Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë ïî êóðñó
"Ââåäåíèå â ôèçèêó òâåðäîãî òåëà". Îí ïîñâÿùåí ãðàôåíó è êâàíòîâûì
âû÷èñëåíèÿì êàê ïðèìåðàì íîâûõ äîñòèæåíèé â îáëàñòè ìàòåðèàëîâåäå-
íèÿ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Íà îñíîâå ïðîñòîé ôîðìû ïðèáëè-
æåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè íàéäåí ýëåêòðîííûé ñïåêòð îäíîñëîéíîãî ãðàôå-
íà. Äàþòñÿ îñíîâû òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, âêëþ÷àÿ îáçîð êâàí-
òîâûõ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè, ïîèñêà â íåñòðóêòóðèðîâàííîé áàçå
äàííûõ è êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè. Ðàññìîòðåíà àïïàðàòíàÿ ðåàëèçàöèÿ
êâàíòîâûõ âåíòèëåé íà îñíîâå ôèçèêè ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 â ìàãíèòíîì
ïîëå.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ íà îòäåëåíèè èí-
ôîðìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ, íî è ñòóäåíòû ôèçè÷åñêîãî îò-
äåëåíèÿ íàéäóò äëÿ ñåáÿ èíòåðåñíûå äîïîëíèòåëüíûå òåìû ïî êâàíòîâîé
ìåõàíèêå. Ìàòåðèàë ïî êâàíòîâûì âû÷èñëåíèÿì è êâàíòîâîé èíôîðìà-
öèè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçåí è äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà èíôîðìàöè-
îííûõ òåõíîëîãèé.
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Ïðåäèñëîâèå

Áàçîâûìè ýëåìåíòàìè êóðñà "Ââåäåíèå â ôèçèêó òâ¼ðäîãî òå-
ëà"(ÂÔÒÒ) äëÿ ñòóäåíòîâ îòäåëåíèÿ èíôîðìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÍÃÓ ÿâëÿþòñÿ îñíîâû íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè
(÷àñòü 1) è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè (÷àñòü 2). Âìåñòå ñ òåì î÷åâèäíî, ÷òî
âîçíèêíîâåíèå íîâûõ íàïðàâëåíèé äàæå â òàêèõ êëàññè÷åñêèõ ðàçäåëàõ
êàê âû÷èñëèòåëüíûå íàóêè è ôóíäàìåíòàëüíîå ìàòåðèàëîâåäåíèå äåëà-
åò ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûì îçíàêîìëåíèå ñòóäåíòîâ ýòîãî îòäåëåíèÿ ñ
íîâåéøèìè äîñòèæåíèÿìè â ýòèõ îáëàñòÿõ, ïîÿâèâøèìèñÿ â ïîñëåäíåå
âðåìÿ.

Â íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè îñâåùàþòñÿ ðÿä òåì, êîòîðûå â 2006-
2010 ãã. â òîì èëè èíîì âèäå âõîäèëè â ìàòåðèàë ëåêöèé è ñåìèíàðñêèõ
çàíÿòèé â ðàìêàõ êóðñà ÂÔÒÒ, íî íå íàøëè ñâîåãî îòðàæåíèÿ â îñíîâ-
íîì ó÷åáíèêå ïî äàííîìó êóðñó [1]. Ðå÷ü èäåò î ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé
ñâÿçè äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå, â ðàìêàõ êî-
òîðîãî íàõîäèòñÿ ýëåêòðîííûé ñïåêòð ãðàôåíà, ÿâëÿþùåãîñÿ äâóìåðíîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ìîäèôèêàöèåé óãëåðîäà. Ãðàôåí îáëàäàåò óíèêàëüíû-
ìè ñâîéñòâàìè êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè (ýôôåê-
òèâíî áåçìàññîâûå íîñèòåëè, êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà ïðè êîìíàòíûõ
òåìïåðàòóðàõ è ò.ä.), òàê è â êà÷åñòâå ïåðñïåêòèâíîãî âåùåñòâà äëÿ íóæä
íàíîýëåêòðîíèêè. Âàæíîñòü è àêòóàëüíîñòü ýòîé òåìàòèêè ïîä÷åðêèâà-
åòñÿ íåäàâíèì ïðèñóæäåíèåì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè 2010 ãîäà çà îòêðûòèå
è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ãðàôåíà.

Íà îñíîâå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÷àñòèö ñïèíà s = 1/2 ââîäÿòñÿ îñ-
íîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðåíû êóáèòû,
îñíîâíûå îäíî- è äâóõ-êóáèòîâûå âåíòèëè. Îáúÿñíÿåòñÿ ïðèíöèï êâàí-
òîâîãî ïàðàëëåëèçìà â òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Ïîäðîáíî ðàç-
áèðàåòñÿ êâàíòîâûé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè Øîðà, àëãîðèòì ïîèñêà â
íåñòðóêòóðèðîâàííîé áàçå äàííûõ è êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ. Ðàññìîò-
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ðåíû ïðèìåðû ðåàëèçàöèè êóáèòîâ è ïðîñòåéøèõ êâàíòîâûõ âåíòèëåé
ñèñòåìîé ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷. Â îñíîâíîì îíè íîñÿò òåõíè-
÷åñêèé õàðàêòåð è âêëþ÷åíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåíåñòè â íèõ íåêîòîðûå
âûêëàäêè èç îñíîâíîãî òåêñòà è ïîáóäèòü òåì ñàìûì ÷èòàòåëÿ ê àêòèâ-
íîìó èçó÷åíèþ ìàòåðèàëà "ñ êàðàíäàøîì è áóìàãîé â ðóêàõ". Òåì íå
ìåíåå, åñòü è áîëåå òðóäíûå çàäà÷è. Íåêîòîðûå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ àäàï-
òàöèåé íà óðîâåíü ñòóäåí÷åñêîé àóäèòîðèè ñåðüåçíûõ íàó÷íûõ ðàáîò èç
òàêèõ æóðíàëîâ, êàê Physical Review Letters, Reviews of Modern Physics
è äðóãèõ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî äîëÿ òàêèõ çàäà÷ äîëæíà (è áóäåò) óâå-
ëè÷èâàòüñÿ, ïîñêîëüêó ýòà òàêòèêà ïîìîãàåò áûñòðåå âûâîäèò ñòóäåíòîâ
íà óðîâåíü íàñòîÿùåé èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Ðàçóìååòñÿ, ïîñîáèå ïî äîïîëíèòåëüíûì ãëàâàì îáùåôèçè÷åñêîãî
êóðñà íå ñòàâèò ñâîåé öåëüþ îñâåòèòü âñå äåòàëè. Ýòî ïðåäìåò ñïåöè-
àëüíûõ êóðñîâ. Îäíàêî äàæå â ðàìêàõ îáùåãî ââîäíîãî êóðñà ïî ôèçè-
êå òâåðäîãî òåëà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî èçó÷àåìûå ñòóäåíòàìè îòäå-
ëåíèÿ èíôîðìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ïîëîæåíèÿ íåðåëÿòèâèñò-
ñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿþòñÿ íå äîãìà-
ìè, à ðåàëüíûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè îñíîâàìè ñîâðåìåííûõ èíôîðìà-
öèîííûõ òåõíîëîãèé. Ïîýòîìó ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïîñîáèå îêàæåò-
ñÿ ïîëåçíûì è äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
ÍÃÓ. Çàäà÷à-ìèíèìóì, ïîñòàâëåííàÿ ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ, ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ñòóäåíò, âñòðåòèâ â ëèòåðàòóðå èëè â èíòåðíåòå òàêèå
òåðìèíû êàê ãðàôåí, êóáèò, êâàíòîâûé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè è ò.ä.,
ïðåäñòàâëÿë ñåáå, î ÷åì èäåò ðå÷ü. Çàäà÷åé-ìàêñèìóì áûëî áû ïîáóäèòü
çàèíòåðåñîâàííûõ ñòóäåíòîâ ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ ïðåäñòàâëåí-
íûõ íîâûõ èäåé è, âîçìîæíî, ïðèíÿòü àêòèâíîå ó÷àñòèå â èõ ðàçðàáîòêå.

Â òåêñòå â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö ÑÃÑÝ, â êîòîðîé
äëèíà èçìåðÿåòñÿ â ñàíòèìåòðàõ, ìàññà â ãðàììàõ, ýíåðãèÿ â ýðãàõ. Ïðè-
âåäåì äëÿ ñïðàâîê ïðèáëèæåííûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â òåêñòå.
Ýòè æå âåëè÷èíû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èç äî-
ìàøíèõ çàäàíèé è íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

1. Ýëåìåíòàðíûé çàðÿä |e| = 4.8× 10−10 åäèíèö ÑÃÑÝ.

2. Ìàññà ýëåêòðîíà me = 9.1× 10−28 ã.
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3. Ìàññà ïðîòîíà mp = 1.67 × 10−24 ã. Ñ ïðèíÿòîé çäåñü òî÷íîñòüþ
ìàññà íåéòðîíà ðàâíà ìàññå ïðîòîíà.

4. Ñêîðîñòü ñâåòà c = 3× 1010 ñì/ñ.

5. Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ = h/2π = 1.054× 10−27 ýðã·ñ.

6. Ýëåêòðîí-âîëüò (ýÂ): 1 ýÂ=1.6× 10−12 ýðã.

7. Ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà kB = 1.38× 10−16 ýðã/êåëüâèí.

8. Åäèíèöà èçìåðåíèÿ ñå÷åíèÿ ðåàêöèè 1 áàðí=10−24 ñì2.

Çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ñ íàèáîëüøåé äî-
ñòèãíóòîé òî÷íîñòüþ ïðèâîäÿòñÿ ðàç â äâà ãîäà â îáçîðå ôèçèêè ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö (Review of Particle Physics). Èíòåðíåò-ñòðàíèöà ýòîãî
èçäàíèÿ íàõîäèòñÿ ïî àäðåñó

http://pdg.lbl.gov/
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Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû òåîðèè êðèñòàëëè÷åñêîé

ñòðóêòóðû

Â îñíîâíîé ÷àñòè êóðñà â ðàìêàõ îäíîìåðíîé ìîäåëè áûëè ðàçîáðàíû
îñîáåííîñòè ñïåêòðà êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ðå-
øåòêè. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ èäåàëüíîé ðåøåò-
êè â òðåõ èçìåðåíèÿõ. Ïîä êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé áóäåì ïîíèìàòü
ðåãóëÿðíîå ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ â ïðîñòðàíñòâå. Ðåøàþùåå çíà÷åíèå
èìåþò ñèììåòðèè ðåøåòêè. Ïîä ñèììåòðèåé ïîíèìàþòñÿ òàêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ðåøåòêè, êîòîðûå ñîâìåùàþò åå ñ ñîáîé. Îñíîâíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ âêëþ÷àþò ñäâèãè, ïîâîðîòû íà îïðåäåëåííûå óãëû, îòðàæåíèÿ
è êîìáèíàöèè ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Å.Ñ.Ôåäîðîâûì â 1895
ã. áûëè íàéäåíû 230 âîçìîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâà-
íèé ðåøåòêè. Èìååòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì
è êëàññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé.

1.1 Òðè òèïà êóáè÷åñêèõ ðåøåòîê

Èç âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû êîñíåìñÿ ëèøü ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà
r → r + Rn, ñîâìåùàþùèõ ðåøåòêó ñ ñîáîé. Ðåøåòêà, ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà, íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé Áðàâý. Âåêòîð
ñäâèãà

Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3 (1.1)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè n1,2,3 òðåõ îñíîâíûõ âåêòîðîâ òðàíñëÿöèè a1,2,3. Ýòè âåêòîðû
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íå äîëæíû ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè; â îñòàëüíîì èõ âûáîð ïðîèçâîëåí.
Óçåë ðåøåòêè çàäàåòñÿ âåêòîðîì Rn ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì òðåõ öå-
ëûõ ÷èñåë n1,2,3. Ñ êàæäûì óçëîì ðåøåòêè ìîæíî ñâÿçàòü áàçèñ èç ν
àòîìîâ, ðàñïîëàãàþùèõñÿ îòíîñèòåëüíî Rn â òî÷êàõ xia1 + yia2 + zia3,
ãäå i = 1, 2, ...ν, |xi|, |yi|, |zi| < 1. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êðèñòàëëè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà=ðåøåòêà+áàçèñ. Èçâåñòíû êðèñòàëëû, ãäå áàçèñ ñîñòîèò èç
áîëåå ÷åì 103 àòîìîâ!

Ìû ðàññìîòðèì ëèøü ïðîñòåéøèå êóáè÷åñêèå ðåøåòêè ñ áàçèñîì èç
îäíîãî àòîìà. Ïðîñòàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà (ÏÊ) èìååò îñíîâíûå âåêòî-
ðû

a1 = aex, a2 = aey, a3 = aez, . (1.2)

Çäåñü è äàëåå ex,y,z åñòü îðòû âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèé, a-
äëèíà ðåáðà êóáà. Îáúåìíîöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ (ÎÖÊ) ðåøåòêà
çàäàåòñÿ âåêòîðàìè

a1 =
a

2
(ey + ez − ex), a2 =

a

2
(ex + ez − ey), a3 =

a

2
(ex + ey − ez), (1.3)

òîãäà êàê ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ (ÃÖÊ)-âåêòîðàìè

a1 =
a

2
(ey + ez), a2 =

a

2
(ex + ez), a3 =

a

2
(ex + ey). (1.4)

Âûáåðåì óçåë ðåøåòêè è îòëîæèì îò íåãî òðè âåêòîðà a1,2,3. Ïàðàë-
ëåëåïèïåä, èìåþùèé â êà÷åñòâå ðåáåð óêàçàííûå âåêòîðû íàçûâàåòñÿ
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé. Åå îáúåì ðàâåí

v = (a1 · [a2 × a3]). (1.5)

Åñëè îáúåì êðèñòàëëà V , òî ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê N = V/v.

• Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè äëÿ ïðîñòîé, ãðàíå-
öåíòðèðîâàííîé è îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêèõ ðåøåòîê.

Êðèñòàëëè÷åñêèå ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäåêñîâ Ìèëëåðà

(i, j, k). Ðàçáåðåì ñïîñîá èõ ââåäåíèÿ íà ïðèìåðå ïðîñòîé êóáè÷åñêîé
ðåøåòêè. Åñëè ïëîñêîñòü îòñåêàåò ïî îñÿì x, y, x ñîîòâåòñòâåííî ðàññòî-
ÿíèÿ a, b, c, åå óðàâíåíèå èìååò âèä

F (x, y, z) ≡ x/a+ y/b+ z/c− 1 = 0.
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Áåðåì îáðàòíûå âåëè÷èíû (1/a, 1/b, 1/c) è âûíîñèì çà ñêîáêó 1/abc.
Ïîëó÷èì òðîéêó öåëûõ ÷èñåë (bc, ac, ab). Ïðîèçâåäåíèÿ bc, ac, ab ñîîò-
âåòñòâåííî îáîçíà÷àþò i, j, k è çàêëþ÷àþò â êðóãëûå ñêîáêè (i, j, k).
Ýòî è åñòü èíäåêñû Ìèëëåðà,õàðàêòåðèçóþùèå îðèåíòàöèþ êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Íîðìàëü n ê ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì
F (x, y, z) = 0, ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì ãðàäèåíòà n ∝ ∇F . Äëÿ óêàçàííîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ïëîñêîñòè

n ∝ (1/a, 1/b, 1/c) ∝ (bc, ac, ab).

Òåì ñàìûì êðèñòàëëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü, çàäàííàÿ èíäåêñàìè Ìèëëåðà
(i, j, k), ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî îõàðàêòåðèçîâàíà è íîðìàëüþ ê íåé,
îáîçíà÷àåìîé òåìè æå ñàìûìè èíäåêñàìè Ìèëëåðà, íî âçÿòûìè â êâàä-
ðàòíûå ñêîáêè: [i, j, k]. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåøåòîê âìåñòî åäèíè÷íûõ
îðòîâ áåðóòñÿ âåêòîðû a1,2,3, à îòñåêàåìûå ïëîñêîñòüþ îòðåçêè íà ýòèõ
âåêòîðàõ èçìåðÿþò â äëèíàõ |a1,2,3|, ñîîòâåòñòâåííî.

1.2 Ðàññåÿíèå êàê ìåòîä ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëå-

äîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîçíèêàåò, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, çà ñ÷åò êó-
ëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì ýëåêòðîíîâ è ÿäåð ìàêðîñêî-
ïè÷åñêè áîëüøîãî ÷èñëà àòîìîâ ýëåìåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìèðîâà-
íèè ñòðóêòóðû. Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîíôèãóðàöèè, èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ, â ðåàëèñòè÷åñêèõ
ñèòóàöèÿõ îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì. Òåì íå ìåíåå, êóëî-
íîâñêèé õàðàêòåð ñèë ïîçâîëÿåò ñäåëàòü êà÷åñòâåííîå óòâåðæäåíèå, ÷òî
õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû
äîëæåí áûòü ðàâåí áîðîâñêîìó ðàäèóñó aB = ~2/mee

2 ∼ 10−8 ñì. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ òèïà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö, óïðóãî ðàññåÿí-
íûõ íà êðèñòàëëå. Íåóïðóãîå ðàññåÿíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåê-
òðà âîçáóæäåíèé â êðèñòàëëàõ. Èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñòðóêòóðû êðèñòàëëîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ðåíòãåíîâñêèå ëó÷è. Çàòåì
ïðèìåíÿëîñü ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ è, óæå ïîñëå ñîçäàíèÿ àòîìíûõ ðå-
àêòîðîâ, íåéòðîíîâ. Ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîíîâ è íåéòðîíîâ ìîæíî áûëî
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êîíòðîëèðîâàòü êàê óãîë ðàññåÿíèÿ, òàê è ýíåðãèþ äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ.
Ñîâìåñòíîå çíàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññåÿííûõ ÷àñòèö ïî óãëó è ýíåðãèè
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íå òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàñïîëî-
æåíèÿ àòîìîâ, íî è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð êîíäåíñèðîâàííîãî òåëà.

• Çàäà÷à. Îöåíèòü ýíåðãèþ (â åäèíèöàõ ýÂ) ñîîòâåòñòâåííî ôîòîíîâ,
ýëåêòðîíîâ, íåéòðîíîâ, íåîáõîäèìóþ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ñòðóêòóðû êðèñòàëëîâ.

• Çàäà÷à. Íåéòðîí íåóïðóãî ðàññåèâàåòñÿ â æèäêîì ãåëèè, íàõîäÿ-
ùåìñÿ ïðè òåìïåðàòóðå, êîòîðóþ ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü íó-
ëåâîé. Íàéòè ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü íåéòðîíà, ïðè êîòîðîé ýòî
íåóïðóãîå ðàññåÿíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì ôîíîíà. Óêàçà-
íèå. Ïðèìåíèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ê ïðîöåñ-
ñó íåéòðîí→íåéòðîí+ôîíîí. Çàêîí äèñïåðñèè ôîíîíà èìååò âèä
ϵ(p) = cs|p|, ãäå cs åñòü ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîì ãåëèè.

Õîòÿ ìåõàíèçìû ðàññåÿíèÿ â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðàçíûå, êà÷åñòâåííûé
àíàëèç óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü ïðîâåäåí â òåðìèíàõ áîðíîâ-
ñêîé ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ:

f ∝ ⟨kf |U(r)|ki⟩ =
∫
d3rU(r)eiqr,

ãäå q = ki − kf åñòü ïåðåäàííûé âîëíîâîé âåêòîð. Åñëè ðàññåÿíèå óïðó-
ãîå, òî |ki| = |kf |. Âèä ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ U(r) çàâèñèò îò ñïå-
öèôèêè âçàèìîäåéñòâèÿ ïàäàþùåé ÷àñòèöû ñ êðèñòàëëîì, îäíàêî äëÿ
íàøèõ öåëåé ñóùåñòâåííî ëèøü òî, ÷òî ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû âêëàäîâ îòäåëüíûõ àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ Rn:

U(r) =
∑
n

U0(r −Rn).

Òîãäà àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f ∝ S(q)F0(q),

ãäå F0(q) =
∫
d3rU0(r)e

iqr åñòü ôîðìôàêòîð ðàññåÿíèÿ íà îòäåëüíîì
àòîìå, à âåëè÷èíà

S(q) =
∑
n

eiqRn (1.6)
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íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì, Îí íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ðàñïîëî-
æåíèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå, ñì. (1.1). Óãëîâîå ðàñïðå-
äåëåíèå ðàññåÿííûõ ÷àñòèö äàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ñå÷åíèåì ðàññå-
ÿíèÿ

dσ

dΩ
∝ |S(q)|2 =

∣∣∣∣∣∑
n

eiqRn

∣∣∣∣∣
2

.

Ïèêè â çàâèñèìîñòè îò óãëà ðàññåÿíèÿ θ âîçíèêàþò ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ qRn = 2πK, ãäå K− ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå dσ/dΩ ∝
N2 ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ÷èñëà àòîìîâ â êðèñòàëëå. Óñëîâèþ

qRn = 2πK

ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, âûáðàâ ïåðåäàííûé âîëíîâîé âåêòîð â âèäå

q = bl = l1b1 + l2b2 + l3b3,

ãäå l1,2,3 = 0,±1,±2, ..., à âåêòîðû b1,2,3 åñòü îñíîâíûå âåêòîðû îáðàòíîé

ðåøåòêè. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ ìîæíî âçÿòü â
âèäå

b1 = 2π
[a2 × a3]

v
, b2 = 2π

[a3 × a1]

v
, b3 = 2π

[a1 × a2]

v
, (1.7)

ãäå v-îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè (1.5). Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå blr = 2πK
îïðåäåëÿåò êðèñòàëëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü, âåêòîð íîðìàëè ê íåé ν ∝ bl.
Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîð íîðìàëè ê êðèñòàëëè÷åñêîé ïëîñêîñòè õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ èíäåêñàìè Ìèëëåðà. Ïîýòîìó òå çíà÷åíèÿ ïåðåäàííûõ
âîëíîâûõ âåêòîðîâ (èëè óãëîâ ðàññåÿíèÿ) ïðè êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ
ðåçêèå ìàêñèìóìû â óãëîâîé çàâèñèìîñòè ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ, íàïðÿìóþ
äàþò èíäåêñû Ìèëëåðà êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé, îò êîòîðûõ ïðîèñ-
õîäèò îòðàæåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

q = ki − kf = bl (1.8)

ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì Âóëüôà-Áðýããà

2d sin θ
k̂in

= nλ, (1.9)

îçíà÷àþùèì, ÷òî îòðàæåíèå îò äâóõ ñîñåäíèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêî-
ñòåé ïðîèñõîäèò â ôàçå. Çäåñü λ = 2π/|ki|-äëèíà âîëíû ïàäàþùåãî èçëó-
÷åíèÿ, θ

k̂in
-óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïàäàþùåé âîëíû è êðèñòàëëè÷å-

ñêîé ïëîñêîñòüþ, d-ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèñòàëëè÷åñêèìè ïëîñêîñòÿìè,
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n-öåëîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ blRn = 2π(K+1) è blRn′ = 2πK
çàäàþò äâå ñîñåäíèå êðèñòàëëè÷åñêèå ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå bl,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëüíûå äðóã äðóãó. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè ðàâíî

d = 2π/|bl|.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçâîäÿ óðàâíåíèå (1.8) â êâàäðàò, ïîëó÷èì
4k2

i sin
2 θ

k̂ikf
/2 = b2l , ãäå θk̂ikf

-óãîë ðàññåÿíèÿ. Ïîñêîëüêó θ
k̂ikf

= 2θ
k̂in

,
òî

2|ki| sin θk̂in
= |bl|.

Âûðàæàÿ çäåñü âîëíîâîé âåêòîð ÷åðåç äëèíó âîëíû, à ðàññòîÿíèå äëèíó
âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè ÷åðåç ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, ïðèõî-
äèì ê (1.9).

Êàê èçâåñòíî èç ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåí-
öèàëå ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a, ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ êâàçèèì-
ïóëüñà ëåæàò â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà,

−π/a ≤ q ≤ π/a.

×òîáû îïðåäåëèòü ãðàíèöû ýòîé çîíû, íóæíî ïîñòðîèòü îáðàòíóþ ðå-
øåòêó (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå åå ïîñòîÿííàÿ ðàâíà 2π/a), ïðîâåñòè âåê-
òîðû ê áëèæàéøèì ñîñåäÿì (÷èñëî êîòîðûõ â îäíîì èçìåðåíèè ðàâíî
äâóì) è ïîäåëèòü ýòè âåêòîðû ïîïîëàì. Òàêîé æå ðåöåïò ãîäèòñÿ è â ñëó-
÷àå äâóõ è òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèé. Ïî ïðÿìîé ðåøåòêå (1.1)
ñòðîèì îáðàòíóþ (1.7). Â îáðàòíîé ðåøåòêå âûáèðàåì êàêîé-òî óçåë è
ïðîâîäèì âåêòîðû â íàïðàâëåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Çàòåì ïðîâîäèì
ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ýòèì âåêòîðàì è äåëÿùèå èõ ïîïîëàì. Ýòè
ïëîñêîñòè è áóäóò ãðàíÿìè ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà.

• Çàäà÷à. Íàéòè îñíîâíûå âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè äëÿ ïðîñòîé,
ãðàíåöåíòðèðîâàííîé è îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêèõ ðåøå-
òîê.

• Çàäà÷à. Ðàññ÷èòàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð S(q) äëÿ
òðåõ óêàçàííûõ êóáè÷åñêèõ ðåøåòîê. Çíàÿ, ÷òî ïðè äèôðàêöèè
ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé ñ äëèíîé âîëíû 1.542 àíãñòðåìà íà êðèñòàë-
ëå íàáëþäàëèñü áðýããîâñêèå óãëû 12.3◦, 14.1◦, 20.2◦, 24.0◦, 25.1◦,
29.3◦, 32.2◦ è 33.1◦ , îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû Ìèëëå-
ðà. Âûÿñíèòü, ê êàêîìó òèïó êóáè÷åñêèõ ðåøåòîê, ÃÖÊ èëè ÎÖÊ,
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ïðèíàäëåæèò ðåøåòêà èññëåäóåìîãî êðèñòàëëà è íàéòè ðàçìåð åå
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

1.3 Âîëíîâîé ïàêåò ýëåêòðîíîâ â ïåðèîäè÷åñêîì ïî-

ëå.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áëîõîâñêóþ âîëíó

ψp(r) =
1

V 1/2
eipr/~up(r).

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîñêóþ âîëíó, õàðàêòå-
ðèçóåìóþ êâàçèèìïóëüñîì p, íî ìîäóëèðîâàííóþ ôóíêöèåé up(r), ïå-
ðèîäè÷íîé ñ ïåðèîäîì ðåøåòêè. Çäåñü V -îáúåì êðèñòàëëà. Áëîõîâñêàÿ
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äàåò ñîñòîÿíèå ñ ñîâåðøåííî íåîïðåäåëåííîé êîîð-
äèíàòîé. Êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ÷àñòèöû, èìåþùåé
êîíå÷íóþ ïðîòÿæåííîñòü, âîçüìåì âîëíîâîé ïàêåò. Îí ñîñòàâëåí èç âîëí
ñî ñëåãêà ðàçëè÷àþùèìèñÿ êâàçèèìïóëüñàìè

Ψ(r, t) ∝
∫
|p−p0|<∆p

d3pe
i
~ [pr−ϵ(p)t]up(r) ≈ e

i
~ [p0r−ϵ(p0)t]up0

(r)×

×
∫
−∆p<p′<∆p

d3p′e
i
~p

′(r−t ∂ϵ∂p).

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ýòîé ôîðìóëå áåðåòñÿ è ðàâåí

23 ×
sin
[
∆px
~

(
x− t ∂ϵ

∂px

)]
x− t ∂ϵ

∂px

·
sin
[
∆py
~

(
y − t ∂ϵ

∂py

)]
y − t ∂ϵ

∂py

·
sin
[
∆pz
~

(
z − t ∂ϵ

∂pz

)]
z − t ∂ϵ

∂pz

.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå |Ψ(r, t)|2 èìååò ðåçêèé ïèê,
öåíòð êîòîðîãî äâèæåòñÿ ïî çàêîíó r = t ∂ϵ∂p . Ïîýòîìó ýëåêòðîí ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê îáðàçîâàíèå, ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëà-
ñòè ∆x ∼ ~/∆px, ∆y ∼ ~/∆py, ∆z ∼ ~/∆pz è äâèæóùååñÿ ñî ñêîðîñòüþ

vg =
∂ϵ

∂p
, (1.10)
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êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ. Çàâèñèìîñòü ϵ ≡ ϵ(p) ñóòü çà-
êîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå. Îíà ìîæåò áûòü äîâîëüíî ñëîæ-
íîé è ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò çàêîíà äèñïåðñèè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà
ϵ = p2/2m. Ïðèìåðû òàêîé çàâèñèìîñòè áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ â ñëåäóþ-
ùèõ ãëàâàõ. Îäíîé èç çàäà÷ ôèçèêè òâåðäîãî òåëà êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ
òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå óñòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè
îò êâàçèèìïóëüñà êàê ýëåêòðîíîâ, òàê è äðóãèõ êâàçè÷àñòèö (ôîíîíîâ,
ìàãíîíîâ è ò.ä.)

Ìîæíî óñòàíîâèòü çàêîí äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà ýëåêòðîíà ïîä
äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E. Èçìåíåíèå ýíåðãèè
âîëíîâîãî ïàêåòà äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ðàáîòå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàä çà-
ðÿäîì:

∆ϵ =
∂ϵ

∂p
∆p = eEv∆t.

Ñ ó÷åòîì (1.10) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà ýëåê-
òðîíà

dp

dt
= eE. (1.11)

Õîòÿ ïî ôîðìå îíî èìååò âèä âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, îïèñûâàåìàÿ èì
ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà äðóãàÿ èç-çà òîãî, ÷òî p åñòü íå èìïóëüñ, à êâàçè-
èìïóëüñ, îïðåäåëåííûé ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè.
Ýòî âûðàæåíèå èìååò êâàçèêëàññè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíî óäîáíî äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåê-
òðîíîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà.
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Ãëàâà 2

Ãðàôåí è åãî ýëåêòðîííûé ñïåêòð.

Îäíèì èç ñàìûõ óäèâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ òàáëèöû Ìåíäåëååâà ÿâëÿ-
åòñÿ óãëåðîä. Åãî âûäåëåííàÿ ðîëü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî óãëåðîä âõîäèò
â ñîñòàâ îðãàíè÷åñêèõ ìîëåêóë. Äîëãîå âðåìÿ îí ÿâëÿëñÿ (è äî ñèõ ïîð
ÿâëÿåòñÿ) îäíèì èç èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè. Â òå÷åíèå òûñÿ÷åëåòèé áûëè
èçâåñòíû òàêèå àëëîòðîïû óãëåðîäà êàê àëìàç (êðèñòàëë ñ ãðàíåöåí-
òðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé, â êîòîðîé àòîì óãëåðîäà ñîåäèíÿåòñÿ
ñ ÷åòûðüìÿ ñîñåäíèìè àòîìàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â âåðøèíàõ òåòðàýäðà),
ãðàôèò (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîïêó ïëîñêîñòåé, ñîåäèíåííûõ ñëàáûìè
âàí-äåð-âààëüñîâûìè ñèëàìè, â êîòîðûõ àòîìû óãëåðîäà óïàêîâàíû â
âèäå ãåêñàãîíàëüíûõ (øåñòèóãîëüíûõ) ðåøåòîê; ñ 1564 ã. èñïîëüçóåòñÿ
êàê êàðàíäàø, ñàæà (àìîðôíàÿ ôîðìà óãëåðîäà). Â 1985 ã. áûëè îòêðû-
òû ôóëëåðåíû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîãîãðàí-
íèêè, ñîñòàâëåííûå èç ÷¼òíîãî ÷èñëà àòîìîâ óãëåðîäà. Â 90-ãã. íà÷àëè
àêòèâíî èçó÷àòüñÿ óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè, èñòîðèÿ îòêðûòèÿ êîòîðûõ
ïðîñëåæèâàåòñÿ äî 1953 ã. Â íàíîòðóáêàõ ãåêñàãîíàëüíàÿ ïëîñêàÿ ðåøåò-
êà ñâîðà÷èâàåòñÿ â öèëèíäð, äëèíà êîòîðîãî íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ìîæåò
ïðåâûøàòü äèàìåòð, ïîðÿäîê âåëè÷èíû êîòîðîãî îò îäíîãî äî äåñÿòêîâ
íàíîìåòðîâ.

• Çàäà÷à. Íàéòè (â êåëüâèíàõ) òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé âîçáóäèëèñü
áû óðîâíè ýíåðãèè ýíåðãèè ïîïåðå÷íîãî ýëåêòðîíà â íàíîòðóáêå ðà-
äèóñîì 2 àíãñòðåìà. Óêàçàíèå. Ðåøèòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, äâèæåíèå êîòîðîé îãðàíè÷åíî îêðóæíîñòüþ ðà-
äèóñà R.

Îäíàêî ñàìà ïëîñêàÿ ãåêñàãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà àòîìîâ óãëåðîäà-ãðàôåí
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áûëà îòêðûòà ñîâñåì íåäàâíî â 2004 ã. À. Ãåéìîì è Ê. Íîâîñåëîâûì-
ôèçèêàìè ðîññèéñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ðàáîòàþùèìè â Ìàí÷åñòåðñêîì
óíèâåðñèòåòå. Çà îòêðûòèå è èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàôå-
íà À.Ãåéìó è Ê.Íîâîñåëîâó áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî
ôèçèêå 2010 ãîäà.

Ïîñëå âòîðîé ìèðîâîé âîéíû ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàôèòà âåñüìà
àêòèâíî èçó÷àëèñü â ñâÿçè ñ åãî ïðèìåíåíèåì â ÿäåðíîé ýíåðãåòèêå â
óðàí-ãðàôèòîâûõ ðåàêòîðàõ. Ê 1947 ã. îòíîñèòñÿ ïîÿâëåíèå ïåðâîé ðà-
áîòû îá ýëåêòðîííîì ñïåêòðå ïëîñêîãî ãðàôèòà (ãðàôåíà), âûïîëíåííîé
Óîëëåñîì. Íàéäåì ýëåêòðîííûé ñïåêòð ãðàôåíà â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé
ñâÿçè, êàê ýòî è áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå Óîëëåñà. Íî ñíà÷àëà ðàçáåðåì
ñóòü óêàçàííîãî ïðèáëèæåíèÿ.

2.1 Ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè.

Êàê ïðàâèëî, çàäà÷à î íàõîæäåíèè óðîâíåé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ïå-
ðèîäè÷åñêîì ïîëå ðåàëüíûõ êðèñòàëëîâ íå ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî.
Ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Îäíèì èç òà-
êèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè. Ðàññìîòðèì åãî èäåþ
íà ïðèìåðå íàõîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè E < 0 â îäíîìåðíîì ïåðèîäè-
÷åñêîì ïîëå:

− ~2

2m

d2ψ

dx2
−G

∞∑
n=−∞

δ(x− an)ψ = Eψ. (2.1)

Âñïîìíèì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðèâîäèò ê
çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà E(q) = −~2κ2

2m , ãäå κ îïðåäåëÿåòñÿ
ðåøåíèåì òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

cos qa = chκa− mG

~2κ
shκa.

Ïðè mGa/~2 ≫ 1 ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííûé ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè
ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà

E(q) ≈ −mG
2

2~2
(
1 + 4e−mGa/~2 cos qa

)
. (2.2)

Äàëåå çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà áóäåì íàçûâàòü çàêîíîì

äèñïåðñèè.
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Äîïóñòèì, îäíàêî, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íåèçâåñòíî. Ïîïû-
òàåìñÿ íàéòè ïðèáëèæåííûé îòâåò, çíàÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè mGa/~2 ≫ 1 â
íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì âñåõ äðóãèõ δ-ÿì íà
êàêóþ-òî âûäåëåííóþ. Óðîâåíü ýíåðãèè è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà
â îäèíî÷íîé δ-ÿìå èìåþò âèä

E0 = −mG2/2~2,

ψ0(x) =
√
κ0e

−κ0|x|,

ãäå κ0 = mG/~2 (ñì. ñëåäóþùóþ çàäà÷ó).

• Çàäà÷à. Ðåøèâ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ïîëó÷èòü óðîâåíü ýíåðãèè
è íîðìèðîâàííóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ýëåêòðîíà â ïîëå U(x) =
−Gδ(x). Äàëåå íàéòè âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé
ψs(x) (ñèììåòðè÷íàÿ) è ψa(x) (àíòèñèììåòðè÷íàÿ) â ïîëå äâóõ
ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûå îäíîìåðíûõ δ-ÿì, U(x) = −G[δ(x −
a) + δ(x + a)] è îöåíèòü âåëè÷èíó îòíîøåíèé |ψL(a)/ψL(−a)| è
|ψR(−a)/ψR(a)| â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå mGa/~2 ≫ 1. Çäåñü âîëíîâûå
ôóíêöèè ψR,L(x) = [ψs(x)±ψa(x)]/

√
2 îïèñûâàþò ÷àñòèöó, ëîêàëè-

çîâàííóþ â óêàçàííîì ïðåäåëå íà ïðàâîé, ëåâîé ÿìå ñîîòâåòñòâåííî.

Î÷åâèäíî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ0(x− an) îïèñûâàåò ýëåêòðîí, ëî-
êàëèçîâàííûé ïðè x = an. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé âèäà

ψ(x) =
∑
n

Cnψ0(x− an). (2.3)

Ñîãëàñíî îáùèì ïðèíöèïàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, |Cn|2 çàäàåò âåðîÿò-
íîñòü îêàçàòüñÿ â ñîñòîÿíèè ψ0(x − an), ò.å. Cn ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ýëåêòðîí ëîêàëèçîâàí âáëèçè òî÷êè x = an. Ïîä-
ñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ óêàçàííîãî âèäà â (2.1) è ó÷òåì, ÷òî ψ0 ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â îäèíî÷íîé δ-ÿìå,

−~2ψ′′
0/2m−Gδ(x)ψ0 = E0ψ0.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(E − E0)
∑
n

Cnψ0(x− na) = −G
∑
n

∑
l ̸=n

Cnδ(x− la)ψ0(x− na). (2.4)
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Óìíîæèì åãî ñëåâà íà ψ∗
0(x − n′a) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x. Ïðè ýòîì

âîçíèêíåò, âî-ïåðâûõ, âûðàæåíèå äëÿ òàê íàçûâàåìîãî èíòåãðàëà ïåðå-
êðûòèÿ

Inn′ =

∫ ∞

−∞
dxψ∗

0(x− an′)ψ0(x− an) = (1 + κ0a|n− n′|)e−κ0a|n−n′|. (2.5)

Ïðè κ0a≫ 1 â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîìó ïàðàìåòðó
e−κ0a èìååì ïðèáëèæåííî Inn′ ≈ δnn′. Âî-âòîðûõ, ïîÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ∫ ∞

−∞
dxψ∗

0(x− an′) [−Gδ(x− al)]ψ0(x− an) = −Gκ0e
−κ0(|l−n′|+|l−n|).

• Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë ïåðåêðûòèÿ è ìàòðè÷íûé ýëåìåíò
îïåðàòîðà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ñëó÷àå δ-ÿì èìåþò
ïðèâåäåííûé âûøå âèä.

Âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïîëó÷èì àëãåá-
ðàè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè è êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ Cn:

(E−E0)Cn′ ≈ −Gκ0

∑
n̸=n′

e−κ0a|n−n′|Cn ≈ −Gκ0e
−κ0a(Cn′−1+Cn′+1). (2.6)

Ó÷òåíî, ÷òî ñëàãàåìûå ñ |n−n′| ≥ 2 ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåíû, ïîýòîìó
èõ ìîæíî îòáðîñèòü. Èùåì ðåøåíèå (2.6) â âèäå ïëîñêîé âîëíû

Cn = αeiqan. (2.7)

Ïîäñòàíîâêà åãî â (2.6) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

E(q) = E0 −
2mG2

~2
e−mGa/~2 cos qa.

Îòâåò ïîëó÷åí â ïðåäåëå κ0a≫ 1. Îí ñîâïàë ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäå-
ëîì òî÷íîãî ðåøåíèÿ (2.2).

Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (2.3) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

ψ(x+ a) = eiqaψ(x),
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ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèåé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåìû
Áëîõà. Â ñàìîì äåëå, ñäâèíåì êîîðäèíàòó x íà ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè a.
Ïîëó÷èì

ψ(x+ a) =
∞∑

n=−∞
Cnψ0(x− an+ a) =

∞∑
n=−∞

Cn+1ψ0(x− an) =

= eiqa
∞∑

n=−∞
Cnψ0(x− an) = eiqaψ(x).

Ïðè âûâîäå áûëî ó÷òåíî, ÷òî ñîãëàñíî (2.7) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
Cn+1 = eiqaCn.

Òåïåðü ìîæíî ñäåëàòü îáîáùåíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íå îáÿçàòåëü-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë îòäåëüíîãî îäíîìåðíîãî "àòîìà"ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé δ-ôóíêöèþ. Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåì
äîëæíî áûòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå. Êàê èçâåñòíî,
â ñèììåòðè÷íîé îäíîìåðíîé ÿìå òàêîå ñîñòîÿíèå âñåãäà åñòü. Ìàòðè÷-
íûé ýëåìåíò "àòîìíîãî"ïîòåíöèàëà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ψ0(x − an) è
ψ0(x− a(n± 1)) íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ïåðåñêîêà (hopping parameter â
àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå). Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî −γ. Â ðàññìîòðåííîì
âûøå ïðèìåðå

γ = Gκ0e
−κ0a.

Â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ýòîò ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Îòìåòèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïåðåñêîêà îò ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè â ðåøåòêå â äàííîé ïðîñòîé ìîäåëè. Ýòî è îïðàâ-
äûâàåò ó÷åò ïåðåñêîêà ýëåêòðîíà òîëüêî íà áëèæàéøèé ñîñåäíèé óçåë.
Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå âûâîä îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ïîäàâëåíèè âåðî-
ÿòíîñòè ïåðåñêîêà ýëåêòðîíà íà ñîñåäíèé óçåë îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è
â ñëó÷àå äâóõ è òðåõ èçìåðåíèé.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ñóòü ïðèáëèæåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè. Ñíà÷àëà ñäå-
ëàåì ýòî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ îäíîãî àòîìà â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå
[2]. Ïóñòü Cn ≡ Cn(t) åñòü àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè ýëåêòðîíó îêàçàòü-
ñÿ ëîêàëèçîâàííûì íà "àòîìå"ñ êîîðäèíàòîé x = an â ìîìåíò âðåìåíè
t â îäíîìåðíîì "êðèñòàëëå"ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a. Åñëè ïðåíåáðå÷ü
âëèÿíèåì îñòàëüíûõ àòîìîâ, ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà áóäåò E0. Â ñëåäóþùåì
ïðèáëèæåíèè ýëåêòðîí ìîæåò ïåðåïðûãíóòü íàïðàâî èëè íàëåâî íà ñî-
ñåäíèé "àòîì". Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè òàêîãî ïåðåñêîêà ðàâíà −γ. Åñëè
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ïðåíåáðå÷ü âîçìîæíîñòüþ ïåðåñêîêà íà àòîìû, ñëåäóþùèìè çà áëèæàé-
øèìè (õîòÿ ýòî è íå îáÿçàòåëüíî!), óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ òàêîé
ñèòóàöèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

i~
dCn

dt
= E0Cn − γ(Cn−1 + Cn+1). (2.8)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ

(E − E0)Cn = −γ(Cn−1 + Cn+1),

èìåþùåìó ðåøåíèå Cn ∝ eiqan, ãäå

E(q) = E0 − 2γ cos qa.

Çäåñü q åñòü êâàçèèìïóëüñ. Åñëè áûòü òî÷íûì, òî êâàçèèìïóëüñîì ñëåäó-
åò íàçûâàòü âåëè÷èíó ~q, à q áóäåò òîãäà êâàçèâîëíîâûì ÷èñëîì. Íèæå
â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòèìè âåëè÷è-
íàìè, íàçûâàÿ èõ îáå êâàçèèìïóëüñîì. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé
êâàçèèìïóëüñà qa≪ 1 ìîæíî ðàçëîæèòü êîñèíóñ â ðÿä è ïîëó÷èòü ïðè-
áëèæåííî

E(q) ≈ E0 − 2γ +
~2q2

2m∗ . (2.9)

Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà îêàçàëàñü î÷åíü ïîõîæà íà çà-
êîí äèñïåðñèè íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà çà èñêëþ÷åíèåì
òîãî, ÷òî âìåñòî åãî ìàññû ñþäà âîøëà âåëè÷èíà

m∗ =
~2

2γa
.

Îíà íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ìàññîé ýëåêòðîíà è îïðåäåëÿåòñÿ åãî âçàè-
ìîäåéñòâèåì ñ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé. Åñëè àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè
ïåðåñêîêà ýëåêòðîíà íà ñîñåäíèé óçåë âåëèêà, òî ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ìà-
ëà, è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíàÿ ìàññà õàðàêòåðèçóåò èíåð-
öèîííûå ñâîéñòâà ýëåêòðîíà â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå. Îíà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ àòîìîì ðåøåòêè è íå èìååò
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ìàññå ýëåêòðîíà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå.

Ìîæíî ïåðåïèñàòü Cn êàê C(xn = an). Åñëè ââåñòè îäíîìåðíûå
"âåêòîðû"δ1 = a, δ2 = −a îò äàííîãî àòîìà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå
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x = an, ê åãî áëèæàéøèì ñîñåäÿì, òî ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

i~
dC(xn)

dt
= E0C(xn)− γ[C(xn + δ1) + C(xn + δ2)],

êîòîðûé äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àè äâóõ è òðåõ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ èçìåðåíèé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðàìåòð ïåðåñêîêà îäèíàêîâ äëÿ
ïðûæêîâ ýëåêòðîíà êî âñåì áëèæàéøèì ñîñåäÿì, óêàçàííîå îáîáùåíèå
ïðèáëèæåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ èçìåðåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ

i~
dC(Rn)

dt
= E0C(Rn)− γ

∑
l

C(Rn + δl). (2.10)

Rn ïðîáåãàåò ïî àòîìàì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, l íóìåðóåò áëèæàé-
øèõ ñîñåäåé. Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêîé âîëíû

C(Rn) ∝ eiqRn

ïðèâîäèò ê çàêîíó äèñïåðñèè ýëåêòðîíà

E(q) = E0 − γ
∑
l

eiqδl. (2.11)

Çäåñü ñíîâà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êðèñòàëëà èìå-
åòñÿ îäèí àòîì. Âûáîð íà÷àëà îòñ÷åòà ýíåðãèè ïðîèçâîëåí, ïîýòîìó
îáû÷íî ïîëàãàþò E0 = 0.

• Çàäà÷à. Â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä çàêîíà
äèñïåðñèè ýëåêòðîíà â ïðîñòîé êóáè÷åñêîé, ãðàíåöåíòðèðîâàííîé
êóáè÷åñêîé è îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêàõ. Íàé-
òè ýôôåêòèâíóþ ìàññó ýëåêòðîíà, âûðàæåííóþ ÷åðåç ïàðàìåòðû a
è γ. Âû÷èñëèòü âåêòîð ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíà è íàéòè åãî
çíà÷åíèå íà ãðàíèöå ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà. Ñ÷èòàòü, ÷òî â ýëå-
ìåíòàðíîé ÿ÷åéêå íàõîäèòñÿ îäèí àòîì.

Â ñëó÷àå áîëåå ÷åì îäíîãî àòîìà íåîáõîäèìî ââîäèòü ñâîþ àìïëèòó-
äó âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ýëåêòðîíà íà êàæäîì èç àòîìîâ àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â îñíîâíîé ÷àñòè êóðñà äëÿ êîëåáàíèé êðèñòàë-
ëè÷åñêèõ ðåøåòîê ñ áîëåå ÷åì îäíèì àòîìîì â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå.
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Ðèñ. 2.1: Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãðàôåíà. a1,2-áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè. δ1,2,3-
âåêòîðû â íàïðàâëåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

2.2 Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà

Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà ñîñòîèò èç äâóõ ïîäðåøåòîê A è
B, ñì. ðèñ. 2.1. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû

a1 =
a

2
(
√
3, 3),

a2 =
a

2
(−

√
3, 3). (2.12)

Çäåñü è äàëåå
a ≈ 1.42�A (2.13)

åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè óãëåðîäà â ãðàôåíå. Â ïðè-
áëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè òðåáóåòñÿ çàäàòü âåêòîðû â íàïðàâëåíèè áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé. Èç ðèñ. 2.1 î÷åâèäíî, ÷òî òàêèõ âåêòîðîâ òðè:

δ1 =
a

2
(
√
3, 1),

δ2 =
a

2
(−

√
3, 1),

δ3 =
a

2
(0,−2). (2.14)

Ïî÷åìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãðàôåíà ñîäåð-
æèò îäèí àòîìî â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå? Êàçàëîñü áû, âûáðàâ áàçèñíûå
âåêòîðû a1 = δ1 è a1 = δ1 ìîæíî ïðèïèñàòü êàæäîìó àòîìó ðàäèóñ-
âåêòîð Rn = n1a1 + n2a2 ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäíàêî
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îïðåäåëåíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îêðóæåíèå
äàííîãî àòîìà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå íà Rn. Ìåæäó òåì èç ðèñ. 2.1
ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ñäâèã, äîïóñòèì, íà âåêòîð a1 = δ1 ïðèâîäèò ê òî-
ìó, ÷òî ó àòîìà A íå îêàæåòñÿ ïî ñîñåäñòâó òîãî àòîìà B, êîòîðûé áûë
íà êîíöå âåêòîðà δ2 äî ñäâèãà. Îêðóæåíèå èçìåíèëîñü, òî åñòü ðåøåòêà
íå ïåðåøëà â ñåáÿ. Èìåííî ñäâèãè íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ
(2.12), âìåñòå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ââåäåíèÿ äâóõ ïîäðåøåòîê A è B, ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèììåòðèè, ïåðåâîäÿùèìè ðåøåòêó ãðàôåíà
â ñåáÿ.

Äëÿ äâóìåðíîé ñòðóêòóðû íå óäàåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëû äëÿ íà-
õîæäåíèÿ âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè (1.7), ïîýòîìó ñëåäóåò âåðíóòüñÿ
ê èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè

aibj = 2πN,

ãäå N åñòü öåëîå ÷èñëî. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàéòè áàçèñíûå
âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè ãðàôåíà

b1 =
2π

3a
(
√
3, 1),

b2 =
2π

3a
(−

√
3, 1). (2.15)

• Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè ãðàôåíà
äåéñòâèòåëüíî èìåþò óêàçàííûé âèä. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ýëåìåí-
òàðíîé ÿ÷åéêè äëÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåøåòîê ãðàôåíà.

Âñÿ îáðàòíàÿ ðåøåòêà çàäàåòñÿ âåêòîðàìè bm = m1b1 +m2b2, ãäå m1,2-
öåëûå ÷èñëà. Êàê óêàçàíî â ãëàâå 1, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðâîé çîíû Áðèë-
ëþýíà íóæíî â îáðàòíîé ðåøåòêå èç äàííîãî óçëà íàðèñîâàòü âåêòî-
ðû â íàïðàâëåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé è ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿðíûå èì
ëèíèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíó ýòèõ âåêòîðîâ. Ïîëó÷àåòñÿ ãåêñàãî-
íàëüíàÿ (øåñòèóãîëüíàÿ) çîíà Áðèëëþýíà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 2.2. Ó íåé
øåñòü óãëîâ, íî òîëüêî äâà èç íèõ, îáîçíà÷åííûå êàê K è K ′, íåçàâè-
ñèìû. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.2, âåêòîðû â íàïðàâëåíèè íåýêâèâàëåíòíûõ
óãëîâ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà èìåþò âèä

K =
2π

3a

(
1√
3
, 1

)
,

K ′ =
2π

3a

(
− 1√

3
, 1

)
. (2.16)
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Ðèñ. 2.2: Îáðàòíàÿ ðåøåòêà â ãðàôåíå. b1,2-áàçèñíûå âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè.
Çàøòðèõîâàíà ïåðâàÿ çîíà Áðèëëþýíà. K, K ′- âåêòîðû êîíè÷åñêèõ (äèðàêîâñêèõ)
òî÷åê îáðàòíîé ðåøåòêè.

Îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç K è K ′ äîáàâëåíèåì ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè (2.15) ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

• Çàäà÷à. Âûðàçèòü âåêòîðû â íàïðàâëåíèè îñòàâøèõñÿ óãëîâ ïåðâîé
çîíû Áðèëëþýíà ÷åðåç K, K ′, b1 è b2.

2.3 Çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå

Ïîñêîëüêó â êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå ãðàôåíà èìååòñÿ äâå ïîäðå-
øåòêè A è B, íåîáõîäèìî ââåñòè äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà CA è CB, îïèñû-
âàþùèå àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ýëåêòðîíà ñîîòâåòñòâåííî
íà óçëå A, B. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ îò ýíåðãèè ýëåêòðîíà, ëîêà-
ëèçîâàííîãî íà àòîìå ïðè a→ ∞, òîãäà E0 = 0. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
äëÿ ýòèõ àìïëèòóä â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè ýêâèâàëåíòíî äâóì
óðàâíåíèÿì

i~
dCA(rn)

dt
= −γ[CB(rn + δ1) + CB(rn + δ2) + CB(rn + δ3)],

i~
dCB(rn)

dt
= −γ[CA(rn − δ1) + CA(rn − δ2) + CA(rn − δ3)]. (2.17)

Çäåñü ÷åðåç rn îáîçíà÷åí ðàäèóñ-âåêòîð àòîìà â ðåøåòêå, rn = n1a1 +
n2a2, n1,2− öåëûå ÷èñëà. Äëÿ ãðàôåíà ïàðàìåòð ïåðåñêîêà ðàâåí ïðè-
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áëèæåííî
γ ≈ 2.8 ýÂ. (2.18)

Èùåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.17) â âèäå(
CA(rn)
CB(rn)

)
=

(
α
β

)
exp

(
−iEt

~
+ irnk

)
. (2.19)

Òîãäà ïîñòîÿííûå α è β áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

E

(
α
β

)
= −γ

(
0, eikδ1 + eikδ2 + eikδ3

e−ikδ1 + e−ikδ2 + e−ikδ3, 0

)
×

×
(
α
β

)
. (2.20)

Óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ åå îïðå-
äåëèòåëÿ, îòêóäà ïîëó÷àåì ñïåêòð (Óîëëåñ 1947):

E = ±E(k) = ±γ
∣∣eikδ1 + eikδ2 + eikδ3

∣∣ . (2.21)

Çíàêè ýíåðãèè èíòåðïðåòèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â
ñëó÷àå ïîëóïðîâîäíèêîâ. Ñâîáîäíûå ñîñòîÿíèÿ ñ E ≥ 0 ïóñòû. Îíè ìî-
ãóò áûòü çàïîëíåíû ýëåêòðîíàìè, âîçáóæäàåìûìè èç çàïîëíåííûõ ñî-
ñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé E < 0. Åñëè "âûíóòü"ýëåêòðîí èç ñîñòîÿíèÿ ñ îò-
ðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé, òî îáðàçóåòñÿ äûðêà ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (2.21) âûðàæåíèé äëÿ âåêòîðîâ â íàïðàâëåíèè áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé (2.14) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

E = ±γ

√
1 + 4 cos

akx
√
3

2
cos

3aky
2

+ 4 cos2
√
3akx
2

, (2.22)

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî-òàêè ñëîæíîå âûðàæåíèå. Ãðàôè÷åñêîå èçîá-
ðàæåíèå çàêîíà äèñïåðñèè (2.22) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2.3. Îäíàêî äëÿ
ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì êâàçèèìïóëüñîì |k| ≪ ~/a
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî ñèëüíî óïðîñòèòü.

Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ (2.21). Â ñèëó òîãî ÷òî

eiKδ1 + eiKδ2 + eiKδ3 = 0, (2.23)

(àíàëîãè÷íî äëÿ K ′), ýíåðãèÿ â äâóõ íåçàâèñèìûõ óãëàõ ïåðâîé çîíû
Áðèëëþýíà îáðàùàåòñÿ â íóëü, E(K(K ′)) = 0.
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Ðèñ. 2.3: Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîíà îò êâàçèèìïóëüñà â ãðàôåíå. Óâåëè÷åíà îá-
ëàñòü âáëèçè êîíè÷åñêèõ (èëè äèðàêîâñêèõ òî÷åê)K (K ′) (2.16). "Holes"("electrons")
îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâåííî íåçàíÿòûå (çàíÿòûå) ñîñòîÿíèÿ ïðè òåìïåðàòóðå, ðàâíîé íó-
ëþ. Åñëè èç îáëàñòè çàíÿòûõ ñîñòîÿíèé ("electrons") âûíóòü ýëåêòðîí è ïîìåñòèòü
åãî â îáëàñòü ñâîáîäíûõ ñîñòîÿíèé ("holes"), òî â çîíå çàíÿòûõ ñîñòîÿíèé îáðàçó-
åòñÿ äûðêà, à â çîíå ñâîáîäíûõ ñîñòîÿíèé âîçíèêíåò ýëåêòðîí. Êàðòèíà ñïåêòðà è
çàïîëíåíèå çîí òàêèå æå, êàê â ÷èñòîì ïîëóïðîâîäíèêå ñ ùåëüþ, ðàâíîé íóëþ.

• Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.23).

Ðàçëîæèì ýíåðãèþ (2.21) âáëèçè K,K ′,

k = K(K ′) +
p

~
, (2.24)

ñ÷èòàÿ, ÷òî ap/~ ≪ 1. Òîãäà∑
a

eik·δa ≈
∑
a

eiK·δa + i
p

~
∑
a

eiK·δaδa.

ñóììèðîâàíèå èäåò ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì a = 1, 2, 3. Òàêîå æå ñîîòíî-
øåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè çàìåíå K → K ′. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ∑

a

δae
iK·δa =

3ia

2
eiπ/3(1,−i),

∑
a

δae
iK ′·δa = −3ia

2
e−iπ/3(1, i) (2.25)

ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ãðàôåíå,
ñïðàâåäëèâîå âáëèçè îáåèõ òî÷åê K è K ′:

E(px, py) = ± 3

2~
aγ
√
p2x + p2y = ± 3

2~
aγ|p| (2.26)
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Çíàê + (−) â äàííîì ñëó÷àå îòâå÷àåò ýëåêòðîíàì (äûðêàì). Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî âáëèçè óêàçàííûõ òî÷åê çàêîí äèñïåðñèè èìååò òàêîé æå âèä êàê
äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, à ðîëü ñêîðîñòè ñâåòà èãðàåò ñêîðîñòü v = 3

2~aγ.

• Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ
(2.26) âáëèçè òî÷åê K è K ′.

Ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ýíåðãèè âáëèçè óêàçàííûõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îêðóæíîñòü, à ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (E, px, py) îáðàçóåò
êîíóñ. Ñàìè òî÷êè K è K ′ íàçûâàþòñÿ êîíè÷åñêèìè. Ïî ïðè÷èíå, êî-
òîðàÿ áóäåò óêàçàíà íèæå, â ëèòåðàòóðå èõ íàçûâàþò åùå äèðàêîâñêèìè
òî÷êàìè. Îáå äèðàêîâñêèå òî÷êè èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà âíîñÿò îäè-
íàêîâûé âêëàä â ýíåðãèþ, ò.å. èìååòñÿ âûðîæäåíèå. Â íóëåâîì ìàãíèò-
íîì ïîëå êàæäîå ñîñòîÿíèå ñ èìïóëüñîì p èìååò êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ
4 = 2× 2. Îäèí ìíîæèòåëü 2 åñòü âûðîæäåíèå ïî ïðîåêöèè ñïèíà ýëåê-
òðîíà íà îñü z, âòîðîé ìíîæèòåëü ó÷èòûâàåò âêëàä îáåèõ äèðàêîâñêèõ
òî÷åê. Ïîâåðõíîñòü Ôåðìè îòäåëÿåò çàíÿòûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ îò
ñâîáîäíûõ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îíà âûðîæäàåòñÿ â äâå äèðàêîâ-
ñêèå òî÷êè. Â ôåðìè-ñèñòåìå ýíåðãèÿ, îòñ÷èòàííàÿ îò ïîâåðõíîñòè Ôåð-
ìè, ëèíåéíî çàâèñèò îò èìïóëüñà, îòñ÷èòàííîãî îò èìïóëüñà Ôåðìè:

E − EF ≈ ∂E

∂|p|

∣∣∣∣
p=pF

(|p| − pF ) = vF (p− pF ).

Ââèäó òîãî ÷òî çàêîí äèñïåðñèè â ãðàôåíå ëèíååí ïî èìïóëüñó, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü Ôåðìè vF ñâÿçàíà ñ ïàðàìåòðàìè êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè ãðàôåíà ñîîòíîøåíèåì

vF =
3

2~
aγ. (2.27)

Ïîñêîëüêó a = 1.42 �A, γ = 2.8 ýÂ, vF ≈ 9× 107 ñì/ñ, ò.å. vF ≈ c/300.

• Çàäà÷à. Íàéòè ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ν(E) ≡ dN/dE äëÿ çàêî-
íà äèñïåðñèè â ãðàôåíå â ïðèáëèæåíèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.
Óêàçàíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ν(E) =

∑
n δ(E−En), ãäå En åñòü óðîâíè ýíåðãèè ñèñòåìû â çàâèñè-

ìîñòè îò íàáîðà êâàíòîâûõ ÷èñåë n, õàðàêòåðèçóþùèõ åå. Äëÿ ïëîò-
íîñòè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó

ν(E) ≈ g

∫
dDrdDp

(2π~)D
δ(H − E),
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ãäå H åñòü ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, âûðàæåííàÿ ÷åðåç èìïóëüñ è êîîðäè-
íàòó (ãàìèëüòîíèàí), D-ðàçìåðíîñòü êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà,
g-êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ, ò.å. ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñ îäèíàêîâîé ýíåðãè-
åé.

• Çàäà÷à. Íàéòè êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ (äûðîê) è ýëåêòðîííóþ
òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîé ïëîùàäè â ãðàôåíå â çàâèñèìîñòè îò
òåìïåðàòóðû T , ñ÷èòàÿ, ÷òî ãðàôåí ÿâëÿåòñÿ áåñùåëåâûì ïîëóïðî-
âîäíèêîì áåç ïðèìåñåé. Êàê èçìåíèòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ
(äûðîê), åñëè ãðàôåí íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå
E = E0(1, 0), ïàðàëëåëüíîì ïëîñêîñòè ãðàôåíîâîãî ëèñòà? Ïóñòü
T = 1K, à íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿæå-
íèþ Vg = 10 âîëüò. Îöåíèòü îòíîøåíèå êîíöåíòðàöèé äëÿ ñëó÷àåâ
òåðìè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ è âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñäåëàííîå ïðèáëèæåíèè äëèííûõ âîëí |p| ≪ ~/a
àíàëîãè÷íî ïðèáëèæåíèþ, ïðèìåíÿåìîìó ïðè ðàññìîòðåíèè êîëåáà-
íèé àòîìîâ â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Òàì äîâîëüíî ñëîæíûé çàêîí äèñïåðñèè àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ω ∝
sin ka/2 â ïðåäåëå äëèííûõ âîëí ïåðåõîäèò â ïðîñòîé ëèíåéíûé çàêîí
ω ∝ k.

2.4 "Óðàâíåíèå Äèðàêà"äëÿ ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå

Ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèè íà íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà ãðàôå-
íà (2.20) ðàçëîæåíèå (2.24). Ñäåëàåì ýòî âíà÷àëå âáëèçè K. Äëÿ ýòîãî
ó÷òåì ñîîòíîøåíèå (2.23) è ñîîòíîøåíèÿ (2.25). Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé

E

(
α
β

)
= vF

(
0 eiπ/3(px − ipy)

e−iπ/3(px + ipy) 0

)(
α
β

)
. (2.28)

Â ñîîòâåòñòâèå ñ ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû íàéäåì ñíà÷àëà çíà÷åíèÿ
ýíåðãèè E, ïðèðàâíÿâ íóëþ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè (2.28).
Ïîëó÷èì

E = ±vF
√
p2x + p2y,
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÷òî ñîâïàäàåò ñ (2.26). Ïîñòóëèðóåì óñëîâèå íîðìèðîâêè àìïëèòóä âå-
ðîÿòíîñòè α è β â âèäå |α|2 + |β|2 = 1. Íîðìèðîâàííûå òàêèì óñëîâè-
åì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.28) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âáëèçè äèðàêîâñêîé òî÷êè K èìååì(

α±
β±

)
=

1√
2

(
1

±ei(φp−π/3)

)
, (2.29)

ãäå âåðõíèé (íèæíèé) çíàê ñëåäóåò áðàòü äëÿ ýíåðãèè E = +vF |p| (E =
−vF |p|). Çäåñü è äàëåå

φp = arctg
py
px

(2.30)

åñòü àçèìóòàëüíûé óãîë â ïëîñêîñòè (px, py) äâóìåðíîãî èìïóëüñíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé çàäà÷è îá ýëåêòðîííîì ñïåêòðå ãðà-
ôåíà (2.19) âûçûâàåò àññîöèàöèè ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì 1/2. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äâóõ-
ðÿäíûìè ñïèíîðîìè, òî åñòü ñòîëáöàìè èç äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïðè ïîâîðîòàõ ñèñòåìû êîîð-
äèíàò. Èìåííî, ïðè ïîâîðîòå íà óãîë θ âîêðóã îñè, õàðàêòåðèçóåìîé åäè-
íè÷íûì âåêòîðîì ν, ñïèíîð ïðåîáðàçóåòñÿ êàê(

ψ′
1

ψ′
2

)
= e−iθ(ν·σ)/2

(
ψ1

ψ2

)
. (2.31)

Çäåñü σ = (σx, σy, σz) îáîçíà÷àåò òðîéêó ìàòðèö Ïàóëè:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (2.32)

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îáû÷íîãî ñïèíà 1/2 âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) êîìïîíåíòà
ñïèíîðà åñòü àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ïðîåêöèþ ñïèíà íà îñü
sz = +1/2 (sz = −1/2).

Â ñëó÷àå ãðàôåíà ôèçèêà çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ñòîëáöîì òàêæå èç äâóõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë CA,B (2.19). Îäíàêî îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçà-
íû ïîä÷èíÿòñÿ ñïèíîðíîìó çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.31) ïðè ïîâîðîòàõ
â ïëîñêîñòè xy. Òåì íå ìåíåå ôèçèêè, êîòîðûå çàíèìàþòñÿ òåîðåòè÷å-
ñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ ãðàôåíà, ïðåäëîæè-
ëè áóêâàëüíî ñâÿçàòü ýòî ôîðìàëüíîå ñâîéñòâî ðåøåíèé ñ òàê íàçûâà-
åìûì ïñåâäîñïèíîì. Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïñåâäîñïèíà â
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ãðàôåíå âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) êîìïîíåíòà ñïèíîðà îïèñûâàåò àìïëèòóäó
âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ýëåêòðîí íà óçëå A (B) êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
øåòêè. Ïîñêîëüêó çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðîâ ïðè ïîâîðîòàõ (2.31)
ñîäåðæèò ïîëîâèííûå óãëû, ïñåâäîñïèíîðíîå ðåøåíèå â ãðàôåíå (2.29)
óäîáíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå ÷åðåç ïîëîâèííûé óãîë. Äëÿ
ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû âåðîÿò-
íîñòè CA,B ìîæíî óìíîæàòü íà îáùèé ôàçîâûé ìíîæèòåëü. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà íà óçëàõ A è
B ðàâíû |CA|2 è |CB|2. Óìíîæàÿ ðåøåíèå (2.29) íà e−i(φp/2−π/6) ïîëó÷èì(

α±
β±

)
=

1√
2

(
e−i(φp/2−π/6)

ei(φp/2−π/6)

)
, (2.33)

Îò ñëàãàåìîãî π/6 â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ìîæíî èçáàâèòüñÿ, ñîâåð-
øèâ ïîâîðîò â xy-ïëîñêîñòè íà óãîë π/6. Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (2.31) íîâûé ñïèíîð(

α′
±
β′
±

)
= e−iσzπ/6

(
α±
β±

)
=

1√
2

(
e−iφp/2

±eiφp/2

)
,

óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

±|E|
(
α′
±
β′
±

)
= vF

(
0 px − ipy

px + ipy 0

)(
α′
±
β′
±

)
=

= vF (pxσx + pyσy)

(
α′
±
β′
±

)
, (2.34)

ãäå σx è σy åñòü äâå èç òðåõ ìàòðèö Ïàóëè (2.32). Åñëè ñ÷èòàòü ìàò-
ðèöû Ïàóëè σx, σy êîìïîíåíòàìè äâóìåðíîãî ìàòðè÷íîãî âåêòîðà σ⊥ =
(σx, σy) è ââåñòè ñïèíîð

ϕK ≡ ϕK(p) =

(
ϕA,K(p)
ϕB,K(p)

)
≡
(
α′
±
β′
±

)
è äâóìåðíûé âåêòîð p = (px, py), òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (2.34) äëÿ
îáîèõ çíàêîâ ýíåðãèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

EϕK = vF (σ⊥p)ϕK . (2.35)

Çäåñü èíäåêñ K ó ñïèíîðà ψ ÿâíî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî óðàâíåíèå ñïðà-
âåäëèâî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ êâàçèèìïóëüñà îò äèðàêîâ-
ñêîé òî÷êè K.
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• Çàäà÷à. Ïîâòîðèòü ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå â îêðåñòíîñòè âòîðîé
äèðàêîâñêîé òî÷êè K ′ è ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
èìååò âèä

EϕK ′(p) = vF (−pσ∗
⊥)ϕK ′(p). (2.36)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçëî-
æåíèåì îêîëî òî÷êè K ñîñòîèò â çàìåíå px → −px.

Óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõðÿäíûõ ñïèíîðîâ (2.35) è (2.36) ìîæíî îáúåäèíèòü
â îäíî óðàâíåíèå äëÿ ÷åòûðåõðÿäíîãî ñïèíîðà

Φ(p) =


ϕA,K(p)
ϕB,K(p)
−ϕB,K ′(p)
ϕB,K ′(p)

 . (2.37)

Îíî èìååò âèä
vF (Σ⊥p)Φ(p) = EΦ(p), (2.38)

ãäå 4× 4 âåêòîð-ìàòðèöà Σ⊥ èìååò âèä

Σ⊥ =

(
σ⊥ 0
0 σ⊥

)
.

• Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå.

Óäîáñòâî òàêîé çàïèñè ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (2.38) äëÿ ñïèíî-
ðà Φ èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä êàê óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ áåçìàññî-
âîãî ýëåêòðîíà â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè â ñëó÷àå äâèæåíèÿ,
îãðàíè÷åííîãî äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè èçìåðåíèÿìè. Èìåííî ïî ýòîé
ïðè÷èíå òî÷êè èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà K è K ′ íàçûâàþòñÿ äèðàêîâ-
ñêèìè òî÷êàìè. Îòëè÷èå îò èñòèííîãî áåçìàññîâîãî ýëåêòðîíà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ðîëü ñêîðîñòè ñâåòà â ñëó÷àå ãðàôåíà èãðàåò ñêîðîñòü Ôåðìè
vF , à ðîëü ñïèíà èãðàåò ïñåâäîñïèí, îïåðàòîð êîòîðîãî è ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ìàòðèöåé Σ⊥.

À êàê áûòü ñ îáû÷íûì ýëåêòðîííûì ñïèíîì? Ðàçóìååòñÿ, ýòà êâàíòî-
âàÿ õàðàêòåðèñòèêà íèêóäà íå äåâàåòñÿ è â ñëó÷àå ãðàôåíà. Äëÿ åå ó÷åòà
êàæäóþ èç êîìïîíåíò êâàçèñïèíîðà Φ (2.37) ñëåäóåò â ñâîþ î÷åðåäü ñ÷è-
òàòü äâóõêîìïîíåíòíûì ñïèíîðîì, îïèñûâàþùèì àìïëèòóäó âåðîÿòíî-
ñòè ýëåêòðîíó èìåòü ïðîåêöèþ ñïèíà íà îñü z, ðàâíóþ +1/2 èëè −1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà â ãðàôåíå
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íåîáõîäèìî óêàçàòü, âî-ïåðâûõ, íà êàêîì èç óçëîâ êðèñòàëëè÷åñêîé, A
èëè B, îí ëîêàëèçóåòñÿ â ïðèáëèæåíèè, çàïðåùàþùåì åãî ïåðåñêîê íà
ñîñåäíèé óçåë. Âî-âòîðûõ, îò êàêîé èç äâóõ äèðàêîâñêèõ òî÷åê èìïóëüñ-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, K èëè K ′ ñëåäóåò îòñ÷èòûâàòü åãî èìïóëüñ â ïðè-
áëèæåíèè äëèííûõ âîëí |p| ≪ ~/a. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
E ≪ γ. Õîòÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå γ ≈ 3 ýÂ, â ýêñïåðèìåíòàõ
ñ ãðàôåíîì íå íàáëþäàëîñü îòêëîíåíèé îò ëèíåéíîãî çàêîíà äèñïåðñèè
âïëîòü äî íàïðÿæåíèé ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ âîëüò. Â-òðåòüèõ,
íåîáõîäèìî óêàçàòü çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè íà îñü z åãî ñïèíà. Èòîãî, òðåáó-
åòñÿ âîñåìü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Àíàëîãèÿ çàäà÷è î íàõîæäåíèè óðîâíåé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ãðàôåíå
ñ ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêîé áåçìàññîâîãî çàðÿæåííîãî ôåð-
ìèîíà ïîðîäèëà áîëüøîå ÷èñëî òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, â êîòîðûõ ïðåäëà-
ãàëîñü ìîäåëèðîâàòü â ãðàôåíå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèé òàêîãî ôåðìè-
îíà ñ âíåøíèìè ïîëÿìè. Èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì ïîäîãðåâàëñÿ òåì îá-
ñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèé ðåàëüíûõ óëüòðà-
ðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ íóæíû äîðîãîñòîÿùèå óñêîðèòåëè çàðÿæåí-
íûõ ÷àñòèö, òîãäà êàê èçãîòîâëåíèå è èññëåäîâàíèå ãðàôåíà íå òðåáóåò
ñòîëü çíà÷èòåëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò è óñèëèé êàê ïðè ñîçäàíèè
óñêîðèòåëåé â ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé.

Âåðíåìñÿ ê äâóìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êâàçèñïèíîðà âáëèçè òî÷êè
K è âñïîìíèì, ÷òî åãî êîìïîíåíòû ϕA è ϕB ÿâëÿþòñÿ àìïëèòóäàìè
âåðîÿòíîñòè (âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè) â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, îò-
âå÷àþùèìè àìïëèòóäàì âåðîÿòíîñòè íàéòè ýëåêòðîí, ëîêàëèçîâàííûé
íà óçëå ðåøåòêè A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü óðàâíå-
íèå (2.35) óðàâíåíèåì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Åñëè ââåñòè ñïèíîð
â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

ψK(x) =

(
ψA,K(x)
ψB,K(x)

)
,

ãäå x = (x, y) ≡ rn, òî ìîæíî çàïèñàòü ýêâèâàëåíò óðàâíåíèÿ (2.35) â
êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå:

EψK(x) = −i~vF (σ⊥∇⊥)ψK(x), (2.39)

∇⊥ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y). Áûëî ó÷òåíî, ÷òî îïåðàòîð èìïóëüñà äâóõ ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ èçìåðåíèÿõ ðàâåí p̂ = −i~( ∂
∂x ,

∂
∂y). Íàïîìíèì, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâ-
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íåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì. Îíî ñïðàâåäëèâî â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ
êâàçèèìïóëüñîâ.
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Ãëàâà 3

Ãðàôåí â ìàãíèòíîì ïîëå.

Óäèâèòåëüíûì îêàçàëîñü òî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ôîðìàëüíûé ñïîñîá ââå-
äåíèÿ ïñåâäîñïèíà ýòà ñòåïåíü ñâîáîäû ñîâåðøåííî íåäâóñìûñëåííî ïðî-
ÿâèëàñü â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ãðàôåíîì, ïîìåùåííûì â ïîñòîÿííîå îäíî-
ðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Ðàññìîòðèì ïîýòîìó çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âîë-
íîâûõ ôóíêöèé è óðîâíåé ýíåðãèè (óðîâíåé Ëàíäàó) â ýòîé ñèòóàöèè.
Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì ñïðàâåäëèâ ëèíåéíûé
çàêîí äèñïåðñèè, òî åñòü ïðè êâàçèèìïóëüñå ýëåêòðîíà âáëèçè îäíîé èç
íàéäåííûõ äèðàêîâñêèõ òî÷åê.

3.1 Óðîâíè Ëàíäàó ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà êâàíòîâîé ìåõàíèêå, âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
îïèñûâàåìîãî âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A, íà ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ
÷àñòèöû ó÷èòûâàåòñÿ ïóòåì çàìåíû îïåðàòîðà èìïóëüñà p̂ íà îïåðàòîð
p̂− e

cA, ãäå e-çàðÿä ÷àñòèöû. Äëÿ ýëåêòðîíà e = −|e|. Èíîãäà ýòó ïðîöå-
äóðó íàçûâàþò "óäëèíåíèåì ïðîèçâîäíîé"ââèäó òîãî, ÷òî îïåðàòîð èì-
ïóëüñà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì
ãðàäèåíòà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàôåí ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè (x, y), à
íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ B = [∇ ×A] íàïðàâëåíà âäîëü îñè z.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà â îêðåñòíîñòè äèðàêîâñêîé
òî÷êè K è äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèì ýòîò èíäåêñ ó êâàçèñïèíîðà. Ïðåíå-
áðåæåì íà âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèåì îáû÷íîãî ñïèíà ýëåêòðîíà ñ ìàãíèò-
íûì ïîëåì. ×óòü íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ, èñïîëüçóåìîãî â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ãðàôåíîì, ýòî ïðèáëèæåíèå
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ñïðàâåäëèâî. Òîãäà óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé äàþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

Eψ = vF

(
σ⊥,−i~∇⊥ − e

c
A
)
ψ. (3.1)

Äâóìåðíûé âåêòîð-ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ óäîáíî âûáðàòü â êàëèá-
ðîâêå Ëàíäàó A = B(−y, 0). Òîãäà óðàâíåíèå (3.1) äëÿ ψ ≡ ψ(x, y)
çàïèøåòñÿ â âèäå

Eψ = vF

[
σx

(
−i~∂ψ

∂x
− |e|By

c
ψ

)
− σyi~

∂ψ

∂y

]
. (3.2)

Ó÷òåíî, ÷òî äëÿ ýëåêòðîíà e = −|e|. Îïåðàòîð

Ĥ = vF

[
σx

(
−i~ ∂

∂x
− |e|By

c

)
− σyi~

∂

∂y

]
(ãàìèëüòîíèàí) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, äåéñòâóþùèé íà ñïèíîð ψ,
íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x, ïîýòîìó êîììóòàòîð åãî ñ îïåðàòîðîì x-
êîìïîíåíòû èìïóëüñà ðàâåí íóëþ, [Ĥ, p̂x] = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå px, p̂xψ = pxψ, ñîõðàíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ψ ìîæíî èñêàòü
ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

ψ ≡ ψ(x, y) = eipxx/~
(
φ1(y)
φ2(y)

)
. (3.3)

Äëÿ φ1 è φ2 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Eφ1 = vF

(
px −

|e|B
c
y − ~∂y

)
φ2,

Eφ2 = vF

(
px −

|e|B
c
y + ~∂y

)
φ1. (3.4)

Åñëè E ̸= 0, òî ìîæíî âûðàçèòü φ1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèòü
âî âòîðîå. Ïîëó÷èì

E2φ2 = v2F

(
px −

|e|B
c
y + ~∂y

)(
px −

|e|B
c
y − ~∂y

)
φ2.

Ðàñêðûâ ïðîèçâåäåíèå, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

d2φ2

dy2
+

[(
E

~vF

)2

+
|e|B
~c

−
(
|e|B
~c

)2(
y − cpx

|e|B

)2
]
φ2 = 0, (3.5)

35

© www.phys.nsu.ru



êîòîðîå ïî ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíûì
óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà

d2ψ

dy2
+

[
2mE

~2
−
(mω

~

)2
(y − y0)

2

]
ψ = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ψ(y) = ψosc
n (y−y0), E = En = ~ω(n+1/2),

n = 0, 1, · · · , ãäå

ψosc
n (y − y0) =

(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

e−
mω
2~ (y−y0)

2

Hn

(
(y − y0)

√
mω

~

)
,

Hn-ïîëèíîì Ýðìèòà ïîðÿäêà n. Óðàâíåíèå (3.5) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Øðåäèíãåðà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê

ω → |e|B
mc

,
2mE

~2
→
(
E

~vF

)2

+
|e|B
~c

, y0 →
cpx
|e|B

. (3.6)

Ïîëó÷àåì

E2
n =

2|e|B~
c

v2Fn,

îòêóäà íàõîäèì óðîâíè ýíåðãèè

En = ±vF

√
2|e|~B
c

n1/2, (3.7)

n = 1, 2, · · · . Îòìåòèì, ÷òî n = 0 èñêëþ÷åíî ââèäó òîãî, ÷òî èùóòñÿ
ðåøåíèÿ ñ E ̸= 0. Çíàê + îòâå÷àåò ýëåêòðîíàì, çíàê − äûðêàì. Íà-
ïîìíèì, ÷òî óðîâíè Ëàíäàó íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà â îäíîðîäíîì
ìàãíèòíîì ïîëå äàþòñÿ âûðàæåíèåì

En =
|e|~B
mc

(
n+

1

2

)
, (3.8)

n = 0, 1, · · · . Íèæíÿÿ êîìïîíåíòà ïñåâäîñïèíîðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà êàê

φ2,n(y) = ψosc
n (y − y0), (3.9)

ãäå

y0 =
cpx
|e|B

. (3.10)
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Âåðõíÿÿ êîìïîíåíòà ïñåâäîñïèíîðà ïðè E ̸= 0 âû÷èñëÿåòñÿ èç ïåðâî-
ãî óðàâíåíèÿ (3.4)

φ1,n = − vF
En

[
|e|B
c

(y − y0) + ~
d

dy

]
φ2,n.

Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà. Ìû, îäíàêî, âîñïîëüçóåìñÿ
óäîáíûì ìåòîäîì îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ óæå âûïèñàííûõ ïîäñòàíîâîê
(3.6) è âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà ñ ìàññîé m è ÷àñòîòîé ω,

â =

√
1

2m~ω

(
mωy + ~

d

dy

)
,

óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî óêàçàííûé âûøå îïåðàòîð â êâàäðàòíûõ ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì óíè÷òîæåíèÿ
îñöèëëÿòîðà ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ y0:

â =

√
c

2|e|~B

[
|e|B
c

(y − y0) + ~
d

dy

]
.

Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà â íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ãà-
ìèëüòîíà îñöèëëÿòîðà èçâåñòåí: âψosc

n =
√
nψosc

n−1. Ïîýòîìó âåðõíÿÿ êîì-
ïîíåíòà ïñåâäîñïèíîðà φ1 ïðèíèìàåò âèä

φ1,n = − vF
En

[
|e|B
c

(y − y0) + ~
d

dy

]
φ2,n = ∓ 1√

n
âψosc

n = ∓ψosc
n−1, (3.11)

ãäå çíàê ∓ ñîîòíîñèòñÿ ñî çíàêîì ± â âûðàæåíèè äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè
(3.7). Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü

√
n, âîçíèêàþùèé ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà

óíè÷òîæåíèÿ, ñîêðàòèëñÿ ñ òàêèì æå ìíîæèòåëåì îò En â çíàìåíàòåëå
âûðàæåíèÿ (3.11). Åñëè ïî àíàëîãèè ñî ñïèíîðîì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
ýëåêòðîíà íîðìèðîâàòü ïñåâäîñïèíîð óñëîâèåì∫ Lx/2

−Lx/2

dx

∫ ∞

−∞
dy(|ψ1n|2 + |ψ2n|2) = 1,

òî íîðìèðîâàííûé ïñåâäîñïèíîð ψn(x, y), îòâå÷àþùèé ýíåðãèè En ̸= 0
(3.7) çàïèøåòñÿ â âèäå

ψn(x, y) =
1√
2Lx

eipxx/~
(

∓ψosc
n−1(y − y0)

ψosc
n (y − y0)

)
. (3.12)
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Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàòóõàíèÿ y-çàâèñèìîñòè ïñåâ-
äîñïèíîðà ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ −Ly/2 ≤ y ≤ Ly/2 ïî y â óñëîâèè
íîðìèðîâêè áûëè çàìåíåíû íà ±∞.

Îäíîé èç íàèáîëåå ÿðêèõ îñîáåííîñòåé óðîâíåé Ëàíäàó â ãðàôåíå,
îòëè÷àþùåé åãî ñèòóàöèè êâàçè÷àñòèö ñ êâàäðàòè÷íûì çàêîíîì äèñïåð-
ñèè, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå óðîâíÿ ñ ýíåðãèåé, ðàâíîé íóëþ. Äëÿ òîãî ÷òîáû
íàéòè ïñåâäîñïèíîð, îòâå÷àþùèé E = 0, âîçüìåì ïåðâîå èç óðàâíåíèé
(3.4), ïîäñòàâèì â íåãî E = 0 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ
φ2,0(y): [

d

dy
+

|e|B
~c

(y − y0)

]
φ2,0 = 0.

Åãî ðåøåíèå èìååò âèä φ2,0(y) = ψosc
0 (y − y0), òî åñòü ñîâïàäàåò ñ âîë-

íîâîé ôóíêöèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âåðõíÿÿ êîìïîíåíòà ïñåâäîñïèíî-
ðà îáðàòèëàñü â íóëü, φ1,0(y) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ (3.4) ïðè E = 0 íàõîäèì ôèçè÷åñêè áåññìûñëåííîå ðåøåíèå
φ1,0(y) ∝ eeB(y2−2yy0)/2~c, êîòîðîå íåâîçìîæíî íîðìèðîâàòü. Èòàê, ïñåâ-
äîñïèíîð, îòâå÷àþùèé óðîâíþ Ëàíäàó ñ ýíåðãèåé E = 0, èìååò âèä

ψ0(x, y) =
1√
Lx

eipxx/~
(

0
ψosc
0 (y − y0)

)
. (3.13)

Íàéäåííûå â ãðàôåíå óðîâíè Ëàíäàó (3.7) ñèëüíî âûðîæäåíû. Íàé-
äåì êðàòíîñòü èõ âûðîæäåíèÿ. Ïîñêîëüêó â èñõîäíîì ïðèáëèæåíèè
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ýíåðãèÿ è êâàçèèìïóëüñ ýëåêòðîíà ìàëû, äåòàëè
êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåñóùåñòâåííû ââèäó áîëüøîé äëèíû âîë-
íû ýëåêòðîíà. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî è â çàäà÷å îá óðîâíÿõ Ëàíäàó â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ãðàôåíîâûé ëèñò èìååò ðàçìåðû Lx×Ly. Êàê ïðèíÿòî â ôèçèêå òâåðäî-
ãî òåëà, êîíå÷íûå ðàçìåðû êðèñòàëëà ó÷òåì ñ ïîìîùüþ ïåðèîäè÷åñêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè:

ψ(x+ Lx, y) = ψ(x, y).

Ïîñêîëüêó x-êîìïîíåíòà èìïóëüñà ïîñòîÿííà, è çàâèñèìîñòü ïñåâäîñïè-
íîðà îò x èçâåñòíà (3.3), ïîëó÷àåì eipx(x+Lx)/~ = eipxx/~, îòêóäà ñëåäóåò
óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ px = 2π~nx/Lx, ãäå nx = 0,±1, · · · . Ñ ó÷åòîì (3.10)
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ýòî ýêâèâàëåíòíî êâàíòîâàíèþ "öåíòðà îðáèòû"

y0 = nx∆y0, ∆y0 =
2π~c
|e|BLx

.

Óðîâíè Ëàíäàó íå çàâèñÿò îò y0, òîãäà êàê âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (ïñåâäî-
ñïèíîð) ðàçëè÷íà äëÿ ðàçíûõ y0. Èíûìè ñëîâàìè, ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ
èìåþò îäíó è òó æå ýíåðãèþ. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíî ÷èñëó
"êâàíòîâ"y-êîîðäèíàòû

Ly

∆y0
=

|e|B
2π~c

LxLy,

óêëàäûâàþùèõñÿ íà äëèíå Ly.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ g íàäî ó÷åñòü íåñêîëüêî ìî-

ìåíòîâ. Âî-ïåðâûõ, óðîâåíü ýíåðãèè ýëåêòðîíà ðàñùåïëÿåòñÿ â ìàãíèò-
íîì ïîëå íà äâà ìàãíèòíûõ ïîäóðîâíÿ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâ-
íî

∆Emagn = 2|µB|B =
|e|~
mec

B,

ãäå µB− ìàãíåòîí Áîðà. Ìåæäó òåì âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé Ëàí-
äàó ñ n ∼ 1 ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà∆E ∼ vF

√
2|e|~B/c. Òèïè÷íûå

çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ãðàôåíîì
ñîñòàâëÿåò B ∼ 10 òåñëà, èëè 105 ãàóññ. Îòíîøåíèå ðàñùåïëåíèÿ ìàã-
íèòíûõ ïîäóðîâíåé ê ðàçíîñòè ýíåðãèé ñîñåäíèõ óðîâíåé Ëàíäàó ïðè íå
ñëèøêîì áîëüøèõ n îöåíèâàåòñÿ êàê

∆Emagn

vF
√

|e|~B/c
∼ 10−2 ≪ 1.

Ïîýòîìó ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðàñùåïëåíèåì ìàãíèò-
íûõ ïîäóðîâíåé è ñ÷èòàòü, ÷òî ñïèíîâàÿ êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ðàâ-
íà äâóì. Âî-âòîðûõ, âñïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ â îêðåñò-
íîñòè äèðàêîâñêîé òî÷êè K â ïðîñòðàíñòâå êâàçèèìïóëüñîâ. Ïåðåõîä
ê îêðåñòíîñòè äèðàêîâñêîé òî÷êè K ′ ñâîäèòñÿ ê çàìåíå â ðåøåíèè
px → −px. Ñì. óðàâíåíèå (2.36) è îòíîñÿùóþñÿ ê íåìó çàäà÷ó. Ýòà
çàìåíà äàåò äðóãóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ, îòâå÷àþùóþ òîé æå ýíåðãèè
En ̸= 0 (3.7), ÷òî è ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè K, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè-
âîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó äâóêðàòíîìó âûðîæäåíèþ. Ôàêòè÷åñêè îíî
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ñâÿçàíî ñ äâóìÿ ïîäðåøåòêàìè A è B â ãðàôåíå, òî åñòü ñ ïñåâäîñïè-
íîì. Ïî àíàëîãèè ñ (ïðèáëèæåííûì) ñïèíîâûì âûðîæäåíèåì åãî ìîæíî
íàçâàòü ïñåâäîñïèíîâûì âûðîæäåíèåì.

Èòàê, ñ ó÷åòîì êâàíòîâàíèÿ êîîðäèíàòû öåíòðà îðáèòû êðàòíîñòü
âûðîæäåíèÿ óðîâíåé Ëàíäàó ñ En ̸= 0 â ãðàôåíå ðàâíà

gn̸=0 =
eB

2π~c
LxLy × 2× 2. (3.14)

Îäíàêî â ñëó÷àå óðîâíÿ ýíåðãèè E = 0 ïñåâäîñïèíîâîå âûðîæäåíèå îò-
ñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó ýëåêòðîí çàíèìàåò òîëüêî ñîñòîÿíèå ñ ëîêàëèçàöè-
åé íà ïîäðåøåòêå B: âåðõíÿÿ êîìïîíåíòà ïñåâäîñïèíîðà (3.13) îáðàùà-
åòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ E = 0 â äâà ðàçà
ìåíüøå:

gn=0 =
eB

2π~c
LxLy × 2× 1. (3.15)

Óêàçàííîå ðàçëè÷èå â êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ óðîâíåé Ëàíäàó (3.14) è
(3.15) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ôàêòîðîì â îáúÿñíåíèè àíîìàëüíîãî êâàíòî-
âîãî ýôôåêòà Õîëëà â ãðàôåíå.

Ïåðâîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ïîëó÷åííîé êàðòèíû óðîâ-
íåé Ëàíäàó, âêëþ÷àÿ óðîâåíü ñ ýíåðãèåé, ðàâíîé íóëþ, áûëî ïîëó÷åíî
â ðàáîòå Guohong Li and Eva Y. Andrei, Nature Physics, 3, 623 (2007)
[arXiv:0705.1185], âûïîëíåííîé â 2007 ãîäó. Åå îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 3.1, âçÿòîì èç óêàçàííîé ðàáîòû. Íà íåì ïîêàçàíû ðå-
çóëüòàòû èçìåðåíèÿ òóííåëüíîãî òîêà ñêàíèðóþùåãî ýëåêòðîííîãî ìèê-
ðîñêîïà ñ ïîâåðõíîñòè ãðàôèòà â ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåííîì ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè. Ïîñêîëüêó ãðàôèò ýòî ñòîïêà ãðàôåíîâûõ ëè-
ñòîâ, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíî-
ãî ãðàôèòà âûÿâÿò êàêèå-òî îñîáåííîñòè ãðàôåíà. Òàê è îêàçàëîñü. Êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.1 a, â çàâèñèìîñòè òóííåëüíîãî òîêà îò íàïðÿæåíèÿ
èìåþòñÿ ïèêè. Îñîáî îòìåòèì ïèê A, ïîëîæåíèå êîòîðîãî íå çàâèñèò îò
íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îí è îòâå÷àåò óðîâíþ ñ íóëåâîé ýíåð-
ãèåé, ÿâëÿþùåìóñÿ "âèçèòíîé êàðòî÷êîé"ãðàôåíà. Äðóãèå ïèêè çàâèñÿò
îò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò íàïðÿæåí-
íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B ïîêàçàíà àâòîðàìè íà ðèñ. 3.1 b,c. Çàâèñèìîñòü
∝

√
B õàðàêòåðèçóåò íåíóëåâûå óðîâíè ýíåðãèè â îäíîñëîéíîì ãðàôåíå

(3.7). Íî åñòü è äðóãèå ïèêè ñ çàâèñèìîñòüþ ∝
(√

B
)2

= B, êàê äëÿ
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Ðèñ. 3.1: Ýêñïåðèìåíòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî óðîâíåé Ëàíäàó â ãðàôåíå.

ïèêà, îáîçíà÷åííîãî Z. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü óðîâíÿ ýíåðãèè îò íàïðÿ-
æåííîñòè õàðàêòåðíà äëÿ óðîâíåé Ëàíäàó â 3D-ñòðóêòóðàõ (3.8). Îíà
ïðîÿâèëàñü â ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïëîñêèìè ãðàôåíîâûìè ëè-
ñòàìè, ó÷åò êîòîðîé ïðèâîäèò ê âåòâè â çàêîíå äèñïåðñèè, êâàäðàòè÷íî
çàâèñÿùåé îò êâàçèèìïóëüñà è, ñëåäîâàòåëüíî, ê îáû÷íûì 3D-óðîâíÿì
Ëàíäàó. Â ðàáîòå David L. Miller, et al., Science 324, 924 (2009) àíàëîãè÷-
íûé ýêñïåðèìåíò áûë âûïîëíåí ñ ëèñòîì ãðàôåíà íà êðåìíèåâîé ïîä-
ëîæêå. Â ðåçóëüòàòå áûëè âûÿâëåíû ëèøü óðîâíè ýíåðãèè ñ çàâèñèìî-
ñòüþ ∝

√
B îò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ñîãëàñèè ñ ôîðìóëîé

(3.7).

3.2 Êâàíòîâûé öåëî÷èñëåííûé ýôôåêò Õîëëà â ïî-

ëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ.

Íàïîìíèì, â ÷åì ñîñòîèò ñóùíîñòü êâàíòîâîãî öåëî÷èñëåííîãî ýô-
ôåêòà Õîëëà. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïðîïóñêàíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ñ
ïëîòíîñòüþ jx (èìåþùåé ñìûñë çàðÿäà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç åäèíèöó ïî-
âåðõíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîòîêó, â åäèíèöó âðåìåíè), òåêóùåãî â
x−íàïðàâëåíèè, ÷åðåç ïîëóïðîâîäíèê, ïîìåùåííûé â îäíîðîäíîå ìàã-
íèòíîå ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ B â z−íàïðàâëåíèè, â y−íàïðàâëåíèè âîç-
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Ðèñ. 3.2: Öåëî÷èñëåííûé êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðî-
ñòðóêòóðàõ [3]. Òåìïåðàòóðà T = 8 × 10−3 K. Ïëîòíîñòü íîñèòåëåé îòâå÷àåò íàïðÿ-
æåíèþ íà çàòâîðå Vg = 0 âîëüò.

íèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ Ey òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

jx = σxyEy,

ãäå

σxy =
1

RH
=
enc

B
. (3.16)

ßâëåíèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Õîëëà è ñëóæèò îäíèì èç ìåòîäîâ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ çàðÿäà e è ïëîòíîñòè n íîñèòåëåé â ïîëó-
ïðîâîäíèêàõ (èìåþùåé ñìûñë ÷èñëà çàðÿäîâ â åäèíèöå îáúåìà). Çäåñü
σxy−õîëëîâñêàÿ ïðîâîäèìîñòü, RH-õîëëîâñêîå ñîïðîòèâëåíèå. Çàâèñè-
ìîñòü õîëëîâñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ëèíåéíà: RH =
B/enc. Óäèâèòåëüíîå ÿâëåíèå, îáíàðóæåííîå â 1980 ã. íåìåöêèì ôèçèêîì
Ê. ôîí Êëèòöèíãîì, ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîëëîâñêîå ñîïðîòèâëåíèå (ðàâ-
íî êàê è õîëëîâñêàÿ ïðîâîäèìîñòü) äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà â ïî-
ëóïðîâîäíèêå ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ âûõîäèò íà ïëîñêèå ó÷àñòêè, ïåðåñòàâàÿ çàâèñåòü îò B. Ýëåêòðîí-
íûé ãàç â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ áûë ýôôåêòèâíî äâóìåðíûì â ïëîñêîñòè,
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ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàãíèòíîìó ïîëþ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî âîçáóæäåííûå
óðîâíè ýíåðãèè äâèæåíèÿ âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îòäåëåíû îò îñíîâíîãî
óðîâíÿ áîëüøîé ùåëüþ. Ýòî äîñòèãàëîñü ïðè òåìïåðàòóðàõ T ∼ 10−3K
ïðè íàëîæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ ýëåêòðîíîâ â ïîëóïðîâîäíèêå â çîíå ïðîâîäèìîñòè ïðèáëèæåííî
ñïðàâåäëèâ êâàäðàòè÷íûé çàêîí äèñïåðñèè E(p) = E0 + p2/2m∗, ãäå m∗

îáîçíà÷àåò ýôôåêòèâíóþ ìàññó. Â ýòîì ñëó÷àå óðîâíè Ëàíäàó ïîïåðå÷-
íîãî äâèæåíèÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì êâàíòóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
âûðàæåíèåì

En =
|e|~
m∗c

(
n+

1

2

)
B − µBBσ, (3.17)

n = 0, 1, · · · , σ = ±1/2−ïðîåêöèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà íà íàïðàâëåíèå ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, µB− ìàãíåòîí Áîðà. Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ðàâíà

gn =
|e|B
2π~c

LxLy.

Åñëè ìåíÿòü íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ B â äâóìåðíîì ýëåêòðîí-
íîì ãàçå, èìåþùèì ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü n, òî ïðè íåêîòîðûõ çíà-
÷åíèÿõ B âñå N = nLxLy ýëåêòðîíîâ ìîãóò ðàçìåñòèòüñÿ íà ν íèæíèõ
óðîâíÿõ Ëàíäàó, ïî gn ýëåêòðîíàì íà êàæäîì èç óðîâíåé. Ýòî âîçìîæíî
ïðè íàïðÿæåííîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

nLxLy = ν
|e|B
2π~c

LxLy. (3.18)

Âûðàæàÿ îòñþäà n è ïîäñòàâëÿÿ â (3.16) âèäèì, ÷òî õîëëîâñêîå ñîïðî-
òèâëåíèå ïðè ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè (3.18) ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðèíèìàåò êâàíòîâàííûå çíà÷åíèÿ

RH =
2π~
e2ν

, (3.19)

ν = 1, 2, · · · . Íàëè÷èå ïðèìåñåé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óñëîâèå (3.18)
âûïîëíÿåòñÿ íå ïðè îäíîì çíà÷åíèè B, à â íåêîòîðîì èíòåðâàëå. Òåì
ñàìûì â çàâèñèìîñòè RH(B) ïîëó÷àþòñÿ ïëàòî ïðè êâàíòîâàííûõ çíà-
÷åíèÿõ (3.19). Ýòî è áûëî îáíàðóæåíî â ýêñïåðèìåíòàõ ôîí Êëèòöèíãà
ñ ñîòðóäíèêàìè [3]. Ââèäó òîãî, ÷òî ÿâëåíèå ïðîèñõîäèò ïðè öåëûõ ν,
ýôôåêò ïîëó÷èë íàçâàíèå êâàíòîâîãî öåëî÷èñëåííîãî ýôôåêòà Õîëëà.
Êâàíò ñîïðîòèâëåíèÿ ðàâåí ÷èñëåííî

R0 = 25848.562 Îì.
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Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòîò êâàíò âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ôóíäàìåí-
òàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå è íå çàâèñèò îò äåòàëåé ýëåêòðîííî-
ãî ñïåêòðà â äâóìåðíîì ïîëóïðîâîäíèêå, òàêèõ êàê ýôôåêòèâíàÿ ìàññà
ýëåêòðîíà, âåëè÷èíà âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ äðóã ñ äðóãîì è ò.ä. Çà-
ìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî ââèäó óñëîâèÿ (3.18) ìîæíî äåðæàòü íàïðÿæåí-
íîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ B ôèêñèðîâàííîé, íî ìåíÿòü ïëîòíîñòü ýëåêòðî-
íîâ n â äâóìåðíîì ýëåêòðîííîì ãàçå ïóòåì èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà
çàòâîðå. Â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü îáà ìåòîäà. Âî-âòîðûõ,
ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.18) óðîâíè Ëàíäàó ïîëíîñòüþ çàïîëíåíû. Â
ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè íåò ñâîáîäíûõ ñîñòîÿíèé, êóäà ïðè íàëîæåíèè ïðî-
äîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîãëè áû ïåðåõîäèòü ýëåêòðîíû. Ïîýòîìó
ïðîäîëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü σxx äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè

σxy =
e2

2π~
ν.

Ýòî òàêæå áûëî îáíàðóæåíî â ýêñïåðèìåíòàõ. Ñì. ðèñ. 3.2, íà êîòîðîì
ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ óäåëüíûõ ñî-
ïðîòèâëåíèé

ρxx =
σxx

σ2xx + σ2xy
,

ρxy =
σxy

σ2xx + σ2xy
.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà óäåëüíûõ ñîïðîòèâëåíèé îáðàòíà ìàòðèöå ïðî-
âîäèìîñòåé:

ρij = (σ)−1
ij .

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû
íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

ji = σijEj.

Â ñëó÷àå ãåîìåòðèè, îòâå÷àþùåé ýôôåêòó Õîëëà ñ B = Bez, ñóùåñòâåí-
íû ëèøü ïîïåðå÷íûå íàïðàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîìïîíåíòû ïëîò-
íîñòè òîêà j = (jx, 0, 0) è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E = (Ex, Ey, 0). Ïîýòîìó
ìîæíî ïîëîæèòü

σij =

(
σxx σxy
−σxy σxx

)
. (3.20)
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Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðîäîëüíîå óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå, ïðîïîðöèî-
íàëüíîå σxx, îáðàùàåòñÿ â íóëü êàê ðàç ïðè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, äëÿ êîòîðîé êâàíòóåòñÿ õîëëîâñêîå óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå. Ïðî-
äîëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïðè ýòîé íàïðÿæåííîñòè ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ
â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè.

3.3 Îñîáåííîñòè êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà â ãðà-

ôåíå.

Äëÿ ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå êàðòèíà êâàíòîâîãî öåëî÷èñëåííîãî ýô-
ôåêòà Õîëëà ðàäèêàëüíî ìåíÿåòñÿ êàê èç-çà ïðèñóòñòâèÿ óðîâíÿ Ëàíäàó
ñ ýíåðãèåé, ðàâíîé íóëþ, òàê è âñëåäñòâèå ìîäèôèêàöèè âûðàæåíèÿ äëÿ
ñïåêòðà (3.7). Åñëè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêîâà, ÷òî çàïîë-
íåíû ν óðîâíåé Ëàíäàó ñ En ̸= 0 è óðîâåíü Ëàíäàó ñ E = 0, òî ñ ó÷åòîì
(3.14), (3.15) âìåñòî (3.18) áóäåì èìåòü ñîîòíîøåíèå

nLxLy = 4× |e|B
2π~c

LxLy

(
ν +

1

2

)
. (3.21)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè â ãðà-
ôåíå áóäåò èìåòü âèä

σxy =
4e2

2π~c

(
ν +

1

2

)
, (3.22)

îòâå÷àþùèé êàê áû ïîëóöåëûì ÷èñëàì. Ýòîò ðåçóëüòàò, öåëèêîì îáÿçàí-
íûé ïðèñóòñòâèþ óðîâíÿ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, áûë òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêà-
çàí Ãóñûíèíûì è Øàðàïîâûì íåçàäîëãî äî îòêðûòèÿ ãðàôåíà è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåí â îïûòàõ ñ ýòèì âåùåñòâîì. Ñì. ðèñ. 3.3 èç
ðàáîòû [4]. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà ýòîì ðèñóíêå ïî ãîðèçîíòàëè îòëî-
æåíà êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé, êîòîðóþ ìîæíî ðåãóëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
íàïðÿæåíèÿ íà çàòâîðå. Òîãäà îòðèöàòåëüíûå n îòâå÷àþò äûðêàì.

Èçìåíåíèå êàðòèíû ñïåêòðà â ãðàôåíå (3.7) ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíÿìè
Ëàíäàó äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ êâàäðàòè÷íûì çàêîíîì äèñïåðñèè (3.17) ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà â ãðàôåíå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ
äàæå ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íå ñëèøêîì áîëü-
øèõ êâàíòîâûõ ÷èñëàõ õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè Ëàíäàó
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Ðèñ. 3.3: Àíîìàëüíûé êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà â ãðàôåíå èç ðàáîòû [4].

îöåíèâàåòñÿ â òåìïåðàòóðíûõ åäèíèöàõ êàê

∆ELL ∼ ~vF
kB

√
|e|B
~c

n ≈ 4 K

ïðè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B = 10−4 T. Ïðè B = 29 T õîëëîâ-
ñêîå ïëàòî â ãðàôåíå íàáëþäàëîñü ïðè òåìïåðàòóðå T = 300 K.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ôèçèêè ãðàôåíà â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ðàçâèâàþòñÿ î÷åíü áûñòðûìè òåìïàìè. Çäåñü îñòàëîñü î÷åíü ìíîãî
íåðåøåííûõ çàäà÷, êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ïðàêòè÷åñêèõ. Ïðèìåíåíèå
ãðàôåíà êàê ïåðñïåêòèâíîãî ìàòåðèàëà â íàíîýëåêòðîíèêå âîîáùå íà-
õîäèòñÿ â ñàìîé íà÷àëüíîé ñòàäèè. Ñ îòíîñèòåëüíî ñâåæèì îáçîðîì ïî
ïðèìåíåíèþ ãðàôåíà è äðóãèõ àëëîòðîïîâ óãëåðîäà (íàíîòðóáîê è ò.ä.)
â óñòðîéñòâàõ íàíîýëåêòðîíèêè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â îáçîðíîé ñòàòüå
[5].
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Ãëàâà 4

Êîíöåïòóàëüíûå îñíîâû êâàíòîâûõ

âû÷èñëåíèé.

Òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé êëàññèôèöèðóåò çàäà÷è ïî òîìó, êàê
çàâèñèò âðåìÿ ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå îò äëèíû âõîäíîãî ðåãèñòðà íà÷àëü-
íûõ äàííûõ. Åñëè çàâèñèìîñòü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ, ðåøåíèå çàäà÷è â ðå-
àëüíîì âðåìåíè íåâîçìîæíî. Êàê ïîêàçàëè òåîðåòè÷åñêèå èçûñêàíèÿ ïî-
ñëåäíèõ ïÿòíàäöàòè ëåò, ýòîò ïåññèìèñòè÷åñêèé âûâîä ìîæåò íå èìåòü
ìåñòà, åñëè ðåøàòü çàäà÷ó íå íà êëàññè÷åñêîì, à íà êâàíòîâîì êîìïüþòå-
ðå, òî åñòü êîìïüþòåðå, ðàáîòà êîòîðîãî è ïðîãðàììèðîâàíèå ñóùåñòâåí-
íî îïèðàþòñÿ íà ïðèíöèïû êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ðàçóìååòñÿ, ðàáîòà è
êëàññè÷åñêîãî êîìïüþòåðà îñíîâàíà íà ïðåîáðàçîâàíèè ïîòîêîâ ýëåêòðî-
íîâ â ìèêðîñõåìàõ, à ýëåêòðîíû íåñîìíåííî êâàíòîâûå îáúåêòû. Òåì íå
ìåíåå, ýëåêòðîííûå ëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû òèïà "ÄÀ"èëè "ÍÅÒ"ðàáîòàþò
ñ ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøèì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ è â ýòîì ñìûñëå êëàñ-
ñè÷íû. Â ðàáîòå êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðà-
åò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé, êîòîðûé âìåñòî êëàññè÷å-
ñêîãî áèòà òèïà "ÄÀ/ÍÅÒ"ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êâàíòîâûé áèò, äëÿ
êðàòêîñòè èíîãäà íàçûâàåìûé êóáèòîì.

Îäíèì èç ïåðâûõ èäåþ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà âûñêàçàë Þ. È. Ìà-
íèí 1980 ãîäó â êíèãå "Âû÷èñëèìîå è íåâû÷èñëèìîå". Îí óêàçàë, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êâàíòîâîãî óñòðîéñòâà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî
áîëüøóþ åìêîñòü â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ïðî-
ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé N ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 èìååò ðàçìåðíîñòü 2N . Ïî-
ýòîìó çàäà÷è, íå äîïóñêàþùèå ðåøåíèÿ íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå
èç-çà íåõâàòêè ðåñóðñîâ, ìîãëè áû áûòü ðåøåíû íà êâàíòîâîì êîìïüþ-
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òåðå. Ìàíèí â ýòîì ïóíêòå ññûëàåòñÿ íà ðàáîòó, â êîòîðîé îöåíèâàëèñü
âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû, íåîáõîäèìûå äëÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ðàñ-
÷åòà ìîëåêóëû àììèàêà íà îáû÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ ïî ìåòîäó ñåòîê
ïðèìåðíî â 1042 òî÷êàõ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïðîâîäèòñÿ
ïðèìåðíî 10 ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, à êîìïüþòåð ðàáîòàåò ïðè ñâåðõ-
íèçêîé òåìïåðàòóðå T = 10−3 K, òî è òîãäà íà ðàñ÷åò ìîëåêóëû àììèàêà
ïîòðåáîâàëàñü áû ýíåðãèÿ, âûðàáîòàííàÿ íà Çåìëå çà ñòîëåòèå. Â òîæå
âðåìÿ ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîðÿäêà 1043 áûëî áû îáåñïå÷åíî âñåãî

N = 43× ln 10

ln 2
≈ 143

÷àñòèöàìè ñïèíà 1/2.
Â äàëüíåéøåì èäåÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà íåçàâèñèìî áûëà âûäâè-

íóòà Ð. Ôåéíìàíîì íà êîíôåðåíöèè ïî ôèçèêå âû÷èñëåíèé, ïðîâîäèâ-
øåéñÿ â 1981 ãîäó â Ìàññà÷óñåòñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå. Ñïóñòÿ
åùå 3 ãîäà Ôåéíìàí ïðåäëîæèë êîíêðåòíûé ãàìèëüòîíèàí êâàíòîâîãî
êîìïüþòåðà. Çàêîí÷åííàÿ êîíöåïöèÿ êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ, êîòîðàÿ
èñïîëüçóåòñÿ è ïî ñåé äåíü, áûëî ñôîðìóëèðîâàíà Ä. Äîé÷åì â 1985
ãîäó â ñòàòüå, îïóáëèêîâàííîé â æóðíàëå Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îá-
ùåñòâà. Â 1994 ãîäó Ïèòåð Øîð, íûíå ðàáîòàþùèé â Ìàññà÷óñåòòñêîì
òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå, ïðåäëîæèë êâàíòîâûé àëãîðèòì ôàêòîðèçà-
öèè. Åùå îäèí êâàíòîâûé àëãîðèòì ïîèñêà â íåñòðóêòóðèðîâàííîé áàçå
äàííûõ áûë ïðåäëîæåí Ëîâîì Ãðîâåðîì èç ëàáîðàòîðèè ôèðìû Bell.
Åñëè äî òîãî âðåìåíè ÷èñëî ðàáîò ïî êâàíòîâûì êîìïüþòåðàì è êâàíòî-
âûì âû÷èñëåíèÿì èñ÷èñëÿëîñü åäèíèöàìè, ïîñëå ñòàòüè Øîðà íà÷àëñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ÷èñëà ïóáëèêàöèé íà ýòó òåìó. Ýòî îçíà÷àëî, ÷òî
òåìà ñòàëà íåîáû÷àéíî àêòóàëüíîé. Òàêîé îíà îñòàåòñÿ è ïî ñåé äåíü.

Ðàáîòà â ýòîé îáëàñòè èäåò ïî äâóì îñíîâíûì íàïðàâëåíèÿì. Ïåðâîå-
ýòî ñîáñòâåííî êâàíòîâàÿ èíôîðìàòèêà, êîòîðàÿ çàíèìàåòñÿ òåîðåòè÷å-
ñêèì ïîèñêîì è àíàëèçîì êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çà-
äà÷, íå äîïóñêàþùèõ ðåøåíèÿ íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå. Ñþäà æå
ïðèìûêàåò òåîðèÿ êâàíòîâîé ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé è ïðîáëåìà ñîçäà-
íèÿ êâàíòîâûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè. Âòîðîå íàïðàâëåíèå-ýòî
ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ïóòåì ñîçäàíèÿ è èçó-
÷åíèÿ ðàáîòû êâàíòîâûõ âåíòèëåé ñ ïîìîùüþ èçó÷åííûõ ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Ê ñîæàëåíèþ, ñòåïåíü ïðîäâèæåíèÿ â óêà-
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çàííûõ íàïðàâëåíèÿõ íåñðàâíèìû. Â òî âðåìÿ êàê òåîðåòè÷åñêèå ðàçðà-
áîòêè ïðîäâèíóëèñü äîâîëüíî äàëåêî, ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äîñòèãíó-
òà ëèøü íà âåñüìà ñêðîìíûõ ïî ÷èñëó êóáèòîâ ñèñòåìàõ, âêëþ÷àþùèõ
äâå èëè òðè ÷àñòèöû. Äëÿ ðåøåíèÿ ñåðüåçíûõ çàäà÷ íóæíî íåñêîëüêî äå-
ñÿòêîâ êóáèòîâ. Ïðè ýòîì ñàìà âîçìîæíîñòü ìàñøòàáèðîâàíèÿ, òî åñòü
ïîñòðîåíèÿ óñòðîéñòâ, áîëåå ñëîæíûõ ÷åì åäèíè÷íûå êâàíòîâûå âåíòè-
ëè, âñå åùå îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

4.1 Êóáèòû è îñíîâíûå êâàíòîâûå âåíòèëè.

Êëàññè÷åñêèé êîìïüþòåð îïåðèðóåò êëàññè÷åñêèìè áèòàìè "ÄÀ"è
"ÍÅÒ". Ïðèìåð ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè: çíà÷åíèþ "ÄÀ"îòâå÷àåò íà-
ìàãíè÷åííûé ó÷àñòîê âåùåñòâà, íå íàìàãíè÷åííûé ó÷àñòîê èçîáðàæàåò
"ÍÅÒ". Íàìàãíè÷åííîñòü ñóùåñòâåííî ìàêðîñêîïè÷íà, òàê êàê âêëþ-
÷àåò ìíîãî ñïèíîâ. Êâàíòîâûé êîìïüþòåð îïåðèðóåò êâàíòîâûìè áè-
òàìè. Àáñòðàêòíî, êâàíòîâûé áèò |ψ⟩ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì äâóìåðíîãî
êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà:

|ψ⟩ =
(
α
β

)
,

ãäå
|α|2 + |β|2 = 1. (4.1)

Óñëîâèå (4.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(Reα)2 + (Imα)2 + (Reβ)2 + (Imβ)2 = 1,

êîòîðûé ãîâîðèò, ÷òî ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé êóáèòà ÿâëÿåòñÿ 3-ñôåðà
â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êëàññè÷åñêîãî
áèòà ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Ëþáîé êóáèò èìååò ôèçè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ â âèäå êàêîãî-ëèáî êâàí-
òîâîãî îáúåêòà, íàïðèìåð, ÷àñòèöû ñïèíà 1/2, ôîòîíà òîé èëè èíîé ïî-
ëÿðèçàöèè è ò.ä. Ïîýòîìó îïðàâäàííî èñïîëüçîâàííîå îáîçíà÷åíèå êó-
áèòà êàê âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Êàê è ëþáîé
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, êóáèò ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñíûì ñîñòîÿíèÿì òàê,
êàê ýòî äåëàåòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2:

|ψ⟩ = α

(
1
0

)
+ β

(
0
1

)
≡ α|0⟩+ β|1⟩,
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ãäå áàçèñíûå âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä

|0⟩ =
(

1
0

)
, |1⟩ =

(
0
1

)
. (4.2)

Ýòîò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé áàçèñ îïðåäåëåí êàê áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû Ïàóëè

σz =

(
1 0
0 −1

)
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±1.

• Çàäà÷à. Íàéòè âèä îïåðàòîðà µ̂, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì, ÷òî åãî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ â áàçèñå {|0⟩, |1⟩} ðàâíû 0, 1.

Ñ êóáèòîì |ψ⟩ åñòåñòâåííî ñâÿçàòü îïåðàòîð

ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ| = (α|0⟩+ β|1⟩)(α∗⟨0|+ β∗⟨1|) = |α|2|0⟩⟨0|+ |β|2|1⟩⟨1|+
+αβ∗|0⟩⟨1|+ α∗β|1⟩⟨0|.

Åãî íàçûâàþò îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè èëè ìàòðèöåé ïëîòíîñòè. Â íàïè-
ñàííîì âûðàæåíèè ñóùåñòâåííà ôàçîâàÿ êîãåðåíòíîñòü, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ
â íàëè÷èè ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ ∝ α∗β, αβ∗. Ïîòåðÿ ôàçîâîé êîãåðåíò-
íîñòè íàçûâàåòñÿ äåêîãåðåíöèåé. Ýòî ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå ìîæåò âûçû-
âàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïðè÷èíàìè, â ÷àñòíîñòè, âçàèìîäåéñòâèåì êóáèòà ñ
îêðóæåíèåì. Äåêîãåðåíöèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôàçû argα è argβ ñòàíî-
âÿòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè: ⟨α∗β⟩ = 0. Ïðè ýòîì îïåðàòîð ρ̂ ïðèíèìàåò
âèä

ρ̂ = |α|2|0⟩⟨0|+ |β|2|1⟩⟨1|,
ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîãåðåíòíîé ñìåñè ñîñòîÿíèé |0⟩ è |1⟩ ñ âåðîÿòíî-
ñòÿìè |α|2 è |β|2, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, ìû ïîëó÷èëè êëàññè÷åñêèå
áèòû èíôîðìàöèè "ÄÀ"ñ âåðîÿòíîñòüþ |α|2 è "ÍÅÒ"ñ âåðîÿòíîñòüþ |β|2.
Èíîãäà êâàíòîâîå ñîñòîÿíèÿ ñ òàêîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè íàçûâàþò âå-
ðîÿòíîñòíûì áèòîì. Ïî ñóùåñòâó, âåðîÿòíîñòíûé áèò ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
êëàññè÷åñêèì áèòîì ïëîõîãî êà÷åñòâà.

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãîâîðèò íàì, ÷òî íà âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ ìîãóò
äåéñòâîâàòü îïåðàòîðû è ïðåîáðàçîâûâàòü èõ â äðóãèå âåêòîðû ñîñòîÿ-
íèÿ. Îïåðàòîðû äîëæíû áûòü óíèòàðíûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü
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íîðìèðîâêà (4.1). Â êâàíòîâûõ êîìïüþòåðàõ îïåðàöèè íàä êóáèòàìè ðå-
àëèçóþòñÿ ïîñðåäñòâîì âåíòèëåé. Î÷åâèäíî, äåéñòâèå îäíîêóáèòîâîãî
âåíòèëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà óíèòàðíóþ ìàòðèöó ðàçìåðíî-
ñòè 2× 2.

Èìååòñÿ äâà îñíîâíûõ îäíîêóáèòîâûõ âåíòèëÿ. Âî-ïåðâûõ, ýòî âåí-
òèëü NOT: êâàíòîâûé "ÍÅÒ". Îí èçîáðàæàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì
ÛNOT, êîòîðûé äåéñòâóåò êàê

ÛNOT|0⟩ = |1⟩, ÛNOT|1⟩ = |0⟩. (4.3)

Âî-âòîðûõ, èìååòñÿ âåíòèëü Àäàìàðà ÛH, êîòîðûé äåéñòâóåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ÛH|0⟩ =
|0⟩+ |1⟩√

2
, ÛH|1⟩ =

|0⟩ − |1⟩√
2

. (4.4)

• Çàäà÷à. Ñ ïîìîùüþ (4.2) ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íîé ðåàëèçàöèåé âåí-
òèëåé NOT è Àäàìàðà â áàçèñå âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ (4.2) ÿâëÿþòñÿ
ÛNOT = σx, ÛH = (σx + σz)/

√
2. Çäåñü σx,z−ìàòðèöû Ïàóëè (2.32).

Íàéòè ìàòðè÷íóþ ðåàëèçàöèþ âåíòèëÿ
√
ÛNOT.

Ìíîãîêóáèòîâûå âåíòèëè äåéñòâóþò íà ðåãèñòð èç êóáèòîâ. Îäíèì èç
ïðåäñòàâèòåëåé n-êóáèòîâûõ ðåãèñòðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n
êóáèòîâ:

|ψ1, ψ2, · · ·ψn⟩ =
n∏

i=1

|ψi⟩ ≡ |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ · · · ⊗ |ψn⟩.

×èñëî ñîñòîÿíèé n-êóáèòîâîãî ðåãèñòðà ðàâíî 2n. Ïðè n = 2 èìååì(
α1

β1

)
⊗
(
α2

β2

)
= (α1|0⟩+ β1|0⟩)⊗ (α2|0⟩+ β2|0⟩) =

= α1α2|0, 0⟩+ α1β2|0, 1⟩+ α2β1|1, 0⟩+
+β1β2|1, 1⟩. (4.5)

Äâóõêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíîêóáèòîâûõ
íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îáùèì. Îáùèé âèä íåíîðìèðîâàííîãî äâóõêóáèòîâî-
ãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|2− qubit⟩ = a|0, 0⟩+ b|0, 1⟩+ c|1, 0⟩+ d|1, 1⟩ (4.6)
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ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c, d. Îòñþäà è èç (4.5) âèäíî, ÷òî
äâóõêóáèòîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ îäíîêóáèòîâûõ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ad = bc. (4.7)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå |2− qubit⟩ ̸= |α⟩ ⊗ |β⟩. Âîîáùå, åñëè ìíîãîêóáèòî-
âûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íå ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíî-
êóáèòîâûõ, êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ çàïóòàííûì (àíãëîÿçû÷íûé
òåðìèí entangled). Òàêèå ñîñòîÿíèÿ èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â òåî-
ðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è êâàíòîâîé èíôîðìàöèè.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåíòèëåé Àäàìàðà äåéñòâóåò íà äâóõêóáèòîâîå
ñîñòîÿíèå |0, 0⟩ êàê

ÛH ⊗ ÛH |0, 0⟩ =
1

2
(|0⟩+ |1⟩)⊗ (|0⟩+ |1⟩) = 1

2
(|0, 0⟩+ |0, 1⟩+ |1, 0⟩+ |1, 1⟩).

Äàëåå çíàê ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⊗ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ÿâíî âûïèñû-
âàòüñÿ íå áóäåò. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ âåêòîðîâ ñî-
ñòîÿíèÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå |0⟩+|1⟩+|2⟩+|3⟩, åñ-
ëè èñïîëüçîâàòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ n-êóáèòîâîãî
ðåãèñòðà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Û⊗n
H | 0, 0, · · · 0︸ ︷︷ ︸

n

⟩ = 1

2n/2

2n−1∑
i=0

|i⟩, (4.8)

ãäå àðãóìåíò n-êóáèòîâîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |i⟩ íàäî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå ðåãèñòðà èç n ýëåìåíòîâ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ñòîèò äâîè÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèåì ÷èñåë i. Áûëî ïîêàçàíî [6], ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ
àëãîðèòìîâ îäíîêóáèòîâûõ âåíòèëåé íåäîñòàòî÷íî.

Íåäîñòàþùèì âåíòèëåì, íåîáõîäèìûì äëÿ ñîçäàíèÿ êâàíòîâîãî êîì-
ïüþòåðà, ÿâëÿåòñÿ äâóõêóáèòîâûé âåíòèëü "Êîíòðîëèðóåìîå ÍÅÒ"(â àí-
ãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå "Controlled NOT"), èëè CNOT. Ýòîò âåíòèëü
äåéñòâóåò íà ñîñòîÿíèå äâóõ êóáèòîâ ïî ïðàâèëó

ÛCNOT|a, b⟩ = |a, a+ b⟩, (4.9)

ãäå ñëîæåíèå âñþäó áóäåò ïîíèìàòüñÿ ïî ìîäóëþ 2: 0 + 0 = 0, 0 + 1 =
1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0. Ïîýòîìó äåéñòâèå âåíòèëÿ CNOT íà áàçèñíûå
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Ðèñ. 4.1: Áëîê-ñõåìà êâàíòîâîãî âåíòèëÿ CNOT. H îçíà÷àåò âåíòèëü Àäàìàðà (4.4),
Φ-âåíòèëü êîíòðîëèðóåìîãî îáðàùåíèÿ ôàçû.

âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ ìîæíî çàïèñàòü êàê

ÛCNOT|00⟩ = |00⟩,
ÛCNOT|01⟩ = |01⟩,
ÛCNOT|10⟩ = |11⟩,
ÛCNOT|11⟩ = |10⟩. (4.10)

Åñëè ïåðâûé êóáèò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |0⟩, òî ñîñòîÿíèå âòîðîãî êó-
áèòà íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè æå ïåðâûé êóáèò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |1⟩, òî
ñîñòîÿíèå âòîðîãî êóáèòà èíâåðòèðóåòñÿ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé
âåíòèëü CNOT îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå êîìáèíàöèè áîëåå ïðîñòûõ
äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàòîðîâ. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé äàåòñÿ âûðàæåíèåì

ÛCNOT = ÛHÛΦÛH, (4.11)

ãäå îïåðàòîð ÛH èçîáðàæàåò äåéñòâèå âåíòèëÿ Àäàìàðà (4.4). Âåíòèëü,
èçîáðàæàåìûé íà äèàãðàììå áëîêîì Φ̂, ïðîèçâîäèò êîíòðîëèðóåìîå îá-
ðàùåíèå ôàçû

ÛΦ|0, 0⟩ = |0, 0⟩,
ÛΦ|0, 1⟩ = |0, 1⟩,
ÛΦ|1, 0⟩ = |1, 0⟩,
ÛΦ|1, 1⟩ = −|1, 1⟩. (4.12)

• Çàäà÷à. Ñ ïîìîùüþ (4.4) è (4.12) ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü (4.9) è
(4.10).
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Ïðîèëëþñòðèðóåì íà äâóõ ïðèìåðàõ âàæíîñòü âåíòèëÿ CNOT äëÿ
êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ïîäåéñòâóåì îïåðà-
òîðîì ÛCNOT íà äâóõêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
îäíîêóáèòîâûõ:

ÛCNOT(α1|0⟩+ β1|1⟩)(α2|0⟩+ β2|1⟩) = α1α2|0, 0⟩+ α1β2|0, 1⟩+
+α2β1|1, 1⟩+ β1β2|1, 0⟩.

Ñðàâíåíèå ñ (4.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî çäåñü ad ̸= bc. Ïîýòîìó âåíòèëü
ÛCNOT ïðåâðàùàåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäíîêóáèòîâûõ âåíòèëåé â çàïó-
òàííîå äâóõêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå. Äàëåå n−êóáèòîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ
|j⟩ = |j1⟩|j2⟩ . . . |jn⟩, jl = 0, 1, l = 1, 2, . . . n, áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì ñî-
ñòîÿíèÿ â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå ñ öåëüþ îòëè÷èòü åãî îò çàïóòàííûõ
âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ |ψj⟩, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ îäíîêóáèòîâûõ âåêòîðîâ.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî äåéñòâèÿ âåíòèëåé ÛCNOT ìîæíî èç òðåõêóáèòîâîãî âåêòîðà ñîñòî-
ÿíèÿ

|ψi⟩ = (α|0⟩+ β|1⟩)|00⟩
ïîëó÷èòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ òèïà "øðåäèíãåðîâñêîãî êîòà"

|ψf⟩ = α|000⟩+ β|111⟩.
Ñâîå íàçâàíèå òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷èëè ïîñëå çíàìåíèòîé ñòàòüè 1935
ãîäà îäíîãî èç ñîçäàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè Ý. Øðåäèíãåðà, â êîòî-
ðîé òîò ðàññìîòðåë ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ãäå ïðèïèñàë êîøêå âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ âèäà

|cat⟩ = α|dead cat⟩+ β|living cat⟩.
Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî îòîæäåñòâèòü |dead cat⟩ ≡ |000⟩, |living cat⟩ ≡
|111⟩. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Û

(ij)
CNOT âåíòèëü "êîíòðîëèðóåìîå íåò"ñ êîíòðîëè-

ðóþùèì êóáèòîì i è êîíòðîëèðóåìûì êóáèòîì j. Ïðåäñòàâèì èñõîäíûé
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â âèäå |ψi⟩ = (α|00⟩+ β|10⟩)|0⟩ è ïîäåéñòâóåì íà íåãî

îïåðàòîðîì
(
Û

(12)
CNOT ⊗ Î3

)
. Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò êàê âåíòèëü CNOT

íà ñîñòîÿíèå ïåðâîãî è âòîðîãî êóáèòîâ, à òðåòèé êóáèò îñòàâëÿåò â èñ-
õîäíîì ñîñòîÿíèè. Çäåñü è äàëåå Îa áóäåò îçíà÷àòü åäèíè÷íûé îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé íà êóáèò a. Ñ ó÷åòîì (4.10) ïîëó÷èì

|ψ′⟩ ≡
(
Û

(12)
CNOT ⊗ Î3

)
|ψi⟩ = α|000⟩+ β|110⟩.
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Çàòåì ïîäåéñòâóåì íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |ψ′⟩ îïåðàòîðîì
(
Î1 ⊗ Û

(23)
CNOT

)
,

êîòîðûé íå èçìåíÿåò ñîñòîÿíèÿ ïåðâîãî êóáèòà, à íà ñîñòîÿíèå äâóõ êó-
áèòîâ 2 è 3 äåéñòâóåò êàê âåíòèëü CNOT. Ïîëó÷èì(

Î1 ⊗ Û
(23)
CNOT

)
|ψ′⟩ = α|000⟩+ β|111⟩.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â âèäå ñîîòíîøåíèÿ

|ψf⟩ =
(
Î1 ⊗ Û

(23)
CNOT

)(
Û

(12)
CNOT ⊗ Î3

)
|ψi⟩.

Èç ïðåäñòàâëåííîãî ðåøåíèÿ ïîíÿòíî, êàê ñòðîèòü ñîñòîÿíèÿ òèïà øðå-
äèíãåðîâñêîãî êîòà â ñëó÷àå n êóáèòîâ.

Ïîñëå íåñêîëüêèõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êâàí-
òîâûé êîìïüþòåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòðîéñòâî, êîòîðîå âõîäíîé n-
êóáèòîâûé ðåãèñòð |input⟩ ïðåîáðàçóåò â ðåãèñòð íà âûõîäå |output⟩:

|output⟩ = Û |input⟩.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè óñòðîéñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåéñòâè-
åì óíèòàðíîãî îïåðàòîðà Û . Áûëî ïîêàçàíî [6], ÷òî ëþáîå Û ìîæíî ñî-

ñòàâèòü èç îäíîêóáèòîâûõ âåíòèëåé ïðîèçâîëüíîãî âèäà e(iν·σ
θ
2) è äâóõ-

êóáèòîâûõ âåíòèëåé ÛCNOT.

4.2 Êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì è çàäà÷à Äîé÷à.

Ä. Äîé÷ó ïðèíàäëåæèò îäíà èç ïåðâûõ êîíöåïöèé êâàíòîâîãî êîì-
ïüþòåðà êàê óñòðîéñòâà, ñóùåñòâåííî îïèðàþùåãîñÿ íà ïðèíöèïû êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè óæå íà ñòàäèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îí ðàññìîòðåë ñâîé-
ñòâî êâàíòîâîãî ïàðàëëåëèçìà íà î÷åíü ïðîñòîé ìîäåëè. Ïóñòü èìååòñÿ
óñòðîéñòâî, âû÷èñëÿþùåå áèíàðíóþ ôóíêöèþ f(x). Áèíàðíîé íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1.Ïóñòü ýòà ôóíêöèÿ
íàñòîëüêî ñëîæíà, ÷òî âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà åå âû÷èñëåíèå, ñîñòàâëÿ-
åò 24 ÷àñà. Òðåáóåòñÿ óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè f(x) ïîñòîÿííîé, f(0) = f(1),
èëè ñáàëàíñèðîâàííîé: f(1) = 1+f(0). Êëàññè÷åñêè, îòâåò íà ïîñòàâëåí-
íûé âîïðîñ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîãíàâ óñòðîéñòâî äâà ðàçà, òî åñòü çà 48
÷àñîâ. Äîé÷ ïîêàçàë, ÷òî êâàíòîâîå óñòðîéñòâî òðåáóåò îäíîãî ïðîãîíà.
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Ðèñ. 4.2: Áëîê-ñõåìà êâàíòîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äîé÷à. H îçíà÷àåò âåíòèëü Àäàìàðà (4.4), "NOT-"âåíòèëü (4.3), f -âåíòèëü (4.13).

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îïóñêàòü çíàê ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ó
âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ñîçäàí âåíòèëü Ûf , äåéñòâóþùèé íà
äâóõêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå |x, y⟩ = |x⟩|y⟩ ïî ïðàâèëó

Ûf |x, y⟩ = |x, y + f(x)⟩. (4.13)

Ïðèãîòîâèì âõîäíîé ðåãèñòð |0, 0⟩. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàíòîâîé áëîê-
ñõåìîé íà Ðèñ. 4.2 ïðèìåíèì ê âõîäíîìó ðåãèñòðó ïîñëåäîâàòåëüíî ðÿä
îïåðàöèé

(ÛH ⊗ Î)Ûf(ÛH ⊗ ÛH)(Î ⊗ ÛNOT).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

|ψf⟩ =
1

2
√
2
{|0⟩ (|f(0)⟩ − |1 + f(0)⟩+ |f(1)⟩ − |1 + f(1)⟩) + |1⟩ (|f(0)⟩−

−|1 + f(0)⟩ − |f(1)⟩+ |1 + f(1)⟩)} .

Åñëè ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà, òî ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ áóäåò
(−1)f(0)|0⟩(|0⟩− |1⟩)/

√
2. Åñëè ôóíêöèÿ ñáàëàíñèðîâàíà, òî â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èòñÿ (−1)f(0)|1⟩(|0⟩ − |1⟩)/
√
2.

• Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå, âîñïðîèçâîäÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíî äåéñòâèå óêàçàííûõ âûøå âåíòèëåé.

Íå áóäåì ñëåäèòü çà ñîñòîÿíèåì âòîðîãî êóáèòà. Ïðè ýòîì ïåðâûé êóáèò
êóáèò îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè |0⟩ èëè |1⟩ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîìó èç
äâóõ êëàññîâ ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ f(x). Ïðîâåäåì èçìåðåíèå è óçíàåì,
â êàêîì ñîñòîÿíèè îêàæåòñÿ ïåðâûé êóáèò (îïåðàöèÿ measurement íà
Ðèñ. 4.2). Ïðîöåññ òàêîãî èçìåðåíèÿ ìîæíî îñîçíàòü íà ïðèìåðå ÷àñòè-
öû ñî ñïèíîì 1/2. Åñëè íàïðàâèòü ÷àñòèöó â ïðèáîð Øòåðíà-Ãåðëàõà,
òî îí îòêëîíèò ÷àñòèöó ïî îäíîé èëè äðóãîé òðàåêòîðèè â çàâèñèìîñòè
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îò òîãî, ðàâíà ëè ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z +1/2 (ñîñòîÿíèå |0⟩), èëè -1/2
(ñîñòîÿíèå |1⟩). Â êîíöå ýòèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé ìîæíî óñòà-
íîâèòü ñ÷åò÷èêè, òèêàþùèå âñÿêèé ðàç, êîãäà â íèõ ïîïàäåò ÷àñòèöà.
Èòàê, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò â ýòîì ïðèìå-
ðå ôóíêöèÿ f , äîñòàòî÷íî îäíîãî ïðîãîíà êâàíòîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî
óñòðîéñòâà âìåñòî äâóõ ïðîãîíîâ ó êëàññè÷åñêîãî óñòðîéñòâà. Â ýòîì è
ñîñòîèò èäåÿ êâàíòîâîãî ïàðàëëåëèçìà.

4.3 Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåéñòâèå íà
n−áèòîâûé ðåãèñòð |k⟩ îïåðàòîðà ÛQFT ïî ïðàâèëó

|ψj⟩ ≡ ÛQFT|k⟩ =
1√
2n

2n−1∑
k=0

ei2πjk/2
n|k⟩. (4.14)

Ðàñïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü (4.14), ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî ìåòêè âåê-
òîðà ñîñòîÿíèÿ â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå |k⟩ = |k1, k2, . . . , kn⟩ =
|k1⟩|k2⟩ . . . |kn⟩ ÿâëÿþòñÿ ñòðîêîé èç íóëåé è åäèíèö, ñîâïàäàþùèõ ñ äâî-
è÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà

k =
n∑
l=1

kl2
n−l,

(kl = 0, 1). Òîãäà ñóììà ïî k ñâåäåòñÿ ê íåçàâèñèìîìó ñóììèðîâàíèþ ïî
kl = 0, 1:

|ψj⟩ =
1√
2n

1∑
k1=0

1∑
k2=0

· · ·
1∑

kn=0

ei2πj
∑n

l=1 k
l/2l|k1⟩|k2⟩ . . . |kn⟩ =

=
1√
2n

1∑
k1=0

1∑
k2=0

· · ·
1∑

kn=0

ei2πj(k12
−1+k22

−2+...kn2
−n)|k1⟩|k2⟩ . . . |kn⟩ =

=
n∏
l=1

|0⟩+ ei2πj/2
l|1⟩√

2
. (4.15)

Ýòî âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îäíîêóáè-
òîâûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ.
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• Çàäà÷à. Íàéòè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ⟨k′|ÛQFT|k⟩ â âû÷èñëèòåëüíîì
áàçèñå.

• Çàäà÷à. Íàéòè ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ÛQFT íà òðåõêóáèòî-
âûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 1√

8

∑7
k=0 cos

2πk
8 |k⟩.

Ñàìèì èçîáðåòàòåëåì àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè (ñì. íèæå) Ï. Øîðîì
ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèå êâàíòîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî-
ëèíîìèàëüíà ïî âðåìåíè.

4.4 Ïîèñê è èñïðàâëåíèå îøèáîê â êâàíòîâûõ âû-

÷èñëåíèÿõ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò
êîððåëÿöèþ ôàç êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Äåêîãåðåíöèÿ ðàçðóøàåò êâàíòî-
âóþ êîãåðåíòíîñòü. Èìåþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â
ðÿäå ôèçè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé êóáèòîâ è äâóõêóáèòîâûõ âåíòèëåé âðåìÿ
äåêîãåðåíöèè î÷åíü ìàë�î, ÷àñòî ìíîãî ìåíüøå âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî
äëÿ âûïîëíåíèÿ êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðèìå-
íÿòü ñïåöèàëüíûå ìåðû ê òîìó, ÷òîáû ñîõðàíèòü êîãåðåíòíîñòü êâàí-
òîâîãî ñîñòîÿíèÿ êîìïüþòåðà. Îäíîé èç òàêèõ ìåð ÿâëÿåòñÿ êâàíòî-
âîå êîäèðîâàíèå. Îíî ââîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì êîäèðî-
âàíèåì, êîãäà áèò "0"êîäèðóåòñÿ òðåìÿ áèòàìè "000". Áèò "1"êîäèðó-
åòñÿ òðåìÿ áèòàìè "111". Ïóñòü âåðîÿòíîñòü èíâåðñèè áèòà ðàâíà p.
Òîãäà ïðè ñàìîïðîèçâîëüíîé èíâåðñèè îäíîãî áèòà èç òðåõ, ñêàæåì,
(000) → (100), îøèáêà èñïðàâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ "áîëüøèíñòâîì
ãîëîñîâ": (100), (010), (001) → (000), à (000) äåêîäèðóåòñÿ êàê "0". Íà-
ñòîÿùàÿ îøèáêà âîçìîæíà ïðè èíâåðñèè äâóõ áèòîâ, ÷òî ìîæåò ïðîèçîé-
òè òðåìÿ ñïîñîáàìè, (000) → (110), (101), èëè (011), ëèáî ïðè èíâåð-
ñèè òðåõ áèòîâ (000) → (111). Âåðîÿòíîñòü íåèñïðàâèìîé îøèáêè ðàâíà
3p2(1− p) + p3 = 3p2 − 2p3 è ìîæåò áûòü ñäåëàíà ïðèåìëåìî ìàëîé ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì p.

• Çàäà÷à. Îöåíèòü p èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåèñïðà-
âèìîé îøèáêè äîëæíà áûòü ìåíüøå 3× 10−6.
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Â êâàíòîâîì ñëó÷àå, êðîìå íåêîíòðîëèðóåìîãî èçìåíåíèÿ êâàíòîâî-
ãî ÷èñëà êóáèòà |0⟩ → |1⟩ âîçìîæíà ñëåäóþùèå îøèáêè, íå èìåþùèå
êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà.

• Îøèáêà ôàçû, íàïðèìåð, |1⟩ → −|1⟩. Îøèáêà ñåðüåçíàÿ, ïîñêîëüêó
ñîñòîÿíèå |0⟩+ |1⟩ â ðåçóëüòàòå òàêîé îøèáêè ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå
|0⟩ − |1⟩, îðòîãîíàëüíîå èñõîäíîìó!

• Ìàëûå îøèáêè. Îáùèé âèä êóáèòà a|0⟩ + b|1⟩ íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b, êîòîðûå ìîãóò ñëåãêà èçìåíÿòüñÿ çà
ñ÷åò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé. Òàêàÿ îøèáêà ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ.

• Èçìåðåíèå â êâàíòîâîé ñèñòåìå âíîñèò íåêîíòðîëèðóåìûå èçìåíå-
íèÿ â åå ñîñòîÿíèå. Ñîáñòâåííî, çàäà÷à êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè â
òîì è ñîñòîèò, ÷òîáû, âî ïåðâûõ, ïðèäóìàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è. Ïîñëå ïðîãîíà èíôîðìàöèÿ çàêîäèðîâàíà â ôàçàõ ñëàãàåìûõ
â ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó, âî-âòîðûõ,
íóæíî èçâëå÷ü ýòó èíôîðìàöèþ èç êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ñ ïîìî-
ùüþ ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ íå óíè÷òîæèò õðàíÿùèéñÿ ðåçóëüòàò.

Îñíîâû òåîðèè êâàíòîâûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, óæå ñîçäà-
íû. Èäåÿ òàêèõ êîäîâ, ïðåäëîæåííàÿ Ïèòåðîì Øîðîì, îñíîâàíà íà àíà-
ëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì: òðîåêðàòíîå ïîâòîðåíèå êóáèòà. Ñîñòî-
ÿíèå êóáèòà a|0⟩ + b|1⟩ êîäèðóåòñÿ êàê a|000⟩ + b|111⟩. Äîïóñòèì, ïðî-
èçîøëà îøèáêà èíâåðòèðîâàíèÿ ïåðâîãî êóáèòà:

a|000⟩+ b|111⟩ → a|100⟩+ b|011⟩.

Ìû íå ìîæåì ïðîñòî èçìåðèòü ïåðâûé êóáèò äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü,
ïðîèçîøëà èíâåðñèÿ èëè íåò. Ñîãëàñíî îäíîìó èç ïîñòóëàòîâ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè, èçìåðåíèå âíîñèò íåêîíòðîëèðóåìîå âîçìóùåíèå â êâàíòîâîå
ñîñòîÿíèå îáúåêòà. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè èçìåðåíèè ïåðâîãî êóáèòà ïðî-
èçîéäåò êîëëàïñ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ a|100⟩ + b|011⟩ → |100⟩, åñëè ïðè
èçìåðåíèè áóäåò âûÿñíåíî, ÷òî ïåðâûé êóáèò íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè
|1⟩, èëè êîëëàïñ a|100⟩ + b|011⟩ → |011⟩, åñëè âûÿñíèòñÿ, ÷òî ïåðâûé
êóáèò íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè |0⟩. Õîðîøî, ÷òî îøèáêà îáíàðóæåíà, íî
èñïðàâèòü åå íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ñóïåðïîçèöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ, ïðè îáíàðóæåíèè îøèáêè ðàçðóøèëàñü.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ íå ðàçðóøàëàñü, íåîáõîäèìî èçìåðÿòü ó
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ñóïåðïîçèöèè òðåõêóáèòîâûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ âèäà |x, y, z⟩ çíà÷åíèå
íàáëþäàåìîé (y ⊕ z, x⊕ z), ãäå ⊕ îçíà÷àåò ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ äâà.

Òàêàÿ íàáëþäàåìàÿ íàçûâàåòñÿ ñèíäðîìîì îøèáêè. Èçìåðåíèå ñèí-
äðîìà âûÿâëÿåò ïîëîæåíèå èíâåðòèðîâàííîãî êóáèòà, íå ðàçðóøàÿ ïðè
ýòîì êâàíòîâîé ñóïåðïîçèöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ó èñõîäíîé òðåõêóáèòî-
âîé ñóïåðïîçèöèè a|000⟩+b|111⟩ çíà÷åíèå óêàçàííîé íàáëþäàåìîé ðàâíî
(0, 0), à ó ñóïåðïîçèöèè a|100⟩+b|011⟩, ïîÿâèâøåéñÿ ïîñëå îøèáêè èíâåð-
òèðîâàíèÿ ïåðâîãî êóáèòà, çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé ðàâíî (0, 1). Äâîè÷íàÿ
çàïèñü 01 ÿâíî óêàçûâàåò íà íîìåð èíâåðòèðîâàííîãî êóáèòà. Åñëè èí-
âåðòèðîâàëñÿ òðåòèé êóáèò,

a|000⟩+ b|111⟩ → a|001⟩+ b|110⟩,

òî ñèíäðîì ðàâåí (1, 1). Äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 3 êàê ðàç è åñòü 11.
Åñëè ãîâîðèòü áîëåå ïîäðîáíî, òî ñïîñîá êâàíòîâîãî èñïðàâëåíèÿ

îøèáîê ñîñòîèò â ñëåäóþùèõ äåéñòâèÿõ. Èñõîäíîå ïðîèçâîëüíîå îäíî-
êóáèòîâîå ñîñòîÿíèå |x⟩ = α|0⟩ + β|1⟩ ïðåâðàùàåì â òðåõêóáèòîâîå ñî-
ñòîÿíèå (α|0⟩ + β|1⟩)|00⟩ = α|000⟩ + β|100⟩ ñ ïîìîùüþ äâóõ âñïîìîãà-

òåëüíûõ êóáèòîâ. Âñïîìíèì, ÷òî Û
(ij)
CNOT îáîçíà÷àåò âåíòèëü "êîíòðîëè-

ðóåìîå íåò"ñ êîíòðîëèðóþùèì êóáèòîì i è êîíòðîëèðóåìûì êóáèòîì j.
Âñïîìîãàòåëüíûå êóáèòû íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû çàêîäèðîâàòü èñõîä-
íûé îäíîêóáèòîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â âèäå ñîñòîÿíèÿ "øðåäèíãåðîâ-
ñêîãî êîòà"

|ψc⟩ = Û
(12)
CNOTÛ

(23)
CNOT(α|000⟩+ β|100⟩) = α|000⟩+ β|111⟩.

Îøèáêà èíâåðñèè êóáèòà âîçíèêàåò çà ñ÷åò âîçìîæíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ îêðóæåíèåì. Â êâàíòîâîé òåîðèè âñÿêîå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåêîòîðîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà âåêòîð ñîñòîÿ-
íèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå íàçîâåì ýòîò îïåðàòîð Ê îïåðàòîðîì îøèáêè. Äëÿ
îøèáêè ïåðåâîðîòà êóáèòà åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ê = ϵ0(t)σ
(1)
0 σ

(2)
0 σ

(3)
0 + ϵ1(t)σ

(1)
x σ

(2)
0 σ

(3)
0 + ϵ2(t)σ

(1)
0 σ(2)x σ

(3)
0 + ϵ3(t)σ

(1)
0 σ

(2)
0 σ(3)x .

Â öåëÿõ åäèíîîáðàçèÿ çàïèñè åäèíè÷íàÿ 2 × 2 ìàòðèöà îáîçíà÷åíà êàê
σ
(i)
0 . Âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ óêàçûâàåò íîìåð êóáèòà, íà êîòîðûé äåé-
ñòâóåò ìàòðèöà. Ôóíêöèè âðåìåíè e0,1,2,3(t) õàðàêòåðèçóþò äåòàëè äèíà-
ìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ îêðóæåíèÿ íà êîäèðîâàííûé êóáèò. Îíè ìîãóò
áûòü âû÷èñëåíû â êîíêðåòíîé ìîäåëè äåêîãåðåíòíîñòè, îäíàêî â íàøåì
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ñëó÷àå èõ âèä íåñóùåñòâåíåí. Âñïîìèíàÿ, ÷òî äåéñòâèå ìàòðèöû σx åñòü
äåéñòâèå âåíòèëÿ ÛNOT, òî åñòü σx|0⟩ = |1⟩, σx|1⟩ = |0⟩, ïîëó÷àåì

Ê|ψc⟩ = ϵ0(t)(α|000⟩+ β|111⟩) + ϵ1(t)(α|100⟩+ β|011⟩) +
+ϵ2(t)(α|010⟩+ β|101⟩) + ϵ3(t)(α|001⟩+ β|110⟩).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èäååé, èçëîæåííîé â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà, çàðåçåð-
âèðóåì åùå äâà êâàíòîâûõ áèòà äëÿ çàïèñè ñèíäðîìà îøèáîê:

Ê|ψc⟩ → Ê|ψc⟩|00⟩ = ϵ0(t)(α|00000⟩+ β|11100⟩) +
+ϵ1(t)(α|10000⟩+ β|01100⟩) +
+ϵ2(t)(α|01000⟩+ β|10100⟩) + ϵ3(t)(α|00100⟩+ β|11000⟩).

Ñèíäðîì îøèáîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ŝ, äåéñòâóþùèì íà øåñòè-
êóáèòîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ êàê

Ŝ|x1, x2, x3, 0, 0⟩ = |x1, x2, x3, x2 ⊕ x3, x1 ⊕ x3⟩.

Â ðåçóëüòàòå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ êîäèðîâàííîãî êóáèòà âìåñòå ñ ñèíäðî-
ìîì îøèáîê ïðèíèìàåò âèä

ŜÊ|ψc⟩|00⟩ = ϵ0(t)(α|00000⟩+ β|11100⟩) +
+ϵ1(t)(α|10001⟩+ β|01101⟩) +
+ϵ2(t)(α|01010⟩+ β|10110⟩) +
+ϵ3(t)(α|00111⟩+ β|11011⟩).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ |ϵ0(t)|2 êîäèðîâàííîå òðåõêóáèòî-
âîå ñîñòîÿíèå íå ìåíÿåòñÿ îò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì (èäåàëü-
íàÿ ñèòóàöèÿ), à ñ âåðîÿòíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî |ϵ1(t)|2, |ϵ2(t)|2, |ϵ3(t)|2
â êîäèðîâàííîì òðåõêóáèòîâîì ñîñòîÿíèè ïðîèçîéäåò îáðàùåíèå ïåð-
âîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî êóáèòà. Íî èíôîðìàöèÿ î ïåðåâåðíóòîì êóáè-
òå îêàçàëàñü çàïèñàíà â ÷åòâåðòîì è ïÿòîì êâàíòîâûõ ðåãèñòðàõ! Äî-
ïóñòèì, ñîñòîÿíèå ýòèõ ðåãèñòðîâ èçìåðåíî, è ïîëó÷åíî çíà÷åíèå 11
(ñ âåðîÿòíîñòüþ |ϵ3(t)|2). Ïîñëå èçìåðåíèÿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ êîëëàïñè-
ðîâàë â (α|001⟩ + β|110⟩)|11⟩. Ñîñòîÿíèå çàêîäèðîâàííîãî êóáèòà ïðè
òàêîì èçìåðåíèè íå ðàçðóøèëîñü, è èçâåñòíî, ÷òî íóæíî èíâåðòèðî-
âàòü òðåòèé êóáèò äëÿ èñïðàâëåíèÿ îøèáêè: (α|001⟩ + β|110⟩)|11⟩ →
(α|000⟩ + β|111⟩)|11⟩. Åñëè ê ýòîìó èñïðàâëåííîìó âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ

ïðèìåíèòü îïåðàòîð Û
(12)
CNOTÛ

(23)
CNOT ⊗ Î(45), òî ïîëó÷èì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

(α|0⟩+ β|1⟩)|00⟩|11⟩.
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• Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäåíèå.

Âñïîìîãàòåëüíûå êóáèòû 2,3,4,5 ìîæíî â êîíöå èãíîðèðîâàòü.
Àíàëîãè÷íûå ìåòîäû òðîåêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ è äëÿ

èñïðàâëåíèÿ ôàçîâûõ îøèáîê. Â öåëîì, òåîðèÿ êâàíòîâûõ êîäîâ, èñïðàâ-
ëÿþùèõ îøèáêè, ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùåéñÿ îòðàñëüþ òåîðèè
êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî óçíàòü èç ñòàòüè [9], èëè
æå çàãëÿíóâ íà âåá-ñòðàíèöó êóðñà Äæ. Ïðåñêèëëà â Êàëèôîðíèéñêîì
òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå

http://www.theory.caltech.edu/ preskill/ph219/.

Íà ðóññêèé ÿçûê ïîêà ïåðåâåäåíû [6] òîëüêî ïåðâûå ãëàâû ýòîãî êóðñà,
íå âêëþ÷àþùèå ãëàâó î êâàíòîâûõ êîäàõ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè.
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Ãëàâà 5

Îñíîâíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû.

Áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè è ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ âû-
÷èñëåíèé íà÷àëîñü ïîñëå òîãî, êàê Ïèòåð Øîð ïðåäëîæèë êâàíòîâûé
àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè â 1994 ãîäó, à Ëîâ Ãðîâåð èçîáðåë â 1997 ãîäó
àëãîðèòì ïîèñêà â íåñòðóêòóðèðîâàííîé êâàíòîâîé áàçå äàííûõ. Òðå-
òüèì øèðîêî èçâåñòíûì àëãîðèòìîì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì òåëåïîðòàöèè
íåèçâåñòíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ óäàëåííîìó ïîëó÷àòåëþ. Ðàçáåðåì
îñíîâíûå ïðèíöèïû óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ.

5.1 Êâàíòîâûé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè Øîðà.

Îäíà èç øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ñèñòåì øèôðîâàíèÿ äàííûõ (ñèñòå-
ìà RSA), íàçâàííàÿ â ÷åñòü åå ñîçäàòåëåé Ðèâåñòà, Øàìèðà è Àäëåìà-
íà (Rivest, Shamir, Adleman), èñïîëüçóåò òîò ýìïèðè÷åñêèé, íî íå äî-
êàçàííûé ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè ôàêò, ÷òî çàäà÷à î íàõîæäåíèè ìíî-
æèòåëåé áîëüøîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà îòíîñèòñÿ ê êëàññó âû÷èñëèòåëüíûõ
çàäà÷, âðåìÿ ñ÷åòà êîòîðûõ çàâèñèò îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ N êàê
exp[c(lgN)1/3(lg lgN)2/3], òî åñòü íåïîëèíîìèàëüíî. Îäíàêî Ï. Øîð â
1995 ã. ïîêàçàë, ÷òî êâàíòîâûé àëãîðèòì ñïîñîáåí ðåøèòü ýòó çàäà÷ó çà
÷èñëî øàãîâ ïîðÿäêà (lgN)2(lg lgN)(lg lg lgN).

Â òåîðèè ÷èñåë äîêàçàíî, ÷òî íàõîæäåíèå ìíîæèòåëåé ÷èñëà N ñâî-
äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïåðèîäà r ýòîãî ÷èñëà. Îïðåäåëåíèå: r íàçûâàåòñÿ
ïåðèîäîì ÷èñëà N , åñëè ñóùåñòâóåò x òàêîå, ÷òî xr = 1(modN). Íà-
ïîìíèì, ÷òî x(modN) îçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà N . Åñëè r ÷åò-
íîå, òî îïðåäåëèì y ÷åðåç ñîîòíîøåíèå xr/2 = y(modN). Òîãäà y − 1 è
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y + 1 áóäóò ìíîæèòåëÿìè ÷èñëà N . Ïðîâåðèì, êàê ýòî ðàáîòàåò. Ïóñòü
N = 21. Âîçüìåì x = 2. Èìååì 2r(mod21) = 2, 4, 8, 16, 11, 1, 2, . . . ïðè
r = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . . . Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä ðàâåí r = 6. Ïîýòîìó
y = 26/2(mod21) = 8, y − 1 = 7, y + 1 = 9 = 3× 3. Îòñþäà 21 = 7× 3.

Ðàçáåðåì èäåþ êâàíòîâîãî àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè íà òîì æå ïðè-
ìåðå ÷èñëà N = 21. ×èñëî N â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ðåãèñòðà èç n = [log2N ] ñèìâîëîâ 0 è 1. Ïðè N = 21 áóäåò n = 5.
Âûáèðàåì öåëîå ÷èñëî t èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà N 2 < 2t < 2N 2. Â íàøåì
ñëó÷àå t = 9. Âõîäíîé ðåãèñòð ïðèãîòîâèì â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ïîäðåãèñòðîâ

|ψ0⟩ = | 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
t=9

⟩| 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n=5

⟩.

Ïîäâåðãíåì ïåðâûé ïîäðåãèñòð äåéñòâèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåíòè-
ëåé Àäàìàðà ÛH ⊗ ÛH ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸

t

. Ïðèìåíèâ (4.8), ïîëó÷èì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

|ψ1⟩ =
1√
2t

2t−1∑
j=0

|j⟩|0⟩ = 1√
512

511∑
j=0

|j⟩|0⟩.

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ê âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ |ψ1⟩ ëèíåé-
íîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà V̂x, äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

V̂x|j⟩|k⟩ = |j⟩|k + xj(modN)⟩

è ïåðåõîäå ê âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ

|ψ2⟩ =
1√
2t

2t−1∑
j=0

|j⟩|xj(modN)⟩. (5.1)

Êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì ïðîÿâèëñÿ èìåííî íà ýòîì øàãå: êàê âèäíî èç
(5.1), â ñîñòîÿíèÿõ âòîðîãî ïîäðåãèñòðà çàêîäèðîâàíû âñå ñòåïåíè ÷èñëà
x, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîèñêà ïåðèîäà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå x = 2,
à ÿâíûé âèä |ψ2⟩ åñòü

|ψ2⟩ =
1√
512

{|0⟩|1⟩+ |1⟩|2⟩+ |2⟩|4⟩+ |3⟩|8⟩+ |4⟩|6⟩+ |5⟩|11⟩+

+|7⟩|2⟩+ . . . |511⟩|2⟩} . (5.2)
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Íà ïåðâûé âçãëÿä, â ýòîé çàïèñè òðóäíî ðàçãëÿäåòü êàêóþ-ëèáî çàêî-
íîìåðíîñòü. Îäíàêî ñîáåðåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ
ïåðâîãî ïîäðåãèñòðà ïðè ôèêñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè âòîðîãî ïîäðåãèñòðà.
Ïîëó÷èì

|ψ2⟩ =
1√
512

{(|0⟩+ |6⟩+ · · ·+ |510⟩) |1⟩+

+(|1⟩+ |7⟩+ · · ·+ |511⟩) |2⟩+
+(|2⟩+ |8⟩+ · · ·+ |506⟩) |4⟩+
+(|3⟩+ |9⟩+ · · ·+ |507⟩) |8⟩+
+(|4⟩+ |10⟩+ · · ·+ |508⟩) |16⟩+
+(|5⟩+ |11⟩+ · · ·+ |509⟩) |11⟩} . (5.3)

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ êàæäîãî èç ïîäðåãèñòðîâ, èìåþùèé âèä
|n⟩, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå |1, 0, 0, . . . , 1⟩, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíèö è
íóëåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâîè÷íóþ çàïèñü öåëîãî ÷èñëà n.

Â íàøåì êîíêðåòíîì ïðèìåðå âíèìàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ñóììû âåê-
òîðîâ ñîñòîÿíèÿ â ëþáîé èç ñêîáîê âûðàæåíèÿ (5.3) ïîêàçûâàåò íàëè÷èå
ïåðèîäà r = 6. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî çíàíèå âñåãî âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ èçáûòî÷íî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà: ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñîñòîÿíèé ïåðâîãî ïîäðåãèñòðà ñîäåðæèò ïåðèîä, çàêîäèðîâàííûé â ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ñîñòîÿíèé ïåðâîãî ïîäðåãèñòðà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå
ñëåäóþùåãî øàãà "èçì�åðèì"âòîðîé ïîäðåãèñòð. ×òîáû ïîíÿòü, êàêîâ ìî-
æåò áûòü ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ, íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, êàê ôîðìàëèçó-
åòñÿ èçìåðåíèå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Îäèí èç îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ãëàñèò, ÷òî åñ-
ëè êâàíòîâàÿ ñèñòåìà äî èçìåðåíèÿ íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè |ψ⟩ =∑

n cn|ψn⟩, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ ñîáñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé êàêîãî-ëèáî îïåðàòîðà Â, Â|ψn⟩ = an|ψn⟩, îòâå÷àþùåãî ôè-
çè÷åñêîé âåëè÷èíå a, òî ïîñëå èçìåðåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû ñ âåðîÿòíîñòüþ
|cn|2 ïîëó÷àåòñÿ îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé an, à ñèñòåìà ñðàçó ïî-
ñëå èçìåðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè |ψn⟩ [7]. Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ
ïðîèñõîäèò ðåäóêöèÿ (êîëëàïñ) êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ⟩ → |ψn⟩.

Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëå èçìåðåíèÿ âòîðîé ïîäðåãèñòð îêàçàëñÿ â ñîñòî-
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Ðèñ. 5.1: Çàâèñèìîñòü îò j âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ïåðâûé ïîäðåãèñòð â ñîñòîÿíèè
|j⟩. Ïîñêîëüêó j öåëîå, êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé äèñêðåòíûõ ïèêîâ.

ÿíèè |2⟩. Âåñü êâàíòîâûé êîìïüþòåð ïðè ýòîì ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå

|ψ3⟩ =
1√
86

85∑
a=0

|6a+ 1⟩|2⟩. (5.4)

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü âûáðàí èç îáû÷íîãî óñëîâèÿ ⟨ψ3|ψ3⟩ = 1.
Èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ òåîðèè ñèãíàëîâ èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûÿâëåíèÿ

ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû íóæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Â
äàííîì ñëó÷àå áîëåå óäîáíî îáðàòíîå êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ïåðâîãî ïîäðåãèñòðà, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ïåðåâîäó êîìïüþòåðà â íîâîå
ñîñòîÿíèå

|ψ4⟩ =
(
Û †
QFT ⊗ 1

) 1√
86

85∑
a=0

|6a+ 1⟩|2⟩. (5.5)
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Èñïîëüçóÿ (4.14), ïîëó÷èì

|ψ4⟩ =
1√

86× 512

85∑
a=0

511∑
j=0

e−i2πj(6a+1)/512|j⟩|2⟩ =

=
1√

86× 512

511∑
j=0

e−i2πj/512

(
85∑
a=0

e−i2πj·6a/512

)
|j⟩|2⟩. (5.6)

Ñîãëàñíî îáùèì ïðèíöèïàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè âåðîÿòíîñòü îáíàðó-
æèòü ïåðâûé ïîäðåãèñòð â ñîñòîÿíèè |j⟩ ðàâíà

w(j) =
1

86× 512

∣∣∣∣∣
85∑
a=0

e−i2πj·6a/512

∣∣∣∣∣
2

=
1

86× 512

[
sin2

(
6πj
512 × 86

)
sin2 6πj

512

]
(5.7)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè w(j) îò 0 ≤ j ≤ 511 ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.1. Íà íåì
ÿñíî âèäíû ïèêè. Àíàëîãè÷íûå ïèêè â óãëîâîì ðàñïðåäåëåíèè ïðîÿâëÿ-
þòñÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèö íà ïåðèîäè÷åñêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå.
Èõ ïîëîæåíèå äàåòñÿ çàêîíîì Âóëüôà-Áðýããîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëîæå-
íèå ïèêîâ äàåòñÿ íóëÿìè çíàìåíàòåëÿ: jl = 512l/6. Ðåøåíèÿ ïðè öåëûõ
j îòâå÷àþò l = 0, 3, 6. Èì ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå ïèêè, ðàñïîëîæåí-
íûå ïðè j = 0, 256, 512. Ïîëîæåíèå ìàëûõ ïèêîâ äàåòñÿ óñëîâèåì, êîãäà
512l/6 áëèçêî ê öåëîìó ÷èñëó. Ïîñêîëüêó 512/6 = 85 + 1/3, ìàëûå ïèêè
ðàñïîëîæåíû ïðè j = 85, 171, 341, 427.

• Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü (a) âûñîòó áîëüøèõ è ìàëûõ ïèêîâ íà ðèñ. 5.1
è (b) âåëè÷èíó âåðîÿòíîñòè w(j) äëÿ j, îòëè÷àþùèõñÿ íà ±1 îò òåõ
çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò ïèêè âåðîÿòíîñòè. Ýòîò ðàñ÷åò
ïîçâîëèò îöåíèòü îñòðîòó ïèêîâ âåðîÿòíîñòè.

Äîïóñòèì, ïîñëå ïðîãîíà êâàíòîâîãî àëãîðèòìàØîðà ïîëó÷åíî j = 85, ñ
âåðîÿòíîñòüþ w ≈ 0.1142. Òîãäà ïåðèîä r ≈ 512/85 ≈ 6. Ïî ýòîìó ïîâîäó
ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî â òåîðèè ÷èñåë ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ïðîöåäóðà
ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ r èç èçâåñòíîãî îòíîøåíèÿ òèïà 85

512 . Îíà îñíîâàíà
íà ïðåäñòàâëåíèè îòíîøåíèé öåëûõ ÷èñåë â âèäå öåïíûõ äðîáåé

85

512
=

1

6 + 1
42+ 1

2

.

• Çàäà÷à. Ïîâòîðèòü ïðèâåäåííîå âûøå ðàññìîòðåíèå ýòàïîâ àëãîðèò-
ìà Øîðà äëÿ ïîèñêà ìíîæèòåëåé ÷èñëà N = 15.
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Ðàçóìååòñÿ, â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå çàðàíåå áûëî èçâåñòíî, ÷òî r =
6. Îäíàêî è â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå r èçâëåêàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ïèêîâ.
×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, âåðíåìñÿ ê (5.1) è ïîâòîðèì îïèñàííóþ âûøå
öåïî÷êó äåéñòâèé ïðè ïðîèçâîëüíûõ x è r. Àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî áûëî
ñäåëàíî ïðè ðàññìîòðåíèè ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ r = 6, âûäåëèì êîíêðåòíûé
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî ïîäðåãèñòðà |xj0(modN)⟩ è ñîáåðåì ïðè íåì
âñþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ïåðâîãî ïîäðåãèñòðà:

|ψ2⟩ =
1√
2t

[
(|0⟩+ |r⟩+ |2r⟩+ · · · ) |x0⟩ +

+(|1⟩+ |r + 1⟩+ |2r + 1⟩+ · · · ) |x1⟩ +
· · ·+
+ (|j0⟩+ |r + j0⟩+ |2r + j0⟩+ · · · ) |xj0⟩+ · · ·

]
=

=
1√
2t

r−1∑
j0=0

amax∑
a=0

|ar + j0⟩|xj0⟩ (5.8)

Çäåñü

amax ≈
2t

r
− 1,

è çíàê ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ j0 âåðõíèé
ïðåäåë amax ìîæåò ñëåãêà îòëè÷àòüñÿ âûïèñàííîãî. Ïðîâåäåì èçìåðåíèå
âòîðîãî ïîäðåãèñòðà è ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èì ïîñëå
èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèå ñ êàêèì-òî j0:

|ψ3⟩ =
√
r

2t

amax∑
a=0

|ar + j0⟩|xj0⟩. (5.9)

Íîâûé íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü âûáðàí èç óñëîâèÿ ⟨ψ3|ψ3⟩ = 1. Ïðè-
ìåíÿåì îáðàòíîå êâàíòîâîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ê ïåðâîìó ïîäðåãè-
ñòðó:

|ψ4⟩ =
(
Û †
QFT ⊗ 1

)
|ψ3⟩ =

2t−1∑
j=0

(√
r

2t

amax∑
a=0

e−i 2πj
2t

(ar+j0)

)
|j⟩|xj0⟩. (5.10)

Ïîñëåäíèé øàã: èçìåðÿåì ïåðâûé ïîäðåãèñòð è ïîëó÷àåì ñîñòîÿíèå
êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà |j⟩|xj0⟩ ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé êâàäðàòó ìîäóëÿ
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âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ (5.10):

w(j) =

∣∣∣∣∣
√
r

2t

amax∑
a=0

e−i 2πj
2t

(ar+j0)

∣∣∣∣∣
2

=
r

22t

(
sin2 πjr

2t amax

sin2 πjr
2t

)
. (5.11)

Àíàëèç ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ òàê æå êàê â ðàçîáðàííîì âûøå
÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïèêè âåðîÿòíîñòè w(j) äàþòñÿ íóëÿìè çíàìåíàòåëÿ
(5.11) è îòâå÷àþò j = jl, ãäå

jl =
2t

r
l.

Îòñþäà, â ïðèíöèïå, è íàõîäèòñÿ ïåðèîä r. Êàê ïîêàçûâàåò ðàçîáðàííûé
âûøå ÷àñòíûé ñëó÷àé, âîçìîæíî, íåîáõîäèì áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç
ñèòóàöèè, êîãäà ïîëó÷àåòñÿ íå öåëîå jl. Ñóùåñòâåííî, ÷òî òàêîé àíàëèç
íå òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøèõ çàòðàò âðåìåíè è ïðîâîäèòñÿ ÷èñòî
êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Â ïðîâåäåííîì àíàëèçå àëãîðèòìà Øîðà èñïîëüçîâàëñÿ êîíêðåòíûé
âûáîð x = 2. Â ïðèíöèïå, äëÿ ïîèñêà ìíîæèòåëåé äðóãîãî ÷èñëà òàêîé
âûáîð ìîã áû îêàçàòüñÿ íåóäà÷íûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäîâàëî áû ïîïðî-
áîâàòü äðóãèå ÷èñëà x. ßñíî, ÷òî íåñêîëüêî òàêèõ ïîïûòîê íå ïðèâåäóò
ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó ðåñóðñíûõ çàòðàò.

5.2 Àëãîðèòì Ãðîâåðà ïîèñêà â íåñòðóêòóðèðîâàí-

íîé áàçå äàííûõ.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ïîèñêå îïðåäåëåííîé çàïèñè â íåñòðóêòóðèðî-
âàííîé áàçå äàííûõ èç N ýëåìåíòîâ òðåáóåò ïðèìåðíî N îáðàùåíèé ê
íåé. Ãðóáî ãîâîðÿ, ìû ïåðåáèðàåì âñå çàïèñè, ïîêà íå íàéäåì íóæíóþ. Â
1997 ãîäó Ë. Ãðîâåð îïóáëèêîâàë â âåäóùåì ìèðîâîì ôèçè÷åñêîì æóðíà-
ëå ñòàòüþ [L. K. Grover, Physical Review Letters 79, 325 (1997)], â êîòîðîé
ïðåäëîæèë êâàíòîâûé àëãîðèòì ïîèñêà â íåñòðóêòóðèðîâàííîé êâàíòî-
âîé áàçå äàííûõ èç N çàïèñåé, ïîçâîëÿþùèé íàéòè íóæíóþ çàïèñü ïîñëå
ïðèìåðíî

√
N îáðàùåíèé ê ýòîé áàçå. Õîòÿ êâàíòîâîå óñêîðåíèå íå ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî, êàê â ñëó÷àå àëãîðèòìà Øîðà, à ñòåïåííîå, ïðè N = 108

âðåìÿ ïîèñêà óìåíüøàëîñü áû â 10000 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì
ñëó÷àåì.
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Êâàíòîâàÿ áàçà äàííûõ ñîñòîèò èç n-êóáèòîâûõ ðåãèñòðîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ âèäà | 1001101000 · · ·︸ ︷︷ ︸

n

⟩ ñ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ íóëåé è åäèíèö, ÿâëÿþùèõñÿ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
êàêîãî-òî öåëîãî ÷èñëà x. Äëÿ êðàòêîñòè, êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå,
òàêîé n-êóáèòîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå |x⟩. Âñå-
ãî èìååòñÿ N = 2n çàïèñåé â êâàíòîâîé áàçå äàííûõ. Ñðåäè ýòèõ N
âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ èìååòñÿ îäèí ïîìå÷åííûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |ω⟩, êî-
òîðûé è íóæíî íàéòè, îáðàùàÿñü ê áàçå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàç. Çàïðîñ
â êâàíòîâóþ áàçó äàííûõ ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì îáðàùåíèÿ ê êâàíòîâîìó
îðàêóëó. Òàê â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïî êâàíòîâûì àëãîðèòìàì íà-
çûâàþò óñòðîéñòâî, êîòîðîå ñîîáùàåò íàì çíà÷åíèÿ áèíàðíîé, òî åñòü
ïðèíèìàþùåé âñåãî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1, ôóíêöèè fω(x). Ýòà ôóíêöèÿ
îáëàäàåò ñâîéñòâîì

fω(x) =

{
1, åñëè x = ω,
0, åñëè x ̸= ω.

(5.12)

Äåéñòâèå îðàêóëà èçîáðàæàåòñÿ óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

Ûfω |x⟩|y⟩ = |x⟩|y + fω(x)⟩. (5.13)

Çäåñü |x⟩ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-êóáèòîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, à |y⟩ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîêóáèòîâûì âåêòîðîì; ñëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ
2. Óäîáñòâî êâàíòîâîãî îðàêóëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åìó ìîæíî ïðåäú-
ÿâëÿòü íå òîëüêî îäèí êâàíòîâûé ðåãèñòð, íî è ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ðåãèñòðîâ. Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì Ûfω íà âåêòîð

ñîñòîÿíèÿ |x⟩ |0⟩−|1⟩√
2
. Ñ ó÷åòîì ïðàâèëà äåéñòâèÿ (5.13) ïîëó÷èì

Ûfω |x⟩
|0⟩ − |1⟩√

2
=

1√
2
(|x⟩|fω(x)⟩ − |x⟩|1 + fω(x)⟩) =

=

{
1√
2
(|ω⟩|1⟩ − |ω⟩|0⟩) = −|ω⟩ |0⟩−|1⟩√

2
, åñëè x = ω

1√
2
(|x⟩|0⟩ − |x⟩|1⟩) = +|x⟩ |0⟩−|1⟩√

2
, åñëè x ̸= ω

.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

Ûfω |x⟩
|0⟩ − |1⟩√

2
= (−1)fω(x)|x⟩|0⟩ − |1⟩√

2
.

Åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà âòîðîé îäíîêóáèòîâûé ðåãèñòð, òî Ûfω

îñóùåñòâëÿåò ôàçîâîå ïðåîáðàçîâàíèå n-êóáèòîâîãî ðåãèñòðà |x⟩ →
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(−1)fω(x)|x⟩. Åñëè íàéäåíà íóæíàÿ çàïèñü â êâàíòîâîé áàçå äàííûõ, òî,
ñ ó÷åòîì (5.12), x = ω, è |ω⟩ → −|ω⟩. Åñëè ïîèñê íåóäà÷åí, òî åñòü
x ̸= ω, òî |x⟩ → |x⟩. Óêàçàííîå äåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâåðñèþ
ôàçû èñêîìîãî êâàíòîâîãî ðåãèñòðà è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
îïåðàòîðà Ûω, äåéñòâóþùåãî íà n-êóáèòîâûé ðåãèñòð:

Ûω = Î − 2|ω⟩⟨ω|. (5.14)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî Ûω|ω⟩ = −|ω⟩ è Ûω|x⟩ = |x⟩, åñëè x ̸= ω.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4.8) èç èñõîäíîãî

âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ | 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n

⟩ ñòðîèì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

|s⟩ = 1√
N

N−1∑
x=0

|x⟩, (5.15)

ãäå N = 2n. Ñðåäè N âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ |x⟩ ïðèñóòñòâóåò îäèí íóæíûé
|ω⟩ ñ âåðîÿòíîñòüþ |⟨ω|s⟩|2 = 1/N . Äëÿ òîãî ÷òîáû åãî íàéòè ââîäèòñÿ
îïåðàòîð

Ûs = 2|s⟩⟨s| − Î . (5.16)

Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò òàê: Ûs|s⟩ = |s⟩, Ûs|ω⟩ = 2|s⟩⟨s|ω⟩ − |ω⟩ ≡
2√
N
|s⟩ − |ω⟩. Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ ââèäó òîãî ÷òî

⟨ω|s⟩ = 1√
N
.

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè èòåðàöèþ Ãðîâåðà, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðà ÛG = ÛsÛω. Ñ ó÷åòîì (5.14) è (5.16)
íàõîäèì, ÷òî

ÛG|s⟩ =

(
1− 4

N

)
|s⟩+ 2√

N
|ω⟩,

ÛG|ω⟩ = − 2√
N
|s⟩+ |ω⟩. (5.17)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîñëå èòåðàöèè Ãðîâåðà ÛG|s⟩ àìïëèòóäà àìïëèòóäà
âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ |s⟩ ñëåãêà óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ àìïëè-
òóäû âåðîÿòíîñòè èñêîìîãî ñîñòîÿíèÿ |ω⟩. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå ìíîãî-
êðàòíî ïðîâåäåííîé èòåðàöèè Ãðîâåðà èñêîìîå ñîñòîÿíèå |ω⟩ áóäåò èìåòü
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åäèíè÷íóþ âåðîÿòíîñòü. Äëÿ ýòîãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü (5.17) â ìàòðè÷-
íîì âèäå

ÛG

(
|s⟩
|ω⟩

)
=

(
1− 4

N
2√
N

− 2√
N

1

)(
|s⟩
|ω⟩

)
.

Ïðè N ≫ 1 äîáàâêîé 4/N ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ìàòðèöà ñòàíîâèòñÿ
ïîõîæåé íà ìàòðèöó ïîâîðîòà íà áåñêîíå÷íî ìàëûé óãîë 2θ, ãäå θ =
1/
√
N . Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî Ûn

G â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè â áàçèñå
|s⟩, |ω⟩ áóäåò n-îé ñòåïåíüþ ìàòðèöû ïîâîðîòà(

1 2θ
−2θ 1

)n

=

(
1̂ + i

2nθ

n
σy

)n

≈ e2inθσy = cos 2nθ + iσy sin 2nθ =

=

(
cos 2nθ sin 2nθ
− sin 2nθ cos 2nθ

)
.

Çäåñü 1̂ ñóòü åäèíè÷íàÿ 2× 2 ìàòðèöà, à σy =

(
0 −i
i 0

)
îäíà èç ìàòðèö

Ïàóëè. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Ûn
G|s⟩ = cos 2nθ|s⟩+ sin 2nθ|ω⟩,

Ûn
G|ω⟩ = cos 2nθ|ω⟩ − sin 2nθ|s⟩. (5.18)

Åñëè 2nθ = π/2, òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ èñêîìîãî ñîñòîÿíèÿ |ω⟩
áëèçêà ê åäèíèöå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëå n =

[
π
4

√
N
]
îáðàùåíèé ê îðà-

êóëó ñ äîñòîâåðíîñòüþ íàéäåòñÿ íóæíàÿ êâàíòîâàÿ çàïèñü |ω⟩. Âàæíî,
÷òî íàäî çíàòü, êîãäà ñëåäóåò îñòàíîâèòü èòåðàöèè Ãðîâåðà, ïîñêîëüêó
ïîñëå óêàçàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
|ω⟩ íà÷íåò óìåíüøàòüñÿ.

Èòàê, àëãîðèòì Ãðîâåðà, â ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò óñêîðåíèå ïîèñêà ïðè-
ìåðíî â

√
N ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè, òðåáóþ-

ùèìè ïðèìåðíî N îáðàùåíèé ê êëàññè÷åñêîìó îðàêóëó. Äðóãîå äåëî
÷òî ñàì ïðîöåññ ïåðåêîäèðîâàíèÿ áàçû äàííûõ â êâàíòîâûé ðåæèì ìî-
æåò ïîòðåáîâàòü çàòðàò ðåñóðñîâ, ïåðåêðûâàþùèõ âûãîäû àëãîðèòìà
Ãðîâåðà. Â ýòîé ñâÿçè â ëèòåðàòóðå âûñêàçûâàëèñü ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî
êâàíòîâûé ïîèñê ìîã áû îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷
êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé â êà÷åñòâå ïîäïðîãðàììû.

Äîïóñòèì, ÷òî â êâàíòîâîé áàçå äàííûõ èç N çàïèñåé èìååòñÿ r ïî-
ìå÷åííûõ çàïèñåé |ωi⟩, ãäå i = 1, 2, · · · , r. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
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îáðàùåíèé ê êâàíòîâîìó îðàêóëó, íåîáõîäèìîå äëÿ îáíàðóæåíèÿ õîòÿ
áû îäíîé èç ïîìå÷åííûõ çàïèñåé. Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíèìàíèå íà ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ àëãîðèòìà Ãðîâåðà. Â ñëó÷àå îäíîé ïîìå-
÷åííîé çàïèñè |ω⟩ êâàíòîâûé îðàêóë Ûω îòðàæàåò âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ â
ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé |ω⟩: Ûω|ω⟩ = −|ω⟩, Ûω|x⟩ = |x⟩, åñëè x ̸= ω.
Ðàçóìååòñÿ, ïëîñêîñòè, âåêòîðû è ò.ä. çäåñü îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, à íå îáû÷íîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ñà-
ìà æå èòåðàöèÿ Ãðîâåðà, ñîãëàñíî (5.18) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîâîðîò
â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû |s⟩ è |ω⟩ â ñòîðîíó âåêòîðà |ω⟩. Èç-
ìåíèì àëãîðèòì òàê, ÷òîáû êâàíòîâûé îðàêóë

Ûω̃ = Î − 2|ω̃⟩⟨ω̃|

îòðàæàë â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ

|ω̃⟩ = r−1/2
r∑

i=1

|ωi⟩

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èòåðàöèÿ Ãðîâåðà
áóäåò èìåòü âèä ÛG̃ = ÛsÛω̃. Äëÿ òîãî ÷òîáû óçíàòü, êàê ýòîò îïåðàòîð
äåéñòâóåò íà |s⟩, âû÷èñëèì àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñîñòîÿíèå
|ω̃⟩ ñîäåðæèòñÿ â ñîñòîÿíèè |s⟩:

⟨s|ω̃⟩ = 1√
r

r∑
i=1

⟨s|ωi⟩ =
1√
rN

N−1∑
j=0

⟨j|ωi⟩ =
√

r

N
,

ïðè ýòîì ⟨s|ω̃⟩ = ⟨ω̃|s⟩. Çäåñü áûëî ó÷òåíî, ÷òî |s⟩ èìååò âèä (5.15) è ÷òî
ñðåäè N ñîñòîÿíèé âû÷èñëèòåëüíîãî áàçèñà |j⟩ îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâó-
þò âñå ïîìå÷åííûå ñîñòîÿíèÿ |ωi⟩ â êîëè÷åñòâå r øòóê. Òåïåðü ìîæíî
íàéòè, ÷òî

ÛG̃|s⟩ = Ûs(Î − 2|ω̃⟩⟨ω̃|)|s⟩ = Ûs(|s⟩ − 2|ω̃⟩⟨ω̃|s⟩) =

= |s⟩ − 2

√
r

N
(2|s⟩⟨s|ω̃⟩ − |ω̃⟩) =

(
1− 4

r

N

)
|s⟩+ 2

√
r

N
|ω̃⟩.

Ñðàâíåíèå ñ (5.17) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé
ñ ïîìîùüþ çàìåíû N → N/r. Ïîýòîìó ïîèñê ñðåäè N ñîñòîÿíèé îäíîãî
èç r ïîìå÷åííûõ òðåáóåò

√
N/r îáðàùåíèé ê êâàíòîâîìó îðàêóëó.

73

© www.phys.nsu.ru



5.3 Òåëåïîðòàöèÿ íåèçâåñòíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿ-

íèÿ.

Ââåäåì â äåéñòâèå òðåõ ïåðñîíàæåé, êîòîðûå ôèãóðèðóþò âî âñåõ ñî-
âðåìåííûõ ïóáëèêàöèÿõ ïî ïðîáëåìå êâàíòîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé. Ýòî Àëèñà (A), Áîá (B) è ×àðëè (C). Äîïóñòèì, ×àðëè ïðèãî-
òîâèë êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå

|ψ⟩C = a|0⟩C + b|1⟩C .

Çäåñü è äàëåå íèæíèå èíäåêñû A, B, C óêàçûâàþò íà ïðèíàäëåæíîñòü
êóáèòà êîíêðåòíîìó èç óêàçàííûõ ïåðñîíàæåé. ×àðëè ïåðåäàë Àëèñå
ýòîò êóáèò è èñ÷åç â íåèçâåñòíîì íàïðàâëåíèè, íå ñîîáùèâ åé çíà÷åíèÿ
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè a è b. Áîáó íóæåí ýòîò êóáèò. Êàê
Àëèñà ìîæåò ïåðåäàòü ýòîò êóáèò Áîáó, åñëè Áîá íàõîäèòñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè, íå äîïóñêàþùåì ïðÿìîãî êîíòàêòà, à åäèíñòâåííûì âèäîì ñâÿçè
ìåæäó íèì è Àëèñîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òåëåôîí? Àëèñà ìîãëà áû èçìå-
ðèòü êóáèò, ïðîåöèðóÿ åãî íà áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ ëèáî |0⟩A, ëèáî |1⟩A,
è ñîîáùèòü ðåçóëüòàò Áîáó ïî òåëåôîíó. Íî ïðèíöèïû êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè ãîâîðÿò, ÷òî ïðè èçìåðåíèè êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå îáúåêòà ìîæåò
èçìåíèòüñÿ íåêîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ñ âåðîÿòíîñòüþ |a|2
ïðîèçîéäåò ðåäóêöèÿ (êîëëàïñ) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ a|0⟩C + b|1⟩C → |0⟩C .
Èíôîðìàöèÿ î b ðàçðóøèòñÿ â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ. Àëèñà ìîãëà áû
ñêîïèðîâàòü íåèçâåñòíûå åé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |ψ⟩C â ÷èñëå êîïèé, êî-
òîðîå ïîçâîëèëî áû åé îïðåäåëèòü ìîäóëè àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè è èõ
îòíîñèòåëüíóþ ôàçó.

• Çàäà÷à. Ïóñòü êóáèò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòèöó ñî ñïèíîì 1/2, òàê
÷òî |0⟩ = | ↑z⟩ ≡ |sz = +1/2⟩, |1⟩ = | ↓z⟩ ≡ |sz = −1/2⟩. Óêàæèòå
ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ â ñåðèè èçìåðåíèé ìîäóëåé |a| è |b| è îòíîñè-
òåëüíîé ôàçû àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè a è b â ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè
a|0⟩+ b|1⟩.

Äëÿ êîïèðîâàíèÿ êóáèòà Àëèñå ïîòðåáîâàëñÿ áû êâàíòîâûé êñåðîêñ, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî âûñòóïàë áû êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé îïåðàòîð Ûxerox,
äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Ûxerox|ψ⟩|0⟩ = |ψ⟩|ψ⟩. (5.19)
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Îïåðàòîð Ûxerox ñîçäàåò íåèçâåñòíîå ñîñòîÿíèå |ψ⟩ âìåñòî íåêîòîðîãî
"ïóñòîãî"ñîñòîÿíèÿ |0⟩.

Óâû, êâàíòîâûé êñåðîêñ ñîçäàòü íåâîçìîæíî! Ïðåïÿòñòâèåì ê ýòîìó
ñëóæèò òåîðåìà î íåâîçìîæíîñòè êëîíèðîâàíèÿ íåèçâåñòíîãî êâàíòî-
âîãî ñîñòîÿíèÿ, äîêàçàííàÿ â 1982 ãîäó Âóòåðñîì è Çóðåêîì (Wooters,
Zurek). Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
îïåðàòîð Ûxerox, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó (5.19) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ |ψ⟩. Íî òîãäà óòâåðæäåíèå äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî äëÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ |ψ⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩. Íî ìåæäó
òåì â ëåâîé ÷àñòè (5.19) ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ûxerox ïîëó-
÷àåòñÿ âûðàæåíèå

c1|ψ1⟩|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩|ψ2⟩,
òîãäà êàê â ïðàâîé ÷àñòè (5.19) ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

c21|ψ1⟩|ψ1⟩+ c22|ψ2⟩|ψ2⟩+ c1c2(|ψ1⟩|ψ2⟩+ |ψ2⟩|ψ1⟩),

îòëè÷àþùååÿ îò òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîãî. Ïðîòèâîðå÷èå! Ñëåäîâàòåëüíî,
îïåðàòîðà ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò.

Âûõîäîì èç ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå Àëèñîé è Áîáîì çàïó-
òàííûõ ñîñòîÿíèé äâóõ êóáèòîâ. Åùå â 1966 ãîäó çíàìåíèòûé èðëàíä-
ñêèé ôèçèê Äæ. Áåëë, ðàáîòàâøèé â ÖÅÐÍå, ââåë óäîáíûé áàçèñ äëÿ
çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé äâóõ ÷àñòèö, ñ òåõ ïîð íàçûâàåìûé áàçèñîì Áåë-
ëà. Â ñëó÷àå äâóõêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûìè îáëàäàþò Àëèñà è Áîá,
áàçèñ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ:

|ϕ±⟩AB =
1√
2
(|00⟩AB ± |11⟩AB),

|ψ±⟩AB =
1√
2
(|01⟩AB ± |10⟩AB). (5.20)

Â ýòîé çàïèñè è äàëåå |00⟩AB ≡ |0⟩A|0⟩B è ò.ä., íî ñîñòîÿíèÿ |ϕ±⟩AB
è |ψ±⟩AB â âèäå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé íå ïðåäñòàâèìû ââèäó èõ çàïó-
òàííîñòè. Íèæíèå äâîéíûå èíäåêñû â âèäå çàãëàâíûõ ëàòèíñêèõ áóêâ
óêàçûâàþò íà ïðèíàäëåæíîñòü ïåðñîíàæàì, îáëàäàþùèì çàïóòàííûì
äâóõêóáèòíûì ñîñòîÿíèåì.

• Çàäà÷à. Âûðàçèòü âñå ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ áàçèñà Áåëëà (5.20) â âèäå
÷åòûðåõðÿäíûõ ñïèíîðîâ.

75

© www.phys.nsu.ru



• Çàäà÷à. Äîïóñòèì, ÷òî îäíîêóáèòîâûå ñîñòîÿíèÿ |0⟩ è |1⟩ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ñ îïðåäåëåííîé ïðîåêöèåé ñïèíà íå íà îñü
z, à íà ïðîèçâîëüíóþ îñü, çàäàííóþ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n =
(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äëÿ òàêîãî
âûáîðà îñè êâàíòîâàíèÿ.

Àëèñà è Áîá äîëæíû áûòü ïðåäóñìîòðèòåëüíûìè è çàðàíåå ïðèãîòî-
âèòü ñîâìåñòíîå äâóõêóáèòîâîå çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå. Äîïóñòèì, ýòèì
ñîñòîÿíèåì áóäåò |ϕ+⟩AB. Ïîñëå ýòîãî Áîá ìîæåò óâîçèòü ñâîé êóáèò
ñêîëü óãîäíî äàëåêî è õðàíèòü â íàäåæíîì ìåñòå. Àëèñà òàêæå õðà-
íèò ñâîé êóáèò, çàïóòàííûé ñ êóáèòîì Áîáà. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü
ýòîò ïóíêò, äîïóñòèì, ÷òî Àëèñà è Áîá äåëÿò äâóõêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå
|ψ−⟩AB = (|01⟩AB−|10⟩AB)/

√
2. Åñëè êóáèòû ðåàëèçóþòñÿ êàê ñîñòîÿíèÿ

÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 ñ îïðåäåëåííîé ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z, òî

|ψ+⟩AB =
1√
2
(| ↑z↓z⟩AB − | ↓z↑z⟩AB).

Çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå |ψ−⟩AB â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñ ïîë-
íûì ñïèíîì S = 0. Ïðèãîòîâèâ äâå ÷àñòèöû â òàêîì ñîñòîÿíèè, èõ ìîæ-
íî ðàçíîñèòü íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ è õðàíèòü. Ýòî âïîëíå ðåàëèçóåìàÿ
ñèòóàöèÿ, îñîáåííî åñëè ó÷åñòü, ÷òî îäèíî÷íûé ýëåêòðîí õðàíèëñÿ â ëî-
âóøêå Ïåííèíãà â òå÷åíèå ïðèìåðíî ãîäà.

• Çàäà÷à. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ïðåöèçèîííîìó èçìåðåíèþ ìàãíèòíîãî
ìîìåíòà ýëåêòðîíà èñïîëüçîâàëàñü ëîâóøêà Ïåííèíãà â âèäå êîì-
áèíàöèè îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B = B(0, 0, 1) è êâàäðó-
ïîëüíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ(r) = γ(x2 + y2 − 2z2),
γ =const. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíà ñ ìàãíèòíûì ìîìåí-
òîì µ = µB

g
2 â òàêîé ëîâóøêå. Îïðåäåëèòü êâàíòîâûå ÷èñëà äâóõ

íàèáîëåå áëèçêèõ óðîâíåé. Èñïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ
g
2 = 1.00115965218073(28) è B = 5 Òåñëà, âû÷èñëèòü äëèíó âîëíû
èçëó÷åíèÿ, èñïóñêàåìîãî ïðè ïåðåõîäå ìåæäó òàêèìè óðîâíÿìè â
ïðèáëèæåíèè γ = 0. Óêàçàíèå. Ðåøèòü óðàâíåíèå Ïàóëè ñ âåêòîð-
íûì ïîòåíöèàëîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäåA = 1

2 [B×r] ìåòîäîì ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, φ, z), ââîäÿ
íîâóþ ðàäèàëüíóþ êîîðäèíàòó ρ ∝ r2 = x2 + z2.

Äðóãàÿ ïàðà ìàêñèìàëüíî çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé Áåëëà |ϕ±⟩ â ñïèíîâîé
çàïèñè âûãëÿäèò êàê (| ↑z↑z⟩±| ↓z↓z⟩)/

√
2. Äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ òàêèõ ñî-
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ñòîÿíèé òðåáóåòñÿ âêëþ÷èòü ñïèí-ñïèíîâîå âçàèìîäåéñòâèå è ïîìåñòèòü
ñèñòåìó â ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå. Âîçìîæíîñòü ïðèãîòîâëåíèÿ òà-
êèõ ñîñòîÿíèé îáñóæäàåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Òåïåðü ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, íàçûâàåìîå â ëèòåðàòóðå ïðîòî-
êîëîì òåëåïîðòàöèè íåèçâåñòíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèõ äåéñòâèé. Ïîëó÷èâ îò ×àðëè
íåèçâåñòíîå ñîñòîÿíèå a|0⟩C+b|1⟩C , Àëèñà ïðèñîåäèíÿåò ê íåìó ñâîé êó-
áèò, ñïóòàííûé ñ êóáèòîì Áîáà, ïðèãîòîâèâ òåì ñàìûì ñîñòîÿíèå ñ âåê-
òîðîì |ψi⟩ABC = (a|0⟩C + b|1⟩C)|ϕ+⟩AB. Âåêòîð òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü òàê:

|ψi⟩ABC =
1√
2
(a|0⟩C + b|1⟩C))(|00⟩AB + |11⟩AB) =

1√
2
(a|0⟩C |0⟩A|0⟩B+

+a|0⟩C |1⟩A|1⟩B + b|1⟩C |0⟩A|0⟩B + b|1⟩C |1⟩A|1⟩B) =
1

2
×

×
[
a
(
|ϕ+⟩AC + |ϕ−⟩AC

)
|0⟩B + a

(
|ψ+⟩AC − |ψ−⟩AC

)
|0⟩B+

+b
(
|ψ+⟩AC + |ψ−⟩AC

)
|0⟩B + b

(
|ϕ+⟩AC − |ϕ−⟩AC

)
|1⟩B

]
=

=
1

2

[
|ϕ+⟩AC(a|0⟩B + b|1⟩B) + |ϕ−⟩AC(a|0⟩B − b|1⟩B)+

+|ψ+⟩AC(a|1⟩B + b|0⟩B) + |ψ−⟩AC(−a|1⟩B + b|0⟩B)
]
.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî σx|0⟩ = |1⟩, σx|1⟩ = |0⟩, iσy|0⟩ = −|1⟩, iσy|1⟩ = |0⟩,
σz|0⟩ = |0⟩, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

|ψi⟩ABC =
1

2

[
|ϕ+⟩AC(a|0⟩B + b|1⟩B)+

+|ϕ−⟩ACσ
(B)
z (a|0⟩B + b|1⟩B)+

+|ψ+⟩ACσ
(B)
x (a|0⟩B + b|1⟩B)+

+|ψ−⟩ACiσ
(B)
y (a|0⟩B + b|1⟩B)

]
. (5.21)

Âåðõíèé èíäåêñ (B) ó σx,y,z îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Ïà-
óëè äîëæíà äåéñòâîâàòü íà êóáèò B. Öåëü ýòèõ äåéñòâèé ñîñòîèò â òîì,
÷òî íà÷àëüíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ òðåõ êóáèòîâ îêàçàëñÿ ïåðåðàçëîæåí
ïî áàçèñó Áåëëà Àëèñû è ×àðëè. Ïîñëå ýòîãî Àëèñà ìîæåò ïðîâåñòè
èçìåðåíèå â óêàçàííîì áàçèñå.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîöåññ èçìåðåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðåäñòàâëåí
äåéñòâèåì íåêîòîðîãî îïåðàòîðà íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì íàõî-
äèëàñü êâàíòîâàÿ ñèñòåìà. Îáîçíà÷èì ýòîò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç |ϕ⟩.
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Äåéñòâèå ëþáîãî îïåðàòîðà Â ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè

Â =
∑
i,j

Cji|ψj⟩⟨ψi|.

Â ýòîì âûðàæåíèè âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ |ψi⟩ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ ⟨ψj|ψi⟩ = δij. Òîãäà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Cji âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå Cji = ⟨ψj|Â|ψi⟩. Ñ ó÷åòîì ýòîãî äåéñòâèå îïåðàòîðà çàïè-
øåòñÿ êàê

Â|ϕ⟩ =
∑
i,j

Cji|ψj⟩⟨ψi|ϕ⟩.

Åñëè |ψi⟩ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà Â ñ ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ai, òî åñòü Â|ψi⟩ = ai|ψi⟩, òî Cji = aiδji (íåò ñóììèðîâà-
íèÿ ïî i), è

Â =
∑
i

ai|ψi⟩⟨ψi|.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Â â ñîñòîÿíèè |ϕ⟩ åñòü ⟨ϕ|Â|ϕ⟩ =∑
i ai|⟨ψi|ϕ⟩|2, ïîýòîìó |⟨ψi|ϕ⟩|2 ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè èçìåðå-

íèè ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëåííîé îïåðàòîðîì Â, â êâàíòîâîì
ñîñòîÿíèè ñ âåêòîðîì |ϕ⟩ áóäåò ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ai. Åñëè èçìåðåíèå ïî-
êàçàëî, ÷òî çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé ðàâíî ai, òî êâàíòîâàÿ ñèñòåìà îêàçà-
ëàñü ïîñëå èçìåðåíèÿ â ñîñòîÿíèè |ψi⟩. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî èçìåðåíèå,
äàþùåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ai, ïðîåêòèðóåò âåêòîð ñîñòîÿ-
íèÿ |ϕ⟩ íà îäèí èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ |ψi⟩. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ
çàïèñûâàåòñÿ êàê P̂i = |ψi⟩⟨ψi|. Äåéñòâèòåëüíî,

P̂ 2
i = |ψi⟩⟨ψi|ψi⟩⟨ψi| = |ψi⟩⟨ψi| = P̂i.

Ïîñêîëüêó P̂i|ϕ⟩ = |ψi⟩⟨ψi|ϕ⟩, òî óñëîâèå íîðìèðîâêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ,
ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå èçìåðåíèÿ, òðåáóåò çàïèñàòü ðåçóëüòàò ïðîåêòèðî-
âàíèÿ êàê

P̂i|ϕ⟩ =
|ψi⟩√
⟨ϕ|P̂i|ϕ⟩

.

• Çàäà÷à. Äîïóñòèì, íåêòî èçìåðÿåò ïðîåêöèè ñïèíà ÷àñòèöû ñî ñïè-
íîì 1/2 íà äåêàðòîâû îñè x, y è z. Íàéòè îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ
(6 îïåðàòîðîâ!) íà ñîñòîÿíèÿ ñ ïðîåêöèÿìè ±1/2 íà âñå ýòè îñè.
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Âåðíåìñÿ ê äåéñòâèÿì Àëèñû. Ïðîâåäåíèå èçìåðåíèé â áàçèñå Áåëëà
îçíà÷àåò, ÷òî Àëèñà ïðèìåíÿåò îäèí èç ÷åòûðåõ îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðî-
âàíèÿ |ϕ±⟩AC⟨ϕ±|AC , |ψ±⟩AC⟨ψ±|AC .

• Çàäà÷à. Âûðàçèòü âñå ÷åòûðå îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà áàçèñ
ñîñòîÿíèé Áåëëà |ϕ±⟩AC⟨ϕ±|AC , |ψ±⟩AC⟨ψ±|AC ÷åðåç ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö Ïàóëè σ
(A)
i ⊗σ(C)

j è 1̂(A)⊗1̂(C).

Äîïóñòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ Àëèñîé íàä êóáè-
òàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â åå ðàñïîðÿæåíèè, âåêòîð èõ ñîñòîÿíèÿ îêàçàëñÿ
|ϕ+⟩AC . Àëèñà çâîíèò Áîáó è ñîîáùàåò ñâîé ðåçóëüòàò. Òîãäà â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûðàæåíèåì (5.21) Áîá çíàåò, ÷òî îí ïîëó÷èë êâàíòîâûé áèò
â ñîñòîÿíèè a|0⟩B + b|0⟩B. Åñëè â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé Àëèñû ïðîèçî-
øëà ïðîåêöèÿ íà ñîñòîÿíèå |ϕ−⟩AC , è Àëèñà ñîîáùèëà îá ýòîì Áîáó, îí,
â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.21) äîëæåí ïîäåéñòâîâàòü íà ñâîé êóáèò îïåðàòî-

ðîì σ
(B)
z è ïîñëå ýòîãî ñ ãàðàíòèåé ïîëó÷èòü òîò æå ñàìûé êóáèò. Åñëè

Àëèñà îñóùåñòâèëà ïðîåêöèþ íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |ψ+|⟩AC , Áîá ïðèìå-

íÿåò ê ñâîåìó êóáèòó âåíòèëü Û
(B)
CNOT ≡ σ

(B)
x äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü

êóáèò a|0⟩B+ b|1⟩B è ò.ä. Ïðîèçîøëà òåëåïîðòàöèÿ íåèçâåñòíîãî êâàíòî-
âîãî ñîñòîÿíèÿ ê Áîáó, êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñêîëü óãîäíî äàëåêî
îò Àëèñû. Òåîðåìà î çàïðåòå êëîíèðîâàíèÿ íå íàðóøèëàñü, ïîñêîëüêó
èñõîäíûé êóáèò, ïðèãîòîâëåííûé ×àðëè, â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé, ïðî-
âåäåííûõ Àëèñîé, ðàçðóøèëñÿ. Ìû âèäèì, ÷òî òàêîå ñóãóáî êâàíòîâîå
ÿâëåíèå êàê ñóùåñòâîâàíèå çàïóòàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòü êàê ðåñóðñ ïðè êâàíòîâîé ïåðåäà÷å äàííûõ. Êâàíòîâîå çàïó-
òûâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåëîêàëüíûõ êâàíòîâûõ êîððåëÿöèé ìåæ-
äó ñîñòîÿíèÿìè ðàçíåñåííûõ â ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ. Ðàçóìååòñÿ, âûâî-
äû ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íå íàðóøàþòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè
òåëåïîðòàöèè íå ïåðåäàåòñÿ íè ýíåðãèÿ, íè èíôîðìàöèÿ. Âåäü äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ïðîâåñòè òåëåïîðòàöèþ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, Àëèñå, ñîãëàñíî
ïðîòîêîëó, íóæíî ïåðåäàòü Áîáó êëàññè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ ïî êëàññè-
÷åñêîìó êàíàëó ñâÿçè. Ïðè ýòîì ñîîáùåíèå ïåðåäàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, íå
ïðåâûøàþùåé ñêîðîñòè ñâåòà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå àëãîðèòìà òåëåïîðòàöèè áûëî ïî-
ëó÷åíî â êîíöå 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ñ ïîìîùüþ çàïóòàííûõ ñî-
ñòîÿíèé ïîëÿðèçàöèè ôîòîíîâ. Ðàññòîÿíèå òåëåïîðòàöèè áûëî ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ ìåòðîâ. Ñ òåõ ïîð êâàíòîâûå èíæåíåðû ïðîäâèíóëèñü íà-
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ñòîëüêî äàëåêî, ÷òî êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì êîììåð÷åñêèõ îïòîâîëîêîííûõ ñåòåé ñâÿçè íà ðàññòîÿíèÿ ïîðÿä-
êà ñîòåí ìåòðîâ. Ïîäðîáíîñòè ýòèõ èíòåðåñíåéøèõ èññëåäîâàíèé è ññûë-
êè íà ñïåöèàëüíóþ ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â ñòàòüå N. Gisin, R. Thew,
Nature Photonics, 1, 165 (2007)[arXiv:quant-ph/0703255].
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Ãëàâà 6

Êâàíòîâûå êîìïüþòåðû è êâàíòîâûå

IT-òåõíîëîãèè.

Èç ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïðèìåðîâ äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî
ïðèíöèïèàëüíàÿ áëîê-ñõåìà ðàáîòû êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà âêëþ÷àåò
òðè îñíîâíûõ ýëåìåíòà. Âî-ïåðâûõ, ýòî èíèöèàëèçàöèÿ âõîäíîãî ðåãè-
ñòðà êóáèòîâ. Âî-âòîðûõ, äåéñòâèå íà âõîäíîé ðåãèñòð îïåðàòîðà, â êî-
òîðîì çàêîäèðîâàí êâàíòîâûå àëãîðèòì. Êàê áûëî ïîêàçàíî, íàïðèìåð,
â [6], ëþáîé òàêîé îïåðàòîð ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ìîæíî
ðåàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ ëèøü îäíîêóáèòîâûå è äâóõêóáèòîâûå âåíòèëè.
Â-òðåòüèõ, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè èçìåðåíèå âûõîäíîãî ðåãèñòðà, ïî-
ëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà, êîäèðóþùåãî àëãîðèòì, è
ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ îáçîð îáñóæäàåìîé
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýëåìåíòíîé áàçû äëÿ ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ âåíòèëåé è
îòìå÷àþòñÿ êàê ïðîáëåìû íà ïóòè åå ðåàëèçàöèè, òàê è âîçìîæíûå ìå-
òîäû èõ ðåøåíèÿ. Îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ðàññìîòðåíèþ ôè-
çè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íà îñíîâå äèíàìèêè ÷àñòèö ñïèíà 1/2 âî âíåøíåì
ïåðåìåííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

6.1 Âîçìîæíàÿ ýëåìåíòíàÿ áàçà êâàíòîâîãî êîìïüþ-

òåðà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ ïîêà åùå íàõîäèò-
ñÿ â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè. Íèæå ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå ñõåìû. Ïîäðîáíûå êîììåíòàðèè ê íèì è ññûëêè íà ëèòåðàòóðó
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äàíû â êíèãå [8] è ñòàòüÿõ [9, 10, 11].

• Àòîìû, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ôîòîíàìè â ðåçîíàòîðàõ.

• Îäèíî÷íûå ôîòîíû, êîãäà êóáèòû ðåàëèçóþòñÿ ëèáî êàê ïîëÿðèçà-
öèîííûå ñîñòîÿíèÿ ôîòîíîâ, ëèáî êàê ôîòîíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèå-
ñÿ ïî äâóì àëüòåðíàòèâíûì òðàåêòîðèÿì.

• Îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà èîíîâ â ëîâóøêå Ïàóëÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ñòàòè÷åñêèõ è ïåðåìåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ
ïîëåé. Ïåðåìåííûå ïîëÿ íåîáõîäèìû ïîòîìó, ÷òî â ñèëó òåîðåìû
Èðíøîó íèêàêàÿ êîìáèíàöèÿ ñòàòè÷åñêèõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé íå
ìîæåò îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü àíñàìáëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Êó-
áèòàìè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ èîíîâ. Êóáèòû
óïðàâëÿþòñÿ ëàçåðíûìè ëó÷àìè, êîòîðûå ìîæíî ôîêóñèðîâàòü íà
îòäåëüíîì èîíå. Äâóõêóáèòîâûå âåíòèëè ðåàëèçóþòñÿ çà ñ÷åò âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ìîä èîíîâ.

• Íåéòðàëüíûå àòîìû â îïòè÷åñêèõ ðåøåòêàõ. Îïòè÷åñêàÿ ðåøåò-
êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ïåðåñåêàþùèõñÿ ëàçåðíûõ ïó÷-
êîâ, ñïîñîáíóþ óäåðæèâàòü àòîìû. Îïûò ðàáîòû ñ òàêèìè ðåøåò-
êàìè ïîëó÷åí ïðè èññëåäîâàíèè, â ÷àñòíîñòè, êîíäåíñàòîâ Áîçå-
Ýéíøòåéíà.

• Ìåòîäû ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà (ßÌÐ). Ìåòîäû îñíîâàíû
íà ñïèíîâîé äèíàìèêå â ïåðåìåííîì ïî âðåìåíè ìàãíèòíîì ïîëå.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåàëèçàöèè êàê â æèäêîé ôàçå ïðè êîìíàòíûõ
òåìïåðàòóðàõ òàê è â ñïèíàõ, âíåäðåííûõ â òâåðäîòåëüíóþ ôàçó
ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

• Êâàíòîâûå òî÷êè. Êâàíòîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êàê áû èñêóññòâåííûì
àòîìîì, â êîòîðîì ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííàÿ íàíîñòðóêòóðà óäåðæè-
âàåò â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè îäèí èëè íåñêîëüêî ýëåêòðîíîâ â ïîëó-
ïðîâîäíèêå.

• Êâàíòû ìàãíèòíîãî ïîòîêà â ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Ýòî íàïðàâëåíèå
êâàíòîâîé òåõíîëîãèè èñïîëüçóåò ìàêðîñêîïè÷åñêóþ êâàíòîâóþ êî-
ãåðåíòíîñòü àíñàìáëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ.
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Óæå èç ýòîãî ïðîñòîãî ïåðå÷èñëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðàáîò-
êè íåîáõîäèìîé ýëåìåíòíîé áàçû äëÿ ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ êîìïüþòå-
ðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðåñíåéøåå ïîëå äåÿòåëüíîñòè. Íåñìîòðÿ íà
çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ãðóïï èññëåäîâàòåëåé ïîêà ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíà ëèøü ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ è ìàíèïó-
ëÿöèè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì êóáèòîâ. Âîïðîñ î ìàñøòàáèðîâàíèè ê áîëü-
øèì èíòåãðèðîâàííûì ñèñòåìàì êâàíòîâûõ âåíòèëåé îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì. Íèæå íà ïðèìåðå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíà
âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè îäíî- è äâóõ-êóáèòîâûõ êâàíòîâûõ âåíòèëåé.
Ïîäðîáíîñòè òàêîé ðåàëèçàöèè ìîæíî ïî÷åðïíóòü â îáçîðíûõ ñòàòüÿõ
[11, 12].

6.2 ×àñòèöà ñî ñïèíîì 1/2 â ìàãíèòíîì ïîëå êàê

ïðèìåð êóáèòà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðèìåðîì îäíîêóáèòîâîãî âåíòèëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷à-
ñòèöà ñî ñïèíîì s = 1/2. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî, â ïðèíöèïå, ðåàëèçîâàòü
îäíîêóáèòîâûå îïåðàöèè ñ ïîìîùüþ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû îòñóòñòâóåò. Òîãäà ãà-
ìèëüòîíèàí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ĥ = −µ(σB),

ãäå µ åñòü ìàãíèòíûé ìîìåíò ÷àñòèöû, à σ îáîçíà÷àåò òðè ìàòðèöû Ïàó-
ëè (2.32). Äèíàìèêà ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå äàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Ïàóëè

i~
∂

∂t

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
= Ĥ

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
(6.1)

äëÿ ñïèíîðà

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîìïîíåíò ñïèíîðà â òîì,

÷òî |ψ1(t)|2 èëè |ψ2(t)|2 îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü â ìîìåíò
âðåìåíè t ó ÷àñòèöû ïðîåêöèþ ñïèíà íà îñü z, ðàâíóþ +1/2 èëè −1/2.

• Çàäà÷à. Íàéòè íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå
îïðåäåëåííîé ïðîåêöèè ñïèíà íà îñè x, y, z. Óêàçàíèå. Äëÿ ÷àñòèö
ñî ñïèíîì s = 1/2 îïåðàòîð ñïèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè
êàê ŝ = 1

2σ.
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Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ îäíîðîäíîå ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå âäîëü
îñè z: B = B0ez. Çäåñü è äàëåå ex,y,z− áóäóò îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûå
îðòû âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ äåêàðòîâûõ îñåé. Óðàâíåíèå Ïàóëè â ýòîì
ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

i~
∂

∂t

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
= −µB0

(
ψ1(t)
−ψ2(t)

)
.

Èùåì ðåøåíèå â âèäå(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
=

(
C1

C2

)
e−iEt/~.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðåøåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì ñèñòåìó
îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äàþùèõ çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E = −µB0

è E = +µB0 è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

(
1
0

)
è

(
0
1

)
, îòâå÷àþùèå ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì sz = ±1/2. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü óäîáíûå îáî-
çíà÷åíèÿ | ↑x,y,z⟩ è | ↓x,y,z⟩ äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðîâ ñîîò-
âåòñòâåííî ŝx,y,z, èìåþùèõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ +1/2 (ñòðåëêà ââåðõ)

è −1/2 (ñòðåëêà âíèç). Íàïðèìåð, | ↑z⟩ =
(

1
0

)
, | ↓z⟩ =

(
0
1

)
è ò. ä. Â

ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ áàçèñíûå âåêòîðû îäíîêóáèòîâûõ ñîñòîÿíèé çàïèñû-
âàþòñÿ êàê |0⟩ = | ↑z⟩, |1⟩ = | ↓z⟩.

Îáùåå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå äâå ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿí-
íûå α è β, èìååò âèä(

ψ1(t)
ψ2(t)

)
= αeiµB0t/~| ↑z⟩+ βe−iµB0t/~| ↓z⟩. (6.2)

Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ïðåöåññèþ ñïèíà âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ B0ez. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïðè t = 0 ïðèãîòîâëåíî êâàí-
òîâîå ñîñòîÿíèå | ↑x⟩ = (| ↑z⟩ + | ↓z⟩)/

√
2. îïèñûâàþùåå ÷àñòèöó ñ

ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü x, ðàâíóþ +1/2. Èç ýòîãî íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ íàõîäèì α = β = 1/

√
2. Îðòîãîíàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

| ↓x⟩ = (| ↑z⟩ − | ↓z⟩)/
√
2 îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñ ïðîåêöèåé ñïèíà −1/2

íà îñü x. Âûðàæàÿ áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ | ↑z⟩, | ↓z⟩ ÷åðåç | ↑x⟩, | ↓x⟩,
ïîëó÷àåì (

ψ1(t)
ψ2(t)

)
= | ↑x⟩ cos

µB0t

~
+ i| ↓x⟩ sin

µB0t

~
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîåêöèþ
+1/2 íà îñü x ðàâíà

w↑x(t) = cos2 µB0t/~.

Âåðîÿòíîñòü íàéòè íà îñü x ïðîåêöèþ −1/2 ðàâíà

w↓x(t) = sin2 µB0t/~.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü x

⟨ŝx⟩(t) =
1

2
w↑x(t)−

1

2
w↓x(t) =

1

2
cos 2µB0t/~

îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòîòîé ω = 2µB0/~. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñïèí â ìàãíèò-
íîì ïîëå ïðåöåññèðóåò ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé

Ωprecession =
2µB0

~
.

Äëÿ µ = µp ∼ 10−23 ýðã/ãc è B0 ∼ 105 ãñ îöåíêà äàåò Ωprecession ∼ 2 Ããö.

• Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì ⟨ŝy⟩(t).

Âñïîìíèì, ÷òî â ôîðìàëèçìå êâàíòîâîé ìåõàíèêè åñòü ýêâèâàëåíò-
íûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ, ñîïîñòàâëÿåìûõ
ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì. Ýòî òàê íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå Ãåéçåíáåðãà,
à êîòîðîì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïåðåíîñèò-
ñÿ íà îïåðàòîð ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû Â. Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ, êîòîðûé
íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Â(t) = eiĤt/~Âe−iĤt/~.

• Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü íàéäåííûå âûøå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñðåä-
íèõ îò îïåðàòîðîâ ñïèíà ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ Ãåéçåíáåðãà.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

R̂n(θ) ≡ eiθ(aσ)/2 = cos
θ

2
+ i(aσ) sin

θ

2
, (6.3)

ñïðàâåäëèâóþ äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà |a| = 1, à òàêæå ìàòðè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö Ïàóëè σxσy = iσz (è äðóãèå, ïîëó÷àþùèåñÿ
èç âûïèñàííîãî öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè).
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Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíàÿ ïðåöåññèÿ â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå ãåíåðèðóåò îòíîñèòåëüíóþ ôàçó φ ñóïåðïîçèöèè ñîñòîÿ-
íèé êóáèòà |0⟩ ≡ | ↑z⟩ è |1⟩ ≡ | ↓z⟩ â âèäå |0⟩ + eiφ|1⟩, ãäå φ =
−2µB0t/~− argα + argβ. Ñì. îáùåå ðåøåíèå (6.2). Âûáèðàÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü äåéñòâèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ t, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå
çàäàííîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ôàçû φ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè âåíòèëÿ ÛNOT òðåáóåòñÿ ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå
âèäà

B(t) = B0ez +B1[ex cos(ω0t)− ey sin(ω0t)], (6.4)

ãäå êîìïîíåíòà B0 ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü îñè z ïîñòîÿííà, à ïîïåðå÷-
íàÿ êîìïîíåíòà ìàëà: B1 ≪ B0. Ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà îòâå÷àåò ìàã-
íèòíîìó ïîëþ, âðàùàþùåìóñÿ â ïëîñêîñòè xy ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé ω0.
Ïðèìåðîì òàêîãî ïîëÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ìàãíèòíîå ïîëå ðàäèî÷àñòîòíîãî
èçëó÷åíèÿ. Â âûáðàííîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà ïîñòóïàòåëüíûå ñòåïåíè
ñâîáîäû çàìîðîæåíû, óðàâíåíèå Ïàóëè ïðèíèìàåò âèä

i~
∂

∂t

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
= −µ

(
B0 B1e

iω0t

B1e
−iω0t −B0

)(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
. (6.5)

Èùåì ðåøåíèå ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè (6.5) â âèäå

ψ1(t) = eiω0t/2e−iEt/~C1,

ψ2(t) = e−iω0t/2e−iEt/~C2,

ñ ïîñòîÿííûìè è, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè C1,2. Â
ìàòðè÷íîì âèäå òàêóþ ïîäñòàíîâêó ìîæíî çàïèñàòü êàê(

ψ1(t)
ψ2(t)

)
=

(
eiω0t/2 0

0 e−iω0t/2

)(
C1

C2

)
e−iEt/~, (6.6)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè (6.6) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïî-
âîðîòà ÷àñòèöû ñïèíà 1/2 âîêðóã îñè z íà óãîë ω0t. Ñì. ôîðìóëó (6.3).
Äðóãèìè ñëîâàìè, óêàçàííàÿ ïîäñòàíîâêà îçíà÷àåò ïåðåõîä â ñèñòåìó
îòñ÷åòà, âðàùàþùóþñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 âîêðóã îñè z.

Äëÿ âåëè÷èí C1 è C2 ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(
E − ~ω0

2
+ µB0

)
C1 + µB1C2 = 0,

µB1C1 +

(
E +

~ω0

2
− µB0

)
C2 = 0. (6.7)
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Ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ñèñòåìû äàåò äâà âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèÿ E:

E± = ±~Ω ≡ ±

√(
~ω0

2
− µB0

)2

+ (µB1)2. (6.8)

Ýòèì çíà÷åíèÿì îòâå÷àþò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

C
(±)
1 = − µB1C

(±)
2

±~Ω− ~ω0/2 + µB0
.

Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ïàóëè (6.5), ñîäåðæàùåå äâå
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûå, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(

ψ1(t)
ψ2(t)

)
= C

(+)
2

(
− µB1

~Ω−~ω0/2+µB0
eiω0t/2

e−iω0t/2

)
e−iΩt +

+C
(−)
2

(
µB1

~Ω+~ω0/2−µB0
eiω0t/2

e−iω0t/2

)
eiΩt. (6.9)

Ïóñòü ïðè t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè | ↑z⟩, ïîýòîìó

C
(+)
2 + C

(−)
2 = 0. Òîãäà íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ïî-

ñòàâëåííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, çàïèøåòñÿ â âèäå(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
=

1

~Ω

(
[~ΩcosΩt− i(~ω0/2− µB0) sinΩt] e

iω0t/2

iµB1e
−iω0t/2 sinΩt

)
. (6.10)

Âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ïðîåêöèé ñïèíà íà îñü z â ìîìåíò âðåìåíè t
áóäóò

w↑z(t) = cos2Ωt+

(
~ω0/2− µB0

~Ω

)2

sin2Ωt,

w↓z(t) =

(
µB1

~Ω

)2

sin2Ωt. (6.11)

Åñëè òîëüêî ~ω0 ̸= 2µB0, òî ââèäó íåðàâåíñòâà B1 ≪ B0 âåðîÿòíîñòü ïå-
ðåâîðîòà ñïèíà w↓z(t) ≪ 1, ò.å. ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïðè ëþáîì t. Îäíàêî
â ñëó÷àå òàê íàçûâàåìîãî ðåçîíàíñà Ðàáè, òî åñòü ïðè

~ω0 = 2µB0,

ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ.
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Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ðåøåíèå (6.10) â óñëîâèÿõ ðåçîíàíñà Ðàáè.
Òîãäà ~Ω = µB1, à ðåøåíèå (6.10) ïðèìåò âèä(

ψ1(t)
ψ2(t)

)
=

(
eiµB0t/~ cosµB1t/~
ie−iµB0t/~ sinµB1t/~

)
. (6.12)

Âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé îáíàðóæèòü ïðîåêöèþ ñïèíà íà îñü z â
óñëîâèÿõ ðåçîíàíñà ïðèíèìàþò âèä

w↑z(t) = cos2 µB1t/~,

w↓z(t) = sin2 µB1t/~.
Â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ = π~/2µB1 âåðîÿòíîñòü ïåðåâîðîòà ñïèíà îá-
ðàùàåòñÿ â åäèíèöó. Ìû âèäèì, ÷òî îáëó÷åíèå ÷àñòèöû â ñîñòîÿíèè
| ↑z⟩ ðàäèî÷àñòîòíûì ïîëåì â òå÷åíèå âðåìåíè ∆t = t∗ ïåðåâîäèò åå
â ñîñòîÿíèå | ↓z⟩. Òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ âåíòèëü NOT ñ äåéñòâèåì
ÛNOT|0⟩ = |1⟩.

Ïîëåçíî âçãëÿíóòü íà äèíàìè÷åñêóþ ýâîëþöèþ ñïèíà-êóáèòà ñ òî÷êè
çðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ñïèíà ŝ = σ/2. Äëÿ
ýòîãî ðàññ÷èòàåì

⟨ŝ⟩(t) = 1

2
(ψ∗

1(t), ψ
∗
2(t)σ

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
â ñëó÷àå ðåçîíàíñà Ðàáè, òî åñòü ñî ñïèíîðîì (6.12). Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷å-
íèÿ îïåðàòîðà ñïèíà â èñõîäíîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîëó÷èì
âûðàæåíèå

⟨ŝ⟩(t) =
1

2

(
sin

2µB0t

~
sin

2µB1t

~
, cos

2µB0t

~
sin

2µB1t

~
,

cos
2µB1t

~

)
. (6.13)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë î÷åâèäåí: êîíåö âåêòîðà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñïèíà
ïðîáåãàåò ïî ñôåðå ðàäèóñà 1/2 (~/2 â îáû÷íûõ åäèíèöàõ). Ïðè ýòîì
ïîëÿðíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû åñòü

θ =
2µB1t

~
,

φ =
2µB0t

~
.
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z htB12µ  htB02µ  

s
r

 

Ðèñ. 6.1: Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ñïèíà â ïåðåìåííîì
ìàãíèòíîì ïîëå: ïîëÿðíûé óãîë ðàâåí 2µB1t/~, àçèìóòàëüíûé óãîë, â äàííîì ñëó÷àå
îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè y, ðàâåí 2µB0t/~.

Ñì. Ðèñ. 6.1. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñîñòîÿíèå êóáèòà ìîæíî, â ïðèíöèïå,
ðåàëèçîâàòü â ñèñòåìå ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2, ïîìåùåííûõ â ïåðåìåííîå
ìàãíèòíîå ïîëå. Ïîñêîëüêó B0 ≫ B1, âðàùåíèå ñïèíà âîêðóã îñè z ïðî-
èñõîäèò î÷åíü áûñòðî. Ïîýòîìó óäîáíî ïåðåéòè ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ
âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé ω0 âîêðóã îñè z. Ñïèíîðû â ýòîé ñèñòåìå,
êàê ïîêàçàíî âûøå â ñâÿçè ñ (6.6), ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëàãàÿ ω0 = 0 â
(6.10) è B0 = 0 â (6.12). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

⟨ŝ⟩′(t) = 1

2

(
0, sin

2µB1t

~
, cos

2µB1t

~

)
, (6.14)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå âû÷èñëÿåòñÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå
îòñ÷åòà. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà êîíåö âåêòîðà ñðåäíåãî ñïèíà îòíîñè-
òåëüíî ìåäëåííî (ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé 2µB1/~ ≪ 2µB0/~) âðàùàåòñÿ â
ïëîñêîñòè (y′, z′). Ðåøåíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü, ïîëó÷èòñÿ îòñþäà ïóòåì áûñòðîãî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z âñåé
êàðòèíû ìåäëåííîãî âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè (y′, z′).

• Çàäà÷à. Ðåøåíèÿ (6.10) è (6.12) çàïèñàíû â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà. Íàéòè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âåðîÿòíîñòåé w↑x,y è w↓x,y
âî âðàùàþùåéñÿ è íåïîäâèæíîé ñèñòåìàõ îòñ÷åòà äëÿ íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0.

• Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ñïè-
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íà ⟨ŝ⟩(t) â ìàãíèòíîì ïîëå âèäà B(t) = B0ez +
B1 [ex cos(ω0t+ φ)− ey sin(ω0t+ φ)] â ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðà-
ùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0, â óñëîâèÿõ
ðåçîíàíñà Ðàáè ω0 = 2µB0/~, ðàâíî

⟨ŝ⟩′(t) = 1

2

(
sin

2µB1t

~
sinφ, sin

2µB1t

~
cosφ, cos

2µB1t

~

)
. (6.15)

Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ⟨ŝ⟩(t) â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Îïèñàòü
õàðàêòåð ýâîëþöèè ýòèõ ñðåäíèõ.

Îòìåòèì, ÷òî âðåìÿ ïåðåâîðîòà êóáèòà t∗ ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà ïðå-
öåññèè âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ 2π/Ωprecession.
Èç-çà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êóáèòà, îñíîâàííîå íà ñâîáîäíîé
ïðåöåññèè, òðåáóåò î÷åíü êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè äåéñòâèÿ îäíî-
ðîäíîãî ïîëÿ âäîëü îñè z. Íà ïðàêòèêå ýòî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü òðóä-
íîñòü ïðè ðåàëèçàöèè òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êóáèòà.

Âåíòèëü Àäàìàðà ÛH = (σx + σz)/
√
2 ìîæíî ðåàëèçîâàòü, ó÷èòûâàÿ

ôîðìóëó
eiθ(σx+σz)/

√
2 = cos θ + i(σx + σz) sin θ/

√
2.

Ïðè θ = π/2 ïîëó÷èì

(σx + σz)/
√
2 = e−iπ/2eiπ(σx+σz)/2

√
2.

Îáùèé ôàçîâûé ìíîæèòåëü íå âëèÿåò íà ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå îäíî-
êóáèòîâîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, à îïåðàòîðíûé ìíîæèòåëü ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê îïåðàòîð ýâîëþöèè ñïèíà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå
e−iµσ·Bt/~ ñ B = −B(1, 0, 1). Åñëè âêëþ÷èòü òàêîå ïîëå íà âðåìÿ t∗ =
π~/(2

√
2µB), òî ýòî áóäåò ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ ÛH.

6.3 Äâóõêóáèòîâûé âåíòèëü â ñèñòåìå ÷àñòèö ñî ñïè-

íîì 1/2.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, äëÿ ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ óñòðîéñòâ îä-
íîêóáèòîâûõ âåíòèëåé íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäèì äâóõêóáèòîâûé âåí-
òèëü, â êà÷åñòâå êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ âåíòèëü "ÊÎÍÒÐÎËÈÐÓÅÌÎÅ
ÍÅÒ"ÛCNOT. Â ñïèíîâîé ñõåìå äâóõêóáèòîâûé âåíòèëü ÛCNOT ìîæíî
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ðåàëèçîâàòü, åñëè âêëþ÷èòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ ñïèíàìè. Â
êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 èìååòñÿ ñïèíîâûé îïåðàòîð
äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âèäà

U = −µ1µ2
3(σ1 · r)(σ2 · r)− (σ1 · σ2)r

2

r5
,

ãäå µ1, µ2 ñóòü âåëè÷èíû ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ÷àñòèö 1 è 2, r åñòü
ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò ÷àñòèöû 1 ê ÷àñòèöå 2. Îáû÷íî ïðè
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ âåíòèëåé â ñõåìå ÷àñòèö ñïè-
íà 1/2 â ìàãíèòíîì ïîëå èñïîëüçóþòñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû
ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà (ßÌÐ) â æèäêîé ôàçå ïðè êîìíàòíûõ
òåìïåðàòóðàõ. Çà ñ÷åò õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë âñå çàâèñÿùèå îò
îðèåíòàöèè âêëàäû ∝ (σ1 · r)(σ2 · r) â ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ â
ñðåäíåì èñ÷åçàþò, è îñòàåòñÿ òîëüêî âêëàä ∝ (σ1 ·σ2). Áîëåå òîãî, èç-çà
íàëè÷èÿ ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B0 ∼ 5−15 Òåñëà âäîëü îñè z ñïèíû
î÷åíü áûñòðî, ñ ÷àñòîòîé ω0 ∼ 1 Ããö ïðåöåññèðóþò âîêðóã íàïðàâëå-
íèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî
ìîìåíòà, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ B0, ðàâíî íóëþ ïîñëå óñðåäíåíèÿ, òàê ÷òî
ýôôåêòèâíîå ñïèí-ñïèíîâîå âçàèìîäåéñòâèå â ýòîì ïðåäåëå ìîæíî çàïè-
ñàòü êàê σ1zσ2z. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2
è ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè µ1 è µ2 ïðèáëèæåííî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ĥ = −(µ1σ1z + µ2σ2z)B0 + Jσ1zσ2z, (6.16)

ãäå ïàðàìåòð J èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè è õàðàêòåðèçóåò âçàèìîäåé-
ñòâèå äâóõ ñïèíîâ.

Îöåíèì ýôôåêòèâíóþ óãëîâóþ ÷àñòîòó ω ∼ J/~ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âçàèìîäåéñòâóþò äâà ïðîòîíà â ìîëåêóëå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ìàãíèòíûé ìîìåíò ïðîòîíà â ìîëåêóëå ïðèìåðíî òàêîé æå, êàê â ñâî-
áîäíîì ñîñòîÿíèè, µp = 2.79 e~

2mpc
≈ 1.4 × 10−23 ýðã/ãñ. Ýíåðãèÿ äèïîëü-

äèïîëüíîãî ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìîæåò
áûòü îöåíåíà êàê

J ∼
µ2p
a3B
,

åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðîòîíàìè â ìîëåêóëå ïîðÿä-
êà áîðîâñêîãî ðàäèóñà aB. Îòñþäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëîâûõ äàííûõ
ïîëó÷àåì

ω =
J

~
∼ 105 c−1.
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Ñðàâíåíèå ñ âåëè÷èíîé ÷àñòîòû ïðåöåññèè ω0 ïîêàçûâàåò, ÷òî J/~ω0 ∼
10−4.

Íà ñàìîì äåëå òèïè÷íàÿ âåëè÷èíà J/~ = (1− 4)× 102 ãåðö. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî ìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ÿäåðíûõ ñïèíîâ ÿâëÿ-
åòñÿ íå ïðÿìûì, êàê ïðåäïîëàãàëîñü â ïðèâåäåííîé òîëüêî ÷òî îöåíêå,
à êîñâåííûì, âîçíèêàþùèì áëàãîäàðÿ îáîáùåñòâëåííûì ýëåêòðîíàì â
õèìè÷åñêèõ ñâÿçÿõ âíóòðè ìîëåêóëû. Èç-çà ýòîãî ýôôåêòèâíûå ìàãíèò-
íûå ìîìåíòû ïðîòîíîâ íàäî ñ÷èòàòü ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì
èõ çíà÷åíèÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.

• Çàäà÷à. Êà÷åñòâåííî èçîáðàçèòü ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïðè ïåðåõîäàõ
ìåæäó óðîâíÿìè ýíåðãèè ñèñòåìû äâóõ ÿäåðíûõ ñïèíîâ ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì (6.16). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèòü ñõåìó êâàíòîâàííûõ óðîâíåé
ýíåðãèè ÷àñòèöû è óêàçàòü âîçìîæíûå ïåðåõîäû ñ èçëó÷åíèåì îä-
íîãî ôîòîíà. Äëÿ îöåíîê âçÿòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãà-
ìèëüòîíèàíà µ1,2B0/~ ∼ 100 Ìãö, |µ1 − µ2|B0/~ ∼ 5 êãö, J/~ ∼ 102

ãö.

Âûøå, ñì. (4.11) è ðèñ. 4.1 óæå ïðèâîäèëàñü âîçìîæíàÿ áëîê-ñõåìà âåí-
òèëÿ CNOT. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè áîëåå óäîáíà ñëåãêà
îòëè÷íàÿ îò íåå âåðñèÿ. Âìåñòî âåíòèëÿ Àäàìàðà H íà ðèñ. 4.1, êîòî-
ðîìó îòâå÷àåò îïåðàòîð ÛH, áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûé
ïñåâäîîïåðàòîð Àäàìàðà Ûh, êîòîðûé èìååò âèä

Ûh =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
=

1√
2
(1 + iσy) = eiπσy/4. (6.17)

Òàê ÷òî ÛCNOT = Û−1
h Φ̂Ûh. Óäîáñòâî òàêîé çàìåíû ñîñòîèò â òîì, ÷òî Ûh

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòà íà óãîë π/2 âîêðóã îñè y:

Ûh = eiπσy/4 ≡ R̂ey(π/2).

Çäåñü è äàëåå ñèìâîë R̂n(θ) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàò-
ðèö ïîâîðîòà (6.3) äëÿ ñïèíà 1/2 íà óãîë θ âîêðóã îñè, çàäàííîé åäè-
íè÷íûì âåêòîðîì n. Âåíòèëü, èçîáðàæàåìûé íà äèàãðàììå áëîêîì Φ̂,
ïðîèçâîäèò êîíòðîëèðóåìîå îáðàùåíèå ôàçû ïî ïðàâèëó (4.12).

Ïîñòðîèì âíà÷àëå ðåàëèçàöèþ âåíòèëÿ êîíòðîëèðóåìîãî îáðàùåíèÿ
ôàçû â âèäå îïåðàòîðà ÛΦ, äåéñòâóþùåãî íà äâóõêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå:

ÛΦ = e−iπ/4
[
R̂ez

(π
2

)
⊗ Î
] [
Î ⊗ R̂ez

(π
2

)]
e−iσ1zσ2zπ/4. (6.18)
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Ïîÿñíèì ñìûñë íàïèñàííîãî. Êðàéíèé ïðàâûé îïåðàòîð e−iσ1zσ2zπ/4 ÿâ-
ëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè ñèñòåìû äâóõ ñïèíîâ

Ûspin−spin(t) ≡ e−iĤspin−spint/~ = e−iJtσ1zσ2z/~ (6.19)

çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö, îïèñûâàåìîãî ãàìèëüòîíèàíîì
Ĥspin−spin = Jσ1zσ2z â (6.16) â òå÷åíèå âðåìåíè ∆t = π~/4J . Ñëåäîì
çà íèì èäåò îïåðàòîð

(
Î ⊗ R̂ez

(
π
2

))
, êîòîðûé ñåëåêòèâíî îñóùåñòâëÿåò

ïîâîðîò âòîðîãî ñïèíà íà óãîë 90◦ âîêðóã îñè z, íî íå âëèÿåò íà ïåðâûé
ñïèí. Äàëåå ñëåäóåò îïåðàòîð ñåëåêòèâíîãî ïîâîðîòà ïåðâîãî ñïèíà íà
90◦ âîêðóã îñè z, íå çàòðàãèâàÿ âòîðîãî ñïèíà. Íàêîíåö, âñå ýòî çàâåð-
øàåòñÿ óìíîæåíèåì íà îáùèé ôàçîâûé ìíîæèòåëü.

Çäåñü âàæíû äâà ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, ïîâîðîò âîêðóã îñè z, êàê óæå
îòìå÷àëîñü, ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ñâîáîäíîé ïðåöåññèè ñ áîëüøîé ÷àñòîòîé
è ïîýòîìó íå óäîáåí äëÿ ðåàëèçàöèè. Íî òàêîé ïîâîðîò ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå êîìáèíàöèè ïîâîðîòîâ âîêðóã îñåé x è y:

R̂ez

(π
4

)
= R̂ey

(π
4

)
R̂ex

(π
4

)
R̂ey

(
−π
4

)
, (6.20)

êàæäûé èç êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âêëþ÷åíèÿ ðåçîíàíñíîãî èì-
ïóëüñà íà íóæíîå âðåìÿ. Íèæå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûðàæåíèÿ (6.3) äëÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì 1/2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

R̂n(−θ) = R̂−n(θ).

• Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü (6.20). Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
(6.15) îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ôàçû φ è ïðîäîëæèòåëüíîñòü äåéñòâèÿ
ðåçîíàíñíîãî èìïóëüñà, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííûõ ïî-
âîðîòîâ âîêðóã îñåé x è y.

Âòîðîé ìîìåíò ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñåëåêòèâíûõ îïåðà-

öèé òèïà
[
Î ⊗ R̂ez

(
π
2

)]
, êîãäà îäèí èç êóáèòîâ, â äàííîì ñëó÷àå ïåðâûé,

íå ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ. Òàêîå âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ðåçîíàíñó Ðà-
áè, îáñóæäàâøåìóñÿ âûøå. Êàê áûëî ïîêàçàíî, âåðîÿòíîñòü ïåðåâîðîòà
ñïèíà èç èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ | ↑z⟩ ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïðè ω0 ̸= 2µB0/~.
Ïîýòîìó, åñëè êóáèò 2, ðåàëèçîâàííûé êàê ÷àñòèöà ñ ìàãíèòíûì ìîìåí-
òîì µ2, íàõîäèòñÿ â ðåçîíàíñå Ðàáè ω0 = 2µ2B0/~ è òåì ñàìûì ïîä-
âåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïåðâûé êóáèò ñ
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Ðèñ. 6.2: ×àñòè÷íî äåéòåðèðîâàííûé öèòîçèí êàê ïðèìåð ìîëåêóëû, â êîòîðîé äâà
àòîìà âîäîðîäà íàõîäÿòñÿ â ðàçëè÷íîì õèìè÷åñêîì îêðóæåíèè. Ýòî ïîçâîëÿåò âûáî-
ðî÷íî âîçäåéñòâîâàòü íà êàæäûé àòîì ñ ïîìîùüþ âíåøíåãî ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â óñëîâèÿõ ðåçîíàíñà Ðàáè.

µ1 ̸= µ2 íàõîäèòñÿ âíå ðåçîíàíñà è ïðàêòè÷åñêè íå èñïûòûâàåò âîçäåé-
ñòâèÿ òàêîãî ïîëÿ. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âñå îïûòû ïî ðåàëèçàöèè
äâóõêóáèòîâûõ êâàíòîâûõ âåíòèëåé ñ ïðèìåíåíèåì ßÌÐ â æèäêîé ôàçå
èñïîëüçîâàëè îðãàíè÷åñêèå ìîëåêóëû, â êîòîðûõ èìåëèñü äâà àòîìà ñî
ñïèíîì 1/2. Åñëè ýòè àòîìû ðàçíûå, òî µ1 ̸= µ2, è ñåëåêòèâíîå âîçäåé-
ñòâèå âîçìîæíî. Îäíàêî è äëÿ îäèíàêîâûõ àòîìîâ, êàê, íàïðèìåð, àòî-
ìû âîäîðîäà â ÷àñòè÷íî äåéòåðèðîâàííîì öèòîçèíå íà ðèñ. 6.2, âîçìîæ-
íî ñåëåêòèâíîå âîçäåéñòâèå íà êàæäûé èç àòîìîâ. Õîòÿ çäåñü µ1 = µ2,
õèìè÷åñêîå îêðóæåíèå ó îäèíàêîâûõ àòîìîâ ðàçíîå, ñì. ðèñ. 6.2. Ïîýòî-
ìó ëîêàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå äëÿ êàæäîãî èç àòîìîâ îòëè÷àåòñÿ îò B0.
Ïîýòîìó ÷àñòîòà ïðåöåññèè Ω = 2µB0/~, ðåçîíàíñíàÿ äëÿ îäíîãî èç àòî-
ìîâ, íå áóäåò ðåçîíàíñíîé äëÿ äðóãîãî: Ω ̸= 2µ(B0 + ∆B)/~. Ðàçíîñòü
ìåæäó ëîêàëüíûìè ÷àñòîòàìè ïðåöåññèè ∆ω = 2µ∆B/~, âîçíèêàþùàÿ
èç-çà îòëè÷èÿ íàïðÿæåííîñòåé ëîêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ
õèìè÷åñêèì ñäâèãîì.

Âåðíåìñÿ ê ðàñøèôðîâêå (6.18) è ðàñïèøåì ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ
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îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ýòî âûðàæåíèå. Èìååì[
R̂ez

(π
2

)
⊗ Î
]

≡
(
eiπσ1z/4 ⊗ Î

)
=

(
eiπ/4 0

0 e−iπ/4

)
⊗
(

1 0
0 1

)
=

=


e

iπ
4 0 0 0

0 e
iπ
4 0 0

0 0 e−
iπ
4 0

0 0 0 e−
iπ
4

 .

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

[
Î ⊗ R̂ez

(π
2

)]
=


e

iπ
4 0 0 0

0 e−
iπ
4 0 0

0 0 e
iπ
4 0

0 0 0 e−
iπ
4


è

e−iπσ1zσ2z/4 =


e−

iπ
4 0 0 0

0 e
iπ
4 0 0

0 0 e
iπ
4 0

0 0 0 e−
iπ
4

 .

Ïåðåìíîæàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.18) âñå òðè ìàòðèöû è ó÷èòûâàÿ ôàçî-
âûé ìíîæèòåëü, íàõîäèì ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

ÛΦ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 . (6.21)

Ðàçóìååòñÿ, ýòîò ðåçóëüòàò ìîã áû áûòü ïîëó÷åí ñðàçó èç âûðàæåíèé äëÿ
äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ÛΦ íà âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå
(4.12). Öåëüþ æå íàñòîÿùåãî ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå âîçìîæ-
íîñòè ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè äåéñòâèÿ âåíòèëÿ êîíòðîëèðóåìîãî îáðà-
ùåíèÿ ôàçû.

Ïîñëåäíèé øàã â ðåàëèçàöèè âåíòèëÿ CNOT òàêîâ:

ÛCNOT =
[
Î ⊗ R̂ey

(
−π
2

)]
ÛΦ

[
Î ⊗ R̂ey

(π
2

)]
. (6.22)

Èíûìè ñëîâàìè, âíà÷àëå ïðîèçâîäèì ñåëåêòèâíûé ïîâîðîò âòîðîãî ñïè-
íà íà 90◦ âîêðóã îñè y, çàòåì ïðèìåíÿåì ðàçîáðàííûé âûøå âåíòèëü
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êîíòðîëèðóåìîãî îáðàùåíèÿ ôàçû, íàêîíåö, îñóùåñòâëÿåì ñåëåêòèâíûé
ïîâîðîò âòîðîãî ñïèíà íà óãîë −90◦ âîêðóã îñè y.

• Çàäà÷à. Íàéòè 4× 4-ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñåëåêòèâíûõ ïîâîðî-
òîâ âîêðóã îñè y â (6.22) è ïîêàçàòü, ÷òî ñîãëàñíî (6.22) ïîëó÷àåòñÿ
ìàòðèöà

ÛCNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ,

îñóùåñòâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà ÛCNOT (4.9) èëè (4.10).

Ñîáåðåì òåïåðü âñå îïåðàöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèÿ âåíòèëÿ
CNOT â (6.22):

ÛCNOT =

 Î︸︷︷︸
A

⊗ R̂ey

(
−π
2

)
︸ ︷︷ ︸

B

{e−iπ/4
[
R̂ez

(π
2

)
⊗ Î
]
×

×

 Î︸︷︷︸
C

⊗ R̂ez

(π
2

)
︸ ︷︷ ︸

D

 e−iπσ1zσ2z/4


[
Î ⊗ R̂ey

(π
2

)]
. (6.23)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê áîëåå ïðîñòîé ôîðìå, åñëè ïðè-
ìåíèòü ñîîòíîøåíèå (A⊗B) · (C ⊗D) = (A ·C)⊗ (B ·D) ê îïåðàòîðàì,
ïîìå÷åííûì ñîîòâåòñòâóþùèìè áóêâàìè â âûðàæåíèè (6.23). Ïîëó÷èì
âûðàæåíèå

ÛCNOT = e−iπ/4
[
Î ⊗ R̂ey

(
−π
2

)
R̂ez

(π
2

)] [
R̂ez

(π
2

)
⊗ Î
]
e−iπσ1zσ2z/4 ×

×
[
Î ⊗ R̂ey

(π
2

)]
,

êîòîðîå âñå åùå íå ñîâñåì óäîáíî èç-çà ïðèñóòñòâèÿ îïåðàòîðîâ ïîâîðî-
òà âîêðóã îñè z. Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñ ïîìîùüþ
(6.20) âûðàçèòü òàêèå îïåðàòîðû ÷åðåç îïåðàòîðû ïîâîðîòîâ âîêðóã îñåé
x è y, îñóùåñòâëÿåìûõ ðåçîíàíñíûì ðàäèî÷àñòîòíûì èìïóëüñîì:

ÛCNOT = e−iπ/4
[
Î ⊗ R̂ex

(π
2

)
R̂ey

(
−π
2

)] [
R̂ey

(π
2

)
R̂ex

(π
2

)
×

R̂ey

(
−π
2

)
⊗ Î
]
e−iπσ1zσ2z/4

[
Î ⊗ R̂ey

(π
2

)]
. (6.24)
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Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê óïðàâëÿòü äèíàìè÷åñêîé ýâî-
ëþöèåé, ñêàæåì, äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîãëàñíî
(6.16). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåêòîð ñïèíà ìîæíî âðàùàòü, ïîäáèðàÿ ÷à-
ñòîòó, ôàçó è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàäèî÷àñòîòíîãî èìïóëüñà, òî îòâåò íà
âîïðîñ î âêëþ÷åíèè è âûêëþ÷åíèè "âñòðîåííîé"äèíàìèêè (6.19) íå î÷å-
âèäåí. Òåì íå ìåíåå, â èññëåäîâàíèÿõ ïî ÿäåðíîìó ìàãíèòíîìó ðåçîíàí-
ñó áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ, ïðåäíàçíà÷åííûé
êàê ðàç äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èìååòñÿ îïåðàòîð ïîâîðîòà ñïè-
íà íà óãîë 180◦ âîêðóã îñè x â âèäå R̂ex(π) = eiπσx/2 = iσx. Êàê óæå
áûëî îáúÿñíåíî, ýòîò ïîâîðîò ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïîäáîðîì ôàçû è ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè äåéñòâèÿ ðåçîíàíñíîãî ðàäèî÷àñòîòíîãî èìïóëüñà, ñì.
âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà âî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò (6.15) ïðè φ = 0. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàó-
ëè óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè (6.19) ñïðàâåäëèâî
âûðàæåíèå[

R̂ex(−π)⊗ Î
]
Ûspin−spin(t)

[
R̂ex(π)⊗ Î

]
= Ûspin−spin(−t),

â êîòîðîì îïåðàòîð ïîâîðîòà äåéñòâóåò ñåëåêòèâíî òîëüêî íà ïåðâûé
êóáèò, à âòîðîé íå çàòðàãèâàåòñÿ.

• Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü íàïèñàííîå ðàâåíñòâî.

Âûïèñàííîå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî îáðàùåíèþ âðåìåíè. Àíàëîãè÷-
íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð ïîâîðîòà âîêðóã
îñè x äåéñòâóåò íà âòîðîé êóáèò èç âçàèìîäåéñòâóþùåé ïàðû, íå çàòðà-
ãèâàÿ ïåðâûé. Íî åñëè ïîâåðíóòü îáà êóáèòà, òî æåëàåìîãî îáðàùåíèÿ
íàïðàâëåíèÿ õîäà ýâîëþöèè íå ïîëó÷èòñÿ.

Îòñþäà óæå ìîæíî óñòàíîâèòü ñïîñîá ðåãóëèðîâêè ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòè âðåìåíè äåéñòâèÿ âíóòðåííåãî ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ
÷àñòèö. Âíà÷àëå â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè t1 ñàìà ñîáîé ïðî-
èñõîäèò ýâîëþöèÿ ñèñòåìû äâóõ ñïèíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîãëàñíî
(6.16). Ðåçóëüòàò òàêîé ýâîëþöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòî-
ðà Ûspin−spin(t1). Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâîðîò, ñêàæåì, ïåðâîãî ñïè-
íà íà óãîë 180◦ âîêðóã îñè x. Ýòî ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ îïåðàòî-

ðà
[
R̂ex(π)⊗ Î

]
. Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñåëåêòèâíûì
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âîçäåéñòâèåì íà ïåðâûé êóáèò ðåçîíàíñíîãî ðàäèî÷àñòîòíîãî èìïóëü-
ñà ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ∆t = π~/2µ1B1, ãäå µ1 åñòü ýôôåêòèâíûé
(ñ ó÷åòîì õèìè÷åñêîãî ñäâèãà) ìàãíèòíûé ìîìåíò ïåðâîé ÷àñòèöû, B1

åñòü àìïëèòóäà íàïðÿæåííîñòè ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîñêîëü-
êó ∆t≪ ~/J , âîçäåéñòâèå ðàäèî÷àñòîòíîãî èìïóëüñà â ìàñøòàáå âðåìåí
ñâîáîäíîé ýâîëþöèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü
ìãíîâåííûì. Çàòåì ñèñòåìà äâóõ ñïèíîâ ñíîâà ïðåäîñòàâëåíà ñàìà ñåáå
â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè t2. Ïîñëå ýòîãî ïåðâûé ñïèí ïîâîðà÷è-
âàåòñÿ íà −180◦ âîêðóã îñè x, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðà[
R̂ex(−π)⊗ Î

]
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì[

R̂ex(−π)⊗ Î
]
Ûspin−spin(t2)

[
R̂ex(π)⊗ Î

]
Ûspin−spin(t1) =

= Ûspin−spin(−t2)Ûspin−spin(t1) = Ûspin−spin(t1 − t2).

Ïîäáèðàÿ t1 è t2 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî t1 − t2 = π~/4J ,
ìîæíî äîáèòüñÿ íóæíîãî âèäà îïåðàòîðà ýâîëþöèè äâóõ âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñïèíîâ e−iπσ1zσ2z/4, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðåàëèçàöèè êâàíòîâîãî âåí-
òèëÿ CNOT. Â ýòîì ïóíêòå âûÿñíÿåòñÿ îäíî èç ïîòåíöèàëüíûõ ñëà-
áûõ ìåñò ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ âåíòèëåé â ñõåìå ÿäåðíîãî ìàãíèòíî-
ãî ðåçîíàíñà â æèäêîé ôàçå. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ïîðÿäîê âåëè-
÷èíû ýíåðãèè J ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìàë, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
t1 − t2 ∼ ~/J ∼ 10−3ñ. Êâàíòîâûé âåíòèëü CNOT íà îñíîâå ßÌÐ
äîâîëüíî-òàêè ìåäëåííûé.

Ïîñêîëüêó äëÿ ñâîáîäíîé ïðåöåññèè îïåðàòîð âðåìåííîé ýâîëþöèè
èìååò âèä Ûfree(t) = e−iµB0tσz/~, îïèñàííûé âûøå ìåòîä íåéòðàëèçàöèè
ñîáñòâåííîé ýâîëþöèè ñïèíà â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå, ââèäó ñîîò-
íîøåíèÿ R̂ex(−π)Ûfree(t)R̂ex(π) = Ûfree(−t), ðàáîòàåò è â äàííîì ñëó÷àå.
Ýòîò ìåòîä ïî-äðóãîìó íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñïèíîâîãî ýõà.

6.4 Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäà ßÌÐ â æèä-

êîé ôàçå.

Ëþáîå óñòðîéñòâî, ïðåòåíäóþùåå íà ðîëü êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà,
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðÿäó òðåáîâàíèé. Âî-ïåðâûõ, äîëæåí ñóùåñòâî-
âàòü óäîáíûé ñïîñîá èíèöèàëèçàöèè (ïðèãîòîâëåíèÿ) íà÷àëüíîãî ñîñòî-
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ÿíèÿ |0000 · · · 0⟩. Âî-âòîðûõ, âðåìÿ äåêîãåðåíòíîñòè (òî åñòü âðåìÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ôàçîâîé êîãåðåíòíîñòè ðàçíûõ ñëàãàåìûõ â êâàíòîâîé ñóïåð-
ïîçèöèè ñîñòîÿíèé) äîëæíî ïðåâûøàòü âðåìÿ, òðåáóþùååñÿ íà ïðîâå-
äåíèå êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ. Â-òðåòüèõ, äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà âîç-
ìîæíîñòü ñ÷èòûâàíèÿ ðåçóëüòàòà. Â-÷åòâåðòûõ, êâàíòîâîå âû÷èñëèòåëü-
íîå óñòðîéñòâî äîëæíî äîïóñêàòü ìàñøòàáèðîâàíèå â ñòîðîíó óâåëè÷å-
íèÿ êîëè÷åñòâà ó÷àñòâóþùèõ êóáèòîâ. Íó è ïîñëåäíåå ïî ïîðÿäêó íî
íå ïî âàæíîñòè: êâàíòîâîå âû÷èñëåíèå îáÿçàòåëüíî äîëæíî âêëþ÷àòü
ìåõàíèçì ïîèñêà è èñïðàâëåíèÿ êâàíòîâûõ îøèáîê.

Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà â
æèäêîé ôàçå ÿâëÿåòñÿ äîâåäåííàÿ ïî÷òè äî ñîâåðøåíñòâà òåõíèêà óïðàâ-
ëåíèÿ ÿäåðíûìè ñïèíàìè â ìàãíèòíîì ïîëå. Áûëè ðàçðàáîòàíû êàê ìå-
òîäû ñîçäàíèÿ îïòèìàëüíîé ôîðìû èìïóëüñà ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ äëÿ âîçäåéñòâèÿ íà ñïèí ÷àñòèöû-êóáèòà, òàê è ìåòîäû ñ÷èòûâàíèÿ
ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ (òàê íàçûâàåìûé ìåòîä òîìîãðàôèè êâàíòîâîãî
ñîñòîÿíèÿ). Âðåìÿ äåêîãåðåíòíîñòè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà íà îñíîâå
ßÌÐ â æèäêîé ôàçå ïîðÿäêà ñåêóíäû, ÷òî î÷åíü ìíîãî â ñðàâíåíèè ñ
òèïè÷íûìè ïåðèîäàìè ïðåöåññèè. Áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäå-
íà âîçìîæíîñòè êâàíòîâîé êîððåêöèè âû÷èñëåíèé. Åñòü è ðÿä äðóãèõ
äîñòîèíñòâ.

Âìåñòå ñ òåì ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ âåíòèëåé è êâàí-
òîâûõ âû÷èñëåíèé ìåòîäîì ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà â æèäêîé
ôàçå âñòðå÷àåòñÿ ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè. Îäíà èç òàêèõ òðóäíîñòåé
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äîñòîèíñòâ ìåòîäà ßÌÐ. Óñòðîéñòâî ðàáîòàåò
ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå, ïîýòîìó êâàíòîâûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâ-
íè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîâåäåíèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, çàñåëåíû ïî÷òè
ðàâíîìåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, âî âòîðîé ÷àñòè êóðñà áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
îòíîñèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü çàñåëåíèÿ óðîâíÿ ñ ýíåðãèåé E ïðîïîðöèî-
íàëüíà e−E/T , ãäå òåìïåðàòóðà T èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ýíåðãèè. Ìåæäó
òåì ìàêñèìàëüíàÿ òèïè÷íàÿ ýíåðãèÿ â ìåòîäå ßÌÐ â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ
ñ íàïðÿæåííîñòüþ îêîëî 10 Òåñëà îöåíèâàåòñÿ êàê ~ω0 ñ ω0/2π ∼ 108

ãåðö. Ïðè òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêà êîìíàòíîé ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ÿâ-
ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà 10−5, òàê ÷òî âñå óðîâíè ýíåðãèè ÿäåðíûõ
ñïèíîâ ðàâíîâåðîÿòíû. Îòñþäà âèäíî, ÷òî èíèöèàëèçàöèÿ êâàíòîâîãî
ßÌÐ-êîìïüþòåðà ÿâëÿåòñÿ äåëîì íå ïðîñòûì.

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä êâàçè-
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÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî áûëî ñîçäàâàòü ïîäñè-
ñòåìó ÿäåðíûõ ñïèíîâ-êóáèòîâ, êàê áû èçîëèðîâàííóþ îò îêðóæåíèÿ,
è ðàáîòàòü òîëüêî ñ íåé. Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñèãíàë
ïîäñèñòåìû, êîòîðûé íåîáõîäèìî ñ÷èòûâàòü, ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøà-
åòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà êóáèòîâ. Â ýòîì ñìûñëå óêàçàííàÿ âûøå ïðîáëåìà
ìàñøòàáèðîâàíèÿ â êâàíòîâûõ ßÌÐ-êîìïüþòåðàõ ïðàêòè÷åñêè íåðàçðå-
øèìà. Ðåàëüíî ðàáîòàþùåãî êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà íà ÿäåðíûõ ñïèíàõ
ñîçäàòü íå óäàëîñü, íî ïðèíöèïèàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ðàáîòîñïîñîá-
íîñòè êîíöåïöèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé â ñèñòåìàõ ñ òðåìÿ-÷åòûðüìÿ
êóáèòàìè ýòèì ìåòîäîì áûëè ïîëó÷åíû.

Îòìå÷åííûå òðóäíîñòè ßÌÐ â æèäêîé ôàçå îòñóòñòâóþò â ðåàëèçà-
öèè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ìåòîäîì ßÌÐ â òâåðäîé ôàçå ïðè òåìïåðà-
òóðàõ ïîðÿäêà îäíîãî Êåëüâèíà. Ïîýòîìó óêàçàííûé ìåòîä ïðèâëåêàåò
âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé, çàíèìàþùèõñÿ âîïëîùåíèåì èäåè êâàíòîâûõ
âû÷èñëåíèé.

6.5 Çàäà÷à Ýëèòöóðà-Âàéäìàíà è èäåÿ ïðèíöèïà

êâàíòîâîé ïåðåäà÷è äàííûõ.

Â 1993 ãîäó äâà ôèçèêà À. Ýëèòöóð è Ë. Âàéäìàí îïóáëèêîâà-
ëè â æóðíàëå "Îñíîâàíèÿ ôèçèêè"ñòàòüþ ïîä íàçâàíèåì "Êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêèå èçìåðåíèÿ, íå òðåáóþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ"[Avshalom
C. Elitzur and Lev Vaidman, Quantum mechanical interaction-free
measurements, Foundations of Physics, 000, 000 (1993), arXiv:hep-
th/9305002]. Â ñòàòüå áûëà ðàññìîòðåíà è ðåøåíà çàäà÷à, êîòîðàÿ èë-
ëþñòðèðîâàëà ñâîéñòâà êâàíòîâûõ ñèñòåì ñòîëü æå ÿðêî, êàê èçâåñòíûé
ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî îäíîêâàíòîâîé èíòåðôåðåíöèè íà äâóõ ùå-
ëÿõ.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê. Äîïóñòèì, èìååòñÿ N ≫ 1 áîìá, ó ÷àñòè
êîòîðûõ âçðûâàòåëè èñïîð÷åíû, à ó äðóãîé ÷àñòè èñïðàâíû. Íåîáõîäè-
ìî ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëèòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíó èñïðàâíóþ áîìáó,
êîòîðóþ â äàëüíåéøåì ìîæíî áû áûëî èñïîëüçîâàòü.

Êëàññè÷åñêèì (íå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèì) ìåòîäîì çàäà÷ó íå ðå-
øèòü. Êëàññè÷åñêèé ìåòîä òðåáóåò íåïîñðåäñòâåííîãî âîçäåéñòâèÿ íà
âçðûâàòåëü (ñêàæåì, ñ ïîìîùüþ óäàðà ïî íåìó ìîëîòêîì). Î÷åâèäíî,
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Ðèñ. 6.3: Èíòåðôåðîìåòð Ìàõà-Öàíäåðà, ñîñòîÿùèé èç çåðêàë M1 è M2, äåëèòåëåé
ïó÷êà ñâåòà S1 è S2 è ñ÷åò÷èêîâ ôîòîíîâ C1 è C2. Ñâåòîäåëèòåëè S1 è S2 ðàñùåïëÿþò
ïîòîê ôîòîíîâ íà îòðàæåííûé è ïðîøåäøèé ïó÷êè, êàæäûé ñ èíòåíñèâíîñòüþ 50%
îò èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî ïó÷êà. Íî èõ ôàçû ðàçëè÷àþòñÿ íà 90◦.

÷òî òàê ìîæíî îïðåäåëèòü ëèøü íåèñïðàâíûå áîìáû, òîãäà êàê âñå èñ-
ïðàâíûå áîìáû âçîðâóòñÿ.

Ýëèòöóð è Âàéäìàí ïîêàçàëè, ÷òî ñâîéñòâà êâàíòîâîé èíòåðôåðåíöèè
ôîòîíîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íåîá-
õîäèìîå äëÿ ýòîãî óñòðîéñòâî íîñèò íàçâàíèå èíòåðôåðîìåòðà Ìàõà-
Öàíäåðà. Îíî ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.3. Ôîòîí èñïóñêàåòñÿ èç
ëàçåðà â ñîñòîÿíèè |A⟩ è ïîïàäàåò íà ñâåòîäåëèòåëü S1. Ýòîò ñâåòîäåëè-
òåëü äåéñòâóåò íà ñîñòîÿíèå ôîòîíà êàê îïåðàòîð, ïðåîáðàçóþùèé íà-
÷àëüíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ i|B⟩ + |C⟩. Çäåñü
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |B⟩ îïèñûâàåò ôîòîí, ëåòÿùèé ïî ïðÿìîé ê çåðêàëóM1

â âåðõíåì ëåâîì óãëó èíòåðôåðîìåòðà, à âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |C⟩ îïèñûâàåò
ôîòîí, ëåòÿùèé ê çåðêàëóM2 â ïðàâîì íèæíåì óãëó. Ýòîò ñâåòîäåëèòåëü
äåéñòâóåò íà ñîñòîÿíèå ôîòîíà êàê îïåðàòîð

ÛS1
: |A⟩ → i√

2
|B⟩+ 1√

2
|C⟩, (6.25)

ïðåîáðàçóþùèé íà÷àëüíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â îïðåäåëåííóþ ëèíåéíóþ
ñóïåðïîçèöèþ, â êîòîðîé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |B⟩ îïèñûâàåò îòðàæåííûé
ôîòîí, ëåòÿùèé ââåðõ ïî ïðÿìîé ê çåðêàëó M1 â âåðõíåì ëåâîì óãëó
èíòåðôåðîìåòðà, à âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |C⟩ îïèñûâàåò ïðîøåäøèé ôîòîí,
ëåòÿùèé íàïðàâî ê çåðêàëóM2 â ïðàâîì íèæíåì óãëó. Ìíîæèòåëè 1/

√
2
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ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîõîäèò è îòðàæàåòñÿ ðîâíî 50% ïàäàþùèõ íà ñâåòî-
äåëèòåëü ôîòîíîâ. Ìíèìàÿ åäèíèöà i ó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |B⟩ ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ôàçà îòðàæåííîé âîëíû îòëè÷àåòñÿ íà 90◦ îò ôàçû ïðîøåäøåé
âîëíû. [Ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí â ðàáîòàõ V. Degiorgio, American Journal
of Physics 48, 81 (1980); A. Zeilinger, American Journal of Physics 49, 882
(1981); Z. Y. Ou, L. Mandel, American Journal of Physics 57, 66 (1980)]

• Çàäà÷à. Ñìîäåëèðóåì ñâåòîäåëèòåëü ïðîõîæäåíèåì ÷åðåç îäíîìåð-
íûé ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷à-
ñòèöû. Íàéòè â ýòîé ìîäåëè ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ïðîøåäøåé è îò-
ðàæåííîé âîëíàìè.

Çåðêàëà M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî ïðåîáðàçóþò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ

ÛM1
: |B⟩ → |D⟩,

ÛM2
: |C⟩ → |E⟩. (6.26)

Íàêîíåö, ñâåòîäåëèòåëü S2 ïðîèçâîäèò íàä âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ ïàäàþ-
ùèõ íà íåãî ôîòîíîâ îò çåðêàë M1 è M2 ïðåîáðàçîâàíèÿ

ÛS2
: |D⟩ → 1√

2
|F ⟩+ i√

2
|G⟩,

ÛS2
: |E⟩ → i√

2
|F ⟩+ 1√

2
|G⟩. (6.27)

×èñëî ôîòîíîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â åäèíèöó âðåìåíè ñ÷åò÷èêàìè C1

è C2, ñîãëàñíî ïðàâèëàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðîïîðöèîíàëüíî ñîîòâåò-
ñòâåííî êâàäðàòó ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âåêòîðàõ ñîñòîÿíèÿ |G⟩ è
|F ⟩. Íàéäåì ýòè êîýôôèöèåíòû, ïðîñëåäèâ âñþ öåïî÷êó äåéñòâèé ïðè
ïðîõîæäåíèè ôîòîíîâ ÷åðåç èíòåðôåðîìåòð Ìàõà-Öàíäåðà:

|A⟩ → i√
2
|B⟩+ 1√

2
|C⟩ → i√

2
|D⟩+ 1√

2
|Ẽ⟩ →

→ i√
2

(
1√
2
|F ⟩+ i√

2
|G⟩
)
+

1√
2

(
i√
2
|F ⟩+ 1√

2
|G⟩
)

=

=

(
i

2
|F ⟩ − 1

2
|G⟩
)
+

(
i

2
|F ⟩+ 1

2
|G⟩
)

= i|F ⟩+ 0|G⟩. (6.28)

Èòàê, èñêîìûå êîýôôèöèåíòû (àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè) ðàâíû aF = i,
aG = 0. Âåðîÿòíîñòè çàðåãèñòðèðîâàòü ôîòîí â ñ÷åò÷èêàõ C1 è C2 ðàâíû
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ñîîòâåòñòâåííî wC1
= |aG|2 = 0, wC2

= |aF |2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íè
îäèí ôîòîí íå ïîïàäåò â ñ÷åò÷èê C1! Âñå ôîòîíû, èñïóùåííûå ëàçåðíûì
èñòî÷íèêîì, ïîïàäóò â äåòåêòîð C2.

Äîïóñòèì, ÷òî íà ïóòè ôîòîíîâ îò ñâåòîäåëèòåëÿ S1 äî çåðêàëà M2

ïîñòàâëåí ïîãëîòèòåëü. Òîãäà íà çåðêàëîM2 ôîòîíû íå ïîïàäàþò. Åäèí-
ñòâåííîé òðàåêòîðèè îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé âåê-
òîðîâ ñîñòîÿíèÿ:

|A⟩ → i√
2
|B⟩ → i√

2
|D⟩ → i√

2

(
i√
2
|G⟩+ 1√

2
|F ⟩
)

=

= −1

2
|G⟩+ i

2
|F ⟩.

Òåïåðü àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ðàâíû aF = i/2, aG = −1/2, à âåðîÿò-
íîñòè çàðåãèñòðèðîâàòü ôîòîí ñ÷åò÷èêàìè C1 è C2 îäèíàêîâû: wC1

=
|aG|2 = 1/4, wC2

= |aF |2 = 1/4.
Ïðèñïîñîáèì èíòåðôåðîìåòð Ìàõà-Öàíäåðà äëÿ ïðîâåðêè áîìá íà

ïðèãîäíîñòü. Äëÿ ýòîãî ïðèêðåïèì çåðêàëî M2 ê âçðûâàòåëþ áîìáû.
Åñëè ôîòîí ïîëåòèò ïî ïóòè S1 − M2 è ïîïàäàåò íà ýòî çåðêàëî, òî
ïðè îòðàæåíèè îí ïåðåäàñò èìïóëüñ âçðûâàòåëþ, è áîìáà, åñëè îíà èñ-
ïðàâíà, âçîðâåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñïðàâíàÿ áîìáà ïðè òàêîì
òåñòèðîâàíèè âçîðâåòñÿ, ðàâíà 1/2. Èíûìè ñëîâàìè, â ñðåäíåì ïîëîâèíà
èñïðàâíûõ áîìá ïðè ïåðâîì ïðîãîíå òàêîãî òåñòèðîâàíèÿ áóäåò ïîòåðÿ-
íà. Åñëè ôîòîí ëåòèò ïî ïóòè S1−M2−S2, òî áîìáà, åñëè îíà èñïðàâíà,
îñòàåòñÿ öåëîé. Îäíàêî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ýòèì ôîòîíîì ñâåòîäåëèòåëÿ
S2 îí ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê â äåòåêòîðå C2, òàê è â
äåòåêòîðå C1. Åñëè áîìáà íå âçîðâàëàñü, à ôîòîí ïîïàë â äåòåêòîð C2,
òî íåëüçÿ ñêàçàòü, èñïðàâíà îíà èëè íåò. Ñòàâèì íà áîìáå çíàê âîïðîñà
è îòêëàäûâàåì åå â ñòîðîíó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäâåðãíóòü âòîðè÷íîìó
òåñòèðîâàíèþ. Íî åñëè ôîòîí ïîïàë â äåòåêòîð C1, à áîìáà îñòàëàñü öå-
ëîé, òî îíà ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâíà! Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ïðè
ïðîõîæäåíèè îäíîãî ôîòîíà ðàâíà 1/4, ïîñêîëüêó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2
ôîòîí ïîéäåò ïî òðàåêòîðèè S1 −M2 − S2, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ ñâåòîäåëèòåëÿ S2 óãîäèò â äåòåêòîð C1. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñëå ïåðâîãî òåñòèðîâàíèÿ áóäåò îòîáðàíî â ñðåäíåì 25% îò îáùåãî ÷èñëà
èñïðàâíûõ áîìá.

Âûïóñòèì îäèí ôîòîí èç ëàçåðíîãî èñòî÷íèêà. Åñëè âçðûâàòåëü èñ-
ïîð÷åí, òî âîçíèêàåò ðàññìîòðåííàÿ âûøå ñèòóàöèÿ ñ ðàñïðîñòðàíåíè-

103

© www.phys.nsu.ru



åì ôîòîíà ïî äâóì âîçìîæíûì ïóòÿì, âåðõíåìó è íèæíåìó. Ïðè ýòîì
ñ÷åò÷èê C1 íå çàðåãèñòðèðóåò ôîòîíà. Ïðîäîëæàåì èñïóñêàòü ïî îäíîìó
ôîòîíó. Åñëè ïîñëå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà èñïûòàíèé áîìáà íå âçî-
ðâàëàñü, à ñ÷åò÷èê C1 íå çàðåãèñòðèðîâàë ôîòîíà, òî áîìáà íå èñïðàâíà,
è åå îòáðàñûâàåì.

Èòàê, ñïîñîá ïîèñêà èñïðàâíûõ áîìá ñîñòîèò â îòáîðå ñîáûòèé, êîãäà
áîìáà íå âçðûâàåòñÿ, à äåòåêòîð C1 ñðàáàòûâàåò. Ïîñëå ïåðâîãî ïðîãîíà
â ñðåäíåì 1/2 èñïðàâíûõ áîìá âçîðâàëîñü, 1/4 èñïðàâíûõ áîìá ãàðàíòè-
ðîâàííî ïðèãîäíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ è 1/4 èñïðàâíûõ áîìá îêàçàëàñü
â êàòåãîðèè ñî çíàêîì âîïðîñà. Ïîñëå âòîðîãî ïðîãîíà ÷åðåç èíòåðôå-
ðîìåòð Ìàõà-Öàíäåðà îñòàíåòñÿ 1/16 äîëÿ èñïðàâíûõ áîìá è ò.ä. Ïîñëå
ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ðàññìîòðåííîé ïðîöåäóðû äîëÿ ïðèãîäíûõ ê
èñïîëüçîâàíèþ (â ìèðíûõ öåëÿõ) áîìá îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

∆ready-for-use =
1

4
+

1

16
+

1

64
+ · · · = 1

3
.

Ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî êëàññè÷åñêèé ñïîñîá îòáîðà äàåò
∆ready-for-use = 0.

Çàäà÷à Ýëèòöóðà-Âàéäìàíà âàæíà â òîì îòíîøåíèè, ÷òî âåëèêîëåïíî
èëëþñòðèðóåò ïðèíöèï äåéñòâèÿ êâàíòîâîé áåçîïàñíîé ïåðåäà÷è äàííûõ
(êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè). Åñëè äâà ïåðñîíàæà A (Àëèñà) è B (Áîá)
ïåðåñûëàþò äðóã äðóãó ñîîáùåíèÿ ïîñðåäñòâîì êâàíòîâûõ ÷àñòèö, íà-
ïðèìåð ôîòîíîâ, òî çàêîíû êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü,
áûëî ëè ñîîáùåíèå ïåðåõâà÷åíî òðåòüèì ïåðñîíàæåì C (Åâà). Ïåðåõâàò
ñîîáùåíèÿ îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ðåãèñòðàöèè Åâîé ôîòîíà, ëåòÿùåãî,
äîïóñòèì, ïî òðàåêòîðèè S1−M2. Ïðè ðåãèñòðàöèè ôîòîí ïîãëîùàåòñÿ.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äåòåêòîð C1 íà÷è-
íàåò ðåãèñòðèðîâàòü ôîòîíû, ÷åãî áû íèêîãäà íå ñëó÷èëîñü, íå áóäü íà
òðàåêòîðèè S1 −M2 ïîäñëóøèâàþùåãî ïåðñîíàæà.

Â ðåàëüíîñòè âñå ãîðàçäî ñëîæíåå. Ïåðåäàííîå ñîîáùåíèå êîäèðóåò-
ñÿ êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì ïîëÿðèçàöèè ïåðåñûëàåìûõ îäèíî÷íûõ ôîòî-
íîâ, â ñèñòåìå åñòü øóìû, êîòîðûå ìîãóò èìèòèðîâàòü ïåðåõâàò, è ìíî-
æåñòâî äðóãèõ ôàêòîðîâ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íåîáõîäèì èñ-
òî÷íèê îäèíî÷íûõ êîãåðåíòíûõ ôîòîíîâ, îïòîâîëîêîííàÿ ëèíèÿ ñâÿçè
ñ õîðîøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ò.ä. Òåì íå ìåíåå, ýòè ñëîæíîñòè ïðå-
îäîëåâàþòñÿ. Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ìîæíî ðàçðàáîòàòü
ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè, êîòîðûå íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè ðåãèñòðàöèè
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ôîòîíîâ ïîçâîëÿþò è ïðè íàëè÷èè øóìîâ óñòàíîâèòü, áûëî ëè ñîîáùå-
íèå ïåðåõâà÷åíî. Ïåðâûé òàêîé ïðîòîêîë êâàíòîâîé ïåðåäà÷è äàííûõ,
íàçâàííûé BB84, áûë ïðåäëîæåí â 1984 ãîäó. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðå-
àëèçîâàí íà êîììåð÷åñêèõ îïòîâîëîêîííûõ ëèíèÿõ ñâÿçè íà ðàññòîÿíè-
ÿõ ïîðÿäêà äåñÿòè êèëîìåòðîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà
ñòàëà è èíæåíåðíîé íàóêîé.

105

© www.phys.nsu.ru



Çàêëþ÷åíèå

Íåáîëüøîé î÷åðê íåäàâíèõ äîñòèæåíèé â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ ãðà-
ôåíà è êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, äàííûé â ïîñîáèè, îòðàæàåò ëèøü ìà-
ëóþ äîëþ íåáûâàëîé íàó÷íîé àêòèâíîñòè èññëåäîâàòåëåé, ðàáîòàþùèõ
â óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî è, âîçìîæíî, ïðîôåññè-
îíàëüíîãî, îçíàêîìëåíèÿ ñ ïîñëåäíèìè ðåçóëüòàòàìè â ýòèõ îáëàñòÿõ çà-
èíòåðåñîâàííûå ñòóäåíòû ìîãóò îáðàùàòüñÿ ê ýëåêòðîííîìó àðõèâó ïóá-
ëèêàöèé arXiv.org, ïîäðàçäåëû ïî êîíäåíñèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ cond-
mat è êâàíòîâîé ôèçèêå quant-ph, êîòîðûé ïîääåðæèâàåòñÿ áèáëèîòå-
êîé Êîðíåëëüñêîãî óíèâåðñèòåòà â ÑØÀ. Âåá-ñàéòû êîíêðåòíûõ ãðóïï
èññëåäîâàòåëåé, âîâëå÷åííûõ â èññëåäîâàíèÿ ïî ãðàôåíó è êâàíòîâûì
âû÷èñëåíèÿì, ñëèøêîì ìíîãî÷èñëåííû, ÷òîáû ïðèâîäèòü èõ çäåñü. Íî
îíè áåç òðóäà ìîãóò áûòü íàéäåíû â Èíòåðíåòå.
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