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4 1. Òåðìîäèíàìèêà

1. Òåðìîäèíàìèêà

Çàäà÷à 1. Íàéòè èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âîäû ïðè êîíâåêòèâíîì
ïåðåíîñå íà ãëóáèíó 1 êì ñ ïîâåðõíîñòè, ñ÷èòàÿ ÷òî òåïëîîáìåíà çà
âðåìÿ ïîãðóæåíèÿ íåò. Òåïëîåìêîñòü âîäû Cp = 4 êÄæ/êãÊ, êîýôôè-
öèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ α = 1

V

(
∂V
∂T

)
P
= 1, 3 · 10−4Ê−1.

Ðåøåíèå:
Ïîñêîëüêó òåïëîîáìåíà íåò, òî S = Const.

∆T =

(
∂T

∂P

)
S

∆P, ∆P = ρgh.

(
∂T

∂P

)
S

=
D(T, S)

D(P, S)
=
D(T, S)

D(T, P )

/
D(P, S)

D(T, P )
=

= − T

Cp

D(T, S)

D(T, P )
= − T

Cp

D(P, V )

D(T, P )
=

Tα

Cp/V
.

Îêîí÷àòåëüíî

∆T =
Tα

Cp/V
ρgh ≈ 0, 1oK,

(ñì. òàêæå [21]).
Çàäà÷à 2. Êîíäåíñàòîð ¼ìêîñòè C, çàïîëíåííûé äèýëåêòðèêîì, äè-

ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû: ε(T ),
íàõîäèòñÿ â òåðìîñòàòå. Êîíäåíñàòîð ìåäëåííî çàðÿæàþò äî íàïðÿæå-
íèÿ φ. Íàéòè êîëè÷åñòâî òåïëà, ïîãëîù¼ííîå êîíäåíñàòîðîì â ýòîì ïðî-
öåññå.

Ðåøåíèå:
Èçìåíåíèå ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà ïðè óâåëè÷åíèè çàðÿäà íà îäíîé èç
ïëàñòèí íà dq (è óìåíüøåíèè íà ñòîëüêî æå � íà äðóãîé) ðàâíî

dE = TdS + φdq,

ãäå dQ = TdS � òåïëîòà, ïîëó÷åííàÿ â ýòîì ïðîöåññå îò òåðìîñòàòà.
Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ çàðÿäêè ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå.
Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè
F = E − TS,

dF = −SdT + φdq. (1)

Èìåÿ â âèäó, ÷òî φ = q/C(T ), C(T ) = C0 ε(T ), íàõîäèì

∆F = F (T, q)− F (T, 0) =
q2

2C(T )
. (2)

www.phys.nsu.ru



5

Ñîãëàñíî (1), S = −∂F
∂T

, òàê ÷òî èç (2)

∆S = S(T, q)− S(T, 0) = −∂∆F
∂T

= −q
2

2

d

dT

1

C(T )
=

q2

2C0

ε′(T )

ε2
. (3)

Äëÿ äèýëåêòðèêà, ñîñòàâëåííîãî èç ñâîáîäíî îðèåíòèðóþùèõñÿ äè-
ïîëåé, î÷åâèäíî, ε′(T ) < 0. (Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïîëÿðèçàöèÿ ðàçðó-
øàåòñÿ.)

Çàìåòèì, ÷òî ñâîáîäíî îðèåíòèðóþùèéñÿ äèïîëü â ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëå E äâèæåòñÿ ïîäîáíî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìàÿòíèêó, ÷àñòîòà êîòîðî-
ãî ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ïðîïîðöèîíàëüíà

√
g, â íàøåì ñëó÷àå ∝

√
E ;

ïðè äîñòàòî÷íî ìåäëåííîì èçìåíåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîõðàíÿåò-
ñÿ àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò, ðàâíûé îòíîøåíèþ ýíåðãèè êîëåáàíèé
ê ÷àñòîòå, òàê ÷òî ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ∝

√
E . Ýòà ýíåðãèÿ êîëåáàíèé

îïðåäåëÿåò òåìïåðàòóðó. Ïðè óâåëè÷åíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ýíåðãèÿ
êîëåáàíèé ðàñòåò. Ïðè êîíòàêòå äèïîëåé ñ ÷àñòèöàìè òåðìîñòàòà èçáû-
òî÷íàÿ ýíåðãèÿ ïåðåäà¼òñÿ åìó. Òàêîâî ïðåäñòàâëåíèå î ìèêðîñêîïè÷å-
ñêîé êàðòèíå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè çàðÿäêå êîíäåíñàòîðà.

Âîçìîæíà è äðóãàÿ êàðòèíà ïîëÿðèçàöèè. Ïóñòü ïîëÿðèçàöèÿ äè-
ýëåêòðèêà îáóñëîâëåíà çàðÿäàìè, êîòîðûå ïðè âêëþ÷åíèè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ îòêëîíÿþòñÿ îò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Åñëè ïðè íàãðåâàíèè
äèýëåêòðèêà ýòè çàðÿäû ìîãóò ïåðåõîäèòü â áîëåå âûñîêîå ïî ýíåðãèè
ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì èõ ïîëÿðèçóåìîñòü îêàæåòñÿ âûøå, òî ε′(T ) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîãëîù¼ííîå êîíäåíñàòîðîì òåïëî Q = T∆S ìîæåò
áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ èçîòåðìè÷åñêîé çà-
ðÿäêè êîíäåíñàòîðà ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì: ïðè ðàçðÿäêå êîíäåíñàòîðà
òî æå êîëè÷åñòâî òåïëà âûäåëÿåòñÿ â òåðìîñòàò. Ñóììàðíàÿ ýíòðîïèÿ
êîíäåíñàòîðà è òåðìîñòàòà íå èçìåíÿåòñÿ.

Áåçóñëîâíî, âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïî-
òåíöèàëîâ óäîáíåå, ÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì

”
ìåòîäà öèêëîâ“. Òåì íå ìå-

íåå ñòîèò ñâÿçàòü ýòè ìåòîäû. Äëÿ òîãî, êîìó ìåòîä öèêëîâ çíàêîì
íàñòîëüêî õîðîøî, ÷òî æàëêî ðàññòàâàòüñÿ ñ íèì, íå ïîïðîùàâøèñü,
ïðèâåä¼ì ïîÿñíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàììû íà

”
qφ“-ïëîñêîñòè.

Ïðèìåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî ε′(T ) < 0 (ðèñ. 1). Òîãäà èçîòåðìà,

φ =
q

C0ε(T )

� ýòî ïðÿìàÿ, óãîë íàêëîíà êîòîðîé ðàñò¼ò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû.

www.phys.nsu.ru



6 1. Òåðìîäèíàìèêà

O

A

C

B

q

ϕ

O

C

B

A

q

ϕ

Ðèñ. 1. OABO � öèêë Êàðíî ñ êîí-
äåíñàòîðîì â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî òåëà.
OACO � öèêë, óäîáíûé äëÿ ðàñ÷åòà
ðàáîòû. ε′(T ) < 0

Ðèñ. 2. Öèêë Êàðíî ïðè ε′(T ) > 0.
Êîíòàêò ñ íàãðåâàòåëåì ïðè çàðÿäêå
êîíäåíñàòîðà

Ìû èñïîëüçóåì êîíäåíñàòîð â êà÷åñòâå òåïëîâîé ìàøèíû, çàðÿæàÿ
åãî ïðè îäíîé òåìïåðàòóðå, à ðàçðÿæàÿ ïðè äðóãîé. Öèêë OABO ñî-
ñòàâëåí èç äâóõ áëèçêèõ èçîòåðì: OA (äëÿ òåìïåðàòóðû T � òåìïå-
ðàòóðû õîëîäèëüíèêà) è BO (äëÿ òåìïåðàòóðû T + dT � òåìïåðàòóðû
íàãðåâàòåëÿ), è àäèàáàòû AB. Íàïðàâëåíèå îáõîäà öèêëà îòëè÷àåòñÿ îò
íàïðàâëåíèÿ îáõîäà íà PV -äèàãðàììå äëÿ ãàçà, òàê êàê â ôîðìóëàõ, âû-
ðàæàþùèõ ðàáîòó íàä êîíäåíñàòîðîì ïðè åãî çàðÿäêå, δA = φdq, è íàä
ãàçîì ïðè èçìåíåíèè åãî îáú¼ìà, δA = −PdV , ñòîÿò ðàçíûå çíàêè1. Ýòî
öèêë Êàðíî. Ðàáîòà A, ñîâåðøàåìàÿ òåïëîâîé ìàøèíîé çà öèêë, ðàâíà
ïëîùàäè, îõâàòûâàåìîé öèêëîì íà äèàãðàììå. Òåïëîòà Q, ïîëó÷åííàÿ
êîíäåíñàòîðîì îò íàãðåâàòåëÿ (ò. å. íà èçîòåðìå BO, ïðè ðàçðÿäêå),
ñâÿçàíà ñ ðàáîòîé A ñîîòíîøåíèåì

A

Q
=
dT

T
,

îïðåäåëÿþùèì êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ òåïëîâîé ìàøèíû â
öèêëå Êàðíî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè, îõâàòûâàåìîé öèêëîì Êàðíî,
çàìåíèì åãî íà öèêë OACO, áîëåå óäîáíûé äëÿ ðàñ÷¼òà. Ðàçëè÷èå ïëî-
ùàäåé � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ACB � ïðîïîðöèîíàëüíàÿ (dT )2, ò. å.

1Ìû îáû÷íî ðàññìàòðèâàåì ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä òåëîì, ïîäîáíî òîìó, êàê
ýòî ñäåëàíî â êóðñå Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèôøèöà.

www.phys.nsu.ru



7

ýòî âåëè÷èíà âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðè dT → 0, òàê ÷òî åþ ìîæ-
íî áóäåò ïðåíåáðå÷ü. Ðàáîòà ïðè èçîòåðìè÷åñêîé çàðÿäêå êîíäåíñàòîðà
ðàâíà ïëîùàäè ïîä èçîòåðìîé OA:

AT =
q2

2C(T )
,

ðàáîòà ïðè èçîòåðìè÷åñêîé ðàçðÿäêå (íà èçîòåðìå CO) ðàâíà

AT+dT = − q2

2C(T + dT )
.

Ðàáîòà â öèêëå

A = AT+dT +AT = −dT ∂A
∂T

.

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ òåïëîòà, îòâîäèìàÿ îò êîíäåíñàòîðà ïðè åãî çàðÿä-
êå, ñîâïàäàåò ñ òåïëîòîé, ïîäâîäèìîé ê íåìó ïðè åãî èçîòåðìè÷åñêîé

ðàçðÿäêå íà ó÷àñòêå BO öèêëà, Q = A T
dT = −T ∂A

∂T
. Ðàçóìååòñÿ,

ðåçóëüòàò, äà è âåñü õîä ðàñ÷¼òà, ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì
âûøå ðàñ÷¼òîì, âûïîëíåííûì ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Î÷åâèäíî,
ìåòîä öèêëîâ çàìåòíî áîëåå ãðîìîçäîê. Ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè òðåáóåò-
ñÿ ïîñòîÿííî ñëåäèòü çà çíàêàìè ðàçíûõ ñëàãàåìûõ, çà íàïðàâëåíèÿìè
ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ è ò. ï. Íàïðèìåð, ïðè ε′(T ) > 0 òðåáóþòñÿ
èíîé ðèñóíîê è èíûå ðàññóæäåíèÿ (ðèñ.2).

Çàäà÷à 3. Íàéòè ñóììó âíóòðåííåé ýíåðãèè èäåàëüíîãî ãàçà ïîä
ïîðøíåì â ñòîÿùåì âåðòèêàëüíî öèëèíäðå è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïîðøíÿ. Íàéòè òåïëî¼ìêîñòü ãàçà ïîä ïîðøíåì. Íàéòè òåïëî¼ìêîñòü
ñòîëáà àòìîñôåðû.

Íàéòè âûñîòó öåíòðà òÿæåñòè ñòîëáà àòìîñôåðû.
Ðåøåíèå:

E = NcV T + Mgh = NcPT . Òàê êàê êàæäûé ñëîé àòìîñôåðû íàõî-
äèòñÿ ïîä ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì, ñîçäàâàåìûì âåñîì ñëîåâ, ëåæàùèõ
âûøå, òåïëî¼ìêîñòü àòìîñôåðû C = N0cP , ãäå N0 � ÷èñëî ìîëåêóë âî
âñåì ñòîëáå àòìîñôåðû. Ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç âåëè-
÷èíó àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ: äëÿ ñòîëáà àòìîñôåðû, ïëîùàäü ñå÷åíèÿ
êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå, N0mg = Pàòì.

Âûñîòà öåíòðà òÿæåñòè ñòîëáà àòìîñôåðû îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèåé ìîëåêóë, N0mg⟨z⟩ = N0cPT − N0cV T , îòêóäà ⟨z⟩ =
T/mg.
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8 1. Òåðìîäèíàìèêà

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, ñëåäóåò çàìåíèòü T íà
kÁT (kÁ � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà). ⟨z⟩ ∼8 êì.

Ñóììà âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà ïîä ïîðøíåì è ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè ïîðøíÿ ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé H = E + PV � ýíòàëüïèåé ãàçà.
Ïåðåõîä îò ýíåðãèè ê ýíòàëüïèè â ñîîòíîøåíèè dE = TdS − PdV � ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà: dH = = TdS + V dP . Èñïîëüçóÿ ïðåîáðà-
çîâàíèå Ëåæàíäðà, ìîæíî óéòè îò íåóäîáíîé çàäà÷è êîíñòðóèðîâàíèÿ
ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (âðîäå òîé, êàê â ýòîé çàäà÷å).

Çàäà÷à 4. ×àñòèöà êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé âûäåëèëà â îáú¼ìå V ýíåð-
ãèþ E. (Ìû ðàññìàòðèâàåì íåáîëüøîé îáú¼ì è ñ÷èòàåì, ÷òî â ýòîì
îáú¼ìå ýíåðãèÿ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî. Âûäåëåíèå ýíåðãèè ìîæíî
ñ÷èòàòü ìãíîâåííûì.) Íà ñêîëüêî èçìåíÿòñÿ äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà
â ýòîì îáú¼ìå? Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ýòî ÿâëåíèå äëÿ íàáëþäåíèÿ
êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé ñ ïîìîùüþ àêóñòè÷åñêèõ äàò÷èêîâ, ôèêñèðóþùèõ
çâóêîâûå âîëíû, ïðèõîäÿùèå èç ãëóáèíû îêåàíà?

Ðåøåíèå:
Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ∆T = ∆E/CV . Äîáàâî÷íîå äàâëåíèå îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

V (P,E) = V (P +∆P,E +∆E).

Ðàçëàãàÿ ïî ∆E, ∆P äî ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì

∆P = −
(
∂V

∂E

)
P

/(∂V
∂P

)
E

∆E = −
(
∂P

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
P

∆E

CV
.

Â ãëóáèíå îêåàíà

(
∂V

∂T

)
P

= 0 (êàê â ãëóáèíå îçåðà çèìîé), ïîýòîìó

çâóêîâûå âîëíû (â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ∆E) âîçáóæäàòüñÿ íå áóäóò.
Çàäà÷à 5. Èç ñîñóäà îòêà÷àí âîçäóõ. Ïðèîòêðûâ íà êîðîòêîå âðåìÿ

êðàí, ñîñóä çàïîëíÿþò àòìîñôåðíûì âîçäóõîì. Êàêîé áóäåò òåìïåðà-
òóðà âîøåäøåãî â ñîñóä âîçäóõà, åñëè òåïëîîáìåí ñî ñòåíêàìè ñîñóäà
íå óñïåâàåò ïðîèçîéòè. Êàêèì áóäåò äàâëåíèå âîçäóõà â ñîñóäå, êîãäà
òåìïåðàòóðà åãî çà ñ÷åò òåïëîîáìåíà ñðàâíÿåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé àòìî-
ñôåðíîãî âîçäóõà?

Ðåøåíèå:
T = γT0, γ = cP /cV , P = P0/γ, (ñì. [1, � 43, çàäà÷à 17], [13, � 22].)

Çàäà÷à 6. Ñðàâíèòü òåïëî¼ìêîñòü øàðèêà, ëåæàùåãî íà ñòîëå, ñ
òåïëî¼ìêîñòüþ òàêîãî æå øàðèêà, ïîäâåøåííîãî çà âåðõíþþ òî÷êó;
òåïëî¼ìêîñòü ÷ðåçâû÷àéíî æ¼ñòêîãî ñòåðæíÿ, ðàñòÿãèâàåìîãî äàííîé
ñèëîé, è òîãî æå ñòåðæíÿ, ñæèìàåìîãî òàêîé æå ñèëîé.
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Ðåøåíèå:
Òåïëî¼ìêîñòè îäèíàêîâû. Ïîäðîáíåå � â äîïîëíåíèè A.

Çàäà÷à 7. Îäèí ðàç êîíäåíñàòîð, çàïîëíåííûé äèýëåêòðèêîì, ïðè-
ñîåäèí¼í ê èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ U , à äðóãîé ðàç � çàðÿæåí äî òàêîãî
æå íàïðÿæåíèÿ, à çàòåì îòêëþ÷¼í îò èñòî÷íèêà. Íàéòè ðàçíîñòü çíà-
÷åíèé òåïëî¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðà â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ, cq − cU .

Ðåøåíèå:

∆S =
q2ε′(T )

2C0ε2
=
C0U

2ε′(T )

2
, C = T

∂∆S

∂T

Cq = T
q2

2C0

(
ε′′

ε2
− 2ε′2

ε3

)
, CU = T

C0U
2ε′′

2
, CU − Cq = T

q2ε′2

C0ε3
.

Çàäà÷à 8. Êîíäåíñàòîð ¼ìêîñòè C, çàïîëíåííûé äèýëåêòðèêîì, äè-
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû: ε(T ),
çàðÿæàþò â óñëîâèÿõ òåïëîâîé èçîëÿöèè äî íàïðÿæåíèÿ U . Íà ñêîëüêî
èçìåíèòñÿ òåìïåðàòóðà êîíäåíñàòîðà. Ïðèíÿòü, ÷òî òåïëî¼ìêîñòü åãî
âåëèêà è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò íàïðÿæåíèÿ.

Ðåøåíèå:
Â óñëîâèÿõ òåïëîâîé èçîëÿöèè íåèçìåííîé îñòà¼òñÿ âåëè÷èíà ýíòðîïèè
êîíäåíñàòîðà:

S(T,U) = S(T0, 0), (4)

ãäå T0 � èñõîäíàÿ òåìïåðàòóðà êîíäåíñàòîðà. Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (3)
èç çàäà÷è 1.6

S(T,U) = S(T, 0)− C2(T )U2

2

∂

∂T

1

C(T )
. (5)

Ïðèâåä¼ííûõ ðàâåíñòâ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè T (T0, U). Îáî-
çíà÷èì T = T0 +∆T . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ∆T ìàëî,

ïðåäñòàâèì S(T, 0) â âèäå S(T0, 0) +
∂S

∂T
∆T = S(T0, 0)+

+
C
T0

∆T , à â ìàëîé äîáàâêå, çàâèñÿùåé îò íàïðÿæåíèÿ, çàìåíèì T íà

T0. Â èòîãå

∆T = −δQ
C
, (6)

ãäå

δQ = −T0
C(T0)U

2

2

∂

∂T0

1

C(T0)
(7)
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10 1. Òåðìîäèíàìèêà

� òåïëî, êîòîðîå áûëî áû ïîäâåäåíî ê êîíäåíñàòîðó ïðè åãî èçîòåð-
ìè÷åñêîé çàðÿäêå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà íåêîòîðîå ñõîäñòâî ðåø¼ííîé
çàäà÷è ñ çàäà÷åé îá îõëàæäåíèè êðèñòàëëîâ ñ ïàðàìàãíèòíûìè ïðèìå-
ñÿìè ìåòîäîì àäèàáàòè÷åñêîãî ðàçìàãíè÷èâàíèÿ (ñì. çàäà÷ó 13). Òîëü-
êî â ýòîì ñëó÷àå òåïëî¼ìêîñòü êðèñòàëëà íå áîëüøàÿ, à ìàëàÿ (C ∝ T 3),
ïîëå íå ýëåêòðè÷åñêîå, à ìàãíèòíîå, íå âêëþ÷àåòñÿ, à âûêëþ÷àåòñÿ è
ýôôåêò íå ìàëûé, à áîëüøîé.

Çàäà÷à 9. Çàðÿä q, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè l îò ïëîñêîé ïîâåðõ-
íîñòè äèýëåêòðèêà, ìåäëåííî óäàëÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü. Êàêîå êîëè-
÷åñòâî òåïëà âûäåëèòñÿ ïðè ýòîì â äèýëåêòðèêå, åñëè åãî òåìïåðàòóðà
ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííîé?

Çàäà÷à 10. Êîíäåíñàòîð çàïîëíåí äèýëåêòðèêîì, äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî ε = 1 + A/T . Íàéòè ýíåðãèþ êîíäåíñàòîðà,
çàðÿæåííîãî äî íàïðÿæåíèÿ U .

Ðåøåíèå:
Ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà E = 1

2C0U
2, ãäå C0 � ¼ìêîñòü êîíäåíñàòîðà áåç

äèýëåêòðèêà.

Çàäà÷à 11. Òîíêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà íàõîäèòñÿ â áîëü-
øîì ïëîñêîì êîíäåíñàòîðå. Êîíäåíñàòîð ìåäëåííî çàðÿæàþò, òàê ÷òî â
í¼ì âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E . Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ òåìïåðàòó-
ðà ïëàñòèíêè, åñëè ñ÷èòàòü å¼ òåïëîèçîëèðîâàííîé? Äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ïëàñòèíêè ðàâíà ε(T ), òåïëî¼ìêîñòü â ðàñ÷¼òå íà åäè-
íèöó îáú¼ìà � C. Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì.
Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà ïëàñòèíêà ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî ïëà-
ñòèíàì è ïåðïåíäèêóëÿðíî èì.

Ðåøåíèå:
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïëàñòèíêà ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî ïëàñòèíàì
êîíäåíñàòîðà (ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèëîâûì ëèíèÿì), íàïðÿæ¼ííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â êîíäåíñàòîðå E0 ñîâïàäàåò ñ èíäóêöèåé ïîëÿ D
âíóòðè ïëàñòèíêè. Åñëè çàðÿæàòü êîíäåíñàòîð ïðè ïîñòîÿííîé òåìïå-
ðàòóðå, òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, ëîêàëèçîâàííàÿ âíóòðè ïëàñòèíû, âûðàñ-
òåò íà âåëè÷èíó ∆F =

=
V

4π

D∫
0

EdD =
V E2

0

8πε(T )
, (çäåñü V � îáú¼ì ïëàñòèíû). Ïðèðîñò ýíòðîïèè

ïðè ýòîì ∆S = S(T,E0) − S(T, 0) = −∂∆F
∂T

=
V ε′(T )E2

0

8πε2
. Ïëàñòèíêà

ïîãëîòèò èç òåðìîñòàòà òåïëîòó QT = T∆S.
Åñëè æå ïëàñòèíà òåïëîèçîëèðîâàíà, òî S(T, 0) = S(T + δT,E0), îòêóäà
δT ≈ −QT /C, ãäå C � òåïëî¼ìêîñòü ïëàñòèíû.
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Â ñëó÷àå, êîãäà ïëàñòèíêà ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî ñèëîâûì ëèíèÿì,
íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â êîíäåíñàòîðå E0 ñîâïàäàåò ñ íà-
ïðÿæ¼ííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E âíóòðè ïëàñòèíêè. Â ýòîì ñëó÷àå
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîòåíöèàëîì

Φ = F − V

4π
ED, äëÿ êîòîðîãî dΦ = −SdT − V

4π
DdE. Òåïåðü ∆Φ =

Φ(T,E) − Φ(T, 0) = −V ε(T )E
2
0

8π
. Ïðèðîñò ýíòðîïèè ïðè ýòîì ∆S =

S(T,E0)− S(T, 0) = −∂∆Φ

∂T
=

V

8π
ε′(T )E2

0 .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðèðîñò ýíòðîïèè áîëüøå, ÷åì äëÿ ïëàñòèíêè,
ðàñïîëîæåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèëîâûì ëèíèÿì, òàê êàê âî âòîðîì
ñëó÷àå ïîëå âíóòðè ïëàñòèíêè íå ýêðàíèðóåòñÿ ïðè ïîëÿðèçàöèè äè-
ýëåêòðèêà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äîáàâî÷íàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ

∆F =
V ε(T )

8π
E2

0 , ëîêàëèçîâàííàÿ âíóòðè ïëàñòèíêè, áîëüøå, ÷åì â îò-

ñóòñòâèå ïëàñòèíêè. Ýòî ìîãëî áû ïðèâåñòè ê îøèáî÷íîìó çàêëþ÷åíèþ
î âûòàëêèâàíèè ïëàñòèíêè èç îáëàñòè, ãäå åñòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.
Îäíàêî ïðè íàëè÷èè ïëàñòèíêè, ðàñïîëîæåííîé âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âåñüìà ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ òàêæå ýíåðãèÿ ïî-
ëÿ âíå å¼.

Çàäà÷à 12. Äèýëåêòðè÷åñêèé øàð íàõîäèòñÿ â áîëüøîì ïëîñêîì
êîíäåíñàòîðå. Êîíäåíñàòîð ìåäëåííî çàðÿæàþò, òàê ÷òî â í¼ì âîçíèêà-
åò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E . Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ òåìïåðàòóðà øàðà, åñ-
ëè ñ÷èòàòü åãî òåïëîèçîëèðîâàííûì? Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
øàðà ðàâíà ε(T ), òåïëî¼ìêîñòü â ðàñ÷¼òå íà åäèíèöó îáú¼ìà � C. Èç-
ìåíåíèå òåìïåðàòóðû ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì. (Ñì. [2, � 11].)

Ðåøåíèå:
Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èëëþñòðàöèþ ê ìàòåðèàëó, èçëî-
æåííîìó â [2, � 11].

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèåé F , èç êîòîðîé èñêëþ÷åíà
ýíåðãèÿ ïîëÿ, êîòîðîå ñóùåñòâîâàëî áû âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå â îòñóò-
ñòâèå òåëà. Òàê êàê âíåøíåå ïîëå E îäíîðîäíî,

dF = −SdT − PdE , (8)

ãäå S � ýíòðîïèÿ øàðà, P � åãî äèïîëüíûé ìîìåíò. Äèïîëüíûé ìîìåíò
âûðàæàåì ÷åðåç îáú¼ì øàðà V è åãî ïîëÿðèçàöèþ P, êîòîðàÿ âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E âíóòðè øàðà, à îíî � ÷åðåç âíåøíåå
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12 2. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ïîëå âäàëè îò øàðà (ïîëå â êîíäåíñàòîðå):

P = VP , P =
ε− 1

4π
E , E =

3

2 + ε
E .

(ñì., íàïðèìåð, [2, � 8]). Äàëüíåéøèé õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è âïîëíå àíà-
ëîãè÷åí ïóòè ðåøåíèÿ çàäà÷è 8.

∆F = F(T, E)−F(T, 0) =
3V E2

8π

1− ε

2 + ε
=

3V E2

8π

(
3

2 + ε
− 1

)
,

∆S = −
(
∂∆F
∂T

)
E
=

9V E2

8π

ε′(T )

(2 + ε)2
, δT = −T∆S

V C
.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â ðàâåíñòâå (8) ðàáîòà −PdE ñîäåðæèò íå òî çíà÷å-
íèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðîå èìååòñÿ îêîëî øàðà èëè âíóòðè íåãî,
à ïîëå âäàëè îò øàðà, ò. å. òî, êîòîðîå áûëî áû â îòñóòñòâèå øàðà.
Ôàêòè÷åñêè ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F ó÷èòûâàåò âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåð-
ãèþ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâå, îêðóæàþùåì øàð.

2. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Çàäà÷à 13. Ðàññìîòðèì ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð, íàçû-
âàåìûé àäèàáàòè÷åñêèì ðàçìàãíè÷èâàíèåì. Ïàðàìàãíèòíàÿ ñîëü ðåä-
êîçåìåëüíîãî ýëåìåíòà îõëàæäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ æèäêîãî ãåëèÿ äî òåì-
ïåðàòóðû T0 ∼ 10K. Íàéòè êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ ýíòðîïèÿ ïðè âêëþ÷å-
íèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå. Çàòåì ñèñòåìà òåï-
ëîèçîëèðóåòñÿ è ìàãíèòíîå ïîëå âûêëþ÷àþò. Íàéòè êîíå÷íóþ òåìïåðà-
òóðó ñèñòåìû, åñëè íà÷àëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå H0 = 104 Ãñ, à êîíå÷íîå
ïîëå, ñîçäàâàåìîå ñîáñòâåííûìè ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè, Hf = 102

Ãñ. [33]
Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N+ ÷èñëî ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ íàïðàâëåííûõ ïî ìàã-
íèòíîìó ïîëþ , à N− � ïðîòèâ. Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ Γ äàííîãî ìàêðî-
ñîñòîÿíèÿ åñòü

Γ =
N !

N+!N−!
(9)

Ââåäåì âåëè÷èíó m, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

2m = N+ −N− (10)

www.phys.nsu.ru
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Ýíòðîïèÿ äàííîãî ìàêðîñîñòîÿíèÿ S = lnΓ êàê ôóíêöèÿ m èìååò ìàê-
ñèìóì ïðè m = 0. Âáëèçè ìàêñèìóìà ìû ìîæåì çàïèñàòü

ln Γ(m,N) ≈ ln Γ(0, N) +
m2

2

∂2 ln Γ

∂m2
= lnΓ(0, N)− 2m2

N
, (11)

ãäå âåëè÷èíû m,N+, N− ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå ïåðåìåí-
íûå è èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (∂/∂M) lnM ! ≈ lnM . Ýíåð-
ãèÿ E ñèñòåìû ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ µ âî âíåøíåì ïîëå H åñòü E =
−2mµH. Òîãäà ýíòðîïèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S = S0 −
2m2

N
= S0 −

E2

2µ2H2N
. (12)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû

1

T
=
∂S

∂E
= − E

µ2H2N
(13)

ïîëó÷èì E = −µ2H2N/T , òàê ÷òî

S = S0 −
µ2H2N

2T 2
(14)

Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýíòðîïèÿ óìåíüøàåòñÿ è
çíà÷èò ñèñòåìà îòäàåò òåïëî òåðìîñòàòó. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ áîëüøîãî
çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèñòåìó òåïëîèçîëèðóþò è àäèàáàòè÷åñêè
âûêëþ÷àþò ìàãíèòíîå ïîëå. Ïðè S = Const êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà Tf
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ (åñëè ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíåì S0) èç

Tf = T0
Hf

H
∼ 10−2 0K, (15)

ãäå Hf êîíå÷íîå çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîå âíóòðåííèìè
ìàãíèòíûìè ïîëÿìè.

Çàäà÷à 14. à) Öåïî÷êà ñîñòîèò èç N çâåíüåâ äëèíû a. Êàæäîå çâå-
íî ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ, îðèåíòèðóÿñü ïî èëè ïðîòèâ îñè
x, íàïðàâëåííîé ââåðõ. Âåðõíèé êîíåö öåïî÷êè çàêðåïë¼í, ê íèæíåìó
� ïîäâåøåí ãðóç âåñà f . Íàéòè çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëèíû
öåïî÷êè îò òåìïåðàòóðû.
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14 2. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ýòî ïðèìèòèâíàÿ ìîäåëü ìîëåêóëû êàó÷óêà. Îíà
”
óëàâëèâàåò“ íåîáû÷-

íóþ çàâèñèìîñòü äëèíû ìîëåêóë îò òåìïåðàòóðû (ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû af ).2

á) Ðåçèíêà äëèíû l, íà êîòîðîé ïîäâåøåí ãðóç f , ïðè íàãðåâàíèè

óêîðà÷èâàåòñÿ:

(
∂l

∂T

)
f

< 0. Êàê èçìåíèòñÿ å¼ òåìïåðàòóðà ïðè àäèà-

áàòè÷åñêîì ðàñòÿãèâàíèè?
Ðåøåíèå:

[9, ãë. 1, çàäà÷à 13]. 3 Ïóñòü ÷èñëî ñåãìåíòîâ, íàïðàâëåííûõ âíèç, ðàâíî
N+ = N/2+m, à ââåðõ N− = N/2−m. Òîãäà äëèíà öåïè ðàâíà l = 2ma.
Â êà÷åñòâå ýíåðãèè öåïî÷êè ïðèíèìàåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ãðóçà

E = −lf = −2maf.

(Çà íà÷àëî îòñ÷åòà ïðèíÿò óðîâåíü òî÷êè ïîäâåñà. Â ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè ìîëåêóëû êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ çâåíüåâ íå
ó÷èòûâàåòñÿ.) Ýíòðîïèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííîé äëèíîé

S = lnC
N+

N = ln
N !

N+!N−!
.

Ñâÿçü òåìïåðàòóðû ñ ýíåðãèåé

1

T
=
∂S

∂E
=

1

−2af

∂S

∂m
=

1

2af
ln
N−

N+
,

îòêóäà

N − 2m

N + 2m
= e−2maf/T , m =

N

2
th
af

T
, l = Na th

af

T
.

Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû äëèíà öåïî÷êè óáûâàåò. Äëÿ ðåçèíû ýòîìó îò-
âå÷àåò óñëîâèå (

∂l

∂T

)
f

< 0. (16)

2Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ çâåíüåâ öåïî÷êè ñëåäóåò îòíåñòè ê
òåðìîñòàòó, òàê ÷òî äëèíà öåïî÷êè ñâÿçàíà ñ å¼ ýíåðãèåé � ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
ãðóçà � ñîîòíîøåíèåì E = −lf . Íàøà çàäà÷à � âûðàçèòü ñðåäíþþ âåëè÷èíó E =
−lf ÷åðåç òåìïåðàòóðó.
Ïîëó÷àåìîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ l(f, T ) áóäåò ìîäåëèðîâàòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

êàó÷óêà ïðè íå ñëèøêîì ìàëûõ çíà÷åíèÿõ äëèíû l.
3 Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå

ïðîùå, ÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì êàíîíè÷åñêîãî, íî èìåííî òàêîé ïîäõîä ê çàäà÷àì ìû
õîòèì ïðîèëëþñòðèðîâàòü.
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìàëüíûõ âû÷èñëåíèé, ýòà çàäà÷à íå îòëè÷àåòñÿ
îò çàäà÷ î äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìå, î íàìàãíè÷èâàíèè ãàçà ìàãíèòíûõ
äèïîëåé ñî ñïèíîì 1/2.

á) Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ðåçèíêè ïðè àäèàáàòè÷åñêîì èçìåíåíèè
äëèíû õàðàêòåðèçóåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì(

∂T

∂l

)
S

.

Ïðåîáðàçóåì åãî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
∂(T, S)

∂(f, l)
= −1 .

(
∂T

∂l

)
S

=
∂(T, S)

∂(l, S)
= − ∂(f, l)

∂(f, T )

∂(f, T )

∂(l, T )

∂(l, T )

∂(l, S)
=

= −
(
∂l

∂T

)
f

(
∂f

∂l

)
T

T

Cl
.

Ïîñêîëüêó äëÿ êàó÷óêà, î÷åâèäíî,

Cl > 0 ,

(
∂l

∂f

)
T

> 0 , (17)

ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà (16) ïîëó÷àåì

(
∂T

∂l

)
S

> 0: ïðè ðàñòÿãèâàíèè ðå-

çèíû îíà íàãðåâàåòñÿ. Â ÷àñòè êóðñà, ïîñâÿùåííîé ôàçîâûì ïåðåõîäàì
è ôëóêòóàöèÿì, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåðàâåíñòâà âèäà (17) ÿâëÿþòñÿ
íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëþáîãî
âåùåñòâà.

Çàäà÷à 15. Íàéòè ìîäóëü Þíãà ðåçèíû, ðàññìàòðèâàÿ ìîäåëü ñøè-
òûõ ìåæäó ñîáîé èäåàëüíûõ ïîëèìåðíûõ öåïåé, ïëîòíîñòü öåïåé � ν.

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðåäåëüíî óïðîùåííóþ îäíîìåðíóþ ìîäåëü ïîëè-
ìåðíîé öåïè èç N ñåãìåíòîâ äëèíû a, êàæäûé ìîæåò áûòü îðèåíòèðî-
âàí â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Íàéäåì ýíòðîïèþ öåïè ïðè ôèêñèðî-
âàííîé ïîëíîé äëèíå. Ïóñòü ÷èñëî ñåãìåíòîâ íàïðàâëåííûõ âíèç ðàâíî
N+ = N/2+m, à ââåðõ N− = N/2−m. Òîãäà äëèíà öåïè ðàâíà l = 2ma,
à åå ýíòðîïèÿ

S = S0 −
2m2

N
= S0 −

l2

2Na2
(18)
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16 2. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Åñëè ïîëèìåðíàÿ öåïü ðàñòÿãèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T
ñèëîé f , òî ìû èìååì ñâÿçü

f =

(
∂F

∂l

)
T

, (19)

ãäå F = E−TS � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ. Åñëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìî-
ñòüþ óïðóãîé ýíåðãèè öåïè E îò îðèåíòàöèè ñåãìåíòîâ, òî ìû ïîëó÷èì

f = −T
(
∂S

∂l

)
T

=
T l

Na2
(20)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé ñèëå äëèíà öåïè óìåíü-
øàåòñÿ ïðè íàãðåâàíèè.

Îáîáùèì íàøó ìîäåëü íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì öåïü â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîìåùåííóþ íà êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó. Íàëè-
÷èå ðåøåòêè íå áóäåò çàìåòíî ñêàçûâàòüñÿ íà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèêàõ öåïè, è â òî æå âðåìÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå
äëÿ ýíòðîïèè öåïè ïðîñòîé çàìåíîé N → N/3 è l2 → r2 â âûðàæåíèè
äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè

S = S0 −
3r2

2Na2
(21)

Âåðîÿòíîñòü p(r), ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè åñòü r îïðåäå-
ëÿåòñÿ

p(r) ∝ exp(S) ∝ exp

(
− 3r2

2Na2

)
, (22)

òîãäà ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè íàõîäèòñÿ èç

⟨r2⟩ =
∫∞
0
r2 exp(−αr2)d3r∫∞

0
exp(−αr2)d3r

= − d

dα
ln

(∫ ∞

0

exp(−αr2)d3r
)

=
3

2α
= Na2,

(23)
ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå α ≡ 3/2Na2. Ïðåäñòàâèì òåïåðü ïëîò-
íîóïàêîâàííóþ ñìåñü òàêèõ ïîëèìåðíûõ öåïåé (íàïðèìåð, êàó÷óê), è
ìåæäó çâåíüÿìè ðàçëè÷íûõ öåïåé ñîçäàíû "ñøèâêè"(äëÿ ýòîãî íàäî ê
êàó÷óêó äîáàâèòü ñåðó è ïîäîãðåòü). Ïîëó÷èòñÿ òðåõìåðíàÿ ñåòü, íà-
çûâàåìàÿ ãåëåì, èçâåñòíàÿ áîëüøå êàê ðåçèíà. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ãåëÿ
åñòü

F = E − T S̄ = F0 − TνV
⟨ 3r2

2Na2

⟩
, (24)
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ãäå ν � ÷èñëî öåïåé â åäèíèöå îáúåìà. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ äåôîð-
ìàöèþ îáðàçöà ðåçèíû â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðàçìåðàìè Lx, Ly, Lz,
â ðåçóëüòàòå êîòîðîé åãî ðàçìåðà ñòàíóò L′

x = λxLx, L
′
y = λyLy, L

′
z =

λzLz,. Â ñðåäíåì äåôîðìàöèè ðàçìåðîâ îòäåëüíûõ öåïåé áóäóò òàêèìè
æå. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè äåôîðìàöèè öåïåé èõ âçàèìîäåéñòâèå ñî ñâî-
èì îêðóæåíèåì íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. ýíåðãèÿ öåïåé îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, òî
èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü èçìåíåíèåì ýíòðîïèè
öåïåé è ðàâíî

∆F = −T∆S̄ = TνV
⟨3(r2/3)

2Na2

⟩ [
(λ2x − 1) + (λ2y − 1) + (λ2z − 1)

]
(25)

Ïðè îäíîðîäíîì ðàñòÿæåíèè âäîëü îñè x, ïðåíåáðåãàÿ ìàëûì èçìå-
íåíèåì îáúåìà îáðàçöà ïðè íå ñèëüíî áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ, èìååì
λx ≡ λ, λy = λz = λ−1/2. òîãäà ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàñòÿãèâàþùåé ñè-
ëîé, îòíåñåííîé ê åäèíèöå ïëîùàäè, è îòíîñèòåëüíîé äåôîðìàöèåé λ−1
íàõîäèòñÿ èç

fx
LyLz

=
1

LyLz

∂F

∂(λLx)
=

TνV

2LxLyLz

[
2λ− 2

λ2

]
= Tν

(
λ− 1

λ2

)
(26)

Äëÿ ìàëûõ îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé λ − 1 ≪ 1 ýòî ñîîòíîøåíèå
ïðèíèìàåò âèä çàêîíà Ãóêà

fx
LyLz

= 3Tν(λ− 1), (27)

îòêóäà ïîëó÷àåì ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ìîäóëÿ Þíãà

Y = 3Tν. (28)

Çàäà÷à 16. Âû÷èñëèòü ñðåäíþþ ýíåðãèþ è òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû
èç N îñöèëëÿòîðîâ ñ ïîìîùüþ ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. [9]

Ðåøåíèå:
Ïóñòü ñèñòåìà èìååò ïîëíóþ ýíåðãèþ E = L~ω, êîòîðóþ ìîæíî ðàñ-
ïðåäåëèòü ìåæäó N îñöèëëÿòîðàìè Γ ñïîñîáàìè, ãäå

Γ =
(N − 1 + L)!

(N − 1)!L!
≈ (N + L)!

N !L!
(29)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ðàçëè÷èìûõ ïåðåñòàíîâîê N − 1 + L îáúåêòîâ,
èç êîòîðûõ N−1 - ïåðåãîðîäêè N ÿùèêîâ, à L - ÷èñëî êâàíòîâ ýíåðãèè.
[47]
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Ðèñ. 3. Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ è òåïëîåìêîñòü â ðàñ÷åòå íà îäèí îñöèëëÿòîð.

Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû åñòü S = lnΓ, à òåìïåðàòóðà îïðåäåëÿåòñÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ

1

T
=
∂S

∂E
=

1

~ω
∂S

∂L
=

1

~ω
ln

(
N + L

L

)
(30)

îòêóäà

E = ~ωL =
N~ω

exp(~ω/T )− 1
(31)

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ~ω ≪ T

E ≈ NT, C = N, (32)

ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ~ω ≫ T

E ≈ N~ω exp(−~ω/T ), C = N

(
~ω
T

)2

exp(−~ω/T ) ≪ N, (33)

ðèñ. 3.
Çàäà÷à 17. Øàðû íà ïëîñêîì áèëüÿðäå. Íà ïëîñêîì (ò.å. äâóìåð-

íîì) áèëüÿðäå íàõîäÿòñÿ N øàðîâ, êîòîðûå óïðóãî ñòàëêèâàþòñÿ ìåæ-
äó ñîáîé è ñ áîðòàìè. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ øàðîâ ðàâíà E0. Íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè äëÿ îäíîãî øàðà. Ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé N → ∞, E/N = Const.

Ðåøåíèå:
Âåðîÿòíîñòè íàéòè øàðû â ýëåìåíòå ôàçîâîãî îáúåìà d2p1d

2r1...d
2pNd

2rN
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åñòü

Pd2p1d
2r1...d

2pNd
2rN = Aδ(E0 − ε1 − ...− εN )d2p1d

2r1...d
2pNd

2rN , (34)

ãäå A è äàëåå B,C � íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû. Çàìå÷àÿ, ÷òî äëÿ äâó-
ìåðíîãî ñëó÷àÿ

dpxdpy = 2πpdp = 2πmdε, p =
√
p2x + p2y, (35)

ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèÿì F , ïðîèíòåãðèðîâàâ
P ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì

F (ε1, ..., εN )dε1...dεN = Bδ(E0 − ε1 − ...− εN )dε1...dεN (36)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèÿì äëÿ îäíîãî øàðà w(ε1) íàõîäèòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè F ïî ýíåðãèÿì N − 1 ÷àñòèö

w(ε1) = B

∫
...

∫
δ(E0 − ε1 − ...− εN )dε2...dεN (37)

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ εi = xi(E0 − ε1) âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ w ïðèíèìàåò âèä

w(ε1) = B(E0−ε1)N−2

∫
...

∫
δ(1−x2−...−xN )dx2...dxN = C(E0−ε1)N−2

(38)
Íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ∫

w(ε1)dε1 = C

∫
(E0 − ε1)

N−2dε1 = C
EN−1

0

N − 1
= 1 (39)

îòêóäà

w(ε1) =
N − 1

E0

(
1− ε1

E0

)N−2

(40)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñðåäíåé ýíåðãèè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäíó ÷àñòèöó
E0/N = Const ≡ T ïðè N → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè ïåðåõîäèò â
áîëüöìàíîâñêîå

w(ε1) ∼
(
1− ε1

N(E0/N)

)N

→ e−ε/T , (41)
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20 2. Ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ò.å. òåìïåðàòóðîé T ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, ïðè-
õîäÿùàÿñÿ íà îäíó ÷àñòèöó. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì òåìïåðà-
òóðó ñèñòåìû ìîæíî íàéòè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî èíòåãðàë ïî âñåì ýíåð-
ãèÿì N ÷àñòèö äàåò çàâèñèìîñòü ñòàòâåñà îò ïîëíîé ýíåðãèè E0, ò.å.
Γ(E0) ∼ EN−1

0 . Òîãäà ýíòðîïèÿ ðàâíà

S = lnΓ = (N − 1) lnE0 + Const, (42)

à òåìïåðàòóðà ïðè N → ∞

1

T
=

dS

dE0
=

N

E0
(43)

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå îïðåäåëåíèåì.
Íà ðèñ.4 ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÷èñëà øàðîâ N =

2, 3, 5 è N → ∞.
Çàäà÷à 18. N øàðîâ äâèæóòñÿ íà ïëîñêîì áèëüÿðäå, èñïûòûâàÿ

óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ äðóã ñ äðóãîì è ñî ñòåíêàìè. Îïðåäåëèòü ðàñïðå-
äåëåíèå øàðîâ ïî êîìïîíåíòå ñêîðîñòè vx. Ïðèíÿòü, ÷òî äëÿ çàìêíóòîé
ñèñòåìû øàðîâ ñïðàâåäëèâî ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. (Â ýòîé
çàäà÷å ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî áèëüÿðä

”
ðåàëèçîâàí“ íà êîìïüþòåðå.)

Ðåøåíèå:
Ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì äëÿ ñèñòåìû N øàðîâ

dw = Aδ(ε1 + ε2 + ...+ εN − E)d2p1d
2p2...d

2pN ,

ãäå εi =
p2i
2m

, E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû øàðîâ, A � íîðìèðîâî÷íàÿ

êîíñòàíòà. ×òîáû ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïî êîìïîíåíòå ñêîðîñòè vx
îäíîãî øàðà (íàïðèìåð, ïåðâîãî), ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü dw ïî âñåì
êîìïîíåíòàì èìïóëüñîâ, êðîìå dp1x. Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî d2pi ∝ dεi, à
òàêæå ñäåëàåì çàìåíû ïåðåìåííûõ

εi = (E −mv21x/2)zi, i = 2, 3, ..., N, v1y =
√
(E −mv21x/2)/mz1y,

ïîçâîëÿþùèå ïðèâåñòè èíòåãðàë ê áåçðàçìåðíîìó âèäó (è òåì ñàìûì
óéòè îò åãî ôàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ)

dw = A′
∫
δ
(
(E −mv21x/2)(z1y + z2 + z3 + ...+ zN − 1)

)
·

· dz1ydz2...dzN (E −mv21x/2)
N−1/2 = A′′(E −mv21x/2)

N−3/2.
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Ðèñ. 4. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòè è ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà
øàðîâ.

Â èòîãå,

dw

dvx
= B

(
1− mv21x

2E

)N−3/2

.

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè,
∫
dw = 1, ìîæåò áûòü íàéäåíà è ïîñòîÿííàÿ

B =
1

π

√
2m

E

(2N − 4)!!

(2N − 3)!!
.

Íà ðèñ.4 ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÷èñëà øàðîâ N =
2, 3, 6 è N → ∞, ãäå V0 =

√
2E/m.

Çàäà÷à 19. N
”
êîìïüþòåðíûõ“ øàðîâ äâèæóòñÿ íà íàêëîííîì ïëîñ-

êîì áèëëèàðäå, èñïûòûâàÿ óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ äðóã ñ äðóãîì è ñ
áîðòèêàìè. Îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå øàðîâ ïî

”
âûñîòå“ (ïîëàãàÿ, ÷òî

âåðõíåãî áîðòèêà øàðû íå äîñòèãàþò).
Çàäà÷à 20. N øàðîâ äâèæóòñÿ â òðåõìåðíîì áèëüÿðäå, èñïûòûâàÿ

óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ äðóã ñ äðóãîì è ñî ñòåíêàìè. Îïðåäåëèòü ðàñïðå-
äåëåíèå øàðîâ ïî êîìïîíåíòå ñêîðîñòè vx. Ïðèíÿòü, ÷òî äëÿ çàìêíóòîé
ñèñòåìû øàðîâ ñïðàâåäëèâî ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

3. Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Çàäà÷à 21. Íàéòè ÷èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû ìåæäó ñòåí-
êàìè 0 6 x 6 L ñ ýíåðãèÿìè â èíòåðâàëå îò ε äî ε + dε. Ðàññìîòðåòü
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22 3. Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àè, êîãäà ñòåíêè íåïðîíèöàåìû è êîãäà âûïîëíÿþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. (Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à).

Òî æå äëÿ ÷àñòèöû â êóáå ñ ðåáðîì L.
Ðåøåíèå:

Â îäíîìåðíîé çàäà÷å âîëíîâûå ôóíêöèè è óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû

ψn =

√
2

L
sin knx, kn =

πn

L
, n = 1, 2, ...,

εn =
p2n
2m

, pn = ~kn =
~πn
L

.

Â øêàëå èìïóëüñîâ óðîâíè ýíåðãèè ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî, â èíòåð-

âàëå dp íàõîäèòñÿ dn =
Ldp

π~
óðîâíåé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

p =
√
2mε, dp =

√
m

ε
dε, ïîëó÷àåì dn =

Ldε

π~

√
m

ε
.

Ïåðåõîäÿ ê òð¼õìåðíîé çàäà÷å, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ
â êóáå ñî ñòîðîíîé L. Â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ïåðåìåííûå x, y, z ðàç-
äåëÿþòñÿ. Ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ
îòâå÷àþò òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû âäîëü êàæäîé èç
îñåé (px, py, pz) ñ ïîñòîÿííûì øàãîì L/(π~) (òî÷íåå, âäîëü êàæäîé èç
ïîëóîñåé px,y,z > 0). Êàæäîìó èç ñîñòîÿíèé â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå
ñîîòâåòñòâóåò îáú¼ì (π~/L)3. Îáú¼ìó d3p â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå
îòâå÷àåò dn = d3p/(π~/L)3 ñîñòîÿíèé. Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îáú-
¼ì â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå d3p äîñòàòî÷íî âåëèê, ÷òîáû îêàçàëîñü
dn ≫ 1. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû
V = L3. Ïðè ñîåäèíåíèè íåñêîëüêèõ îáú¼ìîâ V1, V2, ... ÷èñëî ñîñòîÿíèé
ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ñóììå. Î÷åíü ÷àñòî ìîæíî áûâàåò òàêæå
ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îáú¼ìà V ìàëûé (ñ äðóãèõ òî÷åê çðåíèÿ) îáú-
¼ì dV , íå íàðóøàÿ óñëîâèÿ dn≫ 1. ×òîáû ïåðåéòè ê èíòåðâàëó ýíåðãèè
dε, çàìåíèì d3p íà p2dpdΩp =

√
2m3εdε(4π/8). Â èòîãå

dn = L3
√
2m3εdε/(2π2~3).

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèíÿòü äëÿ âîëíîâûõ ôóíê-
öèé öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

ψ(0) = ψ(L), ψ′(0) = ψ′(L).

Òîãäà

ψn =
1√
L
eiknx, kn =

2πn

L
, n = 0,±1,±2, ...
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(è àíàëîãè÷íî � äëÿ äâèæåíèé â íàïðàâëåíèÿõ y è z.) Ñîñòîÿíèÿ â øêà-
ëå èìïóëüñîâ ðàñïîëîæåíû âäâîå ðåæå, íî êàæäîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè
(êðîìå îñíîâíîãî) ñîîòâåòñòâóåò äâà çíà÷åíèÿ èìïóëüñà, îòëè÷àþùèõñÿ
çíàêîì. Â òàêîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå èìïóëüñà ìîæåò ëåæàòü â ëþáîì
êâàäðàíòå, à ðàçìåð ÿ÷åéêè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, îòâå÷àþùåé
îäíîìó êâàíòîâîìó ñîñòîÿíèþ ÷àñòèöû, (2π~/L)3, â 8 ðàç áîëüøå.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â ïåðèîäè÷åñêîì
ïîëå (â îäíîìåðíîé çàäà÷å) èëè â ïîëå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè âûðà-
æàåòñÿ ïîäîáíûì æå îáðàçîì, íî ñ çàìåíîé èìïóëüñà íà êâàçèèìïóëüñ.

Çàäà÷à 22. Äâà ðàçëè÷íûõ èäåàëüíûõ ãàçà, íàõîäèâøèåñÿ â îáú¼-
ìàõ V1 è V2, èìåëè îäèíàêîâûå òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ è áûëè ðàçäå-
ëåíû ïåðåãîðîäêîé. Ïåðåãîðîäêó óáèðàþò, è ãàçû ñìåøèâàþòñÿ (ïóòåì
äèôôóçèè), ðàâíîìåðíî çàïîëíÿÿ âåñü îáúåì V1 +V2. Íà ñêîëüêî èçìå-
íèòñÿ ñóììàðíàÿ ýíòðîïèÿ ãàçîâ? ×èñëà ÷àñòèö â óêàçàííûõ îáú¼ìàõ
áûëè ðàâíû N1 è N2.

Ðåøåíèå:
Ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè ðàâíî

Sí = S1 + S2, Si = Ni ln

[
Vi
Ni

]
+Nif(mi, T ), i = 1, 2, (44)

ãäå ôóíêöèÿ f âêëþ÷àåò â ñåáÿ âåëè÷èíû, íåçàâèñÿùèå îò ïëîòíîñòè
Ni/Vi. Ïîñëå ñìåøèâàíèÿ êàæäûé èç ãàçîâ íàõîäèòñÿ â îáúåìå V =
V1 + V2 è ýíòðîïèÿ ðàâíà

Sê = S1 + S2, Si = Ni ln

[
V1 + V2
Ni

]
+Nif(mi, T ), i = 1, 2 (45)

Òîãäà èçìåíåíèå ýíòðîïèè ðàâíî

∆S = N1 ln

[
V1 + V2
V1

]
+N2 ln

[
V1 + V2
V2

]
> 0 (46)

Åñëè áû ãàçû ñîñòîÿëè èç òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, òî î÷åâèäíî, ÷òî èç-
ìåíåíèå ýíòðîïèè áûëî áû ðàâíî íóëþ. Ïðèâåäåì òàêæå ôîðìàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî:

∆S = N1 ln

[
(V1 + V2)N1

V1(N1 +N2)

]
+N2 ln

[
(V1 + V2)N2

V2(N1 +N2)

]
= 0, (47)

ïîñêîëüêó ðàâíû òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå ãàçîâ, à ñëåäîâàòåëüíî è èõ
ïëîòíîñòü.
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Ðèñ. 5. Òåïëîåìêîñòü äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû äëÿ âûñîêèõ ñòåïåíåé âûðîæ-
äåííîñòè âåðõíåãî óðîâíÿ g = 10− 108.

Òîò ôàêò, ÷òî ïåðåõîäå îò ãàçîâ, ìîëåêóëû êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ
êàê óãîäíî ìàëî, ê ãàçàì ñ òîæäåñòâåííûìè ìîëåêóëàìè ýíòðîïèÿ ñìå-
øåíèÿ èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì, ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïàðàäîêñà Ãèááñà.

Çàäà÷à 23. Íàéòè òåïëîåìêîñòü äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû, ïðè÷åì
âåðõíèé óðîâåíü èìååò î÷åíü âûñîêóþ ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ g, òàê ÷òî
äàæå ln g ≫ 1.

Ðåøåíèå:
([8, � 44]). Ðàçóìååòñÿ, ðå÷ü èäåò î ñîâîêóïíîñòè î÷åíü áîëüøîãî
÷èñëà òàêèõ ñèñòåì, òðåáóåòñÿ æå îïðåäåëèòü òåïëî¼ìêîñòü â ðàñ÷åòå íà
îäíó ñèñòåìó. Ïåðåõîä ê òàêîé ñîâîêóïíîñòè è âîçâðàò ê îäíîé ñèñòåìå
ìû îñòàâèì çà ðàìêàìè âû÷èñëåíèé. Ýíåðãèþ è òåïëî¼ìêîñòü â ðàñ÷åòå
íà îäíó ñèñòåìó ìû îáîçíà÷àåì â äàííîì ñëó÷àå E è C.

Ïðèíÿâ çà íà÷àëî îòñ÷åòà ýíåðãèþ îñíîâíîãî óðîâíÿ è îáîçíà÷èâ
ýíåðãèþ âåðõíåãî óðîâíÿ ε, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóììû îäíîé
äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû

Z = 1 + ge−ε/T .

Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ

⟨E⟩ ≡ E = − d lnZ

d(1/T )
=

εge−ε/T

1 + ge−ε/T
=

ε
1
g e

ε/T + 1
.

Ïðè T ≪ ε ýíåðãèÿ E ≈ 0, ïðè T ≫ ε ýíåðãèÿ E ≈ ε. Îáîçíà÷èì x =
(1/g)eε/T . Çíà÷åíèå E = ε/2 äîñòèãàåòñÿ ïðè x(T ) = 1. Ìîæíî îæèäàòü,
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÷òî ïðè òàêîì ïðèìåðíî çíà÷åíèè òåìïåðàòóðû îêàæåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
è òåïëî¼ìêîñòü C = dE/dT . Òåïëî¼ìêîñòü

C =
( ε
T

)2 1
g e

ε/T(
1
g e

ε/T + 1
)2 =

(ε/T )2

(
√
x+ 1/

√
x)2

.

Ïðè T ≪ ε ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ x(T ) ìåíÿåòñÿ ãîðàçäî áûñòðåå4

÷åì (ε/T )2, è ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà òåïëî-
¼ìêîñòè T0, íàõîäÿ çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì çíà-
ìåíàòåëÿ. Ýòî çíà÷åíèå, êàê ìû è îæèäàëè, x = 1, îòêóäà ε/T0 ≈ ln g.
Òàêèì îáðàçîì, òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé òåïëî¼ìêîñòü äîñòèãàåò ìàê-
ñèìóìà ïðèáëèæåííî ðàâíà

T0 ≈ ε

ln g
≪ ε,

à çíà÷åíèå òåïëî¼ìêîñòè â ìàêñèìóìå

C(T0) ≈
(ln g)2

4
≫ 1.

Øèðèíó ∆T ïèêà òåïëî¼ìêîñòè ìîæíî îöåíèòü èç óñëîâèÿ

E(T → ∞) =

∞∫
0

CdT ≈ ∆T C(T0) ≈ ε,

îòêóäà

∆T ≈ 4ε

(ln g)2
=

4T0
ln g

≪ T0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì òåïëî¼ìêîñòè ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó áîëåå
íèçêèõ òåìïåðàòóð, à øèðèíà ïèêà ñóæàåòñÿ (ðèñ. 5), ñëåâà. Ñïðàâà
ïîêàçàíà òåïëîåìêîñòü â ïðèâåäåííûõ åäèíèöàõ; âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè-
÷åíèè g èñïîëüçóåìîå ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò õîðîøî.

Çàäà÷à 24. Ãàç ñîñòîèò èç ìîëåêóë, êîòîðûå èìåþò îïðåäåëåííûé
äèïîëüíûé ìîìåíò è ìîãóò ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàòüñÿ â
ïðîñòðàíñòâå. Íàéòè äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ãàçà â ïðåäåëå
âûñîêèõ òåìïåðàòóð.

4 Ïðè T ≪ ε, x ≈ 1 èìååì | d
dT

ε2

T2 |/| dxdT | = 2T
ε
x ≪ 1.
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26 3. Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðåøåíèå:
Äëÿ èçîòðîïíîãî äèýëåêòðèêà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ϵ íàõî-
äèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

ϵ = 1 +
4π|P|
|E|

,

ãäå P åñòü âåêòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà åäèíèöû îáúåìà, íàâåäåííûé
ïðèëîæåííûì âíåøíèì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E, (Ed≪ T äëÿ íå î÷åíü
íèçêèõ òåìïåðàòóð)

P = n⟨d⟩ = n

∫
dedE/T dΩ∫
edE/T dΩ

≈ n

∫
d(1 + dE/T + ...)dΩ∫
(1 + dE/T + ...)dΩ

=
nd2E

3T
,

ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë, d � äèïîëüíûé ìîìåíò ìîëåêóëû, dΩ �
ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà âäîëü íàïðàâëåíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîëå-
êóëû. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíî, ÷òî ⟨d⟩ = 0, ⟨didj⟩ =
δi,jd

2/3. Òàêèì îáðàçîì, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ãàçà ìîëåêóë,
îáëàäàþùèõ ñîáñòâåííûì äèïîëüíûì ìîìåíòîì, ðàâíà

ϵ = 1 +
4πnd2

3T
.

Çàäà÷à 25. Íàéòè òåïëîåìêîñòü êëàññè÷åñêîãî áîëüöìàíîâñêîãî ãà-
çà, çàêëþ÷åííîãî â ÿùèê âûñîòîé L ïðè òåìïåðàòóðå T â ïîëå òÿæå-
ñòè. [46]

Ðåøåíèå:
Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû åñòü

ε =
p2

2m
+mgz, (48)

ïîýòîìó ñòàòñóììà Z ôàêòîðèçóåòñÿ íà äâà ñîìíîæèòåëÿ, îäèí èç êî-
òîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî èìïóëüñàì, à äðóãîé � ïî êîîð-
äèíàòàì, Z = Z1Z2, òàê ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

Ē = − d

dβ
lnZ1 −

d

dβ
lnZ2 =

= − d

dβ
ln

(∫
e−βp2/2md3p

)
− d

dβ
ln

(∫
e−βmgzd3r

)
(49)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû è äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷èì

Ē =
3T

2
+

(
T − mgL

exp(mgL/T )− 1

)
(50)
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Ðèñ. 6. Ñðåäíèå ïîëíàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè (ñëåâà) è òåïëîåìêîñòü
(ñïðàâà) áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà â ïîëå òÿæåñòè.

Äëÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð T ≪ mgL

Ē ≈ 3T

2
+ T =

5T

2
, (51)

äëÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð

Ē ≈ 3T

2
+ (T − T ) =

3T

2
. (52)

Çàäà÷à 26. Íàéòè ôîðìó ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ ïðè
β-ðàñïàäå àòîìíîãî ÿäðà (AZ →A(Z+1)+ e+ ν̄), ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå êâàíòî-
âûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ýëåêòðîí+àíòèíåéòðèíî ïðè çàäàííîé èõ ñóì-
ìàðíîé ýíåðãèè (εe + εν̄ = E) ðàâíîâåðîÿòíû5. Ýíåðãèåé îòäà÷è ÿäðà
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå:
Îòâåò: dNe ∝

√
εe(E − εe)

2dεe (ïðè mν = 0, εe ≪ mec
2).

Çàäà÷à 27. Ãàç íàõîäèòñÿ â îáú¼ìå V , â ìàëîé ÷àñòè êîòîðîãî V1
èìååòñÿ

”
ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà“ ãëóáèíû −U0. Íàéòè òåïëî¼ìêîñòü ãàçà.

5 Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Ðàçóìååòñÿ,
ïðè÷èíà ýòîãî íå â õàðàêòåðíîì äëÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè

”
ïåðåìåøèâà-

íèè“, îáóñëîâëåííîì äëèòåëüíûì äâèæåíèåì ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè î÷åíü ñëàáîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ å¼ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, à â îñîáåííîñòÿõ β-ðàñïàäà. Ýòà çàäà÷à
ïðèâåäåíà çäåñü êàê ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âàæíîãî äëÿ íàñ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ î ñòàòèñòè÷åñêîì âåñå.
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28 3. Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðåøåíèå:
Âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîëåêóë òàêîâ
æå êàê äëÿ ãàçà â ïîñòîÿííîì îáúåìå. Âêëàä ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
(çàïèñàííûé äëÿ îäíîé ÷àñòèöû) �

zU = (V − V1) + V1e
U0/T = V1e

U0/T

(
1 +

V − V1
V1

e−U0/T

)
ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, íå äàþùåãî âêëàäà â òåïëî¼ìêîñòü, ïîäî-
áåí ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå, äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ñ ñèëüíî âûðîæäåí-
íûì âåðõíèì óðîâíåì. Çàâèñèìîñòü C(T ) èìååò ìàêñèìóì ïðè T ∼
U0/ ln

V−V1

V1
.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ïîìîãàåò ïîíÿòü, ïî-
÷åìó ìàêñèìóì òåïëî¼ìêîñòè ñäâèãàåòñÿ â îáëàñòü òåìïåðàòóð, íèçêèõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ U0.

Çàäà÷à 28. Íàéòè ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ìîëåêóë ⟨U⟩, èìå-
þùèõ ýëåêòðè÷åñêèå äèïîëüíûå ìîìåíòû, óñðåäí¼ííóþ ïî èõ íàïðàâëå-
íèÿì, â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè â ñëó÷àå, êîãäà
U ≪ T .

Ðåøåíèå:
Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ äèïîëåé d1 è d2, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè R, ðàâíà

U =
d1d2 − 3(d1n)(d2n)

R3
,

çäåñü n � åäèíè÷íûé âåêòîð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå îò îäíîãî äèïîëÿ
ê äðóãîìó. Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, è ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì äâóõ äèïîëåé äîëæíî áûòü
íåçàâèñèìûì, ïîëó÷àåì

⟨U⟩ = −U2/T = −2

3

d21d
2
2

TR6
,

ãäå ÷åðòà íàä âûðàæåíèåì îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âåê-
òîðîâ d1,d2.

Ïðè ïîïûòêå óñðåäíåíèÿ ïî ðàñïîëîæåíèþ ìîëåêóë íåîáõîäèìî áû-
ëî áû ïðèíÿòü âî âíèìàíèå íå òîëüêî èõ ïðèòÿæåíèå, íî è îòòàëêèâàíèå
íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ.

Çàäà÷à 29. Áîëüöìàíîâñêèé ãàç íàõîäèòñÿ â ïîëå

U(z) =

{
U0 ln

r
a ïðè r < a,
∞ ïðè r > a.
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Íàéòè òåïëî¼ìêîñòü ãàçà è åãî äàâëåíèå íà ñòåíêó ïðè r = a.
Ðåøåíèå:

Âêëàä â ñòàòñóììó ÷àñòèöû îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìïóëüñàì òàêîâ æå,
êàê äëÿ ãàçà â çàäàííîì îáú¼ìå. Âêëàä îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíà-
òàì

zu =

a∫
0

e−U/T dV = 4πaU0/T

a∫
0

r2−U0/T dr =
V

1− T0/T
, (53)

ãäå îáîçíà÷åíî

V =
4

3
πa3, T0 =

U0

3
.

Ïðè T < T0 èíòåãðàë (53) ðàñõîäèòñÿ, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîòðåáóåòñÿ
äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Âêëàä zu â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ãàçà

Fu = −NT lnV +NT ln (1− T0/T ) , (54)

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà

Eu = −T 2 ∂

∂T

Fu

T
= − NT0

1− T0/T
, (55)

òåïëî¼ìêîñòü

C = N(cV + cu) , Ncu =
∂Eu

∂T
=

N

(T/T0 − 1)2
. (56)

Ïðè U0 → 0, ðàçóìååòñÿ, Cu → 0. Ïðè T → T0 + 0 îêàçûâàåòñÿ Eu →
−∞ , Cu → ∞, ïîíèçèòü òåìïåðàòóðó òàêîãî ãàçà íèæå T0 íåâîçìîæ-
íî: íóæíî áûëî áû îòâåñòè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè. Íåòðóäíî
ñîîáðàçèòü, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ áåð¼òñÿ çà ñ÷¼ò ïàäåíèÿ ÷àñòèö â öåíòð
ïîëÿ.

Êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö n ∝ e−U/T = (a/r)U0/T ,

n =
N

V

(
1− T0

T

)(a
r

)3T0/T

.

Íàéä¼ì, ñêîëüêî ÷àñòèö îêàæåòñÿ â î÷åíü ìàëîé îêðåñòíîñòè öåíòðà,
ïðè r < ε.

Nε = 4π

ε∫
0

nr2dr = N
( ε
a

)3(1−T0/T )

.
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Ïðè T → T0 + 0 îêàçûâàåòñÿ Nε → N : â öåíòð ïîïàäàþò âñå ÷àñòèöû.
Ïîäðîáíåå î ïðåäåëüíûõ òåìïåðàòóðàõ ñì. [8, � 67].

Äàâëåíèå ãàçà ïðè r = a íàõîäèì êàê P = nT ,

P |r=a =
NT

V

(
1− T0

T

)
.

Ïîïûòêà âûðàçèòü äàâëåíèå êàê P = −
(
∂F
∂V

)
T
(c F èç (54) ) ïðèâîäèò

ê îøèáî÷íîìó ðåçóëüòàòó, ëåãêî ñîîáðàçèòü, ïî÷åìó.
Çàìåòèì, ÷òî â ïîëå ñ áîëåå ñèëüíîé îñîáåííîñòüþ, ÷åì ëîãàðèôìè-

÷åñêàÿ, íàïðèìåð, â ïîëå U = −α/r ÷àñòèöû êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî
ãàçà â ñòàòèñòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè óïàäóò â öåíòð ïîëÿ ïðè ëþáîé òåì-
ïåðàòóðå:

∫
r<ε

ndV → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, êîíå÷íî, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü ãàçà

â òàêîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìà. Òåì èíòåðåñíåå áóäåò óâèäåòü, êàê ñïðà-
âèëèñü ñ ýòîé òðóäíîñòüþ ïðè ðàññìîòðåíèè ðàâíîâåñíîé ïëàçìû.

Çàäà÷à 30. Ê êàêîìó âêëàäó â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó àòîìà âîäî-
ðîäà ïðèâîäèò ó÷¼ò âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà?

Ðåøåíèå:
Âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà

z = 4
∞∑

n=1

n2 exp
e2

2n2aBT
,

(e � çàðÿä ýëåêòðîíà, aB � áîðîâñêèé ðàäèóñ, ìíîæèòåëü 4 � èç-çà
ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ), ðàññìàòðèâàåìûé ôîðìàëüíî, ðàñõîäèòñÿ. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ ïî n, nmax, âîçíèêàþ-
ùèé, íàïðèìåð, èç-çà áîëüøîãî ðàçìåðà âîçáóæä¼ííûõ àòîìîâ, íåâåëèê,

ôóíêöèÿ n2 exp
e2

2n2aBT
áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîì n è ïðè n < nmax íå

äîñòèãàåò åù¼ ñâîåãî ìèíèìóìà. Åñëè òåìïåðàòóðà ïîðÿäêà êîìíàòíîé,
T ∼ 1/40 ýÂ, òî ñëàãàåìûå áûñòðî óáûâàþò. Âîçüìåì äâà:

z = 4e−A/T
(
1 + e−3A/4T

)
,

ãäå A = e2/2aB . Òîãäà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ

F = −NT ln z ≈ −N
(
− e2

2aB
+ Te−3A/4T

)
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýíåðãèÿ èîíèçàöèè, âòîðîå � ìàëàÿ äîáàâêà. Åñ-
ëè æå T ∼ 5000oK (êàê íà Ñîëíöå), òî íóæíà ñóììà, z ≈ 4n3max/3

www.phys.nsu.ru



31

� âåëè÷èíà áîëüøàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ðàçìåð àòîìà
áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì n êàê aBn

2 è ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì
âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè àòîìàìè. Êðîìå òîãî, ïðè âûñîêîé ýíåðãèè
ñòàíîâèòñÿ çàìåòíîé âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè.

Çàäà÷à 31. Áîëüöìàíîâñêèé ãàç çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â
ïîëå U = 1

2 mω
2r2 è ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâ-

ëåííîì ïî îñè z. Ïðåíåáðåãàÿ âçàèìîäåéñòâèåì çàðÿäîâ ìåæäó ñîáîé,
íàéòè ìàãíèòíûé ìîìåíò ãàçà. Âûðàçèòü ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü
â ðàñ÷¼òå íà îäíó ÷àñòèöó.

Ðåøåíèå:
Óðîâíè ýíåðãèè äëÿ ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå è êðàòíîñòè
èõ âûðîæäåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êíèãå
[22, çàäà÷à 11.8] ïðèâåäåíî êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ãàìèëüòîíèàí çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì
ïîëå. Ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå æå ïðåîá-
ðàçîâàíèå äëÿ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ãàìèëüòîíèàí ê âèäó

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 +
p̂2z
2m

,

ãäå Ĥ1,2 � ãàìèëüòîíèàíû îñöèëëÿòîðîâ ñ ÷àñòîòàìè6

ω1,2 = ω̃ ± ωB , ωB =
eB

2mc
, ω̃ =

√
ω2 + ω̃2

B .

Äâèæåíèå âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå çàâèñèò îò ïîëÿ è íå äà¼ò âêëàäà
â ìàãíèòíûå ñâîéñòâà ãàçà. Óðîâíè ýíåðãèè äëÿ ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ
En1,n2 = ~ω1(n1 + 1/2) + ~ω2(n2 + 1/2) ñîâïàäàþò ñ óðîâíÿìè ýíåðãèè
ïàðû íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ (è ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæ-
äåííûìè), òàê ÷òî ìîæíî ñðàçó æå çàïèñàòü âêëàä ïîïåðå÷íîãî äâèæå-
íèÿ â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

F⊥ =
∑
1,2

(
~ω1,2

2
+ T ln (1− e−~ω1,2/T )

)
Ìàãíèòíûé ìîìåíò ãàçà

M = −∂F⊥

∂B
= −N

∑
1,2

(
1

2
+

1

e~ω1,2/T − 1

)
~
∂ω1,2

∂B
.

6 ×àñòîòû ω1,2 ëåãêî íàéòè, ðàññìàòðèâàÿ äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî îêðóæíîñòè,
ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàãíèòíîìó ïîëþ.
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Ïîäñòàâèâ

~
∂ω1,2

∂B
= ±ω1,2

ω̃
µ, µ =

e~
2mc

,

ïîëó÷àåì

M = −Nµ
2

(
ω2

ω̃
cth

~ω2

2T
− ω1

ω̃
cth

~ω1

2T

)
.

Îïðåäåëèì ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó êàê

χ =
1

N

∂M
∂B

∣∣∣
B=0

. Ïðè âû÷èñëåíèè ìîæíî çàìåíèòü

~
∂ω1,2

∂B

∣∣∣
B→0

→ ±µ, ω1,2 → ω, ω̃ → ω.

Â ðåçóëüòàòå

χ = − µ2

~ω

(
cth

~ω
2T

− ~ω
2T

sh−2 ~ω
2T

)
.

Ïðè T ≪ ~ω ïîëó÷àåì χ = − µ2

~ω
= − e2

4mc2
~
mω

, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àòîì-

íîìó äèàìàãíåòèçìó (ñì., íàïðèìåð, [5, �113] ). Ïðè T ≫ ~ω ïîëó÷àåì

χ = − µ2

3T
� äèàìàãíåòèçì Ëàíäàó.

Çàäà÷à 32. Â ýòîé çàäà÷å îáñóæäàåòñÿ ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò,
âïðî÷åì, íå òàê óæ äàë¼êèé îò îïûòà Ýéíøòåéíà � äå-Ãààçà.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è äîïóñòèìî òàê èëè èíà÷å óòî÷íÿòü è
ìîäèôèöèðîâàòü å¼ óñëîâèÿ.

Íà öèëèíäð, êîòîðûé ìîæåò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè,
âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñè ïàäàåò N ýëåêòðîíîâ, ïîëÿðèçîâàííûõ âäîëü
òîé æå îñè. Ýëåêòðîíû çàñòðåâàþò â öèëèíäðå è ÷àñòè÷íî äåïîëÿðè-
çóþòñÿ. Âñëåäñòâèå ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü, öè-
ëèíäð ïðèõîäèò âî âðàùåíèå. Ïåðâûé (ïðîñòîé) âîïðîñ: îòêóäà âçÿëàñü
ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ?

Ãëàâíûé âîïðîñ: êàê óçíàòü, êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòè äîñòèãíåò öè-
ëèíäð?

Ðåøåíèå:
Åñëè ïåðåâåðí¼òñÿ N1 ýëåêòðîíîâ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëü-
ñà ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó IΩ = ~N1, ãäå I � ìîìåíò èíåðöèè öèëèí-
äðà, Ω � åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ Ek = Ω2/2I áóäåò
âçÿòà èç âíóòðåííåé ýíåðãèè, òàê ÷òî ýíòðîïèÿ öèëèíäðà óìåíüøèòñÿ
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íà S0 = Ek/T , ãäå T � òåìïåðàòóðà öèëèíäðà. (Å¼ ñ÷èòàåì íåèçìåí-
íîé, ïðèíèìàÿ, ÷òî òåïëî¼ìêîñòü öèëèíäðà äîñòàòî÷íî âåëèêà.) Ýí-
òðîïèÿ ýëåêòðîíîâ, ñâÿçàííàÿ ñ îðèåíòàöèåé èõ ñïèíîâ, ñòàíåò ðàâíà
Se = lnCN1

N = ln N !
N1!(N−N1)!

. Âåëè÷èíà N1 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî-

áû ïðèðîñò ýíòðîïèè áûë ìàêñèìàëüíûì: ∂
∂N1

(Se − S0) = 0 , îòêóäà

Ω = N~/I(1 + e~Ω/T ).

Çàäà÷à 33. Öåïî÷êà ñîñòîèò èç N çâåíüåâ äëèíû a. Êàæäîå çâåíî
ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Âåðõíèé êîíåö öåïî÷-
êè çàêðåïë¼í, ê íèæíåìó � ïîäâåøåí ãðóç âåñà f . Íàéòè çàâèñèìîñòü
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëèíû öåïî÷êè îò òåìïåðàòóðû.

Ðåøåíèå:
Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà ðåøåíèå çàäà÷è îá îäíîìåðíîé ïîëèìåðíîé öåïî÷êå,
ñì. ñòð. 13, ñ èñïîëüçîâàíèåì êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ íå çàäàííîé, ñî-
ñòîÿíèå êàæäîãî èç çâåíüåâ ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèé
äðóãèõ. Ïîýòîìó ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà öåïî÷êè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ñòàòèñòè÷åñêèõ ñóìì îòäåëüíûõ çâåíüåâ: Z = zN , ãäå z = eβaf + e−βaf ,
(âíîâü � ñ ó÷¼òîì òîëüêî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè). Ñðåäíåå çíà÷åíèå
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿ öåïî÷êè E = − ∂

∂β logZ = −Naf th(βaf), îòêó-
äà

l = Na th(af/T ), (57)

÷òî ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì âûøå óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåõìåðíóþ ìîäåëü. Ïðèìåì, ÷òî êàæäîå çâåíî
öåïî÷êè, äëèíîé ã, ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ, ïðèíèìàÿ ñ ðàâ-
íîé âåðîÿòíîñòüþ ëþáîå íàïðàâëåíèå. Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òåïëî-
âîãî äâèæåíèÿ çâåíüåâ ïî-ïðåæíåìó îòíîñèì ê ýíåðãèè òåðìîñòàòà.7

Òîãäà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû îäíîãî çâåíà èìååì

z =

∫
e−βãf cos θdΩ = 2π

1∫
−1

e−βãfcdc = 4π
shβãf

βãf
.

7Ïîýòîìó íàõîäèòü òåïëî¼ìêîñòü öåïî÷êè ìû íå ìîæåì.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü äëèíû ïîëèìåðíîé öåïè îò ïðèëîæåííîé ñèëû äëÿ äâóõ
ìîäåëåé, L1 � ôîðìóëà (57), L2 � ôîðìóëà (58) (ëåâàÿ ÷àñòü). Ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè â îäíîìåðíîé ìîäåëè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû (ñïðàâà)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè8

E = −lf = − ∂

∂β
logZ = L(

ãf

T
), (58)

ãäå

L(x) =
1

x
− cthx

� ôóíêöèÿ Ëàíæåâåíà, èçâåñòíàÿ èç òåîðèè ìàãíåòèçìà, ( L(x) = x
3

ïðè x≪ 1). Çàâèñèìîñòü äëèíû öåïî÷êè îò ïðèëîæåííîé ñèëû ïðè ìà-
ëîì çíà÷åíèè af/T áóäåò ñîâïàäàòü ñ (57) ïðè óñëîâèè ã = 3a, ðèñ. 7.
Îäíàêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïðèëîæåííîé ñèëû èìååòñÿ çàìåòíîå
ðàçëè÷èå â ïðåäñêàçàíèÿõ äâóõ ìîäåëåé. Íàáëþäàþòñÿ òàêæå çàìåò-
íûå ôëóêòóàöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè, îñîáåííî ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû.

Âåëè÷èíà ∂E
∂T îïðåäåëÿåò âêëàä â òåïëî¼ìêîñòè öåïî÷êè îò å¼ ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè (ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè f), è ñàìà ïî ñåáå åäâà ëè
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.

8Êðîõîòíîå óòî÷íåíèå: ÷òîáû öåïî÷êà âèñåëà òàê, ÷òî ãðóç íàõîäèëñÿ áû âíèçó,
ó îäíîãî (ñêàæåì, ïåðâîãî) çâåíà íàäî âûáðàòü êàêîå-òî îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå óã-
ëà θ, ÷òî íåñêîëüêî èçìåíèò âêëàä åãî â ñòàòñóììó è ñîâåðøåííî íå÷óâñòâèòåëüíî
ñêàæåòñÿ íà å¼ ëîãàðèôìå, ïðè áîëüøèõ N , ðàçóìååòñÿ.
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4. Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà

Çàäà÷à 34. Îöåíèòü êîëè÷åñòâî N ìîëåêóë â àóäèòîðèè ñ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèåé íå ìåíåå ε0 äëÿ ε0=1,2,3,4 ýÂ (ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ
Ìàêñâåëëà). Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îêàæåòñÿ N ≪ 1, îöåíèòü âðåìÿ, ñïóñòÿ
êîòîðîå ïîÿâèòñÿ õîòÿ áû îäíà ìîëåêóëà ñ òàêîé ýíåðãèåé.

Ðåøåíèå:
Èç ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì

w(v)dv = 4π
( m

2πT

)3/2
e−mv2/2T v2dv.

ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì. Íàïðèìåð, äëÿ
ε = mv2/2 ïîëó÷àåì

dw =
2√
π
e−ε/T

√
ε

T
d
( ε
T

)
.

Âåðîÿòíîñòü íàéòè ìîëåêóëó ñ ýíåðãèåé ε ≥ ε0 äëÿ ε0 ≫ T äà¼òñÿ
èíòåãðàëîì

w0 = w(ε ≥ ε0) =
2√
π

∫ ∞

ε0/T

e−ε/T

√
ε

T
d
( ε
T

)
≈ 2√

π

√
ε0
T
e−ε0/T

Äëÿ ε0 = 1 ýÂ ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ â 1 ñì3 íàõîäèòñÿ ïðèìåðíî
600 ìîëåêóë. Îäíàêî óæå äëÿ ε0 = 2 ýÂ âåðîÿòíîñòü íàéòè òàêóþ ìîëå-
êóëó ñîñòàâëÿåò ∼ 10−34, ïîýòîìó òàêèõ ýíåðãè÷íûõ ÷àñòèö íåò äàæå â
áîëüøîé àóäèòîðèè.

Ñêîðî ëè ïîÿâèòñÿ ìîëåêóëà ñ ýíåðãèåé ε > ε0 ∼ 2 ýÂ? Äëÿ îäíîé ìî-
ëåêóëû

”
èñïûòàíèÿ“ ïðîèñõîäÿò ñ ÷àñòîòîé å¼ ñòîëêíîâåíèé (ïðè êàæ-

äîì ñòîëêíîâåíèè èçìåíÿåòñÿ å¼ ñêîðîñòü). Ýòî ÷àñòîòà ν ∼ vT /l, ãäå
vT ∼

√
T/m � õàðàêòåðíàÿ (òåïëîâàÿ) ñêîðîñòü ìîëåêóëû, l ∼ 1/nσ �

äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, n � êîíöåíòðàöèÿ ãàçà, σ � ñå÷åíèå ñòîëê-
íîâåíèé ìîëåêóë. Äëÿ N ìîëåêóë ÷èñëî

”
èñïûòàíèé“ çà âðåìÿ t ðàâ-

íî Nνt (N = nV � ÷èñëî ìîëåêóë â êîìíàòå, îáú¼ì êîòîðîé ðàâåí
V ). Ñðåäíåå ÷èñëî

”
óñïåøíûõ èñïûòàíèé“ ñîñòàâëÿåò w0Nνt. Âðåìÿ

îæèäàíèÿ ïîÿâëåíèÿ ìîëåêóëû ñ ýíåðãèåé âûøå ε0 îöåíèâàåòñÿ êàê

t ∼ 1/(w0Nν) ∼
√
T

ε0
eε0/T /(Nν) ∼ 10−36+17ε0(ýÂ)c. Äëÿ ε0 ≥ 3 ýÂ ýòî

âðåìÿ ïðåâûøàåò âîçðàñò Âñåëåííîé.
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36 4. Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà

Çàäà÷à 35. Ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû áîëüöìàíîâ-
ñêîãî ãàçà ðàâíà 3

2T . Íàéòè ñðåäíþþ âåëè÷èíó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ìîëåêóëû, ïàäàþùåé íà ñòåíêó.

Ðåøåíèå:
Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû, èìåþùèå áîëüøåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè, áûñòðåå äî-
ñòèãàþò ñòåíêè, ìîæíî îæèäàòü ÷òî èñêîìàÿ ýíåðãèÿ ⟨ε⟩ áîëüøå ñðåä-
íåé ýíåðãèè ìîëåêóëû â îáú¼ìå ãàçà, 3T/2.

Ïóñòü îñü z íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåíêå íàðóæó. Ðàçîáüåì
êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìîëåêóëûmv2/2 íà äâà ñëàãàåìûõ: εxy = m(v2x+
v2y)/2 è εz = mv2z/2. ×èñëî ÷àñòèö, íàëåòàþùèõ íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó
ñòåíêè çà åäèíèöó âðåìåíè, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíöåíòðàöèþ ìîëåêóë
n0 è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîìïîíåíòå ñêîðîñòè vz

f(vz) =

√
m

2πT
e−mv2

z/2T

êàê

n = n0

∞∫
0

vzf(vz)dvz = n0

√
T

2πm

∞∫
0

ze−z2

dz =
n0
2

√
T

2πm
,

à âêëàä εz â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýòèõ ÷àñòèö

n⟨εz⟩ = n0

∞∫
0

εzvzf(vz)dvz = n0

√
T

2πm
T

∞∫
0

z3e−z2

dz =
n0
2

√
T

2πm
T.

Òàêèì îáðàçîì ⟨εz⟩ = T . Íà âåëè÷èíó ⟨εxy⟩ = T , äâèæåíèå â íàïðàâ-
ëåíèè z, ïðèâîäÿùåå ê ñòîëêíîâåíèþ ñî ñòåíêîé, íå âëèÿåò. Â èòîãå
⟨ε⟩ = 2T. (Äëÿ äâóõàòîìíîãî ãàçà ýòî äâèæåíèå íå âëèÿåò è íà ýíåðãèþ
âðàùåíèé è êîëåáàíèé ìîëåêóë).

Eñëè â îòêà÷àííûé ñîñóä âïóñòèòü ÷åðåç îòâåðñòèå ðàçìåðà d ≪ λ
(ãäå λ � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà) íåáîëüøóþ ïîðöèþ ãàçà c òåìïå-
ðàòóðîé T (íåáîëüøóþ � äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü îá-
ðàòíûì ïîòîêîì), òî ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåìïåðàòóðà ãàçà
â ñîñóäå ñòàíåò ðàâíîé T ′ = (2/3)⟨ε⟩ = 4T/3.

Äëÿ îáðàòíîãî ñëó÷àÿ, d ≫ λ, òåìïåðàòóðà âîøåäøåãî â îòâåðñòèå
îäíîàòîìíîãî ãàçà T ′ = 5T/3 (ñì. çàäà÷ó 1.3, [1, � 39]). Ðàçëè÷èå ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ íå äîëæíî íàñ óäèâëÿòü, ïîòîìó ÷òî ìåõàíèçìû óâåëè÷å-
íèÿ ñðåäíåé ýíåðãèè ïîïàâøèõ â ñîñóä ÷àñòèö ðàçëè÷íû: â ñëó÷àå d≪ λ
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â îòâåðñòèå ïîïàäàåò áîëüøå áûñòðûõ ÷àñòèö, à â ñëó÷àå d≫ λ, ãàç äâè-
æåòñÿ, êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà, è íàä íèì ñîâåðøàåò ðàáîòó àòìîñôåðíûé
âîçäóõ.

Çàäà÷à 36. Ãàç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü ÷àñòèö íåñêîëüêèõ òèïîâ
ñ ìàññàìè mi è êîíöåíòðàöèÿìè ni, i = 1, 2, . . .. Ñå÷åíèå ñòîëêíîâåíèé
÷àñòèö

”
1“ è

”
2“ çàâèñèò îò èõ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè,9 σ(vîòí). Âû-

ðàçèòü ñðåäíåå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ýòèõ ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà çà
åäèíèöó âðåìåíè.

Ðåøåíèå:
Âûáåðåì îäíó ÷àñòèöó òèïà

”
1“ ñî ñêîðîñòüþ v1 è âûðàçèì ñðåäíåå

÷èñëî ñòîëêíîâåíèé åå dν çà 1 ñåêóíäó ñ ÷àñòèöàìè òèïà
”
2“, ñêîðîñòü

êîòîðûõ ëåæèò â îáëàñòè d3v2 âáëèçè v2. Ïëîòíîñòü ïîòîêà òàêèõ ÷à-
ñòèö, çàïèñàííàÿ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ÷àñòèöà

”
1“ íåïîäâèæíà

ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì,10 j′ = vîòín2f2(v2)d
3v2, ãäå vîòí = |v2 − v1| �

ñêîðîñòü ÷àñòèöû
”
2“ â ñèñòåìå ÷àñòèöû

”
1“, à ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé âû-

ðàæàåòñÿ ÷åðåç ñå÷åíèå: dν = σ(vîòí)j
′. Ïîëíîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé â

îáúåìå dV (çà 1 ñåêóíäó) ïîëó÷àåì, ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì ñêîðîñòÿì
÷àñòèö

”
2“ è ïî âñåì ÷àñòèöàì

”
1“ :

ν =

∫
σ(vîòí)vîòín2f2(v2)d

3v2n1f1(v1)d
3v1dV.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âåëè÷èíà ν íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå 1 � 2.
Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ñêîðîñòè ÷àñòèö íåðåëÿòèâèñò-

ñêèå.
Óäîáíî ïåðåéòè â èíòåãðàëå ê îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè è ñêîðîñòè

öåíòðà ìàññ:

vîòí = v2 − v1 , Vöì = (m1v1 +m2v2)/(m1 +m2).

Òîãäà

f1(v1)f2(v2)d
3v1d

3v2 = föì(Vöì)fîòí(vîòí)d
3V öìd3vîòí,

9 Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü � ýòî âåëè÷èíà ñêîðîñòè îäíîé èç ÷àñòèö â òîé ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà, ãäå äðóãàÿ ïîêîèòñÿ.

10 Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷à-
ñòèöû

”
1“ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö

”
1“ ðàâíà n′

1 = n1/Γ, ãäå

Γ = 1/
√

1− v21/c
2, à ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö

”
2“ (òåõ, ñêîðîñòü êî-

òîðûõ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ëåæèò â îáëàñòè d3v2 âáëèçè v2) �

j′ = n′
2vîòí f2(v2)d3v2, ãäå vîòí =

√
(v2 − v1)2 − [v1v2]2/c2/(1 − v1v2/c2),

n′
2 = n2(1− v1v2/c2)Γ.
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38 4. Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà

ãäå

föì(Vöì) =

(
m1 +m2

2πT

)3/2

e−(m1+m2)V
2
öì/2T ,

fîòí(vîòí) =
( m

2πT

)3/2
e−mv2

îòí/2T ,

m = m1m2/(m1 + m2) � ïðèâåäåííàÿ ìàññà. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ñêî-
ðîñòè öåíòðà ìàññ, ïîëó÷èì äëÿ ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé â îáú¼ìå dV çà
âðåìÿ dt

dν12 = 4πn1n2

( m

2πT

)3/2
dV dt

∞∫
0

v3îòíσ(vîòí)e
−mv2

îòí/2T dvîòí

Åñëè ðå÷ü èäåò î ñòîëêíîâåíèÿõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, òî íàéäåííûé
ðåçóëüòàò íóæíî ðàçäåëèòü ïîïîëàì, n1n2 → n2/2, òàê êàê â ýòîì ñëó-
÷àå â íàøåé ñõåìå ðàñ÷¼òà êàæäîå ñòîëêíîâåíèå îêàæåòñÿ ó÷ò¼ííûì
äâàæäû (êàæäàÿ èç ÷àñòèö ìîæåò èãðàòü ðîëü êàê ïîêîÿùåéñÿ, òàê è
íàëåòàþùåé).

Çàäà÷à 37. Ñêîëüêî âîäû èñïàðèòñÿ ïðè 20 0Ñ çà 1 ñ ñ 1 ñì2 å¼ ïî-
âåðõíîñòè, îáäóâàåìîé ñóõèì âîçäóõîì? Äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ
ïðè 20 0C ðàâíî 18ììðò. ñò. Êàêîé ïîòîê òåïëà äîëæåí áû ïîäâîäèòü-
ñÿ ê ïîâåðõíîñòè, ÷òîáû îáåñïå÷èòü òàêóþ ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ?

Ðåøåíèå:
Ïóñòü ïîâåðõíîñòü âîäû íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ íàñûùåííûì ïàðîì.
Òîãäà ïîòîê ìîëåêóë, ïîêèäàþùèõ âîäó, êîìïåíñèðóåòñÿ ïîòîêîì ìî-
ëåêóë, ïîïàäàþùèõ â íåå èç ïàðà. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ìîëåêóë, äîñòèãà-
þùèõ ïîâåðõíîñòè âîäû, íàéäåíà â ïðåäûäóùåé çàäà÷å:

j =
n0
2

√
T

2πm
=

P√
2πmT

.

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî êàæäàÿ ìîëåêóëà, äîñòèãàþùàÿ ïîâåðõíîñòè âîäû,
ïîãëîùàåòñÿ, òî òàêîé æå äîëæíà áûòü è ïëîòíîñòü ïîòîêà ìîëåêóë,
ïîêèäàþùèõ âîäó. [1, � 39].

Íåîáõîäèìûé ïîäâîä òåïëà â çàäà÷å îïðåäåëÿåòñÿ êàê Q = qj, ãäå
q = 2500(Äæ/ã)/(6 ·1023÷àñòèö /18ã) =7,5 ·10−20 Äæ/÷àñòèöà � ñêðûòàÿ
òåïëîòà èñïàðåíèÿ. Â èòîãå

j = 2.4 · 1020 1/(ñì2 c). Q =180 êÂò/ñì2.
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(Âåëè÷èíà q âêëþ÷àåò íå òîëüêî ñðåäíþþ ýíåðãèþ âûëåòàþùèõ ÷à-
ñòèö è èõ ýíåðãèþ ñâÿçè, íî è ðàáîòó âûòåñíåíèÿ, ñâÿçàííóþ ñ óâå-
ëè÷åíèåì îáú¼ìà âåùåñòâà ïðè èñïàðåíèè. Âïðî÷åì, äîëÿ ðàáîòû âû-
òåñíåíèÿ íåâåëèêà.) Íåîáõîäèìûé ïîäâîä òåïëà î÷åíü âåëèê, òàê ÷òî
íàéäåííàÿ ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ ìîæåò ïîääåðæèâàòüñÿ â òå÷åíèå ìàëî-
ãî âðåìåíè. Ïîâåðõíîñòü âîäû î÷åíü áûñòðî îõëàäèòñÿ.

Íàñêîëüêî ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðèëèïàåò êàæäàÿ ìî-
ëåêóëà? Â ðàáîòå [14] óêàçàíî, ÷òî ê ïîâåðõíîñòè âîäû â óñëîâèÿõ, ïðè-
ìåðíî òàêèõ, êàê â ýòîé çàäà÷å, ïðèëèïàåò íà ñàìîì äåëå ëèøü îäíà
ìîëåêóëà èç 25. Ýòî ñíèæàåò ÷èñëåííûå îöåíêè ñêîðîñòè èñïàðåíèÿ,
íåîáõîäèìîãî ïîäâîäà òåïëà è ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ âîäû, íî íå îòìå-
íÿåò òîò ôàêò, ÷òî ïîâåðõíîñòü âîäû î÷åíü áûñòðî îõëàäèòñÿ è ñêîðîñòü
èñïàðåíèÿ î÷åíü áûñòðî óïàä¼ò.

Çàäà÷à 38. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ñòîëêíîâåíèé ìîëåêóë ìàêñâåëëîâ-
ñêîãî ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ñòîëêíîâåíèÿ, çàâèñÿùèì îò èõ îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòè: σ = σ0(1+ v

2
0/v

2
îòí). Íàéòè ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé è

ñðåäíþþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë.

Çàäà÷à 39. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â àòìîñôåðå ïëàíåòû,
ñ÷èòàÿ å¼ èçîòåðìè÷åñêîé.

Ðåøåíèå:
Êîíöåíòðàöèÿ ãàçà ñ ìàññîé ìîëåêóëû m íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà

ïëàíåòû n = n0 exp

[
γmm0

(
1

rT
− 1

r0T

)]
. Ïðè r → ∞ êîíöåíòðàöèÿ

ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé n0 exp

(
− v22
v2T

)
, ãäå v2 � âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ

ñêîðîñòü, à vT � òåïëîâàÿ. Ïîëíîå ÷èñëî ìîëåêóë, îêðóæàþùèõ ïëàíå-
òó áåñêîíå÷íî. Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè âåñü
ãàç áûë ñâÿçàí ñ ïëàíåòîé, òî â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè äîëæíî áûòü
n0 → 0, ò. å. ïëàíåòà òåðÿåò àòìîñôåðó (ïðàâäà, â èíòåðåñíåéøåì ñëó-
÷àå � î÷åíü ìåäëåííî).

Íåêîòîðûå çâ¼çäíûå ñêîïëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
”
ãàç“, ìî-

ëåêóëû êîòîðîãî � îòäåëüíûå çâ¼çäû, íàõîäÿùèåñÿ â ñîçäàâàåìîì èìè
æå ïîëå òÿãîòåíèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì çâ¼çä,
î÷åíü ïîõîæåå íà ìàêñâåëëîâñêîå, íî ñàìûå áûñòðûå èç íèõ ïîêèäàþò
ñêîïëåíèå, òàê ÷òî òàêèå çâ¼çäíûå ñêîïëåíèÿ ïîñòåïåííî

”
èñïàðÿþòñÿ“.

Çàäà÷à 40. Â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå çâåçäû ìàññûM è ðàäèóñà R íà-
õîäèòñÿ ðàçðåæåííûé áîëüöìàíîâñêèé ãàç, ñîñòîÿùèé èç ÷àñòèö ìàññû
m. Òåìïåðàòóðà ãàçà T , ïëîòíîñòü åãî íà áîëüøîì óäàëåíèè îò çâåçäû
n. Íàéòè ÷èñëî ÷àñòèö ãàçà, ïàäàþùèõ íà çâåçäó çà îäíó ñåêóíäó.
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40 4. Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà

Ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö ãàçà âåëèêà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàäèóñîì çâåçäû.

Ðåøåíèå:
×èñëî ÷àñòèö, ïàäàþùèõ íà çâåçäó çà åäèíèöó âðåìåíè,

ν = n

∫
σvf(v)d3v = 4πn

∞∫
0

σv3
( m

2πT

)3/2
e−mv2/2T dv,

ãäå σ = πR2

(
1 +

2GM

v2R

)
� ñå÷åíèå ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà øàð ðàäèóñà

R ñ ó÷¼òîì ïðèòÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U =

−GMm

r
, à f(v) =

( m

2πT

)3/2
e−mv2/2T �ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö

ïî ñêîðîñòÿì. Îêîí÷àòåëüíî

ν = R2n

√
8πT

m

(
1 +

GMm

RT

)
.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýòî ðåøåíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ãàç âîêðóã
çâåçäû íàñòîëüêî ðàçðåæåííûé, ÷òî äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ïðåâû-
øàåò ðàçìåð çâåçäû, òàê ÷òî â îñíîâíîì íà çâåçäó ïàäàþò ÷àñòèöû,
íàõîäèâøèåñÿ äàëåêî îò íå¼.

Â ïîäîáíûõ óñëîâèÿõ ïîòîê ÷àñòèö íà çâåçäó âåñüìà ìàë.

Çàäà÷à 41.Îöåíèòü âðåìÿ, çà êîòîðîå ïëàíåòà ìîæåò ïîòåðÿòü ñâîþ
àòìîñôåðó. (Ïðèíèìàÿ, ÷òî àòìîñôåðà èçîòåðìè÷åñêàÿ).

Ðåøåíèå:
×èñëî ÷àñòèö, ïîêèäàþùèõ Çåìëþ, ìîæíî ïðèðàâíÿòü ê ÷èñëó ÷àñòèö,
ïàäàþùèõ íà íåå â óñëîâèÿõ, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ n ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

”
äî áåñêîíå÷íîñòè“. Õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè íà êàêîì-òî ðàññòîÿíèè îò
Çåìëè ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè âëèÿíèÿ Ëóíû è Ñîëíöà, èíòåðåñóþ-
ùåå íàñ ÷èñëî óëåòàþùèõ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññàìè, ïðîèñõîäÿ-
ùèìè â àòìîñôåðå è å¼ îêðåñòíîñòÿõ, è íå äîëæíî ñèëüíî èçìåíèòüñÿ
ïðè çàìåíå èñòèííîé ñèòóàöèè íà ýòó íåñêîëüêî èäåàëèçèðîâàííóþ ìî-
äåëü.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ãàçà n â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå, îòâå÷àþùàÿ óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ ñ êîíöåíòðàöèåé n0 íà ïîâåðõ-
íîñòè Çåìëè, n = n0 exp (−v22/v2T ), äîñòàòî÷íî ìàëà, ÷òîáû äëèíà ñâî-
áîäíîãî ïðîáåãà â òàêîì ãàçå áûëà ìíîãî áîëüøå ðàäèóñà Çåìëè.
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×èñëî ÷àñòèö, ïàäàþùèõ íà Çåìëþ çà ñåêóíäó, íàõîäèì, êàê ýòî
ñäåëàíî â çàäà÷å 40. Ñå÷åíèå ïàäåíèÿ 11 σ = πr20(1 + v22/v

2).
×èñëî ñòîëêíîâåíèé â ñåêóíäó ν = 4πn⟨σv⟩, ⟨σv⟩ ≈ πr20v

2
2/v

2
T . Âðåìÿ

ïîòåðè àòìîñôåðû îöåíèâàåì, êàê t0 ∼ N/ν.
Äëÿ Çåìëè âðåìÿ t î÷åíü âåëèêî, äëÿ Ëóíû � íåò. Ðàçëè÷èå îáó-

ñëîâëåíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ðàçëè÷èåì âåëè÷èí âòîðîé êîñìè÷åñêîé
ñêîðîñòè. (Ñì. òàêæå [13, � 79])

5. Òåïëîâûå ñâîéñòâà ìîëåêóë

Çàäà÷à 42. Ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü òåïëî¼ìêîñòè îò òåìïåðàòó-
ðû äëÿ ãàçîâ CO2 è H2O. Ìîëåêóëû CO2 èìåþò ëèíåéíóþ ôîðìó, à
ìîëåêóëû H2O � òðåóãîëüíóþ.

Ðåøåíèå:
Âêëàä â òåïëî¼ìêîñòü cV ïîñòóïàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû âñåãäà ñî-
ñòàâëÿåò 3/2 â ðàñ÷¼òå íà ìîëåêóëó. Âêëàäû âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû

”
âûìåðçàþò“ ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (äëÿ âîäîðîäà

âðàùàòåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè T > 100Ê, êâàíòîâûå
ñâîéñòâà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ ó ìîëåêóë ñ î÷åíü ìà-
ëûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè, íàïðèìåð, ó CH4).

Âêëàä êàæäîé âðàùàòåëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäû ïðè äîñòàòî÷íî âûñî-
êèõ òåìïåðàòóðàõ (ò. å. ïðè T & 10Ê) ðàâåí 1/2. Ìîëåêóëà óãëåêèñëîãî
ãàçà ëèíåéíàÿ, ïîýòîìó ó íå¼ äâå âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíè ñâîáîäû, ìîëå-
êóëà âîäû èìååò ôîðìó òðåóãîëüíèêà è ó íå¼ âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû òðè. Ïîêà íå

”
âêëþ÷èëèñü“ êîëåáàíèÿ, òåïëî¼ìêîñòü â ðàñ÷¼òå

íà ìîëåêóëó ó óãëåêèñëîãî ãàçà ðàâíà 5/2, ó âîäÿíîãî ïàðà � 3.
Êàæäàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû äà¼ò ïðè äîñòàòî÷íî âûñî-

êèõ òåìïåðàòóðàõ âêëàä â òåïëî¼ìêîñòü, ðàâíûé 1 (õîòÿ ðåàëüíî ýòî
íå âñåãäà äîñòèæèìî èç-çà äèññîöèàöèè ìîëåêóë ïðè òàêèõ âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ). Êðîìå òîãî íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíûì êîëåáàòåëü-
íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, êàê ïðàâèëî, îòâå÷àþò ðàçíûå ÷àñòîòû, òàê ÷òî

”
âêëþ÷àþòñÿ“ êîëåáàòåëüíûå âêëàäû â òåïëî¼ìêîñòü ïðè ðàçíûõ òåì-
ïåðàòóðàõ.

Âñåãî ó òðåõàòîìíîé ìîëåêóëû 9 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òðè èç íèõ ïðè-
õîäèòñÿ íà ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå. Äëÿ ëèíåéíîé ìîëåêóëû åñòü äâå

11 Ñå÷åíèå ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà Çåìëþ îïðåäåëÿåòñÿ, ñðåäè ïðî÷åãî, åå ðàäèóñîì,
êîòîðûé åñòåñòâåííî îòñ÷èòûâàòü â äàííîì ñëó÷àå äî âåðõíèõ ñëîåâ àòìîñôåðû. Äëÿ
ýòîãî ðàññòîÿíèÿ îò Çåìëè è îïðåäåëÿåòñÿ âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, âõîäÿùàÿ
â ñå÷åíèå ïàäåíèÿ.
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42 5. Òåïëîâûå ñâîéñòâà ìîëåêóë

âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíè ñâîáîäû, ïîýòîìó íà êîëåáàòåëüíûå ïðèõîäèò-
ñÿ ÷åòûðå ñòåïåíè ñâîáîäû. Äëÿ íåëèíåéíîé åñòü òðè âðàùàòåëüíûõ è
ñëåäîâàòåëüíî òðè êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Äëÿ î÷åíü âûñîêèõ òåìïåðàòóð, êîãäà â òåïëî¼ìêîñòü äàþò âêëàä
âñå ñòåïåíè ñâîáîäû, äëÿ ëèíåéíîé ìîëåêóëû Cv = 3/2+
+2 · 1/2 + 4 · 1 = 13/2, à äëÿ íåëèíåéíîé Cv = 3/2 + 3 · 1/2 + 3 · 1 = 6.

Çàäà÷à 43.Íàéòè çàâèñèìîñòü ñòåïåíè äèññîöèàöèè è òåïëîåìêîñòè
äâóõàòîìíîãî ãàçà îò òåìïåðàòóðû ïðè çàäàííîì îáú¼ìå.

Ðåøåíèå:
Äèññîöèàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ

AB � A+B .

Ïóñòü ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ áûëî N0 ìîëåêóë. Ïðè ïîâûøå-
íèè òåìïåðàòóðû ÷àñòü ìîëåêóë äèññîöèèðóåò, òàê ÷òî îñòàíåòñÿ Nm

ìîëåêóë è NA = NB = N0 − Nm àòîìîâ òèïà A è B. Ââåäåì ñòåïåíü
äèññîöèàöèè α ≡ NA/N0. Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ
0 ≤ α ≤ 1. ×èñëî àòîìîâ è ìîëåêóë âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòåïåíü äèññî-
öèàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

NA = NB = αN0, Nm = (1− α)N0 .

Óñëîâèå õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

µAB = µA + µB , (59)

ãäå µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ãàçà. Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà

µi = −T ln
zi
Ni

, i = A,B,AB. (60)

ãäå z � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà îäíîé ìîëåêóëû.
Óñëîâèå (59) ó÷¼òîì (60) äà¼ò

zAzB
NANB

=
zAB

NAB
,

èëè
α2

1− α
=

zAzB
zABN0

.

Îáîçíà÷èì ýíåðãèþ äèññîöèàöèè ìîëåêóëû W . Åñëè ñîîáùèòü òàêóþ
ýíåðãèþ àòîìàì ïîêîÿùåéñÿ ìîëåêóëû, òî îíè ðàçëåòÿòñÿ â ðàçíûå ñòî-
ðîíû, ïðè÷åì ñêîðîñòü èõ ïî ìåðå ðàçëåòà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.
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Çàïèñûâàÿ ñòàòñóììû äëÿ ðàçíûõ ÷àñòèö, íóæíî ñîãëàñîâàòü èõ íà-
÷àëà îòñ÷åòà ýíåðãèè: ïðèíèìàÿ çà íîëü ýíåðãèè ïîêîÿùèõñÿ àòîìîâ
A è B, áóäåì ñ÷èòàòü ýíåðãèþ ïîêîÿùåéñÿ ìîëåêóëû AB ðàâíîé −W .
Ñòàòñóììà ÷àñòèöû A

z = gAV

∫
e−p2/2mT d3p

(2π~)3
= gAV

(
mT

2π~2

)3/2

,

àíàëîãè÷íà ñòàòñóììà àòîìà B. Äëÿ ìîëåêóëû íóæíî äîáàâèòü ìíîæè-
òåëè12

zrot =
2IT

~2
, zvib =

eW/T

1− e−~ω/T
.

Â èòîãå

α2

1− α
=

V

N0(2π)3/2

(
mAmB

mAB

)3/2
T 1/2

2I~
(1− e−~ω/T )e−W/T . (61)

Äëÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà óæå ïðè T . ~ω áîëüøàÿ ÷àñòü ìîëåêóë
äèññîöèèðóåò. Â ýòîì ñëó÷àå

α2

1− α
=

(
T

T0

)1/2

e−W/T ,

ãäå

T0 =
2I~N0(2π)

3/2

V

(
mAB

mAmB

)3/2

.

Òåìïåðàòóðó Täèñ, ïðè êîòîðîé ñòåïåíü äèññîöèàöèè α = 1/2, íàõîäèì,
ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Täèñ ≈
1

2

W

1 + ln(W/T0)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñòðàííîå ïîâåäåíèå α â (61) ïðè T → ∞.
Ïðè÷èíà � â íåêîððåêòíîì ó÷¼òå êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ïðè
âû÷èñëåíèè zvib (ïîäðîáíåå ñì. â [8, � 50]).

Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû åñòü

Ē = αN0W + 3N0Tα+
5

2
N0(1− α)T = α

(
W +

T

2

)
N0 +

5

2
N0T (62)

12 Åñëè àòîìû A è B òîæäåñòâåííû, òî íóæíî äîáàâèòü åùå ìíîæèòåëü �
”
÷èñëî

ñèììåòðèè“ � àíàëîã ìíîæèòåëÿ 1/N ! â ñòàòñóììå ãàçà.
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0
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Ðèñ. 8. Ñòåïåíü äèññîöèàöèè α è òåïëîåìêîñòü CV êàê ôóíêöèè òåìïåðàòóðû
ïðè W/T0 = 108.

Òîãäà òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå ðàâíà

Cv =
dα

dT

(
W +

T

2

)
N0 +

α

2
N0 +

5

2
N0 (63)

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T ≪ Täèñ, ãäå α ≪ 1, dα/dT → 0 êîãäà
èìåþòñÿ òîëüêî ìîëåêóëû, òåïëîåìêîñòü ñòðåìèòñÿ ê 5/2. Ïðè âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ T ≫ Täèñ âñå ìîëåêóëû äèññîöèèðîâàëè è òåïëîåìêîñòü
ñòðåìèòñÿ ê 3. Âáëèçè òåìïåðàòóðû äèññîöèàöèè òåïëîåìêîñòü èìååò
ìàêñèìóì. Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ íàì íåîáõîäèìî çíàòü ïðè T = äèñ çíà-
÷åíèå ïðîèçâîäíîé ñòåïåíè äèññîöèàöèè. Èñïîëüçóÿ âûðàæåííîå ÷åðåç
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α óñëîâèå ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïîëó÷àåì(
dα

dT

)
α=1/2

=
1

6T 2
äèñ

(
W +

Täèñ
2

)
(64)

Òîãäà

Cv|α=1/2 =
1

6

(
W

Täèñ
+

1

2

)2

N0 +
5

2
N0 (65)

Ïîñêîëüêó W ≫ Täèñ, òî òåïëîåìêîñòü èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì, ðèñ. 8.
îáóñëîâëåííûé äèññîöèàöèåé ìîëåêóë âáëèçè T = Täèñ.

Çàäà÷à 44. Âûðàçèòü òåïëî¼ìêîñòè CV è CP ÷àñòè÷íî èîíèçèðî-
âàííîé ïëàçìû ÷åðåç å¼ ñòåïåíü èîíèçàöèè α(T ). Íàðèñîâàòü ãðàôèêè
CV (T ) è CP (T ). (Ñ÷èòàÿ çàâèñèìîñòü α(T ) èçâåñòíîé).

Ðåøåíèå:
Ýíåðãèÿ ãàçà

E = (NA +Ne +Ni)
3

2
T +NiI = N0

3

2
T +N0α(T )

(
3

2
T + I

)
,

ãäåN0 � ÷èñëî àòîìîâ äî íàãðåâàíèÿ, ïðèâåäøåãî ê èîíèçàöèè,NA , Ni , Ne

� ÷èñëî íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, èîíîâ è ýëåêòðîíîâ, I � ýíåðãèÿ èîíèçà-
öèè àòîìà. Òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå

CV =

(
∂E

∂T

)
V

= N0

[
3

2
(1 + α) +

dα

dT
I +

3T

2

)]
.

Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ðàñòåò ÷èñëî ÷àñòèö è ïðè ïîëíîé èîíèçàöèè
óäâàèâàåòñÿ. Ïîýòîìó óäâàèâàåòñÿ è òåïëî¼ìêîñòü. Èîíèçàöèÿ ïðîèñ-
õîäèò â óçêîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð â îêðåñòíîñòè òåìïåðàòóðû ìíîãî
ìåíüøåé I (åñëè êîíöåíòðàöèÿ ãàçà íå ñëèøêîì âåëèêà). Â ýòîé îáëàñòè
èìååòñÿ óçêèé ïèê â çàâèñèìîñòè CV (T ).

Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñòåïåíè èîíèçàöèè ïëàçìû îò òåì-
ïåðàòóðû. Íà ðèñ.10 � CV (T ). ( Çàâèñèìîñòü α(T ) äëÿ ðèñóíêîâ âçÿòà

èç [8, � 49], ïðèíÿòî 2V
N0

(
mI
2π~2

)3/2
= 103 .)

Òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè âûðàæàåòñÿ àíàëîãè÷íî ÷å-
ðåç ýíòàëüïèþ. (Èìåííî CP âõîäèò â óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè àòìîñôåðû
ñ ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû îòíîñèòåëüíî êîíâåêöèè.)

Çàäà÷à 45. Íàéòè èçìåíåíèå ìîìåíòà èíåðöèè ìîëåêóëû, âûçâàí-
íîå å¼

”
òåïëîâûì ðàñøèðåíèåì“.
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ñòåïåíè èîíèçà-
öèè ïëàçìû îò òåìïåðàòóðû ïðè ïî-
ñòîÿííîì îáú¼ìå

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü òåïëî¼ìêîñòè
ïëàçìû îò òåìïåðàòóðû ïðè ïîñòîÿí-
íîì îáú¼ìå

Çàäà÷à 46. Âîäîðîä, èìåâøèé êîìíàòíóþ òåìïåðàòóðó, áûñòðî îõëà-
äèëè äî òåìïåðàòóðû T0 ≪ Trot = ~2/2I, òàê ÷òî ñîîòíîøåíèå ÷èñåë
ìîëåêóë îðòî- è ïàðàâîäîðîäà îñòàëîñü ðàâíî 3 : 1. Çàòåì ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä ê ñîîòíîøåíèþ, ðàâíîâåñíîìó ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå. Êàêîâà
áóäåò â èòîãå òåìïåðàòóðà âîäîðîäà, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî îí òåïëîèçîëè-
ðîâàí è îáú¼ì åãî íåèçìåíåí?

Çàäà÷à 47. Ñêîëüêî òåïëà âûäåëèòñÿ â ðåàêöèè 203 � 302 ïðè
T =27 0C, P = 1 àòì? Äëÿ îöåíîê ïðèíÿòü ýíåðãèþ äèññîöèàöèè
02 ðàâíîé 5,12 ýÂ, ýíåðãèþ ðàçðûâà ñâÿçè 03 → 02 + 0 � ðàâíîé 1,04
ýÂ. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ íàéäåííàÿ âåëè÷èíà, åñëè ðåàêöèÿ èä¼ò ïðè
ïîñòîÿííîì îáú¼ìå?

Çàäà÷à 48. Íàéòè òåïëîåìêîñòè îðòî- è ïàðà-âîäîðîäà.

Ðåøåíèå:

Â ñëó÷àå ìîëåêóëû, ñîñòîÿùåé èç îäèíàêîâûõ àòîìîâ, íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ñèììåòðèþ ïðè ïåðåñòàíîâêå ÿäåð àòîìîâ. Íàïðèìåð, äëÿ
ìîëåêóëû âîäîðîäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ïðîòîíîâ
äîëæíà áûòü àíòèñèììåòðè÷íà. Ïðîòîíû ìîãóò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíè-
ÿõ ñ ïîëíûì ñïèíîì S = 0 (ïàðàâîäîðîä) è S = 1 (îðòîâîäîðîä). Ïî-
ñêîëüêó ñïèíîâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îðòîâîäîðîäà ñèììåòðè÷íà, îð-
áèòàëüíàÿ äîëæíà áûòü àíòèñèììåòðè÷íà, ò. å. äîïóñòèìû íå÷åòíûå
j = 1, 3, 5, .... Ñïèíîâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïàðàâîäîðîäà àíòèñèììåò-
ðè÷íà, òîãäà îðáèòàëüíàÿ äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íà, ò. å. äîïóñòèìû
÷åòíûå j = 0, 2, 4, .... Õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ñïèíîâîãî ñîñòîÿ-
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Ðèñ. 11. Òåïëîåìêîñòü ïàðà- è îðòîâîäîðîäà.

íèÿ ÿäåð â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî äíåé, ïîýòîìó
ïàðà- è îðòîâîäîðîä âåäóò ñåáÿ êàê ñìåñè ðàçíûõ ãàçîâ. Íà ðèñ. 11 ïðè-
âåäåíû èõ òåïëîåìêîñòè. Çàìåòíûé ìàêñèìóì äëÿ ïàðàâîäîðîäà íàáëþ-
äàåòñÿ çà ñ÷åò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ñòåïåíåé âûðîæäåííîñòè
ñîñòîÿíèé ñ j = 0 è j = 2.

6. Âûðîæäåííûé ôåðìè-ãàç

Çàäà÷à 49. Ìîëåêóëû ãàçà ìîãóò îñåäàòü (àäñîðáèðîâàòüñÿ) íà ïî-
âåðõíîñòè ñîñóäà. Èìååòñÿ îïðåäåë¼ííîå êîëè÷åñòâî ìåñò íà ïîâåðõ-
íîñòè, íà êîòîðûå ìîæåò áûòü àäñîðáèðîâàíà ìîëåêóëà. Êàæäîå èç
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48 6. Âûðîæäåííûé ôåðìè-ãàç

íèõ ìîæåò ïðèíÿòü íå áîëåå îäíîé ìîëåêóëû. Êàêàÿ äîëÿ âîçìîæíûõ
ìåñò îêàæåòñÿ çàíÿòà ìîëåêóëàìè? (Ýòà äîëÿ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ àä-
ñîðáöèè13.) Ãàç áîëüöìàíîâñêèé, äàâëåíèå åãî ðàâíî P , òåìïåðàòóðà T .
Ýíåðãèÿ àäñîðáèðîâàííîé ìîëåêóëû ðàâíà −ε.

Ðåøåíèå:
Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü íà ÿ÷åéêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ëèáî ïóñòû, ëèáî
çàíÿòû òîëüêî îäíîé ÷àñòèöåé. Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü îäíó ÿ÷åé-
êó êàê ñèñòåìó, ñïîñîáíóþ îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé è ÷àñòèöàìè ñ ãàçîì.
Ñòåïåíü àäñîðáöèè θ � îòíîøåíèå ÷èñëà àäñîðáèðîâàííûõ ìîëåêóë ê
÷èñëó ìåñò íà ïîâåðõíîñòè � ðàâíà ñðåäíåìó ÷èñëó ìîëåêóë, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà êàæäîì èç âîçìîæíûõ ìåñò. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ çà-
ïîëíåíèÿ ìåñò òàêèå æå, êàê äëÿ ôåðìèîíîâ ñ ýíåðãèåé −ε (âîçìîæíîå
÷èñëî ÷àñòèö 0 èëè 1). Ïîýòîìó âåëè÷èíà θ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèåì Ôåðìè:

θ =
1

e−(ε+µ)/T + 1
,

ãäå µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë àäñîðáèðîâàííûõ ìîëåêóë, ñîâïàäàþ-
ùèé âñëåäñòâèå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî îáìåíà ÷àñòèöàìè ñ
õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ýòèõ ÷àñòèö â ãàçå

µ = −T ln

[
V

N

(
mT

2π~2

)3/2
]
= −T ln

[
T 5/2

P

( m

2π~2
)3/2]

,

(äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìû ñ÷èòàåì ãàç îäíîàòîìíûì).
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì äëÿ ñòåïåíè àäñîðáöèè òàê íàçûâàåìóþ

èçîòåðìó Ëåíãìþðà.

θ = [eε/TT 5/2(m/2π~)3/2/P + 1]−1 ≡ P

P + P0
,

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå P0 = eε/TT 5/2(m/2π~)3/2.
Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé, çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè

âîçíèêëî â ýòîé çàäà÷å íå âñëåäñòâèå òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö, à âñëåä-
ñòâèå èõ

”
ñèëîâîãî“ âçàèìîäåéñòâèÿ, (ñì. òàêæå [9, ãë. 1, çàäà÷à 29]).

Ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòèöû ôåðìèîíàìè èëè áîçî-
íàìè. Ó÷¼ò æå òîãî ôàêòà, ÷òî àäñîðáèðîâàííàÿ ÷àñòèöà ìîæåò èìåòü

13 Ýòà çàäà÷à îòíåñåíà ê òåìå
”
ôåðìè-ãàç“ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðåäïîëàãàåìûé

ìåòîä å¼ ðåøåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ýòîì ðàçäåëå.
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ðàçíûå ñîñòîÿíèÿ (íàïðèìåð, ñïèíîâûå), ïðèâåä¼ò ê íåêîòîðîìó èçìå-
íåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. çàäà÷ó 68).

Çàäà÷à 50. Íàéòè õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ñðåäíþþ ýíåðãèþ è äàâ-
ëåíèå ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â ìåäè, àòîìíûé âåñ A ≈ 64 ã/ìîëü,

ïëîòíîñòü ρ ≈ 9 ã/ñì
3
, ñ÷èòàÿ, ÷òî êàæäûé àòîì ìåäè ïîñòàâëÿåò îäèí

ýëåêòðîí ïðîâîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå â êðèñòàëëå ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ â ïåðè-
îäè÷åñêîì ïîëå, òàê ÷òî çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà çàìåòíî
ñëîæíåå, ÷åì çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò èìïóëüñà äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðî-
íà. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ïðåäëàãàåìîãî ðàñ÷¼òà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
êàê îöåíêó.

Ðåøåíèå:
Ñ÷èòàÿ, ÷òî êàæäûé àòîì ìåäè ïîñòàâëÿåò îäèí ýëåêòðîí ïðîâîäèìî-
ñòè, èìååì

Ne

V
=

9 · 6 · 1023

64
≈ 9 · 1022ñì−3,

εF =
~2

2m

(
3π2N

V

)2/3

≈

≈ 10−54ýðã2c2

2 · 10−27ã

(
30 · 9 · 1022ñì−3

)2/3 ≈ 10−11ýðã ≈ 7 · 104 oK ≈ 6ýÂ,

P =
2

5

N

V
εF ≈ 0, 4 · 1023ñì−3 · 10−11ýðã ≈ 4 · 105àòì.

Îöåíêà εF ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ ïðè ëþáûõ òåì-
ïåðàòóðàõ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì.

Ýòîò ðàñ÷¼ò çàñëóæèâàåò íàèìåíîâàíèÿ
”
îöåíêà“, òàê êàê â äåéñòâè-

òåëüíîñòè ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ (â òîì ÷èñëå è â ìåäè) ìíîãèìè
ñâîéñòâàìè îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî èäåàëüíîãî ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåê-
òðîíîâ.

Çàäà÷à 51. Íàéòè äàâëåíèå âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî óëüòðàðå-
ëÿòèâèñòñêîãî ãàçà â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè.

Ðåøåíèå:
Ñâÿçü ìåæäó èìïóëüñîì Ôåðìè è ïëîòíîñòüþ îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê
äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà:

p0 = ~
(
3π2N

V

)1/3

, (66)
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50 6. Âûðîæäåííûé ôåðìè-ãàç

îäíàêî âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è äàâëåíèÿ ìåíÿþòñÿ

ε0 = cp0 = ~c
(
3π2N

V

)1/3

,

E =
V

π2~3

p0∫
0

cp p2dp =
3

4
Nε0 =

3

4
N~c

(
3π2N

V

)1/3

,

P =
c

4

(
3π2
)1/3 ~(N

V

)4/3

=
1

3

E

V
.

Ïðèâåäåì òàêæå çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà
îò åãî ïëîòíîñòè â ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íûõ ïëîòíîñòåé, êîãäà ãàç íå
ÿâëÿåòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì. Ìîæíî, íàïðèìåð, âûðàçèòü äàâëåíèå
êàê

P =

∫
vx>0

2pxvxf(ε)dΓ/V =

p0∫
0

pv

3

2 · 4πp2dp
(2π~)3

,

ãäå p0 ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ (66), à ε = c
√
m2c2 + p2 , v = c2p/ε. Â

ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ âûêëàäîê ïîëó÷àåì

P =
m4c5

3π2~3

x∫
0

ξ4dξ√
1 + ξ2

=

=
mc2

8π2λ3c

[
x
√

1 + x2(2x2/3− 1) + ln (x+
√
1 + x2)

]
,

ãäå x = p0/mc , λc = ~/mc=3,86·10−11ñì � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû
ýëåêòðîíà.

Ïåðåõîä îò çàâèñèìîñòè P ∝ V −5/3 ê P ∝ V −4/3 ïðîèñõîäèò â äî-
âîëüíî øèðîêîì èíòåðâàëå ïëîòíîñòåé â îêðåñòíîñòè λ−3

c . Íà ðèñ. 12
ïðèâåäåíà èçîòåðìà ýëåêòðîííîãî ãàçà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå (â ëî-
ãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå), íà ðèñ. 13 � çàâèñèìîñòü íàêëîíà èçîòåðìû
− d lnP

d lnV îò V
Nλ3

c
.

Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ñ ïîâûøåíèåì ïëîòíîñòè ýëåêòðîííî-
ãî ãàçà ðîëü êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ïàäàåò.

Çàäà÷à 52. Â àòîìàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì Z ýëåêòðîíîâ áîëüøàÿ
÷àñòü èç íèõ äâèæåòñÿ âáëèçè ÿäðà â îáú¼ìå ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîìR.
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Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ (â åäè-
íèöàõ mc2/λ3

c) îò îáú¼ìà (â åäèíèöàõ
Nλ3

c)

Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòü íàêëîíà èçîòåð-

ìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 12, − d lnP
d lnV

,
îò îáú¼ìà

Â ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè ýòè ýëåêòðîíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûðîæ-
äåííûé ýëåêòðîííûé ãàç, òåìïåðàòóðà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ. (Îäèí-äâà
ýëåêòðîíà äâèæóòñÿ âáëèçè íàðóæíîé ÷àñòè àòîìà, ãäå ïîëå ÿäðà ïî÷òè
ïîëíîñòüþ ýêðàíèðîâàíî. Ïîýòîìó ðàçìåðû âñåõ àòîìîâ áëèçêè äðóã ê
äðóãó.) Ïðåíåáðåãàÿ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ äðóã ñ
äðóãîì, îöåíèòü âåëè÷èíó R.

Ðåøåíèå:
×èñëî ýëåêòðîíîâ Ne = Z, îáú¼ì V ≈ r3. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
÷àñòèö âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà åñòü

Eêèí ≈ Z~2

m

(
Z

r3

)2/3

≈ Z5/3~2

mr2
.

Ïîñêîëüêó â ñðåäíåì ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ áëèæå ê ÿäðó ÷åì äðóã ê
äðóãó, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû ðàâíà

Eêóë ≈ −ZZe
2

r
.

Ìèíèìèçèðóÿ ïîëíóþ ýíåðãèþ E = Eêèí + Eêóë êàê ôóíêöèþ r, ïî-
ëó÷àåì

r ≈ ~2

me2Z1/3
≈ aB
Z1/3

.

Î ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè ñì. [5, � 70]. Â çàäà÷å ê óêàçàííîìó
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ïàðàãðàôó ïîêàçàíî, ìåæäó ïðî÷èì, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåê-
òðîíîâ ñ ÿäðîì â ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè â 7 ðàç áîëüøå ýíåðãèè èõ
âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì, ÷òî äî íåêîòîðîé ñòåïåíè îïðàâäûâàåò
ïðåíåáðåæåíèå ïîñëåäíåé.

Çàäà÷à 53. �Îäíîìåðíûé àòîì Òîìàñà � Ôåðìè�. Òîíêàÿ ïëàñòèíà
ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà σ îêðóæåíà ýëåêòðîííûì ãàçîì,
ýêðàíèðóþùèì çàðÿä. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà è ïëîòíîñòè
çàðÿäà, ñ÷èòàÿ ýëåêòðîííûé ãàç âûðîæäåííûì.

Ðåøåíèå:
Ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà

p20
2m

− eϕ = 0,

ïîñêîëüêó ïðè óäàëåíèè îò ïëàñòèíû ïîòåíöèàë ϕ è ïëîòíîñòü ýëåêòðî-
íîâ n, ñâÿçàííàÿ ñ èìïóëüñîì Ôåðìè p0 ñîîòíîøåíèåì n = p30/(3π~3),
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîòåíöèàë íàéäåì èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

d2ϕ

dx2
=

4(2m)3/2e5/2

3π~3
ϕ3/2 ≡ aϕ3/2,

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

−dϕ
dx

∣∣∣∣∣
x→+0

= 2πσ.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ ϕ = αψ, x = βξ ïðèâîäèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà ê
áîëåå ïðîñòîìó âèäó

d2ψ

dξ2
= ψ3/2,

ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ aα1/2β2 = 1. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñâî-
äèòñÿ ê

−dψ
dξ

∣∣∣∣∣
ξ→+0

= 1,

ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ α = 2πσβ. Òîãäà

α =
(2πσ)4/5

a2/5
, β =

(2πσ)−1/5

a2/5
.
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Ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íà dψ/dξ
è èíòåãðèðîâàíèåì:

dψ

dξ
=

2√
5
ψ5/4,

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíà íóëþ ò. ê. ψ → 0 ïðè ξ → ∞.
Èç äðóãîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ψ(0) = (5/4)2/5. Åùå îäíî
èíòåãðèðîâàíèå äàåò

ψ =
400

(ξ + C)4
,

ãäå C = 2
√
5(4/5)1/10. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ψ(0) ≈ 1.1. Ïðè óäàëå-

íèè îò ïëàñòèíû ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ óáûâàåò íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè-
ÿõ êàê n(x) ∼ x−6. Âáëèçè ïëàñòèíû n(0) ∼ σ6/5.

Çàäà÷à 54. Íàéòè ìàãíèòíûé ìîìåíò è ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷è-
âîñòü âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, ñâÿçàííûå ñ ìàãíèòíûì ìîìåí-
òîì ýëåêòðîíà.

Ðåøåíèå:
Âîçìîæíû äâå ðàçíûå ïðîåêöèè ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, äâà çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà,
±µ0, µ0 = e~/(2mc) (“ïî ïîëþ“ è “ïðîòèâ ïîëÿ“), è ðàçíûå âêëàäû â
ýíåðãèþ ýëåêòðîíà, ∓µ0H. Â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè ñïèíà ðàçëè÷-
íûìè îêàæóòñÿ è çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íîãî èìïóëüñà (ïðè îäíîé ãðàíè÷íîé
ýíåðãèè εF )

p2↑
2m

− µ0H =
p2↓
2m

+ µ0H = εF . (67)

Êîëè÷åñòâà ÷àñòèö ñ êàæäîé èç îðèåíòàöèé ñïèíà

N↑↓ =
4πp3↑↓V

3(2π~)3
, (68)

Ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ N = N↑+N↓ â îáú¼ìå V ñ ó÷¼òîì (67),(68)
îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó εF . Ìàãíèòíûé ìîìåíò íàïðàâëåí âäîëü ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ è îïðåäåëÿåòñÿ êàê

M = (N↑ −N↓)µ0.

Ó÷ò¼ì òåïåðü, ÷òî ýíåðãèÿ ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ýíåðãèåé Ôåðìè14 µ0H ≪ εF , è ðàçëîæèì N↑↓ ïî µ0H/εF (ó÷è-

14Ê òîìó æå ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê χ = ∂M
∂H

∣∣
H=0

. Çäåñü
M = M/V � íàìàãíè÷åííîñòü.
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òûâàÿ, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèè N ∝ ε
3/2
F ) :

N↑↓ =
N

2

(
1± 3

2

µ0H
εF

)
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ Ôåðìè ïðè âêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî µ0H/εF âêëþ÷èòåëüíî íå èçìåíÿåòñÿ. Ìàãíèòíûé ìîìåíò

M =
3Nµ2

0H
2εF

,

à ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü

χ =
M
VH

=
3µ2

0N

2εFV
.

Ýòî ïàðàìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü Ïàóëè. Äëÿ âûðîæäåííîãî ýëåê-
òðîííîãî ãàçà îíà îêàçàëàñü ìíîãî ìåíüøå, ÷åì äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî (ñ
òîé æå êîíöåíòðàöèåé), ïîòîìó ÷òî ôàêòè÷åñêè ìîãóò îðèåíòèðîâàòüñÿ
âî âíåøíåì ïîëå òîëüêî ýëåêòðîíû, ýíåðãèÿ êîòîðûõ áëèçêà ê ýíåðãèè
Ôåðìè.

Äëÿ âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, êàê è äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî,
ïàðàìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü íà òðåòü êîìïåíñèðóåòñÿ äèàìàãíå-
òèçìîì Ëàíäàó, îáóñëîâëåííûì îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ,
(ñì. ïîäðîáíåå â [1, � 59 - 60] , [8, � 59]).

Çàäà÷à 55. Ïîêàçàòü, ÷òî Ñîëíöå � òèïè÷íàÿ ãîðÿ÷àÿ çâåçäà � íàõî-
äèòñÿ â óñòîé÷èâîì ðàâíîâåñèè. Îöåíèòü òåìïåðàòóðó âíóòðè Ñîëíöà.
[42]

Ðåøåíèå:
Ãðàâèòàöèîííûå ñèëû â îáû÷íîé çâåçäå êîìïåíñèðóþòñÿ äàâëåíèåì ïëàç-
ìû � ãàçà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, à ïîòåðè íà èçëó÷åíèå ñ ïîâåðõíîñòè
� òåðìîÿäåðíûìè ðåàêöèÿìè: 4p → 4He (òî÷íåå öåïî÷êîé ðåàêöèé:
p + p → D + e+ + ν, p +D → 3He + γ, 3He + 3He → 4He + 2p + γ).
Ìàññà Ñîëíöà ðàâíà M⊙ = 2 · 1033 ã, ðàäèóñ R⊙ = 7 · 1010 ñì. Ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç ãðàâèòàöèîííîé è òåïëîâîé

E = Eãð + Eòåï, (69)

ãäå

Eãð = −KGM2

R
, (70)
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ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìàññà çâåçäû, R � åå ðàäèóñ.
Çíà÷åíèå ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà K ∼ 1 çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ
ïëîòíîñòè âåùåñòâà ïî ðàäèóñó çâåçäû è äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê ýòîò
è ïîäîáíûå åìó êîýôôèöèåíòû áóäóò îïóùåíû. Ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû
çâåçäó âîäîðîäíîé c ÷èñëîì ïðîòîíîâ N = M/mp, ãäå mp � ìàññà ïðî-
òîíà (è ðàâíûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ), äëÿ òåïëîâîé ýíåðãèè èìååì

Eòåï = 3NT (71)

Õàðàêòåðíîå âðåìÿ âûðàâíèâàíèÿ äàâëåíèÿ ãîðàçäî ìåíüøå õàðàêòåð-
íîãî âðåìåíè èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè, ñâÿçàííîãî ñ ïîòåðÿìè íà èçëó÷åíèå.
Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü ýíòðîïèþ ãàçà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïîñòîÿííîé.
Âûäåëÿÿ â âûðàæåíèè äëÿ ýíòðîïèè ÷àñòü, çàâèñÿùóþ îò îáúåìà è òåì-
ïåðàòóðû, ïîëó÷èì

S = 2N ln

[
eV

N
T 3/2

]
= Const (72)

îòêóäà ñëåäóåò

V T 3/2 ∝ R3T 3/2 = Const→ T =
C

R2
(73)

Òàêèì îáðàçîì

E = −GM
2

R
+

3CN

R2
(74)

Â ðàâíîâåñèè, ñ ó÷åòîì S = Const, ìèíèìàëüíà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, ÷òî
äàåò çíà÷åíèå R0 ðàäèóñà çâåçäû

R0 =
GM2

6CN
, (75)

òîãäà äëÿ òåìïåðàòóðû èìååì

T ≈ GMmp

R
≈ 7 · 10−8 2 · 1033 1, 6 · 10−24

7 · 1010
≈ 3 · 10−9ýðã ≈ 2 · 107 0K

(76)
Òåìïåðàòóðó âíóòðè Ñîëíöà ìîæíî îöåíèòü òàêæå ïî òåîðåìå âèðè-

àëà � ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (ñ îáðàòíûì çíàêîì) ∼ GM2/R
ðàâíà óäâîåííîé êèíåòè÷åñêîé 2NT . Çäåñü ñëåäóåò ïîñòàâèòüN = 2M/mp,
... Òàêèì îáðàçîì, T ∼ GmpM/R ... Ýòî äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííàÿ îöåí-
êà: ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäèí ïðîòîí, ïî-
ðÿäêà åãî æå ïîòåíöèàëüíîé.
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Ìû ðàññìàòðèâàëè ïëàçìó ãàç èäåàëüíûé Áîëüöìàíîâñêèé ãàç, ò.å.
ïðåíåáðåãëè Êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ òåïëîâîé
ýíåðãèåé

e2

r0
≪ T, (77)

ãäå r0 � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè

r0 =

(
R3

N

)1/3

= R
(mp

M

)1/3
≈ 10−8ñì (78)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå èäåàëüíîñòè âûïîëíÿåò-
ñÿ

e2

r0
≈
(
4, 8 · 10−10

)2
10−8

≈ 2, 5 · 10−11ýðã ≪ T ≈ 3 · 10−9ýðã (79)

Çàäà÷à 56. Êîãäà â îáû÷íîé çâåçäå âûãîðàåò çàìåòíàÿ ÷àñòü âî-
äîðîäà (ïðåâðàùàÿñü â ãåëèé), òåðìîÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ ïðåêðàùàåòñÿ è
çâåçäà, èçëó÷àÿ, áóäåò ñæèìàòüñÿ. Ñ ïîâûøåíèåì ïëîòíîñòè ãàç ýëåê-
òðîíîâ ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííûì. Ñæàòèå îñòàíàâëèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ
òîìó, ÷òî ãðàâèòàöèîííûå ñèëû òàêîé çâåçäû áóäóò êîìïåíñèðîâàòüñÿ
äàâëåíèåì âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà. Òàêàÿ çâåçäà, íàçûâàåòñÿ
áåëûì êàðëèêîì. Îöåíèòü ðàäèóñ áåëîãî êàðëèêà, ìàññà êîòîðîãî ðàâíà
M ∼M⊙, ãäå M⊙ ∼ 2 · 1033ã � ìàññà Ñîëíöà.

Ðåøåíèå:
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà åñòü

Eêèí ∼ Ne
~2

me

(
Ne

V

)2/3

∼ ~2N5/3
e

meR2
, Ne ∼

M

2mp
.

Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïîëíîé ýíåðãèè

Eïîëí ∼ −GM
2

R
+

~2

meR2

(
M

2mp

)5/3

ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà áåëîãî êàðëèêà

Ráê ∼ ~2

Gmem
5/3
p M1/3

≈ 104êì. (80)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñõîäñòâî ñ çàäà÷åé 52.
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Çàäà÷à 57. Åñëè çâåçäà íà íà÷àëüíîé ñòàäèè èìåëà ìàññó, çàìåòíî
áîëüøóþ ìàññû Ñîëíöà, èëè ìàññà áåëîãî êàðëèêà ìîæåò óâåëè÷èâàòü-
ñÿ çà ñ÷åò çàõâàòà(àêêðåöèè) îêðóæàþùåãî âåùåñòâà, òî âûðîæäåííûé
ãàç ýëåêòðîíîâ ìîæåò ñòàòü óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì. Îöåíèòü ïðåäåëü-
íîå çíà÷åíèå ìàññû áåëîãî êàðëèêà. [36]

Ðåøåíèå:
Ýíåðãèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ôåðìè-ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Eóð ≈ NepF c ≈
~cM4/3

Rm
5/3
p

, (81)

ãäå pF �èìïóëüñ Ôåðìè. Âûðàæåíèå äëÿ ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè è
ýíåðãèè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ èìåþò îäèíàêîâóþ çàâèñè-
ìîñòü îò ðàäèóñà çâåçäû, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè E < 0 çâåçäà áóäåò
íåîãðàíè÷åííî ñæèìàòüñÿ, ò.å. ó áåëîãî êàðëèêà åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷å-
íèå ìàññû M∗, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì

M∗ ≈ 1

m2
p

(
~c
G

)3/2

≈ 1

3 · 10−48

(
10−273 · 1010

7 · 10−8

)3/2

≈ 3 · 1033ã (82)

Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò ïðåäåëîì ×àíäðåñåêàðà â ÷åñòü èíäèéñêîãî
ôèçèêà, âïåðâûå óñòàíîâèâøåãî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ
ìàññû áåëîãî êàðëèêà.

Ïîêàæåì çàêîííîñòü ïðåíåáðåæåíèÿ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì
ìåæäó çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè ïðè òàêèõ áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ. Äëÿ
íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà ýòî óñëîâèå èìååò âèä

e2

r0
≈ e2

(
N

V

)1/3

≪ ε0 ≈ ~2

me

(
N

V

)2/3

(83)

÷òî ýêâèâàëåíòíî(
N

V

)1/3

≈

(
M

mpR3
áê

)1/3

≈
(

2 · 1033

1, 6 · 10−24 1027

)1/3

≈ 1010cì−1 ≫

≫ e2me

~2
=

1

aB
≈ 108ñì−1. (84)

Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ óñëîâèå èäåàëüíîñòè ïðèíèìàåò âèä

e2

r0
≈ e2

(
N

V

)1/3

≪ p0c ≈ ~c
(
N

V

)1/3

(85)
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èëè
e2

~c
≈ 1

137
≪ 1 (86)

Çàäà÷à 58. Åñëè çâåçäà íà íà÷àëüíîé ñòàäèè èìåëà ìàññó, çàìåò-
íî áîëüøóþ ìàññû Ñîëíöà, èëè ìàññà áåëîãî êàðëèêà ìîæåò óâåëè÷è-
âàòüñÿ çà ñ÷åò çàõâàòà îêðóæàþùåãî âåùåñòâà, òî ýíåðãèÿ Ôåðìè ýëåê-
òðîííîãî ãàçà ìîæåò äîñòè÷ü ïîðîãà ðåàêöèè e + p → n + ν, (∆m =
mn − mp = 1, 3 ÌýÂ), ýëåêòðîííûé ãàç ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ ðåëÿòè-
âèñòñêèì, (me = 0, 511 ÌýÂ). Ãàçû ýëåêòðîíîâ è ïðîòîíîâ ïî÷òè ñîâñåì
èñ÷åçàþò, íåéòðèíî óëåòàþò. Çâåçäà ñòàíîâèòñÿ íåéòðîííîé (âîçìîæíî,
ïóëüñàðîì). Íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè ýëåêòðîíîâ è
íåéòðîíîâ, ñ÷èòàÿ èõ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè. [39, 36]

Ðåøåíèå:
Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðåàêöèè íåéòðîíèçàöèè âûãëÿäèò òàê

µe + µp = µn (87)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ xi ≡ poi/(mic), ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

me

√
1 + x2e +mp

√
1 + x2p = mn

√
1 + x2n (88)

Óñëîâèå ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè çâåçäûNe = Np äàåò ñîîòíîøåíèå xpmp =
xeme.

Íàéäåì ïëîòíîñòü çâåçäû ïðè êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ íåéòðîíèçàöèÿ
âåùåñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå xn = 0, xp ≪ 1 è

mn −mp ≡ Q = me

√
1 + x2e → xe =

√(
Q

me

)2

− 1 ≈ 2 (89)

Òîãäà

ρ = mpne = mp

(
xemec

~(3π2)1/3

)2

≈ 107ã/ñì
3

(90)

Êîíå÷íîé ñòàäèåé ïðîöåññà íåéòðîíèçàöèè ÿäåð ÿâëÿåòñÿ íåéòðîí-
íàÿ çâåçäà. Â óëòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå âñå ïàðàìåòðû xi ≫ 1, òàê
÷òî

mexe +mpxp = 2mpxp ≈ mnxn → nn
np

≈ 23 = 8 (91)
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Ðàäèóñ íåéòðîííîé çâåçäû íàõîäèòñÿ òàêæå êàê äëÿ áåëîãî êàðëèêà
ñ çàìåíîé me → mn (òàê êàê òåïåðü ãðàâèòàöèîííûå ñèëû êîìïåíñèðó-
þòñÿ äàâëåíèåì âûðîæäåííîãî íåéòðîííîãî ãàçà)

Ríç ≈
~2

Gm
8/3
p M1/3

≈ me

mp
Ráê ≈ 10êì (92)

Òàêæå êàê äëÿ áåëîãî êàðëèêà, äëÿ íåéòðîííîé çâåçäû ñóùåñòâóåò
âåðõíèé ïðåäåë ìàññû

M∗ ≈ 1

m2
p

(
~c
G

)3/2

≈ 3 · 1033ã (93)

7. Ôåðìè-ãàç ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå

Çàäà÷à 59. Êà÷åñòâåííî îöåíèòü òåïëîåìêîñòü è ìàãíèòíóþ âîñïðè-
èì÷èâîñòü ôåðìè-ãàçà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T ≪ µ.

Ðåøåíèå:
Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, êîòîðóþ îäíà ÷àñòèöà ìîæåò �çàíÿòü� ó òåðìîñòàòà
≈ T , íî íå âñå ôåðìè-÷àñòèöû ñïîñîáíû ýòî ñäåëàòü, ò.ê. óâåëè÷åíèå
èõ ýíåðãèè äëÿ áîëüøèíñòâà íåâîçìîæíî ââèäó òîãî, ÷òî îíè äîëæíû
ïîïàñòü â óæå çàíÿòîå äðóãèìè ôåðìè-÷àñòèöàìè ýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòî-
ÿíèÿ. Ïîýòîìó óâåëè÷èòü ñâîþ ýíåðãèþ íà âåëè÷èíó ≈ T ìîãóò ëèøü
÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â ñëîå òîëùèíîé ≈ T .
Èòàê

∆E ≈ TNýôô ≈ TN
T

µ
=
NT 2

µ
→ C ≈ N

T

µ
. (94)

Àíàëîãè÷íî

χ
Ôåðìè
ïàð ≈ α2

T

NT

µ
=
α2N

µ
, (95)

ãäå α � ìàãíèòíûé ìîìåíò ÷àñòèöû, à α2/T � ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷è-
âîñòü áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà ÷àñòèö.

Çàäà÷à 60. Íàéòè òåïëîåìêîñòü ýëåêòðîíîâ â ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà. [8]

Ðåøåíèå:
Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû

ε =
p2

2m
+
mω2r2

2
, (96)
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60 7. Ôåðìè-ãàç ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå

è ïåðåõîä îò èìïóëüñíûõ ïåðåìåííûõ ê ýíåðãåòè÷åñêèì îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé

p2 = 2m(ε− mω2r2

2
), dp =

√
2m

2

dε√
ε− mω2r2

2

(97)

Òîãäà

N =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

2
4πp2dp4πr2dr

(2π~)3
1

exp [β(ε− µ)] + 1
=

=

∫ ∞

0

dε

exp [β(ε− µ)] + 1

∫ √
2ε/mω2

0

2(2m)3/2

π~3

√
ε− mω2r2

2
r2dr =

= A

∫ ∞

0

ε2dε

exp [β(ε− µ)] + 1
, (98)

ãäå

A =
(2m)3/2

π~3
2

(mω2/2)3/2

∫ 1

0

x2
√
1− x2dx =

1

(~ω)3
. (99)

Àíàëîãè÷íî

E =
1

(~ω)3

∫ ∞

0

ε3dε

exp [β(ε− µ)] + 1
. (100)

Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âè-
äà

I =

∫ ∞

0

g(ε)dε

exp [β(ε− µ)] + 1
≈
∫ µ

0

g(ε)dε+
π2T 2

6
g‘(ε = µ), (101)

ïðèìåíèìîå ïðè óñëîâèè T ≪ µ, ïîëó÷èì

N ≈ Aµ3

3

(
1 +

π2T 2

µ2

)
, E ≈ Aµ4

4

(
1 +

2π2T 2

µ2

)
. (102)

Îòêóäà
E

N
≈ 3µ

4

(
1 +

π2T 2

µ2
0

)
, (103)

ãäå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè â êðóãëûõ ñêîáêàõ ìû çàìåíèëè µ → µ0,
µ0 � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Çàâèñèìîñòü õè-
ìèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îò òåìïåðàòóðû ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ïîñòî-
ÿíñòâà ÷èñëà ÷àñòèö

N(T = 0) =
Aµ3

0

3
=
Aµ3

3

(
1 +

π2T 2

µ2
0

)
→ µ = µ0

(
1− π2T 2

3µ2
0

)
, (104)

www.phys.nsu.ru



61

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

T/ h ω

C
/N

C
theor

C
simulation

0 2 4 6 8 10
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

T/ h ω

µ
 /
 h

 ω
Ðèñ. 14. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè è
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îò òåìïåðàòóðû äëÿ òðåõìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà. Ïðèâåäåíî òàêæå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå òåïëîåìêîñòè ïðè íèç-
êèõ òåìïåðàòóðàõ, ôîðìóëà (107)

ãäå, èñïîëüçóÿ (102),

µ0 = ~ω (3N)
1/3

(105)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â âûðàæåíèå
äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷èì

E ≈ 3µ0

4

(
1− π2T 2

µ2
0

)(
1 +

2π2T 2

µ2
0

)
≈ 3

4
Nµ0 +

π2T 2

2µ0
N (106)

Ñëåäîâàòåëüíî òåïëîåìêîñòü ýëåêòðîíîâ â ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà ðàâíà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ðèñ. 14.

C ≈ π2T

µ0
N =

π2T

31/3~ω
N2/3 (107)

Â ñëó÷àå âûñîêèõ òåìïåðàòóð õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñòàíîâèòñÿ îò-
ðèöàòåëüíûì è áîëüøèì ïî ìîäóëþ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé, òàê
÷òî â âûðàæåíèè äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ óðîâíåé ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü åäèíèöåé â çíàìåíàòåëå è ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè ïåðåõîäèò â
ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà.

Òîãäà ìû èìååì

N = Aeβµ
∫ ∞

0

ε2e−βεdε, E = Aeβµ
∫ ∞

0

ε3e−βεdε (108)
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Îòêóäà

E

N
=

∫∞
0
ε2e−βεdε∫∞

0
ε3e−βεdε

=

(
− d

dβ

)
ln

[∫ ∞

0

ε2e−βεdε

]
=

3

β
(109)

Òàêèì îáðàçîì
E = 3NT → C = 3N (110)

â ñëó÷àå âûñîêèõ òåìïåðàòóð, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ òðåõìåðíîãî ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ðèñ. 14.

Ïðèìå÷àíèå:
Ïðèâåäåííîå âûøå ðåøåíèå ïðèìåíèìî è äëÿ ïîòåíöèàëîâ äðóãîãî

âèäà. Îäíàêî, äëÿ ïîòåíöèàëà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âûðàæåíèÿ
äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè è ÷èñëà ÷àñòèö ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî áûñòðåå,
Óäîáíî ïðèíÿòü εn = ~ω(n+ 3/2), gn ≈ 2n2/2 = n2, òàê ÷òî

N =
∞∑
0

gn f(εn), E =
∞∑
0

εn gn f(εn).

Ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî dε = ~ωdn (ñ dn = 1), ïîëó÷àåì

N = 1/(~ω)3
∞∫
0

f(ε)dε, E = 1/(~ω)3
∞∫
0

εf(ε)dε.

è ò.ä. Åñòåñòâåííî, òàê æå ìîæíî îáîéòèñü è ñ áîçå-ãàçîì.
Çàäà÷à 61. Íàéòè êâàíòîâóþ ïîïðàâêó ê äàâëåíèþ ôåðìè-ãàçà è

òåïëî¼ìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå, ñ÷èòàÿ ãàç ñëàáî âûðîæäåííûì.
Íàéòè êâàíòîâóþ ïîïðàâêó ê òåïëî¼ìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì äàâëå-

íèè äëÿ ñëàáî âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà.
Ðåøåíèå:

Âñïîìíèì

Ω = F −Nµ = F − Φ = −PV , dΩ = −SdT − PdV −Ndµ ,

Ω = −T lnQ , Q =
∏
k

qk , qk = 1 + e(µ−εk)/T , lnQ =
∑
k

ln qk .

Â ñëó÷àå ñëàáî âûðîæäåííîãî ãàçà e(µ−ε)/T ≪ 1, òàê ÷òî

ln qk = e(µ−εk)/T − 1

2
e2(µ−εk)/T ,
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lnQ = eµ/T z(T )− 1

2
e2µ/T z(T/2) ,

z =
∑
k

e−εk/T = 2V

(
mT

2π~2

)3/2

.

Èòàê,

PV = T lnQ = Teµ/T z(T )
(
1− eµ/T z(T/2)/2z(T )

)
=

= Teµ/T z(T )
(
1− eµ/T /25/2

)
= −Ω ,

N = −∂Ω
∂µ

= eµ/T z(T )
(
1− 2eµ/T /25/2

)
,

PV

NT
= 1 + eµ/T /25/2 .

Ïîäñòàâèâ â ìàëóþ ïîïðàâêó eµ/T = N/z(T ) (êàê äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî
ãàçà), ïîëó÷àåì

PV

NT
= 1 +

N~3

4V

( π

mT

)3/2
. (111)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íåâîçìîæíîñòü íàõîäèòüñÿ äâóì è áîëåå
ýëåêòðîíàì â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ äàâëå-
íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíûì áîëüöìàíîâñêèì ãàçîì.

Ýíåðãèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà â çàäàííîì îáúåìå ñâÿçàíà ñ åãî
äàâëåíèåì ñîîòíîøåíèåì E = (3/2)(PV/N). Èç (111)

E =
3

2
NT

(
1 +

N~3

4V

( π

mT

)3/2)
,

à òåïëî¼ìêîñòü

CV =

(
∂E

∂T

)
V

=
3

2
N

(
1− N~3

8V

( π

mT

)3/2)
.

Óìåíüøåíèå òåïëî¼ìêîñòè òàêæå ìîæíî êà÷åñòâåííî îáúÿñíèòü âëèÿ-
íèåì ïðèíöèïà Ïàóëè: êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûå âîçìîæåí ïå-
ðåõîä, óìåíüøèëîñü, è äëÿ íàãðåâàíèÿ ãàçà ýòî ïîäîáíî óìåíüøåíèþ
÷èñëà åãî ÷àñòèö.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Cp âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé

Cp − Cv = −T
(
∂P

∂T

)2

V

/(∂P
∂V

)
T

.

Â èòîãå

CP =
5

2
N

(
1− 11N~3

40V

( π

mT

)3/2)
.

Ðåøåíèå (äðóãîé âàðèàíò):
Áîëüøàÿ ñòàòñóììà èìååò âèä

Q =
∞∑

N=0

eβµNe−βF ≈ eβµN̄e−βF (N̄). (112)

Ïîñêîëüêó
µN̄ = F + PV → Q = ePV/T (113)

òî
PV = T lnQ = T

∑
i

lnQi = T
∑
i

ln
(
1 + eβ(µ−εi)

)
. (114)

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ eβµ ≪ 1, ïîýòîìó ìîæíî ðàçëîæèòü ëîãà-
ðèôì è, ïåðåõîäÿ î ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ, ìû ïîëó÷èì

PV = T

∫ ∞

0

2
V 4πp2dp

(2π~)3

[
eβ(µ−ε) − 1

2
e2β(µ−ε)

]
=

=
V T

π2~3
eβµ

1

4

√
π(2mT )3/2

[
1− eβµ

2 · 23/2

]
. (115)

Àíàëîãè÷íî

N =
V

π2~3
eβµ

1

4

√
π(2mT )3/2

[
1− eβµ

23/2

]
. (116)

Ñëåäîâàòåëüíî
PV

N
= T

[
1 +

eβµ

2 · 23/2

]
. (117)

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

eβµ =
4N

V

(
π~2

2mT

)3/2

, (118)

www.phys.nsu.ru



65

òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî

PV = NT

[
1 +

N

4V

(
π~2

mT

)3/2
]

(119)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íåâîçìîæíîñòü íàõîäèòüñÿ äâóì è áîëåå
ýëåêòðîíàì â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ äàâëå-
íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíûì áîëüöìàíîâñêèì ãàçîì.

Èçîòåðìû äëÿ ôåðìè-ãàçà ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ ëåæàò ÷óòü âûøå
èçîòåðì áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà, à ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè ïåðåõîäÿò
íà óíèâåðñàëüíóþ êðèâóþ P ∝ V −5/3, õàðàêòåðíóþ äëÿ âûðîæäåííîãî
ôåðìè-ãàçà.

Çàäà÷à 62. Ïðè êàêîì äàâëåíèè âîäîðîä áóäåò èìåòü ïëîòíîñòü 10
êã/ñì3? Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ýòî äàâëåíèå, åñëè òåìïåðàòóðà ïîäíè-
ìåòñÿ îò 300 Ê äî 3000 Ê ?

Çàäà÷à 63. Ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëå îáû÷íî áûâàåò ñèëüíî âû-
ðîæäåííûì (T ≪ εF ≡ µ). Ïîýòîìó ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ðàñ-
ñìàòðèâàòü âìåñòî ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ãàç êâàçè÷àñòèö � ýëåê-
òðîíîâ è äûðîê ñ ýíåðãèåé, îòñ÷èòûâàåìîé îò óðîâíÿ Ôåðìè: ϵ(p) =
|ε(p) − µ| = v0 |p − p0|. Çäåñü v0 = p0/m, p = |p|. (Ïðè p > p0 ýòî
ýëåêòðîíû, ïðè p < p0 � äûðêè.)

Íàéòè îòíîøåíèå ÷èñëà êâàçè÷àñòèö ýëåêòðîííîãî ãàçà ê ÷èñëó ÷à-
ñòèö.

Ðåøåíèå:
3 ln 2 · (T/µ), µ = p0v0/2.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìîæíî ïðèíÿòü d3p = 4πp20dp è ïðè ýòîì ñóììèðî-
âàòü âêëàäû ýëåêòðîíîâ è äûðîê. (Ïîäðîáíåå îá ýëåêòðîíàõ è äûðêàõ
â ìåòàëëàõ cì., íàïðèìåð, [17, � 2.2] ).

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ äûðîê â ïîëóïðîâîäíèêå è â ìåòàëëå ðàç-
ëè÷íû.

Çàäà÷à 64. Êóñîê ìåòàëëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàòîä â ýëåêòðîâà-
êóóìíîì ïðèáîðå. Ýòîò êóñîê ìåòàëëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëÿ ýëåê-
òðîííîãî ãàçà ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó ñ êðóòûìè ñòåíêàìè. Ðàññòîÿíèå îò
óðîâíÿ Ôåðìè ýëåêòðîííîãî ãàçà äî âåðõíåãî óðîâíÿ ÿìû A � ðàáîòà
âûõîäà. Êàòîä íàãðåò äî òåìïåðàòóðû T , òàêîé ÷òî A ≫ T , òàê ÷òî
ëèøü íåáîëüøàÿ äîëÿ ýëåêòðîíîâ ìîæåò ïîêèäàòü ìåòàëë. Ê ìåòàëëó
ïðèëîæåíî íàïðÿæåíèå, ìàëî èçìåíÿþùåå ýòó ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó, íî
äîñòàòî÷íîå äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ýëåêòðîíû, ïîêèíóâøèå êàòîä äîñòè-
ãàëè àíîäà (îáðàçóåòñÿ òîê íàñûùåíèÿ).
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66 7. Ôåðìè-ãàç ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå

Îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü òîêà íàñûùåíèÿ îò òåìïåðàòóðû.

Ðåøåíèå:
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñõîäñòâî çàäà÷è ñ çàäà÷åé 35.

Ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íîãî íàïðÿæåíèÿ âîçíèêàåò òîê íàñûùåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûé ïîòîêîì ýëåêòðîíîâ èç ìåòàëëà. Ýòîò ïîòîê ìîæíî ñ÷è-
òàòü òàêèì æå, êàê â îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèÿ ìåæäó êàòîäîì è àíîäîì,
êîãäà âíå ìåòàëëà åñòü ãàç ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèéñÿ â ðàâíîâåñèè ñ
ýëåêòðîííûì ãàçîì â ìåòàëëå. Óäîáíî ðàññ÷èòàòü èìåííî ïîòîê ýëåê-
òðîíîâ â ìåòàëë â òàêèõ óñëîâèÿõ. Õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ýëåêòðîí-
íûõ ãàçîâ âíå è âíóòðè ìåòàëëà ñîâïàäàþò. Åñëè âåñòè îòñ÷åò îò óðîâ-
íÿ, îòâå÷àþùåãî ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöå âíå ìåòàëëà, òî µ = −A. Îáû÷íî
A ≫ T , òàê ÷òî ãàç âíå ìåòàëëà îêàçûâàåòñÿ áîëüöìàíîâñêèì. Ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü åãî èäåàëüíûì. Åãî êîíöåíòðàöèÿ

n0 =
N

V
= eµ/T z/V = 2e−A/T

(
mT

2π~2

)3/2

(ñì. çàäà÷ó 61). Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö, âûëåòàþùèõ èç ìåòàëëà, â
ðàâíîâåñèè ðàâíà ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö, ïàäàþùèõ íà íåãî. Îíà áû-
ëà íàéäåíà â çàäà÷å 35:

j =
n0
2

√
T

2πm
.

Ãëàâíàÿ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû ñîäåðæèòñÿ â ýêñïîíåíòå (â n0(T )).

Ìîæåò âîçíèêíóòü âïå÷àòëåíèå, ÷òî èç çàäà÷è âûïàë âîïðîñ î ñëîæ-
íîì çàêîíå äèñïåðñèè ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå ε(p). Íî ñîâñåì íå òàê:
ïîÿâëÿåòñÿ ðàâíîñèëüíî ñëîæíûé âîïðîñ î êîýôôèöèåíòå êîíäåíñàöèè
(âåðîÿòíîñòè ïðèëèïàíèÿ ýëåêòðîíà ïðè óäàðå î ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà).
Íàïðèìåð, äëÿ ýëåêòðîíà, ýíåðãèÿ êîòîðîãî ïîïàëà â çàïðåùåííóþ çî-
íó âíóòðè ìåòàëëà, êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí åäèíèöå. Òàê ÷òî
ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîëíå êîððåêòíûì äëÿ ðåàëü-
íûõ ìåòàëëîâ.

Ìîæíî âñïîìíèòü òàêæå, ÷òî ïðè ìåíüøèõ íàïðÿæåíèÿõ ñóùåñòâåí-
íûì îêàçûâàåòñÿ âëèÿíèå íà òîê îáúåìíîãî çàðÿäà. Â óñëîâèÿõ æå, êî-
ãäà âñå ýëåêòðîíû óäàëÿþòñÿ îò êàòîäà, îáúåìíîãî çàðÿäà íåò è ðàñ÷¼ò
ñ ãèïîòåòè÷åñêèì èäåàëüíûì ãàçîì ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì.

Çàäà÷à 65. Ìèêðîñîñòîÿíèå èäåàëüíîãî ãàçà ìîæíî çàäàòü, óêàçàâ,
ñêîëüêî ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â êàæäîì âîçìîæíîì äëÿ ÷àñòèöû ñîñòîÿ-
íèè. Îáúåäèíèì

”
áëèçêèå“, â ÷àñòíîñòè, èìåþùèå îäèíàêîâûå ýíåðãèè,
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ñîñòîÿíèÿ â áîëüøèå ãðóïïû ïî Gi ≫ 1 ÷àñòèö â êàæäîé. Çàäàâ ÷èñ-
ëî ÷àñòèö Ni â êàæäîé èç ãðóïï, ìû îïðåäåëÿåì ìàêðîñîñòîÿíèå ãàçà,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâíîâåñíîå.

Íàéòè ýíòðîïèþ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ôåðìè-ãàçà è âûðàçèòü å¼
÷åðåç ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ãðóïï ñîñòîÿíèé fi = Ni/Gi è Gi.

Íàéòè ÷èñëà çàïîëíåíèÿ, îòâå÷àþùèå ìàêñèìóìó ýíòðîïèè ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ïîëíîé ýíåðãèè ãàçà.
Íàéòè ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. [1, � 55].

Ðåøåíèå:
×èñëî ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Ni ÷àñòèö ïî Gi ñîñòîÿíèÿì åñòü

Γi =
Gi!

Ni!(Gi −Ni)!
.

Òîãäà ýíòðîïèÿ ðàâíà

S =
∑
i

Gi[fi ln fi + (1− fi) ln (1− fi)] .

Ñóììèðóþòñÿ âêëàäû ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Ìàêñèìóìó ýíòðîïèè îòâå-
÷àåò ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè � Äèðàêà. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
÷èñåë çàïîëíåíèÿ åñòü

⟨(∆fi)2⟩ = −
(
∂2S

∂f2i

)−1

∑
Gifi,

∑
εGifi

= fi(1− fi)

Çàäà÷à 66. Ñòîëá ñëàáî âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà íàõîäèòñÿ â îä-
íîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Íàéòè êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê åãî òåïëî¼ìêîñòè
è âûñîòå öåíòðà ìàññ.

Óêàçàíèå. Óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ìàëîé âåëè÷èíå
r = eµ/T .

Çàäà÷à 67. Íàéòè çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ âûðîæäåííî-
ãî ôåðìè-ãàçà â ïîëå òÿæåñòè îò âûñîòû ïðè T = 0.

Ðåøåíèå:
Êàê âèäíî èç ïîñòàíîâêè âîïðîñà, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîé âû-
ñîòå äîñòèãíóòî ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå ãàçà.

Ãðàíè÷íûé èìïóëüñ è ãðàíè÷íàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ôåðìèîíîâ
íà äàííîé âûñîòå ñâÿçàíû ñ ïëîòíîñòüþ ãàçà íà ýòîé âûñîòå: p0 =
(3π2)1/3~n1/3 , ε0 = p20/2m = An2/3 , äàâëåíèå P = 2

5nε0 .
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68 8. Ïîëóïðîâîäíèêè

Ìîæíî áûëî áû âîñïðîèçâåñòè âûâîä áàðîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëû,
çíàêîìûé ïî êóðñó îáùåé ôèçèêè, ñòàðòóÿ îò ðàâåíñòâà dP = −mngdx.

Äðóãîé ñïîñîá � çàïèñàòü ðàâåíñòâî µ = µ(x), ãäå µ � õèìè÷å-
ñêèé ïîòåíöèàë ôåðìè-ãàçà, à µ(x) = ε0 + mgx � ëîêàëüíîå çíà÷åíèå
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ñêëàäûâàþùååñÿ èç ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ýòî ñðàçó æå äà¼ò

n = [(µ−mgx)/A]3/2 = (mg/A)3/2(xmax − x)3/2.

Çäåñü xmax = µ/mg � âûñîòà ñòîëáà ãàçà. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñâÿ-
çàí ñ ïîëíûì ÷èñëîì ôåðìèîíîâ â ñòîëáå ãàçà åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ N

óñëîâèåì N =
xmax∫
0

ndx = 2
5

(
mg
A

)3/2
x
5/2
max .

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà ìàëà, íî íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà
ïðè âûñîòàõ, áëèçêèõ ê xmax, óñëîâèå µ(x) ≫ T áóäåò íàðóøåíî, ãàç
ïåðåñòàíåò áûòü âûðîæäåííûì, à ïðè x > xmax â çàâèñèìîñòè n(x)
ïîÿâèòñÿ

”
õâîñò“ â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà.

8. Ïîëóïðîâîäíèêè

Çàäà÷à 68. Åñëè â ïîëóïðîâîäíèê IV ãðóïïû (Ge, Si) ââåñòè â íåáîëü-
øîì êîëè÷åñòâå àòîìû V ãðóïïû (P,As, Sb), òî èõ ÷åòûðå ýëåêòðîíà
îáðàçóþò âàëåíòíûå ñâÿçè ñ Ge, Si, à îäèí ýëåêòðîí îñòàåòñÿ ñëàáî ñâÿ-
çàííûì, ýíåðãèÿ ñâÿçè ∆ − Ed ∼ 0, 01 − 0, 03ýÂ, è îí ëåãêî ìîæåò ïå-
ðåïðûãíóòü â çîíó ïðîâîäèìîñòè óæå ïðè òåìïåðàòóðå T ∼ 300oK. Ëå-
ãèðîâàííûå òàêèì îáðàçîì ïîëóïðîâîäíèêè íàçûâàþò äîíîðíûìè èëè
n-òèïà. Íàéòè çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ÷èñëà íîñèòåëåé
çàðÿäà â çîíå ïðîâîäèìîñòè â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû. [44, 9]

Ðåøåíèå:
Íàéäåì ïðåæäå âñåãî ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ äîíîðíûõ óðîâíåé. Íà
îäíîì äîíîðíîì óðîâíå ýëåêòðîíû ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ ïî îäíîìó (ñî
ñïèíîì ëèáî ââåðõ ëèáî âíèç), íî íå äâà îäíîâðåìåííî ò.ê. èç-çà êóëî-
íîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ýíåðãèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèëüíî âîçðàñòàåò. Â
ýòîì ñëó÷àå áîëüøàÿ ñòàòñóììà äëÿ i-ãî äîíîðíîãî óðîâíÿ åñòü

Qi =
∑
ni

eβ(µ−εi)ni = 1 + 2eβ(µ−Ed). (120)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ äîíîðíîãî óðîâíÿ íàõîäèòñÿ èç

nd = − 1

β

∂ lnQi

∂Ed
=

2eβ(µ−Ed)

1 + 2eβ(µ−Ed)
, (121)
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à ÷èñëî èîíèçîâàííûõ(îòäàâøèõ ýëåêòðîíû) äîíîðíûõ àòîìîâ N+
d ðàâ-

íî

N+
d = (1− nd)Nd =

Nd

1 + 2eβ(µ−Ed)
, (122)

ãäå Nd � ïîëíîå ÷èñëî äîíîðíûõ àòîìîâ. Òåïåðü ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â
çîíå ïðîâîäèìîñòè ñêëàäûâàåòñÿ èç ÷èñëà ýëåêòðîíîâ, ïåðåïðûãíóâøèõ
èç âàëåíòíîé çîíû è ýëåêòðîíîâ, ïîñòàâëÿåìûõ äîíîðíûìè àòîìàìè,
èìåííî

Ne = Nh +
Nd

1 + 2eβ(µ−Ed)
. (123)

Ïðè òåìïåðàòóðå T ≪ ∆ ≈ 1ýÂ ≈ 12000oK âåðîÿòíîñòü ñîçäàíèÿ
ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ïàðû ìàëà, ò.å. ìàëû ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ äëÿ
ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè è äûðîê â âàëåíòíîé çîíå, äëÿ ÷åãî
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé eβµ ≫ 1, eβ(∆−µ) ≫ 1. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåòñÿ áîëüöìàíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, òàê ÷òî ìû èìååì ñëåäóþ-
ùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè Ne è ÷èñëà
äûðîê â âàëåíòíîé çîíå Nh

Ne=V e
−β(∆−µ)

∫
2
4πp2dp

(2π~)3
e−p2/2meT=2V

(
meT

2π~2

)3/2

e−β(∆−µ)≡Nce
−β(∆−µ),

(124)

Nh = V e−βµ

∫
2
4πp2dp

(2π~)3
e−p2/2mhT = 2V

(
mhT

2π~2

)3/2

e−βµ ≡ Nve
−βµ

(125)
Òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà õèìèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

Nce
−β(∆−µ) = Nve

−βµ +
Nd

1 + 2eβ(µ−Ed)
. (126)

Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, òàêèõ ÷òî eβ(µ−Ed) ≫ 1, îñíîâ-
íûì ïîñòàâùèêîì ýëåêòðîíîâ â çîíó ïðîâîäèìîñòè áóäóò äîíîðíûå àòî-
ìû, ïîýòîìó

Nce
−β(∆−µ) ≈ Nd

2eβ(µ−Ed)
, (127)

îòêóäà

e2βµ =
Nd

2Nc
eβ(∆+Ed), (128)

÷òî äàåò

µ =
∆+ Ed

2
+
T

2
ln

(
Nd

2Nc

)
, (129)
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Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ äëÿ ãåðìàíèÿ îò òåìïå-
ðàòóðû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè äîíîðíûõ ïðèìåñåé. ∆ =
0.65 eV,Ed = 0.62 eV,Nc(T = 300oK) = 4 · 1021cm−3.

Ne =
Nd

2
e−βµeβEd =

√
Nd

Nc
e−β

∆+Ed
2 . (130)

Êàê è äëÿ ñîáñòâåííûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ, â ýòîì òåìïåðàòóðíîì ðåæè-
ìå ÷èñëî íîñèòåëåé çàðÿäà î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ïðè
T = 0 õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ = (∆ + Ed)/2. Èíòåðåñíî, ÷òî ñ ïî-
âûøåíèåì òåìïåðàòóðû õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñíà÷àëà ðàñòåò, ðèñ. 15,
äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà, íàõîäèìîãî èç óñëîâèÿ

dµ

dT
=

1

2
ln

(
Nd

2Nc

)
+
T

2

(
−3

2

1

T

)
= 0 → Nd

2Nc
= e3/2. (131)
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Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ
â çîíå ïðîâîäèìîñòè äëÿ ãåðìàíèÿ ïðè ðàçëè÷íîé êîíöåíòðàöèè äîíîðíûõ
ïðèìåñåé.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå Nc, ïîëó÷èì

T0 =
2π~2

mee

(
Nd

4V

)2/3

, µ0 =
∆+ Ed

2
+

3π~2

2mee

(
Nd

4V

)2/3

. (132)

(Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ ôîðìóëàõ e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà,
à íå çàðÿä ýëåêòðîíà!)

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ µ0 ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà äîíîðíûõ
àòîìîâNd ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî µ0 ñòàíåò áîëüøå∆, ò.å. óðîâåíü Ôåðìè
�âëåçåò"â çîíó ïðîâîäèìîñòè è ïîëó÷èòñÿ �ìåòàëë òî÷íåå âûðîæäåííûé
ïîëóïðîâîäíèê.

Â äðóãîì òåìïåðàòóðíîì ðåæèìå eβ(µ−Ed) ≪ 1 ñëåäóåò ó÷åñòü âêëàä
äûðîê èç âàëåíòíîé çîíû (ïðè ýòîì âñå äîíîðíûå óðîâíè ïóñòû):

Nce
β(µ−∆) = Nve

−βµ +Nd, (133)

îòêóäà, ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

eβµ =
Nd +

√
4NcNve−β∆ +N2

d

2Nce−β∆
. (134)

Ïåðåä êîðíåì âûáðàí çíàê ïëþñ, ïîñêîëüêó eβµ > 0.
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72 9. Áîçå-ãàç âî âíåøíåì ïîëå

Åñëè òåìïåðàòóðà íå î÷åíü áîëüøàÿ, N2
d ≫ 4NcNve

−β∆, òî

µ = ∆+ ln
Nd

Nc
, Ne = Nce

β(µ−∆) = Nd = Const

Ýòî êàê ðàç òîò òåìïåðàòóðíûé ðåæèì, â êîòîðîì ðàáîòàåò áîëüøèí-
ñòâî ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïðèáîðîâ.

Ïðè äàëüíåéøåì ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû, êîãäà N2
d ≪ 4NcNve

−β∆,
âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ñîáñòâåííîé ïðîâîäèìîñòè, ðèñ. 16

eβµ =

√
Nv

Nc
eβ∆/2 → µ =

∆

2
+

3

4
T ln

mh

me

Çàäà÷à 69. Íàéòè òåïëî¼ìêîñòü ãàçà ýëåêòðîíîâ è äûðîê â ÷èñòîì
ïîëóïðîâîäíèêå.

Ðåøåíèå:
Ó÷òåì, ÷òî ýëåêòðîíû è äûðêè ïîä÷èíÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Áîëüöìà-
íà, ïðè÷åì êîëè÷åñòâà èõ îäèíàêîâû è Ne = Nh ∝ T 3/2e−∆/2T (∆ �
øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû). Ýíåðãèÿ ãàçà ýëåêòðîíîâ è äûðîê E =

Ne(∆ + 3T ). Òåïëî¼ìêîñòü C =
dE

dT
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆ ≫ T , ïîëó÷à-

åì C = Ne
∆2

2T 2

(
1 +O

(
T

∆

))
.

9. Áîçå-ãàç âî âíåøíåì ïîëå

Çàäà÷à 70. Íàéòè ñâÿçü ñðåäíåãî ÷èñëà è ñðåäíåé ýíåðãèè ñ õèìè-
÷åñêèì ïîòåíöèàëîì äëÿ d-ìåðíîãî áîçå-ãàçà. ×åìó ðàâíà òåìïåðàòóðà
Áîçå-Ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèè?

Ðåøåíèå:
Ñòàòñóììà äëÿ áîçå ÷àñòèö èìååò âèä

Q =
∏
i

Qi =
∏
i

∞∑
ni=0

exp [β(µ− εi)] =
∏
i

1

1− exp [β(µ− εi)]
(135)

Òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà óðîâíå i

n̄i = − 1

β

∂

∂εi
lnQi =

1

exp [β(εi − µ)]− 1
(136)

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó n̄i > 0, òî µ 6 min εi. Ïåðåõîäÿ êàê
îáû÷íî îò ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì óðîâíÿì ýíåðãèè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî
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ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, ìû çàïèñûâàåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà
÷àñòèö N è ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû E

N =
∑
i

n̄i = V

∫
ddp

(2π~)d
1

exp [β(εi − µ)]− 1
, (137)

E =
∑
i

n̄iεi = V

∫
ddp

(2π~)d
ε

exp [β(εi − µ)]− 1
(138)

Òåìïåðàòóðà áîçå-êîíäåíñàöèè T0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ N(T0, µ =
0) = N0� ÷èñëó ÷àñòèö â ñèñòåìå. Âèäíî, ÷òî äëÿ d 6 2 åñëè ïîëîæèòü â
èíòåãðàëå äëÿ N çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ = 0, òî èíòåãðàë
ðàñõîäèòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåìïåðàòóðà áîçå-
êîíäåíñàöèè ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 71. Áîçå-ãàç íàõîäèòñÿ â ïîëå U = mω2r2/2. Íàéòè òåìïå-
ðàòóðó Tk êîíäåíñàöèè Áîçå � Ýéíøòåéíà, òåïëî¼ìêîñòü ïðè T < Tk è
ñêà÷îê òåïëî¼ìêîñòè â òî÷êå êîíäåíñàöèè.

Ðåøåíèå:
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû â äàííîì ïîëå è êðàò-
íîñòè èõ âûðîæäåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû:

εn = ~ω(n+ 3/2), gn = C2
n+2 ≈ n2/2.

Â óðàâíåíèè

N =
∞∑

n=0

gn
e(εn−µ)/T − 1

,

ïîçâîëÿþùåì íàéòè òåìïåðàòóðó êîíäåíñàöèè Áîçå � Ýéíøòåéíà Tk è
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðè T > Tk, ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ
ïî n, à çàòåì è ïî x = ~ωn/T :15

N =
1

2

(
T

~ω

)3

b2(y), y =
3~ω/2− µ

T
. (139)

Òåìïåðàòóðà êîíäåíñàöèè äîñòèãàåòñÿ, êîãäà õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå, ÷òî îòâå÷àåò óñëîâèþ y = 0:

N =
1

2

(
Tk
~ω

)3

b2(0), Tk = ~ω
(

2N

b2(0)

)1/3

.

15Ôóíêöèÿ ba(y) ââåäåíà â Ìàòåìàòè÷åñêîì äîïîëíåíèè.
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74 9. Áîçå-ãàç âî âíåøíåì ïîëå

Ýíåðãèÿ ãàçà

E =
∞∑

n=0

gnεn
e(εn−µ)/T − 1

= N
~ω
2

+
T 4

2(~ω)3
b3(y). (140)

Òåïëî¼ìêîñòü C =
dE

dT
. Ïðè T < Tk âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå y = 0, â

ýòîì ñëó÷àå

C = 2

(
T

~ω

)3

b3(0) = 4N

(
T

Tk

)3
b3(0)

b2(0)
=

= 12N

(
T

Tk

)3
ζ(4)

ζ(3)
= 10, 8N

(
T

Tk

)3

.

Ïðè T > Tk íåîáõîäèìî ó÷åñòü çàâèñèìîñòü y îò T :

C = 2

(
T

~ω

)3

b3(y)−
3

2

T 4

(~ω)3
b2(y)

dy

dT
, (141)

Ïðîèçâîäíóþ
dy

dT
íàõîäèì, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (139) ïî T

(óäîáíî åãî ïðåäâàðèòåëüíî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü):

3

T
− 2b1(y)

b2(y)

dy

dT
= 0. (142)

Ïîäñòàâèâ
dy

dT
èç (142) â (141), ïîëó÷àåì

C = 2

(
T

~ω

)3

b3(y)−
9

4

(
T

~ω

)3
b22(y)

b1(y)
.

Ñêà÷îê òåïëî¼ìêîñòè ïðè T = Tk

∆C = −9

4

(
Tk
~ω

)3
b22(0)

b1(0)
= −9

2

b2(0)

b1(0)
N = −9

ζ(3)

ζ(2)
N = −6, 58N.

Íà ðèñ. 17 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü C(T ), íàéäåííàÿ ÷èñëåííî.
Çàäà÷à 72.Äëÿ áîçå-ãàçà â çàäàííîì îáúåìå íàéòè ñêà÷îê âåëè÷èíû(
∂CV

∂T

)
V

ïðè òåìïåðàòóðå êîíäåíñàöèè Áîçå � Ýéíøòåéíà.
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Ðèñ. 17. Òåïëî¼ìêîñòü áîçå-ãàçà â ïîëå U = mω2r2/2

Ðåøåíèå:

Îòâåò. ∆

(
∂CV

∂T

)
V

= − 27

16π
ζ2
(
3

2

)
N

Tk
= −3, 67

N

Tk
.

Çàäà÷à 73. Áîçå-ãàç íàõîäèòñÿ â ïîëå

U(z) =

{
Fz ïðè z > 0,
∞ ïðè z < 0.

Íàéòè òåìïåðàòóðó Tk êîíäåíñàöèè Áîçå � Ýéíøòåéíà, òåïëî¼ìêîñòü
ïðè T < Tk, ñêà÷îê òåïëî¼ìêîñòè â òî÷êå êîíäåíñàöèè, âûñîòó öåíòðà

òÿæåñòè ãàçà ⟨z⟩ è ñêà÷îê âåëè÷èíû ∂⟨z⟩
∂T

.

Ðåøåíèå:
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76 9. Áîçå-ãàç âî âíåøíåì ïîëå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòîëá ãàçà åäèíè÷íîé ïëîùàäè ñå÷åíèÿ. Ðàñïðå-
äåëåíèå ÷àñòèö ïî èìïóëüñàì è ïî âûñîòå

f(ε(z, p)) = f(ε) =
1

e(ε−µ)/T − 1
, ε =

p2

2m
+ U(z).

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

N =

∫
f(ε(z, p))

dzd3p

(2π~)3
=

∞∫
0

dz

∞∫
0

dp
4πp2

(2π~)3
f(ε(z, p)).

Óäîáíî ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ε, ïîñëå
÷åãî èíòåãðàë ïî p ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

N =

∞∫
0

dε

√
2mε∫
0

p2dp

dU/dz

f(ε)

2π2~3
=

=

∞∫
0

dε
(2mε)3/2f(ε)

6π2~3F
=

(2m)3/2T 5/2

6π2~3F
b3/2(y), (143)

ãäå y = −µ/T . Òåìïåðàòóðà Tk êîíäåíñàöèè Áîçå � Ýéíøòåéíà îïðå-
äåëÿåòñÿ óñëîâèåì y = 0.

Tk =

[
6π2~3FN

(2m)3/2b3/2(0)

]2/5
, Tk ≈ 2~1,2F 0,4N0.4

m0,6
.

Çàäà÷à 74. Áîçå-ãàç íàõîäèòñÿ â ïîëå

U(z) =

{
mgz ïðè z > 0,
∞ ïðè z < 0.

Íàéòè äàâëåíèå P (z).
Ðåøåíèå:

×èñëî ÷àñòèö ãàçà â ñòîëáå åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ

N = A

∫ √
εkdεkdz

eβ(εk+mgz)+y − 1
= AT 3/2

∞∫
0

b1/2(y +mgz/T )dz,
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ãäå εk = p2/2m � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, y = −µ/T . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
(445) èç Ìàòåìàòè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ, ïîëó÷èì

N =
2AT 5/2

3mg
b3/2(y),

Äàâëåíèå P (z) âûðàæàåì ÷åðåç ñðåäíþþ ýíåðãèþ áîçå ÷àñòèö íà âûñî-
òå z

P (z) =
2

3
A

∫
ε
3/2
k dεk

eβ(εk+mgz)+y − 1
=

2

3
AT 5/2b3/2(y +mgz/T ).

Ïðè z = 0 ïîëó÷àåì, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, P (0) = mgN . Ïðè T < Tk
èìååì

P (z) =
2

3
AT 5/2b3/2(mgz/T ).

Çàäà÷à 75. Äëÿ áîçå-ãàçà â öåíòðàëüíîì ïîëå U(r) = Arn íàéòè
ñêà÷îê âåëè÷èíû òåïëî¼ìêîñòè ïðè òåìïåðàòóðå êîíäåíñàöèè Áîçå �
Ýéíøòåéíà.

Ðåøåíèå:
Åñëè n < 6, òî ∆C = −Ns2ζ(s)/ζ(s− 1) , ãäå s = 3/n+ 3/2.

Åñëè n > 6, òî ∆C = 0, dC/dT → −∞ ïðè T → Tk + 0.
Çàäà÷à 76. Èçîáðàçèòü èçîòåðìû áîçå-ãàçà íà PV ïëîñêîñòè.
Ðåøåíèå:

Äàâëåíèå ëþáîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà ñ èçîòðîïíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ïî ñêîðîñòÿì ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ïëîòíîñòü ýíåð-

ãèè: P =
2E

3V
. Äëÿ áîçå-ãàçà

P =
2

3
AT 5/2b3/2(y) , y = −µ

T
. (144)

Âåëè÷èíà y, ñâÿçàííàÿ ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ãàçà, îïðåäåëÿåò-
ñÿ èç óðàâíåíèÿ

N = AV T 3/2b1/2(y) +N0 . (145)

Ãðàôè÷åñêèé àíàëèç åãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.14.
Óðàâíåíèÿ (144),(145) îïðåäåëÿþò óðàâíåíèå èçîòåðìû â ïàðàìåò-

ðè÷åñêîì âèäå (0 < y <∞ , ñì. ðèñ.15).
Ïðè óìåíüøåíèè îáúåìà V ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå âåëè÷èíà

y â (145) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ, y = 0. Ýòî
òî÷êà áîçå-êîíäåíñàöèè,

V = Vk ≡ V |y=0, P = Pk ≡ P |y=0.
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0 1 2
0

1

2

3

y

N/VAT3/2 

b
1/2

(y) 

a 

b 

c 

V 

P 

Ðèñ. 18. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî y

Ðèñ. 19. Èçîòåðìû áîçå-ãàçà. Ïóíê-
òèðíàÿ ëèíèÿ � ëèíèÿ ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà

Èñêëþ÷èâ èç ýòèõ óðàâíåíèé T , ïîëó÷àåì ëèíèþ ôàçîâîãî ïåðåõîäà íà
PV ïëîñêîñòè:

PkV
5/3
k =

2b3/2(0)N
5/3

3b
5/3
1/2(0)A

2/3
. (146)

Ïðè V < Vk â (144) y = 0 (à â (145) åùå è N0 > 0), � äàâëåíèå
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì è ðàâíûì Pk.

Âáëèçè ëèíèè ôàçîâîãî ïåðåõîäà (V − Vk ≪ Vk, y ≪ 1)

b3/2(y) = b3/2(0)−
3

2
b1/2(0) y,

b1/2(y) = b1/2(0)− π
√
y.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî

P − Pk

Pk
= −

3b1/2(0)y

2b3/2(0)
,

V − Vk
Vk

=
π
√
y

b1/2(0)
,

òàê ÷òî
P − Pk

Pk
= −

3b21/2(0)

2π2b3/2(0)

(
V − Vk
Vk

)2

.

Èçîòåðìà ïåðåñåêàåò ëèíèþ ôàçîâîãî ïåðåõîäà áåç èçëîìà.
Çàäà÷à 77. Íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè ýëåêòðî-

íîâ, ïîçèòðîíîâ è ôîòîíîâ è ñîîòíîøåíèå ìåæäó èõ ýíåðãèÿìè ïðè
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òåìïåðàòóðå T ≫ mec
2 (òàêàÿ âûñîêàÿ òåìïåðàòóðà áûëà â ìàëûå äîëè

ñåêóíäû ïîñëå Áîëüøîãî âçðûâà; â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ îäèíàêîâû).

Ðåøåíèå:
Ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â óêàçàííîé ðåàêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
óñëîâèÿìè µe+ +µe− = 2µγ = 0. Ïðè òåìïåðàòóðå T ≫ mec

2 êîíöåíòðà-
öèè ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ âî ìíîãî ðàç ïðåâûøàþò êîíöåíòðàöèþ
÷àñòèö ïðè èñõîäíûõ (

”
çåìíûõ“) óñëîâèÿõ, ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

ðàçëè÷èåì êîíöåíòðàöèé ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö. Ðàâåíñòâî êîíöåíòðà-
öèé ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ äàåò µe+ = µe− = 0. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî
ïî÷òè âñå ýëåêòðîíû è ïîçèòðîíû â ýòèõ óñëîâèÿõ ÿâëÿþòñÿ óëüòðàðå-
ëÿòèâèñèñêèìè, ïîëó÷àåì

Ne− = V

∞∫
0

2
4πp2dp

(2π~)3
1

exp(pc/T ) + 1
=
V

π2

(
T

~c

)3

f2(0),

Ee− =
V T

π2

(
T

~c

)3

f3(0),

Nγ =
V

π2

(
T

~c

)3

b2(0), Eγ =
V T

π2

(
T

~c

)3

b3(0),

ãäå ôóíêöèè ba, fa îïðåäåëåíû â äîïîëíåíèè C. Èíòåãðàëû fn(0) è
bn(0) ñâÿçàíû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì fn(0) = (1− 2−n)bn(0). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

Ne−

Nγ
=

3

4
,
Ee−

Eγ
=

7

8
.

Èíòåðåñíî, ÷òî â äàííîé ðàâíîâåñíîé ñèñòåìå ñðåäíèå ýíåðãèè, ïðèõîäÿ-
ùèåñÿ íà îäèí ýëåêòðîí (èëè ïîçèòðîí) è íà îäèí ôîòîí, íå ñîâïàäàþò.
Çàìåòèì òàêæå,÷òî ïàðöèàëüíûå äàâëåíèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ãàçîâ
îöåíèâàþòñÿ êàê Pi = Ei/3V ∼ niT . À òî÷íåå, íàïðèìåð, äëÿ ôîòîííîãî
ãàçà

Pγ = (π4/(90ζ(3))nγT = 0, 9nγ T,

äëÿ ýëåêòðîííîãî �
Pe = 1, 05neT.

Çàäà÷à 78. Ìèêðîñîñòîÿíèå èäåàëüíîãî ãàçà ìîæíî çàäàòü, óêàçàâ,
ñêîëüêî ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â êàæäîì âîçìîæíîì äëÿ ÷àñòèöû ñîñòîÿ-
íèè. Îáúåäèíèì

”
áëèçêèå“, â ÷àñòíîñòè, èìåþùèå îäèíàêîâûå ýíåðãèè,
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80 10. Ôîòîíû. Ôîíîíû

ñîñòîÿíèÿ â áîëüøèå ãðóïïû ïî Gi ≫ 1 ÷àñòèö â êàæäîé. Çàäàâ ÷èñ-
ëî ÷àñòèö Ni â êàæäîé èç ãðóïï, ìû îïðåäåëÿåì ìàêðîñîñòîÿíèå ãàçà,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâíîâåñíîå.

Íàéòè ýíòðîïèþ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ áîçå-ãàçà è âûðàçèòü å¼ ÷åðåç
÷èñëà çàïîëíåíèÿ ãðóïï ñîñòîÿíèé fi = Ni/Gi è Gi.

Íàéòè ÷èñëà çàïîëíåíèÿ, îòâå÷àþùèå ìàêñèìóìó ýíòðîïèè ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ïîëíîé ýíåðãèè ãàçà.
Íàéòè ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. [1, � 55].

Ðåøåíèå:
×èñëî ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Ni ÷àñòèö ïî Gi ñîñòîÿíèÿì, ñ ó÷åòîì,
÷òî â êàæäîì ñîñòîÿíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëþáîå ÷èñëî ÷àñòèö, åñòü

Γi =
(Gi +Ni − 1)!

Ni!(Gi − 1)!
.

Ïðè óñëîâèè Ni ≫ 1, Gi ≫ 1 ýíòðîïèÿ ðàâíà

S =
∑
i

Gi[(1 + fi) ln(1 + fi)− fi ln (fi)] .

Ìàêñèìóìó ýíòðîïèè îòâå÷àåò ðàñïðåäåëåíèå Áîçå � Ýéíøòåéíà. Ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ åñòü

⟨(∆fi)2⟩ = −
(
∂2S

∂f2i

)−1

∑
Gifi,

∑
εGifi

= fi(1 + fi)

10. Ôîòîíû. Ôîíîíû

Çàäà÷à 79. Íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ ñêîðîñòü çâóêà c2S = (∂P/∂ρ)S â
ãàçå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ïëîòíîñòüþ n è ìàññîém çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ
ôîòîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè òåìïåðàòóðå T ≪ mc2.

Ãàç íàãðåò äî òàêîé âûñîêîé òåìïåðàòóðû, ÷òî êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ,
íàõîäÿùèõñÿ ñ íèì â ðàâíîâåñèè, ñòàëî ñðàâíèìî ñ êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö
ãàçà. (Òàêèå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ãëóáèíå Ñîëíöà). Íàéòè ñêîðîñòü
çâóêà â ýòîé ñìåñè ãàçîâ, c2s = (∂P/∂ϱ)S . Òåìïåðàòóðà T ≪ mc2 (m �
ìàññà ÷àñòèöû ãàçà, c � ñêîðîñòü ñâåòà).

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ãàç íàñòîëüêî ðàçðeæåí,
÷òî åãî ïëîòíîñòü n ≪ nγ , ïëîòíîñòè ÷èñëà ôîòîíîâ (òàêèå óñëîâèÿ
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âûïîëíÿëèñü â ðàííåé Âñåëåííîé). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îñíîâíîé âêëàä
â äàâëåíèå è ýíòðîïèþ âíîñÿò ôîòîíû ([6, � 65, çàäà÷à 2])

Pγ ∼ Tnγ ≫ nT, Sγ ∼ nγV ≫ S÷àñòèö, (147)

íî îñíîâíîé âêëàä â ìàññîâóþ ïëîòíîñòü ρ âíîñÿò ÷àñòèöû

ρ÷àñòèö = nm≫ ργ ∼ nγT

c2
, (148)

åñëè T ≪ mc2.
Äàâëåíèå Pγ è ýíòðîïèÿ Sγ ôîòîííîãî ãàçà ðàâíû

P =
a

4
T 4 ∼ nγT, S = aT 3V ∼ nγV, (149)

ãäå a = 4π2

45(~c)3 , nγ - ïëîòíîñòü ÷èñëà ôîòîíîâ.

Óñëîâèå S = Const îçíà÷àåò V T 3 = Const òî åñòü

dV

V
= −3dT

T
(150)

Òîãäà

dP ∼ nγdT, dρ = d

(
Nm

V

)
= −

(
nmdV

V

)
=

(
3nmdT

T

)
, (151)

è ñëåäîâàòåëüíî

c2S ∼ nγ
n

(
T

m

)
≫ c2S÷àñòèö (152)

Òàêèì îáðàçîì ôîòîíû, íàõîäÿùèåñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè âûñîêîé òåì-
ïåðàòóðå ñ ãàçîì çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ñóùåñòâåííî ïîâûøàþò ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíîâ áûëà ìíîãî ìåíüøå
õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè.

Ïðè áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñëåäóåò ó÷åñòü òàêæå âêëàä ÷àñòèö
â äàâëåíèå è ýíòðîïèþ, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü â
ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ÷àñòèöàìè

ϱ = nm =
Nm

V
, P =

NT

V
+

1

4
aT 4, (153)

S = V aT 3 +N lnV +
3

2
N lnT + S0. (154)
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Çäåñü N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â îáú¼ìå V , à m � ñðåäíÿÿ ìàññà ÷à-
ñòèöû. (Äëÿ âîäîðîäíîé ïëàçìû m � ïîëîâèíà ìàññû ïðîòîíà).

Ñêîðîñòü çâóêà c2s = (∂P/∂ρ)S ïðåäñòàâèì â âèäå

c2s =
∂(P, S)

∂(ϱ, S)
=
∂(P, S)

∂(V, T )

/
∂(ϱ, S)

∂(V, T )
.

Âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì (153),(154) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

∂(P, S)

∂(V, T )
= −3

2
n(n+ 2aT 3)− (n+ aT 3)2,

∂(ϱ, S)

∂(V, T )
= −3mn

2T
(n+ 2aT 3),

c2s =
5T

3m

[
1 +

2(aT 3)2

5n(n+ 2aT 3)

]
.

Äëÿ n≫ aT 3 ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò äëÿ îäíîàòîìíîãî ãà-
çà c2s = 5T/3m. Â ñëó÷àå n≪ aT 3, ÷òî ýêâèâàëåíòíî n≪ nγ , ïîëó÷àåòñÿ
c2s ∼ (5T/3m)(nγ/n), ò. å. ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîé òåïëîâîé ñêîðîñòè
÷àñòèö.

Äëÿ ÷èñëåííûõ îöåíîê îòâåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå, ÷òî-
áû ìîæíî áûëî ïîäñòàâëÿòü çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû â ãðàäóñàõ Êåëüâè-
íà:

c2s =
5kÁT

3m

[
1 +

2(ãT 3)2

5n(n+ 2ãT 3)

]
.

ã = ak3Á = 4, 1 · 109ñì−3Ê−3.
Â ãëóáèíå Ñîëíöà êîíöåíòðàöèÿ ôîòîíîâ îêàçûâàåòñÿ ñðàâíèìà ñ

êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö. Â ñëîÿõ Ñîëíöà, áëèçêèõ ê åãî ïîâåðõíîñòè, ïðî-
èñõîäèò êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ òåïëà, ïðèâîäÿùèé, ïîìèìî ïðî÷åãî, ê
âîçíèêíîâåíèþ øóìà. Îò êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè âî âñå ñòîðîíû
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ çâóê. (Ðàçìåð

”
òî÷êè“ � ÿ÷åéêè êîíâåêòèâíîãî äâè-

æåíèÿ ∼ 1 000 êì .) Åù¼ áîëåå ìîùíûå êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò ïðè ïî-
ÿâëåíèè è èñ÷åçíîâåíèè ñîëíå÷íûõ ïÿòåí. Ñêîðîñòü çâóêà ðàñòåò ñ ãëó-
áèíîé (âìåñòå ñ òåìïåðàòóðîé è ñ êîíöåíòðàöèåé ôîòîíîâ). Ïîýòîìó
çâóêîâûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âãëóáü ïîä óãëîì ê âåðòèêàëè,
èñïûòûâàþò ïðåëîìëåíèå, à çàòåì è ïîëíîå îòðàæåíèå è ïîâîðà÷èâàþò
îáðàòíî, äîñòèãíóâ òîé èëè èíîé ãëóáèíû,16 è âîçâðàùàþòñÿ íà ïî-

16 Ãàìèëüòîíèàí âîëíîâîãî ïàêåòà çâóêîâûõ êîëåáàíèé H = cs(r)p, ãäå r îïðå-
äåëÿåò ïîëîæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà, à èìïóëüñ p = |p| ïðîïîðöèîíàëåí âîëíîâîìó
âåêòîðó

”
íåñóùåé“ çâóêîâîé âîëíû. Ýíåðãèÿ è ìîìåíò èìïóëüñà � èíòåãðàëû äâè-

æåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Ñîëíöà
rm = R(c(rm)/c(R)) sinα, êîòîðîãî äîñòèãíåò çâóêîâîé âîëíîâîé ïàêåò, â çàâèñèìî-
ñòè îò óãëà ïàäåíèÿ α. (Çäåñü R � ðàäèóñ Ñîëíöà).
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R rm

α

Ðèñ. 20. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå çâóêîâîãî
”
ëó÷à“, ñòàðòîâàâøåãî ñ ïî-

âåðõíîñòè Ñîëíöà ïîä óãëîì α

âåðõíîñòü, óäàëèâøèñü íà òî èëè èíîå ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà çâóêà.
Ãëóáèíà, êîòîðîé äîñòèãàåò çâóêîâîé

”
ëó÷“, îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàíà ñ ðàñ-

ñòîÿíèåì îò èñòî÷íèêà çâóêà, íà êîòîðîì ëó÷ âåðí¼òñÿ íà ïîâåðõíîñòü,
è ñ âðåìåíåì, ñïóñòÿ êîòîðîå ýòî ïðîèçîéä¼ò. Êàæäàÿ èç òî÷åê ïîâåðõ-
íîñòè Ñîëíöà îêàçûâàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, êàê èñòî÷íèêîì çâóêà , òàê è
ïðè¼ìíèêîì çâóêà, âåðíóâøåãîñÿ èç ãëóáèíû. Èçó÷àÿ êîððåëÿöèþ äâè-
æåíèé âåùåñòâà â ðàçíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà, ìîæíî ïîëó÷àòü
ñâåäåíèÿ î åãî âíóòðåííåì ñòðîåíèè (ïîäîáíî òîìó, êàê èíôîðìàöèÿ
î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè çåìëÿòðÿñåíèÿõ, ïîçâîëÿåò
èññëåäîâàòü âíóòðåííåå ñòðîåíèå Çåìëè).

Çàäà÷à 80. Àáñîëþòíî ÷¼ðíîå òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî
îðáèòå Çåìëè. Äî êàêîé òåìïåðàòóðû íàãðååò åãî èçëó÷åíèå Ñîëíöà?
Âëèÿíèÿ ïîòîêîâ ÷àñòèö (ñîëíå÷íîãî âåòðà) íå ó÷èòûâàòü.

Ðåøåíèå: Ñîëíöå èçëó÷àåò â ñåêóíäó ýíåðãèþ I = 4πr2σT 4
0 , ãäå

r � ðàäèóñ Ñîëíöà, T0 ≈ 6000Ê � òåìïåðàòóðà åãî ïîâåðõíîñòè, σ �
ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà � Áîëüöìàíà. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàåì òåëî
øàðîì ðàäèóñà a. Â ñåêóíäó íà òåëî ïîïàäàåò (è ïîãëîùàåòñÿ èì) ýíåð-
ãèÿ (πa2/4πR2)I, ãäå R � ðàññòîÿíèå äî Ñîëíöà. Òåëî èçëó÷àåò çà òî æå
âðåìÿ ýíåðãèþ 4πa2σT 4, ãäå T � òåìïåðàòóðà òåëà. Â óñòàíîâèâøåì-

www.phys.nsu.ru



84 10. Ôîòîíû. Ôîíîíû

ñÿ ðåæèìå ýòè ýíåðãèè äîëæíû áûòü ðàâíû, îòêóäà T = (r/2R)1/2T0.
Ïîäñòàâèâ r0 = 0, 7 ìëí êì, R = 150 ìëí êì, ïîëó÷àåì T ≈ 290Ê.

Îòâåò íå èçìåíèòñÿ, åñëè òåëî íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ÷¼ðíûì. Îä-
íàêî ôîðìà òåëà äëÿ îòâåòà ñóùåñòâåííà. Ñóùåñòâåííà è çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ÷àñòîòû.

Åñëè îäíà ñòîðîíà òåëà ÷¼ðíàÿ, à äðóãàÿ � îòðàæàþùàÿ, òî åãî
òåìïåðàòóðó, î÷åâèäíî, ìîæíî ðåãóëèðîâàòü, òàê èëè èíà÷å åãî ïîâîðà-
÷èâàÿ.

Çàäà÷à 81. Îïðåäåëèòü óñëîâèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ÷åðíîé äû-
ðû ñ èñïóñêàåìîé åé ÷åðíîòåëüíûì èçëó÷åíèåì, çàêëþ÷åííûìè â ÿùèê
îáúåìà V ñ çåðêàëüíûìè ñòåíêàìè. [41, 40, 36, 43]

Ðåøåíèå:
Òî, ÷òî ÷åðíàÿ äûðà ñïîñîáíà èñïóñêàòü èçëó÷åíèå çà ñ÷åò êâàíòîâûõ
ýôôåêòîâ, áûëî îòêðûòî Ñ.Õîêèíãîì â 1974 ã.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàì ïîíàäîáèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ÷åð-
íîé äûðû. Íàéäåì ñíà÷àëà èç ðàçìåðíûõ ñîîáðàæåíèé òåìïåðàòóðó èñ-
ïóñêàåìîãî ÷åðíîé äûðîé èçëó÷åíèÿ, ïðèðàâíèâàÿ õàðàêòåðíóþ äëèíó
âîëíû λ ÷åðíîòåëüíîãî èçëó÷åíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé T , λ ∼ ~c/T , �ðàç-
ìåðó� ÷åðíîé äûðû rg ∼ GM/c2. Îòêóäà ïîëó÷àåì îöåíêó

T ∼ ~c3

GM
. (155)

Òåïåðü, çíàÿ ýíåðãèþ ÷åðíîé äûðû E = Mc2, è èñïîëüçóÿ òåðìîäèíà-
ìèêó, ïîëó÷èì

dS =
dE

T
∼ GMd(Mc2)

~c3
→ S ∼ GM2

~c
(156)

Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ÷åðíîé äûðû è òåìïåðàòóðû èñ-
ïóñêàåìîãî åé èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå Ñ.Õîêèíãîì, èìåþò âèä

S = 4π
GM2

~c
, T =

1

8π

~c3

GM
(157)

Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé ïîëàãàåì c = 1, è ýíòðîïèþ ÷åð-
íîé äûðû çàïèñûâàåì êàê S = aM2, ãäå a = 4πG/~. Ýíåðãèþ èñïóñ-
êàåìîãî ÷åðíîé äûðîé èçëó÷åíèÿ çàïèñûâàåì â âèäå Erad = σT 4V , ýí-
òðîïèþ - Srad = 4σT 3V/3. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ U ïî óñëîâèþ ïîñòîÿííà:
U = Erad + M = Const. Òîãäà âûðàçèì òåìïåðàòóðó ÷åðåç ïîëíóþ
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ýíåðãèþ è ýíåðãèþ ÷åðíîé äûðû

U −M = Erad = σT 4V → T =

(
U −M

σV

)1/4

(158)

è ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè èçëó÷åíèÿ

Srad =
4

3
(σV )1/4(U −M)3/4 ≡ b(U −M)3/4, (159)

ãäå b = 4(σV )1/4/3. Ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû S èìååò âèä

S = aM2 + b(U −M)3/4. (160)

Â ðàâíîâåñèè ýíòðîïèÿ äîëæíà áûòü ìàêñèìàëüíà, îòêóäà

dS

dM
= 2aM − 3b

4(U −M)1/4
= 0 → αx =

1

(1− x)1/4
, (161)

ãäå ââåëè îáîçíà÷åíèå x =M/U è α = 8aU5/4/3b.
Ðàññìîòðèì ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ðèñ. 21, ãäå ââå-

äåíû îáîçíà÷åíèÿ: x =M/U , F1(x) = αx, F2 = 1/(1− x)1/4.
Âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ îáúåìà ðåøåíèé íåò è ýòî ñîîò-

âåòñòâóåò ïîëíîìó èñïàðåíèþ ÷åðíîé äûðû. Ïðè óìåíüøåíèè îáúåìà
ïîëó÷àåòñÿ ñíà÷àëà îäíî ðåøåíèå, à çàòåì äâà, èç êîòîðûõ îäíî (x2)
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì. Ýòî ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì
ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè îáúåìà, êîãäà ýíòðîïèÿ â ìàêñè-
ìóìå S(x2) ñðàâíèâàåòñÿ ñ S(x = 0).

Íàéäåì ýòî çíà÷åíèå x2.

S(x = 0) = b(U)3/4 = S(x2) = aU2x22 + bU3/4(1− x2)
3/4. (162)

Îòêóäà

1− (1− x)3/4 =
aU5/4

b
x2 =

3x

8(1− x)1/4
(163)

ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî

αx =
1

(1− x)1/4
. (164)

Çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíòðîïèè ñèñòåìû îò ýíåðãèè ÷åðíîé äûðû ïî-
êàçàíà íà ðèñ. 22. Íàëè÷èå äâóõ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ó ýíòðîïèè
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Ðèñ. 21. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ 2aM = (σV )1/4/(U −M)1/4
Ðèñ. 22. Ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû
êàê ôóíêöèÿ ìàññû ÷åðíîé äûðû
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îáúåìà
ñèñòåìû

ñèñòåìû ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ìåòàñòàáèëüíûõ ñî-
ñòîÿíèé.

Ïåðåïèøåì ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå â âèäå

3x

8
= (1− x)1/4 − 1 + x → x = 1−

(
1− 5

8
x

)4

(165)

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ x2 íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ
îò åäèíèöû, òàê ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè x2 ≈ 1 − (3/8)4 = 1 −
81/4096 ≈ 0, 98.

Òàêèì îáðàçîì, â óñòîé÷èâîì ðàâíîâåñèè ÷åðíîé äûðû ñ èñïóñêàå-
ìûì åé èçëó÷åíèåì ïî÷òè âñÿ ýíåðãèÿ çàêëþ÷åíà â ÷åðíîé äûðå, à íà
ðàâíîâåñíîå òåïëîâîå èçëó÷åíèå ïðèõîäèòñÿ îêîëî 2 % îò âñåé ýíåðãèè.

Çàäà÷à 82. Íàéòè âêëàä â òåïëîåìêîñòü êîëåáàíèé àòîìîâ äâóìåð-
íîé ðåøåòêè (àòîìû àáñîðáèðîâàíû íà ïîâåðõíîñòè).

Ðåøåíèå:
Ðàñêëàäûâàÿ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ñìåùåíè-
ÿì àòîìîâ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè (åñëè ýíåðãèÿ
àäñîðáöèè âåëèêà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì ñìåùåíèé, íîðìàëüíûõ
ê ïîâåðõíîñòè), èìååì ãàìèëüòîíèàí

H =
1

2

2N∑
j=1

mẋj
2 +

1

2

∑
j,k

Vj,kxjxk, (166)
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ãäå Vj,k � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Êàê õîðîøî èçâåñòíî èç ìåõàíèêè,
ïåðåõîä ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

xj =
2N∑
α=1

aα,jQα, (167)

ãäå êîýôôèöèåíòû aα,j óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè

2N∑
j=1

aα,jaβ,j = δα,β , (168)

ïîçâîëÿåò äèàãîíàëèçîâàòü ãàìèëüòîíèàí

H =
m

2

2N∑
α=1

(
Q̇α

2
+ ω2

αQ
2
α

)
→

2N∑
α=1

~ωα

(
n̄α +

1

2

)
(169)

Â ðàâíîâåñèè ïðè òåìïåðàòóðå T ìû óæå íàõîäèëè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà

n̄α =
1

exp [β~ωα]− 1
, Ēα = ~ωα

(
1

2
+

1

exp [β~ωα]− 1

)
(170)

Óäîáíî ïåðåéòè îò ñóììèðîâàíèÿ ïî äèñêðåòíîìó íàáîðó ÷àñòîò
(èëè âîëíîâûõ âåêòîðîâ) ê èíòåãðèðîâàíèþ, ó÷èòûâàÿ ÷òî ïëîòíîñòü
÷èñëà êîëåáàíèé äëÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû (d = 2) ðàâíà

V
d2k

(2π)2
∝ ωdω, (171)

à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè A2 íàõîäèì èç óñëîâèÿ

A2

ωm∫
0

ωdω = 2N, (172)

ãäå ωm � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Îòêóäà

A2 =
4N

ωm
2
. (173)

www.phys.nsu.ru



88 10. Ôîòîíû. Ôîíîíû

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî äèñêðåòíîìó íàáîðó ÷à-
ñòîò ê èíòåãðèðîâàíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê

∑
α

(...) =
4N

ωm
2

ωm∫
0

ωdω(...). (174)

Äëÿ îäíîìåðíîé (d = 1) ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå ïðè-
íèìàþò âèä

Ad=1

ωm∫
0

dω = N, Ad=1 =
N

ωm
, (175)

Âû÷èñëèì âêëàä êîëåáàíèé àäñîðáèðîâàííûõ àòîìîâ â òåïëîåìêîñòü.
Ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ðàâíà

E =
4N

ωm
2

ωm∫
0

ω~ωdω
exp [~ω/T ]− 1

=
4NT 3

Θ2
D

ΘD/T∫
0

x2dx

expx− 1
, (176)

ãäå òåìïåðàòóðà Äåáàÿ ΘD ≡ ~ωm. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ T ≫ ΘD

çíà÷åíèÿ x≪ 1, è òîãäà ðàçëàãàÿ ýêñïîíåíòó ïîä èíòåãðàëîì, èìååì

E =
4NT 3

Θ2
D

ΘD/T∫
0

xdx = 2NT, (177)

à òåïëîåìêîñòü C = 2N .
Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T ≪ ΘD âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ

ìîæíî óñòðåìèòü ê áåñêîíå÷íîñòè, òîãäà

E =
4NT 3

Θ2
D

∞∫
0

x2dx

expx− 1
=

4b2(0)NT
3

Θ2
D

, (178)

à òåïëîåìêîñòü

CV =
12b2(0)NT

2

Θ2
D

≈ 28.85NT 2

Θ2
D

. (179)

Çàäà÷à 83. Íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå èç ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ êàêîãî-ëèáî àòîìà.

Ðåøåíèå:
Åñòåñòâåííî, ÷òî â ðàâíîâåñèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ñìåùåíèÿ äëÿ âñåõ
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êîìïîíåíò è äëÿ ëþáûõ àòîìîâ îäèíàêîâû, ò.å. äëÿ ëþáîé èç 3N ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû

⟨x2i ⟩ =
1

3N

3N∑
j=1

⟨x2j ⟩ =
1

3N

3N∑
α=1

⟨Q2
α⟩, (180)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ïåðåøëè ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì,
èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó âè-
ðèàëà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïîëó÷àåì

⟨U⟩ = ⟨mω
2
αQ

2
α

2
⟩ = E

2
=

1

2
~ωα

(
n̄α +

1

2

)
. (181)

Îòñþäà íàõîäèì

⟨Q2
α⟩ =

~
mωα

(
n̄α +

1

2

)
, (182)

è ñëåäîâàòåëüíî

⟨x2i ⟩ =
1

3N

3N∑
α=1

~
mωα

(
n̄α +

1

2

)
=

3~
mωm

3

ωm∫
0

ωdω

(
1

exp [~ω/T ]− 1
+

1

2

)
(183)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ëèíåéíàÿ öåïî÷êà) ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå ðàñõîäèòñÿ äàæå ïðè ó÷åòå òîëüêî íóëåâûõ
êîëåáàíèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé òåîðåìû Ëàíäàó î íåâîçìîæ-
íîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîìåðíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóð. Äåéñòâè-
òåëüíî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå, ìû èìååì

⟨x2i ⟩ =
1

3N

N∑
α=1

~
mωα

(
n̄α +

1

2

)
=

~
mωm

ωm∫
0

dω

ω

(
1

exp [~ω/T ]− 1
+

1

2

)
(184)

è èíòåãðàë äàæå ïðè ó÷åòå òîëüêî íóëåâûõ êîëåáàíèé ëîãàðèôìè÷å-
ñêè ðàñõîäèòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå, ò.å. ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå
ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñòåò ñ ðàçìåðîì îáðàçöà.

Çàäà÷à 84. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü èñïóñêàíèÿ áåç îòäà÷è ãàììà-
èçëó÷åíèÿ ÿäðîì àòîìà, íàõîäÿùåãîñÿ â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå (ýô-
ôåêò Ìåññáàóýðà). [49]

Ðåøåíèå:
Äëÿ äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóð T ≪ ΘD ñóùåñòâåííûé âêëàä â
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ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå äàþò òîëüêî íóëåâûå êîëåáàíèÿ

⟨x2i ⟩ =
~2

2m

3

2ΘD
(185)

Ýòà ôîðìóëà ïîëåçíà ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè èñïóñêàíèÿ ãàììà-
èçëó÷åíèÿ ÿäðîì àòîìà, íàõîäÿùåãîñÿ â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå, áåç
îòäà÷è � òàê íàçûâàåìîãî ýôôåêòà Ìåññáàóýðà. Äëÿ ñâîáîäíîãî ÿäðà, â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü 57Fe, ýíåðãèÿ îòäà÷è R ïðè èçëó÷åíèè
ãàììà-êâàíòà (Eγ = 14, 4 · 103ýÂ)

R =
P 2
ÿä

2M
=

E2
γ

2Mc2
=

(14, 4 · 103ýÂ)2

2 · 57 · 106ýÂ
≈ 2 · 10−3ýÂ (186)

çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò øèðèíó ëèíèè Γ ≈ 10−5ýÂ, è ñëåäîâàòåëü-
íî íåâîçìîæíî ðåçîíàíñíîå ïîãëîùåíèå ýòîãî ãàììà-êâàíòà äðóãèì ÿä-
ðîì 57Fe. Îäíàêî, åñëè ÿäðî íàõîäèòñÿ â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå, òî
ñóùåñòâóåò çàìåòíàÿ âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïîñëå èçëó÷åíèÿ ãàììà-êâàíòà
êðèñòàëë îñòàíåòñÿ â òîì æå êîëåáàòåëüíîì ñîñòîÿíèè è ïðèìåò îò-
äà÷ó êàê öåëîå. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ðåçîíàíñíîå
ïîãëîùåíèå ãàììà-êâàíòà äðóãèì ÿäðîì, íàõîäÿùèìñÿ â àíàëîãè÷íîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå. Çàïèñûâàÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÿäðà â âèäå
ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì

|i⟩ =
∑
k′

|k′⟩⟨k′|i⟩, (187)

íàéäåì, ÷òî ïîñëå èçëó÷åíèÿ ãàììà-êâàíòà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k, ÿäðî
îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè

|f⟩ =
∑
k′

|k′ − k⟩⟨k′|i⟩ =
∑
k′

e−ik·x|k′⟩⟨k′|i⟩ = e−ik·x|i⟩. (188)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü P0, ÷òî ÿäðî îñòàíåòñÿ â òîì æå êîëåáàòåëüíîì ñî-
ñòîÿíèè åñòü

P0 = |⟨i|f⟩|2 ≈ exp
(
−k2⟨x⟩2

)
= exp

(
−~2k2

2m

3

2ΘD

)
= exp

(
− 3R

2ΘD

)
,

(189)
ãäå ïðè âû÷èñëåíèè ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåì-
ïåðàòóðàõ ÿäðî íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.
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Çàäà÷à 85. Íàéòè âòîðîé âèðèàëüíûé êîýôôèöèåíò äëÿ ñìåñè èç
N1 è N2 íåéòðàëüíûõ àòîìîâ. [51]

Ðåøåíèå:
Ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ïàðíûõ ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèì
ïðèáëèæåíèåì äëÿ ðàçðåæåííîãî èíåðòíîãî ãàçà.

U(r1, ...rN ) =
∑
i<j

uαβij (ri, rj), (190)

ãäå èíäåêñû α, β óêàçûâàþò òèï ÷àñòèö.
Óäîáíî ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþÌàéåðà fαβij , îïðåäåëÿåìóþ

ñîîòíîøåíèåì
fαβij ≡ exp(−uαβij /T )− 1, (191)

êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïîòåíöèàë
ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñóùåñòâåíåí, ò.å. êîãäà àòîìû íàõîäÿòñÿ áëèç-
êî äðóã îò äðóãà. Òîãäà äëÿ íèçêîé ïëîòíîñòè ìîæíî ðàçëîæèòü ïîëíóþ
ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ U ïî ñòåïåíÿì f .

exp

(
−U
T

)
=
∏
i<j

(1+fαβij ) ≈ 1+
∑
i<j

fαβij = 1+
N2

1

2
f11ij +

N2
2

2
f22ij +N1N2f

12
ij ,

(192)
ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ÷èñëî ïàð ðàâíî N2

1 /2, N2
2 /2 äëÿ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö

è N1N2�äëÿ ðàçíûõ. Ââåì âèðèàëüíûå êîýôôèöèåíòû Bαβ(T ), ðàâíûå

Bαβ(T ) = −1

2

∫
fαβij (rij)d

3rij =
1

2

∫ (
1− e−uαβ

ij /T
)
d3rij . (193)

Òîãäà ∫
e−U/T

∏
α=1,2

d3rα1 ...d
3rαNα

=

= V N

[
1− 1

V

(
N2

1B11 +N2
2B22 + 2N1N2B12

)]
. (194)

Ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìû ó÷ëè, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ
àòîìîâ çàâèñèò òîëüêî îò îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è ïðîèíòåãðèðî-
âàëè ïî ïîëîæåíèþ èõ öåíòðà ìàññ. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F ñåé÷àñ èìååò
âèä

F ≈ Fèä +
TN2

V
B(T ), (195)
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ãäå N = N1 +N2 è âòîðîé âèðèàëüíûé êîýôôèöèåíò B(T ) ðàâåí

B(T ) =
N1

N
B11 +

N2

N
B22 + 2

N1N2

N2
B12 (196)

Çàäà÷à 86. Âûðàçèòü âåëè÷èíó
(
∂T
∂P

)
H
, õàðàêòåðèçóþùóþ èçìå-

íåíèå òåìïåðàòóðû ïðè ýôôåêòå Äæîóëÿ � Òîìñîíà, ÷åðåç òåïëî¼ì-
êîñòü è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ãàçà ñ èçâåñòíîé çàâèñèìîñòüþ âòî-
ðîãî âèðèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà îò òåìïåðàòóðû B(T ) = a − b/T , ãäå
a, b−−Const.

Ðåøåíèå:
Åñëè ïðîïóñòèòü îáúåì ãàçà V2 íàõîäèâøèéñÿ ïîä äàâëåíèåì P2 ÷åðåç
òàêóþ ïåðåãîðîäêó, ñ äðóãîé ñòîðîíû êîòîðîé ïîääåðæèâàåòñÿ äàâëåíèå
P1, P1 < P2, è ïðîïóùåííàÿ ìàññà ãàçà çàéìåò îáúåì V1 è, êðîìå òîãî,
èñêëþ÷èòü òåïëîîáìåí ñ îêðóæåíèåì, òî ýíåðãèÿ ãàçà ñòàíåò

E1 = E2 + P2V2 − P1V1, (197)

òî åñòü â äàííîì ïðîöåññå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ýíòàëüïèÿ ãàçà. Íàéäåì
íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ òåìïåðàòóðà ãàçà â ýòîì ïðîöåññå. Èç ðàâåíñòâ

dH = TdS + V dP = 0, dS =

(
∂S

∂T

)
P

dT +

(
∂S

∂P

)
T

dP =
CP

T
dT −

(
∂V

∂P

)
T

dP

(198)
ñëåäóåò (

∂T

∂P

)
H

=
1

CP

[
T

(
∂V

∂T

)
P

− V

]
(199)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ âèäà

P =
NT

V

(
1 +

BN

V

)
(200)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà BN/V îòñþäà ïîëó÷àåì

V =
NT

P
+BN (201)

è ñëåäîâàòåëüíî (
∂T

∂P

)
H

=
N

CP

[
T
dB

dT
−B

]
(202)
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Äëÿ ìíîãèõ ãàçîâ õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü âòîðîãî âèðèàëüíîãî êîýô-
ôèöèåíòà B îò òåìïåðàòóðû èìååò âèä

B(T ) = a− b

T
. (203)

Òîãäà ìû ïîëó÷èì(
∂T

∂P

)
H

=
N

CP

[
2b

T
− a

]
=
Na

CP

[
Tinv
T

− 1

]
, (204)

ãäå ìû ââåëè òåìïåðàòóðó èíâåðñèè Tinv = 2b/a. Ïðè T < Tinv ãàç â ðå-
çóëüòàòå äàííîãî ïðîöåññà áóäåò îõëàæäàòüñÿ. Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî
ïîëó÷àòü ñæèæåííûå ãàçû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ, ó êîòîðîãî
òåìïåðàòóðà èíâåðñèè íèçêà, íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ïðåäâàðèòåëüíîå
îõëàæäåíèå äëÿ äîñòèæåíèÿ òåìïåðàòóðû, ìåíüøåé òåìïåðàòóðû èí-
âåðñèè.

Çàäà÷à 87.Äëÿ äâóõàòîìíîãî ñëàáî íåèäåàëüíîãî ãàçà èçâåñòåí âòî-
ðîé âèðèàëüíûé êîýôôèöèåíò B(T ). Íàéòè ñðåäíþþ ýíåðãèþ â ðàñ÷åòå
íà îäíó ìîëåêóëó ãàçà.

Êàê èçìåíÿåòñÿ òåìïåðàòóðà òàêîãî ãàçà ïðè ðàñøèðåíèè åãî â ïó-
ñòîòó?

Ðåøåíèå:
E = Eèä− N2

V B′(T ). Ïðè ðàñøèðåíèè â ïóñòîòó E = Const. ×àùå âñåãî
íåèäåàëüíûé ãàç â òàêîì ïðîöåññå (ïðîöåññ Ãåé � Ëþññàêà) îõëàæäàåò-
ñÿ. Îäíàêî äëÿ îõëàæäåíèÿ ãàçà èñïîëüçîâàòü òàêîé ïðîöåññ íåóäîáíî.

Çàäà÷à 88. Âûðàçèòü âåëè÷èíó
(
∂T
∂P

)
H
, õàðàêòåðèçóþùóþ èçìåíå-

íèå òåìïåðàòóðû ïðè ýôôåêòå Äæîóëÿ � Òîìñîíà, ÷åðåç òåïëî¼ìêîñòü
è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ãàçà âàí-äåð-Âààëüñà.

Ðåøåíèå:
[8, � 13] Äëÿ ãàçà âàí-äåð-Âààëüñà ýíòàëüïèÿ

H = N

(
cV T +

T

1− nb
− 2an

)
, (205)

ãäå n = N/V � ïëîòíîñòü, cV � òåïëî¼ìêîñòü (â ðàñ÷¼òå íà ÷àñòèöó),
êîòîðóþ ñ÷èòàåì ïîñòîÿííîé. Íà ðèñ. 23 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè P (T )
äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ è êðèâàÿ èí-
âåðñèè â ïðîöåññå Äæîóëÿ � Òîìñîíà, êðèâàÿ, íà êîòîðîé(

∂T

∂P

)
H

= 0.
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P

T

n

x

Ðèñ. 23. Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò
òåìïåðàòóðû ïðè ýôôåêòå Äæîóëÿ �
Òîìñîíà. Ïîä æèðíîé êðèâîé � îá-
ëàñòü ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé ïðîèñõî-
äèò îõëàæäåíèå

Ðèñ. 24. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ãà-
çà âàí-äåð-Âààëüñà â ïîëå òÿæåñòè îò
âûñîòû. Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � àíà-
ëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ èäåàëüíîãî
ãàçà

Çàâèñèìîñòü P (T ) äëÿ èçîáðàæåíèÿ ãðàôèêîâ îïðåäåëåíà ïàðàìåòðè-
÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì (205) è óðàâíåíèÿ âàí-äåð-Âààëüñà

P =
nT

1− nb
− an2.

Çàäà÷à 89. Âûðàçèòü òåìïåðàòóðó, äàâëåíèå è ìîëÿðíûé îáú¼ì â
êðèòè÷åñêîé òî÷êå ÷åðåç ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå âàí-äåð-
Âààëüñà.

Ðåøåíèå:
Tk = 8a/27b; Pk = a/27b2; Vk = 3b .

Ñì., íàïðèìåð, [8, � 12],[1, � 83-84].

Çàäà÷à 90. Ãàç âàí-äåð-Âààëüñà íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿ-
æåñòè. Îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ãàçà îò âûñîòû, ñ÷èòàÿ òåì-
ïåðàòóðó ïîñòîÿííîé.

Ðåøåíèå:
Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî â çàäà÷å 66. Õèìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë ãàçà âàí-äåð-Âààëüñà âûðàæàåì êàê

(
∂F
∂N

)
V,T

, ãäå ñâîáîäíàÿ
ýíåðãèÿ

F = Fèä −NT ln

(
1− Nb

V

)
− N2a

V
.
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µ(x) = µèä − T ln (1− nb)− nbT

1− nb
− 2an,

µèä = T lnn+ f(T ).

Çàâèñèìîñòü n(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì µ(x) = µ−mgx.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà (ðèñ. 24) óäîáíåå âû÷èñëÿòü
x(n). Íîðìèðîâêà ãðàôèêîâ âûáðàíà òàêîé, ÷òîáû íà íèõ áûëî îäèíà-
êîâî ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö.

Çàäà÷à 91. Íàéòè õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû ñ ó÷å-
òîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè åå çâåíüÿìè öåïè. [34, 35]

Ðåøåíèå:
Â êà÷åñòâå ìîäåëè êîíôèãóðàöèè èäåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè ìû ïðè-
ìåì ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ èç N øàãîâ íà ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå
ñ øàãîì a. Ðàíåå ìû ðàññìîòðåëè îäíîìåðíóþ ìîäåëü è íàøëè ýíòðî-
ïèþ öåïè

S = ln
N !

N+!N−!
, (206)

ãäå N+ � ÷èñëî çâåíüåâ, îðèåíòèðîâàííûõ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè îñè x, N− � ÷èñëî çâåíüåâ, îðèåíòèðîâàííûõ â îòðèöàòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè îñè x. Ýòè âåëè÷èíû îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ âäîëü
îñè x êàê N+ − N− = x/a. Ñ÷èòàÿ x ≪ Na, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ýí-
òðîïèþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x/a è ïîëó÷èòü

S(x) = S(0)− x2

2Na2
(207)

Äëÿ òðåõìåðíîé öåïè ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå áëóæäàíèÿ ïî êàæäî-
ìó èç òðåõ èçìåðåíèé èìåþò N/3 øàãîâ � Nx = Ny = Nz = N/3 � è
âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì âêëàäîâ îò êàæäîãî
èçìåðåíèÿ

S(r) = S(0)− x2 + y2 + z2

2(N/3)a2
= S(0)− 3r2

2Na2
(208)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü P (r), ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè åñòü r,
ïðîïîðöèîíàëüíà

P (r) ∝ exp(S(r)) ∝ exp

[
− 3r2

2Na2

]
, (209)
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à ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè åñòü

r̄2 =

∫∞
0
r2e−αr24πr2dr∫∞

0
e−αr24πr2dr

= − d

dα
ln

∫ ∞

0

e−αr24πr2dr =
3

2α
= Na2, (210)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå α = 3/2Na2.
Äëÿ èäåàëüíîé öåïè

F0 = E0 − TS = E0 +
3r2T

2Na2
. (211)

Äëÿ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâåíüÿìè öåïè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
íèçêóþ ïëîòíîñòü çâåíüåâ, êîòîðóþ ìîæíî îöåíèòü êàê

n0 =
N

V
≈ N

r̄3
= N−1/2a−3. (212)

Cëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè
ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè. Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì, ïîëó-
÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
çâåíüÿìè öåïè

F ≈ F0 +NT
N

r̄3
B(T ) (213)

Äëÿ ãèáêîé öåïè âòîðîé âèðèàëüíûé êîýôôèöèåíò B(T ) ≈ a3. Îöåíèì
òåïåðü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàçìåð öåïè èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè

∂F

∂r̄
=

3T r̄

Na2
− 3TN2B

r̄4
= 0, (214)

îòêóäà

r̄ = aN3/5

(
B

a3

)1/5

(215)

Òàêèì îáðàçîì ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ B(T ) > 0, ÷òî
ïðèâîäèò ê îòòàëêèâàíèþ ìåæäó çâåíüÿìè, è ïîëèìåðíàÿ öåïü óâåëè-
÷èâàåòñÿ â ñâîèõ ðàçìåðàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíîé. Ýòîò ýôôåêò
ñòàíîâèòñÿ äîâîëüíî çàìåòíûì äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííûõ öåïåé ñ ÷èñ-
ëîì çâåíüåâ N = 104 − 105.

Â ñëó÷àå B(T ) < 0 ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, íå
èìååò ìèíèìóìà è ïîýòîìó öåïü äîëæíà íåîãðàíè÷åííî ñæèìàòüñÿ. Îä-
íàêî ïðè ñæàòèè öåïè ïëîòíîñòü çâåíüåâ âîçðàñòàåò è ïîýòîìó ñëåäóåò
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Ðèñ. 25. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ðàçìåðû èäåàëüíîé è íåèäåàëüíîé ïîëèìåðíûõ
öåïåé, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.

ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî ñòå-
ïåíÿì ïëîòíîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíûé (N/r̄3)2, êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò
ìèíèìàëüíûé ðàçìåð öåïè íà óðîâíå r̄ ≈ aN−1/3.

Íà ðèñ.25 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äàííûõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
äëÿ èäåàëüíîé è íåèäåàëüíîé ïîëèìåðíûõ öåïåé ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðåä-
ñêàçàíèÿìè.
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12. Ôàçîâûå ïåðåõîäû I ðîäà

Çàäà÷à 92. Íàéòè çàâèñèìîñòü òåïëîòû èñïàðåíèÿ λev îò òåìïåðà-
òóðû âäîëü êðèâîé ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòü � ïàð.

Ðåøåíèå:
Èìååì

dλev
dT

=
d

dT
(T∆S) =

λev
T

+ T

(
∂∆S

∂T

)
P

+ T

(
∂∆S

∂P

)
T

dP

dT
. (216)

Èñïîëüçóÿ (
∂∆S

∂P

)
T

=
∂(∆S, T )

∂(P, T )
= −∂(P, V )

∂(P, T
= −

(
∂V

∂T

)
P

, (217)

ïîëó÷èì
dλev
dT

=
λev
T

+∆Cp − T

(
∂∆V

∂T

)
P

λev
T∆V

. (218)

Äëÿ ïåðåõîäà æèäêîñòü � ãàç ∆V ≈ vg è ñ÷èòàÿ ïàð èäåàëüíûì ãàçîì,
ïîëó÷èì ÷òî ïåðâûé è òðåòèé ÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì èç

dλev
dT

= ∆Cp (219)

ñëåäóåò, ÷òî òåïëîòà ïåðåõîäà âäîëü êðèâîé ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòü � ïàð
î÷åíü ñëàáî çàâèñèò îè òåìïåðàòóðû.

Çàäà÷à 93. Íàéòè çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ íàñûùåííûõ ïàðîâ îò òåì-
ïåðàòóðû äëÿ ïåðåõîäà æèäêîñòü � ïàð.

Ðåøåíèå:
Ïîñêîëüêó îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäíó ìîëåêóëó â ãàçîâîé ôàçå, vg,
ãîðàçäî áîëüøå îáúåìà, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà îäíó ìîëåêóëó â æèäêîñòè,vl,
è ïàð â õîðîøåì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èäåàëüíûé
ãàç, ìû èìååì

dP

dT
=
λevP

RT 2
(220)

ãäå λev � òåïëîòà èñïàðåíèÿ 1 ìîëÿ, ðàâíàÿ 45 ÊÄæ, à R � ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ, 8,3 Äæ/ãðàä. Òîãäà

P (T ) = P (T0) exp

[
λev
R

(
1

T0
− 1

T

)]
(221)
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Èçâåñòíî, ÷òî âîäà ïðè íîðìàëüíîì äàâëåíèè êèïèò (ò.å. äàâëåíèå íàñû-
ùåííûõ ïàðîâ ñðàâíèâàåòñÿ ñ àòìîñôåðíûì äàâëåíèåì) ïðè T ≈ 370oK.
Ïðè óìåíüøåíèè äàâëåíèÿ â äâà ðàçà òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ ñíèæàåòñÿ
íà

∆T ≈ T 2
0R

λev
ln
P

P0
≈ 20oK. (222)

Çàäà÷à 94. Íàéòè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ â òðîéíîé
òî÷êå âîäû, åñëè â ñîñóäå ïîìèìî âîäÿíîãî ïàðà èìååòñÿ âîçäóõ ïðè
àòìîñôåðíîì äàâëåíèè Pa.

Ðåøåíèå:
Èñõîäíî òðîéíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿëàñü ðàâåíñòâîì õèìè÷åñêèõ ïîòåíöè-
àëîâ âñåõ òðåõ ôàç � òâåðäîé (s), æèäêîé (l) è ãàçîîáðàçíîé (g)

µs(P0, T0) = µl(P0, T0) = µg(P0, T0) (223)

Ïðèñóòñòâèå âîçäóõà óâåëè÷èâàåò äàâëåíèå â òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ,
÷òî ïðèâîäèò ê, êàê ìû óâèäèì íèæå, ê íåáîëüøîìó ñäâèãó òðîéíîé
òî÷êè. Òåïåðü óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ òðåõ ôàç çàïèñûâàåòñÿ êàê

µs(P0 + δP + Pa, T0 + δT ) = µl(P0 + δP + Pa, T0 + δT ) =

= µg(P0 + δP, T0 + δT ) (224)

Ðàñêëàäûâàåì ýòî ðàâåíñòâî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó δT è �ìàëîìó"ïàðàìåòðó
Pa+δP (îñíîâàíèåì äëÿ ðàçëîæåíèÿ çäåñü ñëóæèò ìàëàÿ ñæèìàåìîcòü
æèäêîé è òâåðäîé ôàç ïðè èçìåíåíèè äàâëåíèÿ íà Pa = 760 ìì.ðò.ñò.),
ïîëó÷àåì

(vs − vl)(δP + Pa) =
λf
T0
δT

vg(δP )− vl(δP + Pa) =
λev
T0

δT (225)

Îòêóäà

δP = Pa
∆(vl − vs)− vl

(vg − vl)−∆(vl − vs)
, δT ≈ vgδP − vlPa

λev
(226)

ãäå∆ = λev/λf . ×èñëåííî ïîëó÷àþòñÿ òàêèå ðåçóëüòàòû: δT ∼ 10−5 oK,
δP ∼ 10−2 ìì.ðò.ñò.

Çàäà÷à 95. Íàéòè êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ çàðîäûøà ïðè êîíäåíñàöèè
ïàðà â æèäêîñòü.
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Ðåøåíèå:
Îáðàçîâàíèå íîâîé ôàçû ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå ðîñòà çàðîäûøåé, êî-
òîðûå îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ôëóêòóàöèé, è ñâÿçàíî ñ îáðàçîâàíèåì
ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ôàç. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ïîâåðõíîñòíûå ýô-
ôåêòû ó÷èòûâàþòñÿ ââåäåíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî íà-
òÿæåíèÿ

Fsur = σS (227)

ãäå σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Äëÿ âîäû σ = 73 ýðã/ñì
2

ïðè T = 300oK.
Âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè E è V

ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ P0 è òåìïåðàòóðû T0, êàê èçâåñòíî,
ïðîïîðöèîíàëüíà

W ∼ exp

(
−E − T0S + P0V

T0

)
(228)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü, ÷òî n ìîëåêóë ïàðà ñêîíäåíñèðóþòñÿ â êàïåëüêó
æèäêîñòè îáúåìà vl = 4πr3/3, ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíîé ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè F = σ4πr2, ïðîïîðöèîíàëüíà

W ∼ exp

(
−∆F + P0∆V + 4πr2σ

T0

)
, (229)

ãäå èçìåíåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è îáúåìà ñêëàäûâàþòñÿ èç èçìåíåíèé
äëÿ æèäêîñòè (èíäåêñ l) è ïàðà (èíäåêñ g): ∆F = ∆Fg +∆Fl, ∆V =
∆Vg +vl. Äàâëåíèå P â êàïëå æèäêîñòè ðàäèóñà r èç-çà ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ áîëüøå äàâëåíèÿ ïàðà P0 íà âåëè÷èíó ∆P = 2σ/r. Òîãäà

∆F + P0∆V = ∆Fg + P0∆Vg +∆Fl + Pvl + (P0 − P )vl =

= n [µl(P, T0)− µ(P0, T0)] + (P0 − P )vl. (230)

Ðàñêëàäûâàÿ µl(P, T0) ≈ µl(P0, T0) + (P − P0)vl , ïîëó÷èì

∆F + P0∆V + 4πr2σ = ∆Φ′ = n [µl(P0, T0)− µ(P0, T0)] + 4πr2σ. (231)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî â æèäêîñòè íà îäíó ìîëåêóëó ïðèõîäèòñÿ ôèêñèðîâàííûé
îáúåì v0 è n ìîëåêóë íîâîé ôàçû èìååò ôîðìó ñ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ, ò.å. øàðà ðàäèóñà r, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∆Φ′ =
4πr3

3v0
∆µ+ 4πr2σ (232)
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Ðèñ. 26. Èçìåíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè îáðàçîâàíèè êàïëè
íîâîé ôàçû ðàäèóñà r.

çàâèñèìîñòü êîòîðîé îò ðàäèóñà êàïëè íîâîé ôàçû ïîêàçàíà íà ðèñ.26.
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå îáðàçîâàíèå êàïëè íîâîé ôàçû,
êîòîðîå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ôëóêòóàöèé, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ðàäèó-
ñå êàïëè r < rc ñâÿçàíî ñ âîçðàñòàíèåì ïîòåíöèàëà Ãèááñà (â êîíå÷íîì
ñ÷åòå � ñ óìåíüøåíèåì ýíòðîïèè). Ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî ðåäêèõ ôëóê-
òóàöèÿõ, êîãäà ðàäèóñ êàïëè íîâîé ôàçû äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ rc, äàëü-
íåéøèé ðîñò ðàäèóñà êàïëè áóäåò ïðèâîäèòü ê óìåíüøåíèþ ïîòåíöèàëà
Ãèááñà. Êðèòè÷åñêèé ðàçìåð êàïëè íîâîé ôàçû íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

d

dr

[
4πr3

3v0
∆µ+ 4πr2σ

]
= 0 (233)
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îòêóäà

rc =
2σv0
|∆µ|

(234)

Èçìåíåíèå ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò

Φ′(r = rc)− Φ′(r = 0) =
16πσ3v20
3(∆µ)2

(235)

à âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ çàðîäûøà íîâîé ôàçû òàêîãî ðàçìåðà

W (r = rc) ∝ exp

[
− 16πσ3v20
3T (∆µ)2

]
(236)

Çàäà÷à 96. Íàéòè íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ
çàðîäûøà íîâîé ôàçû, åñëè çàðîäûø èìååò çàðÿä. [46]

Ðåøåíèå:
Âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèå çàðîäûøà íîâîé ôàçû íà çàðÿæåííîé ÷àñòèöå
áîëüøå èç-çà óìåíüøåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ìû ïðåäñòàâèì çàðÿæåííûé èîí â âèäå øàðèêà ðàäèóñà a, òî èç-
ìåíåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñâÿçàííîå ñ êîíäåíñàöèåé íà íåì
æèäêîñòè â âèäå êàïëè ðàäèóñà r, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε
êîòîðîé ãîðàçäî áîëüøå ÷åì ïàðà, ñîñòàâëÿåò

∆W =

∫ r

a

E′D − E2

8π
4πr′2dr′ =

(
1

ε
− 1

)∫ r

a

e2dr′

2r′2
< 0, (237)

ãäå E′ = e/r′2 � ïîëå èîíà äî êîíäåíñàöèè; òîãäà èç óñëîâèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè D íà âíåøíåé ãðàíèöå êàïëè ïîñëå êîíäåíñàöèè D = e/r2 ò.å.
E = e/(εr′2) (ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîäû).

Íà ýòî ïðèíöèïå îñíîâàíî äåéñòâèå êàìåðû Âèëüñîíà, ïîçâîëÿþùåé
âèçóàëüíî íàáëþäàòü òðåêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ïóñòü èìååòñÿ íàñû-
ùåííûé ïàð, à çàòåì äàâëåíèå àäèàáàòè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ íà δP çà
ñ÷åò áûñòðîãî óâåëè÷åíèÿ îáú¼ìà êàìåðû. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü îáðàçî-
âàíèÿ êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà. Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå P 1−γT γ =
Const (çäåñü γ = Cp/Cv � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû), ñëåäîâàòåëüíî

δT =
T (γ − 1)

Pγ
δP (238)

Òîãäà

∆µ = (v − v)δP − (s − s)δT ≈
[
v − λ(γ − 1)

Pγ

]
|δP | < 0 (239)
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è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåíàñûùåííûé ïàð. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî êîí-
äåíñàöèÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü íà èîíàõ, îáðàçîâàííûõ çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöåé âäîëü åå òðàåêòîðèè äëÿ íå î÷åíü áîëüøîé ñòåïåíè ïðåñûùåíèÿ
áîëüøå ñ ôàêòîðîì exp(−∆W/T ), ÷åì â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ íåé-
òðàëüíîãî çàðîäûøà.

Çàäà÷à 97. Íàñûùåííûé âîäÿíîé ïàð íàõîäèòñÿ â òåïëîèçîëèðî-
âàííîì ñîñóäå. Îáú¼ì ñîñóäà óìåíüøàþò. Ñòàíåò ëè ïàð ïåðåñûùåí-
íûì?

Ðåøåíèå:

Ñðàâíèì âåëè÷èíó

(
∂T

∂V

)
S

ñ
dT

dV
âäîëü êðèâîé ðàâíîâåñèÿ ôàç.

(
∂T

∂V

)
S

=
∂(T, S)

∂(V, S)
=
∂(P, V )

∂(V, S)
=
∂(P, V )

∂(V, T )

∂(V, T )

∂(V, S)
= −

(
∂P

∂T

)
V

T

CV
,

dV

dT
=

(
∂V

∂T

)
P

+

(
∂V

∂P

)
T

dP

dT
=

(
∂V

∂T

)
P

+

(
∂V

∂P

)
T

q

T∆v
.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ PV = NT è ∆v ≈ V/N(
∂T

∂V

)
S

/ dT
dV

=
N

CV

( q
T

− 1
)

Çàäà÷à 98. Íàéòè çàâèñèìîñòü ñêðûòîé òåïëîòû ôàçîâîãî ïåðåõîäà
îò òåìïåðàòóðû dq/dT . Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè èñïàðåíèÿ (íàïðèìåð, âîäû
ïðè T ∼ 100 oC) è ïëàâëåíèÿ ëüäà.

Ðåøåíèå:
Ïðåäñòàâèâ ñêðûòóþ òåïëîòó èñïàðåíèÿ â âèäå q = T∆s, ïîëó÷àåì

dq

dT
= ∆s+ T

d∆s

dT
=
q

T
+ T

(
∂∆s

∂T

)
P

+ T

(
∂∆s

∂P

)
T

dP

dT
=

=
q

T
+∆cP −

(
∂∆v

∂T

)
P

q

∆v
. (240)

Äëÿ èñïàðåíèÿ âîäû ìîæíî ïðèíÿòü ∆v = v = T/P , ÷òî ïðèâîäèò ê

dq

dT
= ∆cP ≡ cPïàðà − cPæèäê. ≪

q

T
.

Åñëè èíòåðâàë òåìïåðàòóð íå î÷åíü øèðîê, ìîæíî ïðèíÿòü ñ õîðîøåé
òî÷íîñòüþ q ≈ const.
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Äëÿ ïëàâëåíèÿ ëüäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â (240)
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì.

Çàäà÷à 99. Äàâëåíèå íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû:

T (o C) 20 30 100
P (Ïà) 2333 4240 101325

(ñì. [19].)
Ïðèíÿâ, ÷òî ñêðûòàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû

ëèíåéíî, ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü P (T ) â ýòîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð.
Íàéòè çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà îò òåì-

ïåðàòóðû.
Ðåøåíèå:

Îòâåò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

P = P0 exp

(
q

T0
− q

T

)(
T0
T

)a

,

ãäå P0 = 2333 Ïà, T0 = 293o Ê, q = 6724, 8o Ê, a = 4, 7695.
Ïëîòíîñòü n = Pµ/RT , µ = 18 ã, R = 8, 314 Äæ /(ìîëü Ê). 17

Çàäà÷à 100. Íàñûùåííûé âîäÿíîé ïàð ïðè T=100 oC èìåë äàâëå-
íèå 1 àòì. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèëàñü åãî ïëîòíîñòü â ïðîöåññå,
ïðè êîòîðîì äàâëåíèå âîçðîñëî äî 1,01 àòì. è ïàð îñòàëñÿ íàñûùåííûì?

Ðåøåíèå:

dv ï

v ï

= −dP
P

(
1− T

q

)
.

Ïîäñòàâèâ q = 6, 78 · 10−20Äæ/÷àñò., kÁ = 1, 38 · 10−23Äæ/Ê,
T = 373Ê, ïîëó÷àåì kÁT/q = 0, 076 ≪ 1, òàê ÷òî dv ï/v ï = −0, 01.

Çàäà÷à 101. Â ñîñóä, îáú¼ì êîòîðîãî 1 ë, íàëèëè 1 ã âîäû è çàêó-
ïîðèëè åãî, ïîñëå ÷åãî ñîñóä ñòàëè íàãðåâàòü. Ïðè êàêîé òåìïåðàòóðå
âñÿ âîäà èñïàðèòñÿ?

Ðåøåíèå:
×èñëî ìîëåé âîäû â ñîñóäå ν = 1/18, íà ìîëü ïðèõîäèòñÿ îáú¼ì v =
22, 4 · 10−3 · 293/273 ì3. Èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
Pv = RT , ãäå çàâèñèìîñòü P(T) íàéäåíà ðàíåå, R = 8, 314 Äæ/(ìîëü
Ê). T = 35oC.

17 Òóò ÷òî-òî ÿâíî íå òî ñ îêðóãëåíèåì, íî ìû âîñïðîèçâåëè òî÷íîñòü, óêàçàííóþ
â òàáëèöàõ [19].
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Ïðè âû÷èñëåíèè ÷èñëà ÷àñòèö âîäû â ñîñóäå ìû ïðåíåáðåãàëè íà-
ëè÷èåì ïàðà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Â ðàñ÷¼òå çàâèñèìîñòè P (T ) íå
ó÷òåíî äàâëåíèå âîçäóõà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñóäå. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî ýòî ïðèâîäèò ê ìàëûì ïîïðàâêàì.

Çàäà÷à 102. Â çàêðûòîì ñîñóäå íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè ïàð è íåáîëü-
øîå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè. Ïðè íàãðåâàíèè ñîñóäà êîëè÷åñòâî æèäêî-
ñòè óáûâàåò è ïðè íåêîòîðîé òåìïåðàòóðå â ñîñóäå îñòà¼òñÿ òîëüêî ïàð.
Ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå òåïëî¼ìêîñòü ñîäåðæèìîãî ñîñóäà èñïûòûâàåò
ñêà÷îê. Íàéòè âåëè÷èíó ýòîãî ñêà÷êà. Îáú¼ì ñîñóäà â ïðîöåññå íàãðå-
âàíèÿ ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì.

Ðåøåíèå:

∆CV

N
= − q

T

( q
T

− 1
)
.

(Ó÷òåíî, ÷òî v ï ≫ v â.) Ïðè íàëè÷èè âîäû òåïëî¼ìêîñòü îïðåäåëÿëàñü
â ïåðâóþ î÷åðåäü åå èñïàðåíèåì, ïîýòîìó ñêà÷îê î÷åíü âåëèê∆C ≈ 240.

Çàäà÷à 103. Çà êàêîå âðåìÿ èñïàðèòñÿ êàïëÿ âîäû, íàõîäÿùàÿñÿ â
ñóõîì âîçäóõå, òåìïåðàòóðà êîòîðîãî ðàâíà 20 oC? Íà÷àëüíûé ðàäèóñ
êàïëè ðàâåí a0 = 1 ìì. Êàêîé áóäåò â ïðîöåññå èñïàðåíèÿ òåìïåðàòó-
ðà êàïëè? Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè âîäÿíîãî ïàðà â âîçäóõå ðàâåí D =
0, 22 ñì2/c, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âîçäóõà λ = 0, 024 Âò/(ñìÊ),
äàâëåíèå íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà è ñêðûòóþ òåïëîòó èñïàðåíèÿ âî-
äû q â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ìîæíî íàéòè â ïðåäûäóùèõ çàäà-
÷àõ.

Ðåøåíèå:
Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè
ïàðà n(r) è òåìïåðàòóðû T (r) âîêðóã êàïëè óñòàíàâëèâàþòñÿ çà âðåìÿ,
ãîðàçäî ìåíüøåå, ÷åì ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ å¼ ðàäèóñ a. Îñíîâàíè-
åì äëÿ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøàÿ ðàçíèöà ïëîò-
íîñòåé âîäû næ è ïàðà n. Äåéñòâèòåëüíî, îöåíêó âðåìåíè t0, çà êî-
òîðîå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè âîäÿíîãî ïàðà íà
ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà ðàäèóñà êàïëè a, ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ

äèôôóçèè
∂n

∂t
= D∆n, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ïàðà ñóùåñòâåííî

ïàäàåò íà ðàññòîÿíèè ∼ a îò êàïëè: n/t0 ∼ Dn/a2, t0 ∼ a2/D. Îöåíêà
æå âðåìåíè t ñóùåñòâåííîãî ñìåùåíèÿ ãðàíèöû êàïëè ïîëó÷àåòñÿ èç

óñëîâèÿ
∣∣∣næ da

dt

∣∣∣ ≈ |D∇n|, îòêóäà næa/t ∼ Dn/a, t ∼ næ
n t0 ≫ t0. Òà-

êèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèå ïàðà ïðè îïðåäåë¼ííîì
çíà÷åíèè ðàäèóñà êàïëè ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ êàê ñòàöèîíàðíîå. Ýòî
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çíà÷èò, ÷òî äèôôóçèîííûé ïîòîê ÷àñòèö I = −Ddn
dr

4πr2 íå çàâèñèò îò

r. Îòñþäà n(r) =
I

4πDr
(ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî n → 0 ïðè r → ∞). Ïî-

òîê I ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç êîíöåíòðàöèþ ïàðà íà ãðàíèöå êàïëè
na ≡ n(a) : I = 4πDana. Ýòî êîíöåíòðàöèÿ íàñûùåííîãî ïàðà ïðè òåì-
ïåðàòóðå êàïëè, ðàâíîé Ta ≡ T (a). Ýòà òåìïåðàòóðà íèæå òåìïåðàòóðû
îêðóæàþùåãî âîçäóõà T0 = T (∞). Ê êàïëå íàïðàâëåí ïîòîê òåïëîòû,
íåîáõîäèìûé äëÿ èñïàðåíèÿ âîäû ñ åå ïîâåðõíîñòè Q = Iq.

Âåëè÷èíà ýòîãî ïîòîêà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû: Q =

λ
dT

dr
4πr2 è òàêæå íå çàâèñèò îò r. Ïîýòîìó T (r) = − Q

4πλr
+

+T0. Òåìïåðàòóðà êàïëè Ta = T0 − Dq

λ
na. Óìåíüøåíèå òåìïåðàòóðû

êàïëè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïëîòíîñòè îêðóæàþùåãî å¼ íàñûùåííî-
ãî ïàðà, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü óìåíüøàåò äèôôóçèîííûé ïîòîê îò êàïëè
è âëèÿåò òåì ñàìûì íà âåëè÷èíó δT = T0 − Ta. Âåëè÷èíó δT íàõîäèì

èç óðàâíåíèÿ δT =
Dq

λ
n(T − δT ). (Çàâèñèìîñòü n(T ) íàéäåíà â çàäà÷å

5.3). Êàïëÿ îêàçûâàåòñÿ õîëîäíåå îêðóæàþùåãî âîçäóõà íà δT ≈ 15 Ê.

Îáú¼ì êàïëè óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ
4π

3

d a3

dt
=

I

næ
, ãäå næ =

= 1 ã/ñì3� ïëîòíîñòü âîäû. Ïîäñòàâèâ I = 4πDana, ïîëó÷àåì a2 =

a20 − 2D
na
næ

t, âðåìÿ èñïàðåíèÿ êàïëè t =
a20næ
2Dna

≈ 56 ìèí. (Áåç ó÷åòà

îõëàæäåíèÿ êàïëè ìû ïîëó÷èëè áû t ≈ 22 ìèí).

Çàäà÷à 104. Íàéòè ðàäèóñ êðèâèçíû êàïëè âîäû, íàõîäÿùåéñÿ â
ðàâíîâåñèè ñ ïåðåñûùåííûì ïàðîì, è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü òàêîãî
ðàâíîâåñèÿ.

Ðåøåíèå:
Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî òåìïåðàòóðà êàïëè ñîâïàäàåò ñ òåìïåðàòóðîé
ïàðà T . Îáîçíà÷èì äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà, íàõîäÿùåãîñÿ â êîíòàê-
òå ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè, P (0). Ýòî äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì µ0(T, P

(0)) = µ(T, P (0)), ãäå µ0 è µ � õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû
ïàðà è æèäêîñòè. (Äàëåå àðãóìåíò T , êîòîðûé âñþäó èìååò îäíî è òî
æå çíà÷åíèå, îïóñêàåì.)

Äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà, íàõîäÿùåãîñÿ â êîíòàêòå ñ ïîâåðõíî-
ñòüþ êàïëè æèäêîñòè, îáîçíà÷èì P0, à ”

ïåðåñûùåíèå ïàðà“ δP = P0 −
P (0). Êàê èçâåñòíî, äàâëåíèå æèäêîñòè â êàïëå ðàäèóñà r áîëüøå äàâëå-

íèÿ ïàðà íà âåëè÷èíó
2α

r
, ãäå α � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
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h

µ
1

µ
2
 

P(0) P
0
 P P′′

P′ 

Ðèñ. 27. Ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíîãî ðàçìåðà êàïëè

æåíèÿ. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáìåíó ìîëåêóëàìè ìåæäó
æèäêîñòüþ è ïàðîì

µ0(P0) = µ

(
P0 +

2α

r

)
. (241)

Äàëåå ìîæíî ñäåëàòü ðàçëîæåíèå ïî ìàëûì âåëè÷èíàì δP äëÿ ïàðà

è δP +
2α

r
� äëÿ æèäêîñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂µ

∂P
= v =

V

N
,

v ≪ v0, ïîëó÷àåì
18

δP =
2α

r

v

v0 − v
≈ 2α

r

v

v0
.

Íà ðèñ.27 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïàðà (µ1) è
æèäêîñòè (µ2) îò äàâëåíèÿ. Äàâëåíèå P0 áîëüøîãî îáúåìà ïàðà , à ñ íèì
è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïàðà µ0(P0) ìîæíî ñ÷èòàòü íåèçìåííûì. Äàâ-

ëåíèå æèäêîñòè P = P0 +
2α

r
. Åñëè ðàäèóñ êàïëè óìåíüøèòñÿ (çà ñ÷åò

18 Äëÿ æèäêîñòè ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìíîãî ìåíüøå, òàê êàê
∂v

∂P

2α

r
≪ v,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü ëèíåéíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ.
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ôëóêòóàöèé ÷èñëà ìîëåêóë â êàïëå), òî äàâëåíèå â íåé âîçðàñòåò (P ′ íà
ðèñ. 27), õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñòàíåò áîëüøå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
ïàðà, îáìåí ìîëåêóëàìè ñ ïàðîì áóäåò ïðèâîäèòü ê ïðåèìóùåñòâåííîìó
ïåðåõîäó ìîëåêóë èç êàïëè â ïàð è äàëüíåéøåìó óìåíüøåíèþ ðàäèóñà
êàïëè. È íàîáîðîò, ñëó÷àéíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÷àñòèö â êàïëå âåäåò ê
óìåíüøåíèþ äàâëåíèÿ â íåé (P ′′ íà ðèñ. 27), óìåíüøåíèþ åå õèìè÷åñêî-
ãî ïîòåíöèàëà è äàëüíåéøåìó ðîñòó êàïëè. Òàêèì îáðàçîì ðàâíîâåñèå

êàïëè ðàäèóñà r =
2α

δP

v

v0
ñ ïåðåñûùåííûì ïàðîì íåóñòîé÷èâî, (ñì. òàê-

æå [18, �35,41] [8, �27].)
Çàäà÷à 105. Íàéòè çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ ëüäà îò

äàâëåíèÿ íà ë¼ä ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà äàâëåíèå îáðàçóþùåéñÿ ïðè ýòîì
âîäû îêàçûâàåòñÿ ðàâíî àòìîñôåðíîìó.

13. Ôàçîâûå ïåðåõîäû II ðîäà (êðèòè÷åñêèå
ÿâëåíèÿ)

Çàäà÷à 106. Âåùåñòâî èìååò òåìïåðàòóðó íåìíîãî íèæå òåìïåðàòó-
ðû ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà. Èìåþòñÿ äâå îáëàñòè âåùåñòâà, â
êîòîðûõ ïàðàìåòð ïîðÿäêà η = ±η0. Ïîëàãàÿ, ÷òî íà ïåðåõîäíîì ó÷àñò-
êå ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè ïàðàìåòð η çàâèñèò ëèøü îò îäíîé êîîð-
äèíàòû x, è èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ñ çàäà÷àìè àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
íàéòè çàâèñèìîñòü η(x) è âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ (â ðàì-
êàõ ìîäåëè Öåðíèêå - Îðíøòåéíà � ????).

Ðåøåíèå:
[16, ãë.VII] . Çàâèñèìîñòü η(x) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ìèíèìóìà ôóíê-
öèîíàëà

Ω =

∞∫
−∞

[
g

(
dη

dx

)2

+ ϕ(η)

]
dx, ãäå ϕ = atη2 +Bη4, t = T − Tk, t < 0.

(242)
Â îáëàñòè âåùåñòâà, ãäå ðàñïîëîæåíà îäíà ôàçà, ïàðàìåòð ïîðÿäêà η
èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìóìó ϕ(η):

η0 = ±
(
a|t|
2B

)1/2

.

Óñëîâèå ìèíèìóìà Ω ïîäîáíî ïðèíöèïó íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â
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êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ ÷àñòèöû. Ïðè ýòîì x èãðàåò ðîëü âðåìå-
íè, η � êîîðäèíàòû, ϕ � ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (ñ îáðàòíûì çíàêîì),
g � ïîëîâèíû ìàññû. Ïåðåõîä îò îáëàñòè η0 < 0 ê îáëàñòè η0 > 0 �
äâèæåíèå ÷àñòèöû.

Ìû íå áóäåì çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ýòîé âàðèàöèîííîé çà-
äà÷è (

”
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ“), à ñðàçó æå çàïèøåì

”
èíòåãðàë ýíåðãèè“:

g

(
dη

dx

)2

− ϕ(η) = E.

Â ãëóáèíå êàæäîé èç ôàç ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííûì è
ðàâíûì ±η0. Ýòîìó îòâå÷àåò âûáîð ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ E =
−ϕ(η0). Òàêèì îáðàçîì,

g

(
dη

dx

)2

= ϕ(η)− ϕ(η0). (243)

Ïîäñòàâèâ ϕ, η0, ïîëó÷àåì (äëÿ äâèæåíèÿ îò η < 0 ê η > 0)

dη

dx
=

(
B

g

)1/2

(η20 − η2).

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî íàéòè

η = η0 th
x

R
, R =

(
2g

a|t|

)1/2

.

Êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ
”
ïîâåðõíîñòíîé“

äîáàâêîé ê ïîòåíöèàëó Ω:

σ = ∆Ω =

∞∫
−∞

[g(η′(x))2 + ϕ(η)− ϕ(η0)]dx. (244)

Ñ ó÷åòîì (243),(244)

σ = 2g

∞∫
−∞

[η′(x)]2dx = 2(Bg)1/2
η0∫

−η0

(η20 − η2)dη =
g1/2(2a|t|)3/2

3B
.

Çàäà÷à 107.
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Íàéòè â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ïîâåäåíèå âáëèçè êðèòè÷åñêîé
òî÷êè íàìàãíè÷åííîñòè, òåïëîåìêîñòè, âîñïðèèì÷èâîñòè. [45]

Ðåøåíèå:
Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî â ÷ëåíå, îïèñûâà-

þùåì âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñïèíàìè, ìîæíî ïðîâåñòè çàìåíó Sj → S̄,
ò.å. ðàññìàòðèâàåì êàæäûé ñïèí êàê íàõîäÿùèéñÿ â ñðåäíåì ïîëå, ñî-
çäàâàåìîì áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Òîãäà âû÷èñëåíèå ñòàòñóììû

Z =
∑

Si=±1

exp

β∑
i,j

Ji,jSiSj + β
∑
i

hiSi

 , (245)

ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñóìì ïî äâóì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì
ñïèíà â êàæäîì óçëå ðåøåòêè

Z =
∏
i

∑
Si=±1

exp [β(2dJ + h)Si] =
[
2 cosh

(
2dJS̄ + h

)]N
(246)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñïèíû ðàñïîëîæåíû íà ïðîñòîé
êóáè÷åñêîé d-ìåðíîé ðåøåòêå è íàõîäÿòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïî-
ëå. Òåïåðü ìîæíî íàéòè íàìàãíè÷åííîñòü, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí ñïèí

S̄ =
M

N
=
T

N

∂ lnZ

∂h
= tanh[β(2dJS̄ + h) →h→0= tanh(2βdJS̄) (247)

Â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå ïîëó÷àåòñÿ íåíóëåâàÿ íàìàãíè÷åííîñòü ïðè
óñëîâèè 2βdJ > 1, ò.å. êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà Tc = 2dJ .

Íåìíîãî íèæå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âåëè÷èíà S̄ ìàëà è ìîæíî
ðàçëîæèòü tanh, ïîëó÷àÿ óðàâíåíèå

S̄ =
Tc
T
S̄ − 1

3

(
TcS̄

T

)3

. (248)

Îòñþäà ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îò òåìïåðàòóðû âáëè-
çè êðèòè÷åñêîé òî÷êè â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ

S̄ =

√
3(Tc − T )T

T 2
c

≈

√
3(Tc − T )

Tc
, (249)

ò.å. çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà òàêîå æå
êàê â òåîðèè Ëàíäàó β = 1/2.
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Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ E â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ðàâíà

E = −NdJS̄2, (250)

ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ñïèíîâ. Âûøå êðèòè÷åñêîé òî÷êè S̄ = 0, à íåìíîãî
íèæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå

E = −NdJ 3(Tc − T )

2dJ
, (251)

îòêóäà ïîëó÷àåì ñêà÷åê òåïëîåìêîñòè â òî÷êå ôàçîâîãî ïåðåõîäà

∆C ≡ C(Tc + 0)− C(Tc − 0) = −3

2
N. (252)

Â ëèíåéíîì ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ h ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåòñÿ óðàâ-
íåíèå

h = S̄

(
T − Tc)

T

)
+

1

3

(
TcS̄

T

)3

(253)

òàêîå æå êàê â òåîðèè Ëàíäàó, òàê ÷òî ñîâïàäàþò âñå êðèòè÷åñêèå ïî-
êàçàòåëè.

Íåäîñòàòêîì òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæåíèå ôëóêòó-
àöèÿìè, à èõ ðîëü âîçðàñòàåò ñ ïîíèæåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåð-
íîñòè ðåøåòêè èç-çà óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ñîñåäåé, âëèÿþùèõ íà âûñòðà-
èâàíèå äàííîãî ñïèíà. Êàê ñëåäñòâèå äëÿ ëèíåéíîé öåïî÷êè (d = 1)
òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ ïðåäñêàçûâàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé
òåìïåðàòóðû, òîãäà êàê òî÷íîå ðåøåíèå ïîêàçûâàåò îòñóòñòâèå ñïîí-
òàííîãî íàìàãíè÷èâàíèÿ.

Çàäà÷à 108.
Èñïîëüçóÿ òåîðèþ Ëàíäàó íàéòè íàìàãíè÷åííîñòü â ìàãíèòíîì ïîëå

âèäà h = h0δ(ρ⃗), ãäå ρ - äâóìåðíûé âåêòîð â ïëîñêîñòè x, y (â ñèñòåìó
âíåñëè î÷åíü òîíêèé áåñêîíå÷íî äëèííûé ñîëåíîèä âäîëü îñè z).

Ðåøåíèå:
Âàðüèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè (íàìàãíè÷åííîñòü èìå-

åò òîëüêî z-êîìïîíåíòó),

F =

∫
dV
[
aM2 + bM4 + c(∇M)2 − h0δ(ρ)M

]
, (254)

ïîëó÷àåì

δF =

∫
dV
[
2aM + 4bM3 − 2c∆M − h0δ(ρ)

]
δM, (255)
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çäåñü ìû îäèí ðàç ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì ÷ëåí ñ ãðàäèåíòîì è
îïóñòèëè ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí, ñ÷èòàÿ ÷òî ∇M → 0 íà ãðàíèöå îáðàçöà.
Èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ðàâíîâåñíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà âûøå êðèòè÷å-
ñêîé òî÷êè

−∆M +
a

c
M =

h0
2c
δ(ρ), (256)

çäåñü ∆ - äâóìåðíûé ëàïëàñèàí. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå a/c = 1/ξ2 è áóäåì
ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

M(k⃗) =

∫
e−ik⃗·ρ⃗M(ρ⃗)d2ρ⃗, (257)

ïîëó÷àÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå(
k2 +

1

ξ2

)
M(k⃗) =

h0
2c
. (258)

Âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èìååì

M(ρ⃗) =

∫
eik⃗·ρ⃗

k2 + 1/ξ2
d2k⃗

(2π)2
. (259)

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

1

k2 + 1/ξ2
=

∫ ∞

0

dλe−λ(k2+1/ξ2), (260)

ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ñíà÷àëà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïî kx, ky,
íàïðèìåð, ∫ +∞

−∞
dkxe

−λk2
x+ikxx =

√
π

λ
e−x2/4λ, (261)

òàê ÷òî ïîëó÷àåì

M(ρ⃗) =
B0

8πc

∫ ∞

0

dλ

λ
e−(ρ2/4λ+λ/ξ2). (262)

Ýòîò èíòåãðàë äëÿ ρ≫ ξ áåðåòñÿ ìåòîäîì Ëàïëàñà, èìåííî,∫
g(λ)e−f(λ)dλ ≈ g(λ0)

√
2π

f ′′(λ0)
e−f(λ0), (263)
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ãäå â òî÷êå λ0 ôóíêöèÿ f(λ) èìååò ìèíèìóì. Â íàøåì ñëó÷àå

f(λ) =
ρ2

4λ
+
λ

ξ2
, (264)

ñëåäîâàòåëüíî

f ′(λ) = − ρ2

4λ2
+

1

ξ2
→ λ0 =

ρξ

2
, f(λ0) =

ρ

ξ
≫ 1, f ′′(λ0) =

ρ2

2λ30
. (265)

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ïîñëå ïîäñòàíîâêè âñåõ ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé

M(ρ⃗) =
h0
4c

√
ξ

2πρ
e−ρ/ξ, (266)

ò.å. ξ � äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé äëèíîé (ðàññòîÿíèåì,
íà êîòîðîì ñèñòåìà ïåðåñòàåò îùóùàòü âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà
â íà÷àëå êîîðäèíàò, âûñòðîåííîãî ïðèëîæåííûì âíåøíåì ìàãíèòíûì
ïîëåì). Âñïîìèíàÿ î ââåäåííîì äëÿ ξ îáîçíà÷åíèè

ξ =

√
c

α(T − Tc)
∼ (T − Tc)

−1/2 (267)

ìû íàõîäèì, ÷òî êðèòè÷åñêèé èíäåêñ äëÿ êîððåëÿöèîííîé äëèíû ν =
1/2.

Çàäà÷à 109.
Íàéòè ñêà÷îê òåïëî¼ìêîñòè ëàòóíè ñîñòàâà CuZn â òî÷êå óïîðÿ-

äî÷åíèÿ ñïëàâà. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà êóáè÷åñêàÿ îáú¼ìíîöåíòðè-
ðîâàííàÿ. Èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ, ó÷èòûâàÿ
ëèøü âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Ðåøåíèå:
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèñòàëë, íàõîäÿùèéñÿ â òåðìîñòàòå, è

îïðåäåëÿòü åãî ñîñòîÿíèå, íàõîäÿ ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè F = E−
TS. ×òîáû âûðàçèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, íàì íóæíî íàéòè ýíåðãèþ
âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ äðóã ñ äðóãîì è ýíòðîïèþ êðèñòàëëà, ñâÿçàííóþ
ñ ðàçìåùåíèåì àòîìîâ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü
”
ìåäíóþ“ ïîäðåø¼òêó A, à

”
öèíêîâóþ“ � B. ×èñ-

ëî àòîìîâ ìåäè â
”
ìåäíîé“ ïîäðåø¼òêåNaA, ÷èñëî àòîìîâ öèíêà â ”

ìåä-
íîé“ ïîäðåø¼òêåNbA, ÷èñëî àòîìîâ ìåäè â ”

öèíêîâîé“ ïîäðåø¼òêåNaB ,
÷èñëî àòîìîâ öèíêà â

”
öèíêîâîé“ ïîäðåø¼òêå NbB .

NaA +NaB = N ; NbA +NbB = N ;
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NaA +NbA = N ; NaB +NbB = N ;

Îäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé � ñëåäñòâèå òðåõ äðóãèõ. Âñëåäñòâèå ýòèõ
ñîîòíîøåíèé ëèøü îäíà èç âåëè÷èí NaA, NaB, NbA, NbB ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ íåçàâèñèìîé.

Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííûìè ÷èñëàìè àòîìîâ â ïîä-
ðåø¼òêàõ

Γ = CNaA

N CNaB

N =
N !

NaA!NbA!

N !

NaB !NbB !
,

ýíòðîïèÿ S = lnΓ.
Ìû ó÷èòûâàåì âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî àòîìîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñî-

ñåäíèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ÿ÷åéêàõ (à ïîòîìó � â ðàçíûõ ïîäðåø¼òêàõ).
Ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ

”
ìåäü - ìåäü“ îáîçíà÷àåì Vaa (ïðè÷åì Vaa <

0), ïîäîáíûì æå îáðàçîì ââåäåíû Vab, Vbb. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî óñëîâèå V = Vaa + Vbb − 2Vab > 0 19, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó
ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà, ñ àòîìàìè ìåäè è öèíêà, íàõîäÿùèìèñÿ ïîëíî-
ñòüþ â ðàçíûõ ïîäðåø¼òêàõ (è òàêèì îáðàçîì îêàçàâøèìèñÿ áëèæàé-
øèìè ñîñåäÿìè), èìååò íàèíèçøóþ ýíåðãèþ ñâÿçè. (Ýòî ñîñòîÿíèå ëèáî
ñ NaA = NbB = N , ëèáî ñ NaA = NbB = 0 � â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîäðå-
ø¼òêè çàñëóæèâàëè áû ïåðåèìåíîâàíèÿ.)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïîñìîòðèì ñíà÷àëà, ñêîëüêî êàêèõ ñîñåäåé
ìîæåò îêàçàòüñÿ ó àòîìà ìåäè, íàõîäÿùåãîñÿ â

”
ìåäíîé“ ïîäðåø¼òêå.

×èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé îáîçíà÷èì q (â íàøåì ñëó÷àå q = 8). Ñðåä-

íåå ÷èñëî àòîìîâ ìåäè íà q ìåñòàõ â ñîñåäíåé ïîäðåø¼òêå ðàâíî q
NaB

N
,

ñðåäíåå ÷èñëî àòîìîâ öèíêà � q
NbB

N
. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäÿìè äëÿ äàííîãî àòîìà ìåäè q
NaB

N
Vaa + q

NbB

N
Vab.

Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ àòîìîâ

E = NaA

(
q
NaB

N
Vaa + q

NbB

N
Vab

)
+NbA

(
q
NaB

N
Vba + q

NbB

N
Vbb

)
.

Ïåðåõîä îò ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà â ðàçìåùåíèè àòîìîâ ïî ïîäðåø¼ò-
êàì ê ïîëíîìó áåñïîðÿäêó ïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà àòîìîâ
ìåäè â îáåèõ ïîäðåø¼òêàõ ñòàíóò îäèíàêîâû. Ïàðàìåòð ïîðÿäêà η ââî-
äèì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí îáðàùàëñÿ â íóëü ïðè NaA = NaB :

NaA −NaB = ηN.

19 Ïðè V < 0 ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì áûëî áû ðàññëîåíèå ñìåñè íà âåùåñòâà

”
a“ è

”
b“.
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(Ìíîæèòåëü N îáåñïå÷èâàåò òàêóþ íîðìèðîâêó ïàðàìåòðà η, ÷òî îí
áóäåò îáðàùàòüñÿ â 1 èëè �1 ïðè

”
ïîëíîì ïîðÿäêå“.) Ïîäñòàâèâ â E

NaA = NbB = N
1 + η

2
, NbA = NaB = N

1− η

2
,

ïîëó÷àåì

E = E0 −Nq
V

4
η2. (268)

Ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà η îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

∂F

∂η
= 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δNaA = δNbB = N
δη

2
, δNbA = δNaB = −N δη

2
,

ïîëó÷àåì

−1

2
V ηNq + TN ln

1 + η

1− η
= 0.

Âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà η ≪ 1, òàê ÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ln
1 + η

1− η
â âèäå 2

(
η +

η3

3

)
:

η

(
−qV

2
+ 2T

(
1 +

η2

3

))
= 0 (269)

Ìàëîå, íî îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå η ïîÿâëÿåòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå

T < Tk =
V q

4
. Âûðàçèâ η2 èç (269): η2 ≈ 3(Tk − T )/Tk è ïîäñòàâèâ

â (268), íàõîäèì E = E0 + 3N(Tk − T ). Ñêà÷îê òåïëî¼ìêîñòè ∆C =
dE

dT

∣∣∣
T=Tk+0

− dE

dT

∣∣∣
T=Tk−0

= −3N .

Íà ðèñ. 28, 29 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè η(T ), C(T ), ïîëó÷àåìûå èç
ïðèâåä¼ííûõ óðàâíåíèé. Ðàçóìååòñÿ ïðèâîäèìàÿ âåëè÷èíà C(T ) � ýòî
òîëüêî äîáàâêà ê òåïëî¼ìêîñòè êðèñòàëëà, ñâÿçàííîé ñ êîëåáàíèÿìè
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, (ñì. òàêæå [9, ãë. 5, ïðèìåð 2], [8, � 78].)

Çàäà÷à 110.
Íàéòè ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè ëàòóíè ñîñòàâà Cu1+kZn1−k â òî÷êå óïî-

ðÿäî÷åíèÿ ñïëàâà.
Çàäà÷à 111.
Ìîäåëü ïåðåõîäà

”
ñïèðàëü � êëóáîê“ â äëèííîé ìîëåêóëå.
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η

T/Tk

C

T/Tk

Ðèñ. 28. Ïàðàìåòð ïîðÿäêà óïîðÿäî-
÷èâàþùåãîñÿ ñïëàâà â çàâèñèìîñòè
îò òåìïåðàòóðû. Ïðèáëèæåíèå ñðåä-
íåãî ïîëÿ

Ðèñ. 29. Òåïëî¼ìêîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ
óïîðÿäî÷åíèåì ñïëàâà â çàâèñèìî-
ñòè îò òåìïåðàòóðû. Ïðèáëèæåíèå
ñðåäíåãî ïîëÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîëåêóëà, èìåþùàÿ ôîðìó
”
ëåñòíèöû“ (ïîäîáíîé

äâîéíîé ñïèðàëè ÄÍÊ). Êàæäàÿ ñòóïåíüêà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì
èç äâóõ ñîñòîÿíèé �

”
öåëîì“ è

”
ðàçîðâàííîì“. Ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ

äëÿ ðàçðûâà, ðàâíà ε.

Åñëè äâå ðàçîðâàííûõ ñòóïåíüêè îêàçûâàþòñÿ ðÿäîì, òî îáëàñòü ìî-
ëåêóëû ìåæäó íèìè ïðèîáðåòàåò çíà÷èòåëüíóþ ïîäâèæíîñòü, òàê ÷òî
÷èñëî âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé ýòîé îáëàñòè ñòàíîâèòñÿ ðàâíî g ≫ 1.
Ïîÿâëåíèå

”
óåäèí¼ííîãî“ ðàçðûâà íå âåäåò ê ðîñòó ÷èñëà êîíôèãóðà-

öèé. ×èñëî ñòóïåíåê N î÷åíü âåëèêî. Ìîæíî ñ÷èòàòü ìîëåêóëó çàìêíó-
òîé â êîëüöî.

Îïðåäåëèòü òåïëî¼ìêîñòü ìîëåêóëû è ñðåäíåå ÷èñëî ðàçîðâàííûõ
çâåíüåâ â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû.

Ðåøåíèå:

Çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàðèàíò îäíîìåðíîé çàäà÷è Èçèí-
ãà è âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêèì æå ïîäõîäîì ê åå ðåøåíèþ, êàê â [8, � 80], [12,
ï. 9.2.2].

Ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó äëÿ ìîëåêóëû. Êàæäîå
ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïðîèçâåäåíèå âêëàäîâ îòäåëü-
íûõ

”
çâåíüåâ“ (ó÷àñòêîâ ìîëåêóëû ìåæäó ñòóïåíüêàìè),A(1)A(2) ... A(N);

âêëàä îò ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà êîíôèãóðàöèé ó÷àñòêà ìîëåêóëû ìåæ-
äó ñòóïåíüêàìè ìû áóäåì âêëþ÷àòü â ìíîæèòåëü, îòâå÷àþùèé çâåíó,
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ñëåäóþùåìó çà ýòèì ó÷àñòêîì. Ïåðåáèðàÿ çâåíüÿ ïî ïîðÿäêó, ìû áó-
äåì, òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàòü, ÷òî âêëàä i-ãî çâåíà â ñòàòèñòè÷åñêóþ
ñóììó, A(i), çàâèñèò íå òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ýòîãî çâåíà, íî è ñîñòîÿíèÿ
çâåíà ïðåäûäóùåãî, (i− 1)-ãî (à äëÿ ïåðâîãî � îò ñîñòîÿíèÿ ïîñëåäíå-
ãî). Îáîçíà÷èâ ñîñòîÿíèå öåëîãî çâåíà σ = 0, à ñîñòîÿíèå ðàçîðâàííîãî
σ = 1, ìû ñâåäåì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ A(i) â òàáëèöó (ìàòðèöó):

σi−1\σi 0 1

0 1 e−ε/T

1 1 ge−ε/T

.

Â ïåðâîì ñòîëáöå ñòîÿò äâå åäèíèöû, îòâå÷àþùèå öåëîìó ñîñòîÿíèþ
i-ãî çâåíà, e−ε/T â âåðõíåé ñòðîêå âòîðîãî ñòîëáöà îòâå÷àåò íåîáõîäè-
ìîñòè çàòðàòèòü ýíåðãèþ ε äëÿ ðàçðûâà ýòîãî çâåíà, íàêîíåö, ïîñëåä-
íèé ýëåìåíò ìàòðèöû ñîäåðæèò äîáàâî÷íûé ìíîæèòåëü g, îòâå÷àþùåé
ñâîáîäå ó÷àñòêà ìîëåêóëû ìåæäó (i−1)-ì è i-ì çâåíüÿìè, âîçíèêøåé èç-
çà ñâîáîäû îáîèõ ýòèõ çâåíüåâ. Ýëåìåíòû ìàòðèöû îáîçíà÷èì Aσi−1,σi .
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà

Z =
∑

σ1=0,1

∑
σ2=0,1

...
∑

σN=0,1

Aσ1,σ2 Aσ2,σ3 ... AσN ,σ1

ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïî îáîèì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì êàæäîé
èç ñòóïåíåê.

Âûðàæåíèå Z ñâîäèòñÿ ê ñëåäó N -é ñòåïåíè ìàòðèöû A:
Z = Sp(AN ). Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ìàòðèöû A èç óðàâíåíèÿ:∣∣∣∣ 1− λ e−ε/T

1 ge−ε/T − λ

∣∣∣∣ = 0.

λ1,2 =
1

2

[
1 + ge−ε/T ±

√
(1− ge−ε/T )2 + 4e−ε/T

]
. (270)

Z = λN1 + λN2 ≈ λN1 .

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ
F = −NT lnλ1.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò òåìïåðàòóðû, à âìåñòå
ñ íåé è äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, íå èìååò ñêà÷êîâ. Îäíàêî
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èìåþòñÿ èíòåðâàëû òåìïåðàòóðû, ãäå ýòà çàâèñèìîñòü îêàæåòñÿ î÷åíü
ðåçêîé. Äëÿ êà÷åñòâåííîãî âûÿñíåíèÿ çàâèñèìîñòè F (T ) çàìåòèì, ÷òî
êàê ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, òàê è ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ
� âòîðûì ñëàãàåìûì ïîä êîðíåì â ôîðìóëå (270) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïåðåõîä îò çíà÷åíèÿ λ1 ≈ 1 ê çíà÷åíèþ λ1 ≈ ge−ε/T ïðîèñõîäèò â
óçêîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð, êîãäà îáà ñëàãàåìûõ ïîä êîðíåì èìåþò
îäèí ïîðÿäîê âåëè÷èíû. Ýòî èíòåðâàë òåìïåðàòóðû δT â îêðåñòíîñòè
òîãî åå çíà÷åíèÿ T0, ïðè êîòîðîì ge−ε/T = 1, ò. å.

T0 ∼ ε

ln g
. (271)

Èç óñëîâèÿ 1− ge−ε/(T0+δT ) = ±2e−ε/2T0 ïîëó÷àåì îöåíêó

δT ∼ 4ε
√
gln 2g

. (272)

Â òàêîì (î÷åíü óçêîì) èíòåðâàëå òåìïåðàòóð ïðîèñõîäèò
”
ïëàâëåíèå“

ìîëåêóëû � ðàçðûâ ñâÿçåé ïî÷òè âî âñåõ çâåíüÿõ. Ðåçêîå ñóæåíèå èí-
òåðâàëà ïåðåõîäà îò ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ çâåíüåâ ê ðàçîðâàííîìó, îáó-
ñëîâëåííîå âçàèìîäåéñòâèåì ìíîãèõ çâåíüåâ öåïî÷êè äðóã ñ äðóãîì,
áèîôèçèêè íàçûâàþò êîîïåðàòèâíûì ýôôåêòîì.

Î÷åâèäíî, êàê âû÷èñëÿåòñÿ òåïëî¼ìêîñòü öåïî÷êè (åå ÷àñòü, ñâÿçàí-
íàÿ ñ ðàçðûâîì èëè âîññòàíîâëåíèåì ñâÿçåé â çâåíüÿõ):

S = −∂F
∂T

, C = T
∂S

∂T
.

Äîëÿ ðàçîðâàííûõ ñòóïåíåê ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, êàê íåòðóäíî
ñîîáðàçèòü, ïî ôîðìóëå

N∗ = −
(
∂F

∂ε

)
T

,

à äîëÿ òåõ ðàçîðâàííûõ ñòóïåíåê, êîòîðûå èìåþò ðàçîðâàííîé ñîñåä-
íþþ ñòóïåíüêó, ïî ôîðìóëå

N∗∗ =
g

λ

(
∂λ

∂g

)
T

.

Íà ðèñ. 30 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü òåïëî¼ìêîñòè ìîëåêóëû îò òåì-
ïåðàòóðû (â ðàñ÷åòå íà îäíî çâåíî). Òàì æå èçîáðàæåíà äëÿ ñðàâíåíèÿ
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Ðèñ. 30. Òåïëî¼ìêîñòü äëèííîé ìî-
ëåêóëû ñ âçàèìîäåéñòâèåì ñîñåäíèõ
çâåíüåâ. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíà òåï-
ëî¼ìêîñòü äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ñ
ñèëüíî âûðîæäåííûì âåðõíèì óðîâ-
íåì

Ðèñ. 31. Äîëÿ ðàçîðâàííûõ ñâÿçåé.
Òîíêàÿ ëèíèÿ � äîëÿ â òîì ÷èñëå
îäèíî÷íûõ ðàçîðâàííûõ ñâÿçåé

çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû òåïëî¼ìêîñòè äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ñ
âûñîêî âûðîæäåííûì âåðõíèì óðîâíåì.
(Äëÿ ãðàôèêîâ ïðèíÿòî çíà÷åíèå g = 20. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðè ïî-
ñòðîåíèè ãðàôèêîâ ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííî.) Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáëàñòü
ïåðåõîäà ñóùåñòâåííî ñìåùåíà â ñòîðîíó òåìïåðàòóð, áîëåå íèçêèõ,
÷åì ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ ε. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äëÿ ìîëåêóëû
ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó çâåíüÿìè èíòåðâàë ïåðåõîäà â âîçáóæäåííîå
ñîñòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ ñîêðàùåí ãîðàçäî ñèëüíåå, ÷åì ïðîñòî ïðè âû-
ðîæäåíèè âåðõíåãî óðîâíÿ.

Íà ðèñ. 31 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû äîëè ðàçî-
ðâàííûõ ñâÿçåé N∗/N , òîíêîé êðèâîé � äîëÿ îäèíî÷íûõ ñâÿçåé, ò. å.
íå èìåþùèõ ðàçîðâàííûõ çâåíüåâ � ñîñåäåé, (N∗ −N∗∗)/N .

Ìîëåêóëà áåëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü äëèííóþ öåïî÷êó àìè-
íîêèñëîò, èìåþùóþ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè ôîðìó âèíòîâîé ëèíèè. Òà-
êóþ ôîðìó öåïî÷êè óäåðæèâàþò ñëàáûå õèìè÷åñêèå ñâÿçè àìèíîêèñëîò
äðóã ñ äðóãîì (òàê íàçûâàåìûå âîäîðîäíûå ñâÿçè). Ýòà ôîðìà ìîëåêó-
ëû áåëêà íàçûâàåòñÿ α-ñïèðàëü. Ïðè ðàçðûâå áîëüøèíñòâà óêàçàííûõ
âîäîðîäíûõ ñâÿçåé ìîëåêóëà ñòàíîâèòñÿ ãèáêîé äëèííîé öåïî÷êîé (ïî-
÷òè íèòüþ), çàïóòûâàåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ

”
êëóáîê“. Àíàëîãè÷íûé ïåðåõîä

èìååò ìåñòî äëÿ ìîëåêóë ÄÍÊ. Äëÿ ðåàëüíûõ áåëêîâ è ÄÍÊ âåëè÷è-
íà δT îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà 1Ê, à T0 ∼90oC. Îöåíêà ïî ýòèì äàííûì
âåëè÷èíû g ñîãëàñíî (271),(272) äàåò g ∼ 260. Îöåíêà ñîãëàñíî (271)
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ε ∼ 2 000 K íåïëîõî ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè âîäîðîäíîé ñâÿçè (ó÷èòûâàÿ
ãðóáîñòü êàê ìîäåëè, òàê è ñïîñîáà îöåíêè). 20

Î ñîïîñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-
ìè è îá óòî÷íåíèè ìîäåëåé ìîæíî ïðî÷åñòü, íàïðèìåð, â ( [20, � 4.5, 8.4],
[10, ãë. 8, � 2] ).

Ðåøåíèå (äðóãîé âàðèàíò):
Ïðèâåäåì äðóãîé âàðèàíò ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Âáëèçè òî÷êè ïëàâ-

ëåíèÿ èìåþòñÿ n îáëàñòåé ðàçîðâàííûõ è òàêîå æå ÷èñëî îáëàñòåé öå-
ëûõ ñâÿçåé. Îáîçíà÷èì ïîëíîå ÷èñëî ðàçîðâàííûõ ñâÿçåé N1, à öåëûõ �
N2 (ïðè ýòîì N1 +N2 = N � ïîëíîå ÷èñëî âñåõ ñâÿçåé). Ýíåðãèþ öåëîé
ñâÿçè âûáåðåì ðàâíîé íóëþ, åå ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ðàâåí Γ = 1. Ýíåð-
ãèþ ðàçîðâàííîé ñâÿçè îáîçíà÷èì ε, åå ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ Γ = g, åñëè
ñîñåäíèå çâåíüÿ òàêæå ðàçîðâàíû. Åñëè æå ñîñåäíèå çâåíüÿ ñâÿçàíû, òî
Γ = 1. Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ðàçìåùåíèÿ n îáëàñòåé ðàçîðâàííûõ çâåíüåâ
åñòü Γ1 = N1!/((N1 − n)!n!), ñâÿçàííûõ � Γ2 = N2!/((N2 − n)!n!). Òîãäà
ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìû åñòü

F = N1f1 + nfm − T

[
ln

N1!

(N1 − n)!n!
+ ln

N2!

(N2 − n)!n!

]
,

ãäå f1 = ε − T ln g � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàçîðâàííîé ñâÿçè, êîãäà åå
îêðóæàþò òàêæå ðàçîðâàííûå ñâÿçè, fm = ε � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàçî-
ðâàííîé ñâÿçè, êîãäà ñîñåäíÿÿ ñâÿçü öåëàÿ. Ìèíèìèçèðóÿ ñâîáîäíóþ
ýíåðãèþ ïî N1 è n, ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ

N2

N2 − n

N1 − n

N1
=

1

g
eε/T ≡ a,

n2

(N1 − n)(N2 − n)
= e−ε/T ≡ b.

Îáîçíà÷èì äîëþ öåëûõ ñâÿçåé θ = N2/N . Òîãäà èç äâóõ óðàâíåíèé

1− 2θ√
θ(1− θ)

=
a− 1√
ab

=
√
g

(
1

g
eε/T − 1

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà T0, ñîîòâåòñòâóþùóþ θ = 1/2,
ò. å. a = 1, ðàâíîé

T0 =
ε

ln g
,

20 Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïîëó÷èâøèé ïîäâèæíîñòü ó÷àñòîê ìîëåêóëû ñîäåðæèò 4
îòðåçêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü ïî 4 ðàçíûõ ïîëîæåíèÿ, òî ïîëó÷àåì
g = 44 = 256. Ýíåðãèÿ âîäîðîäíîé ñâÿçè ∼ 4 500 Ê.
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à èíòåðâàë òåìïåðàòóð δT , â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïëàâëåíèå

δT ∼ 1

dθ/dT

∣∣∣
T=T0

∼ 4ε
√
g(ln g)2

.

Ðåøåíèå (åùå îäèí âàðèàíò):
Ðàññìîòðèì ôðàãìåíò öåïè, ñîñòîÿùèé èçm ñâÿçàííûõ çâåíüåâ (ñòà-

òèñòè÷åñêèé âåñ Γ = 1, ýíåðãèÿ E = 0), n ðàçîðâàííûõ çâåíüåâ (ñòàòè-
ñòè÷åñêèé âåñ Γ = g, ýíåðãèÿ E = ε) è ïåðåõîäíîé îáëàñòè (ñòàòèñòè÷å-
ñêèé âåñ Γ = 1, ýíåðãèÿ E = ε). Âåðîÿòíîñòü íàéòè òàêóþ êîíôèãóðà-
öèþ åñòü

P (n,m) =
1

Z
σen(ln g−ε/T ),

ãäå σ ≡ exp(−ε/T ). Ñòàòñóììó Z ïðåäñòàâèì êàê Z = λn+m, òàê ÷òî
ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íà îäíî çâåíî öåïè åñòü f = −T lnλ. Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèå s = g exp(−ε/T ) è çàïèøåì óñëîâèå íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòè

∞∑
n=1

∞∑
m=1

P (n,m) = σ

∞∑
m=1

1

λm

∞∑
n=1

( s
λ

)n
= 1.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

λ =
1

2

[
(s+ 1) +

√
(s− 1)2 + 4σs

]
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (270) âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà.

14. Ôëóêòóàöèè

Çàäà÷à 112. Âûðàçèòü ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö â áîëüøîì êàíîíè-
÷åñêîì àíñàìáëå, èñïîëüçóÿ áîëüøóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó.

Ðåøåíèå:
[1, � 112,� 113, çàäà÷à]. Áîëüøàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà

Q =

∞∑
N=0

eµN/TZN

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàòñóììû ZN äëÿ N ÷àñòèö, à âåðîÿòíîñòü èìåòü â
ñèñòåìå N ÷àñòèö wN = eµN/TZN/Q. Ïîýòîìó

⟨N⟩ = 1

Q

∞∑
N=0

NwN =
T

Q

(
∂Q

∂µ

)
,
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⟨N2⟩ = 1

Q

∞∑
N=0

N2wN =
T 2

Q

(
∂2Q

∂µ2

)
,

îòêóäà

T
∂⟨N⟩
∂µ

= T 2 ∂

∂µ

(
1

Q

∂Q

∂µ

)
= ⟨N2⟩ − ⟨N2⟩ = ⟨∆N2⟩.

Äëÿ èäåàëüíîãî áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà

µ = T ln
z

N
, N = eµ/T z ,

⟨(∆N)2⟩
⟨N⟩2

=
1

N
.

Äëÿ èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà (T ≪ µ)

µ =
~2

2m

(
3π2N

V

)2/3

,
⟨∆N2⟩
⟨N⟩2

=
3T

2Nµ
∝ T

N5/3
,

� îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ïîíèæå-
íèåì òåìïåðàòóðû è óáûâàþò ñ ðîñòîì ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå
ãîðàçäî áûñòðåå ÷åì äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà. Ìàëîñòü ôëóêòóàöèé
îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî î÷åíü ñèëüíî ïîäàâëåíû ôëóêòóàöèè â ñîñòîÿíèÿõ
âíå ýíåðãåòè÷åñêîãî èíòåðâàëà øèðèíû T âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Çàäà÷à 113. Âûðàçèòü îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó ôëóêòóàöèé èí-
òåíñèâíîñòè äíåâíîãî ñâåòà, ðàññìàòðèâàÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå êàê
êëàññè÷åñêîå.

Ðåøåíèå:
Ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåòîâîé âîëíû ñêëàäûâàåò-
ñÿ èç ïîëåé, èçëó÷¼ííûõ ìíîæåñòâîì àòîìîâ:

E =
∑
a

Ea.

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ Ea èçìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ω ∼ 1013ñ, à çà âðå-
ìÿ, íå áîëüøåå τ ∼ 10−7ñ, 21 ïîëíîñòüþ èçìåíÿåò ôàçó θa è àìïëèòóäó,
ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò äðóãèõ.

Äàëåå ìû ïðèìåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî âûäåëåí ñâåò ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííûé.

21 Óêàçàííàÿ â òåêñòå îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííîé øèðèíå ñïåêòðàëüíîé
ëèíèè. Áëèæå ê äåéñòâèòåëüíîñòè îöåíêà τ ∼ 10−10ñ � âðåìÿ ìåæäó ñîóäàðåíèÿìè
àòîìîâ.
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Äëÿ ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ïîëÿ, îïðåäåëÿþùåãî ïëîòíîñòü
ïîòîêà ýíåðãèè,

E2 =
∑
a

Ea cos(ωt+ θa)
∑
b

Eb cos(ωt+ θb) =

=
1

2

∑
a,b

EaEb(cos (θa − θb) + cos (2ωt+ θa + θb)).

Èíòåíñèâíîñòü ñâåòà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé E2, óñðåäí¼ííîé çà ïåðè-
îä 2π/ω èëè çà íåñêîëüêî òàêèõ ïåðèîäîâ. Çà òàêîå âðåìÿ àìïëèòóäû
è ôàçû îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ çàìåòíî íå èçìåíÿòñÿ, à ñëàãàåìîå, îñ-
öèëëèðóþùåå ñ ÷àñòîòîé 2ω ïðè òàêîì óñðåäíåíèè îáðàòèòñÿ â íóëü.
Ïîýòîìó

”
ìãíîâåííîå“ çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ñâåòà

I ∝ 1

2

∑
a,b

EaEb cos (θa − θb).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëèòñÿ ïðè óñðåäíåíèè çà âðå-
ìÿ, áîëüøåå τ . Ïðè òàêîì óñðåäíåíèè22 èñ÷åçíóò âñå ñëàãàåìûå ñ a ̸= b,
òàê êàê ôàçû èçëó÷åíèé ðàçíûõ àòîìîâ θa çà òàêîå âðåìÿ èçìåíÿþòñÿ
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà: ⟨cos (θa − θb)⟩ = 0. Ïîýòîìó

⟨I⟩ ∝ 1

2

∑
a

E2
a =

1

2
N⟨E2

a⟩,

ãäå N � ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ⟨E2
a⟩ � ñðåäíèé (ïî ðàçíûì àòîìàì) êâàäðàò

ïîëÿ èçëó÷åíèÿ îäíîãî àòîìà.
×òîáû íàéòè ôëóêòóàöèþ èíòåíñèâíîñòè, íóæíî íàéòè åùå ⟨I2⟩.

I2 ∝=
1

4

∑
a,b

EaEb cos (θa − θb)
∑
c,d

EcEd cos (θc − θd) =

=
1

8

∑
a,b,c,d

EaEbEcEd (cos (θa − θb + θc − θd) + cos (θa − θb − θc + θd)) .

22 Ëþáîé èñïîëüçóåìûé äåòåêòîð, äàæå ñàìûé
”
áûñòðûé“, ôàêòè÷åñêè ïðîèçâî-

äèò òàêîå óñðåäíåíèå. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì
”
ìãíîâåííàÿ“ âåëè÷èíà äàâëåíèÿ ãàçà

îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïåðåäàííîãî ñòåíêå ñîñóäà èìïóëüñà çà âðåìÿ, â
òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî ìíîãî ñòîëêíîâåíèé ìîëåêóë ãàçà ñ ýòîé
ñòåíêîé.
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Ïðè óñðåäíåíèè çà âðåìÿ, ìíîãî áîëüøåå τ , ñîõðàíÿòñÿ òîëüêî ñëàãà-
åìûå, â êîòîðûõ ñëó÷àéíûå ôàçû ñîêðàùàþòñÿ. Ýòî N ñëàãàåìûõ ñ
a = b = c = d, äëÿ êîòîðûõ îáà êîñèíóñà îáðàùàþòñÿ â åäèíèöó, è
2N(N −1) ñëàãàåìûõ äëÿ êîòîðûõ ïåðâûé êîñèíóñ îáðàùàåòñÿ â 1 (ïðè
a = b ̸= c = d, è ïðè a = d ̸= b = c) è ñòîëüêî æå � äëÿ âòîðîãî êîñèíóñà
(ïðè a = b ̸= c = d, è ïðè a = c ̸= b = d). Ýòî äàåò â ñóììå

⟨I2⟩ = 1

4
N⟨E4

a⟩+
1

2
N(N − 1)⟨E2

a⟩2.

Ïîñêîëüêó N ≫ 1 ïåðâîå ñëàãàåìîå ìàëî â ñðàâíåíèè ñî âòîðûì, à âî
âòîðîì ìîæíî çàìåíèòü N(N − 1) íà N2. Â èòîãå

⟨I2⟩ = 1

2
N2⟨E2

a⟩2,

òàê ÷òî
(∆I)2

⟨I⟩2
=

⟨I2⟩ − ⟨I⟩2

⟨I⟩2
= 1.

Ïðèâåä¼ì åùå îäèí âàðèàíò ðåøåíèÿ. Ìû íåñêîëüêî èíà÷å îïèøåì
òó æå ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó. Ðå÷ü èäåò ïî-ïðåæíåìó îá îäíîé ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííîé ìîäå êîëåáàíèé.

Ïîëå ñâåòîâîé âîëíû ìû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå

E = Re

(∑
a

Eae
−iωt

)
, (273)

ãäå Ea �êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ èçëó÷åíèÿ îòäåëüíîãî àòîìà.
Êâàäðàò ìîäóëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû E(0) =

∑
Ea îïðåäåëÿåò èí-

òåíñèâíîñòü âîëíû, óñðåäí¼ííóþ çà ïåðèîä.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (273) â êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè êàðòèíà äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ E(0) ïîëíî-
ñòüþ ñîâïàäàåò ñ êàðòèíîé ñìåùåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèÿõ (÷èñëî ñëàãàåìûõ îòâå÷àåò ÷èñëó øàãîâ). Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé äëÿ êàæäîé èç âåëè÷èí E′ = Re(E(0)) è E′′ = Im(E(0)), ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñóììó î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ,
ãàóññîâî:

dw(E′) ∝ exp

(
− E′2

2⟨E′2⟩

)
dE′ , dw(E′′) ∝ exp

(
− E′′2

2⟨E′′2⟩

)
dE′′,
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Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ âåëè÷èíû E(0)2 = E′2 + E′′2

dw ∝ exp

(
−E

′2 + E′′2

2⟨E′2⟩

)
dE′dE′′ ∝ exp

(
− E(0)2

⟨E(0)2⟩

)
E(0)dE(0) ,

⟨E′2⟩ = ⟨E′′2⟩ , ⟨E(0)2⟩ = 2⟨E′2⟩ .

Äëÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ I ðàñïðåäåëåíèå òàêîå æå, êàê äëÿ E(0)2

:

dw =
1

⟨I⟩
e−I/⟨I⟩dI .

Ïîýòîìó

⟨I2⟩ = 1

⟨I⟩

∞∫
0

I2e−I/⟨I⟩dI = 2⟨I⟩2 , ⟨(∆I)2⟩ = ⟨I2⟩ − ⟨I⟩2 = ⟨I⟩2 .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âèäèìîãî ñâåòà â ñïåêòðå ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ
⟨n⟩ = (e~ω/T − 1)−1 ≪ 1, òàê ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ôëóêòó-
àöèé ýòî èçëó÷åíèå îêàçûâàåòñÿ íå êëàññè÷åñêèì, à êâàíòîâûì. Èçëî-
æåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ôàêòè÷åñêè îòíîñèòñÿ ê èíôðàêðàñíîé îáëàñòè
ñïåêòðà, ãäå ⟨n⟩ ≫ 1.

Íàéäåííàÿ âåëè÷èíà ôëóêòóàöèé ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêà, èíòåíñèâíîñòü
èçìåíÿåòñÿ íà 100 %. Ïî÷åìó æå Ñîëíöå è çâåçäû íå ìèãàþò? Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü íå îäíó âûäåëåííóþ ìîäó à ìíîãî, ñêàæåìG = ω2∆ω∆Ω/4π3 ≫
1 ìîä (∆ω � èíòåðâàë ÷àñòîò, ∆Ω � òåëåñíûé óãîë, â êîòîðîì ñîñðå-
äîòî÷åíî íàáëþäàåìîå èçëó÷åíèå), òî íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî ôëóêòóà-
öèè èõ íåçàâèñèìû. Ñêëàäûâàþòñÿ èíòåíñèâíîñòè I = GI è êâàäðàòû
ôëóêòóàöèé (∆I)2 = G(∆I)2. Òîãäà (∆I)2/I2 = 1/G≪ 1.

Çäåñü óìåñòíî áóäåò ïîä÷åðêíóòü òàêæå, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíîå óñðåä-
íåíèå âåëè÷èíû E2

x → I ïðè ïåðåõîäå ê âåëè÷èíå èíòåíñèâíîñòè áûëî
âåñüìà ñóùåñòâåííûì. Åñëè óñðåäíÿòü íå I2, à E4

x, òî ðåçóëüòàò áóäåò
çàâèñåòü îò òîãî, êàê ðåàëèçîâàíî

”
íåïîëÿðèçîâàííîå“ ñîñòîÿíèå.

Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü íàëîæåíèå âçàèìíî íåêîãåðåíòíûõ ëè-
íåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ ïîëåé Ex = E0 cos (ωt+ θx) è Ey =
= E0 cos (ωt+ θy). Òîãäà ⟨E4

x⟩ = 3
8E

4
0 .

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðîåêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà îñü x′, ñî-
ñòàâëÿþùóþ óãëû 45o ñ îñÿìè x è y, Ex′ = 1√

2
(Ex + Ey), ïîëó÷àåì

⟨E4
x′⟩ = 1

4 (⟨E
4
x⟩+ 4⟨E3

xEy⟩+ 6⟨E2
xE

2
y⟩+ 4⟨ExE

3
y⟩+ ⟨E4

y⟩) = 9
16E

4
0 .
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Â îïûòàõ Áðàóíà � Òâèññà èçó÷àåòñÿ èíòåðôåðåíöèÿ èíòåíñèâíî-
ñòåé. Ïîäóìàéòå, ïðîèñõîäèò ëè â ýòèõ îïûòàõ ïðåäâàðèòåëüíîå óñðåä-
íåíèå êâàäðàòîâ ïîëåé.

Çàäà÷à 114. Íàéòè ôëóêòóàöèè ÷èñëà áîçå-÷àñòèö íà îñíîâíîì
óðîâíå â ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà äëÿ ïîñòîÿííîãî ïîëíîãî
÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. [48]

Ðåøåíèå:
Áóêâàëüíîå ïðèìåíåíèå èçâåñòíîé ôîðìóëû äëÿ ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷à-
ñòèö

∆n2
i = ni(1 + ni) (274)

äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ ïðè T → 0 ïðèâîäèò ê íåïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó
∆N2

0 → N2
0 ïðè T → 0, ïîñêîëüêó, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ñ

ïîñòîÿííûì ÷èñëîì ÷àñòèö (ò.å. êàíîíè÷åñêèé, à íå áîëüøîé êàíîíè÷å-
ñêèé àíñàìáëü), ôëóêòóàöèè íà îñíîâíîì ñîñòîÿíèè äîëæíû ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû äî íóëÿ.

Ðàçîáúåì âñþ ñèñòåìó íà äâå ïîäñèñòåìû: îñíîâíîé óðîâåíü è âñå
îñòàëüíûå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ. Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
ïîäñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé, â ôîðìàëèçìå áîëü-
øîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Èç óñëîâèÿ N0 + Ne = N = Const, ãäå
N0� ÷èñëî ÷àñòèö íà îñíîâíîì óðîâíå, à Ne � íà âîçáóæäåííûõ, ñëåäóåò
÷òî

∆N2
0 = ∆N2

e =
∂2 lnQe

∂y2
, (275)

ãäå Qe � áîëüøàÿ ñòàòñóììà äëÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé è äëÿ êðàò-
êîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå y = βµ. Íàõîäèì

lnQe =

(
T

~ω

)3

b4(y) (276)

(êàê îáû÷íî ïðè ïåðåõîäå îò ñóììèðîâàíèÿ
∑

i ïî äèñêðåòíûì óðîâ-
íÿì ê èíòåãðèðîâàíèþ, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïëîòíîñòüþ
ñîñòîÿíèé ρ(ε) ∼ ε2, òåðÿåòñÿ âêëàä îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ). Òåïåðü äëÿ
T 6 T0, µ→ 0 è

N̄e =

(
T

~ω

)3

b3(0), (277)

ãäå òåìïåðàòóðà áîçå-êîíäåíñàöèè T0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

N =

(
T0
~ω

)3

b3(0), (278)
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òàê ÷òî

N0 = N − N̄e = N

[
1−

(
T

T0

)3
]
. (279)

Ñëåäîâàòåëüíî

∆N2
0 = ∆N2

e =
∂2 lnQe

∂y2
=

(
T

~ω

)3

b2(0). (280)

Äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ôëóêòóàöèé ÷èñëà áîçå-÷àñòèö íà îñíîâíîì óðîâíå
â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå ïðè T ≪ T0 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå√

∆N2
0

N̄2
0

≈
(
T

~ω

)3/2 √
b2(0)

N
(281)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ ïðè T → 0.

Ðåøåíèå (äðóãîé âàðèàíò):
Ðàçîáúåì âñþ ñèñòåìó íà äâå ïîäñèñòåìû: îñíîâíîé óðîâåíü è âñå îñòàëü-
íûå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ. Ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö íà âîçáóæäåí-
íûõ óðoâíÿõ i, âûðàæåíèå äëÿ êîòîðûõ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå,

∆n2i = T

(
∂n̄i
∂µ

)
= −T

(
∂n̄i
∂εi

)
(282)

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè

∆ni ·∆nj = δij∆n2
i , (283)

ïîýòîìó

∆N2
0 = ∆N2

e =
′∑
i

∆n2
i , (284)

ãäå øòðèõ ó ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå èäåò òîëüêî ïî âîç-
áóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì. Ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ,
ïîëó÷àåì

∆N2
0 = − T

2(~ω)3

∫ ∞

0

ε2
(
∂n̄

∂ε

)
dε, (285)

÷òî äëÿ òåìïåðàòóðû íèæå òî÷êè áîçå-êîíäåíñàöèè äàåò, ïîñëå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,

∆N2
0 = T

(
1

~ω

)3 ∫ ∞

0

εdε

eε/T − 1
=

(
T

~ω

)3

b2(0). (286)
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Çàäà÷à 115. Èäåàëüíûé áîçå-ãàç, ñîñòîÿùèé èç N ÷àñòèö, ïðè
òåìïåðàòóðå íèæå òåìïåðàòóðû êîíäåíñàöèè Áîçå � Ýéíøòåéíà íàõî-
äèòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè

”
íàä ïîëîì“. Íàéòè ôëóêòóàöèè ÷èñ-

ëà ÷àñòèö â áîçå-êîíäåíñàòå.
Ðåøåíèå:

×èñëî ÷àñòèö Na â ñîñòîÿíèè |a⟩ ìèêðîñêîïè÷åñêè ìàëî, ïîýòîìó ãàç ñ
N ÷àñòèöàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåðìîñòàò è èñòî÷íèê ÷àñòèö
äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö â òàêîì ñîñòîÿíèè âû-
ðàæàþòñÿ êàê

⟨(∆Na)
2⟩ = T

∂Na

∂µ
(287)

×èñëî ÷àñòèö â áîçå-êîíäåíñàòå N0 ñîïîñòàâèìî ñ N è îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

N0 = N −
∑
|a⟩

Na. (288)

Åñòåñòâåííî òàêæå, ÷òî23

⟨N0⟩ = N −
∑
|a⟩

⟨Na⟩. (289)

Ôëóêòóàöèè N0 îïðåäåëÿþòñÿ ôëóêòóàöèÿìè Na. Ïðè ýòîì ñëåäóåò
ó÷åñòü, ÷òî ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö â ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ íåçàâèñè-
ìû:

⟨∆Na′∆Na⟩ = 0 ïðè a′ ̸= a.

Ïîýòîìó

⟨(∆N0)
2⟩ =

∑
|a⟩

(∆Na)
2⟩. (290)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (287)

⟨(∆N0)
2⟩ = T

∂

∂µ

∑
|a⟩

⟨Na⟩ = −∂N>

∂y
, N> =

∑
|a⟩

⟨Na⟩, y = −µ

T
. (291)

Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñîñòîÿíèÿõ ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé N> íàé-
äåíî ðàíåå

N> =
(2m)3/2T 5/2

6π2~3F
b3/2(y),

23 Åñëè áû ÷èñëî ÷àñòèö â äàííîì îáúåìå íå áûëî çàäàíî, òî â ýòîì ðàâåíñòâå
ñòîÿëî áû íåN , à ⟨N⟩. Ôëóêòóàöèè æå âåëè÷èíûN0 îïðåäåëÿëèñü áû ñîãëàñíî (287):
⟨(∆N0)2⟩ = N0(1 +N0).
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òàê ÷òî

⟨(∆N0)
2⟩ = (2m)3/2T 5/2

4π2~3F
b1/2(0).

Ñëó÷àé, êîãäà áîçå-ãàç íàõîäèòñÿ â ÿùèêå, áîëåå ñëîæåí, ïîñêîëüêó
òðåáóåò ó÷åòà äèñêðåòíîñòè óðîâíåé ýíåðãèè ïðè T < Tc êîãäà µ → 0
24.

Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö (êîòîðîãî ìû íå êàñàåìñÿ) ìîæåò çàìåòíî
ïîäàâèòü ôëóêòóàöèè.

Çàäà÷à 116. Íàéòè ñâÿçü ôëóêòóàöèé íàìàãíè÷åííîñòè ñ ìàãíèò-
íîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ.

Ðåøåíèå:
Â ìàãíèòíîì ïîëå h ñòàòñóììà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Z =
∑
Si

e−βH+βh
∑

i Si . (292)

Òîãäà íàìàãíè÷åííîñòü M îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

M = ⟨
∑
i

Si⟩ =
1

Z

∑
Si

(∑
i

Si

)
e−βH+βh

∑
i Si =

T

Z

∂Z

∂h
. (293)

Ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü χ ðàâíà

χ =
∂M

∂h
= T

∂2 lnZ

∂h2
=

1

T

⟨(∑
i

Si

)2

⟩ − ⟨
∑
i

Si⟩2
 (294)

Åñëè âñïîìíèòü ïîâåäåíèå ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè âáëèçè êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè, ãäå îíà ðàñõîäèòñÿ, òî èç ïîëó÷åííîãî âûøå âûðàæåíèÿ
ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî òàêîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ ñèëüíûìè êîððåëÿöèÿìè
íàìàãíè÷åííîñòè âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè.

Çàäà÷à 117. Íàéòè âåðîÿòíîñòü P (N,V ) ÷òî â îáúåìå V áóäåò íà-
õîäèòñÿ N ÷àñòèö ïðè çàäàííîé ñðåäíåé ïëîòíîñòè n0.

Ðåøåíèå:
Ñîñòàâèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàïèñûâàÿ ðàâåíñòâî

P (N,V +dV ) = P (N−1, V ) (n0dV )+P (N,V ) (1− n0dV )+O(dV 2), (295)

24Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ñ. Å. Êîðøóíîâó, ÈÒÔ èì. Ë. Ä. Ëàíäàó,
îáðàòèâøåãî èõ âíèìàíèå íà ýòîò ôàêò
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ãäå ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòè íàéòè â
îáúåìå V ÷èñëî ÷àñòèö N − 1 íà âåðîÿòíîñòü íàéòè â ôèçè÷åñêè áåñêî-
íå÷íî ìàëîì îáúåìå dV îäíó ÷àñòèöó (ïîñêîëüêó 1/n0 � åñòü ñðåäíèé
îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäíó ÷àñòèöó), à âòîðîé ÷ëåí èìååò ñòîëü æå
î÷åâèäíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðeòàöèþ; ïîñðåäñòâîì O(dV 2) îáîçíà÷å-
íû ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ó÷èòûâàþùèå âîçìîæíîñòü
îáíàðóæèòü â îáúåìå dV äâå è áîëåå ÷àñòèö. Òîãäà

∂P (N,V )

∂V
= −n0 [P (N,V )− P (N − 1, V )] . (296)

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âåðîÿòíîñòè P (0, V ) íå íàéòè íè îäíîé ÷àñòèöû â
îáúìå V óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

∂P (N,V )

∂V
= −n0P (N,V ) (297)

è èìååò ðåøåíèå
P (0, V ) = e−n0V (298)

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ

ϕ(z, V ) =
∞∑

N=0

zNP (N,V ), (299)

èìåþùåé íîðìèðîâêó

ϕ(z = 1, V ) =
∞∑

N=0

P (N,V ) = 1, (300)

èìååì óðàâíåíèå

∂ϕ(z, V )

∂V
= −n0ϕ(z, V )(z − 1) (301)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

ϕ(z, V ) = en0V (z−1) (302)

Ñëåäîâàòåëüíî ìû ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

P (N,V ) =
N̄N

N !
e−N̄ , (303)
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ãäå N̄ = n0V - ñðåäíåå îæèäàåìîå ÷èñëî ÷àñòèö â îáúåìå V . Òàêæå
ëåãêî íàõîäèòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ⟨(N − N̄)2⟩ = N̄ .

Â ïðåäåëå N̄ ≫ 1 ïîëó÷àåòñÿ ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäñòàâèì N̄N/N ! â âèäå

N̄N

N !
= eN ln(N̄)−lnN !

Ôóíêöèÿ f(N) = N ln(N̄)− lnN ! èìååò ìàêñèìóì ïðè N = N0, îïðåäå-
ëÿåìûé èç óñëîâèÿ df/dN ≈ ln N̄ − lnN0 = 0. Òîãäà, ðàçëàãàÿ f(N) â
ðÿä äî âòîðîãî ïîðÿäêà âáëèçè ìàêñèìóìà, ïîëó÷àåì

P (N,V ) =
1√
2πN̄

e−(N−N̄)2/2N̄ , (304)

ãäå ïðåä ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ïîëó÷åí èç óñëîâèÿ íîðìèðîâ-
êè.

Çàäà÷à 118. Îöåíèòü ôëóêòóàöèè çàðÿäà â ïëàçìå ñ òåìïåðàòóðîé
T .

Ðåøåíèå:
Âåðîÿòíîñòü P (N,M) íàéòè â îáúåìå V ÷èñëî ýëåêòðîíîâ N è ÷èñëî
èîíîâM ïðè îæèäàåìîì ñðåäíåì çíà÷åíèè N0 = nV (n � ñðåäíÿÿ ïëîò-
íîñòü ÷àñòèö) ïðîïîðöèîíàëüíà

P (N,M) ∼ exp

[
− (N −N0)

2

2N0
− (M −N0)

2

2N0
− e2(M −N)2

rT

]
,

ãäå ïåðâûå äâà ÷ëåíà íàéäåíû âûøå, à ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé
âêëàäà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû èîíû
îäíîçàðÿäíûìè), r ∼ V 1/3 � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð ñèñòåìû.
Ïåðåõîäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì N −M è N +M ïîëó÷èì

P (N,M) ∼ exp

[
− (N −M)2

2

(
1

2N0
+
e2

rT

)
− (M +M − 2N0)

2

4N0

]
.

Òàêèì îáðàçîì èìååì îöåíêó

⟨δq2⟩ = e2⟨(N −M)2⟩ ∼
(

1

rT
+

1

2e2N0

)−1

.

Â ñëó÷àå
1

2e2N0
=

1

2e2nV
≫ 1

rT
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ôëóêòóàöèè ýëåêòðîíîâ è èîíîâ íåçàâèñèìû è îïèñûâàþòñÿ ïóàññîíîâ-
ñêîé ñòàòèñòèêîé, òàê ÷òî ⟨δq2⟩ = 2e2N0. Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

1

2e2nV
∼ 1

e2nr3
≪ 1

rT
→ r ≫

√
T

ne2
∼ λD ≡

√
T

4πne2

ôëóêòóàöèè çàðÿäà ñèëüíî ïîäàâëåíû èç-çà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ:

⟨δq2⟩
N2

0 e
2
∼ 1

N0

λ3D
V
.

Îòìåòèì, ÷òî ôëóêòóàöèè ñóììàðíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ïîä-
÷èíÿþòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñòàòèñòèêå è â ýòîì ñëó÷àå.

Çàäà÷à 119.Íàéòè êâàçèñòàòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ⟨(∆P∆T ⟩, ⟨∆V∆P ⟩,
⟨∆V∆S⟩.

Ðåøåíèå:
Äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íóæíû äâå ïåðåìåííûå. Âû-
áåðåì â êà÷åñòâå òàêîâûõ îáúåì V è òåìïåðàòóðó T . Òîãäà

∆S =
Cv

T
∆T +

(
∂P

∂T

)
V

∆V, ∆P =

(
∂P

∂T

)
V

∆T +

(
∂P

∂V

)
T

∆V, (305)

òàê ÷òî

w ∼ exp

[
− 1

2T0

(
Cv

T0
(∆T )2 −

(
∂P

∂V

)
T

(∆V )2
)]

. (306)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

(∆T )2 =
T 2
0

Cv
, (∆V )2 = −T0

(
∂V

∂P

)
T

, ∆T∆V = 0. (307)

Ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíèõ îò
ôëóêòóàöèé äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð,

∆T∆P =

(
∂P

∂T

)
V

(∆T )2 +

(
∂P

∂V

)
T

∆T∆V =
T 2

Cv

(
∂P

∂T

)
V

> 0. (308)

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû ñîïðîâîæ-
äàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ôëóêòóàöèÿìè äàâëåíèÿ è íàîáîðîò.

∆V∆P =

(
∂P

∂V

)
T

(∆V )2 = −T (309)
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Îïÿòü î÷åâèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå îáúåìà ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ äàâ-
ëåíèÿ.

∆V∆S =

(
∂P

∂T

)
V

(∆V )2 = T

(
∂V

∂T

)
P

> 0, ∆T∆S =
Cv

T
(∆T )2 = T > 0

(310)
Ïîñëåäíèå äâà ðåçóëüòàòà ìîæíî ïîíÿòü, âñïîìèíàÿ ÷òî ïðè óâåëè÷å-
íèè êàê òåìïåðàòóðû òàê è îáúåìà ýíòðîïèÿ âîçðàñòàåò.

Çàäà÷à 120. Íàéòè êâàçèñòàòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ⟨(∆S)2⟩, ⟨(∆P )2⟩,
⟨∆S∆P ⟩ â çàäàííîì îáú¼ìå.

Çàäà÷à 121. Íàéòè êâàçèñòàòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ýíåðãèè â îáú¼ìå
V , åñëè îáú¼ì òåëà è ÷èñëî ÷àñòèö â íåì ôèêñèðîâàíû ⟨(∆E)2V,N ⟩, åñëè
îáú¼ì ìîæåò ôëóêòóèðîâàòü ⟨(∆E)2N ⟩, à ÷èñëî ÷àñòèö ôèêñèðîâàíî, â
ñëó÷àå, åñëè ôèêñèðîâàí îáú¼ì, íî ïåðåìåííî ÷èñëî ÷àñòèö ⟨(∆E)2V ⟩.

Çàäà÷à 122.Íàéòè ôëóêòóàöèè îáú¼ìà áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà, îãðà-
íè÷åííîãî ïîðøíåì, ïëîùàäèA, êîòîðûé óäåðæèâàåòñÿ ïðóæèíîé æåñò-
êîñòè k. Âíåøíåå äàâëåíèå P0, òåìïåðàòóðà T0. Â ðàâíîâåñèè ïðóæèíà
íå ðàñòÿíóòà.

Ðåøåíèå:

(∆V )2 =
AT0

k −A
(
∂P
∂V

)
T

Çàäà÷à 123. Íàéòè îòíîøåíèå ôëóêòóàöèé ⟨(∆V )2S⟩/⟨(∆V )2⟩
(îïðåäåëÿþùåå îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî ñâåòà â

”
êðûëüÿõ“ äóáëåòà Ìàíäåëüøòàìà � Áðèëëþåíà ê ïîëíîé èíòåíñèâíî-
ñòè ðàññåÿííîãî ñâåòà).

Çàäà÷à 124. Îöåíèòü ñâÿçàííóþ ñ ôëóêòóàöèÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿä-
êà äîáàâêó ê òåïëî¼ìêîñòè âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðî-
äà. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàíäàó
ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îò êîîðäèíàò, â äóõå òåîðèè
êðèòè÷åñêîé îïàëåñöåíöèè Îðíøòåéíà è Öåðíèêå.)

Ðåøåíèå:
Íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âåðîÿòíîñòü êàêîãî-
ëèáî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà η îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì Ω 25

w ∝ e−Ω/T , Ω = V ϕ, ãäå ϕ = atη2 +Bη4, t = T − Tk.

25 Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå η0 ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì

ϕ(η) : η0 = 0 ïðè t > 0 , η0 > 0 ïðè t < 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
∂2Ω

∂η2

∣∣∣
η=η0

∼ V a|t|.
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Âåëè÷èíà ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà δη îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
∂2Ω

∂η2
(δη)2 ∼ a|t|(δη)2 ∼ T , îòêóäà

(δη)2 ∼ T

V a|t|
. (311)

Ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ïåðåõîäà ôëóêòóàöèè ðàñòóò.

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì, ââåäåííûì â ôèçèêó Îðíøòåéíîì è Öåð-
íèêå ïðè èçó÷åíèè êðèòè÷åñêîé îïàëåñöåíöèè, âåùåñòâî âáëèçè êðè-
òè÷åñêîé òî÷êè ðàçáèâàåòñÿ íà ìåëêèå ó÷àñòêè, íà êàæäîì èç êîòî-
ðûõ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íå çàâèñèò îò åãî çíà÷åíèÿ íà äðóãèõ
ó÷àñòêàõ. Îöåíêà (311) ñòàíîâèòñÿ íåñïðàâåäëèâà, îáúåì V ñëåäóåò çà-
ìåíèòü íà ðàçìåð òàêîãî ó÷àñòêà, òàê ÷òî ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿä-
êà îêàçûâàþòñÿ ãîðàçäî áîëüøèìè, òåì áîëüøèìè, ÷åì ìåëü÷å ó÷àñòêè
ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè η. Ìåæäó íèìè èìåþòñÿ ïåðåõîäíûå îá-
ëàñòè, â êîòîðûõ ïàðàìåòð η ïîñòåïåííî èçìåíÿåòñÿ. Ñ ýòèì èçìåíåíè-
åì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñâÿçàíà ýíåðãèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ïîíèìàòü êàê
ïîâåðõíîñòíóþ, ñâÿçàííóþ ñ íàëè÷èåì ãðàíèö ìåæäó ó÷àñòêàìè ñ ðàç-
íûìè çíà÷åíèÿìè η. Íàëè÷èå òàêîé ýíåðãèè îãðàíè÷èâàåò èçìåëü÷åíèå
ó÷àñòêîâ ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿì è η (è ðîñò ôëóêòóàöèé). Ïîòåíöè-
àë Ω, îòðàæàþùèé òàêîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå âåùåñòâà âáëèçè
òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà, èìååò âèä

Ω(T, P, η) =

∫
[ϕ(T, P, η) + g(∇η)2]dV , ãäå g = Const. (312)

Ïàðàìåòð g ôàêòè÷åñêè çàäàåò âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè. Øè-
ðèíó îáëàñòè ïåðåõîäà ∼ R ìåæäó ó÷àñòêàìè ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿ-
ìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìîæíî îöåíèòü, ïðèíèìàÿ, ÷òî ôëóêòóàöèîííàÿ
÷àñòü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (312) èìå-
åò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå: a|t|(δη)2 ∼ g(δη/R)2, îòêóäà
R ∼ (g/a|t|)1/2. Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà, ïðèíèìàÿ, ÷òî îáëàñòü ïåðåõîäà ìåæäó ó÷àñòêàìè âåùåñòâà ñ
ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè η ïðîñòèðàåòñÿ íà âñþ âîçìîæíóþ ãëóáèíó ýòèõ
ó÷àñòêîâ (÷òîáû âåëè÷èíà ãðàäèåíòà â (312) áûëà âîçìîæíî ìåíüøå) è
ïîäñòàâèâ â (311) â êà÷åñòâå îáúåìà V ∼ R3 :

δη2 ∼ T (a|t|)1/2

g3/2
. (313)
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Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ
”
ïîâåðõíîñòíàÿ“ ýíåðãèÿ ïîäàâëÿåò ðîñò ôëóê-

òóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà. (Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôëóêòóàöèè η îñòàþòñÿ âåëèêè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îöåíêîé (311)26.)

Äîáàâêó ê Ω, îáóñëîâëåííóþ ôëóêòóaöèÿìè η,

δΩ =
1

2

(
∂2Ω

∂η2

)
(δη)2

îöåíèâàåì êàê

δΩ ∼ V Tk

(
a|t|
g

)3/2

.

Ïîëó÷àÿ äàëåå äîáàâêè ê ýíòðîïèè è òåïëî¼ìêîñòè, äèôôåðåíöèðóåì
òîëüêî t, ñîõðàíÿÿ òåì ñàìûì ëèøü íàèáîëüøèå ñëàãàåìûå.

δS = − ∂

∂T
δΩ ∼ V Tka

3/2|t|1/2/g3/2,

δC = T
∂

∂T
δS ∼ V T 2

k a
3/2

g3/2|t|1/2
.

Ïðè áîëåå òùàòåëüíîì ðàñ÷åòå (ñì. [1, � 147, çàäà÷à]) ïîëó÷àåòñÿ åùå
êîýôôèöèåíò 1/16π. Áîëåå ïîäðîáíûé ðàññêàç î òåîðèè Îðíøòåéíà �
Öåðíèêå ñì.òàêæå â ó÷åáíèêå [8, � 81].

Çàäà÷à 125. Íåêîòîðûå ïîëèìåðû (íàïðèìåð, ìîëåêóë ÄÍÊ) íà
íåáîëüøèõ ó÷àñòêàõ äëèíû õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ ñëàáî èçãè-
áàþùåéñÿ óïðóãîé íèòè ñ ìîäóëåì Þíãà E.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íàéòè êîíåö öåïè íà
ðàññòîÿíèè ρ îò îñè z, íàïðàâëåííûé ïîä óãëîì θ ≈ dρ/dz, åñëè íà÷àëü-
íûé ó÷àñòîê öåïè ïîìåùåí â íà÷àëî êîîðäèíàò è íàïðàâëåí âäîëü îñè
z.

Ðåøåíèå:
Äëÿ íåáîëüøèõ èçãèáîâ öåïè èçìåíåíèåì ïðîäîëüíîé äëèíû ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü. Â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïîëèìåðíàÿ öåïü îòêëîíÿåòñÿ â
ñëó÷àéíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïîýòîìó ïîïåðå÷íûå îòêëîíåíèÿ èñïûòûâà-
þò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ.

26 Èíà÷å ãîâîðÿ, âåëè÷èíà |t| íå ñëèøêîì ìàëà. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì ôàêòîì,
÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèè Ëàíäàó çàäàåòñÿ óñëîâèåì δη ≪ η0, îãðàíè÷èâà-
þùèì âåëè÷èíó |t| ñíèçó.

www.phys.nsu.ru



136 14. Ôëóêòóàöèè

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà äâèæåíèå â ïëîñêîñòè, ñêàæåì xz, ãäå îñü z
âûáðàíà âäîëü ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ öåïè. Èçìåíåíèå ñìåùå-
íèÿ x â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê îñè z íàïðàâëåíèè îáóñëîâëåíî ìíîãèìè
ñëó÷àéíûìè èçãèáàìè. Íà íåáîëüøîì ó÷àñòêå öåïè ∆z ðàäèóñ êðèâèç-
íû R ≈ (d2x/dz2)−1 ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ïîñòîÿííûì è âåðî-
ÿòíîñòü òàêîé êîíôèãóðàöèè

G[z, x(z); z +∆z, x(z +∆z)] ∼ exp

[
−EI
2T

(
d2x

dz2

)2

∆z

]
. (314)

Çäåñü x � ñìåùåíèå öåïè îò îñè z, I � ìîìåíò èíåðöèè, E � ìîäóëü
Þíãà, õàðàêòåðèçóþùèé óïðóãîñòü öåïè (òàê ÷òî ýíåðãèÿ èçãèáà íà
åäèíèöó äëèíû W/∆z = EI/2R2 [7, � 18]), T � òåìïåðàòóðà ñðåäû,
â êîòîðóþ ïîìåùåíà öåïü. Âåëè÷èíà T/EI åñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé
óãîë èçãèáà öåïè íà åäèíè÷íîé äëèíå, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì Θ2

0. Âå-
ðîÿòíîñòü íàéòè ó÷àñòêè öåïè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, z1;x2, z2; ...;xN , zN )
äàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïîëó÷åííûõ âûøå âåðîÿòíîñòåé äëÿ êàæäîãî îò-
ðåçêà (xi, zi;xi+1, zi+1) è ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü äàííîé
òðàåêòîðèè ÷àñòèöû (îïóñêàÿ ïîêà âîïðîñ î íîðìèðîâêå).

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ëèøü íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè òðàåêòîðèè,
òî âêëàä êàêîé-òî êîíôèãóðàöèè öåïè ïðîïîðöèîíàëåí

G[0; z, ρ, θ] ∼ exp

[
− 1

2Θ2
0

∫ z

0

(
d2x

ds2

)2

ds

]
. (315)

Íà ðèñ. 32 ïðèâåäåíû äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîé öåïè, ïîêàçû-
âàþùèå åå òèïè÷íûå êîíôèãóðàöèè.

Íàèáîëüøèé âêëàä â âåðîÿòíîñòü (315) âíîñÿò êîíôèãóðàöèè öåïè
(òðàåêòîðèè), îáåñïå÷èâàþùèå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

F [x(s)] =

∫ z

0

(
d2x

ds2

)2

ds. (316)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ âàðèàöèþ ýòîãî ôóíêöèîíàëà

δF [x(s)] = 2

∫ z

0

d4x

ds4
δxds, (317)

ãäå ìû äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçîâàëè ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

dδx

ds

∣∣∣
s=0,z

= δx(s)
∣∣∣
s=0,z

= 0, (318)
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Ðèñ. 32. Õàðàêòåðíûå êîíôèãóðàöèè óïðóãîé öåïè, îäèí êîíåö êîòîðîé çà-
êðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò è íàïðàâëåí ïî îñè z, à äðóãîé êîíåö ñâîáîäåí.

ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà òðàåêòîðèþ x̄(s) (ñì. ðèñ. 32), îáåñïå÷èâàþùóþ
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà F , â âèäå

d4x̄

ds4
= 0, → x̄(s) = As3 +Bs2, (319)

ãäå êîýôôèöèåíòû À è Â íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

δx̄
∣∣∣
s=z

= ρ,
dx̄

ds

∣∣∣
s=z

= θ (320)

è ðàâíû

A =
zθ − 2ρ

z3
, B =

3ρ− zθ

z2
. (321)

Âû÷èñëèâ∫ z

0

(
d2x̄

ds2

)2

ds = 4(3A2z3 + 3ABz2 +B2z) =
12

z3

(
ρ− zθ

2

)2

+
θ2

z
, (322)

www.phys.nsu.ru



138 14. Ôëóêòóàöèè

2 2.5 3 3.5 4 4.5

−8

−6

−4

−2

0

2

4

log(z)

lo
g(

<
ρ2 >

),
lo

g(
<

ρ 
θ>

),
lo

g(
<

θ2 >
)

<ρ2>

<θ ρ>

<θ2>

simulation
theory

Ðèñ. 33. Ñðàâíåíèå âû÷èñëåííûõ êîððåëÿòîðîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèå óïðóãîé öåïè. ×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 100, äëèíà çâåíà l = 1.

ïîëó÷èì

G(0; ρ, θ, z) = Const · exp

[
− 6

Θ2
0z

3

(
ρ− zθ

2

)2

− θ2

2Θ2
0z

]
. (323)

Íàéäåì ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èíòåãðèðóÿ ïî íîâîé ïåðåìåííîé ρ′ = ρ− zθ/2, ïîëó÷èì

⟨θ2x⟩ = Θ2
0z. (324)

Âûäåëÿÿ â âûðàæåíèè (323) ïîëíûé êâàäðàò ïî θ

G(0; ρ, θ, z) = Const · exp

[
− 2

Θ2
0z

(
θ − 3ρ

2z

)2

− 3ρ2

2Θ2
0z

3

]
(325)
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è èíòåãðèðóÿ ïî θ′ = θ − 3ρ/2z, ïîëó÷èì

⟨ρ2x⟩ =
Θ2

0

3
z3. (326)

Èç âûðàæåíèÿ (323) íàõîäèì

⟨ρ′2⟩ = ⟨(ρ− zθ/2)2⟩ = Θ2
0

12
z3, (327)

òàê ÷òî ïîëó÷èì

⟨ρxθx⟩ =
Θ2

0

2
z2. (328)

Íà ðèñ. 33 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äàííûõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ
òåîðåòè÷åñêèìè äëÿ ⟨ρ2x⟩, ⟨ρxθx⟩, ⟨θ2x⟩.

15. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå

Çàäà÷à 126. Íàéòè ñâÿçü èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé ñëó÷àéíîé ñè-
ëû è âÿçêîñòè äëÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåò-
ñÿ óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà.

Ðåøåíèå:
Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ äâèæåíèåì áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû íà äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, òî âëèÿíèå íà ÷àñòèöó ñðåäû, â êîòîðîé
îíà äâèæåòñÿ, ìîæíî ðàçáèòü íà ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííûå íåêîððåëè-
ðîâàííûå òîë÷êè è óñðåäíåííîå ïî äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïðîìåæóòêàì
âðåìåíè âîçäåéñòâèå, ñâîäÿùååñÿ ê òðåíèþ.

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà

m
dv

dt
+ αv = F (t). (329)

Äëÿ ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû ðàäèóñà R êîýôôèöèåíò α = 6πηR îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé Ñòîêñà. Ñëó÷àéíîé ñèëå F (t) ïðèïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
åñòåñòâåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà

⟨F (t)⟩ = 0, ⟨F (t)F (t′)⟩ = Cδ(t− t′), (330)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ ìû îïðåäåëèì ïîçæå. Çäåñü îáîçíà÷åíèå
⟨...⟩ îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö.
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Ðåøàåì óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé, ïðåä-
ñòàâëÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû v â âèäå v(t) = a(t) exp(−γt), ïîëó÷àÿ

a(t) =
1

m

∫ t

0

eγt
′
F (t′)dt′ + a0, (331)

îòêóäà

v(t) =
1

m
e−γt

∫ t

0

eγt
′
F (t′)dt′ + v(0)e−γt. (332)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ âðåìåí t≫ 1/γ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
ñêîðîñòè �çàáûâàåòñÿ". Íàéäåì òåïåðü ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ ñêîðî-
ñòåé â äâà ðàçëè÷íûõ ìîìåíòà âðåìåíè, íàçûâàåìîå êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé

⟨v(t)v(t+ τ)⟩ = 1

m2
e−2γt−γτ

∫ t+τ

0

∫ t

0

eγ(t
′+t′′Cδ(t′ − t′′)dt′dt′′ =

=
C

m2
e−γτ

(
1− e−2γt

2γ

)
t≫1/γ

→ C

2m2γ
e−γτ (333)

Êîíñòàíòó C ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ, ÷òî â ðàâíîâåñèè ⟨v2⟩ = T/m. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

= 2γmT = 12πRηT (334)

îäíó èç ôîðì ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííîé òåîðåìû (ôëóêòóàöèè
ñèëû, C, ñâÿçàíû ñ äèññèïàöèåé , âÿçêîñòüþ η).

Çàäà÷à 127. Íàéòè, êàê çàâèñèò îò âðåìåíè ñðåäíèé êâàäðàò ðàçìå-
ðà îáëàñòè, çàíÿòîé

”
îáëàêîì“ áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö, êîòîðûå ñòàðòîâàëè

îäíîâðåìåííî èç îäíîé òî÷êè.
Ðåøåíèå:

Ïîñêîëüêó r(t) =
t∫
0

dt1v(t1), ïîëó÷àåì

⟨r2(t)⟩ =
t∫

0

dt1

t∫
0

dt2⟨v(t1)v(t2)⟩ .

Ó÷òÿ, ÷òî

⟨v(t1)v(t2)⟩ = 3
T

m
e−|t1−t2|/τ ,
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ãäå τ = m/α ,α � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñèëû òðåíèÿ ÷à-
ñòèöû è å¼ ñêîðîñòè, íàõîäèì

⟨r2(t)⟩ = 6
T

m

t∫
0

dt1

t1∫
0

dt2e
(−t1+t2)/τ = 6

T

m
[τt− τ2(1− e−t/τ )] .

Äëÿ âðåìåíè t≪ τ

√
⟨r2(t)⟩ =

√
3T

m
t = vT t, (335)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèö ñ òåïëîâîé ñêîðîñòüþ.
Äëÿ âðåìåíè t≫ τ

⟨r2(t)⟩ = 6Tα

m
t , (336)

è äâèæåíèå ÷àñòèö � ýòî ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ (ñì. òàêæå [9, ãë. 6,
çàäà÷à 13], [12, ï. 11.1]).

Çàäà÷à 128. Íàéòè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
⟨x(t′)x(t′ + t)⟩, ⟨v(t′)x(t′ + t)⟩ è ⟨v(t′)v(t′ + t)⟩, (v = ẋ)
äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ òðåíèåì.

Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì

φ(t1 − t2) = ⟨x(t1)x(t2)⟩ ,

χ(t1 − t2) = ⟨v(t1)x(t2)⟩ , v = ẋ ,

ψ(t1 − t2) = ⟨v(t1)v(t2)⟩ .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè φ(t1−t2) ïîëó÷àåì,
óìíîæèâ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà:

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = fñë/m , (ω2 = ω2

0 − γ2)

äëÿ x(t1) íà x(t2) è óñðåäíèâ ïî ìíîæåñòâó îñöèëëÿòîðîâ:

∂2

∂t21
φ(t1 − t2) + 2γ

∂

∂t1
φ(t1 − t2) + ω2

0φ(t1 − t2) = ⟨fñë(t1)x(t2)⟩/m .

Äëÿ t1 > t2 áåðåì çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ñèëû â ìîìåíò ïîñëå íàáëþäåíèÿ
ñìåùåíèÿ îñöèëëÿòîðà, ïîýòîìó ⟨fñë(t1)x(t2)⟩ = 0. Äëÿ t = t1 − t2 > 0

φ̈+ 2γφ̇+ ω2
0φ = 0 .
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ (äëÿ t > 0)

φ(t) = e−γt(A cosωt+B sinωt) .

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì è äðóãèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè.
×òîáû íàéòè ïîñòîÿííûå A,B, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ χ ïðè ìàëûõ

t1− t2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü âëèÿíèÿ íà äâèæåíèå îñöèë-
ëÿòîðà ñèë (êàê âîçâðàùàþùåé, òàê è ñëó÷àéíîé) è ïðèíÿòü x(t2) =
x(t1) + v(t1)(t2 − t1). Äëÿ ôóíêöèè χ ýòî äàåò ïðè t→ 0

χ(t) = ⟨v(t1)x(t1)⟩+ ⟨v2(t1)⟩(t2 − t1) .

Ó÷ò¼ì äàëåå27, ÷òî

⟨v(t1)x(t1)⟩ =
1

2

⟨
d

dt1
x2(t1)

⟩
= 0 ,

à òàêæå

⟨v2(t1)⟩ =
T

m
.

Äëÿ

χ = φ̇ = e−γt ((−γA+ ωB) cosωt− (ωA+ γB) sinωt)

ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

−γA+ ωB = 0 , −ω(γB + ωA) =
T

m
,

îòêóäà

A = − T

m
ω2
0 , B =

γ

ω
A .

Ó÷òÿ òàêæå, ÷òî φ(−t) = φ(t) , χ(−t) = −χ(t) , ψ(−t) = ψ(t), ïîëó÷àåì â
èòîãå

⟨x(t′)x(t′ + t)⟩ = (T/mω2
0)(cosωt+ (γ/ω) sinω|t|)e−γ|t|,

⟨v(t′)x(t′ + t)⟩ = (T/mω) sinωt e−γ|t|,

⟨v(t′)v(t′ + t)⟩ = (T/m)(cosωt− (γ/ω) sinω|t|)e−γ|t|.

27 Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò
îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ, ìû ïðèíèìàåì, íå àêöåíòèðóÿ íà ýòîì âíèìà-
íèÿ, ÷òî ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ íå îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî ïî âðåìåíè.
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Çàäà÷à 129. Íàéòè ôëóêòóàöèè íàïðÿæåíèÿ íà êîíöàõ ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ � ïðîâîäíèêà äëèíîé L, ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì S, â êîòîðîì õà-
îòè÷åñêè äâèæåòñÿ N ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå êàê
áðîóíîâñêèå ÷àñòèöû.

Ðåøåíèå:
Ïëîòíîñòü òîêà, ñîçäàâàåìàÿ äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ

j(t) = nev̄(t) =
ne

N

N∑
i=1

vi(t) (337)

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè òîêà ðàâíà

⟨j(t′)j(t′′)⟩ = n2e2

N2

∑
i

∑
j

⟨v(t′)v(t′′)⟩ = n2e2

N2
N
T

m
e−|t′−t′′|/τ , (338)

ãäå τ = 1/γ � âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíà (òèïè÷íî τ ∼ 10−13

c). Òîãäà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèÿ íà êîíöàõ ñîïðîòèâëå-
íèÿ ðàâíà

⟨U(t′)U(t′′)⟩ = R2S2⟨j(t′)j(t′′)⟩ = R2S2n2e2

N

T

m
e−|t′−t′′|/τ , (339)

Âûðàçèì âåëè÷èíó ñîïðîòèâëåíèÿ R ÷åðåç õàðàêòåðíîå âðåìÿ ìåæ-
äó ñòîëêíîâåíèÿìè ýëåêòðîíà τ , íàõîäÿ óñòàíîâèâøóþñÿ ñðåäíþþ ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E.

v̄

τ
=
eE

m
→ j =

ne2τ

m
E → R =

Lm

Sne2τ
(340)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ îäíîé ñòåïåíè R â ïðåäûäóùåå óðàâíå-
íèå, ïîëó÷èì

⟨U(t′)U(t′′)⟩ = RT
e−|t′−t′′|/τ

τ
. (341)

Åñëè íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü êîððåëÿöèè íà ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè |t′−
t′′| ≫ τ , ÷òî òèïè÷íî äëÿ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ öåïåé, òî ìû ìîæåì ñîâåð-
øèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä[

e−|t′−t′′|/τ

τ

]
τ→0

→ 2δ(t′ − t′′), (342)
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ïîëó÷àÿ ôîðìóëó Íàéêâèñòà

⟨U(t′)U(t′′)⟩ = 2RTδ(t′ − t′′). (343)

Çàäà÷à 130. Íàéòè êîððåëÿòîð ñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, ðå-
øàÿ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà ìåòîäîì ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðåøåíèå:
Èç óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà äëÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû

dv

dt
+ γv =

F (t)

m
(344)

èñïîëüçóÿ ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå

v(ω) =

∫ +∞

−∞
v(t)eiωtdt, F (ω) =

∫ +∞

−∞
F (t)eiωtdt, (345)

ïîëó÷èì

v(ω) =
F (ω)

m(iω + γ)
(346)

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñîîòíîøåíèåì

SF (ω) = lim
T→∞

1

T
⟨|F (ω)|2⟩ =

∫ +∞

−∞
d(∆t)⟨F (t)F (t+∆t)⟩eiω∆t. (347)

Òîãäà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ èç ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ

⟨F (t)F (t+∆t)⟩ =
∫ +∞

−∞

dω

2π
SF (ω)e

−iω∆t. (348)

Äëÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû

⟨F (t)F (t+∆t)⟩ = δ(τ) → SF (ω) = C (349)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ âûøå ñâÿçü ôóðüå-êîìïîíåíò ñêîðîñòè è ñè-
ëû, ìû ìîæåì âûðàçèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñêîðîñòè ÷åðåç ñïåê-
òðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñèëû

Sv(ω) =
SF (ω)

m2(ω2 + γ2)
(350)
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Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

⟨v(t)v(t+∆t)⟩ =
∫ +∞

−∞

dω

2π

C

m2(ω2 + γ2)
e−iω∆t. (351)

Ýòîò èíòåãðàë áåðåòñÿ ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè, çàìûêàÿ äëÿ ∆t > 0 êîíòóð â íèæíåé, à äëÿ ∆t < 0 â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîëó÷àÿ

⟨v(t)v(t+∆t)⟩ = C

2mγ
e−γ|∆t| (352)

Çàäà÷à 131. Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü êîððåëÿöèé íàïðÿæå-
íèÿ íà êîíöàõ ñîïðîòèâëåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ïðè òåìïåðàòóðå T , ñ ó÷å-
òîì êîíå÷íîñòè âðåìåíè τ ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè äëÿ ýëåêòðîíîâ.

Ðåøåíèå:
Ìû ïîëó÷èëè

⟨U(t′)U(t′′)⟩ = RT
e−|t′−t′′|/τ

τ
. (353)

Òîãäà èìååì

SU (ω) =

∫ +∞

−∞

RT

τ
e−|∆t|/τeiω∆td(∆t) =

2RT

ω2τ2 + 1
(354)

� òàê íàçûâàåìûé áåëûé øóì, îáðåçàåìûé íà âåðõíåé ãðàíè÷íîé ÷àñòî-
òå ω0 ∼ 1/τ .

Çàäà÷à 132. Êîíòóð ñîñòîèò èç äâóõ ñîïðîòèâëåíèé R1 è R2, òåìïå-
ðàòóðû êîòîðûõ ðàâíû T1 è T2, è êîíäåíñàòîðà ¼ìêîñòè C, ñîåäèíåííûõ
ïàðàëëåëüíî. Íàéòè àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ òîêà, èäóùåãî ÷å-
ðåç êîíäåíñàòîð.

Ðåøåíèå:

⟨i(t1)i(t2)⟩ =
R1T1 +R2T2

R1R2

(
− 1

RC
e−|t1−t2|/RC + δ(t1 − t2)

)
,

ãäå

R =
R1R2

R1 +R2
.

Çàäà÷à 133. Êîíòóð ñîñòîèò èç äâóõ ñîïðîòèâëåíèé R1 è R2, òåì-
ïåðàòóðû êîòîðûõ ðàâíû T1 è T2, è êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè L, ñîåäè-
í¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî (êîëüöîì). Íàéòè, êàêàÿ ýíåðãèÿ ïåðåäà¼òñÿ
îò îäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ê äðóãîìó çà ñ÷¼ò ôëóêòóàöèé òîêà â öåïè.

www.phys.nsu.ru



146 15. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå

Ðåøåíèå:
Áóäåì îïðåäåëÿòü ýíåðãèþ, ïåðåäàâàåìóþ ñîïðîòèâëåíèþ R1. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè êàæäîì èç ñîïðîòèâëåíèé åñòü øóìîâîé èñòî÷-
íèê ÝÄÑ, E1,2. Â öåïè èäåò òîê I. Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü, ïîñòàâëÿåìàÿ
ñîïðîòèâëåíèåì R1 â öåïü, ðàâíà w1− = ⟨E1I⟩, ïîëó÷àåìàÿ èç öåïè
w1+ = R1⟨I2⟩, òàê ÷òî ìîùíîñòü, ïåðåäàâàåìàÿ ïåðâîìó ñîïðîòèâëåíèþ
w2→1 = w1+ − w1−. Èìïåäàíñ öåïè Z(ω) = R1 + R2 − iωL. Êîìïîíåíòà
Ôóðüå 28 òîêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû Ôóðüå ñëó÷àéíûõ ÝÄÑ:
Iω = (E1ω + E2ω)/Z(ω).

w1− =

∞∫
−∞

dω1

2π

∞∫
−∞

dω2

2π
⟨E1ω1Iω2⟩ = (355)

=

∞∫
−∞

dω1

2π

∞∫
−∞

dω2

2π
⟨(E1ω1(E1ω2 + E2ω2)⟩/Z(ω2) . (356)

Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èñòî÷íèêîâ øóìà:
⟨E1ω1E1ω2⟩ = 2π(E2

1 )ωδ(ω1 + ω2) , (E2
1 )ω = 2R1T1 , (E2

2 )ω = 2R2T2,
⟨E1ω1E2ω2⟩ = 0 . Ïîäñòàâèâ â (356), ïîëó÷àåì

w1− =

∞∫
−∞

dω

2π

2R1T1
Z(ω)

. (357)

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì

w1+ =

∞∫
−∞

dω

2π

2R1(R1T1 +R2T2)

Z(ω)Z(−ω)
, (358)

28 Ìû èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå Ôóðüå â âèäå ([1, � 122], [12, ï. 12.2])

x(t) =

∞∫
−∞

xωe
−iωt dω

2π
; xω =

∞∫
−∞

x(t)eiωtdt.
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R3, T3

R2, T2

R1, T1

C1

C3

C2

R3, T3

R2, T2

R1, T1

C1

C3

C2

R3, T3

R2, T2

R1, T1

C1

C3

C2

Ðèñ. 34. Ñèììåòðè÷íûé êîíòóð

òàê ÷òî

w2→1 =

∞∫
−∞

dω

2π

2R1R2(T2 − T1) + 2iωLR1T1
Z(ω)Z(−ω)

=

= 2

∞∫
−∞

dω

2π

R1R2(T2 − T1) + iωLR1T1
(R1 +R2)2 + L2ω2

.

(359)

Â èòîãå

w2→1 =
R1R2(T2 − T1)

(R1 +R2)L
.

Íàñ íå äîëæíà ñìóùàòü ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (357) (ñîêðàùàþùàÿñÿ
â îòâåòå), õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî åñòü äîñòàòî÷íî ïðè÷èí, îãðàíè÷èâàþ-
ùèõ áåëûé øóì ÝÄÑ E1,2 ïðè âûñîêèõ ÷àñòîòàõ. Ðàçóìååòñÿ, ïåðåíîñ
ýíåðãèè, ñâÿçàííûé âñåãî ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, î÷åíü ìàë.

Çàäà÷à 134. Êîíòóð ñîñòîèò èç òð¼õ îäèíàêîâûõ ñîïðîòèâëåíèé,
R1 = R2 = R3 = R, òåìïåðàòóðû êîòîðûõ ðàçëè÷íû, è òð¼õ îäèíàêîâûõ
êîíäåíñàòîðîâ C1 = C2 = C3 = C (ðèñ. 34). Íàéòè àâòîêîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè çàðÿäîâ íà îäíîì èç êîíäåíñàòîðîâ è òîêîâ, èäóùèõ ÷åðåç êîí-
äåíñàòîð. Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ çàðÿäîâ íà êîíäåíñàòîðàõ
C1 è C2.
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Çàäà÷à 135. Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ⟨R(t)R(0)⟩ , ãäåR(t)
� ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè ïîëèìåðíîé öåïè â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòà
âåëè÷èíà (òî÷íåå, åå ôóðüå-îáðàç) ñâÿçàíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ íåóïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ ñâåòà ïîëèìåðíîé öåïüþ.

Ðåøåíèå:
Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà äëÿ i�ãî çâåíà ïîëèìåðíîé öåïè, ó÷èòûâàÿ áûñò-
ðîå çàòóõàíèå (ò.å. ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíåðöèåé), ïðèíèìàåò âèä

ξ
∂xi

∂t
=

3T

a2
(xi+1 + xi−1 − 2xi) + fi(t) (360)

ãäå ξ - êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, fi(t) - ôëóêòóàöèîííàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
íà i -îå çâåíî. Óïðóãàÿ ñèëà ìåæäó çâåíüÿìè öåïè 3T (xi+1−xi)/a2 íàé-
äåíà íàìè ðàíåå, ñì. çàäà÷ó 15. Óäîáíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíó i íåïðåðûâíîé
ïåðåìåííîé, òàê ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

ξ
∂xi

∂t
= k

∂2xi

∂i2
+ fi(t), (361)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå k = 3T/a2. Â ýòîì óðàâíåíèè âëèÿíèå ñðåäû,
ñâÿçàííîå ñ òðåíèåì, ìãíîâåííî (íåò çàïàçäûâàíèÿ), ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé ñèëû ïðîïîðöèî-
íàëüíà äåëüòà-ôóíêöèè

⟨fα(t, i)fβ(t′, j)⟩ = 2ξTδ(i− j)δαβδ(t− t′) (362)

Ïîñêîëüêó íà êîíöû öåïè óïðóãàÿ ñèëà äåéñòâóåò òîëüêî ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

∂xi

∂i

∣∣∣∣
i=0

= 0,
∂xi

∂i

∣∣∣∣
i=N

= 0,

Ðåøåíèå, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ýòèìè ãðàíóñëîâèÿìè, èùåì â âèäå

x(t, i) = y0(t) +

∞∑
p=1

yp(t) cos
πpi

N
. (363)

Âåëè÷èíà y0(t) îïðåäåëÿåò äâèæåíèå öåíòðà ìàññ öåïè, ïîñêîëüêó

X(t) =
1

N

∫ N

0

x(i, t)di = y0 (364)
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Èç óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà ïîëó÷àåì

ξ
∂y0

∂t
=

1

N

∫ N

0

ξ
∂x

∂t
di =

1

N

∫ N

0

[
k
∂2x

∂i2
+ f(i, t)

]
di =

1

N

∫ N

0

f(i, t)di,

(365)
òàê êàê ∂xi

∂i

∣∣
i=0,N

= 0. Òîãäà

y0(t)− y0(0) =
1

Nξ

∫ t

0

dt′
∫ N

0

f(i, t′)di. (366)

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ çà âðåìÿ t

⟨(y0(t)−y0(0))
2⟩ = 1

N2ξ2

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′
∫ N

0

di

∫ N

0

djδ(i− j)δ(t− t′)6ξT =

=
6T

Nξ
t (367)

ïîçâîëÿåò íàéòè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè Dc ïîëèìåðíîé öåïè

Dc =
T

Nξ
, (368)

êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ â N ðàç ìåíüøå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îäíîãî
çâåíà.

Êîìïîíåíòû

yp(t) =
2

N

∫ N

0

di x(t, i) cos
πpi

N
p = 1, 2, ...

c p > 0 îïèñûâàþò âíóòðåííèå äâèæåíèÿ â öåïè. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå
Ëàíæåâåíà, ïîëó÷èì

∂yp

∂t
=

2

Nξ

∫ N

0

di

[
k
∂2x

∂i2
+ f(i, t)

]
cos

πpi

N
=

2

Nξ
fp(t)−

1

τ p
yp(t), (369)

ãäå

fp(t) =

∫ N

0

f(i, t) cos
πpi

N
di, τp =

N2ξ

kπ2p2
(370)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî íà÷àëüíîå óñëîâèå îòíåñòè
ê ìîìåíòó âðåìåíè t′ → −∞ è âûáðàòü åãî ðàâíûì íóëþ, ïîñêîëüêó åãî
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âëèÿíèå èç-çà òðåíèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Ëàíæåâåíà ÿâëÿåòñÿ

yp(t) =
2

Nξ

∫ t

−∞
exp

(
− t− t′

τp

)
fp(t

′)dt′. (371)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿòîðà ñëó÷àéíîé ñèëû, íàõîäèì

⟨fp(t)⟩ = 0, ⟨fpα(t)fqβ(t′)⟩ = TNξδpqδαβδ(t− t′) (372)

Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü êîððåëÿòîð

⟨yp(t)yq(0)⟩ =
12Tδpq
Nξ

∫ t

−∞
dt′
∫ 0

−∞
dt′′e−(t−t′−t′′)/τpδ(t′−t′′) = 6Tτpδpq

Nξ
e−t/τp

(373)
Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

R(t) = x(t,N)− x(t, 0) =
∑

p=1,2,3,4....

[(−1)p − 1]yp(t) = −2
∑

p=1,3,5....

yp(t).

(374)
Òîãäà, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ⟨yp(t)yq(0)⟩, çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè
êîððåëÿòîðà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè èìååò âèä

⟨R(t)R(0)⟩ = 8Na2

π2

∑
p=1,3,5...

1

p2
exp

(
− tp

2

τ1

)
. (375)

Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè, τ1 = N2a2ξ/(3Tπ2), îïðåäåëÿåò ïîâå-
äåíèå êîððåëÿòîðà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè íà áîëüøèõ âðå-
ìåííûõ ìàñøòàáàõ.

Ïðè t = 0 âîñïðîèçâîäèòñÿ õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ⟨R2⟩ = Na2,
ïîñêîëüêó∑

p=1,3,5...

1

p2
=

∑
p=1,2,3,4...

1

p2
−

∑
p=2,4,6...

1

p2
=

∑
p=1,3,5...

1

p2

(
1− 1

4

)
=
π2

8
,

(376)
ãäå èñïîëüçîâàíî ∑

p=1,2,3,4...

1

p2
= ζ2(1) =

∫ ∞

0

xdx

ex − 1
=
π2

6
. (377)

Çàäà÷à 136. ×àñòèö òèïà A cîâåðøàþò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ è
çàõâàòûâàþòñÿ ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûìè íåïîäâèæíûìè ëîâóøêàìè,
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÷àñòèöàìè òèïà B. Êîíöåíòðàöèÿ ëîâóøåê (÷àñòèö òèïà B) ãîðàçäî
áîëüøå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òèïà A, nB ≫ nA. Îöåíèòü çàâèñèìîñòü
êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö òèïà A îò âðåìåíè.

Ðåøåíèå:
Çà ñ÷åò ñëó÷àéíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ëîâóøåê âîçìîæíî, ÷òî â íåêîòî-
ðîì îáúåìå V ëîâóøêè îòñóòñòâóþò è â ýòîé ïîëîñòè ÷àñòèöû òèïà À
áóäóò íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ, à óìåíüøåíèå èõ ÷èñëà áó-
äåò îáóñëîâëåíî äèôôóçèåé èç ýòîãî íå ñîäåðæàùåãî ëîâóøåê îáúåìà.

Âåðîÿòíîñòü, ÷òî â îáúåìå V íå ñîäåðæàòñÿ ÷àñòèöû òèïà B, ïëîò-
íîñòü êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé, îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíè-
åì Ïóàññîíà

P (0, V ) = e−n0V . (378)

Ðàññìàòðèâàÿ äëÿ ïðîñòîòû øàðîîáðàçíóþ ïîëîñòü ðàäèóñàR, ìû èùåì
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äëÿ ÷àñòèö òèïà À

∂nA(r, t)

∂t
= D

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂nA(r, t)

∂r

)
(379)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè nA(r = R) = 0 â âèäå

nA(r, t) =
∞∑
l=1

Ale
−λlt

sin(πlr/R)

r
(380)

ïîëó÷àÿ

λl =
Dπ2l2

R2
(381)

Òàêèì îáðàçîì íàèáîëåå ìåäëåííî óáûâàåò ðåøåíèå ñ l = 1. Ó÷èòû-
âàÿ âñåâîçìîæíûå ðàçìåðû ïîëîñòåé, ïîëó÷èì

nA(t) ∼ nA(0)

∫
R2dRe−Dπ2t/R2−n04πR

3/3 (382)

Îöåíèâàÿ ýòîò èíòåãðàë ìåòîäîì Ëàïëàñà (îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë
äàåò îáëàñòü âáëèçè ìèíèìóìà ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû), ïîëó÷èì

nA(t) ∼ e−αn
2/5
0 (Dt)3/5 , (383)

ãäå α � ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò ∼ 1.
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Ðèñ. 35. Ñðàâíåíèå ñêîðîñòåé çàõâàòà ÷àñòèö òèïà A (o, o) íåïîäâèæíûìè ëî-
âóøêàìè (*) ïðè èõ ðåãóëÿðíîì (ñëåâà) è õàîòè÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè (ñïðà-
âà). Âåðõíèå ðèñóíêè ïðåäñòàâëÿþò êîíôèãóðàöèè ÷àñòèö â îïðåäåëåííûé
ìîìåíò âðåìåíè. Íà íèæíèõ ðèñóíêàõ (ñïëîøíûå êðèâûå) ïðèâåäåíà çàâèñè-
ìîñòü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îò âðåìåíè, óñðåäíåííàÿ ïî ìíîãèì ðåàëèçàöèÿì,
à êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðõíèì ðèñóíêàì îòìå÷åíû êðóæ-

êàìè (o, o). Áîëüøèì êðóãîì (O) îòìå÷åíà òèïè÷íàÿ îáëàñòü, ñâîáîäíàÿ îò
ëîâóøåê, â êîòîðîé äîëãî �æèâóò� ïîäâèæíûå ÷àñòèöû

Äëÿ ìèêðîñêîïè÷åñêè îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëîâóøåê óáûâà-
íèå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè n̄ ÷àñòèö òèïà À îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

dn̄A(t)

dt
= −λnBn̄A(t) (384)

Îòêóäà
n̄A(t) = nA(0)e

−λn0t (385)

Òàêèì îáðàçîì, ôëóêòóàöèè â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö òèïà B ïðèâî-
äÿò ê áîëåå ìåäëåííîìó óìåíüøåíèþ ÷èñëà ÷àñòèö òèïà A, ðèñ.15..

Çàäà÷à 137. Èìååòñÿ èñòî÷íèê ìîíîýíåðãåòè÷åñêèõ íåéòðîíîâ, èñ-
ïóñêàþùèé èçîòðîïíî ïîñòîÿííîå ÷èñëî íåéòðîíîâ â åäèíèöó âðåìå-
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íè, Íåéòðîíû çàìåäëÿþòñÿ â ñðåäå â ðåçóëüòàòå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà
íåïîäâèæíûõ ÿäðàõ ìàññîé A ≫ 1. Ñ÷èòàÿ ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íåçàâè-
ñÿùèì îò ýíåðãèè íåéòðîíà, îöåíèòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå
íåéòðîíîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ýíåðãèè.

Ðåøåíèå:
Ïðè ðàññåÿíèè ëåãêîé ÷àñòèöû ìàññîé m (íåéòðîíà), äâèæóùåéñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v, íà íåïîäâèæíîé ÷àñòèöå ìàññîé M ≈ Am, ïåðåäàííûé
èìïóëüñ ìåíÿåòñÿ îò íóëåâîãî äî ìàêñèìàëüíîãî ∆P ≈ 2mv, òàê ÷òî
òåðÿåìàÿ ýíåðãèÿ ∆ε ≈ (∆P )2/2M ∼ (m/M)ε. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû
çàìåäëèòüñÿ îò ýíåðãèè ε0 äî ε íåéòðîíó ïîòðåáóåòñÿ èñïûòàòü ÷èñëî
ñîóäàðåíèé N , îïðåäåëÿåìîå èç ñîîòíîøåíèÿ (1 −m/M)N ∼ ε/ε0 , ò.å.
N ∼ (M/m) ln(ε0/ε).

Åñëè äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ðàâíà λ, òî âåðîÿòíîñòü P (r) îêà-
çàòüñÿ íà ðàññòîÿíèè r çà N øàãîâ äëèíîé λ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà

P (r) ∼ exp

(
− 3r2

2Nλ2

)
= exp

(
− 3r2

2λ2(M/m) ln(ε0/ε)

)
Ýòà æå âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò è ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà íåéòðîíîâ.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàéòè íåéòðîí ñ ýíåð-
ãèåé ε çàìåòíî îòëè÷íà îò íóëÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, íå ïðåâûøàþùèõ

rε ∼ λ

√
M

m
ln(ε0/ε). (386)

Åñòåñòâåííî, ÷òî ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè îò èñòî÷íèêà r > λ. Îäíàêî, îíî íàðóøàåòñÿ è íà äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, òàê êàê òàì äîìèíèðóþò íåéòðîíû, ïðîëåòåâøèå
ðàññòîÿíèå r áåç ñòîëêíîâåíèé, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïðîïîðöè-
îíàëüíà exp(−r/λ) è ñïàäàåò ãîðàçäî ìåäëåííåå ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ïðèðàâíèâàÿ ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò äëÿ ýòèõ äâóõ ðàñïðåäåëåíèé,
ïîëó÷àåì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà, ãäå åùå ïðè-
ìåíèìî äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå

rmax ∼ λ
M

m
ln(ε0/ε). (387)

Îòìåòèì, ÷òî rmax ≫ rε äëÿ M ≫ m, ε0 ≫ ε
Çàäà÷à 138. Âûðàçèòü êîýôôèöèåíòûA èB â óðàâíåíèè äèôôóçèè

∂f(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
(Af(x, t)) +

∂2

∂x2
(Bf(x, t)),
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äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, èçó÷àâøèõñÿ â ïðàêòèêóìå
”
Ìîäåëèðîâà-

íèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ“ (ïîëàãàÿ ∆t = 1 è ⟨∆x⟩ = −b).
Â ýòîé ðàáîòå ñìåùåíèå ÷àñòèöû çà øàã ∆t çàäàâàëîñü êàê

∆x = h ∗ (2r − 1) − b, ãäå r � ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì îò 0 äî 1, h =, b =, b≪ h.

Ðåøåíèå:
A = −b, B = 1

3h
2.

Çàäà÷à 139. Âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû A è B â óðàâíåíèè äèôôó-
çèè äëÿ áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé. Ïîëó÷èòü ñòà-
öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿì.

Ðåøåíèå:
Â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé óðàâíåíèå äèôôóçèè

∂f

∂t
=

∂

∂v
(fA)−

(
∂2

∂v2x
+

∂2

∂v2y
+

∂2

∂v2z

)
(Bf),

ãäå

A = −⟨∆v⟩
∆t

= −v

τ
, B =

⟨
(∆vx)

2
⟩

2∆t
=

T

mτ
.

Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, óðàâíåíèå äèô-
ôóçèè ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ j = 0, ãäå

j = Af − ∂

∂v
(Bf).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçî-
òðîïíà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

vf

τ
+

d

dv

(
T

mτ
f

)
= 0,

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ

f(v) ∝ exp

(
−mv

2

2T

)
,

(êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü).
Çàäà÷à 140. Áðîóíîâñêèå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ â ïîëå òÿæåñòè. Îñü

x íàïðàâëåíà ââåðõ. Ïóñòü ïðè x = 0 óñòàíîâëåíà íåïðîíèöàåìàÿ ñòåí-
êà (

”
ïîë“), à âåëè÷èíû A è B � ïîñòîÿííûå. Íàéòè óñòàíîâèâøååñÿ

ðàñïðåäåëåíèå f(x) (äëÿ x > 0). Íàéòè, â ÷àñòíîñòè, ðàñïðåäåëåíèå
áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö ïî âûñîòå íàä äíîì ñîñóäà â ïîëå òÿæåñòè.
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Ðåøåíèå:
Äëÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå jx = 0. Îíî

ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó Af +
d

dx
(Bf) = 0 è äàåò f ∝ exp (−Ax/B) (ñ ó÷å-

òîì òîãî, ÷òî f → 0 ïðè x → +∞.) Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â
ïîëå òÿæåñòèmv̇ = −αv+fñëó÷+mg (âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ â ïîëå òÿæå-
ñòè g äîëæíà áûòü

”
ïîäïðàâëåíà“ òàê, ÷òîáû ó÷èòûâàëàñü àðõèìåäîâà

ñèëà). Âëèÿíèå ïîëÿ òÿæåñòè ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ
”
äðåéôîâîé“ ñêî-

ðîñòè väð = mg/α. Ñëåäóåò âûáðàòü èíòåðâàë âðåìåíè ∆t ≫ τ , òàê
÷òî ⟨(∆x)2⟩ =
= (2Tτ/m)∆t ), îòñþäà B = Tτ/m. Ñðåäíÿÿ æå ñêîðîñòü A =
= väð = gτ îáóñëîâëåíà òîëüêî ñìåùåíèåì â ïîëå òÿæåñòè.

Â èòîãå f(x) = f(0) exp (−mgx/T ).
Â ñëîå òîëùèíû ∼ A∆t âáëèçè äíà íà ôîðìèðîâàíèå âåëè÷èí A,B

äîëæíû îêàçûâàòü âëèÿíèå ñòîëêíîâåíèÿ áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö ñ äíîì.
Äâèæåíèå è êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â ýòîì ñëîå áóäóò íåñêîëüêî ðàçíûìè
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñòîëêíîâåíèÿ óïðó-
ãèìè èëè íåóïðóãèìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, êîíöåíòðàöèÿ ÷à-
ñòèö â òîíêîì ñëîå âáëèçè äíà îêàæåòñÿ

”
àíîìàëüíî“ ïîâûøåííîé.

Çàäà÷à 141. Äëÿ ãàçà ñ ïåðåìåííîé â ïðîñòðàíñòâå òåìïåðàòóðîé
A = 0, B(x) = b+ ax2. Íàéòè óñòàíîâèâøååñÿ ñî âðåìåíåì ðàñïðåäåëå-
íèå ïëîòíîñòè.

Çàäà÷à 142. Â ãàçå ÷àñòèö ìàññîé m íàõîäèòñÿ íåáîëüøàÿ ïðè-
ìåñü ãàçà ÷àñòèö ìàññîé M ≫ m. Ãàçû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè
òåìïåðàòóðå T , êîíöåíòðàöèÿ ëåãêîãî ãàçà n, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ëåãêèõ
è òÿæåëûõ ÷àñòèö σ. Îöåíèòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïî èìïóëüñàì
òÿæåëûõ ÷àñòèö.

Ðåøåíèå:
Èçìåíåíèå èìïóëüñà ∆P òÿæåëîé ÷àñòèöû ðàâíî èçìåíåíèþ èìïóëüñà
ëåãêîé ÷àñòèöû ∆p ∼ p ∼

√
Tm. Òîãäà

DP ∼ ⟨∆P 2⟩ν ∼ ⟨p2⟩v
λ

∼
√
mT 3

λ
,

ãäå ν ∼ v/λ � ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé òÿæåëîé ÷àñòèöû ñ ëåãêèìè â åäèíèöó
âðåìåíè (v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü, ïðèáëèæåííî ðàâíàÿ õàðàêòåðíîé
ñêîðîñòè ëåãêèõ ÷àñòèö), λ = 1/(nσ).

Çàäà÷à 143. Â ãàçå ÷àñòèö ìàññîé m íàõîäèòñÿ íåáîëüøàÿ ïðèìåñü
ãàçà ÷àñòèö ìàññîé M ≫ m. Ãàçû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè òåìïåðà-
òóðå T , êîíöåíòðàöèÿ ëåãêîãî ãàçà n, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ëåãêèõ è òÿæå-
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ëûõ ÷àñòèö σ. Îöåíèòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïî ýíåðãèè òÿæåëûõ
÷àñòèö.

Ðåøåíèå:
Èçìåíåíèå èìïóëüñà ∆P òÿæåëîé ÷àñòèöû ðàâíî èçìåíåíèþ èìïóëüñà
ëåãêîé ÷àñòèöû ∆p ∼ p ∼

√
Tm. Õàðàêòåðíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè òÿ-

æåëîé ÷àñòèöû ïðè îäíîì ñòîëêíîâåíèè ∆E ∼ P∆P/M ∼ T
√
m/M ,

ïîñêîëüêó ∆P ∼
√
mT ≪ P ∼

√
MT . Òîãäà

DE ∼ ⟨∆E2⟩ν ∼ mT 2v

Mλ
∼

√
mT 5

Mλ
,

ãäå ν ∼ v/λ � ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé òÿæåëîé ÷àñòèöû ñ ëåãêèìè â åäèíèöó
âðåìåíè (v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü, ïðèáëèæåííî ðàâíàÿ õàðàêòåðíîé
ñêîðîñòè ëåãêèõ ÷àñòèö), λ = 1/(nσ).

Çàäà÷à 144. Â ãàçå ÷àñòèö ìàññîé m íàõîäèòñÿ íåáîëüøàÿ ïðèìåñü
ãàçà ÷àñòèö ìàññîé M ≫ m. Ãàçû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè òåì-
ïåðàòóðå T , êîíöåíòðàöèÿ ëåãêîãî ãàçà n, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ëåãêèõ è
òÿæåëûõ ÷àñòèö σ. Íàéòè (ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû) ñâÿçü êîýôôèöèåí-
òîâ äèôôóçèè â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ òÿæåëûõ
÷àñòèö.

Ðåøåíèå:
Èçìåíåíèå èìïóëüñà ∆P òÿæåëîé ÷àñòèöû ðàâíî èçìåíåíèþ èìïóëüñà
ëåãêîé ÷àñòèöû ∆p ∼ p ∼

√
Tm. Òîãäà

DP ∼ ⟨∆P 2⟩ν ∼ ⟨p2⟩v
λ

∼
√
mT 3

λ
,

ãäå ν ∼ v/λ � ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé òÿæåëîé ÷àñòèöû ñ ëåãêèìè â åäè-
íèöó âðåìåíè (v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü, ïðèáëèæåííî ðàâíàÿ õàðàê-
òåðíîé ñêîðîñòè ëåãêèõ ÷àñòèö), λ = 1/(nσ). Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè
â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå κ ∼ λv, òàê ÷òî

κDP ∼ Tmv2 ∼ T 2.

Çàäà÷à 145. Ôîòîíû ñ ýíåðãèåé ε = ~ω ðàññåèâàþòñÿ íà ýëåêòðîíîì
ãàçå ñ òåìïåðàòóðîé T . Îöåíèòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôîòîíîâ ïî
ýíåðãèè â ñëó÷àå ~ω ≪ T ≪ mc2. Äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíà λ.

Ðåøåíèå:
Ïðè ðàññåÿíèè èçìåíåíèå ýíåðãèè ôîòîíà ∆ε ðàâíî èçìåíåíèþ ýíåðãèè
ýëåêòðîíà ∆E. Èçìåíåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà ∆P ∼ ~ω/c. Òîãäà

∆ε = ∆E ∼ P 2 − (P −∆P )2

m
∼ P~ω

mc
,
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ïîñêîëüêó õàðàêòåðíîå èçìåíåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïðè ðàññåÿíèè
ôîòîíà ∆P ∼ ~ω/c ≪

√
mT � õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ýëåê-

òðîíà äî ðàññåÿíèÿ, ïî óñëîâèþ çàäà÷è. Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïî
ýíåðãèè ôîòîíà îöåíèâàåì êàê

Dε ∼ ⟨∆ε2⟩ν ∼ mT (~ω)2c
(mc)2λ

∼ T (~ω)2

mcλ
,

ãäå ν ∼ c/λ � ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ôîòîíà ñ ýëåêòðîíàìè â åäèíèöó
âðåìåíè.

Çàäà÷à 146. Ôîòîíû ñ ýíåðãèåé ~ω ðàññåèâàþòñÿ íà ýëåêòðîíîì ãà-
çå ñ òåìïåðàòóðîé T ≪ mc2. Îöåíèòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôîòîíîâ
ïî ýíåðãèè â ñëó÷àå

√
mc2T ≪ ~ω ≪ mc2. Äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà

ôîòîíà λ.

Ðåøåíèå:
Ïðè ðàññåÿíèè èçìåíåíèå ýíåðãèè ôîòîíà ∆ε ðàâíî èçìåíåíèþ ýíåðãèè
ýëåêòðîíà ∆E. Èçìåíåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà ∆P ∼ ~ω/c. Òîãäà

∆ε = ∆E ∼ ∆P 2

m
∼ (~ω)2

mc2
,

ïîñêîëüêó õàðàêòåðíîå èçìåíåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïðè ðàññåÿíèè
ôîòîíà∆P ∼ ~ω/c≫

√
mT � õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ýëåêòðî-

íà äî ðàññåÿíèÿ, ïî óñëîâèþ çàäà÷è. Â òî æå âðåìÿ ∆ε/~ω ∼ ~ω/mc2 ≪
1, òàê ÷òî èçìåíåíèå ýíåðãèè ôîòîíà íîñèò äèôôóçèîííûé õàðàêòåð.
Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïî ýíåðãèè ôîòîíà îöåíèâàåì êàê

Dε ∼ ⟨∆ε2⟩ν ∼ (~ω)4c
(mc2)2λ

∼ (~ω)4

m2c3λ
,

ãäå ν ∼ c/λ � ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ôîòîíà ñ ýëåêòðîíàìè â åäèíèöó
âðåìåíè.

Çàäà÷à 147. Ôîòîíû ðàññåèâàþòñÿ íà ýëåêòðîíîì ãàçå ñ òåìïåðà-
òóðîé T . Ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ε ≪ T ≪ mc2. Äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ôîòîíà λ. Íàéòè çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè ôîòîíîâ îò âðåìåíè.

Ðåøåíèå:
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ðàâíà

E =

∫
εf(ε)ρ(ε)dε,
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ãäå f(ε) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôîòîíîâ ïî ýíåðãèè, ρ(ε) ∼ ε2 �
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà

∂fρ

∂t
=

∂

∂ε

[
Dερ

(
∂f

∂ε
+
f

T

)]
,

ãäå Dε = Tε2/(2mcλ) ≡ Cε2 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôîòîíîâ ïî
ýíåðãèè. Äëÿ ε≪ T ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì f/T . Òîãäà

dE

dt
=

∫
εC

∂

∂ε

(
ε4
∂f

∂ε

)
dε = 4CE,

ãäå äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì. Òàêèì îáðàçîì

E(t) = E(0)e2Tt/(mcλ).

Çàäà÷à 148. Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ÷àñòèö ïðèìåñè n(z, t) â òóðáó-
ëåíòíîì (õàîòè÷åñêîì) ïîòîêå âáëèçè íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì

∂n

∂t
=

∂

∂z

[(
κ+ µz4

) ∂n
∂z

]
,

ãäå κ � êîýôôèöèåíò ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè ÷àñòèö ïðèìåñè, à ÷ëåí
µz4 îïèñûâàåò àäâåêòèâíóþ äèôôóçèþ ÷àñòèö ïðèìåñè � õàîòè÷åñêèå
ñìåùåíèÿ ÷àñòèö â ñëó÷àéíîì ïîòîêå. Îöåíèòü ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïëîò-
íîñòè ÷àñòèö ïðèìåñè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè îíè íàõîäèëèñü âáëèçè ñòåíêè.

Ðåøåíèå:
Îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð äëÿ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è dn/dz|z=0 = 0, n|z→∞ → 0 è ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

n(z, t) =
∑
i

e−λitfi(z).

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ îñíîâíîé âêëàä äàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå λmin,
êîòîðîå ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Äëÿ ýòîãî
èùåì ðåøåíèå n(z, t) = exp(−λtrt)ftr(z) ñ íåêîòîðîé ïðîáíîé ôóíêöèåé
ftr(z), óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è dftr/dz|z=0 = 0,
ftr|z→∞ → 0, ÷òî äàåò

−λtrftr(z) =
∂

∂z

[(
κ+ µz4

) ∂ftr
∂z

]
.
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Óìíîæàåì ýòî óðàâíåíèå íà ftr è èíòåãðèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïî ÷àñòÿì
ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷àÿ

λtr =

∫∞
0

(
κ+ µz4

)
(dftr/dz)

2dz∫∞
0

(ftr)2dz
.

Ìèíèìèçèðóÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáíûõ ôóíêöèé ìîæ-
íî ïîëó÷èòü îöåíêó çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû λmin, êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò
ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Äëÿ ìèíèìèçàöèè ýòîãî
âûðàæåíèÿ ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà âûáèðàòüñÿ, â ñèëó ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé çàäà÷è, ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé äëÿ ìàëûõ z
(z ≪ rbl = (κ/µ)1/4) è äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè
áîëüøèõ z. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì
ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà ftr = exp(−αz2/2), óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì çàäà÷è ñ îäíèì ïîäãîíî÷íûì ïàðàìåòðîì α. Òîãäà èìååì

λtr =

∫∞
0

(
κ+ µz4

)
α2z2 exp(−αz2)dz∫∞

0
exp(−αz2)dz

.

Âû÷èñëÿÿ ãàóññîâû èíòåãðàëû, ïîëó÷èì

λtr =
1

2

(
κα+

15µ

4α

)
.

Ìèíèìèçèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ïîäãîíî÷íîìó ïàðàìåòðó α ïîëó÷èì
îöåíêó λmin ≈ 1.93

√
κµ. Òàêèì îáðàçîì

n(z, t) ∼ exp(−1.93
√
κµt).

Åñëè áû íå áûëî àäâåêöèè (æèäêîñòü ïîêîèëàñü), òî óáûâàíèå êîí-
öåíòðàöèè ÷àñòèö âáëèçè ñòåíêè íîñèëî ñòåïåííîé õàðàêòåð

n0(z, t) ∼ t−1/2.

Çàäà÷à 149. Íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå ⟨r2⟩ ÷àñòèöû çà
âðåìÿ t. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

dv

dt
= ξ(t),

ãäå v � ñêîðîñòü ÷àñòèöû, ξ � ñëó÷àéíàÿ ñèëà ñ êîððåëÿòîðàìè ⟨ξ(t′)⟩ =
0, ⟨ξ(t′)ξ(t′′)⟩ = Dδ(t′ − t′′). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: v(0) = 0, r(0) = 0.
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Ðåøåíèå:
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì

v(t) =

∫ t

0

ξ(t′)dt′, r(t) =

∫ t

0

v(t1)dt1.

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòåé ðàâíà

⟨v(t1)v(t2)⟩ =
∫ t1

0

dt′
∫ t2

0

dt′′⟨ξ(t′)ξ(t′′)⟩ = Dmin(t1, t2).

Òîãäà

⟨r2(t)⟩ =
∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2Dmin(t1, t2) = 2D

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

t2dt2 =
Dt3

3
.

Çàäà÷à 150. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä

dv

dt
= ξ(t),

ãäå v � ñêîðîñòü ÷àñòèöû, ξ � ñëó÷àéíàÿ ñèëà ñ êîððåëÿòîðàìè ⟨ξ(t′)⟩ =
0, ⟨ξ(t′)ξ(t′′)⟩ = Dδ(t′−t′′). Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ⟨v(t)r(t)⟩.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: v(0) = 0, r(0) = 0.

Ðåøåíèå:
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì

v(t) =

∫ t

0

ξ(t′)dt′, r(t) =

∫ t

0

v(t1)dt1.

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòåé ðàâíà

⟨v(t1)v(t2)⟩ =
∫ t1

0

dt′
∫ t2

0

dt′′⟨ξ(t′)ξ(t′′)⟩ = Dmin(t1, t2).

Òîãäà

⟨r(t)v(t)⟩ =
∫ t

0

dt1Dmin(t1, t) =
Dt2

2
.

16. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà

Çàäà÷à 151. Íà óñêîðèòåëÿõ ñî âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè ñãóñòêè ÷àñòèö
ôîêóñèðóþòñÿ â òî÷êå âñòðå÷è (ñì. ðèñ. 36). Ïðèìåì, ÷òî ïðè z = 0
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z

x

Ðèñ. 36. Âèä ïó÷êà ÷àñòèö âáëèçè ôîêóñà

ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö êàæäîãî èç ïó÷êîâ ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì
x, y è ïî óãëàì îòêëîíåíèÿ θx, θy ñêîðîñòè îò îñè z ãàóññîâû:

f(x, y, θx, θy) =
N

(2π)2σxσy∆x∆y
exp

(
− x2

2σ2
x

− y2

2σ2
y

− θ2x
2∆2

x

−
θ2y
2∆2

y

)
,

ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö íà åäèíèöó äëèíû ïó÷êà. Áóäåì ñ÷èòàòü ïó÷êè
íåîãðàíè÷åííûìè è îäíîðîäíûìè â íàïðàâëåíèè îñè z. Ìîæíî ïðèíÿòü
òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü ÷àñòèö ðàâíà c, à ñóùåñòâåííûå â çàäà÷å óãëû θx, θy
ìàëû, òàê ÷òî vz ≈ ±c.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè z ̸= 0, êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö
ïó÷êà n(x, y, z). Íàéòè ÷èñëî ñîóäàðåíèé ÷àñòèö âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ íà
ó÷àñòêå dz çà âðåìÿ dt, åñëè ñå÷åíèå ñîóäàðåíèÿ ðàâíî σint. (Ýòî ñå÷åíèå
äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû íå âëèÿòü íà êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö â ïó÷êàõ.)
Âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö â ïó÷êàõ äðóã ñ äðóãîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå:
Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ñâîáîäíîì äâèæå-
íèè ÷àñòèö:

f(r,v, t) = F (r− vt,v) = F1(x− cθxt, y−

−cθyt, z−ct, θx, θy)..,F1 çàâèñèò îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ x, y, z ÷åðåç ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè

x− cθxt− θx(z − ct) = x− θxz, y − cθyt− θy(z − ct) = y − θyz.

Ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ôèçè÷åñêîãî àðãóìåíòà ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

v · ∂f
∂r

= 0 → ∂f

∂z
+ θx

∂f

∂x
+ θy

∂f

∂y
= 0
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ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

dz

1
=
dx

θx
=
dy

θy
,

îòêóäà x−θxz = C1, y−θyz = C2. Ó÷èòûâàÿ âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðè z = 0, ïîëó÷àåì

f(x, y, z, θx, θy) =

=
N

(2π)2σxσy∆x∆y
exp

(
− (x− θxz)

2

2σ2
x

− (y − θyz)
2

2σ2
y

− θ2x
2∆2

x

−
θ2y
2∆2

y

)
.

Êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â ïó÷êå

n(x, y, z) =

∫
fdθxdθy =

N

2πσ̃xσ̃y
exp

(
− x2

2σ̃2
x

− y2

2σ̃2
y

)
,

ãäå

σ̃2
x = σ2

x(1 + z2/β2
x), σ̃

2
y = σ2

y(1 + z2/β2
y), βx = σx/∆x, βy = σy/∆y.

×èñëî ñîóäàðåíèé â ñåêóíäó íà ó÷àñòêå dz

dν = σint · 2c · dz
∫
n2(x, y, z)dxdy =

cN2

2πσ̃xσ̃y
σintdz.

Ðàçóìååòñÿ, íàéäåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâû òîëüêî íà ó÷àñòêå
ìåæäó ôîêóñèðóþùèìè ïó÷êè ëèíçàìè, à ñãóñòêè ÷àñòèö íå áåñêîíå÷íû
29.

Çàäà÷à 152. Íàéòè äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ïëàçìû â ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E ïàðàëëåëüíî âîëíîâîìó âåêòîðó k è
êîãäà E⊥k (εl(ω,k) è εt(ω,k)) ïðè óñëîâèè k⟨v⟩ ≪ ω.

Ðåøåíèå:
Ïóñòü ïëàçìà íàõîäèòñÿ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E ∝ eikr−iωt. Ìû ïðè-
íèìàåì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äîñòàòî÷íî ñëàáîå, ÷òîáû îòêëîíåíèå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ δf îò ðàâíîâåñíîé f0 ìîæíî áû-
ëî ñ÷èòàòü ìàëûì è ïðîèçâåñòè ëèíåàðèçàöèþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ. Ìû íàéä¼ì äîáàâêó ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ, çàòåì

29 Äëÿ óñêîðèòåëÿ ÂÝÏÏ-4Ì, íàïðèìåð, σx = 1 ìì, σy = 0, 03 ìì, βx = 75 ñì,
βy = 5 ñì, äëèíà ñãóñòêîâ ÷àñòèö σz = 5 ñì, ôîêóñíûå ðàññòîÿíèÿ ëèíç ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ ìåòðîâ. N = (N0/

√
πσz) exp (−(z ± ct)2/2σ2

z).
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� ïëîòíîñòü òîêà j = e
∫
vδfd3p, âûðàçèì ïðîâîäèìîñòü è, íàêîíåö,

âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

ε = 1 +
4πσi

ω
. (388)

Âûáåðåì îñü x ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà k. Ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî δf ∝ E, èç ëèíåàðèçîâàííîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (áåç ó÷åòà
ñòîëêíîâåíèé)

∂δf

∂t
+ vx

∂δf

∂x
+ eE

∂f0
∂p

= 0

ïîëó÷àåì

δf = − ieE

ω − kvx

∂f0
∂p

.

Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå

1

ω − kvx
=

1

ω

(
1 +

kvx
ω

+

(
kvx
ω

)2

+ ...

)
.

Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàðàëëåëüíî k.

j ≡ jx =
−ie2E
ω

∫
vx
∂f0
∂px

(
1 +

kvx
ω

+

(
kvx
ω

)2

+ ...

)
d3p =

=
ine2

m

(
1 +

k2⟨v2⟩
ω2

)
E = σlE,

εl = 1− ω2
0

ω2

(
1 +

k2⟨v2⟩
ω2

)
, ω2

0 =
4πne2

m
.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà ⟨v2⟩ = 3T/m.
Äëÿ ñëó÷àÿ E⊥k íàïðàâèì îñü y âäîëü E. Òîãäà

j ≡ jy = −ie2E
∫
vy
∂f0
∂py

d3p

ω − kvx
=
ieE

m

∫
f0d

3p

ω − kvx
= σtE, (389)

εt = 1− ω2
0

ω2

(
1 +

k2⟨v2⟩
3ω2

)
.

Ìû íå âûïèñûâàåì çäåñü ìíèìóþ ÷àñòü ε, îáóñëîâëåííóþ çàòóõàíèåì
Ëàíäàó.
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Ïðèâåäåì åùå îäèí âàðèàíò âûâîäà εl è εt, íà ýòîò ðàç � íå ñâÿçàí-
íûé ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì, êàê íàõîäèòñÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
ïëàçìû áåç ó÷åòà òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Äèïîëüíûé ìîìåíò,
âîçíèêàþùèé ïðè ñìåùåíèè ýëåêòðîíà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E(t) =
E exp (−iωt), ðàâåí p(t) = α(ω)E(t), ãäå α = −e2/mω2 � ïîëÿðèçóå-
ìîñòü ÷àñòèöû. Ïîëÿðèçàöèÿ âåùåñòâà P = np, ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ
ýëåêòðîíîâ. Äàëåå, D =
= εE = E+ 4πP, îòêóäà

ε(ω) = 1 + 4πnα(ω). (390)

×òîáû ó÷åñòü òåïëîâîå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ ðàññìàòðèâàåì ïî îò-
äåëüíîñòè ãðóïïû ýëåêòðîíîâ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè v. Êîëè÷åñòâî
ýëåêòðîíîâ â êàæäîé èç òàêèõ ãðóïï îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ f(v). Íàéäåì ïåðåìåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà, äâè-
æóùåãîñÿ ïî çàêîíó r = vt, âîçíèêàþùèé â ïîëå E exp (ikr− iωt). Ïî
ñóòè äåëà, ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ðåàêöèþ ýëåêòðîíà íà ïîëå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíû, ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî íàðÿäó ñ ýëåêòðè÷åñêèì åñòü è
ìàãíèòíîå ïîëå, çàâèñèìîñòü êîòîðîãî îò êîîðäèíàò è âðåìåíè òàêîâà
æå. Ìàãíèòíîå ïîëå ìîæíî îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ rotE = −1

c
∂B
∂t , ÷òî

äàåò B = c
ω [kE]. Ïîêà ìû ðàññìàòðèâàëè ïîêîèâøèåñÿ (áåç ó÷åòà âîë-

íû) ýëåêòðîíû, ýòî ìàãíèòíîå ïîëå íàñ íå èíòåðåñîâàëî, ïîñêîëüêó ó÷åò
åãî âëèÿíèÿ íà äâèæåíèå ýëåêòðîíà äàë áû ïîïðàâêó, êâàäðàòè÷íóþ ïî
àìïëèòóäå ïîëÿ. Äëÿ ó÷åòà êîëåáàíèé ýëåêòðîíà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâè-
æóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, ýòî ìàãíèòíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì.
Äåëî â òîì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ýëåêòðè÷åñêèì, òàê è ìàãíèòíûì ïîëÿìè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå:

E′ = E+
1

c
[vB]= E+

1

ω
[v[kE]] = E+

1

ω
(vE)k− 1

ω
(kv)E, (391)

E′(t) = E′ exp (−i(ω − kv)t).

Ïîëÿðèçóåìîñòü α äîëæíà áûòü âçÿòà ïðè çíà÷åíèè ÷àñòîòû, ðàâ-
íîì ω′ = ω− kv. (Èçìåíåíèå ÷àñòîòû ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêò
Äîïëåðà.) Âîçâðàùàÿñü â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì äèïîëüíûé
ìîìåíò p = p′, ãäå p′ = α(ω′)E′. 30 Ïîëÿðèçàöèþ ïîëó÷àåì, ïðîñóììè-
ðîâàâ çíà÷åíèÿ p ïî âñåì ýëåêòðîíàì, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì ðàçáðîñ èõ

30 Êðîìå òîãî âîçíèêàåò òàêæå è ìàãíèòíûé ìîìåíò, m = 1
c
[vp′]. Ïðè âîçâðàòå

â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó âêëàä åãî â ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò áóäåò èìåòü
îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó ∼ v2/c2, è ìû íå áóäåì åãî ó÷èòûâàòü.
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ñêîðîñòåé, èíà÷å ãîâîðÿ, óñðåäíèâ ñ ìàêñâåëëîâñêîé ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà E∥k. Â ýòîì ñëó÷àå E′ = E è â
(390) çàìåíÿåì nα íà

n⟨α(ω′)⟩ =
∫
α(ω − kvx)f(v)d

3v = −e
2

m

∫
f(v)d3v

(ω − kvx)2
. (392)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì ïî vx, ïîëó÷àåì

n⟨α(ω′)⟩ = − e2

mk

∫
∂f

∂vx

d3v

ω − kvx
. (393)

Ýòî ïðèâîäèò ê íàéäåííîìó óæå âûøå âûðàæåíèþ εl.
Â ñëó÷àå E⊥k èç (391) ïîëó÷àåì E′ = Eω′

ω +
Evy

ω k. Âòîðîå ñëàãàåìîå
ïðè óñðåäíåíèè ïî íàïðàâëåíèÿì èñ÷åçíåò, òàê ÷òî â (390) çàìåíÿåì nα
íà

n

⟨
α(ω′)

ω′

ω

⟩
= −e

2

m

∫
f(v)d3v

ω − kvx
. (394)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ εt òàêæå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå, íàéäåííîå âûøå.
Çàäà÷à 153. Íàéòè ñòàòè÷åñêóþ (ïðîäîëüíóþ) äèýëåêòðè÷åñêóþ

ïðîíèöàåìîñòü ïëàçìû (ò. å. ε(ω, k) ïðè óñëîâèè ω = 0).
Ðåøåíèå:

ε(k) = 1 +
κ2

k2
, κ2 =

4πne2

T
.

(Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ω → 0 ñëåäóåò çàìåíÿòü ω → iϵ→ 0. Ïîýòî-
ìó â (392) ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî vx ïîëó÷èòñÿ ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà
ïðè vx = 0, êîòîðûé ïðè èíòåãðèðîâàíèè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îá-
õîäèòñÿ ñíèçó. Óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (393).)

Ïîñêîëüêó â îòâåò íå âõîäèò ìàññà ÷àñòèö, ïðîòîíû äàþò òàêîé æå
âêëàä, êàê è ýëåêòðîíû, ò. å. n � ñóììàðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ çàðÿæåííûõ
÷àñòèö.

Çàäà÷à 154. Íàéòè ïîïðàâêó ê äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
ïëàçìû, îáóñëîâëåííóþ äâèæåíèåì èîíîâ.

Ðåøåíèå:
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðàçáðîñîì ñêîðîñòåé
÷àñòèö31. ε(ω) = 1 − ω2

e/ω
2 − ω2

i /ω
2 , ω2

a = 4πnae
2
a/ma , a = e, i. Äëÿ

ne = ni äåëî ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ìàññû ýëåêòðîíà íà ïðèâåäåííóþ ìàññó
ýëåêòðîíà è èîíà.

31 Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, â ñóùíîñòè, íå íóæíî.
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñõîäñòâî ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå
ñ îïòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.

Çàäà÷à 155. Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ â ïëàçìå âîçìîæíû êî-
ëåáàíèÿ, â êîòîðûõ ýëåêòðîíû è èîíû äâèæóòñÿ ñ ïî÷òè îäèíàêîâûìè
àìïëèòóäàìè, òàê ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè ñìåùåíèè
èîíîâ, â î÷åíü áîëüøîé ìåðå ýêðàíèðóåòñÿ ýëåêòðîíàìè. Ïîýòîìó ÷à-
ñòîòà ýòèõ êîëåáàíèé ìàëà, ω ≪ kve. Â òî æå âðåìÿ èõ ôàçîâàÿ ñêîðîñòü
âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ èîíîâ 32: vi ≪ ω/k. Òàêèå êîëåáàíèÿ
íàçûâàþò èîííûì çâóêîì.

Íàéòè çàêîí äèñïåðñèè èîííîãî çâóêà.

Ðåøåíèå:
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ïîëÿðèçàöèÿ ýëåêòðîííîé
ñîñòàâëÿþùåé ïëàçìû îêàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêîé:
εe − 1 = κ2/k2 , κ2 = 4πne2/Te, à â èîííîé ïîëÿðèçàöèè ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé:
εi − 1 = −ω2

0i/ω
2 , ω2

0i = 4πne2/mi. Â èòîãå

ε = 1 +
κ2

k2
− ω2

0i

ω2
.

Çàêîí äèñïåðñèè èîííîãî çâóêà ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèÿ
ε(ω, k) = 0. Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ñêîðîñòü òàêîãî çâóêà
ω/k =

√
Te/mi. Óêàçàííûå â óñëîâèè ñîîòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé ìîãóò

âûïîëíÿòüñÿ, åñëè Te ≫ Ti.

Òàêèå êîëåáàíèÿ ñõîäíû ñ àêóñòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêè.

Çàäà÷à 156. Ïðîâåñòè â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé

I =

∫
w · [f(r,p, t)f(r,p1, t)− f(r,p′, t)f(r,p′

1, t)]d
3p1d

3p′d3p′1,

ãäå

w = w(p,p1 → p′,p′
1) = w(p′,p′

1 → p,p1) ∝

∝
(
dσ

dΩ

)
δ(p+ p1 − p′ − p′

1)δ(ε(p) + ε(p1)− ε(p′)− ε(p′
1)),

32 Òàêèå óñëîâèÿ ðåàëèçóþòñÿ, íàïðèìåð, â ïëàçìå, íàãðåâàåìîé ïðîòåêàþùèì
ïî íåé òîêîì: ïåðåäà÷à ýíåðãèè îò ë¼ãêèõ ÷àñòèö ê òÿæ¼ëûì ïðîèñõîäèò î÷åíü ìåä-
ëåííî, ïîýòîìó ãàç ýëåêòðîíîâ èìååò òåìïåðàòóðó ìíîãî áîëüøóþ, ÷åì ãàç èîíîâ.
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èíòåãðèðîâàíèå ïî ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ïàðû ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíî-

âåíèÿ V′ =
p′ + p′

1

2m
è âåëè÷èíå èõ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v′îòí =

|p′ − p′
1|

m
.

Ðåøåíèå:
Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ p′,p′

1 ê ïåðåìåííûì V′ è v′
îòí:∫

δ(p+ p1 − p′ − p′
1)δ(ε(p) + ε(p1)− ε(p′)− ε(p′

1))d
3p′d3p′1,=

= 8m6

∫
δ(2m(V −V′))

·δ(mV 2 +mv2îòí/4−mV ′2 +mv′2îòí/4)d
3V ′d3v′îòí =

= m2vîòídΩ
′.

Â èòîãå

I =

∫
dσ

dΩ′ vîòí(ff1 − f ′f ′1)dΩ
′d3p1

(ìíîæèòåëü m−2 ñ÷èòàåì âêëþ÷åííûì â êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè â óñëîâèè, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìîëåêóë çàâèñèò
îò óãëà ìåæäó v′

îòí è vîòí = (p− p1)/m ).
Çàäà÷à 157. Ïîëó÷èòü èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèä ðàâíîâåñ-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì â ãàçå â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé.
Ðåøåíèå:

Î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü ïðîñòðàíñòâåííî
îäíîðîäíûì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå çàâèñèò îò t è r. Ïîñêîëüêó
òàêæå F = 0, ïîëó÷àåì I = 0. Ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü èçîòðîïíûì,
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò ìîäóëÿ p, ò.å. òîëüêî
îò ýíåðãèè. Óñëîâèå I = 0 ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó f(ε)f(ε1) = f(ε′)f(ε′1)
ïðè óñëîâèè ε + ε1 = ε′ + ε′1, èíà÷å ãîâîðÿ, f(ε)f(ε1) = F (E), ãäå E =
ε + ε1. Çàïèñàâ ýòî ðàâåíñòâî â âèäå ln f(ε) + ln f(E − ε) = lnF (E),
ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî ε:

f ′(ε)

f(ε)
− f ′(ε1)

f(ε1)
= 0.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ε è ε1 ïðîèçâîëüíû, ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
f ′(ε)/f(ε) = −β, ãäå β � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε. Â èòîãå ïîëó-
÷àåì

f(ε) = eα−βε,
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ò. å. ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà.
Ïåðåõîäÿ ê ôåðìè-ãàçó, ñëåäóåò ó÷åñòü èíóþ íîðìèðîâêó ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ,[12]. Äëÿ ôåðìè-÷àñòèö óñëîâèå I = 0 çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

f(ε)f(ε1)(1− f(ε′))(1− f(ε′1)) = f(ε′)f(ε′1)(1− f(ε))(1− f(ε1)),

ãäå ïîñëåäíèå äâà ñîìíîæèòåëÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà ó÷èòûâàþò,
÷òî ôåðìèîíû ïîä÷èíÿþòñÿ ïðèíöèïó Ïàóëè: ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå îíè
ðàññåèâàþòñÿ, äîëæíû áûòü ñâîáîäíû. Åñëè îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàçäå-
ëèòü íà f(ε)f(ε1)f(ε

′)f(ε′1), òî ìû ñâåäåì çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé, íî äëÿ
ôóíêöèè 1/f − 1, ò.å.

1

f(ε)
− 1 = eα+βε,

îòêóäà ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè�Äèðàêà.
Çàäà÷à 158. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè.

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì òå÷åíèå æèäêîñòè, ñêîðîñòü êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü îñè
x, à âäîëü îñè z èìååò ãðàäèåíò. Åñëè â æèäêîñòè âûäåëèòü åäèíè÷íóþ
ïëîùàäêó ñ íîðìàëüþ âäîëü îñè z, íà íåå áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà âäîëü
îñè x

Fx = −η ∂ux
∂z

(395)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ýòà ñèëà ðàâíà ðåçóëüòèðóþùåé x�ñîñòàâëÿþùåé
ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà Pixz, âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîãî ìîæíî çà-
ïèñàòü ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå

Πxz =

∫
mvxvzfd

3v =

∫
mvxvzδfd

3v, (396)

ïîñêîëüêó ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íà ïî ñêîðî-
ñòè. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ è â îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë óðàâíåíèå
Áîëüöìàíà ñâîäèòñÿ ê

vz
∂f

∂z
= −δf

τ
. (397)

Â ëåâóþ ÷àñòü ìû ïîäñòàâëÿåì ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
ñäâèíóòóþ â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé íà çíà÷åíèå ìàêðàñêîïè÷åñêîé ñêî-
ðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè âäîëü îñè x

f(vx − ux(z), vy, vz) ⇒
∂f

∂z
=
∂f0
∂vx

(
−∂ux
∂z

)
(398)
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îòêóäà

−η ∂ux
∂z

= τm

∫
vxvzvz

∂f0
∂vx

∂ux
∂z

dvxdvydvz (399)

îêîí÷àòåëüíî

η = τmn⟨v2z⟩ =
1

3
τmn⟨v2⟩ = 2

3
τn⟨ε⟩ (400)

Çàäà÷à 159. Âûðàçèòü ïîòîê òåïëà â ìåòàëëå ÷åðåç ñêîðîñòè è ýíåð-
ãèè êâàçè÷àñòèö. (Î êâàçè÷àñòèöàõ ñì. çàäà÷ó 63.)

Ðåøåíèå:
Ïëîòíîñòü ïîòîêà òåïëà ýòî ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö:

q =

∫
vϵ(p)f(p)d3p .

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì p, ñêîðîñòü êâàçè÷àñòè-

öû v =
∂ϵ

∂p
= v0

p

p
sgn(p−p0), ôàêòè÷åñêè âêëàä äàåò îáëàñòü |p−p0| . T ,

ïðè÷åì íóæíî ñëîæèòü âêëàäû ýëåêòðîíîâ (p > p0) è äûðîê (p < p0).
Ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì ïîòîêà ÷åðåç ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ

q =

∫
v(ε(p)− ε0)f(p)d

3p .

(Ïîäðîáíåå � â [17, � 3.4] .)
Çàäà÷à 160. Ðàññìàòðèâàåì ôîòîííûé ãàç ñ î÷åíü ìàëîé ïðèìå-

ñüþ âåùåñòâà. Ïóñòü ðàññåÿíèå ôîòîíîâ íà ýòîé ïðèìåñè ïðèâîäèò ê
äëèíå ïðîáåãà ôîòîíîâ l. Â òàêîì ôîòîííîì ãàçå âîëíû, â êîòîðûõ êîí-
öåíòðàöèÿ ôîòîíîâ îêàçûâàåòñÿ ïåðåìåííîé, ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ,
åñëè äëèíà âîëíû èõ âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ l. Íàéòè ñêîðîñòü òàêèõ
âîëí.

Ðåøåíèå:
Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ôîòîíîâ,

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
= I.

Çäåñü ñêîðîñòü ôîòîíà v = c2p/ε, ε = cp � ýíåðãèÿ ôîòîíà.
Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé

I ∝
∫
[w(p′ → p)f(p′)− w(p → p′)f(p)]d3p′.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿ ôîòîíîâ ñ ÷àñòèöàìè âåùåñòâà ÿâëÿ-
þòñÿ óïðóãèìè, ε(p′) = ε(p), è ÷òî w(p′ → p) = w(p → p′).

Òîãäà
∫
εId3p = 0,

∫
pId3p = 0.

Ïðèìåì òàêæå, ÷òî â êàæäîé
”
òî÷êå“ äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíîå ðàâíî-

âåñèå, â ÷àñòíîñòè, ôîòîííûé ãàç èìååò íåêîòîðóþ ñðåäíþþ ñêîðîñòü
V, è â ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ òàêîé ñêîðîñòüþ, ðàñïðåäå-
ëåíèå ÷àñòèö ïî èìïóëüñàì f0(p) ìîæíî ñ÷èòàòü èçîòðîïíûì (è ðàâíî-
âåñíûì). Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ îáûêíîâåííûé ãàç, ïîäîáíûå
ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì ãàçîäèíàìèêè èäåàëüíîãî ãàçà.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ôîòîííîãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ
íåðåëÿòèâèñòñêîé: V ≪ c (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àìïëèòóäà âîëíû ìàëà).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f â èñõîäíîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü âûðàæåíà
÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f0 â ñèñòåìå, èìåþùåé ñêîðîñòü

33 V:

f(p, r, t) = f0

(
p− Vε

c2

)
= f0(p) + δf, δf = −Vε

c2
v
∂f0
∂ε

.

Ïðè çàìåíå v → −v ôóíêöèÿ f0 íå èçìåíÿåòñÿ, à δf → −δf .
Êàê è äëÿ îáûêíîâåííîãî ãàçà, êîíöåíòðàöèÿ ôîòîííîãî ãàçà n =∫

fd3p =
∫
f0d

3p, ïîïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå â ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âû-
ïàäàåò. Ïëîòíîñòü ïîòîêà jk =

∫
vkfd

3p. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
âêëàä äàåò òîëüêî ïîïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå34.

Ïðîèíòåãðèðóåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïî d3p. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

∂n

∂t
+
∂ji
∂xi

= 0.

Óìíîæèì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå íà vk è ïðîèíòåãðèðóåì ïî d3p.
Ïðè ýòîì â èíòåãðàëå

∫
vkvif0d

3p ìîæíî çàìåíèòü vkvi íà c
2 δki /3, à

âêëàä ñëàãàåìîãî δf èñ÷åçàåò.

∂jk
∂t

+
c2

3

∂n

∂xk
= 0.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2n

∂t2
=
c2

3
△n.

33Èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè ïðè V ≪ c. Ïî-
äðîáíåå î ïðåîáðàçîâàíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñì. [4, � 10].

34Íåñëîæíî ïîëó÷èòü òàêæå, ÷òî j = Vn.
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Ñêîðîñòü âîëí ïëîòíîñòè â ôîòîííîì ãàçå â îïèñàííûõ óñëîâèÿõ îêà-

çàëàñü ðàâíà
c√
3
.

Òàêîå æå çíà÷åíèå ñêîðîñòè çâóêà ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ

ôîòîííûé ãàç êàê ñïëîøíóþ ñðåäó ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ P =
E

3V
=

1

3
ϱc2.35

Ïîäîáíûå æå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ôîíîííîì ãàçå, íàáëþ-
äàþòñÿ â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå 0, 5Ê. (Â ýòîì
ñëó÷àå c � ñêîðîñòü îáû÷íîãî,

”
ïåðâîãî“, çâóêà.) Ýòî òåïëîâûå âîëíû,

êîòîðûå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà ðàññòîÿíèÿ, ìíîãî áîëüøèå äëèíû
âîëíû. Èõ íàçûâàþò âòîðûì çâóêîì.

Çàäà÷à 161. Âäîëü îòðåçêà ïðîâîëîêè, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà ïî-
ñòîÿííàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, òå÷¼ò òîê. Êàê èçìåíèòñÿ òîê, åñëè
âêëþ÷èòü ïîñòîÿííîå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå
ïðîâîëîêå? Âîñïîëüçîâàòüñÿ τ -ïðèáëèæåíèåì äëÿ èíòåãðàëà ñòîëêíî-
âåíèé. (Çàäà÷à îá ýôôåêòå Õîëëà).

Ðåøåíèå:
Ïóñòü OZ ∥ B, à OX ∥ E. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è îòëè÷èå δf ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîâåñíîé f0 ñ÷èòàåì ìàëûìè, à ìàãíèòíîå ïîëå �
íåò. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîñëå ëèíåàðèçàöèè

eE

m

∂f0
∂vx

+ ω

(
vx
∂δf

∂vy
− vy

∂δf

∂vx

)
= −δf

τ
, ω =

eB

mc
.

Åñëè åñòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íàïðàâëåííîå ïî îñè x, òî âîçìóùåíèå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèå δf = A′(ε)vx. Ïðè âêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âäîëü îñè z òðàåêòîðèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö èñêðèâëÿþòñÿ è ïîÿâëÿåòñÿ
y-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, ïîýòîìó èùåì ðåøåíèå â âèäå

δf = A(ε)vx +B(ε)vy.

(Ëþáèòåëè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè ìîãóò ðåøèòü êèíåòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê). Ïðèðàâíÿâ ïî îòäåëüíîñòè ñëàãàåìûå,
ñîäåðæàùèå vx è vy, íàõîäèì

A = − τeE

1 + (ωτ)2
∂f0
∂ε

, B = ωτA.

35Çàìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé âûøå âûâîä ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü
è ê ãàçó óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ôåðìèîíîâ.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîòíîñòè òîêà â jx = e
∫
vxδfd

3v âîéä¼ò òîëüêî A,
ïðè÷åì ìíîæèòåëü 1/[1 + (ωτ)2], ñîäåðæàùèé âñþ çàâèñèìîñòü îò ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà. Ïîýòîìó

jx =
σE

1 + (ωτ)2
, jy = ωτjx , σ =

ne2τ

m
. (401)

Ïðè äàëüíåéøåì àíàëèçå îòâåòà íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî âåêòîð j íàïðàâ-
ëåí âäîëü ïðîâîäà, à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èìååò êàê ïðîäîëüíóþ, òàê è
ïîïåðå÷íóþ ïî îòíîøåíèþ ê òîêó êîìïîíåíòû, E = E⊥ +Eq.

Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó ïëîòíîñòüþ òîêà è ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì θ,

j =
√
j2x + j2y =

σE√
1 + (ωτ)2

, (402)

cos θ =
jx
j

=
1√

1 + (ωτ)2
, tgθ =

jy
jx

= ωτ , (403)

Eq = E cos θ =
E√

1 + (ωτ)2
, j = σEq . (404)

E⊥ = Eqtgθ = ωτ
j

σ
=
Hj

nec
. (405)

Â èòîãå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü òîêà îò ïîïåðå÷íîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ (ýôôåêò, íàçûâàåìûé ìàãíåòîñîïðîòèâëåíèåì) â ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè îòñóòñòâóåò. Ïîÿâëåíèå ïîïåðå÷íîãî íàïðÿæåíèÿ � ýòî ýôôåêò
Õîëëà. Âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
E⊥ = RHj, ãäå R = 1/nec � êîýôôèöèåíò Õîëëà.

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, îòâëåêàÿñü îò ðàçáðîñà ïî ñêî-
ðîñòÿì ýëåêòðîíîâ è ïðåäñòàâëÿÿ, ÷òî ó íèõ åñòü íåêàÿ ñðåäíÿÿ ñêî-
ðîñòü, íàïðàâëåííàÿ âäîëü ïðîâîäíèêà v ≡ vq. Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå
äåéñòâóþùåé íà ýëåêòðîí â íàïðàâëåíèè ïîïåðåê ïðîâîäà ñèëû äîëæíî
áûòü ðàâíî íóëþ: eE⊥+(e/c)[vqH] = 0; ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà j = nevq ýòî
ïðèâîäèò ê íàéäåííîìó âûøå çíà÷åíèþ êîýôôèöèåíòà Õîëëà è îòñóò-
ñòâèþ ìàãíåòîñîïðîòèâëåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îáîñíîâàòü τ -ïðèáëèæåíèå â ýòîé çàäà÷å â ñëó÷àå ïðî-
èçâîëüíîé âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ åäâà ëè óäàñòñÿ.

Çàäà÷à 162.Íàéòè èçìåíåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäíèêà ïðè âêëþ-
÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ E,
åñëè åñòü äâà òèïà íîñèòåëåé çàðÿäà, íàïðèìåð, ýëåêòðîíû è äûðêè.
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Ðåøåíèå:
Èñïîëüçóÿ (401)ñóììèðóåì âêëàäû â òîê äâóõ íîñèòåëåé:

jx = (α1 + α2)E, αi =
σi

1 + (ωiτi)2
, ωi =

eiH

mic
, σi =

nie
2
i τi

mi
, i = 1, 2

jy = (β1 + β2)E , βi = ωiτiαi .

Äàëåå, ïîäîáíî (403�404),

Eq =
jx
j
E =

j

σ
, σ =

j2

jxE
=

(α1 + α2)
2 + (β1 + β2)

2

α1 + α2
.

Â ýòîé ìîäåëè ïðîâîäèìîñòü çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âàæåí ôàêò
ïîÿâëåíèÿ ñåðü¼çíîé çàâèñèìîñòè, ñàìîìó æå ïîëó÷åííîìó õàðàêòåðó
çàâèñèìîñòè íå ñëåäóåò ïðèäàâàòü áîëüøîãî çíà÷åíèÿ, ò. ê. íà âèäå å¼ â
ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ñèëüíî ñêàçûâàåòñÿ àíèçîòðîïèÿ çàâèñèìîñòè ýíåð-
ãèè ýëåêòðîíîâ îò êâàçèèìïóëüñà, êîòîðîé ìû íå ó÷èòûâàëè. Õîëëîâ-
ñêèé êîýôôèöèåíò îêàçûâàåòñÿ ðàâåí

R =
σ2
1R1 + σ2

2R2

(σ1 + σ2)2
,

ãäå Ri = 1/(einic).
Çàäà÷à 163. Âûðàçèòü êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ ïîïåðå÷íîãî çâóêà

â ìåòàëëå, îáóñëîâëåííûé âÿçêîñòüþ ýëåêòðîííîãî ãàçà, ïðè óñëîâèè,
÷òî äëèíà âîëíû çâóêà ìíîãî áîëüøå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåê-
òðîíîâ (kvτ ≪ 1), ïðè÷¼ì ãëàâíóþ ðîëü â ðàññåÿíèè ýëåêòðîíîâ èãðàþò
ïðèìåñè.

Ðåøåíèå:
Íàïðàâèì îñü x ïî âîëíîâîìó âåêòîðó k çâóêà, îñü y � ïî íàïðàâëåíèþ
ñìåùåíèÿ u âåùåñòâà â çâóêîâîé âîëíå. Ïðèìåì, ÷òî u ∝ exp i(kx− ωt).
Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâîé âîëíû,

ρ

(
∂2u

∂t2
− v2s

∂2u

∂x2

)
= −∂Πyx

∂x
, (406)

ãäå vs � ñêîðîñòü çâóêà, Πyx � êîìïîíåíòà òåíçîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà
èìïóëüñà, ïåðåíîñèìîãî ýëåêòðîííûì ãàçîì:

Πyx =

∫
pyvxfd

3p (407)
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ýëåêòðîííîãî ãàçà áëèçêî ê ëîêàëüíî ðàâ-
íîâåñíîìó:

f = f0(|v − u̇(x, t)|) + δf (408)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ω ≪ kv ≪ 1/τ , â ëåâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂f

∂t
+ vx

∂f

∂x
= −δf

τ

ñëåäóåò ñîõðàíèòü òîëüêî âêëàä f0 âî âòîðîì ÷ëåíå, òàê ÷òî

vx(ik)(iωu)
∂f0
∂vy

= −δf
τ
, (409)

Πyx = −kωτum
∫
v2xvy

∂f0
∂vy

d3p = kωτmnu
v20
5
. (410)

Èç (406) ïîëó÷àåì ρ(ω2 − v2sk
2)u = −ikΠyx, îòêóäà

36

k =
ω

vs
+
iγ

2
, γ =

nmv20ω
2τ

5ρv3s
∼ ωτk.

Âåëè÷èíà γ õàðàêòåðèçóåò ïîòåðè ýíåðãèè: |u|2 ∝ exp (−γx).
Çàäà÷à 164. Âûðàçèòü τ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ÷åðåç ñå÷åíèå ðàññå-

ÿíèÿ ýëåêòðîíîâ. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà ïðèìåñÿõ ñ÷èòàòü óïðóãèì.
(Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå, òàê
÷òî âëèÿíèåì íà äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ êîëåáàíèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
øåòêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.)

Ðåøåíèå:
Çàâèñèìîñòü äîáàâêè ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (409) îò íàïðàâëåíèÿ
âåêòîðà p = np èìååò âèä

δf = A(ε)nxny. (411)

Â èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé âõîäèò ðàçíîñòü δf(p)−δf(p′). Ìû ïîäñòàâèì
δf(p′) â ýòó ðàçíîñòü, ïðåäñòàâèâ èìïóëüñ ýëåêòðîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ
â âèäå p′ = p(n cos θ + n′

⊥), è ïðîâåäåì óñðåäíåíèå ïî àçèìóòàëüíîìó
íàïðàâëåíèþ âåêòîðà n′

⊥ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî âõîäÿùåå â èíòåãðàë ñòîëêíî-
âåíèé ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ íå çàâèñèò).

δf(p′) = A(ε)n′
xn

′
y = A(ε)(cos θ nx + n′⊥x)(cos θ ny + n′⊥y).

36 Ìû íå ó÷èòûâàëè íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå äëÿ çàäà÷ ôèçèêè òâ¼ðäîãî òåëà
îáñòîÿòåëüñòâà, íàïðèìåð, òîò ôàêò, ÷òî çàâèñèìîñòü ε(p) èçìåíÿåòñÿ ïðè äåôîð-
ìàöèè âåùåñòâà.
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Óêàçàííîå óñðåäíåíèå ñâîäèòñÿ ê çàìåíàì:

⟨n′⊥i⟩ = 0, ⟨n′
⊥in

′
⊥j⟩ =

1

2
(n′

⊥)
2(δij − ninj) =

1

2
sin2 θ (δij − ninj). (412)

Â ÷àñòíîñòè, ⟨n′xn′y⟩ = (cos2 θ− 1
2 sin

2 θ) nxny. Ïîýòîìó ðàçíîñòü δf(p)−
δf(p′) çàìåíÿåòñÿ íà δf(p)(1− ⟨n′

xn
′
y⟩) = δf(p) 3

2 sin
2 θ.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê îòâåòó

1

τ
=

3

2
n0 v

∫
dσ

dΩ
sin2 θ dΩ.

Ñâÿçü âåëè÷èíû τ ñ ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ îêàçàëàñü íå
òàêîé, êàê â çàäà÷àõ î ïðîâîäèìîñòè è î òåïëîïðîâîäíîñòè.

Çàäà÷à 165. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ãàçà
íåéòðàëüíûõ ìîëåêóë, ïðèíèìàÿ äëÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé τ -ïðèáëèæåíèå.

Ðåøåíèå:
Èíòåðåñóÿñü êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî
äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì
ðàññòîÿíèåì, íà êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ òåìïåðàòóðà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â êàæäîé

”
òî÷êå“ ãàçà åñòü ëîêàëüíîå ðàâíîâå-

ñèå, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ìàêñâåëëîâ-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

f0 = An(x)e−ε/T (x) , (413)

ãäå n(x) è T (x) ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû ãàçà,
ε = p2/2m. Èìåÿ â âèäó, ÷òî d3p ∝

√
εdε, ìíîæèòåëü A îïðåäåëÿåì

óñëîâèåì
∞∫
0

f0
√
εdε = n , AT 3/2Γ

(
3

2

)
= 1 . (414)

Äàâëåíèå ãàçà â ñîãëàñèè ñ (413) ðàâíî P = nT. Äàâëåíèå íå äîëæíî
èçìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, òàê ÷òî ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû è ãðàäèåíò
êîíöåíòðàöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

1

n

dn

dx
+

1

T

dT

dx
= 0 . (415)

Ïîòîê òåïëà îáóñëîâëåí îòêëîíåíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò
ðàâíîâåñíîé, f = f0 + δf . Çàÿâëåííîå â óñëîâèè τ -ïðèáëèæåíèå ïîä-
ðàçóìåâàåò, ÷òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåàðèçîâàíî, ò. å.

vx
∂f0
∂x

= −δf
τ
. (416)
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Ñ ó÷¼òîì (413),(414),(415) ïîëó÷àåì

∂f0
∂x

=
∂f0
∂n

dn

dx
+
∂f0
∂T

dT

dx
=

=
f0
n

dn

dx
+
f0ε

T 2

dT

dx
− 3

2

f0
T

dT

dx
=
f0
T

(
ε

T
− 5

2

)
dT

dx
,

òàê ÷òî

δf = −τvx
f0
T

(
ε

T
− 5

2

)
dT

dx
. (417)

Çàìåòèì, ÷òî âêëàäû δf â êîíöåíòðàöèþ n ∝
∫
δfd3p è ïëîòíîñòü

ýíåðãèè n⟨ε⟩ ∝
∫
εδfd3p îáðàùàþòñÿ â íîëü (èç-çà íàëè÷èÿ ìíîæè-

òåëÿ vx). Ïî òîé æå ïðè÷èíå δf íå äàñò ïîïðàâêè è ê äàâëåíèþ. 37

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî δf íå ïðèâåä¼ò è ê ïîÿâëåíèþ ïîòîêà ÷àñòèö:∫
vxδfd

3p ∝
∞∫
0

e−ε/T (ε/T − 5/2)ε
√
εdε = 0 (âìåñòî v2x ïîäñòàâëåíî

2ε/3m).
Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè,

q =

∞∫
0

ε vx δf
√
εdε = − 2τ

3mT

dT

dx

∞∫
0

f0ε
2

(
ε

T
− 5

2

)√
εdε =

= − 2τ

3m

dT

dx
AnT 5/2

(
Γ

(
9

2

)
− 5

2
Γ

(
7

2

))
= −κ

dT

dx
,

ãäå

κ =
5nTτ

2m
(418)

� êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ñëåäóåò ñîçíàòüñÿ, ÷òî τ -ïðèáëèæåíèå íå óäà¼òñÿ îáîñíîâàòü. Áîëåå

êîððåêòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â [3, � 6 - 10],[23, � 7 - 13], [24, ãë. II].

Âûðàæåíèå (418) ñïðàâåäëèâî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû, ïðè ýòîì íóæ-
íî èìåòü â âèäó, ÷òî τ ∼ l/v, ãäå l ∼ 1/nσ � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà,

37 Èìåííî ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü âõîäÿùèå â (413) âåëè÷èíû n
è T êàê êîíöåíòðàöèþ è òåìïåðàòóðó ãàçà; äîáàâêà ê ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà,
ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿþùåé äàâëåíèå, δΠxx ∝

∫
vxpxδfd3p, òàêæå îáðàùàåòñÿ â íîëü,

ïîäòâåðæäàÿ çàêîííîñòü ðàâåíñòâà P = nT è òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèÿ (415).
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v ∼
√
T/m � òåïëîâàÿ ñêîðîñòü, σ � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìîëåêóë. Ïî-

ýòîìó κ ∼ 1
σ

√
T
m . Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òåïëîïðîâîäíîñòü îêàçàëàñü

íå çàâèñÿùåé îò êîíöåíòðàöèè ãàçà.
Ðàçóìååòñÿ, ïðè î÷åíü ìàëîé êîíöåíòðàöèè ãàçà, êîãäà íà äëèíó ñâî-

áîäíîãî ïðîáåãà íåëüçÿ ñìîòðåòü êàê íà èñ÷åçàþùå ìàëóþ (íàïðèìåð,
äëÿ ãàçà ìåæäó ñòåíêàìè êîëáû òåðìîñà), çàâèñèìîñòü îò êîíöåíòðàöèè
âïîëíå ñóùåñòâåííà.

Çàäà÷à 166. Óçêèé ïó÷îê ñâåòà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñëàáî íåîäíî-
ðîäíîé ñðåäå. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(z, ρ⃗, n⃗) ïî ïîïåðå÷íûì
ðàçìåðàì ïó÷êà ρ è óãëàì ðàçëåòà n⃗ = v⃗⊥/|v⃗|, à òàêæå ⟨ρ⃗ 2⟩, ⟨n⃗ 2⟩, ⟨n⃗·ρ⃗⟩
â çàâèñèìîñòè îò ïðîéäåííîãî â ñðåäå ðàññòîÿíèÿ z. Ñ÷èòàòü óãëû ðàñ-
ñåÿíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìàëûìè (|n⃗| ≪ 1).

Ðåøåíèå:
Çàïèøåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(z, ρ⃗, n⃗)
â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå

1

c

∂f

∂r⃗
· v⃗ ≈ ∂f

∂z
+
∂f

∂ρ⃗
· n⃗ = St [f ], (419)

à èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé èìååò âèä

St [f ] ≈ n

∫
dσ(u) [f(r⃗, n⃗− u⃗)− f(r⃗, n⃗)] , (420)

ãäå n � ïëîòíîñòü ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé â ñðåäå, äëÿ ìàëûõ óãëîâ ðàñ-
ñåÿíèÿ vz ≈ c � ñêîðîñòè ñâåòà, dσ(u) � äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå íà óãîë u. Äëÿ ìàëûõ óã-
ëîâ ðàññåÿíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â
èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî u è, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî∫

dσ(u)ux =

∫
dσ(u)uy =

∫
dσ(u)uxuy = 0, (421)

ïîëó÷àåì
∂f

∂z
+
∂f

∂ρ⃗
· n⃗ =

θ20
2

(
∂2f

∂n2
x

+
∂2f

∂n2
y

)
, (422)

ãäå

θ20 = n

∫
dσ(u)u2x (423)

åñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé óãîë ðàññåÿíèÿ íà åäèíèöû äëèíû.
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Åñëè áû â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè îòñóòñòâîâàë ÷ëåí ∂f
∂ρ⃗ ·n⃗, òî ðåøå-

íèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ f(z → 0) → δ(n⃗), áûëî
áû

f(z, n⃗) = A(z) exp

(
− n⃗ 2

2θ20z

)
. (424)

Ðåøåíèå ïîëíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ f(z → 0) → δ(n⃗)δ(ρ⃗), ìîæíî óãàäàòü:

f(z, n⃗, ρ⃗) = B(z) exp

(
−αn⃗

2

z
− βn⃗ · ρ⃗

z2
− γρ⃗ 2

z3

)
. (425)

(ñòåïåíè z ðàññòàâëåíû èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî
âûðàæåíèå â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, íàéäåì íåèçâåñòíûå α, β, γ, ïðè-
ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè n⃗ 2, n⃗ · ρ⃗, ρ⃗ 2. Èìååì

∂f

∂z
=
B′

B
f + f

(
αn⃗ 2

z2
+

2βn⃗ · ρ⃗
z3

+
3γρ⃗ 2

z4

)
, (426)

∂f

∂ρ⃗
· n⃗ = f

(
−βn⃗

2

z2
− 2γn⃗ · ρ⃗

z3

)
, (427)

∂2f

∂n2
x

= f

[
−2α

z
+

(
2αnx

z
+
βρx
z2

)2
]

(428)

∂2f

∂n2
x

+
∂2f

∂n2
y

= f

(
−4α

z
+

4α2n⃗ 2

z2
+

4αβn⃗ · ρ⃗
z3

+
β2ρ⃗ 2

z4

)
. (429)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì ñèñòåìó

3γ =
θ20
2
β2, 2β − 2γ = 2θ20αβ, α− β = 2θ20α

2, (430)

èìåþùóþ äâà íàáîðà ðåøåíèé

α = 2/θ20, β = −6/θ20, γ = 6/θ20, (431)

è

α = 3/2θ20, β = −3/θ20, γ = 3/2θ20. (432)
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Îäíàêî ïîñëåäíåå ðåøåíèå äàåò íåíîðìèðóåìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ

f(z, n⃗, ρ⃗) = C(z) exp

[
− 3

2θ20z

(
n⃗− ρ⃗

z

)2
]
. (433)

Ïåðâîå æå ðåøåíèå äàåò èñêîìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(z, n⃗, ρ⃗) = B(z) exp

(
−2n⃗ 2

θ20z
+

6n⃗ · ρ⃗
θ20z

2
− 6ρ⃗ 2

θ20z
3

)
. (434)

Áîëåå ñòðîãèé ïîäõîä ñîñòîèò â ðåøåíèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂f

∂z
+
∂f

∂ρ⃗
· n⃗ =

θ20
2

(
∂2f

∂n2
x

+
∂2f

∂n2
y

)
, (435)

ïîñëå âûïîëíåíèÿ ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Èç
ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïîíÿòíî, ÷òî êàðòèíà ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåçà-
âèñèìîé â äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ xz è yz, ïîýòîìó
çàïèøåì óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ xz ïëîñêîñòè:

∂f

∂z
+

∂f

∂ρx
nx =

θ20
2

∂2f

∂n2
x

. (436)

Ïîäñòàâëÿÿ ôóðüå-ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z, ρx, nx)

f(z, ρx, nx) =

∫
dk

2π

∫
dµ

2π
eikρx+iµnx f̃(z, k, µ) (437)

â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

∂f̃

∂z
− k

∂f̃

∂µ
= −µ

2θ20 f̃

2
, (438)

ãäå ìû ïðåäñòàâèëè âî âòîðîì ÷ëåíå inxe
iµnx êàê ∂(eiµnx)/∂µ è ïðîèí-

òåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê

dz

1
= −dµ

k
= − df̃

µ2θ20 f̃/2
,

ïîëó÷èì èç ïåðâîãî ðàâåíñnâà µ = C1 − kz. Ïîñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
â òðåòèé ÷ëåí è ïðèðàâíèâàÿ ïåðâîìó, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

f̃ = exp

[
−θ

2
0

2

(
µ2z + kµz2 + k2z3/3

)]
.

www.phys.nsu.ru



180 A Òåïëî¼ìêîñòü ïîäâåøåííîãî øàðèêà

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëåíà èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ f̃(z =
0, k, µ) = 1. Ïîñëå îáðàòíîãî ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì

f(z, ρx, nx) =

√
3

πθ0z2
e−3ρ2

x/2θ
2
0z

3

e−2(nx−3ρx/2z)
2/θ2

0 . (439)

Èíòåãðèðóÿ ïî nx, ïîëó÷àåì

⟨ρ⃗ 2⟩ = ⟨ρ2x⟩+ ⟨ρ2y⟩ = 2⟨ρ2x⟩ =
2θ20z

3

3
, (440)

ãäå ìû ó÷ëè òàêîé æå âêëàä îò ðàññåÿíèÿ â ïëîñêîñòè yz. Ïðåäñòàâèâ
ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â äðóãîì âèäå

− 6

θ20z
3

(
ρ⃗− n⃗z

2

)2

− n⃗ 2

2θ20z
, (441)

ïîëó÷àåì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî d2ρ⃗ = dρxdρy

⟨n⃗ 2⟩ = 2θ20z. (442)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ⟨n⃗ · ρ⃗⟩

⟨n⃗·ρ⃗⟩ = 2⟨nxρx⟩ =
2

I0

∫
dnx

∫
dρxnxρx exp

[
− 6

θ20z
3

(
ρ⃗− n⃗z

2

)2

− n⃗ 2

2θ20z

]
=

=
2

I0

∫
dnx

∫
dρxnx

(
ρ′x +

nxz

2

)
exp

[
− 6

θ20z
3
ρ⃗′

2
− n⃗ 2

2θ20z

]
= z⟨n2

x⟩ = θ20z
2,

(443)
ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå I0 äëÿ íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

A Òåïëî¼ìêîñòü ïîäâåøåííîãî øàðèêà

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà çàäà÷à: îäèíàêîâà ëè òåïëî¼ìêîñòü

òâåðäîãî øàðèêà â ñëó÷àå, åñëè îí ïîäâåøåí, è â ñëó÷àå, åñëè ëåæèò

?

Â
”
ôèçè÷åñêîì ôîëüêëîðå“ ñ äàâíèõ ïîð èìååò õîæäåíèå çàäà÷à

î ðàçíèöå ìåæäó òåïëî¼ìêîñòÿìè øàðèêà, êîãäà îí ëåæèò íà ñòîëå
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è êîãäà îí ïîäâåøåí. Îáû÷íî ýòó çàäà÷ó ïðåäëàãàþò øêîëüíèêàì è
ñ÷èòàþò íåòðóäíîé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñëåäóþùèì
íåïðàâèëüíûì ðåøåíèåì.

Òåïëî¼ìêîñòü ëåæàùåãî øàðèêà C1 áîëüøå, ÷åì âèñÿùåãî C2, òàê
êàê â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè íàãðåâàíèè íà ∆T ãðàäóñîâ êðîìå óâåëè÷-
íåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè øàðèêà íóæíî ñîâåðøèòü åùå è ðàáîòó ïî
ïîäú¼ìó åãî öåíòðà òÿæåñòè A = mgrα∆T , à âî âòîðîì � ïîäîáíàÿ
ðàáîòà èìååò äðóãîé çíàê (m - ìàññà øàðèêà, r � åãî ðàäèóñ, α � ëè-
íåéíûé êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ). Ïîýòîìó

C1 − C2 = 2mgrα

”
Ðàçîáëà÷èòü“ ýòî ðåøåíèå íåñëîæíî. Ïðåäñòàâèì ñåáå òåïëîâóþ

ìàøèíó, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ óêàçàííàÿ ðàáîòà 2A. (Ñêàæåì, äíåì,
êîãäà øàðèê íàãðåò, çàêðåïëÿåì åãî íà ïîäâåñå, à âå÷åðîì, êîãäà îí,
îõëàäèâøèñü, ïîäòÿíåòñÿ ââåðõ, ïîäíèìàåì ïîäñòàâêó). Êîýôôèöèåíò
ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ òàêîé òåïëîâîé ìàøèíû

η =
A

C1∆T
=

2mgrα

C1

îêàæåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò ðàçíèöû òåìïåðàòóð∆T , à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ Êàðíî:

η 6 ∆T

T

(T � òåìïåðàòóðà
”
õîëîäèëüíèêà“, â äàííîì ñëó÷àå � âå÷åðíÿÿ òåì-

ïåðàòóðà). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ôàêòè÷åñêè âå÷íûé äâèãàòåëü
âòîðîãî ðîäà.

Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå íàì áóäåò óäîáíåå èçëîæèòü äëÿ íåñêîëüêî èç-
ìåí¼ííîé ìîäåëè: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî øàðèê òÿæ¼ëûé, íî ìàëåíüêèé è
ïîäâåøèâàåòñÿ íà äëèííîé íèòè; ïîäú¼ì åãî îáåñïå÷èâàåòñÿ èçìåíåíèåì
äëèíû íèòè ïðè èçìåíåíèè å¼ òåìïåðàòóðû è ðå÷ü èäåò î ðàçíîñòè òåï-
ëî¼ìêîñòåé íèòè, ðàñòÿãèâàåìîé ñèëîé f = mg èëè âèñÿùåé ñâîáîäíî.
Î÷åâèäíî, âñå âîçíèêøèå âîïðîñû ñîõðàíÿþòñÿ. Â ñîãëàñèè ñ çàäà÷åé î
øàðèêå ïðèìåì, ÷òî äëèíà íèòè l çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è íå çàâèñèò
îò ïðèëîæåííîé ñèëû

l = l0(1 + α(T − T0)).

Ñòàðòóÿ îò îñíîâíîãî ñîîòíîøåíèÿ

dE = TdS + fdl,
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ãäå dE � ïðèðàùåíèå ýíåðãèè íèòè, dS � ïðèðàùåíèå å¼ ýíòðîïèè, à dl
� å¼ óäëèíåíèå, óäîáíî ïåðåéòè ê ïîòåíöèàëó Ãèááñà Φ = E − TS − fl,
äëÿ êîòîðîãî

dΦ = −SdT − ldf. (1)

Êëþ÷îì ê çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå èçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
”
âêëþ-

÷åíèÿ“ è
”
âûêëþ÷åíèÿ“ ñèëû f . Èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà Φ â òàêîì èçî-

òåðìè÷åñêîì ïðîöåññå ñðàçó æå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (1):

Φ(T, f) = Φ(T, 0)− l(T )f.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå S = −
(
∂Φ

∂T

)
f

, ìîæíî íàéòè ïðèðîñò

ýíòðîïèè â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ íèòè ñèëîé:

S(T, f) = S(T, 0) + f
dl(T )

dT
= S(T, 0) + flα. (2)

(Ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìåäëåííîå, ðàâíîâåñíîå íàãðóæåíèå). Òåïëî¼ìêîñòü
íèòè ïðè çàäàííîé íàãðóçêå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Cf = T

(
∂S

∂T

)
f

,

òàê ÷òî

C(T, f) = C(T, 0) + Tf
d2l

dT 2
= C(T, 0) :

òåïëî¼ìêîñòü íàãðóæåííé íèòè ðàâíà òåïëî¼ìêîñòè íåíàãðóæåí-

íîé. Î÷åâèäíî, òî æå îòíîñèòñÿ è ê øàðèêó, ñ êîòîðîãî ìû íà÷èíàëè.
Îòêóäà æå áåð¼òñÿ ðàáîòà â íàøåé òåïëîâîé ìàøèíå? Ïðèðîñò ýí-

òðîïèè â èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì
ïðîöåññå íèòü ïîãëîùàåò òåïëî Q = T (S(T, f)− S(T, 0)) =
= flαT . Íàãðóæàåì ìû íèòü äí¼ì, ïðè òåìïåðàòóðå T + ∆T , à ðàç-
ãðóæàåì âå÷åðîì, ïðè òåìïåðàòóðå T . Ïîýòîìó ðàçëè÷íû è êîëè÷åñòâà
òåïëà, ïîãëîùåííîãî ïðè íàãðóæåíèè Qa = flα(T+
+∆T ) è âûäåëåííîãî ïðè ðàçãðóçêå Qb = flαT . Ðàáîòà A, ñîâåðøàåìàÿ
ïîäíèìàþùåé øàðèê íèòüþ, êàê ðàç è ðàâíà Qa −Qb =
= flα∆T . Ðàçóìååòñÿ, êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Êàðíî:

η =
A

C1∆T +Qa
=

∆T

T +∆T + (C1/flα)∆T
6 ∆T

T
.
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Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íàãðóæåííîé íèòè (íåðàñòÿæèìîé!)

E(T, f) = Φ(T, f) + TS(T, f) + fl(T ) = E(T, 0) + fl(T )αT − fl(T )

çàâèñèò è îò òåìïåðàòóðû è îò ñèëû, â îòëè÷èå îò âíóòðåííåé ýíåðãèè
èäåàëüíîãî ãàçà Eg = CvT .

Ëþáîïûòíî îöåíèòü, íà ñêîëüêî èçìåíèëàñü áû òåìïåðàòóðà íèòè
ïðè àäèàáàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Ýòî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû δT ìîæ-
íî íàéòè èç óñëîâèÿ

S(T + δT, f) = S(T, 0).

Ïîäñòàâèâ ñþäà S(T + δT, f) èç (2) è ðàçëîæèâ S ïî δT , ïîëó÷èì

δT = − lαTf
C

,

÷òî ñîâïàäàåò, êîíå÷íî æå, ñ −Qa/C. Ââåäÿ ñå÷åíèå íèòè s, å¼ ïëîòíîñòü
ρ è óäåëüíóþ òåïëî¼ìêîñòü c, ïîëó÷àåì

δT =
f

s

αT

cρ
.

Äëÿ ÷èñëåííîé îöåíêè ïðèìåì, ÷òî íà ñòàëüíóþ ïðîâîëîêó ñå÷åíèÿ
1 ìì2 ïîäâåøåí ãðóç ìàññû 10 êã; ýòî âûçîâåò íàòÿæåíèå f/s ≈ 0, 1
ÃÏà, ëèøü ðàç â ïÿòü ìåíüøåå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ
α ≈ 10−5 Ê−1, T = 300 K, ρ = 7, 8 · 103 êã/ì3, c ≈ 500 Äæ/(êã Ê),
ïîëó÷àåì δT ≈ −0, 1 K � ýôôåêò ñîâñåì íå áîëüøîé.

Óäëèíåíèå íèòè (êîòîðûì ìû ïðåíåáðåãàëè)

δl =
l

sY
f, (3)

ãäå Y � ìîäóëü óïðóãîñòè. Äëÿ ñòàëè Y ≈ 200 ÃÏà, òàê ÷òî

δl

l
=

f

sY
≈ 0, 005,

äåéñòâèòåëüíî, ìàëî.
Äàæå ïðè òàêîì áîëüøîì íàòÿæåíèè ýíåðãèÿ óïðóãîé äåôîðìàöèè

δE = fδl/2 â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå òåïëîâîãî ýôôåêòà Qa :

δE

Qa
= 0, 2.
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[17]r[-0pt]5.5cm Ìîäåëü ñòåðæíÿ � ãàç ïîä
òÿæ¼ëûì ïîðøíåì Ìèêðîñêîïè÷åñêèé ìåõàíèçì, ïðèâîäÿùèé ê îòìå-
÷åííîìó òåïëîâîìó ýôôåêòó, íå î÷åâèäåí. ×òîáû ëó÷øå åãî ïîíÿòü,
ïîñòðîèì ñïåöèàëüíóþ ìîäåëü ñòåðæíÿ. Ïóñòü ñòîÿùèé âåðòèêàëüíî
öèëèíäð ñ èäåàëüíûì ãàçîì çàêðûò ïîðøíåì. Âûñîòà ñòîëáà ãàçà h,
ñå÷åíèå åãî s, âûñîòà

”
ñòåðæíÿ“ l, âåñ ïîðøíÿ Mg. Â ñâîåé ìîäåëè

ñòåðæíÿ ìû áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî òåïëî, ïîëó÷àåìîå èëè îòäàâà-
åìîå ãàçîì, äàâëåíèå æå ïîðøíÿ èçîáðàæàåò ìîëåêóëÿðíîå ñöåïëåíèå.
Òåïëî¼ìêîñòü ñòåðæíÿ ñâîäèòñÿ â òàêîì ñëó÷àå ê òåïëî¼ìêîñòè ãàçà ïðè
ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, êîòîðàÿ îò âåëè÷èíû äàâëåíèÿ íå çàâèñèò. Èìåÿ
â âèäó, ÷òî ïðèëàãàåìûå ê íàñòîÿùåìó ñòåðæíþ ñèëû ìàëû â ñðàâíåíèè
ñ ìîëåêóëÿðíûìè ñèëàìè ñöåïëåíèÿ (f/s≪ Y ), áóäåì ñ÷èòàòü ïîðøåíü
î÷åíü òÿæåëûì,

P0 =Mg/s≫ f/s. (4)

Óäëèíåíèå
”
ñòåðæíÿ“ ∆l ïðè åãî íàãðåâàíèè íà ∆T îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
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íåíèåì ñîñòîÿíèÿ ãàçà

P0(V + s∆l)

T +∆T
=
P0V

T
, V = hs.

Îòñþäà

∆l = h
∆T

T
,

÷òî îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ α = h/lT .
Ïîñêîëüêó âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãî ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ åãî

òåìïåðàòóðîé, òåïëî, ïîãëîùàåìîå ãàçîì â èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå,
ðàâíî ñîâåðøàåìîé èì â ýòîì ïðîöåññå ðàáîòå. Åñëè ïðèëîæèòü ê

”
ñòåðæ-

íþ“ ñèëó f , òî îí ðàñòÿíåòñÿ íà äëèíó x, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

(Mg/s)(hs) = (Mg − f)(h+ x), x =
h

Mg
f,

Ãàç ñîâåðøèò íàä ïîðøíåì ðàáîòó Mgx = fh = flαT , êàê ðàç ðàâíóþ
Q. Ýòî ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ

”
âíóòðåííèìè ñèëàìè“ è ïðîÿâëÿþùàÿ-

ñÿ â ïîãëîùåíèè òåïëà. Ðàáîòà æå ñèëû f , ðàâíàÿ fx/2, ñîîòâåòñòâóåò
ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè . Ýòà ðàáîòà ìàëà è ìû å¼ íå ó÷èòûâàåì.
Òàêèì îáðàçîì, ñèëà f , ïðèëîæåííàÿ ê ñòåðæíþ,

”
ïðîâîöèðóåò“ î÷åíü

ìàëîå èçìåíåíèå åãî äëèíû, è ïðè ýòîì âî ìíîãî ðàç áîëüøèå âíóòðåí-
íèå ñèëû ñîâåðøàþò ðàáîòó, óæå íå ñòîëü ìàëóþ.

Äëÿ íàñòîÿùåãî òâåðäîãî òåëà òåïëîâîå ðàñøèðåíèå îáóñëîâëåíî àí-
ãàðìîíè÷íîñòüþ êîëåáàíèé àòîìîâ. Îáñóæäàåìûé ýôôåêò â ýòîì ñëó-
÷àå íå òàê ïîä÷åðêíóò, êàê â ïðèâåä¼ííîé âûøå ìîäåëè, ãäå àòîìû äâè-
æóòñÿ ôàêòè÷åñêè ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè, â

”
ïðåäåëüíî àíãàðìîíè÷-

íîì“ ïîëå.
Èíòåðåñíûé è ãîðàçäî áîëüøèé ýôôåêò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû íà-

áëþäàåòñÿ äëÿ ðåçèíû: äëÿ íå¼ êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ
íàìíîãî áîëüøå è ê òîìó æå îòðèöàòåëüíûé (ñì. çàäà÷ó 2.1). Ïðàâäà,
íåðàñòÿæèìîé ðåçèíó ñ÷èòàòü íå ïðèõîäèòñÿ. Òåðìîäèíàìèêà ñòåðæíåé
ñ ó÷¼òîì èõ ñæèìàåìîñòè ðàññìîòðåíà â ó÷åáíèêå [8].
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B Ìàòåìàòè÷åñêîå äîïîëíåíèå

Â çàäà÷àõ î êâàíòîâûõ ãàçàõ èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ôóíêöèè, ñâîé-
ñòâà êîòîðûõ ìû ïðèâåäåì çäåñü äëÿ ñïðàâîê.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ba(y) :

ba(y) =

∞∫
0

xadx

ex+y − 1
.

Ìîæíî ïðîñòî âûðàçèòü dba(y)
dy :

dba(y)

dy
=

∞∫
0

xadx
d

dy

1

ex+y − 1
=

∞∫
0

xadx
d

dx

1

ex+y − 1
=

= −a
∞∫
0

xa−1dx
1

ex+y − 1
= −aba−1(y). (444)

Òîãäà, ïîñëå çàìåíû a→ a+ 1,

∞∫
0

ba(y)dy = − 1

a+ 1
ba+1(y)

∣∣∣∣∣
∞

0

=
1

a+ 1
ba+1(0). (445)

Ôóíêöèÿ ba(y) îïðåäåëåíà ïðè y > 0 è ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì y.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ âàæíî çíàòü ôóíêöèþ ba(y) âáëèçè y = 0.

ba(0) =

∞∫
0

e−xxa(1 + e−x + e−2x + ...)dx =

∞∑
n=1

1/na+1 ·
∞∫
0

xae−xdx =

= Γ(a+ 1)ζ(a+ 1).

Ïðèâåäåì äëÿ ñïðàâîê çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè è ba(0):
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a 1/3 0,5 1 1,5 2
ζ(a+ 1) 3,601 2,612 1,645 1,342 1,202
ζ(a+ 1) π2/6

ba(0) 3,216 2,315 1,645 1,783 2,404

a 2,5 3 3,5 4 5
ζ(a+ 1) 1,127 1,082 1,055 1,037 1.017
ζ(a+ 1) π4/90 π6/945

ba(0) 3,745 6,494 12,27 24,89 122.08

Ïðè a > 1, y ≪ 1 ñ ó÷åòîì (444) èìååì ba(y) = ba(0)− aba−1(0) y.
Ïðè 0 < a < 1, y > 0 ðàâåíñòâî (444) òàêæå ñïðàâåäëèâî, îäíàêî

b′a(y) → ∞ ïðè y → 0 òàê ÷òî ðàçëàãàòü ôóíêöèþ ba(y) â ðÿä Ìàêëîðåíà
íåëüçÿ. Ââåäåì ôóíêöèþ F (z) = ba(z

1/a), êîòîðàÿ, êàê áóäåò âèäíî
äàëåå, ïðè z → 0 èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî z. Ïîýòîìó ïðè z ≪ 1
ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå F (z) = F (0) + zF ′(0), à F ′(0)
íàõîäèì êàê lim

z→0
F ′(z), ãäå

F ′(z) = −z1/a−1ba−1(z
1/a) = −z1/a−1

∞∫
0

xa−1dx

ex+z1/a − 1
.

Ïîñëå çàìåíû x = z1/au ïîëó÷àåì

F ′(z) = −z1/a
∞∫
0

ua−1du

e(1+u)z1/a − 1
=

= −z1/a
∞∫
0

ua−1du

(1 + u)z1/a + (1 + u)2z2/a/2 + ...
.

Ïðè z → 0

F ′(z) → −
∞∫
0

ua−1du

1 + u
= −B(a, 1− a) = −Γ(a)Γ(1− a) = − π

sinπa
.
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Â èòîãå

ba(y) = ba(0)−
π

sinπa
ya ïðè y ≪ 1, 0 < a < 1.

Òî÷íîñòü òàêîé àïïðîêñèìàöèè ba(y) äàæå ïðè î÷åíü ìàëûõ y íåâåëèêà.
Îäíàêî ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü âåëè÷èíû ñêà÷êîâ èíòåðå-
ñóþùèõ íàñ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïðè y ≫ 1

ba(y) = Γ(a+ 1)(e−y + e−2y/2a+1 + ...).

Ïîäîáíàÿ æå ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îòíîøåíèå ê ðàñïðåäåëåíèþ Ôåðìè-
Äèðàêà,

fa(y) =

∞∫
0

xadx

ex+y + 1
.

Äëÿ íåå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâà

dfa(y)

dy
= −afa−1(y),

∞∫
0

fa(y)dy =
1

a+ 1
fa+1(0). (446)

Ëåãêî íàéòè, êàê ñâÿçàíû ýòè ôóíêöèè äðóã ñ äðóãîì:

fa(y) = ba(y)− 2−aba(2y).

Äëÿ ôóíêöèé ba(y), fa(y) íåò ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé; ôóíêöèè,
îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç ðÿäû è îòëè÷àþùèåñÿ, íàïðèìåð, êàêèìè-ëèáî ìíî-
æèòåëÿìè, ââîäÿòñÿ â ðàçíûõ ó÷åáíèêàõ ïîä ðàçíûìè èìåíàìè.

Ïðèâåäåì çäåñü òàêæå ôîðìóëû, ïîëåçíûå äëÿ ðàñ÷¼òîâ ñ ôåðìè-
ãàçîì ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ:

∞∫
0

F (ε)f(ε)dε =

µ∫
0

F (ε)dε+
π2T 2

6
F ′(µ),

ãäå F (ε) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, f(ε) = 1/[exp ((ε− µ)/T )+1]. Åñëè ê òîìó
æå F (0) = 0, òî

∞∫
0

F (ε)
∂f(ε)

∂ε
dε = −F (µ)− π2T 2

6
F ′′(µ),

(Âûâîä ýòèõ ôîðìóë åñòü ïî÷òè â êàæäîì ó÷åáíèêå ñòàòèñòè÷åñêîé ôè-
çèêè.)
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