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Ââåäåíèå

Ïîâåäåíèå ìíîãèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ìàñøòàáàõ, ìíîãî áîëüøèõ õàðàêòåðíûõ àòîìíûõ
ðàçìåðîâ, îïèñûâàþòñÿ ïëàâíî ìåíÿþùèìèñÿ ôóíêöèÿìè, ò. å.
ñèëüíûå ôëóêòóàöèè àòîìíûõ ìàñøòàáîâ ñãëàæèâàþòñÿ, êàê,
íàïðèìåð, â ãèäðîäèíàìèêå, ãäå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âõî-
äèò ïëîòíîñòü æèäêîñòè, óñðåäíåííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ìàñøòàáàì, ìíîãî áîëüøèì àòîìíûõ. Îäíàêî ñóùåñòâóåò áîëü-
øîé êëàññ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííû ôëóêòóàöèè îò
àòîìíûõ äî ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ. Ïîâåäåíèå òàêèõ
ñèñòåì õàðàêòåðèçóåòñÿ ðÿäîì îñîáåííîñòåé, îäíîé èç êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ôëóêòóàöèé ðàçëè÷-
íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà. Ê òàêèì ñèñòåìàì îòíî-
ñÿòñÿ è ìíîãèå ïîëèìåðíûå ìàòåðèàëû, èëè �ìÿãêîå òåëî�,
ñîñòîÿùèå èç öåïíûõ ìàêðîìîëåêóë ñ ÷èñëîì ïîâòîðÿþùèõ-
ñÿ çâåíüåâ, ìîíîìåðîâ, 104�109.

Õîòÿ èçó÷åíèå ïîëèìåðîâ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé ïðè-
êëàäíîé èíòåðåñ, ãëàâíîé ïðèâëåêàòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå è ñëîæíîñòü âîçíèêàþùèõ ÷èñòî ôèçè-
÷åñêèõ çàäà÷. Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ïîíèìàíèè ñâîéñòâ
ïîëèìåðîâ áûë äîñòèãíóò çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ñîâðå-
ìåííûõ ìåòîäîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êàê äèàãðàììíàÿ òåõ-
íèêà â òåîðèè âîçìóùåíèé, ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû, ìå-
òîä ðåíîðì-ãðóïïû, ìåòîä ðåïëèê. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ìåòî-
äîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëèìåðíûì ñèñòåìàì, îïèñûâàåìûì
êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêîé, íå óñëîæíåíî ðå-
ëÿòèâèçìîì è êâàíòîâîé íåêîììóòàòèâíîñòüþ è ïîçâîëÿåò
äîáèòüñÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè.

Ïîâåäåíèå ïîëèìåðíûõ ñèñòåì êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò
ïîâåäåíèÿ îáû÷íûõ ìàòåðèàëîâ è äîëæíî áûòü ïîíÿòî íà
îñíîâå èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ îòäåëüíîé ìàêðîìîëåêóëû. Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì ãèáêèå ëèíåéíûå ìàêðîìî-
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ëåêóëû, ïðè÷åì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ëèøü ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàêðîìîëåêóë, à íå èõ ýëåêòðîííûå ñâîé-
ñòâà. Áîëåå òîãî, õàðàêòåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ìàñøòàáû,
íà êîòîðûõ ìû áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå ìàêðîìîëåêóë, çíà-
÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ìîíîìåðîâ, òàê
÷òî äåòàëè õèìè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ïîëèìåðîâ íå âàæíû. Êóðñ
íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñâîéñòâ èäåàëüíûõ
ïîëèìåðíûõ öåïåé. Äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé
� ãàóññîâîé è ïåðñèñòåíòíîé, íàõîäÿòñÿ êîíôîðìàöèîííûå
ñâîéñòâà, îïèñûâàåìûå ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè, ïëîòíîñòè ìîíîìåðíûõ çâåíüåâ.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ïîëèìåðíûõ öå-
ïåé ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà èõ êîíôîðìàöèè � èçìå-
íåíèå ðàçìåðîâ öåïåé ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ïîëåé è ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Â ðåàëüíûõ ïîëèìåðíûõ öåïÿõ
âàæíû ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâåíüÿìè öåïè, âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñâîäÿùèåñÿ ê ýôôåêòó èñêëþ÷åííîãî îáúå-
ìà, êîòîðûé íå ìîãóò çàíèìàòü çâåíüÿ öåïè. Íà êà÷åñòâåí-
íîì óðîâíå ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îñ-
íîâå âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è ñêåéëèí-
ãîâîãî ïîäõîäà. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ó÷åòà ýôôåêòà âçàèìî-
äåéñòâèÿ èñïîëüçóþòñÿ äèàãðàììíûé ìåòîä òåîðèè âîçìóùå-
íèé, âàðèàöèîííûé ïîäõîä, ìåòîä ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóï-
ïû. Ðàññìîòðåíû òàêæå ìåòîäû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäå-
ëåíèÿ êîíôîðìàöèè èäåàëüíûõ è ðåàëüíûõ ïîëèìåðíûõ öå-
ïåé ïî äàííûì êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ. Ìíîãèå
ñâîéñòâà ïîëèìåðîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
àíàëîãèè ïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíûõ ñèñòåì ñ êðèòè÷åñêèì ïîâå-
äåíèåì n-âåêòîðíîé ìîäåëè ìàãíåòèêà. Ýôôåêòû èñêëþ÷åí-
íîãî îáúåìà äëÿ ïîëèìåðîâ ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ
çàìêíóòûõ ïåòåëü â äèàãðàììíîì ðàçëîæåíèè n-âåêòîðíîé
ìîäåëè ìàãíåòèêà â ïðåäåëå n→ 0. Íåðàâíîâåñíûå ñâîéñòâà
ïîëèìåðíûõ öåïåé èçó÷àþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé
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Ëàíæåâåíà è Ôîêêåðà � Ïëàíêà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîãå-
ðåíòíîå ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ ïîëèìåðíîé öåïüþ è ñâÿçü ñå-
÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ñ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè
ìîíîìåðíûõ çâåíüåâ. Èçó÷àþòñÿ êîíôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà
ïîëèìåðîâ â ñëó÷àéíîì ïîòîêå è äèíàìèêà ïðîõîæäåíèÿ ïî-
ëèìåðà ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû. Óäåëåíî âíèìàíèå âî-
ïðîñàì êèíåòèêè îáðàçîâàíèÿ ïîëèìåðíûõ öåïåé.

Òåîðåòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè ïðîèëëþñòðèðîâàíû äàí-
íûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëèìåð-
íûõ ñèñòåì.

Èíòåðåñíûå, íî òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíûå òåìû ïðåäñòàâ-
ëåíû â ïðèëîæåíèÿõ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü È. Â. Êîëîêîëîâó, ïðî-
ñìîòðåâøåìó ðóêîïèñü è ðåêîìåíäîâàâøåìó åå èçäàòü,
è Å. Â. Ïîäèâèëîâó, çàìå÷àíèÿ êîòîðîãî ñïîñîáñòâîâàëè ñó-
ùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïåðâûõ äâóõ
ãëàâ.
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1. Ìîäåëè èäåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè

Èäåàëüíàÿ ìîäåëü ìàêðîìîëåêóëû � ýòî öåïî÷êà ôàí-
òîìíûõ çâåíüåâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíî ñ äâóìÿ áëè-
æàéøèìè ñîñåäÿìè ïî öåïè è äðóãèõ âçàèìîäåéñòâèé è òî-
ïîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íåò. Ýòà èäåàëüíàÿ öåïü îáëàäàåò
òåì èëè èíûì ìåõàíèçìîì ãèáêîñòè, òàê ÷òî ïîìåùåííàÿ â
ðàñòâîðèòåëü (�òåïëîâóþ áàíþ�), îíà ïðèíèìàåò çàïóòàííóþ
ïðîñòðàíñòâåííóþ êîíôèãóðàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñè-
ìóìó ýíòðîïèè.

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìîâ
ãèáêîñòè íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìàñøòàáàõ ïîâåäåíèå èäå-
àëüíîé öåïè îïèñûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, ò. å. íå çàâèñÿùèì
îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ äåòàëåé ñòðîåíèÿ, îáðàçîì.

1.1. Ãèáêàÿ ïîëèìåðíàÿ öåïü

Ñàìàÿ ïðîñòàÿ è ïðåäåëüíî ãèáêàÿ ìîäåëü öåïè � ñâîáîäíî-
ñî÷ëåíåííàÿ � ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N øàðíèðíî
ñîåäèíåííûõ æåñòêèõ ñåãìåíòîâ äëèíû l. Íà ðèñ. 1 ïðèâå-
äåíû äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè, ñî-
ñòîÿùåé èç N = 2000 çâåíüåâ.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü GN(x0,xN) òîãî, ÷òî åñëè îäèí êî-
íåö öåïè èç N çâåíüåâ íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0, òî äðóãîé êî-
íåö áóäåò íàõîäèòüñÿ â òî÷êå xN . Äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ýòà âåðîÿòíîñòü áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
êîíöàìè öåïè r = xN − x0. Ââèäó íåçàâèñèìîñòè îðèåíòàöèé
îòäåëüíûõ ñåãìåíòîâ öåïè âåðîÿòíîñòü íàéòè êîíöû ñåãìåí-
òîâ öåïè â òî÷êàõ x0,x1, ...,xN åñòü

GN(x0,x1, ...,xN) = g(x0,x1)g(x1,x2)......g(xN−1,xN), (1)

ãäå äëÿ ñâîáîäíî ñî÷ëåíåííîé öåïè

g(x,x′) =
1

4πl2
δ (|x− x′| − l)
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Ðèñ. 1. Ìîäåëèðîâàíèå ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè. ×èñëî çâåíüåâ öåïè
N = 2000, äëèíà çâåíà l = 1. Êîíöû öåïè îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè

åñòü âåðîÿòíîñòü íàéòè îäèí êîíåö ìîíîìåðà (æåñòêîãî ñòåðæ-
íÿ) â òî÷êå x′, åñëè äðóãîé êîíåö íàõîäèòñÿ â òî÷êå x, ñ íîð-
ìèðîâêîé ∫

g(x,x′)dx′ = 1.

×òîáû íàéòè GN(r), íàì íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì
ïðîìåæóòî÷íûì ïîëîæåíèÿì êîíöîâ ñåãìåíòîâ x1, ...,xN−1:

GN(r) =

∫
GN(x0,x1, ...,xN = x0 + r)dx1...dxN−1 =

=

∫
δ

[
N−1∑
i=0

yi − r

]
N−1∏
i=0

[g (yi) dyi] , (2)
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ãäå yi = xi+1 − xi. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
δ-ôóíêöèè

δ(x) =
1

(2π)3

∫
exp (−ikx) dk,

ïîëó÷àåì

Gn(r) =
1

(2π)3

∫
exp (−ikr) gNk dk,

ãäå

gk =

∫
g(y) exp (−iky) dy. (3)

Äëÿ g(y) = (4πl2)−1δ (|y| − l) èìååì

gk=
1

4πl2

∫ ∞

0

δ (|y| − l) 2πy2dy

∫ +1

−1

d(cos θ) exp (iky cos θ) =
sin kl

kl
.

Äëÿ N ≫ 1 îñíîâíîé âêëàä äàåò îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
k ≪ 1/l, òàê ÷òî (sin(kl))/(kl) ≈ 1− k2l2/6 è gNk ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

gNk ≈
(
1− k2l2/6

)N ≈ e−k2l2N/6. (4)

Òîãäà

GN(r) =

(∫ +∞

−∞

dkx
2π

e−ikxrx−k2xl
2N/6

)
·
(∫ +∞

−∞

dky
2π

e−ikyry−k2yl
2N/6

)
·

·
(∫ +∞

−∞

dkz
2π

e−ikzrz−k2z l
2N/6

)
=

(
3

2πNl2

)3/2

e−
3r2

2Nl2 .

(5)
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ z-êîìïîíåíòû

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè, ïîëó÷åííàÿ ìîäåëèðîâàíè-
åì ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè, è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ òåî-
ðåòè÷åñêèì ïðåäñêàçàíèåì. ×òîáû íàéòè ïëîòíîñòü çâåíüåâ
öåïè n(r) íà ðàññòîÿíèè r îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå íàõîäèò-
ñÿ îäèí êîíåö öåïè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â äàííîé îáëàñòè
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ z-êîìïîíåíòû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öå-
ïè, ïîëó÷åííàÿ ìîäåëèðîâàíèåì ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè. Äàííûå óñðåä-
íåíû ïî 8000 ðåàëèçàöèÿì. ×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 1000, äëèíà çâåíà l = 1,
R0 =

√
Nl ≈ 32

ïðîñòðàíñòâà r ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáîå çâåíî m öåïè:

n(r)=
1

N

N∑
m=1

∫
d3RGm(0, r)GN−m(r,R)=

1

N

N∑
m=1

(
3

2πml2

)3/2

e−
3r2

2ml2 .

(6)
Äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà çâåíüåâ êàê ôóíêöèè z-êîìïîíåíòû ïî-
ëó÷àåì

n(z) =
1

N

N∑
m=1

(
3

2πml2

)1/2

e−
3z2

2ml2 . (7)

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû äàííûå ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåííîãî âûøå



12 1. Ìîäåëè èäåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

z/R
0

n(
z)

PolymerFreeJoint

N=1000; R
0
 ≈ 32

mean over 5000
realizations

n
theor

n
simulation

Ðèñ. 3. Ïëîòíîñòü ÷èñëà çâåíüåâ öåïè êàê ôóíêöèÿ z, ïîëó÷åííàÿ ìîäåëèðî-
âàíèåì ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè. Äàííûå óñðåäíåíû ïî 5000 ðåàëèçàöèÿì.
×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 1000, äëèíà çâåíà l = 1, R0 =

√
Nl ≈ 32

âûðàæåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ
ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè.

1.2. Ïåðñèñòåíòíàÿ (ïîëóãèáêàÿ) ïîëèìåðíàÿ öåïü

Äðóãàÿ ïðåäåëüíàÿ ìîäåëü � ìîäåëü �æåñòêîé� èëè ïåðñè-
ñòåíòíîé öåïè, ðàññìàòðèâàåìîé â âèäå ñëàáî èçãèáàþùåéñÿ
óïðóãîé îäíîðîäíîé íèòè.

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà äâèæåíèå â ïëîñêîñòè, ñêàæåì xz,
ãäå îñü z âûáðàíà âäîëü ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ öå-
ïè. Èçìåíåíèå ñìåùåíèÿ x â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê îñè z íà-
ïðàâëåíèè îáóñëîâëåíî ìíîãèìè ñëó÷àéíûìè èçãèáàìè. Íà
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íåáîëüøîì ó÷àñòêå öåïè∆z ðàäèóñ êðèâèçíû ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðèáëèæåííî ïîñòîÿííûì, è âåðîÿòíîñòü òàêîé êîíôèãóðà-
öèè

G[z, x(z); z +∆z, x(z +∆z)] ∼ exp

[
− E

2T

(
d2x

dz2

)2

∆z

]
. (8)

Çäåñü x � ñìåùåíèå öåïè îò îñè z, E � ìîäóëü Þíãà, õàðàê-
òåðèçóþùèé óïðóãîñòü öåïè, T � òåìïåðàòóðà ñðåäû, â êî-
òîðóþ ïîìåùåíà öåïü. Âåëè÷èíà T/E åñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íûé óãîë èçãèáà öåïè íà åäèíè÷íîé äëèíå, êîòîðûé ìû îáî-
çíà÷èì Θ2

0. Âåðîÿòíîñòü íàéòè ó÷àñòêè öåïè ñ êîîðäèíàòà-
ìè (x1, z1;x2, z2; ...; xN , zN) äàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïîëó÷åííûõ
âûøå âåðîÿòíîñòåé äëÿ êàæäîãî îòðåçêà (xi, zi;xi+1, zi+1), è
ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü äàííîé òðàåêòîðèè ÷à-
ñòèöû (åñëè îïóñòèòü ïîêà âîïðîñ î íîðìèðîâêå).

Åñëè íàñ èíòåðåñóþò ëèøü íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè
òðàåêòîðèè, ìû äîëæíû ïðîèíòåãðèðîâàòü âåðîÿòíîñòü äàí-
íîé òðàåêòîðèè ïî ïðîìåæóòî÷íûì ïîëîæåíèÿì çâåíüåâ öå-
ïè. Ôîðìàëüíî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó N → ∞, ìû ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè íàéòè ó÷àñòîê öåïè íà ðàññòîÿ-
íèè ρ îò îñè z, íàïðàâëåííûé ïîä óãëîì θ ≈ dρ/dz ïîñëå ïðî-
õîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ z, åñëè â íà÷àëå êîîðäèíàò öåïü áûëà
íàïðàâëåíà âäîëü îñè z, â âèäå èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì (î
÷åì íàïîìèíàåò îáîçíà÷åíèå Dx(s)):

G[0; z, ρ, θ] ∼

x(z)=ρ, dx
dz

(z)=θ∫
x(0)=0, dx

dz
(0)=0

Dx(s) exp

[
− 1

2Θ2
0

∫ z

0

(
d2x

ds2

)2

ds

]
.

(9)
Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðñèñòåíò-

íîé öåïè ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè, ïîêàçûâàþùèå åå òèïè÷-
íûå êîíôîðìàöèè.
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Ðèñ. 4. Õàðàêòåðíûå êîíôîðìàöèè (òðàåêòîðèè) ïåðñèñòåíòíîé öåïè, îäèí
êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò è íàïðàâëåí ïî îñè z, à äðóãîé
êîíåö íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè ρ = 0.05 è íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî îñè z. Ïî-
êàçàíà òàêæå îïòèìàëüíàÿ (íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ) òðàåêòîðèÿ. ×èñëî çâåíüåâ
öåïè N = 50, äëèíà çâåíà l = 1

Íàèáîëüøèé âêëàä â âåðîÿòíîñòü (9) âíîñÿò êîíôèãóðà-
öèè öåïè (òðàåêòîðèè), îáåñïå÷èâàþùèå ìèíèìóì ôóíêöèî-
íàëà

F [x(s)] =

∫ z

0

(
d2x

ds2

)2

ds. (10)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ âàðèàöèþ ýòîãî ôóíêöèîíàëà

δF [x(s)] = 2

∫ z

0

d4x

ds4
δxds, (11)

ãäå ìû äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçîâàëè
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ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

dδx

ds

∣∣∣
s=0,z

= δx(s)
∣∣∣
s=0,z

= 0, (12)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà òðàåêòîðèþ x̄(s) (ðèñ. 4), îáåñïå÷èâà-
þùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà F , â âèäå

d4x̄

ds4
= 0, → x̄(s) = As3 +Bs2, (13)

ãäå êîýôôèöèåíòû À è Â íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

δx̄
∣∣∣
s=z

= ρ,
dx̄

ds

∣∣∣
s=z

= θ (14)

è ðàâíû

A =
zθ − 2ρ

z3
, B =

3ρ− zθ

z2
. (15)

Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ òðàåêòîðèþ x(s) â âèäå
x(s) = x̄(s) + y(s). Òîãäà ôóíêöèîíàë F ñ ó÷åòîì îïòèìàëü-
íîñòè òðàåêòîðèè x̄(s) còàíîâèòñÿ ðàâíûì

F [x(s)] =

∫ z

0

(
d2x̄

ds2

)2

ds+

∫ z

0

(
d2y

ds2

)2

ds. (16)

Ïîñêîëüêó Dx(s) = Dy(s), ïîëó÷èì

G[0; z, ρ, θ] ∼

y(z)=0, dy
ds

(z)=0∫
y(0)=0, dy

ds
(0)=0

Dy(s) exp

[
− 1

2Θ2
0

∫ z

0

(
d2y

ds2

)2

ds

]
×

× exp

[
− 1

2Θ2
0

∫ z

0

(
d2x̄

ds2

)2

ds

]
. (17)

Òàêèì îáðàçîì, âñÿ èíòåðåñóþùàÿ íàñ èíôîðìàöèÿ çà-
êëþ÷åíà â ïîñëåäíåì ýêñïîíåíöèàëüíîì ìíîæèòåëå, à èí-
òåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì y(s), îïèñûâàþùèì îòêëîíåíèÿ îò
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îïòèìàëüíîé, ïðîñòî âõîäèò â íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü.
Âû÷èñëèâ∫ z

0

(
d2x̄

ds2

)2

ds = 4(3A2z3+3ABz2+B2z) =
12

z3

(
ρ− zθ

2

)2

+
θ2

z
,

(18)
ïîëó÷èì

G(0; ρ, θ, z) = Const · exp

[
− 6

Θ2
0z

3

(
ρ− zθ

2

)2

− θ2

2Θ2
0z

]
. (19)

Èíòåãðèðóÿ ïî íîâîé ïåðåìåííîé ρ′ = ρ− zθ/2, ïîëó÷èì

⟨θ2x⟩ = Θ2
0z. (20)

Âûäåëÿÿ â âûðàæåíèè (19) ïîëíûé êâàäðàò ïî θ

G(0; ρ, θ, z) = Const · exp

[
− 2

Θ2
0z

(
θ − 3ρ

2z

)2

− 3ρ2

2Θ2
0z

3

]
(21)

è èíòåãðèðóÿ ïî θ′ = θ − 3ρ/2z, ïîëó÷èì

⟨ρ2x⟩ =
Θ2

0

3
z3. (22)

Èç âûðàæåíèÿ (19) íàõîäèì

⟨ρ′2⟩ = ⟨(ρ− zθ/2)2⟩ = Θ2
0

12
z3, (23)

òàê ÷òî ïîëó÷èì

⟨ρxθx⟩ =
Θ2

0

2
z2. (24)

Íà ðèñ. 5 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äàííûõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè äëÿ ⟨ρ2x⟩, ⟨ρxθx⟩, ⟨θ2x⟩.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äîñòàòî÷íî áîëüøèå ó÷àñòêè öåïè, íà
êîòîðûõ îíà ìîæåò ñèëüíî èçãèáàòüñÿ. Ââåäåì åäèíè÷íûé
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Ðèñ. 5. Ìîäåëèðîâàíèå ïåðñèñòåíòíîé öåïè. ×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 1000,
äëèíà çâåíà l = 1

âåêòîð íàïðàâëåíèÿ öåïè u. Äëÿ êàêèõ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ âäîëü öåïè òðåõ òî÷åê a, b, c (ðèñ. 6) íàéäåì ñðåäíåå ïî
âîçìîæíûì èçãèáàì öåïè îò (ucua) = cos θac. Âûáåðåì ïðÿ-
ìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñüþ z âäîëü ub è âûðàçèì
ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç (uaub) è (ubuc):

cos θac = uazucz + uaxucx + uayucy =

= cos θab cos θbc + sin θab sin θac cosϕ,

ãäå ϕ � óãîë ìåæäó ïðîåêöèÿìè âåêòîðîâ ua è uc íà ïëîñêîñòü
xy. Èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü èçãèáîâ ó÷àñòêîâ öåïè ab è bc,
à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî ⟨cosϕ⟩ = 0, èìååì

⟨cos θac⟩ = ⟨cos θab⟩⟨cos θbc⟩.
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Ðèñ. 6. Õàðàêòåðíàÿ êîíôîðìàöèÿ (òðàåêòîðèè) ïåðñèñòåíòíîé öåïè íà
íåáîëüøîì ó÷àñòêå. Ïîêàçàíû êàñàòåëüíûå ê öåïè åäèíè÷íûå âåêòîðû
ua, ub, uc

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

⟨cos θ(s+ s′)⟩ = ⟨cos θ(s)⟩⟨cos θ(s′)⟩.

Çäåñü s, s′ � êîíòóðíûå äëèíû ó÷àñòêîâ öåïè ab è bc. Äàí-
íûå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 7, ïîä-
òâåðæäàþò ýòî ðàâåíñòâî. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè s, s′ èìååò âèä

⟨cos θ(s)⟩ = exp(−s/lp), (25)

ãäå lp � òàê íàçûâàåìàÿ ïåðñèñòåíòíàÿ äëèíà. Íà ðèñ. 8 ïî-
êàçàíî ñðàâíåíèå äàííûõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðñèñòåíòíîé ïî-
ëèìåðíîé öåïè ñ ïîëó÷åííûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì.
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Ðèñ. 7. Ïàðíûé êîððåëÿòîð íàïðàâëåíèÿ çâåíüåâ ïîëèìåðíîé ïåðñèñòåíòíîé
öåïè, ðàçäåëåííûõ êîíòóðíîé äëèíîé s

Âèäíî, ÷òî ó÷àñòêè öåïè, ðàçäåëåííûå ðàññòîÿíèÿìè âäîëü
êîíòóðà öåïè s ≫ lp, âåäóò ñåáÿ êàê ïîëíîñòüþ íåçàâèñè-
ìûå. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü òî÷êè íà öåïè x0,x1, ...,xN äî-
ñòàòî÷íî äàëåêèìè äðóã îò äðóãà ïî êîíòóðó öåïè, òàê ÷òî
âåðîÿòíîñòü G(x0,x1, ...,xN) âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå
N−1∏
i=0

g(xi,xi+1). Äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííûõ öåïåé, L ≫ lp, è

ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g(xi,xi+1) èìååì

gk =

∫
g(y) exp (−iky) dy =

=

∫
g(y){1 + iky − (ky)2

2
}dy = 1− k2l2

6

ïðè kl ≪ 1. Òîãäà gNk ≈ exp(−Nk2l2/6), è ìû ïîëó÷àåì äëÿ
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Ðèñ. 8. Ïàðíûé êîððåëÿòîð íàïðàâëåíèÿ çâåíüåâ ïîëèìåðíîé ïåðñèñòåíòíîé
öåïè, ðàçäåëåííûõ êîíòóðíîé äëèíîé s

ëþáîãî ìåõàíèçìà ãèáêîñòè èäåàëüíîé öåïè ãàóññîâî ðàñïðå-
äåëåíèå (5). Ðåàëüíî çíà÷åíèå ïåðñèñòåíòíîé äëèíû ìîæåò
ìåíÿòüñÿ îò 100 íì äëÿ ïîëèñòèðîëà äî 5000 íì äëÿ ÄÍÊ.

Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíû òèïè÷íûå êîíôèãóðàöèè ïîëèìåðíûõ
öåïåé.

Ïîëåçíî ïðèâåñòè äðóãîé âûâîä ñîîòíîøåíèÿ (25) äëÿ ñëó-
÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî èçãèáà ïîëèìåðíîé öåïè â ïëîñêîñòè. Ïà-
ðàìåòðèçóåì êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà u óãëîì θ åãî
íàêëîíà ê îñè z: (uz, ux) = (cos(θ), sin(θ)). Òîãäà âåðîÿòíîñòü
íàéòè îïðåäåëåííóþ êîíôèãóðàöèþ öåïè äëèíîé L0, îïèñû-
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Ðèñ. 9. Êîíôèãóðàöèè ïîëèìåðíîé ïåðñèñòåíòíîé öåïè íà ìàëûõ (Nl ≪ lp,
ñëåâà) è áîëüøèõ (NL ≫ lp, ñïðàâà) ìàñøòàáàõ

âàåìóþ ôóíêöèåé x(s), ïðîïîðöèîíàëüíà

e
− 1

2Θ2
0

∫ L0
0

(
( dux

ds )
2
+( duz

ds )
2
)
ds

= e
− 1

2Θ2
0

∫ L0
0 ( dθ

ds)
2
ds
. (26)

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà ⟨u(t) · u(t′)⟩ áó-
äåò äàâàòüñÿ èíòåãðàëîì ïî âñåì âîçìîæíûì êîíôèãóðàöè-
ÿì öåïè

⟨u(t) · u(t′)⟩ = ⟨cos[θ(t)− θ(t′)]⟩ = ⟨exp[i(θ(t)− θ(t′))]⟩ =

= Z−1

∫
exp

[
− 1

2Θ2
0

∫ L0

0

(
dθ

ds

)2

ds+ i (θ(t)− θ(t′))

]
Dθ(s),

(27)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ðàâåí

Z =

∫
exp

[
− 1

2Θ2
0

∫ L0

0

(
dθ

ds

)2

ds

]
Dθ(s). (28)
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Óäîáíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ θ(s) â ðÿä Ôóðüå

θ(s) =
1√
L0

∑
k

eiksθk, (29)

íàêëàäûâàÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

θ(s+ L0) = θ(s),

÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

k = 2πn/L0, ãäå n = ±1,±2, .... (30)

Åñëè âûáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå L0, òî äàííîå
óñëîâèå íå âëèÿåò íà êîððåëÿòîð ⟨u(t) · u(t′)⟩ ïðè t, t′ ≪ L0.
Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà

1

L0

∫ L0

0

ei(k1+k2)sds = δk1,−k2 , (31)

ñëåäóþùåãî èç ïåðèîäè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷àåì∫ L0

0

(
dθ

ds

)2

ds =
∑
k

k2θkθ−k, (32)

à òàêæå

i(θ(t)− θ(t′)) =
i√
L0

∑
k

(
eikt − eikt

′
)
θk ≡

∑
k

θkh−k, (33)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

h−k =
i√
L0

(
eikt − eikt

′
)
. (34)

Òåïåðü ìåðîé èíòåãðèðîâàíèÿ â (40) áóäåò

Dθ(s) →
∏
k

dθk. (35)
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Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå αk = k2/(2Θ2
0) è ïåðåïèøåì ïîêà-

çàòåëü ýêñïîíåíòû â (40) â âèäå∑
k

(αkθkθ−k − θkh−k) . (36)

Âûäåëèì êâàäðàòè÷íóþ ïî θk ÷àñòü â ýòîì âûðàæåíèè ñ ïî-
ìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ:

θk = θ′k + βkhk. (37)

Ïðè âûáîðå êîýôôèöèåíòà

βk = 1/(2αk) (38)

ëèíåéíûå ïî θ′k ÷ëåíû èñ÷åçàþò, è ìû ïîëó÷àåì∑
k

(αkθkθ−k − θkh−k) =
∑
k

αkθ
′
kθ

′
−k −

∑
k

hkh−k/(4αk). (39)

Òîãäà ÷èñëèòåëü â (40) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

∫
exp

[
− 1

2Θ2
0

∫ L0

0

(
dθ

ds

)2

ds+ i (θ(t)− θ(t′))

]
Dθ(s) =

=

∫
exp

[
−
∑
k

αkθ
′
kθ

′
−k

]∏
k

dθ′k exp

(
−
∑
k

hkh−k/(4αk)

)
.

(40)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì òàêîé æå èíòåãðàë äëÿ Z, òàê ÷òî

⟨u(t) · u(t′)⟩ = exp

(
−
∑
k

hkh−k/(4αk)

)
. (41)

Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê ïðåæíèì îáî-
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çíà÷åíèÿì ðàâåí

∑
k

hkh−k/(4αk) =
Θ2

0

L0

∑
k

1− cos(k(t− t′))

k2
=

= Θ2
0

∫ ∞

−∞

dk

2π

1− cos(k(t− t′))

k2
= Θ2

0|t− t′|/2. (42)

Çäåñü èñïîëüçîâàí ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî k ê èíòåãðè-
ðîâàíèþ

1

L0

∑
k

(...) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
(...). (43)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ïåðñèñòåíòíîé äëèíû

lp = 2/Θ2
0. (44)

Ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ïåðåõîäà îò ìàñ-
øòàáîâ êîíòóðíîé äëèíû ïîëèìåðíîé öåïè L≪ lp ê ìàñøòà-
áàì L ≫ lp. Íàéäåì ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó êîíöàìè öåïè. Èìååì

R =

L∫
0

u(s)ds.

Òîãäà

⟨R2⟩ =
L∫

0

ds

L∫
0

ds′⟨u(s)u(s′)⟩ =
L∫

0

ds

L∫
0

ds′ exp(−|s−s′|/lp) =

= 2l2p

(
L

lp
− 1 + exp(−L/lp)

)
. (45)

Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè ïîëèìåðíîé öåïè
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè
⟨R2⟩ îò äëèíû L = Nl ïåðñèñòåíòíîé öåïè

⟨R2⟩ â çàâèñèìîñòè îò åå äëèíû L ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè ïåðñèñòåíòíîé äëèíû è äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ. Íàáëþ-
äàåòñÿ ïåðåõîä îò ïåðñèñòåíòíîãî ïîâåäåíèÿ öåïè ïðè L≪ lp
ê ãàóññîâîé öåïè ïðè L ≫ lp. Â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ
L≪ lp è L≫ lp ïîëó÷èì äëÿ ⟨R2⟩

⟨R2⟩ =

{
L2(1− L/(3lp)) åñëè L≪ lp;
2lpL åñëè L≫ lp.

(46)

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ⟨R2⟩ ïðè L ≫ lp ñëåäóåò, ÷òî ýôôåê-
òèâíàÿ ãàóññîâà äëèíà ïåðñèñòåíòíîé öåïè ðàâíà óäâîåííîìó
çíà÷åíèþ ïåðñèñòåíòíîé äëèíû.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ïîëèìåðíîé öåïè íà äîñòàòî÷-
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íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñèëüíî ôëóêòóèðóþò. Íàïðèìåð, íà
ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çâåíüåâ îäíîé öåïè ñëàáî
íàïîìèíàåò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå. Âû÷èñëèì ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè ⟨R2⟩ è åãî

âàðèàöèþ ⟨(R2 − ⟨R2⟩)2⟩ äëÿ ïðîñòðàíñâà d èçìåðåíèé, â êî-
òîðîì ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

GN(R) =

(
d

2πNl2

)d/2

exp

(
− dR2

2Nl2

)
.

Èìååì

⟨R2⟩ ≡
∫
PN(R)R2dR =

∫
Ae−αR2

R2dR∫
Ae−αR2dR

=

= − d

dα
ln

∫
e−αR2

dR =
d

2α
= Nl2,

ãäå α ≡ d/(2Nl2).

⟨
(
R2 − ⟨R2⟩

)2⟩ = ⟨R4⟩ −
(
⟨R2⟩

)2
=

1

Z

d2Z

dα2
−
(
1

Z

dZ

dα

)2

=

=
d

dα

(
1

Z

dZ

dα

)
=

d

2α2
=

2

d
N2l4,

ãäåZ=
∫
e−αR2

dR.Âèäíî,÷òî îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäóêîíöàìè öåïè âåëèêè:

⟨(R2 − ⟨R2⟩)2⟩
(⟨R2⟩)2

=
2

d

(íàïîìíèì, ÷òî d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà).
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2. Èäåàëüíàÿ ïîëèìåðíàÿ öåïü âî âíåøíåì

ïîëå

Èòàê, ìû íàøëè, ÷òî íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìàñøòàáàõ
(íî åùå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ) êîíôèãóðàöèþ ëþáîé èäåàëüíîé
öåïè ìîæíî îïèñàòü äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïîëîæåíèåì òî-
÷åê öåïè x0, ....,xN (ýòî ìèêðîñîñòîÿíèå öåïè), è âåðîÿòíîñòü
ýòîé êîíôèãóðàöèè öåïè îïèñûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ãàóññî-
âûõ ôóíêöèé

G (x0, ....,xN) = g(x0,x1)....g(xN−1,xN),

ãäå

g(xi,xi+1) =

(
d

2πl2

)d/2

exp

[
−d (xi − xi+1)

2

2l2

]
.

Ýòà ìîäåëü åùå íàçûâàåòñÿ �áóñèíêè íà ïðóæèíêàõ�.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå öåïè âî âíåøíåì ïîëå, äî-

ñòàòî÷íî ñëàáî ìåíÿþùåìñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàçìå-
ðà çâåíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(xi) ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ i-ãî
çâåíà. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè íàéòè îäèí êîíåö
öåïè â òî÷êå xN , åñëè äðóãîé ðàñïîëîæåí â òî÷êå x0, ïðèíè-
ìàåò âèä:

G(x0, 0;xN , N) =

∫ N−1∏
i=0

g(xi,xi+1) exp

(
−ϕ(xi)

T

)
dx1....dxN−1.

(47)
Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

G(x0, 0;xN+1, N + 1) =

∫
G(x0, 0;xN , N)Q(xN ,xN+1)dxN ,

(48)
ãäå

Q(x,x′) = G(x′, 0;x, 1) = g(x, x′) exp

(
−ϕ(x)

T

)
(49)
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åñòü ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïåðåõîäà. Â îïåðàòîðíîé
ôîðìå (48) èìååò âèä:

G(x0, 0;xN+1, N + 1) = Q̂G(x0, 0;xN , N). (50)

Ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
Ãðèíà â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà, ñëàáî ìåíÿþùåãîñÿ íà ðàññòîÿ-
íèÿõ ïîðÿäêà äëèíû çâåíà l. Èç (47) ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî
òîæäåñòâî

G(x,x′;N + n) =

∫
dx′′G(x,x′′;n)G(x′′,x′;N). (51)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n≪ N , òîãäà çàìåòíûé âêëàä â èíòåãðàë
äàåò ëèøü îáëàñòü |x−x′′| 6 n1/2l è, ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè
ïîòåíöèàë ìåíÿåòñÿ ñëàáî, èç (47) ìîæíî ïîëó÷èòü

G(x,x′′;n) ≈ exp

(
−nϕ(x)

T

)
g(x,x′′;n).

Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàçëîæèòü ïëàâíî ìåíÿþùóþñÿ äëÿ
N ≫ 1 ôóíêöèþ Ãðèíà G(x′′,x′;N) âáëèçè òî÷êè x ïî ìàëî-
ìó ïàðàìåòðó (x− x′′)2/Nl2, ò. å. n/N :

G(x′′,x′;N) ≈
(
1− (x− x′′)α

∂

∂xα
+

+
1

2
(x− x′′)α(x− x′′)β

∂2

∂xα∂xβ

)
G(x,x′;N).

(52)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü (51), ðàçëàãàÿ ëå-
âóþ ÷àñòü (51) ïî n è ó÷èòûâàÿ, ÷òî∫

dx′′(x− x′′)g(x− x′′, n) = 0,∫
dx′′1

2
(x− x′′)α(x− x′′)βg(x− x′′, n) =

nl2

6
δαβ,



2.1. Ïîëèìåðíàÿ öåïü ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû 29

è ϕ(x) ≪ T , ïîëó÷èì[
∂

∂N
− l2

6

∂2

∂x2
+
ϕ(x)

T

]
G(x,x′;N) = 0. (53)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå äèôôóçèè âî âíåøíåì ïî-
ëå, îíî æå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ìíèìîãî âðåìåíè, à
ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â ïîëèìåðíûõ çàäà÷àõ ìîùíûé
àïïàðàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ G(x,x′;N) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (53). Òîæäåñòâî äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
G(x,x′; 0) = δ(x − x′) ïðè N = 0 ýêâèâàëåíòíî íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ

G(x,x′;N) = 0 ïðè N < 0.

2.1. Ïîëèìåðíàÿ öåïü ïîä äåéñòâèåì
ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû

Ãèáêàÿ ïîëèìåðíàÿ öåïü

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè èç N çâå-
íüåâ äëèíîé l, îäèí êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, à íà äðóãîé äåéñòâóåò ðàñòÿãèâàþùàÿ âíåøíÿÿ ñèëà
F, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè z. Äåéñòâèå âíåøíåé ñèëû F íà
êàæäîå çâåíî ïîëèìåðíîé öåïè ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ ïî-
òåíöèàëà ϕ(ri) = −F · ri, ãäå ri � ðàäèóñ âåêòîð i-ãî çâåíà.
Òèïè÷íûå êîíôîðìàöèè (ïðîñòðàíñòâåííûå êîíôèãóðàöèè)
öåïè ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 11.

Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè âäîëü îñè z, R̄z,
â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ èç

R̄z =
1

Z

N∏
i=1

∫ +1

−1

(∑
i

lµi

)
eβF lµi2πd(µi), (54)
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Ðèñ. 11. 50 ðåàëèçàöèé êîíôîðìàöèé ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè ïîä äåé-
ñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû Fl0/T = 10. ×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 625, äëèíà
çâåíà l = 1

ãäå ñòàòñóììà Z ðàâíà

Z =
N∏
i=1

∫ +1

−1

eβF lµi2πd(µi), (55)

β = 1/T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà, µi = cos θi, à θi � óãîë ìåæ-
äó i-ì çâåíîì è íàïðàâëåíèåì âíåøíåé ñèëû F. Âû÷èñëÿÿ
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Ðèñ. 12. Ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå öåïè ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû F (ñëå-
âà). Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ öåïè äëÿ íåñêîëüêèõ
çíà÷åíèé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû (ñïðàâà). ×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 1000, äëèíà
çâåíà l = 1

èíòåãðàëû, ïîëó÷àåì

R̄z = N

∫ +1

−1
lµie

βF lµid(µi)∫ +1

−1
eβF lµid(µi)

=

=
N

βF

[
βF l

(
eβF l + e−βF l

)
eβF l − e−βF l

− 1

]
.

(56)

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ öåïè îò
ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû ïðèâåäåíà íà ðèñ. 12 (ñëåâà).

Äëÿ ñëàáîãî ðàñòÿæåíèÿ, βF l ≪ 1,

R̄z ≈
1

3
Nl2βF, (57)

òîãäà êàê äëÿ ñèëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ, βF l ≫ 1,

R̄z ≈ Nl − N

βF
. (58)

Êàê âèäíî íà ðèñ. 11, íàáëþäàþòñÿ çàìåòíûå ôëóêòóà-
öèè ïðîäîëíûõ è ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ öåïè. Ôóíêöèÿ ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ öåïè äëÿ íåñêîëüêèõ
çíà÷åíèé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 12 (ñïðà-
âà), ïîëó÷åííûå ïî äàííûì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ äëÿ
ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè, ñîñòîÿùåé èç N = 1000 çâåíüåâ.

×òîáû íàéòè âåëè÷èíó ôëóêòóàöèé ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæå-
íèÿ öåïè, íàáëþäàåìóþ íà ðèñ. 12 (ñïðàâà), âû÷èñëèì ñíà-
÷àëà R2

z:

R2
z =

1

Z

N∏
i=1

∫ +1

−1

(∑
i

lµi

)2

eβF lµi2πd(µi) =

=
1

Z

N∏
i=1

∫ +1

−1

(∑
i

l2µ2
i +

∑
i

∑
j ̸=i

l2µiµj

)
eβF lµi2πd(µi) =

=Nl2


+1∫
−1

(µ2
i )e

βF lµid(µi)

+1∫
−1

eβF lµid(µi)

+ (N − 1)


+1∫
−1

(µi)e
βF lµid(µi)

+1∫
−1

eβF lµid(µi)


2


=l2
(
N − 2R̄z

βF l2

)
+

(N − 1)R̄2
z

N
.

(59)
Òîãäà ïîëó÷àåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ∆R2

z ïðî-
äîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ öåïè â âèäå

∆R2
z = l2

(
N − 2R̄z

βF l2

)
− R̄2

z

N
. (60)

Â ïðåäåëå ñèëüíûõ ðàñòÿæåíèé βF l ≫ 1 ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå ∆R2

z = N/(βF )2 íå çàâèñèò îò l.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå îòêëîíåíèÿ â ïîïåðå÷íîì ê îñè z íà-
ïðàâëåíèè ðàâíî íóëþ, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ρ2
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Ðèñ. 13. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå â ïðîäîëüíîì (ñëåâà) è ïîïåðå÷íîì
(ñïðàâà) ê äåéñòâèþ ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû íàïðàâëåíèè. ×èñëî çâåíüåâ öåïè
N = 1000, äëèíà çâåíà l = 1, R0 =

√
Nl2

íàõîäèòñÿ èç

ρ2 =
1

Z

N∏
i=1

∫ +1

−1

(∑
i

l sin θi

)2

eβF l cos θi2πd(cos θi). (61)

Ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè îðèåíòàöèè çâåíüåâ öåïè â ïîïåðå÷-
íîì íàïðàâëåíèè ⟨sin θi sin θj⟩ = δij(1− ⟨cos2 θj⟩), ïîëó÷èì

ρ2 = Nl2
∫ +1

−1
(1− cos2 θi)e

βF l cos θid(cos θi)∫ +1

−1
eβF l cos θid(cos θi)

=
2R̄z

βF
. (62)

Â ïðåäåëå ñèëüíûõ ðàñòÿæåíèé βF l ≫ 1 ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ρ2 = 2Nl/(βF ).

Ïåðñèñòåíòíàÿ ïîëèìåðíàÿ öåïü

Ðàññìîòðèì ðàñòÿæåíèå ïåðñèñòåíòíîé öåïè â äâóõ èçìå-
ðåíèÿõ ïîä äåéñòâèåì ñèëû F â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ñèë, ïðè êîòîðûõ óãîë èçãèáà öåïè θ ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå
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ýíåðãèþ öåïè U(F ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

U(F ) = −F
∫ L0

0

cos(θ(s))ds ≈ −FL0 +
F

2

∫ L0

0

θ2(s)ds. (63)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü íàéòè êîíôîðìàöèþ öåïè, îïèñûâàåìóþ
êðèâîé θ(s), ïðîïîðöèîíàëüíà

e
−

∫ L0
0

[
1

2Θ2
0
( dθ
ds)

2
+ F

2T
θ2

]
ds

= e(1/2)
∑

k(k2/Θ2
0+F/T)θkθ−k . (64)

Ïðîäîëüíûé ðàçìåð öåïè ðàâåí

R̄z =

∫ Nl

0

⟨cos θ(s)⟩ds ≈ Nl − 1

2

∫ Nl

0

⟨θ2(s)⟩ds, (65)

ãäå

⟨θ2(s)⟩ = 1

L0

∑
k1

∑
k2

ei(k1+k2)s⟨θk1θk2⟩. (66)

Îáîçíà÷èì αk = (k2/Θ2
0 + F/T )/2 è ïåðåïèøåì ïîêàçàòåëü

ýêñïîíåíòû â (64) â âèäå∑
k

(αkθkθ−k − θkh−k) , (67)

ãäå ìû ââåëè äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí θkh−k, ÷òîáû âû÷èñëèòü
êîððåëÿòîð ⟨θk1θk2⟩, ðàâíûé

Z−1

∫
θk1θk2e

(−
∑

k αkθ
′
kθ

′
−k)
∏
k

dθ′ke
(−

∑
k hkh−k/(4αk))

∣∣∣∣∣
hk=0

=

=
d

dh−k1

d

dh−k2

e(−
∑

k hkh−k/(4αk))

∣∣∣∣∣
hk=0

=
δk1,−k2

2αk1

. (68)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

⟨θ2(s)⟩ = Θ2
0

∫ +∞

−∞

dk

2π

1

k2 +Θ2
0F/T

=
Θ0

2
√
F/T

(69)
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Ðèñ. 14. Ñðåäíåå çíà÷åíèå äëèíû ïåðñèñòåíòíîé öåïè âäîëü ðàñòÿãèâàþùåé
ñèëû. ×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 10, äëèíà çâåíà l = 1

è, ñëåäîâàòåëüíî,

R̄z = Nl

(
1− Θ0

4
√
F/T

)
. (70)

Íà ðèñ. 14 ïðèâåäåíû äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ äëèíû ïåðñèñòåíòíîé öåïè âäîëü ðàñòÿãèâàþùåé ñè-
ëû. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåí òàêæå ïðîäîëüíûé ðàçìåð ñâî-
áîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè (58).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
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â ïîïåðå÷íîì ê äåéñòâèþ ñèëû F íàïðàâëåíèè

⟨ρ2x⟩ =
∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′⟨θ(s)θ(s′)⟩ =

=

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds
Θ0e

−sΘ0

√
F/T

2
√
F/T

= L

(
1− 1− eLΘ0

√
F/T

LΘ0

√
F/T

)
. (71)

2.2. Èäåàëüíàÿ ïîëèìåðíàÿ öåïü â îãðàíè÷åííîì
îáúåìå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíå-
íèÿ ðàññìîòðèì öåïü, çàêëþ÷åííóþ â ÿùèê ðàçìåðîì
Lx × Ly × Lz ñ íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî âûñîêèé áàðüåð,
ò. å. ìåíÿåòñÿ ñèëüíî íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàçìåðà îäíî-
ãî çâåíà, è ïîýòîìó âáëèçè ñòåíêè îïèñàíèå öåïè ñ ïîìîùüþ
(53) íå ïðèìåíèìî. Îäíàêî íà ìàêðîñêîïè÷åñèõ ðàññòîÿíèÿõ
l ≪ r ≪ Lx,y,z (53) âåðíî ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

G(x,x′;N) = 0, x ëèáî x′ ∈ Γ,

ãäå Γ � ãðàíèöà ÿùèêà. Âíóòðè ÿùèêà ϕ(x) = 0 è (53) ðåøà-
åòñÿ ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ:

G(x,x′;N) =
3∏

i=1

Gi(xi, x
′
i;N), (72)

Gi(xi, x
′
i;N) = Ai

∞∑
p=1

sin

(
pπxi
Li

)
sin

(
pπx′i
Li

)
exp(−αiN),

ãäå i = x, y, z, à íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû Ai = 2/Li.
Èç (53) ïîëó÷àåì

αi =
l2p2π2

6L2
i

. (73)
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Ðàññìàòðèâàÿ ïîëèìåðíóþ öåïü êàê êëàññè÷åñêóþ ñòàòèñòè-
÷åñêóþ ñèòåìó è èíòåãðèðóÿ ïî èìïóëüñàì, ïîëó÷èì ÷òî ñòà-
òèñòè÷åñêèé èíòåãðàë

Z = ZxZyZz = A(T )

∫
G(x,x′;N)dxdx′,

ãäå, íàïðèìåð,

Zy ∼
∫ Ly

0

dxy

∫ Ly

0

dx′yGy(xy, x
′
y;N) =

=
2

Ly

∞∑
p=1,2,3,..

(∫ Ly

0

sin

(
pπy

Ly

)
dy

)2

exp

(
−π

2Nl2p2

6L2
y

)
=

=
8Ly

π2

∞∑
p=1,3,...

1

p2
exp

(
−π

2Nl2p2

6L2
y

)
,

(74)
à A(T ) � ôóíêöèÿ òîëüêî òåìïåðàòóðû. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ
öåïè åñòü F = −T lnZ, à äàâëåíèå Py íà ñòåíêó ñ íîðìàëüþ
âäîëü îñè y åñòü

Py = − 1

LxLz

∂

∂Ly

F.

Åñëè Lx, Ly, Lz ≫ N1/2l, òî ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû äëÿ ïåð-
âûõ ÷ëåíîâ ðÿäà ìàë è

Zy ∼
8

π2
Ly

∑
p=1,3,...

1

p2
= Ly,

òîãäà äàâëåíèå ïîëèìåðíîé öåïè

Py =
T

LxLzLy

=
T

V
,

ðàâíî äàâëåíèþ îäíîé ÷àñòèöû èäåàëüíîãî ãàçà â îáúåìå V .
Åñëè Lx, Ly, Lz ≪ N1/2l, òî â ñóììå äîìèíèðóåò ïåðâûé ÷ëåí
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ñ p = 1:

Zy ∼
8

π2
Ly exp

(
−π

2Nl2

6L2
y

)
,

Py ≈
T

LxLzLy

(
1 +

π2Nl2

3L2
y

)
≈ π2Nl2

3L2
y

T

V
.

Ýòî è åñòü òàê íàçûâàåìîå ïðèáëèæåíèå äîìèíèðîâàíèÿ îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Âèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äàâëåíèå íå
èçîòðîïíî è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî äàâëåíèþ èäåàëüíî-
ãî ãàçà ñ ÷èñëîì ÷àñòèö N/n, ãäå n � ÷èñëî çâåíüåâ â îòðåçêå
öåïè ðàçìåðîì ∼ Ly, ò. å. n

1/2l = Ly, îòêóäà n = (Ly/l)
2.

Ýòè îòðåçêè öåïè èìåþò ïðèáëèæåííî òàêóþ æå ýíòðîïèþ
âíóòðè ÿùèêà, ÷òî è ñâîáîäíûå ãàóññîâû öåïè, îäíàêî âáëè-
çè ñòåíêè ÿùèêà ÷èñëî êîíôèãóðàöèé, äîñòóïíûõ äëÿ öåïè,
óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî âäâîå, òàê ÷òî ïîòåðè ýíòðîïèè äëÿ
âñåé öåïè ìîæíî îöåíèòü êàê ∆S = −(N/n) ln 2. Òîãäà èçìå-
íåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè åñòü

∆F = TN

(
l

Ly

)2

ln 2,

÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Ïëîòíîñòü ÷èñëà çâåíüåâ öåïè, íàïðèìåð n(z), ïðîïîðöè-
îíàëüíà

n(z) ∼ sin2(πz/Lz).

Íà ðèñ. 15 ïðèâåäåíû äàííûå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
ñðàâíåíèå ñ òåîðåòè÷åñêèì ïðåäñêàçàíèåì äëÿ öåïè èç 100
çâåíüåâ. Ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ íåïðåìåíèìîñòüþ èñïîëüçóå-
ìîãî ïðèáëèæåíèÿ âáëèçè ñòåíîê, ãäå ïîòåíöèàë ñóùåñòâåí-
íî ìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàçìåðà öåïè.
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string
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0
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T=20000;mean over
 50 realizations

Ðèñ. 15. Ïëîòíîñòü ÷èñëà çâåíüåâ öåïè êàê ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè.

×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 100, äëèíà çâåíà l = 1, R0 =
√
Nl2

2.3. Ïîëèìåð â ïîëå êîðîòêîäåéñòâóþùåãî
ïîòåíöèàëà

Óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
èäåàëüíîé öåïè âî âíåøíåì ïîëå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì
îïåðàòîðà ïåðåõîäà

Q̂(x,x′) ≡ g(x,x′) exp

(
−ϕ(x)

T

)
(75)

Q̂ψm ≡
∫
Q(x′,x)ψm(x

′)dx′ = Λmψm(x). (76)

Èç-çà íåñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êîîðäè-
íàò, îïåðàòîð Q̂ íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
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ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Q̂+ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü äðóãèå:

Q̂+ψ+
m ≡

∫
Q(x′,x)ψ+

m(x
′)dx′ = Λ′

mψ
+
m(x). (77)

Åñëè ìû ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

ψ+
m(x) = ψm(x) exp (ϕ(x)/T ) ,

òî ïîñëå ïåðåíîñà exp (ϕ(x)/T ) èç ïðàâîé ÷àñòè â ëåâóþ ïî-
ëó÷èì, ÷òî Λ′

m = Λm. Ìîæíî äîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Q̂.∫
ψm(x)ψ

+
n (x)dx = δmn. (78)

Åñëè íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψm ïîëíûé∑
m

ψm(x)ψ
+
m(x

′) = δ(x− x′), (79)

òî ÿäðî Q(x,x′) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Q(x,x′) =
∑
m

Λmψ
+
m(x

′)ψm(x). (80)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

G(x0,xN ;N) =

∫
dx1...xN−1Q(x0,x1)...Q(xN−1,xN)

è îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, èìååì

G(x0,xN ;N) =
∑
m

ΛN
mψ

+
m(x0)ψm(xN). (81)

Äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
Q̂ äîìèíèðóþùèé âêëàä â (81) äàåò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
ψ0 = ψ(x) ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
Λmax = Λ, è äëÿ N → ∞

G(x0,xN ;N) ≈ ΛNψ+(x0)ψ(xN),
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ò. å. îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â ïðèáëèæåíèè
äîìèíèðîâàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîëèìåðíîé öåïè â ïîëå êîðîòêî-
äåéñòâóþùåãî ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà, ñîñðåäîòî÷åííî-
ãî âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò x = 0, ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì
≈ l � äëèíû îäíîãî çâåíà. Äëÿ îïèñàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî
ïîâåäåíèÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì áóäåò

exp

(
−ϕ(x)

T

)
= 1 +B(T )δ(x), (82)

ãäå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Â ýòîì ñëó÷àå (76) èìååò
âèä

[1 +Bδ(x)] ĝψ(x) = Λψ(x). (83)

Äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò ψk =
∫
ψ(x) exp (−ikx) dx èìååì

Λψk =

∫
exp (−ikx) [1 +Bδ(x)]

(∫
g(x,x′)ψ(x′)dx′

)
dx =

=

∫ ∫
exp (−ikx) g(x,x′)

∫
exp (ik′x′)ψk′

dk′

(2π)3
dxdx′+

+B

∫
g(0,x′)

∫
exp (−ik′x′)ψk′

dk′

(2π)3
dx′ =

=

∫
dk′

(2π)3
ψk′

∫
dx′ exp (−ikx′) exp (ik′x′)×

×
[∫
d (x− x′) exp (−ik(x− x′)) g(x− x′)

]
+B

∫
gk′ψk′

dk′

(2π)3
=

= gkψk +B

∫
gk′ψk′

dk′

(2π)3
.

Îòêóäà

ψk = (Λ− gk)
−1B

∫
gk′ψk′

dk′

(2π)3
. (84)
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Óìíîæàÿ (84) íà gk è èíòåãðèðóÿ ïî k, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà∫
ψkgkdk/(2π)

3 ïîëó÷èì

1

B
=

1

(2π)3

∫
gk

Λ− gk
dk. (85)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé Λ îïåðàòîðà Q̂, ïîñêîëüêó B åñòü çàäàííàÿ àìïëè-
òóäà ïîòåíöèàëà, à ôóðüå-îáðàç gk = exp (−k2l2/6). Ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ψ(x) óäîáíî íîðìèðîâàòü
òàê, ÷òî

∫
ψ(x)dx = 1, òîãäà ψk=0 = 1. Èç (84) èìååì

(Λ− 1) = B

∫
ψkgkdk/(2π)

3, (86)

è òîãäà

ψ(x) =
1

(2π)3

∫
ψk exp (ikx) dk =

1

(2π)3

∫
exp (ikx) (Λ− 1)

(Λ− gk)
dk.

(87)
Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ ïîâåäåíèåì íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
|x| ≫ l, òî äîìèíèðóþùèé âêëàä â èíòåãðàë äàåò îáëàñòü
|k| ≪ 1/l, òàê ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå
gk ≈ 1− k2l2/6 è òîãäà

ψ(x) =
(Λ− 1)

(2π)3

∫
exp (ikx) dk

(Λ− 1 + k2l2/6)
=

=
3(Λ− 1)

πl2
1

|x|
exp

(
−
√

6(Λ− 1)|x|/l
)
.

(88)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ìîãóò óäàëÿòüñÿ
çâåíüÿ öåïè îò ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, ðàâíî

L ≈ l/
√

(Λ− 1), (89)

à çíà÷èò, öåïü ñîñòîèò èç ïåòåëü ðàçìåðà L. ×èñëî çâåíüåâ
â êàæäîé ïåòëå â ñðåäíåì ðàâíî m ≈ (L/l)2, à ÷èñëî ïåòåëü
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â ñðåäíåì ðàâíî N/m = Nl2/L. Èñïîëüçóåìîå ïðèáëèæåíèå
âåðíî äî òåõ ïîð ïîêà L < N1/2l, ò. å. (Λ−1) > N−1. Ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ÷ëåíîâ ∼ 1/N çàõâàòó öåïè òî÷å÷íûì ïîòåíöèàëîì
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå Λ = 1, îòêóäà ìîæíî íàéòè êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà B, ñîîòâåòñòâóþùåå çàõâàòó

1

Bc

=
1

(2π)3

∫
gk

1− gk
dk =

1

(2π)3

∫ ∞

0

4πk2dk

exp (k2l2/6)− 1
. (90)

Îòñþäà ìîæíî íàéòè Bc ≈ 3, 5l3. Äëÿ B → Bc ïîëó÷àåì

1

Bc

− 1

B
=

1

(2π)3

∫ [
gk

1− gk
− gk

Λ− gk

]
dk =

=
1

(2π)3

∫
gk(Λ− 1)dk

(1− gk)(Λ− gk)
≈

≈ 1

(2π)3

∫
(Λ− 1)4πk2dk

[Λ− 1 + k2l2/6] k2l2/6
≈ (Λ− 1)1/2

l3
.

(91)
Òîãäà, â ïðèáëèæåíèè äîìèíèðîâàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ, âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü êàê

Z =

∫
G(x0,xN ;N)dx0dxN = ΛN ,

à âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ èìååò âèä

F = −TN ln Λ.

Âáëèçè òåìïåðàòóðû çàõâàòà, ò. å. ïðè |Λ− 1| ≪ 1, èìååì

B(T )−Bc ∼ T − Tc, T − Tc ∼
(
1

B
− 1

Bc

)
. (92)

Òîãäà âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ îò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïî-
òåíöèàëîì ðàâåí

F ≈ −NT (Λ− 1) ≈ −NTl3(T/Tc − 1)2 ïðè T < Tc.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå çàõâàòà öåïè ïîëó÷àåòñÿ ñêà÷îê òåï-
ëîåìêîñòè, è ìû èìååì ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà.
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2.4. Ïîëèìåðíàÿ öåïü â îñöèëëÿòîðíîì ïîëå

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà óäîáíî ïåðåéòè ê êîíòèíóàëüíî-
ìó îïèñàíèþ êîíôîðìàöèè ïîëèìåðíîé öåïè, ïîñêîëüêó ìû
âñå ðàâíî èíòåðåñóåìñÿ ëèøü êðóïíîìàñøòàáíûìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè öåïè, íàïðèìåð, ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì ðàññòîÿíè-
åì ìåæäó êîíöàìè öåïè.

Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â âèäå

G(x0, 0;xN , N) =N

∫
e−

∑N−1
i=0

ϕ(xi)

T
− 3

2l2

∑N−1
i=0 (xi−xi+1)

2
N−1∏
i=1

dxi =

=

x(L)=xN∫
x(0)=x0

e
−

L∫
0

ds
[
ϕ(x(s))

lT
+ 3

2l(
dx(s)
ds )

2]
Dx(s).

(93)
Çäåñü ìû ôîðìàëüíî ïåðåøëè ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó. Åñëè
ðàññìàòðèâàòü êîíêðåòíóþ êîíôîðìàöèþ ïîëèìåðà â íåïðå-
ðûâíîì ïðåäåëå l → 0, òî åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
�òðàåêòîðèþ�, ñ÷èòàÿ ïîëîæåíèå íåêîòîðîãî çâåíà öåïè â ïðî-
ñòðàíñòâå êîîðäèíàòîé, à åãî êîíòóðíóþ äëèíó âäîëü öåïè �
�âðåìåíåì�. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîëîæåíèÿì äèñêðåòíûõ çâå-
íüåâ çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåì âîçìîæíûì êîí-
ôîðìàöèÿì íåïðåðûâíîé öåïè, ò. å. èíòåãðàëîì ïî �òðàåêòî-

ðèÿì�, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê
∫ x(L)=xN

x(0)=x0
(...)Dx(s).

Íàéäåì òåïåðü, èñïîëüçóÿ êîíòèíóàëüíóþ ìîäåëü, ðàçìåð
öåïè â ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ϕ(x) = (3/2)Tq2x2

(âèä êîýôôèöèåíòà âûáðàí èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà). Ïî-
êàçàòåëü ýêñïîíåíòû â èíòåãðàëå ïî òðàåêòîðèÿì ìû áóäåì
íàçûâàòü ïî àíàëîãèè ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé äåéñòâèåì, êî-
òîðîå èìååò âèä

S =
3q2

2l

∫ L

0

ds x2(s) +
3

2l

∫ L

0

ds

(
dx(s)

ds

)2

. (94)
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Ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x(s) = xc(s) + r(s), (95)

ãäå xc(s) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

d2xc(s)

dt2
= q2xc, xc(0) = x0, xc(L) = xN , (96)

òàê ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ r òàêîâû:

r(0) = 0, r(L) = 0. (97)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (95) â (94) èìååì

S =

[
3q2

2l

∫ L

0

ds x2
c(s) +

3

2l

∫ L

0

ds

(
dxc(s)

ds

)2
]
+

+

[
3q2

2l

∫ L

0

ds r2(s) +
3

2l

∫ L

0

ds

(
dr(s)

ds

)2
]
+

+

[
3q2

l

∫ L

0

dsr(s)xc(s) +
3

l

∫ L

0

ds
dr(s)

ds

dxc(s)

ds

]
.

(98)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (96) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(97), âèäèì, ÷òî âûðàæåíèå â ïîñëåäíèõ êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ çàíóëÿåòñÿ, òàê êàê

3

2l

∫ L

0

ds
dr(s)

ds

dxc(s)

ds
=

3

l

∫ r(L)

r(0)

dr
dxc(s)

ds
=

=
3

l
r
dxc

ds

∣∣∣∣∣
r(L)

r(0)

− 3

l

∫ L

0

r
d2xc(s)

ds2
ds = −3

l

∫ L

0

r(s)q2xc(s)ds.

(99)
Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ r (97) âñÿ çàâèñèìîñòü îò ïî-
ëîæåíèé êîíöîâ öåïè ñîäåðæèòñÿ â ïåðâûõ êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ âûðàæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ S:

Sc =
3q2

2l

∫ L

0

ds x2
c(s) +

3

2l

∫ L

0

ds

(
dxc(s)

ds

)2

. (100)
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Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà èìååì

G(x0, 0;xN , N) = exp(−Sc)×

×
r(L)=0∫

r(0)=0

Dr(s) exp

[
− 3

2l

∫ L

0

ds

(
dr(s)

ds

)2

− 3q2

2l

∫ L

0

dsr2(s)

]
.

(101)

Âû÷èñëèì Sc. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè

d2xc

ds2
= q2xc

èìååò ðåøåíèå

xc = A exp(qs) +B exp(−qs).

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé xc(0) = x0,xc(L) = xN íàõîäèì

A =
xN − x0 exp(−qL)
exp(qL)− exp(−qL)

, B =
x0 exp(qL)− xN

exp(qL)− exp(−qL)
.

Òîãäà

Sc =
3q2

2l

∫ L

0

ds
([
A2 exp(2qs) +B2 exp(−2qs) + 2A ·B

]
+

+
[
A2 exp(2qs) +B2 exp(−2qs)− 2A ·B

])
=

=
3q2

l

[
A2 exp(2qL)− 1

2q
+B21− exp(−2qL)

2q

]
,

(102)
÷òî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé A è B è íåêîòîðûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, äàåò

3q [(x2N + x20) cosh(qL)− 2x0 · xN ]

2l sinh(qL)
. (103)



2.4. Ïîëèìåðíàÿ öåïü â îñöèëëÿòîðíîì ïîëå 47

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè öåïè â ïîëå ãàðìî-
íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî
òðàåêòîðèÿì â (101):

r(L)=0∫
r(0)=0

exp

{
− 3

2l

∫ L

0

ds

(
dr(s)

ds

)2

− 3q2

2l

∫ L

0

dsr2(s)

}
. (104)

Ïîñêîëüêó, ãðóáî ãîâîðÿ, òðàåêòîðèé �áåñêîíå÷íî ìíîãî�, ýòîò
èíòåãðàë íåîáõîäèìî òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ðåãóëÿðèçî-
âàòü. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè
îòíîøåíèÿ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì äëÿ öåïè â ïîëå ê èí-
òåãðàëó ïî òðàåêòîðèÿì ñâîáîäíîé öåïè. Ââèäó ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (97), óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåíííûõ

ri(s) =
∞∑

ni=1

ani
sin
(πnis

L

)
, i = x, y, z; Dri −→ J

∏
ni

dani
,

ãäå ìîæíî íå áåñïîêîèòüñÿ î âû÷èñëåíèè ÿêîáèàíà ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïîñêîëüêó îí âñå ðàâíî ñîêðàòèòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè
îòíîøåíèÿ äâóõ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì. Äëÿ îäíîé èç
òðåõ êîìïîíåíò, ñêàæåì x, ïîëó÷èì

x(L)=0∫
x(0)=0

Dx(s) exp

{
− 3

2l

∫ L

0
ds
(

dx(s)
ds

)2
− 3q2

2l

∫ L

0
dsx2(s)

}
x(L)=0∫
x(0)=0

Dx(s) exp

{
− 3

2l

∫ L

0
ds
(

dx(s)
ds

)2} =

=

∏
n

∫ +∞
−∞ dan exp

(
−3Ln2π2a2n

4lL2 − 3q2La2n
4l

)
∏

n

∫ +∞
−∞ dan exp

(
−3Ln2π2a2n

4lL2

) =

=

[∏
n

(
1 +

q2L2

π2n2

)]−1/2

=

√
qL

sinh(qL)
. (105)
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Ïðè âûâîäå ýòîãî âûðàæåíèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî, ÷òî

L∫
0

x2ds =
∑
n

∑
m

anam

L∫
0

sin
(πns
L

)
sin
(πms

L

)
ds =

1

2

∑
n

La2n,

∫ L

0

(dx/ds)2ds =
∑
n

∑
m

anam
π2

L2

∫ L

0

cos
(πns
L

)
cos
(πms

L

)
ds

=
1

2

∑
n

π2n2

L
a2n.

(106)
Ïîñêîëüêó ìû âû÷èñëèëè ôóíêöèþ Ãðèíà ãàóññîâîé öå-

ïè â ìîäåëè �áóñèíêè íà ïðóæèíêàõ�, ìû çíàåì îòâåò äëÿ
ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì:

x(L)=xN∫
x(0)=x0

e−
3
2l

∫ L
0 (

dx(s)
ds )

2

Dx(s) =

(
3

2πLl

)3/2

e−
3(xN−x0)

2

2Ll . (107)

Çäåñü ÷èñëî çâåíüåâ N , äëèíà çâåíà l è êîíòóðíàÿ äëèíà öå-
ïè L ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì L = Nl, à ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè ⟨R2⟩ = Ll. Çíà÷åíèå ÷èñ-
ëåííîãî êîýôôèöèåíòà â ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîì ìíîæèòåëå
ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè q → 0 è ôóíêöèè Ãðèíà ñâî-
áîäíîé öåïè (107). Ñ ó÷åòîì (107) èç (100), (101), (105) ïîëó-
÷àåì

G(x0, 0;xN , N) =

[
3q

2πl sinh(qL)

]3/2
×

× exp

{
− 3q

2l sinh(qL)

[(
x2
0 + x2

N

)
cosh(qL)− 2x0 · xN

]}
.

(108)
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Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå qL≫ 1 ïîëó÷àåì

G(x0, 0;xN , N) =

(
3q

πl

)3/2

e−3Lq/2−3qx2
0/(2l)−3qx2

N/(2l), (109)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ äîìèíèðîâàíèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äëèíà êîððåëÿöèè ìåæ-
äó çâåíüÿìè öåïè ìíîãî ìåíüøå åå ðàçìåðà è êîíöû öåïè âå-
äóò ñåáÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â ôàêòî-
ðèçàöèè çàâèñèìîñòè ôóíêöèè Ãðèíà îò ïîëîæåíèé êîíöîâ
öåïè.

Âûáèðàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êå x0 è èíòåãðèðóÿ ïî xN ,
ìû ïîëó÷àåì ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë öåïè ñ îäíèì ôèêñè-
ðîâàííûì êîíöîì

Z = A(T ) exp(−3Lq/2) (110)

è âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

F = 3TLq/2. (111)

2.5. Ïîëèìåðíàÿ öåïü ñ òîïîëîãè÷åñêèìè
îãðàíè÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå èäåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè çà
ïðåïÿòñòâèå, ðàñïîëîæåííîå â íà÷àëå êîîðäèíàò. Êîîðäèíà-
òû êîíöîâ öåïè îáîçíà÷èì r1, r2, óãîë ìåæäó ýòèìè âåêòî-
ðàìè � θ. Íà ðèñ. 16 ïðèâåäåíû äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà öåïü îáîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã ïðåïÿò-
ñòâèÿ îäèí ðàç (èíäåêñ çàöåïëåíèÿ n = 1), à îáà åå êîíöà
íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ρ = r1 = r1. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü
Pn(r1, r2, θ), ÷òî öåïü n ðàç îáåðíåòñÿ âîêðóã ïðåïÿòñòâèÿ.
Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì öåïü, ðàñïîëîæåííóþ íà ïëîñêî-
ñòè, è áóäåì çàäàâàòü êîíôèãóðàöèþ öåïè âåêòîðíîé ôóíê-
öèåé r(s), ãäå 0 6 s 6 N . Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó òî÷êîé íà
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Ðèñ. 16. Òèïè÷íûå êîíôîðìàöèè öåïè, çàöåïëåííîé çà ïðåïÿòñòâèå â íà÷àëå
êîîðäèíàò ñ êîíöàìè öåïè, ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòîÿíèè Rends = 10. ×èñëî
çâåíüåâ öåïè N = 100, äëèíà çâåíà l = 0.4, R0 =

√
Nl2

öåïè r(s) è îñüþ x ÷åðåç θ = arctan[y(s)/x(s)]. Òîãäà óãîë ïî-
âîðîòà äëÿ âñåé òðàåêòîðèè öåïè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì∫

dθ

ds
ds =

∫
xdy/ds− ydx/ds

x2 + y2
ds = 2πn+ θ. (112)

Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ ïîä âòîðûì èíòåãðàëîì, åñòü àíàëîã
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðûé ñîçäàåòñÿ ïðîâîäíèêîì ñ òî-
êîì, îáîðà÷èâàþùèìñÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò n ðàç. Îáî-
çíà÷èì ∫

dθ

ds
ds =

∫
A(r) · dr. (113)

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò äàâàòüñÿ, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷å-
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íèÿ íà ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã ïðåïÿòñòâèÿ, èíòåãðàëîì ïî
âñåì âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì:

Pn(r1, r2, θ) =

∫
δ

(∫
A(r) · dr− 2πn− θ

)
e−

∫
(dr/ds)2dsDr.

(114)
Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë ìû ïîëîæèëè äëèíó çâåíà öåïè ðàâ-
íîé åäèíèöå. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå δ-ôóíê-
öèè, ïîëó÷èì

Pn(r1, r2, θ) =

∫
dµ

2π
eiµ(2πn+θ)Pµ, (115)

ãäå èíòåãðàë

Pµ =

∫
e−

∫
[(dr/ds)2+iµA·dr/ds]dsDr (116)

áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì áåç îãðàíè÷åíèé.
Ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÿâíî, îäíàêî ìû îãðà-
íè÷èìñÿ êà÷åñòâåííûì ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ áîëüøèõ ðàñ-
òÿæåíèé çàöåïëåííîé çà ïðåïÿòñòâèå öåïè.

Ôèçè÷åñêè âàæíîé âåëè÷èíîé, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
èç ýòîé ôîðìóëû, ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèéíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
íà çàìêíóòóþ ïîëèìåðíóþ öåïü (r1 = r2 = ρ, θ = 0):

fn(ρ) = −∂ lnPn

∂ρ
. (117)

Íà ðèñ. 17 ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ ñèë Fx, Fy, ïîëó÷åííûå
ïðè ìîäåëèðîâàíèÿ öåïè, çàöåïëåííîé çà ïðåïÿòñòâèå â íà-
÷àëå êîîðäèíàò, ñ êîíöàìè öåïè, ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòî-
ÿíèè Rends íà îñè x.

Ëåãêî ïîíÿòü çàâèñèìîñòü ñèëû Fx îò âåëè÷èíû ρ = Rends

ïðè áîëüøèõ ðàñòÿæåíèÿõ Rends > Nl2. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë ïî âñåì âîçìîæíûì
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Ðèñ. 17. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êîíöû öåïè, çàöåïëåííîé çà ïðåïÿòñòâèå â íà-
÷àëå êîîðäèíàò ñ êîíöàìè öåïè, ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòîÿíèè Rends. ×èñëî
çâåíüåâ öåïè N = 100, äëèíà çâåíà l = 0, 4, R0 =

√
Nl2

êîíôîðìàöèÿì öåïè äàþò ëèøü êîíôîðìàöèè öåïè ñ ìèíè-
ìàëüíîé êîíòóðíîé äëèíîé, íàïðèìåð, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 18.
Íàçíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ ñ δ-ôóíêöèåé ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè
íóæíîãî ÷èñëà çàöåïëåíèÿ n. Â ñëó÷àå n > 1 îïòèìàëü-
íûå òðàåêòîðèè îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 18 äëÿ
ñëó÷àÿ n = 1 òåì, ÷òî îíà îáîðà÷èâàåòñÿ n ðàç âîêðóã íà÷à-
ëà êîîðäèíàò ïî îêðóæíîñòè ìàëîãî ðàäèóñà. Â ýòîì ñëó÷àå
(äëÿ n > 1)

fn(ρ = Rends) ≈ −2
2Rends

(N/2)l2
, (118)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ðèñ. 18. Îïòèìàëüíàÿ êîíôîðìàöèÿ öåïè, çàöåïëåííîé çà ïðåïÿòñòâèå â íà-
÷àëå êîîðäèíàò ñ êîíöàìè öåïè, ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòîÿíèè Rends > R0.
Ïîêàçàíà òàêæå òèïè÷íàÿ êîíôîðìàöèÿ öåïè, îòëè÷àþùàÿñÿ êîíòóðíîé äëè-
íîé îò îïòèìàëüíîé íå áîëåå, ÷åì íà R0. ×èñëî çâåíüåâ öåïè N = 100, äëèíà
çâåíà l = 0, 4, R0 =

√
Nl2

3. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çâåíüÿìè

ïîëèìåðíîé öåïè

3.1. Òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ (òåîðèÿ Ôëîðè)

Ìû ðàññìàòðèâàëè èäåàëüíûå öåïè, ïðåíåáðåãàÿ âçàèìî-
äåéñòâèåì ìåæäó çâåíüÿìè öåïè. Äëÿ ó÷åòà ýòîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ïî ìàëîé ïëîòíîñòè
çâåíüåâ â öåïè

n0 =
N

V
≈ N

r̄d
= N1−d/2l−d ≪ l−d, (119)

ãäå N � ÷èñëî çâåíüåâ â öåïè, l � ðàçìåð îäíîãî ìîíîìåðà,
d � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü öåïè (ðåàëüíî ïðåäñòàâ-
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Ðèñ. 19. Ñðàâíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó êîíöàìè öåïè äëÿ
ïîëèìåðà ñ èñêëþ÷åííûì îáúåìîì è èäåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè. Ïðèâåäå-
íû äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ R2

sim è òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè R2
theor. ×èñëî

çâåíüåâ öåïè N = 1− 300, äëèíà çâåíà l = 1, 0

ëÿþò èíòåðåñ ñëó÷àè d = 3, öåïü â ðàñòâîðå, è d = 2, öåïü
àäñîðáèðîâàííàÿ íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè èëè ãðàíèöå ðàçäå-
ëà äâóõ ñðåä; â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, öåïü â óçêîì
êàíàëå, õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì áóäåò çíà÷åíèå d = 1). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ñâîáîäíîé
ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè. Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ïðè-
áëèæåíèåì, ïîëó÷èì

F ≈ F0 +NTB(T )
N

r̄d
, (120)

ãäå F0 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîé öåïè.
Äëÿ ãèáêîé ïîëèìåðíîé öåïè âòîðîé âèðèàëüíûé êîýô-

ôèöèåíò B(T ) ≈ ld. Îöåíèì (îïóñêàÿ ÷èñëåííûå ìíîæèòå-
ëè) ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàçìåð öåïè èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
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ñâîáîäíîé ýíåðãèè

∂F

∂r̄
≈ T r̄

Nl2
− TN2B

r̄d+1
, (121)

îòêóäà

r̄ ≈ lN3/(d+2)

(
B

ld

)1/(d+2)

. (122)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, êî-
ãäà äîìèíèðóåò îòòàëêèâàíèå ìåæäó çâåíüÿìè è B(T ) > 0,
ïîëèìåðíàÿ öåïü óâåëè÷èâàåòñÿ â ðàçìåðå ïî ñðàâíåíèþ ñ
èäåàëüíîé, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 19 äëÿ ñëó÷àÿ d = 3.

3.2. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çâåíüÿìè öåïè ìîæíî ó÷åñòü, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ âëèÿíèå çâåíüåâ öåïè íà äàííîå âûäåëåííîå çâåíî
êàê âíåøíèé ïîòåíöèàë, è îïèñàòü ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà

G(x0, 0;xN , N) =

∫ [ N∏
i=1

g(xi−1,xi)e
−ϕ(xi−1)/T

]
dx1....dxN−1,

(123)
ãäå

ϕ(xi) =
∑
j ̸=i

u(xi − xj),

è u(xi − xj) � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ i è j. Òîãäà
óäîáíî ââåñòè ôóíêöèþ Ìàéåðà

f(xi − xj) ≡ exp(−u(xi − xj)/T )− 1,

êîòîðóþ ââèäó êîðîòêîäåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ
äâóõ çâåíüåâ óäîáíî âçÿòü â âèäå

f(xi − xj) = −vδ(xi − xj). (124)



56 3. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çâåíüÿìè ïîëèìåðíîé öåïè

Âåëè÷èíà v íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì èñêëþ÷åííîãî îáúåìà (è
ÿâëÿåòñÿ óäâîåííûì âòîðûì âèðèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì).
Ñëåäóåò åùå ðàç íàïîìíèòü, ÷òî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëè-
ìåðíàÿ öåïü íàõîäèòñÿ â êàêîì-òî ðàñòâîðèòåëå, ìîëåêóëû
êîòîðîãî ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà âçàèìîäåéñòâèå çâåíüåâ ïî-
ëèìåðíîé öåïè. Ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ïà-
ðàìåòð èñêëþ÷åííîãî îáúåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âå-
ëè÷èíîé, ÷òî, êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ ðàçìåðîâ öåïè. Ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû (èëè çà-
ìåíå ðàñòâîðèòåëÿ) v ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé,
÷òî ïðèâîäèò ê êîëëàïñó öåïè, è äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ
íåîáõîäèìî áóäåò ó÷èòûâàòü òðîéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíîé öåïè ïðè
âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà äîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü ïàðíûå
ñòîëêíîâåíèÿ.

Ìû âðåìåííî âåðíåìñÿ ê äèñêðåòíîìó îïèñàíèþ ïîëèìåð-
íîé öåïè è ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå ðàçëîæåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó èñêëþ÷åííîãî îáúåìà v:

GN(0, r) =

∫
. . .

∫
dx0 . . . dxNδ(x0)δ(xN − r)

N∏
i=1

g(xi−1,xi)×

×

[
1 +
∑
i<j

f(xi − xj) +
∑

k,l,m,n

f(xk − xl)f(xm − xn) + · · ·

]
.

(125)
Èñïîëüçóÿ (124), â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî v èìååì

GN(0, r) = G0
N(0, r)+

+
∑
i<j

∫
dxi

∫
dxjG

0
i (0,xi)(−v)δ(xi−xj)G

0
j−i(xi,xj)G

0
N−j(xj, r) =

= G0
N(0, r)− v

∑
i<j

G0
N−j+i(0, r)G

0
j−i(xi,xi), (126)
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Ðèñ. 20. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äî ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî ïàðàìåòðó âçàèìîäåéñòâèÿ

ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ èäåàëü-
íîé öåïè: ∫

dyG0
n(x,y)G

0
m(y, z) = G0

n+m(x, z). (127)

Ýòî ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå äèàãðàìì íà ðèñ. 20.

Çäåñü òîëñòàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ ÃðèíàGN(0,r),
òîíêàÿ ëèíèÿ � ôóíêöèþ Ãðèíà èäåàëüíîé öåïè, à æèðíàÿ
òî÷êà � êîðîòêîäåéñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çâåíüÿ-
ìè i è j. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòè
d ôóíêöèÿ Ãðèíà G0 èìååò âèä:

G0
n(x,x

′) =

(
d

2πnl2

)d/2

exp

[
−d(x− x′)2

2nl2

]
.

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè:∫
G0

n(x,x
′)dx =

∫
G0

n(x,x
′)dx′ = 1.

Îäíàêî ôóíêöèÿ Ãðèíà â (4.5) íå íîðìèðîâàíà, ïîýòîìó ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè äàåòñÿ ôîð-
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ìóëîé

⟨R2⟩ =
∫
r2GN(0, r)dr∫
GN(0, r)dr

=

=
Nl2 − v

∑
i<j d

d/2 [2πl2(j − i)]
−d/2

(N − j + i)l2

1− v
∑

i<j d
d/2 [2πl2(j − i)]−d/2

=

≈ Nl2

[
1 + v

(
d

2πl2

)d/2

N−1
∑
i<j

(j − i)1−d/2

]
≈

≈ Nl2

[
1 +

(
d

2πl2

)d/2 (
vN2−d/2

) 4

(4− d)(6− d)

]
.

(128)
Âèäíî, ÷òî ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ â òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ íå v, à âåëè÷èíà vN ε/2, ãäå ε ≡ 4 − d. Òîãäà äëÿ ðå-
àëüíîé öåïè ñ ε > 0, N ≫ 1 ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ åñòü áîëü-
øàÿ âåëè÷èíà, òàê ÷òî íàèâíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ
íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì ñïîñîáîì ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèé âíóò-
ðè öåïè.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü ε êàê èñêóñ-
ñòâåííûé ìàëûé ïàðàìåòð, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
òåîðèè âîçìóùåíèé âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòå-
ðåñ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â âèäå ðÿäà ïî ε è çàòåì ýêñòðàïî-
ëèðîâàòü ê ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì ε = 1, ò. å. d = 3. Â ýòîì
ñîñòîèò èäåÿ òàê íàçûâàåìîãî ε-ðàçëîæåíèÿ, óñïåøíî ïðè-
ìåíÿåìîãî â òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Èìåÿ â âèäó âûøåñêàçàííîå, ìû áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðèì òåîðèþ âîçìóùåíèé. Âåðíåìñÿ ê íåïðåðûâíîìó îïèñà-
íèþ öåïè ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíîé çàìåíû ñóìì íà èíòåãðàëû

d

2 l2

N∑
i=1

(xi − xi−1)
2 → d

2 l

∫ L

0

ds

(
dx(s)

ds

)2

,
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1

T

∑
j ̸=i

u(xi − xj) → v

∫ L

0

ds

∫ L

s

ds′δd [x(s)− x(s′)] .

Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû äëèíà çâåíà l èçìåíÿåò ñâîþ èí-
òåðïðåòàöèþ è òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïàðàìåòðîì â íåïðå-
ðûâíîé ìîäåëè. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïîëó÷àåì âûðà-
æåíèå â âèäå èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì

G(R, L) =

∫ r(L)=R

r(0)=0

Dr exp(−S), (129)

ãäå

S =
d

2 l

∫ L

0

(
dr

dt

)2

dt+ v

∫ L

0

dt

∫ L

t

dt′δ [r(t)− r(t′)] . (130)

Çäåñü r(s) åñòü ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëîæåíèå âåêòîðà äóãè öå-

ïè ñ êîíòóðíîé äëèíîé s. Âûðàæåíèå
∫ r(L)=R

r(0)=0
Dr îçíà÷àåò

ñóììèðîâàíèå ïî âñåì âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì ìåæäó îä-
íèì êîíöîì öåïè r(0) â íà÷àëå êîîðäèíàò è äðóãèì êîíöîì
öåïè r(L) â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé R. Ñèìâîë ôóíêöèîíàëü-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âêëþ÷àåò íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü
òàê, ÷òî G(R, L) åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàéòè êîíåö öå-
ïè â òî÷êå R, åñëè åå äðóãîé êîíåö íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîð-
äèíàò.

Â îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò ìåñòî ñâîéñòâî ôàê-
òîðèçóåìîñòè (ò. å. ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñîìíîæèòåëåé) ãàóñ-
ñîâîé öåïè (127), ÷òî î÷åíü óäîáíî äëÿ ââåäåíèÿ ôóðüå-ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(R, L) ïî R è ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà ïî L. Ìû îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

Ĝ0(k, L) =

∫
ddRe−ikRG0(R, L) = e−k2 L l/2 d (131)

è ïðîïàãàòîð

G̃0(k, E0) =

∫ ∞

0

dLe−E0 LĜ0(k, L) =
1

E0 + k2 l/2 d
. (132)
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Ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñïðåäåëåíèå G(R, L) ñòàíîâèò-
ñÿ íåãàóññîâûì, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé Ĝ(k, L) è ïðîïàãàòîðîì G̃(k, E0). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ëþáóþ èç ôîðìóë:

⟨R2⟩ =
∫
R2G(R, L)ddR∫
G(R, L)ddR

=
−2 d

[
(∂/∂k2)Ĝ(k, L)

]
k=0

Ĝ(0, L)
=

=
l
∫
(dE0/2π i) e

E0L
[
−(2d/l)(∂/∂k2)G̃(k, E0)

]
k=0∫

(dE0/2π i) eE0LG̃(0, E0)
. (133)

Íåïðåðûâíîå îïèñàíèå ïîëèìåðíîé öåïè òàêæå èìååò ñâîè
íåäîñòàòêè, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ðàñõîäèìîñòÿõ èíòåãðàëîâ íà
ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, êîãäà ìû çàïèñûâàåì G(R, L) â âèäå ðÿ-
äà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî v. Îäíàêî âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷è-
íû, òàêèå êàê ⟨R2⟩, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îòíîøåíèÿ, â êîòîðûå
âõîäÿòGâ âèäå ñîìíîæèòåëåé, è ðàñõîäèìîñòèñîêðàùàþòñÿ.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, åäèíñòâåííûìè ðàñõîäÿùèìèñÿ âå-
ëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû, êîòîðûå âõîäÿò â ïðîïàãàòîð
G̃(k, E0) êàê àäèòèâíûå êîíñòàíòû ê E0, ò. å. êàê ñîìíîæèòå-
ëè â G(L), ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
èç G̃(E0), è ïîýòîìó ñîêðàùàþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ⟨R2⟩.

Ðàññìîòðèì ñíîâà ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ G, ïîëó÷à-
åìûé ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû â ðÿä ïî ïàðàìåòðó âçàèìî-
äåéñòâèÿ v. Îïðåäåëèì

G =
∞∑
n=0

(−v)nGn, G̃ =
∞∑
n=0

(−v)n G̃n. (134)
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Òîãäà

G1(R, L) =

∫ L

0

dt

∫ L

t

dt′
r(L)=R∫
r(0)=0

Dre−
d
2 l

∫ L
0 (

dr
dt )

2
dtδ [r(t)− r(t′)] .

(135)
Åñëè ìû äâàæäû ôàêòîðèçóåì èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì â
òî÷êàõ r(s) = x è r(s′) = x′, òî ïîëó÷èì

G1(R, L) =

∫ L

0

dt

∫ L

t

dt′
r(s)=x∫

r(0)=0

Dre−
d
2 l

∫ L
0 (

dr
dt )

2
dt×

×
r(s′)=x′∫
r(s)=x

Dre−
d
2 l

∫ L
0 (

dr
dt )

2
dt×

×
r(L)=R∫

r(s′)=x

Dre−
d
2 l

∫ L
0 (

dr
dt )

2
dtδd(x− x′) = (136)

=

∫ L

0

dt

∫ L

t

dt′
∫
ddx

∫
ddx′G0(x, s)G0(x

′ − x, s′ − s)×

×G0(R− x′, L− s′)δd(x− x′) =

=

∫ L

0

dt

∫ L

t

dt′
∫
ddxG0(x, s)G0(0, s

′ − s)G0(R− x, L− s′),

(137)

ò. å. íåïðåðûâíûé àíàëîã âòîðîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â (126).
Ïîëüçà îò âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà ñòà-
íîâèòñÿ î÷åâèäíîé, êîãäà ìû çàïèñûâàåì ïðîïàãàòîð â âèäå

G̃(k, E0) = G̃2
0(k, E0)

∫
ddp

(2π)d
G̃0(p, E0). (138)
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t t
0 s s′ L

1

t��
��2

Ðèñ. 21. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî
ïàðàìåòðó âçàèìîäåéñòâèÿ. Â 1 ïîëèìåðíàÿ öåïü ïðåäñòàâëåíà ïðÿìîé ëèíè-
åé, à ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çâåíüÿìè öåïè ñ
êîíòóðíûìè êîîðäèíàòàìè s è s′, îïèñûâàåìîå δ-ôóíêöèåé. Â 2 ýòà ïóíêòèð-
íàÿ ëèíèÿ ñòÿíóòà â æèðíóþ òî÷êó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðèðîâàíèþ ïî
δ-ôóíêöèè

Âûðàæåíèå äëÿG1(R, L) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè ëþ-
áûì èç äâóõ ñïîñîáîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 21.

×ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïàðàìåòðó âçàèìîäåéñòâèÿ, ïî-
ëó÷àåìûé îò ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû, èìååò âèä

1

2!

∫ L

0

ds

∫ L

s

ds′
∫ L

0

dt

∫ L

t

dt′δ [r(s)− r(s′)] δ [r(t)− r(t′)] .

Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íóþ ñèììåòðèþ, îãðàíè÷èì îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ óñëîâèåì s < t, èñêëþ÷àÿ 2!. Òðè âîçìîæíî-
ñòè óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ s′ è t′ äàþò òðè äèàãðàììû
íà ðèñ. 22.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âêëàäîâ ìû ñíîâà ôàê-
òîðèçóåì èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì â òî÷êàõ r(s) = x,
r(s′) = x′, r(t) = y, r(t′) = y′ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x′ è y′
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Ðèñ. 22. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî
ïàðàìåòðó âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðàâûå äèàãðàììû ïîëó÷àåòñÿ ñòÿãèâàíèåì âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ çâåíüåâ â òî÷êó â ëåâûõ äèàãðàììàõ

äëÿ èñêëþ÷åíèÿ δ-ôóíêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ ðèñ. 22, 2, èìååì

G(2)(R, L) =

∫ L

0

ds

∫ L

s

dt

∫ L

t

dt′
∫ L

t′
ds′
∫
ddx

∫
ddyG0(x, s)×

×G0(y−x, t−s)G0(0, t
′− t)G0(x−y, s′− t′)G0(R−x, L−s′),

(139)

äëÿ äâóõ äðóãèõ äèàãðàìì ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå âûðàæå-
íèÿ, êîòîðûå â ñóùåñòâåííî áîëåå êîðîòêîì âèäå ìîæíî çà-
ïèñàòü äëÿ ïðîïàãàòîðîâ:

G̃2,1(k, E0) = G̃2
0(k, E0)

∫
ddp

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
G̃0(p, E0)×

× G̃0(q− p, E0)G̃0(k− q, E0) (140)

G̃2,2(k, E0) = G̃2
0(k, E0)

∫
ddp

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
G̃0(p, E0)G̃

2
0(q, E0)
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= + ��
��
Σ

Ðèñ. 23. Óðàâíåíèå Äàéñîíà � ôîðìàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Îäèíî÷íàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ãàóññîâ ïðîïàãà-
òîð, äâîéíàÿ ëèíèÿ � òî÷íûé ïðîïàãàòîð, ñèìâîëîì Σ îáîçíà÷åíà ñóììà âñåõ
îäíî÷àñòè÷íî-íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì, ò. å. äèàãðàìì, êîòîðûå íå ðàñïàäà-
þòñÿ íà äâà íåñâÿçàííûõ êóñêà ïðè ðàçðåçàíèè îäíîé ëèíèè

G̃2,3(k, E0) = G̃3
0(k, E0)

[∫
ddp

(2π)d
G̃0(p, E0)

]2
.

Ñ ðîñòîì ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé ÷èñëî äèàãðàìì ñèëü-
íî âîçðàñòàåò, îäíàêî ìîæíî ïðîâåñòè ôîðìàëüíîå ñóììèðî-
âàíèå äèàãðàìì, ðèñ. 23.

Àíàëèòè÷åñêè ðåøåíèå ýòîãî äèàãðàììíîãî óðàâíåíèÿ

G̃(k, E0) = G̃0(k, E0) + G̃0(k, E0)Σ(k, E0)G̃(k, E0),

çàïèñûâàåòñÿ êàê

G̃(k, E0) =
1

E0 + (k2l/2d)− Σ(k, E0)
.

Çäåñü �ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ� Σ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îäíî÷àñòè÷íî-
íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 24 äî âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ïî êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîëó÷èì

Σ1(k, E0) = −v
∫

ddp

(2π)d
G̃0(p, E0),

Σ2,1(k, E0) = v2
∫

ddp

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
G̃0(p, E0)×

× G̃0(q− p, E0)G̃0(k− q, E0), (141)
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Ðèñ. 24. Äèàãðàììíûé ðÿä äëÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè Σ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ êàê ñóììà äèàãðàìì, êîòîðûå íå ðàñïàäàþòñÿ íà
äâà íåñâÿçàííûõ êóñêà ïðè ðàçðåçàíèè îäíîé ëèíèè

Σ2,2(k, E0) = v2
∫

ddp

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
G̃0(p, E0)G̃

2
0(q, E0).

Îòìåòèì, ÷òî âêëàä â ïðîïàãàòîð îò äèàãðàììû 3 íà ðèñ. 22,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíî÷àñòè÷íî ïðèâîäèìîé, óæå ó÷òåí â óðàâ-
íåíèè Äàéñîíà. Óäîáíî ïðîâåñòè ìîäèôèêàöèþ îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðà E0, ñîñòîÿùóþ â ñäâèãå åãî íà ïîñòîÿííóþ âåëè-
÷èíó Σ(0, E0), ò. å. ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ ðåíîðìèðîâàííóþ
ýíåðãèþ

E = E0 − Σ(0, E0).

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî îáðàòèòü â êàæäîì ïîðÿäêå òåîðèè
âîçìóùåíèé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè E0(E), ÷òî ïîç-
âîëÿåò íàì çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ òî÷íîãî ïðîïàãàòîðà â
âèäå

G̃(k, E0(E)) =
1

E + (k2l/2d)− Σ(k, E) + Σ(0, E)
.

Â ðåçóëüòàòå òàêîé ìîäèôèêàöèè ïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà íà
ðèñ. 24 íå äàåò âêëàäà â ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ âî âòîðîì ïî-
ðÿäêå, ïîñêîëüêó îíà íå çàâèñèò îò âíåøíåãî èìïóëüñà k.
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Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü

[
−2d

l

∂

∂k2
G̃(k, E)

]
k=0

=

=

(
2d

l

)
(l/2d)− [(∂Σ(k, E)/∂k2)]k=0

[E + (k2l/2d)− Σ(k, E) + Σ(0, E)]2k=0

=

=
1− (2d/l) [(∂Σ(k, E)/∂k2)]k=0

E2
(142)

è ïðè âû÷èñëåíèè ⟨R2⟩ èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííóþ E, ïîëó÷àÿ

⟨R2⟩ =
l
∫
(dE/E2) JeELe(E0−E)L [1− (2d/l)(∂/∂k2)Σ(k, E)]k=0∫

(dE/E) JeELe(E0−E)L
,

ãäå

J = 1 + (d/dE)Σ(0, E).

Â ýòîì óðàâíåíèè åäèíñòâåííîé âåëè÷èíîé, ñîäåðæàùåé
ðàñõîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ E0 − E. Ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè ðàñ-
õîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ (íàïðèìåð, îáðåçàÿ îáëàñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî èìïóëüñàì) â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ìû ïîëó-
÷èì îäèíàêîâûå êîíñòàíòû, êîòîðûå áëàãîïîëó÷íî ñîêðàòÿò-
ñÿ, îñòàâëÿÿ íàñ ñ êîíå÷íûì âûðàæåíèåì äëÿ ⟨R2⟩.

Î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû îïðàâäàíî
ëèøü ïðè âû÷èñëåíèè âêëàäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîç-
ìóùåíèé, êîãäà ñëîæíîñòü ôîðìóëû êîìïåíñèðóåòñÿ ñóùå-
ñòâåííûì óìåíüøåíèåì ÷èñëà äèàãðàìì, íåîáõîäèìûõ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ Σ(k, E). Çäåñü ìû ëèøü ïîêàæåì åå ïðèìåíåíèå
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ⟨R2⟩ â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî v â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå d = 3.
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Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî v èìååì

Σ1(k, E) = −v
∫

d3k

(2π)3
1

E + k2l/6
=

= − v

2π2E

(
6E

l

)3/2 ∫ x0

0

x2dx

x2 + 1
=

= − v

2π2E

(
6E

l

)3/2 ∫ x0

0

(
1− 1

x2 + 1

)
dx = C +

3v

2πl

√
6E

l
,

(143)

ãäå ìû ââåëè îáðåçàíèå íà âåðõíåì ïðåäåëå ïðè èíòåãðèðîâà-
íèè ïî k, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîíå÷íîå âûðàæåíèå C äëÿ ïåðâî-
ãî èíòåãðàëà, à â ñõîäÿùåìñÿ âòîðîì èíòåãðàëå âçÿëè ïðåäåë
x0 → ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî (∂/∂k2)Σ(k, E) = 0, à

d

dE
Σ(0, E) =

3v

4πl

√
6

El
=
v

π

(
3

2l

)3/2
1√
E
.

Â ïåðâîì æå ïîðÿäêå ïî v

E0 − E = Σ(0, E) = C +
3v

2πl

√
6E

l
,

e(E0−E)L ≈ eCL

(
1 +

3v

2πl

√
6E

l
L

)
.

Òîãäà(
1+

dΣ(0, E)

dE

)
e(E0−E)L ≈ eCL

[
1+

v

π

(
3

2l

)3/2
1√
E
(1+ 2EL)

]
.

×èñëèòåëü â âûðàæåíèè äëÿ ⟨R2⟩ ðàâåí

l

∫
dE

2πiE2
eELeCL

[
1 +

v

π

(
3

2l

)3/2
1√
E
(1 + 2EL)

]
,



68 3. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çâåíüÿìè ïîëèìåðíîé öåïè

à çíàìåíàòåëü∫
dE

2πiE
eELeCL

[
1 +

v

π

(
3

2l

)3/2
1√
E
(1 + 2EL)

]
.

Âèäíî, ÷òî, êàê è áûëî îáåùàíî, ðàñõîäÿùàÿñÿ êîíñòàíòà C
ñîêðàùàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ⟨R2⟩. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ
ôîðìóëó äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà∫

dE

2πi
E−αeEL =

Lα−1

Γ(α)
,

ãäå Γ(α)� ãàììà-ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåì

⟨R2⟩ =
Ll/Γ(1) + l v

π

(
3
2l

)3/2 [
L3/2/Γ(5

2
) + 2LL1/2/Γ(3

2
)
]

1 + v
π

(
3
2l

)3/2 [
L1/2/Γ(3

2
) + 2LL−1/2/Γ(1

2
)
] ≈

≈ Ll

[
1 +

4

3
v

(
3

2πl

)3/2

L1/2

]
,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî Γ(t + 1) = tΓ(t), Γ(1/2) =
√
π,

Γ(1) = 1.

Íà ðèñ. 25 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ðàç-
ìåðîâ ïîëèìåðíîé öåïè ïî äàííûì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ è òåîðèè âîçìóùåíèé â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ïàðàìåòðó

z = v

(
3

2πl

)3/2

.

Âèäíî, ÷òî äàæå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èñêëþ÷åí-
íîãî îáúåìà óæå ïðè ÷èñëå çâåíüåâ â öåïè N=50�100 íàáëþ-
äàþòñÿ çàìåòíûå îòëè÷èÿ äàííûõ ìîäåëèðîâàíèÿ è òåîðèè
âîçìóùåíèé.
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(z=0.011)

R2
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(z=0.0373)

R2
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Ðèñ. 25. Ñðàâíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó êîíöàìè öåïè äëÿ
ïîëèìåðà ñ èñêëþ÷åííûì îáúåìîì. Ïðèâåäåíû äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿR2

sim è
òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé R2

pert. ×èñ-
ëî çâåíüåâ öåïè N=1�300, äëèíà çâåíà l = 1, 0

3.3. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

Äðóãîé ïîäõîä ê ó÷åòó âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó çâåíüÿìè
öåïè îñíîâàí íà âàðèàöèîííîì ìåòîäå.

Ïðè êîíòèíóàëüíîì îïèñàíèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

⟨R2⟩ =
r(L)=R∫
r(0)=0

Dr(t) [r(L)− r(0)]2 e−S

[∫
Dr(t)e−S

]−1

, (144)

ãäå

S =
3

2l

∫ L

0

(
dr

dt

)2

dt+ v

∫ L

0

dt

∫ t

0

dt′δ [r(t)− r(t′)] . (145)
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Ðàçîáúåì äåéñòâèå S íà äâå ÷àñòè

S = S0 + S ′,

ãäå

S0 =
3

2l0

∫ L

0

(
dr

dt

)2

dt

åñòü ïðîáíîå äåéñòâèå ñ ïîäãîíî÷íûì ïàðàìåòðîì l0, à âåëè-
÷èíà

S ′ =
3

2

(
1

l
− 1

l0

)∫ L

0

(
dr

dt

)2

dt+ v

∫ L

0

dt

∫ t

0

dt′δ [r(t)− r(t′)]

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Òîãäà

⟨R2⟩ =
∫
r2 exp(−S0 − S ′)Dr∫
exp(−S0 − S ′)Dr

≈

≈
∫
r2 exp(−S0)Dr∫
exp(−S0)Dr

−
∫
r2S ′ exp(−S0)Dr∫
exp(−S0)Dr

+

+

(∫
r2 exp(−S0)Dr

) (∫
S ′ exp(−S0)Dr

)(∫
exp(−S0)Dr

)2 ,

(146)

è ìû âûáåðåì ïàðàìåòð l0 â äåéñòâèè S0 òàê, ÷òîáû ïîïðàâ-
êè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî S ′ èñ÷åçàëè, ò. å. â ñîêðàùàëèñü äâà
ïîñëåäíèõ ÷ëåíà â ýòîì óðàâíåíèè.

Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ∫
r2S ′ exp(−S0)Dr∫
exp(−S0)Dr

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

α ≡ 3

2
(l−1 − l−1

0 ), β ≡ 3

2l0
.
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Òîãäà äëÿ ïåðâîé ÷àñòè S ′:∫
r2S ′ exp(−S0)Dr∫
exp(−S0)Dr

= −α ∂

∂β

∫
r2 exp

(
−β
∫
(dr/dt)2dt

)
Dr∫

exp
(
−β
∫
(dr/dt)2dt

)
Dr

+

+α

(∫
e−β

∫
(dr/dt)2dtr2Dr

)(∫ (∫
(dr/dt)2dt

)
e−β

∫
(dr/dt)2dt

)
Dr∫

e−β
∫
(dr/dt)2dtDr

=

= α
∂

∂β

(
3L

2β

)
+ ⟨R2⟩0⟨I⟩0, (147)

ãäå

I = α

∫
(dr/dt)2dt.

Äëÿ âòîðîé ÷àñòè S ′ âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ôàêòîðèçóå-
ìîñòè èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì ñ äåéñòâèåì S0:∫

r2v
∫ L

0
dt
∫ t

0
dt′δ [r(t)− r(t′)] exp(−S0)Dr∫
exp(−S0)Dr

=

= v

∫ L

0

dt

∫ t

0

dt′ [L− (t− t′)] l0

[
3

2πl0(t− t′)

]3/2
=

= v

∫ L

0

dt

∫ t

0

dt′Ll0

[
3

2πl0(t− t′)

]3/2
−

− v

∫ L

0

dt

∫ t

0

dt′
(

3

2π

)3/2 [
1

l0(t− t′)

]1/2
. (148)

Âû÷èñëÿåì òåïåðü ïîñëåäíèé ÷ëåí â (146).
à) Äëÿ ïåðâîé ÷àñòè âîçìóùåíèÿ èìååì[(∫

r2e−S0Dr
)(∫

e−S0Dr
) ] [α ∫ ∫ (dr/dt)2 dte−S0Dr(∫

e−S0Dr
) ]

= ⟨R2⟩0⟨I⟩0,

(149)
è ýòî âûðàæåíèå ñîêðàùàåòñÿ ñ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (147).
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á) Äëÿ âòîðîé ÷àñòè âîçìóùåíèÿ ïîëó÷àåì[(∫
r2e−S0Dr

)(∫
e−S0Dr

) ] [∫ v ∫ L

0
dt
∫ t

0
dt′δ [r(t)− r(t′)] e−S0Dr(∫

e−S0Dr
) ]

=

= v

∫ L

0

dt

∫ t

0

dt′Ll0

[
3

2πl0(t− t′)

]3/2
, (150)

÷òî ñîêðàùàåòñÿ c ïåðâûì ÷ëåíîì â (148).
Âû÷èñëèì òåïåðü â ÿâíîì âèäå âòîðîé ÷ëåí â (148):

− v

∫ L

0

dt

∫ t

0

dt′
(

3

2π

)3/2 [
1

l0(t− t′)

]1/2
=

−
(

3

2π

)3/2
v

l
1/2
0

∫ L

0

dt2t1/2 = −
√

6

π3

vL3/2

l
1/2
0

. (151)

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

⟨R2⟩ = Ll20 − Ll20

(
1

l
− 1

l0

)
+

√
6

π3

vL3/2

l
1/2
0

.

Òåïåðü âûáèðàåì l0 òàê, ÷òîáû äâà ïîñëåäíèõ ÷ëåíà ñîêðà-
òèëèñü è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

l20

(
1

l
− 1

l0

)
=

√
6

π3

vL1/2

l
1/2
0

.

Åñëè ïàðàìåòð v ìàë, òî

l0 ≈ l +

√
6

π3
v

(
L

l0

)
,

òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

⟨R2⟩ = Ll +

√
6

π3
vL3/2l−1/2.



3.4. Ìåòîä íàãëÿäíîé ðåíîðì-ãðóïïû 73

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà v, êîãäà l ≪ l0,

l
5/2
0 =

√
6

π3
vL1/2l,

ò. å. óñëîâèþ l ≪ l0 ñîîòâåòñâóåò óñëîâèå v ≫ l(l/L)1/2. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ

⟨R2⟩ =
(

6

π3

)1/5

v2/5L6/5l2/5,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì.
Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé çàâèñèìîñòü âè-

äà ⟨R2⟩ ∝ L6/5 ñîõðàíÿåòñÿ è ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

3.4. Ìåòîä íàãëÿäíîé ðåíîðì-ãðóïïû

Ìíîãèå ìåòîäû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû äëÿ òåîðèè ïîëèìåðîâ â íàãëÿäíîì âèäå. Òàê, â ìå-
òîäå èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèè òèïè÷íûå êîíôîðìàöèè ïî-
ëèìåðíîé öåïè ìàòåðèàëèçóþò òðàåêòîðèè, äàþùèå íàèáîëü-
øèé âêëàä, à â ìåòîäå òåîðèè âîçìóùåíèé � ôóíêöèè Ãðèíà.

Îïðåäåëåíèå ðàçìåðà ïîëèìåðíîé öåïè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû (ÐÃ) òàêæå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â íàãëÿäíîì âèäå. Îñíîâíûå øàãè ìåòîäà ÐÃ � èí-
òåãðèðîâàíèå ïî ìåëêîìàñøòàáíûì ôëóêòóàöèÿì è èçìåíå-
íèå ìàñøòàáà, ïðèâîäÿùèå ê çàâèñèìîñòè êîíñòàíò âçàèìî-
äåéñòâèÿ îò ìàñøòàáà � äëÿ ïîëèìåðíîé öåïè ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû íàãëÿäíî â âèäå ãðóïïèðîâêè íåêîòîðîãî êî-
ëè÷åñòâà n ñîñåäíèõ çâåíüåâ â íîâîå çâåíî ñ äðóãèì ðàçìå-
ðîì l (ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ âíóòðè íîâîãî çâåíà)
è íîâûì ïàðàìåòðîì èñêëþ÷åííîãî îáúåìà v, îïðåäåëÿåìûì
âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ðàçíûìè íîâûìè çâåíüÿìè.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó çâåíüÿìè öåïè
âíóòðè íîâîãî çâåíà, òî ðàçìåð íîâîãî çâåíà áóäåò ðàâåí
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l = l0n
1/2, à íîâûé ïàðàìåòð èñêëþ÷åííîãî îáúåìà v = v0n

2,
ãäå l0, v0 � äëèíà çâåíà è ïàðàìåòð èñêëþ÷åííîãî îáúåìà â
èñõîäíîé öåïè.

Âû÷èñëèì èçìåíåíèÿ l, v ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ
d-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ôóíêöèÿ Ãðèíà èäåàëüíîé öåïè èç
n çâåíüåâ ðàâíà

G(0)
n (0, r) =

(
d

2πl20n

)d/2

exp

[
− dr2

2nl20

]
(152)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫
G(0)

n (0, r)dr = 1. (153)

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ôóíêöèÿ Ãðèíà ðàâíà

G(1)
n (r) = G(0)

n (r)− v0

n∫
1

dt

t−1∫
1

dt′G
(0)
n−t+t′(r)G

(0)
t−t′(0). (154)

×òîáû ýòà ôóíêöèÿ áûëà íîðìèðîâàíà, åå íåîáõîäèìî ïîäå-
ëèòü íà âåëè÷èíó

Z =

∫
G(1)

n (r)dr = 1− v0
ld0

n∫
1

dt

t−1∫
1

dt′
[

d

2π(t− t′)

]d/2
. (155)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë äëÿ d = 4, ïîëó÷àåì (n≫ 1)

Z ≈ 1− v0
ld0

4

π2
lnn. (156)

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè íîâîãî çâåíà åñòü

l2 =

∫
G

(1)
n (r)r2dr∫
G

(1)
n (r)dr

, (157)
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ãäå çíàìåíàòåëü óæå âû÷èñëèëè âáëèçè d = 4, à ÷èñëèòåëü
âû÷èñëÿëñÿ òàê:∫
G(1)

n (r)r2dr = nl20−
v0
ld0

n∫
1

dt

t−1∫
1

dt′
[

d

2π(t− t′)

]d/2
l20(n−t+t′) =

= nl20Z +
v0
ld0

4l20
π2

n∫
1

dt

t−1∫
1

dt′

t− t′
. (158)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðèáëèæåííî ðàâåí n lnn. Â èòîãå ïî-
ëó÷àåì

l2 ≈ nl20

(
1 +

v0
ld0

4 lnn

π2

)
. (159)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îòòàëêèâàíèå çâåíüåâ öåïè óâåëè-
÷èâàåò ðàçìåð öåïî÷êè ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíîé.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïàðàìåòð èñêëþ-
÷åííîãî îáúåìà åñòü (ïðîñòðàíñòâåííûå ïîëîæåíèÿ r1, r2 âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ çâåíüåâ ôèêñèðîâàíû)

vδ(r1 − r2) =
1

Z

∫
dn1

∫
dn2

∫
dr′1

∫
dr′′1

∫
dr′2

∫
dr′′2G

(0)
n1
(r′1 − r1)·

·G(0)
n−n1

(r1 − r′′1)G
(0)
n2
(r2 − r′2)G

(0)
n−n2

(r2 − r′′2)v0δ(r1 − r2) =

= n2v0δ(r1 − r2),
(160)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîç-
ìóùåíèé ðàâåí

Z =

∫
dr′1

∫
dr′′1

∫
dr′2

∫
dr′′2G

(0)
n1
(r′1 − r1)G

(0)
n−n1

(r1 − r′′1)·

·G(0)
n2
(r2 − r′2)G

(0)
n−n2

(r2 − r′′2) = 1.

(161)

Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé âêëàä â èçìåíåíèå
ïàðàìåòðà èñêëþ÷åííîãî îáúåìà äàþò ñëåäóþùèå äèàãðàì-
ìû (ðèñ. 26).
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s
sr2

r1
s s

r1+ρ

+

s
sr2

r1

s sr2+ρ

+

s
sr2

r1
s
sr2+ρ

r1+ρ

+

s
r1

sr2

s
r1+ρ

sr2+ρ

Ðèñ. 26. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ïàðàìåò-
ðà èñêëþ÷åííîãî îáúåìà v. Cïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ó÷àñò-
êàì îäíîé öåïè, ìåæäó êîòîðûìè åñòü âçàèìîäåéñòâèå, èçîáðàæàåìîå ïóíê-
òèðíîé ëèíèåé. Ýòèì êîíòóðíûì ðàññòîÿíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ïîêàçàííûå íà
äèàãðàììàõ ïðîñòðàíñòâåííûå ïîëîæåíèÿ çâåíüåâ r1,2, r1,2 + ρ

Âêëàä îò ïåðâîé äèàãðàììû ðàâåí (ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì êîíöîâ öåïåé)

− v20

∫
dt1

∫
dt2

∫
dt′
∫
dt′′
∫
dr′1

∫
dr′′1G

(0)
t1−t′(r

′
1 − r1)·

·G(0)
t′′−t1

(r′1 − r1)δ(r
′
1 − r′′1) =

=− v20

∫
dt1

∫
dt2

∫
dt′
∫
dt′′G

(0)
t1−t′+t′′−t1

(0).

(162)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë äëÿ d = 4, ïîëó÷àåì

−v
2
0

ld0

4

π2
n2 lnn. (163)

Íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè Z ñîêðàùàþò âêëàäû ïåðâîé è
âòîðîé äèàãðàìì.

Âêëàä îò òðåòüåé äèàãðàììû ðàâåí

− v20

∫
dt1

∫
dt2

∫
dt′
∫
dt′′
∫
dr′1

∫
dr′′1G

(0)
t1−t′(r

′
1 − r1)·

·G(0)
t2−t′′(r

′
2 − r2)δ(r

′
1 − r′′1) =

= −v20
∫
dt1

∫
dt2

∫
dt′
∫
dt′′G

(0)
t1−t′+t2−t′′(0).

(164)
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Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë äëÿ d = 4, ïîëó÷àåì

−v
2
0

ld0

4

π2
n2 lnn. (165)

Òàêîé æå âêëàä äàåò ÷åòâåðòàÿ äèàãðàììà. Â èòîãå âî âòîðîì
ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì

v1 ≈ v0n
2

(
1− v0

ld0

8 lnn

π2

)
. (166)

Îòìåòèì, ÷òî îòòàëêèâàíèå çâåíüåâ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
÷èñëà êîíòàêòîâ ìåæäó öåïÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíîé
è ýôôåêòèâíî óìåíüøàåò êîíñòàíòó âçàèìîäåéñòâèÿ v. Ïî-
ïðàâî÷íûå ÷ëåíû çàâèñÿò îò áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ v0/l

d,
ïîýòîìó íàéäåì, êàê âåäåò ñåáÿ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð èñ-
êëþ÷åííîãî îáúåìà u ≡ v/ld ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê

u1 = u0n
2−d/2

(
1− 16u0 lnn

π2

)
, (167)

ãäå u0 ≡ v0/l
d
0.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíèìà âáëèçè d = 4. Ââîäÿ îáî-
çíà÷åíèå ε = 4 − d, èñïîëüçóÿ ε êàê ìàëûé ïàðàìåòð, è ïî-
âòîðÿÿ èòåðàöèè ìíîãî ðàç, ïîëó÷èì

uk = uk−1

[
1−

(
ε

2
− 16uk−1

π2

)
lnn

]
. (168)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó u∗ = επ2/32.
Òîãäà íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìàñøòàáàõ ðàçìåð ïîëèìåðíîé
öåïè âåäåò ñåáÿ êàê

l = l0n
1/2

(
1 +

4u∗ lnn

π2

)1/2

= l0n
1/2+ε/16. (169)

Äàæå ïîëàãàÿ ε = 1, ò. å. ôîðìàëüíî âíå ïðåäåëîâ ïðèìåíè-
ìîñòè ñäåëàííûõ ïðèáëèæåíèé, ìû ïîëó÷èì âïîëíå õîðîøèé
ðåçóëüòàò l = l0n

ν , ãäå ν ≡ 1/2 + ε/16 ≈ 0, 57.
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4. Êîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ

ïîëèìåðîì

4.1. Ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ èäåàëüíûì ïîëèìåðîì

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ìîæíî îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè öåïè â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàññåÿíèþ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ èëè íåéòðîíîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
k0, kf âîëíîâûå âåêòîðà ïàäàþùåé è ðàññåÿííîé âîëí ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè ìîäóëü ïåðåäàííîãî èì-
ïóëüñà ðàâåí |q| = |k0−kf | = 2k0 sin(θ/2), ãäå θ � óãîë ðàññå-
ÿíèÿ. Åñëè àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ îòäåëüíûì çâåíîì (àòîìîì)
i åñòü ai(θ), òî èíòåíñèâíîñòü I â äåòåêòîðå ïðîïîðöèîíàëüíà

I ∝ ⟨|
∑
i

ai(θ)|2⟩,

ãäå ⟨(....)⟩ ïîíèìàåòñÿ êàê óñðåäíåíèå ïî ðàçëè÷íûì ìàêðî-
ìîëåêóëàì èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, óñðåäíåíèå ïî ðàçëè÷íûì
âîçìîæíûì êîíôèãóðàöèÿì îäíîé ìàêðîìîëåêóëû. Äëÿ îäè-
íàêîâûõ çâåíüåâ

ai(θ) = a(θ)ei∆ϕi ,

ãäå ∆ϕi åñòü ðàçíîñòü ôàç âîëí, ðàññåÿííûõ çâåíîì i è çâå-
íîì, âûáðàííûì â íà÷àëå íåêîòîðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êî-
òîðîé çâåíî i ðàñïîëîæåíî â òî÷êå ri, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 27:

∆ϕi ≈ qri.

Òîãäà

I ∝ ⟨|a(θ)|2|
∑
i

eiqri|2⟩.

Âåëè÷èíà

S(q) ≡ 1

N
⟨
∑
i

∑
j

eiq(ri−rj)⟩ (170)
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Ðèñ. 27. Êîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ ïîëèìåðíîé öåïüþ. k0 � âîëíîâîé
âåêòîð ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, kf � âîëíîâîé âåêòîð ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ,
r � ðàññòîÿíèå ìåæäó çâåíüÿìè öåïè

íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêèì ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì. Âû÷èñëèì
S(q) äëÿ ìîäåëè ãàóññîâîé öåïè ñ

g(ri, rj) =

(
3

2πNl2

)3/2

exp

(
−3 (ri − rj)

2

2Nl2

)
.

Èìååì

⟨exp [iq(ri − rj)]⟩ =
∫
g(ri − rj) exp [iq(ri − rj)] d(ri − rj) =

= gk = exp

[
−|i− j|q2l2

6

]
.

(171)
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Òîãäà

S(q) =
1

N

∑
i

∑
j

exp

[
−|i− j|q2l2

6

]
≈

≈ 2

N

∫ N

0

dn

∫ n

0

dn′ exp

[
−|n− n′|q2l2

6

]
=

=
12

N

∫ N

0

dn
[1− exp(−nq2l2/6)]

(q2l2)
=

=
12

q2l2

[
1− 1− exp(−Nq2l2/6)

(q2l2/6)N

]
.

(172)

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé q, òàêèõ, ÷òî kri ≪ 1,

1

N

∑
i,j

⟨exp [iq(ri − rj)]⟩ ≈

≈ N − 1

N

∑
i,j

1

2

q2

3
⟨(ri − rj)

2⟩ = N

(
1− s2q2

3

)
,

ãäå s2 � ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàäèóñ ãèðàöèè
s2 ≡ ⟨

∑
i,j (ri − rj)

2⟩/2N2. Ïîñêîëüêó

⟨(ri − rj)
2⟩ =

∫
g(ri, rj) (ri − rj)

2 dri = |i− j|l2,

òî

s2 =
1

N2

N∑
i=1

i∑
j=1

(i− j)l2 ≈ l2

N2

∫ N

0

dn
n2

2
=
Nl2

6
.

4.2. Ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ ðåàëüíîé ïîëèìåðíîé
öåïüþ

Òåïåðü íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñòðóêòóðíîãî ôàê-
òîðà ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâåíüÿìè öåïè. Íà ðèñ. 28
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Ðèñ. 28. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà â ïåðâîì ïîðÿäêå
ïî ïàðàìåòðó âçàèìîäåéñòâèÿ v. Cïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíà öåïü, ìåæäó
çâåíüÿìè ñ êîíòóðíûìè äëèíàìè s′ è s, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ ñ êîîð-
äèíàòàìè x′ è x, åñòü âçàèìîäåéñòâèå, ïðåäñòàâëåííîå ïóíêòèðíîé ëèíèåé.
Ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ ïðîèñõîäèò íà çâåíüÿõ ñ êîíòóðíûìè äëèíàìè i è j â
òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè ri è rj

ïîêàçàíû âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ çâåíüåâ è çâåíüåâ, íà êîòîðûõ ïðîèñõî-
äèò ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ.

Ñòðóêòóðíûé ôàêòîð èìååò âèä

S(q, N) =
1

N

∫ N

0

di

∫ N

0

dj⟨exp [iq · (rj − ri)]⟩. (173)

Âêëàä îò äèàãðàììû 1 ðàâåí

⟨exp [...]⟩(1) = −v
∫

s′<s<i<j

ds′
∫
ds

∫
ddx′

∫
ddxG

(0)
s−s′(x−x′)×

× δ(x− x′)G
(0)
i−s(x)

∫
ddrjG

(0)
j−i(rj) exp(iq · rj), (174)

ãäå ìû äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ôèêñèðîâàëè ïîëîæåíèå
çâåíà ri = 0. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x′ c δ(x− x′) è èñ-
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ïîëüçóÿ ∫
ddrjG

(0)
j−i(rj) exp(iq · rj) = e−q2l2(j−i)/2d, (175)

ïîëó÷èì

⟨exp [...]⟩(1) = −v
∫
ds′
∫
ds

∫
ddxG

(0)
s−s′(0)G

(0)
i−s(x)e

−q2l2(j−i)/2d =

= −v
(

d

2πl2

)d/2

e−q2l2(j−i)/2d

i∫
0

ds

s∫
0

ds′

(s− s′)d/2
=

= −v
(

d

2πl2

)d/2

e−q2l2(j−i)/2d i2−d/2

(2− d/2)(1− d/2)
. (176)

Âêëàä îò äèàãðàììû 2 âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå ñ çàìåíîé
i→ N − j.

Âêëàä îò äèàãðàììû 3:

⟨exp [...]⟩(3) = −v
∫

i<s′<s<j

ds′
∫
ds

∫
ddx

∫
ddrjG

(0)
s′−i(x)×

×G
(0)
s−s′(0)G

(0)
j−s(rj − x) exp(iq · rj). (177)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ôóíêöèé Ãðèíà èäåàëüíûõ öåïåé∫
ddxG

(0)
s′−i(x)G

(0)
j−s(rj − x) = G

(0)
s′−i+j−s(rj), (178)

èìååì

⟨exp [...]⟩(3) = −v
∫
ds′
∫
dsG

(0)
s−s′(0)×

×
∫
ddrjG

(0)
s′−i+j−s(rj) exp(iq · rj) =

= −ve−q2l2(j−i)/2d

∫
i<s′<s<j

ds′
∫
ds

[
d

2πl2(s− s′)

]d/2
eq

2l2(s−s′)/2d.

(179)
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Âêëàä îò äèàãðàììû 4:

⟨exp [...]⟩(4) = −v
∫

s′<i<j<s

ds′
∫
ds

∫
ddx

∫
ddrjG

(0)
i−s′(x)×

×G
(0)
j−i(rj)G

(0)
s−j(x− rj) exp(iq · rj). (180)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ôóíêöèé Ãðèíà èäåàëüíûõ öåïåé∫
ddxG

(0)
i−s′(x)G

(0)
s−j(x− rj) = G

(0)
i−s′+s−j(rj), (181)

èìååì

⟨exp [...]⟩(4) =

= −ve−q2l2(j−i)/2d

∫
s′<i<j<s

ds′
∫
ds

[
d

2πl2(s− s′)

]d/2
eq

2l2(j−i)2/(2d(s−s′)).

(182)
Âêëàä îò äèàãðàììû 5:

⟨exp [...]⟩(5) = −v
∫

s′<i<s<j

ds′
∫
ds

∫
ddx

∫
ddrjG

(0)
i−s′(x)×

×G
(0)
s−i(x)G

(0)
j−s(rj − x) exp(iq · rj). (183)

Èìååì

⟨exp [...]⟩(5) =

= −ve−q2l2(j−i)/2d

∫
s′<i<s<j

ds′
∫
ds

[
d

2πl2(s− s′)

]d/2
eq

2l2(j−s)2/(2d(s−s′)).

(184)
Àíàëîãè÷íî

⟨exp [...]⟩(6) =
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= −ve−q2l2(j−i)/2d

∫
i<s′<j<s

ds′
∫
ds

[
d

2πl2(s− s′)

]d/2
eq

2l2(s−i)2/(2d(s−s′)).

(185)
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî âû÷èñëèòü âå-

ëè÷èíó
⟨(rj − ri)

2⟩, (186)

ðàçëàãàÿ ñóììó âñåõ âêëàäîâ äëÿ ⟨exp [...]⟩ â ðÿä äëÿ ìàëûõ
çíà÷åíèé q. Ñëåäóåò ó÷åñòü íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü 1/Z,
ãäå

Z = 1− v

(
d

2πl2

)d/2
N2−d/2

(2− d/2)(1− d/2)
, (187)

îáåñïå÷èâàþùèé óñëîâèå

⟨eiq·(rj−ri)⟩q=0 = 1. (188)

Ñ îäíîé ñòîðîíû ïîëó÷àåì

⟨eiq·(rj−ri)⟩ ≈ 1− q2

2d
⟨(rj − ri)

2⟩. (189)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âêëàä îò ÷ëåíà íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî v
ðàâåí

1− q2l2(j − i)

2d
. (190)

Âêëàäû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî v îò äèàãðàìì 1, 2 ìîæíî çàïè-
ñàòü êàê (

1− q2l2(j − i)

2d

)
[I

(1)
0 + I

(2)
0 ], (191)

ãäå I
(α)
0 � çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì äèàãðàììàì èíòå-

ãðàëîâ ïðè q = 0. Âêëàä îò äèàãðàìì 3�6 èìååò âèä(
1− q2l2(j − i)

2d

)
[I

(3)
0 + ...+I

(6)
0 ]− q2l2

2d
[I ′0

(3)+ ...+I ′0
(6)], (192)
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ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è ðàâåí

I ′0
(3) + ...+ I ′0

(6) = −v
[
d

2πl2

]d/2
Σ′, (193)

ãäå

Σ′ =

∫ ∫
i<s′<s<j

ds′ds(s− s′)1−d/2+

+(i− j)2
∫ ∫
0<s′<i<j<s<N

ds′ds(s− s′)−1−d/2+

+

∫ ∫
i<s′<j<s<N

ds′ds(s− s′)1−d/2(j − s′)2+

+

∫ ∫
0<s′<i<s<j

ds′ds(s− s′)1−d/2(s− i)2. (194)

Îòìåòèì, ÷òî

Z = 1− v

[
d

2πl2

]d/2
N2−d/2

(2− d/2)(1− d/2)
= 1 + [I

(1)
0 + ...+ I

(6)
0 ].

(195)
Â èòîãå ïîëó÷àåì ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî v

1− q2

2d
⟨(rj − ri)

2⟩ = 1− q2l2(j − i)

2d
− q2l2

2d
v

[
d

2πl2

]d/2
Σ′. (196)
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Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â Σ′ íàõîäèì

⟨(rj − ri)
2⟩ = (j − i)l2+

+ vl2
(

d

2πl2

)d/2
4

d(d− 2)

[
8

(4− d)(6− d)
(j − i)3−d/2+

+ (j − i)2N1−d/2 − 4(j − i)

(4− d)

(
(N − i)2−d/2 + j2−d/2

)
−

− 8

(4− d)(6− d)

(
(N − j)3−d/2−(N − i)3−d/2+i3−d/2−j3−d/2

)]
.

(197)

Ðàäèóñ ãèðàöèè ïîëèìåðíîé öåïè ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó çâåíüÿìè äëÿ d = 3 ðàâåí

⟨R2⟩ = 1

N2

N∫
0

dj

j∫
0

di⟨(rj − ri)
2⟩ = Nl2

6

(
1 +

134

105
v

[
3

2πl2

]3/2)
.

(198)

5. Êèíåòèêà ïîëèìåðîâ

5.1. Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà äëÿ ïîëèìåðíîé öåïè

Èäåàëüíàÿ öåïü áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ ðàñòâîðèòåëÿ
Äèíàìèêó ïîëèìåðíîé öåïè â æèäêîñòè ïðè òåìïåðàòóðå

T ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà.
Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ êðóïíîìàñøòàáíûì ïîâåäåíèåì ïî-

ëèìåðíîé öåïè, òî äåòàëè ñòðîåíèÿ ïîëèìåðà íåñóùåñòâåííû
è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòóþ ìîäåëü.
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Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëèìåðà ìû âûáåðåì ñàìóþ ïðîñòóþ ìî-
äåëü � �áóñèíêè íà ïðóæèíêàõ�, êîòîðàÿ ïðèãîäíà äëÿ îïè-
ñàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî ïîâåäåíèÿ. Ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äîñòàòî÷íî äàëåêî îòñòîÿùèìè
äðóã îò äðóãà çâåíüÿìè öåïè èìååò ýíòðîïèéíîå ïðîèñõîæ-
äåíèå è ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âåðîÿòíîñòü Pn(r) òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
öåïè, ðàçäåëåííûìè n çâåíüÿìè, áóäåò r, äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Pn(r) =

(
3

2πnl2

)3/2

e−
3r2

2nl2 . (199)

Ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìóþ ãàóññîâó ìîäåëü ïîëèìåðíîé
öåïè. Âèäíî, ÷òî ìîæíî âûáèðàòü äðóãîå ÷èñëî çâåíüåâ öå-
ïè n′ è èõ äëèíó l′, ïîëó÷àÿ òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå P (r)
ïðè óñëîâèè n′l′2 = nl2. Èç îïðåäåëåíèÿ P (r) ñëåäóåò, ÷òî ýòà
âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå öåïè ñ çà-
êðåïëåííûìè êîíöàìè Zn(r). Òîãäà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ öåïè
åñòü

Fn = −T lnZn = Const+
3Tr2

2nl2
. (200)

Òåïåðü, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ êðóïíîìàñøòàáíûì ïîâåäåíèåì,
ìîæíî ââåñòè ýôôåêòèâíóþ äëèíó çâåíà öåïè a = ln1/2, è
ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ öåïè ðàâíà

F = F (0) +
N∑
i=1

3T (xi+1 − xi)
2

2a2
. (201)

Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ñèëó gi, äåéñòâóþùóþ íà i-å
çâåíî (èëè áóñèíêó) ñî ñòîðîíû ñîñåäíèõ çâåíüåâ öåïè,

gi = −∂F

∂xi

=
3T

a2
(xi+1 + xi−1 − 2xi) .

Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà òåïåðü ïðèíèìàåò âèä (ìû ïðåíåáðå-
ãàåì âîçìóùåíèåì çâåíüÿìè öåïè äâèæåíèÿ æèäêîñòè, â êî-
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òîðîé íàõîäèòñÿ ïîëèìåðíàÿ öåïü)

ξ
∂xi

∂t
=

3T

a2
(xi+1 + xi−1 − 2xi) + fi(t), (202)

ãäå ξ � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, fi(t) � ôëóêòóàöèîííàÿ ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà i-å çâåíî. Óäîáíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíó i íåïðå-
ðûâíîé ïåðåìåííîé, òàê ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê

ξ
∂xi

∂t
= k

∂2xi

∂i2
+ fi(t), (203)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå k = 3T/a2. Â ýòîì óðàâíåíèè âëè-
ÿíèå ñðåäû, ñâÿçàííîå ñ òðåíèåì, ìãíîâåííî (íåò çàïàçäû-
âàíèÿ), ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé ñèëû ïðîïîðöèîíàëüíà äåëüòà-ôóíêöèè

⟨fα(t, i)fβ(t′, j)⟩ = 2ξTδ(i− j)δαβδ(t− t′). (204)

Ïîñêîëüêó íà êîíöàõ öåïè óïðóãàÿ ñèëà äåéñòâóåò òîëüêî ñ
îäíîé ñòîðîíû, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

∂xi

∂i

∣∣∣∣
i=0

= 0,
∂xi

∂i

∣∣∣∣
i=N

= 0. (205)

Ðåøåíèå, ñîãëàñóþùååñÿ ñ ýòèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, èùåì
â âèäå

x(t, i) = y0(t) +
∞∑
p=1

yp(t) cos
πpi

N
. (206)

Âåëè÷èíà y0(t) îïðåäåëÿåò äâèæåíèå öåíòðà ìàññ X öåïè,
ïîñêîëüêó

X(t) =
1

N

∫ N

0

x(i, t)di = y0. (207)

Èç óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà ïîëó÷àåì

ξ
∂y0

∂t
=

1

N

∫ N

0

ξ
∂x

∂t
di =

1

N

∫ N

0

(
k
∂2x

∂i2
+ f(i, t)

)
di =

1

N

∫ N

0

f(i, t)di,

(208)
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òàê êàê ∂xi

∂i

∣∣
i=0,N

= 0. Òîãäà

y0(t)− y0(0) =
1

Nξ

∫ t

0

dt′
∫ N

0

f(i, t′)di. (209)

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ çà âðåìÿ t

⟨(y0(t)− y0(0))
2⟩ =

=
1

N2ξ2

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′
∫ N

0

di

∫ N

0

dj δ(i− j)δ(t− t′)6ξT =
6T

Nξ
t

(210)

ïîçâîëÿåò íàéòè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè Dc ïîëèìåðíîé öå-
ïè

Dc =
T

Nξ
, (211)

êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ â N ðàç ìåíüøå êîýôôèöèåíòà äèôôó-
çèè îäíîãî çâåíà.

Íà ðèñ. 29 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëèìåðíîé öåïè.

Êîìïîíåíòû

yp(t) =
2

N

∫ N

0

di x(t, i) cos
πpi

N
p = 1, 2, ...

c p > 0 îïèñûâàþò âíóòðåííèå äâèæåíèÿ â öåïè. Èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà, ïîëó÷èì

∂yp

∂t
=

2

Nξ

∫ N

0

di

[
k
∂2x

∂i2
+ f(i, t)

]
cos

πpi

N
=

2

Nξ
fp(t)−

1

τ p
yp(t),

(212)
ãäå

fp(t) =

∫ N

0

f(i, t) cos
πpi

N
di, τp =

N2ξ

kπ2p2
. (213)
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Ðèñ. 29. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ ïîëèìåðíîé öåïè êàê
ôóíêöèÿ âðåìåíè

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî íà÷àëüíîå óñëî-
âèå îòíåñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t′ → −∞ è âûáðàòü åãî ðàâ-
íûì íóëþ, ïîñêîëüêó åãî âëèÿíèå èç-çà òðåíèÿ ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëî. Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà ÿâëÿåòñÿ

yp(t) =
2

Nξ

∫ t

−∞
exp

(
−t− t′

τp

)
fp(t

′)dt′. (214)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿòîðà ñëó÷àéíîé ñèëû, íà-
õîäèì

⟨fp(t)⟩ = 0, ⟨fpα(t)fqβ(t′)⟩ = TNξδpqδαβδ(t− t′). (215)
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Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü êîððåëÿòîð

⟨yp(t)yq(0)⟩ =
12Tδpq
Nξ

∫ t

−∞
dt′
∫ 0

−∞
dt′′e−(t−t′−t′′)/τpδ(t′ − t′′) =

=
6Tτpδpq
Nξ

e−t/τp . (216)

Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

R(t)=x(t, N)−x(t, 0) =
∑

p=1,2,3,4....

[(−1)p−1]yp(t) = −2
∑

p=1,3,5....

yp(t).

(217)
Òîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè âûðàæåíèÿ äëÿ ⟨yp(t)yq(0)⟩ çàâè-
ñèìîñòü îò âðåìåíè êîððåëÿòîðà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè
öåïè èìååò âèä

⟨R(t)R(0)⟩ = 8Na2

π2

∑
p=1,3,5...

1

p2
exp

(
−tp

2

τ1

)
. (218)

Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè, τ1 = N2a2ξ/(3Tπ2), îïðåäå-
ëÿåò ïîâåäåíèå êîððåëÿòîðà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè
íà áîëüøèõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè äàí-
íûìè äâèæåíèå ïîëèìåðíîé öåïè ìîäåëèðóåòñÿ â òå÷åíèå
âðåìåíè T = 10000. Òèïè÷íîå ïîâåäåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè
ïðèâåäåíî íà ðèñ. 30

Íà ðèñ. 31 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ

S(t) = ⟨R(t)R(0)⟩/⟨R(t)2⟩

ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëèìåðíîé öåïè äëÿ
N = 7, 10, 15. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïÿòè ðåàëèçàöèÿì,
à äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè � ïî âðåìåíè t1=1000�9000.
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Ðèñ. 30. Cðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè êàê ôóíêöèÿ
âðåìåíè

Ïðè t = 0 âîñïðîèçâîäèòñÿ õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò
⟨R2⟩ = Na2, ïîñêîëüêó∑
p=1,3,5...

1

p2
=

∑
p=1,2,3,4...

1

p2
−
∑

p=2,4,6...

1

p2
=

∑
p=1,3,5...

1

p2

(
1− 1

4

)
=
π2

8
,

(219)
ãäå èñïîëüçîâàíî∑

p=1,2,3,4...

1

p2
= ζ2(1) =

∫ ∞

0

xdx

ex − 1
=
π2

6
. (220)
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Ðèñ. 31. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè êàê
ôóíêöèÿ âðåìåíè

Èäåàëüíàÿ öåïü ñ ó÷åòîì äâèæåíèÿ ðàñòâîðèòåëÿ

Äâèæåíèå çâåíüåâ öåïè âîçìóùàåò äâèæåíèå æèäêîñòè,
â êîòîðóþ ïîìåùåí ïîëèìåð, è ýòîò ýôôåêò ó÷èòûâàåòñÿ
â óðàâíåíèè Ëàíæåâåíà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ñèëû
ξv(xi):

ξ
∂xi

∂t
= k

∂2xi

∂i2
+ fi(t) + ξv(xi), (221)

ãäå v(xi) � âîçìóùåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè â òî÷êå íà-
õîæäåíèÿ i-ãî çâåíà öåïè çà ñ÷åò äâèæåíèÿ äðóãèõ çâåíüåâ
(òàê íàçûâàåìîå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå). Äâè-
æåíèå æèäêîñòè áóäåì îïèñûâàòü óðàâíåíèåì Íàâüå � Ñòîê-
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ñà
η∆v −∇P + F = 0, (222)

ãäå P � äàâëåíèå. F � âíåøíþþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäè-
íèöó îáúåìà æèäêîñòè, ïðåäñòàâèì â âèäå

F(x) =
∑
i

[
ξ
∂xi

∂t
+ fi(t)

]
δ(x− xi), (223)

ãäå fi(t) � ñëó÷àéíàÿ ñèëà. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Íàâüå �
Ñòîêñà äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò:

ηk2vk − ikPk + Fk = 0. (224)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè

divv = 0, (225)

ìîæíî âûðàçèòü äàâëåíèå â âèäå

Pk = −ik · Fk/k
2 (226)

è ïîëó÷èòü
vk = (Fk − nk(nk · Fk) /(ηk

2), (227)

ãäå nk = k/k � åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïîñëå îáðàòíîãî ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì

vα(x) =

∫
dx′Hαβ(x− x′)Fβ(x), (228)

ãäå ââåëè òåíçîð Îçååíà

Hαβ(r) =
1

(2π)3

∫
d3k

ηk2

(
δαβ − nα

kn
β
k

)
exp(−ik · r). (229)

Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû òåíçîð Îçååíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

Hαβ(r) = Aδαβ +Bnα
rn

β
r . (230)
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Ñâîðà÷èâàÿ åãî ñ δαβ è nα
rn

β
r , ïîëó÷èì

Hαα = 3A+B, Hαβn
α
rn

β
r = A+B. (231)

Èíòåãðàëû ðàâíû

3A+B =
1

(2π)3

∫
d3k

2

ηk2
exp(−ik · r) =

=
2 · 2π
η(2π)3

∞∫
0

du

r

1∫
−1

e−iu cos θd cos θ =

=
1

π2ηr

∞∫
0

sinu

u
du =

1

2πηr
,

(232)

ãäå ââåëè îáîçíà÷åíèå u = kr,

A+B =
1

(2π)3

∫
d3k

1− (nrnk)
2

ηk2
exp(−ik · r) =

=
2 · 2π
η(2π)3

∞∫
0

du

r

1∫
−1

(1− cos2 θ)e−iu cos θd cos θ =

=
1

2π2ηr

∞∫
0

(
1 +

d2

du2

)
sinu

u
du =

1

4πηr
.

(233)

Òîãäà

Hαβ(r) =
1

8πηr

(
δαβ + nα

rn
β
r

)
, (234)

ãäå r = xi − rj ðàçíîñòü êîîðäèíàò i-ãî è j-ãî çâåíüåâ öåïè.
Äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíå-
íèè Ëàíæåâåíà ïðîâîäÿò åãî ïðåäâàðèòåëüíîå óñðåäíåíèå ïî
ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ çâåíüåâ ïîëèìåðíîé öåïè:

⟨Hαβ(r)⟩ =
1

8πη

1

⟨|rij|⟩
⟨
(
δαβ + nα

rn
β
r

)
⟩ = 1

6πη

δαβ
⟨|rij|⟩

. (235)
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Âûïîëíÿÿ óñðåäíåíèå ïî ãàóññîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ïî-
ëó÷èì

⟨Hαβ(r)⟩=
δαβ
6πη

∫ ∞

0

(
3

2π|i− j|a2

)3/2

exp

(
− 3r2

2|i− j|a2

)
4πrdr

=
δαβ
ηa

(6π2|i− j|)−1/2.

(236)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà è ïåðå-
õîäÿ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì

∂yp

∂t
=

∞∑
q=0

hpq

(
fq(t)−

kπ2q2

Nξ

)
, (237)

ãäå

hpq =
1

N2

∫ N

0

di

∫ N

0

dj

[
Hij cos

(
πpi

N

)
cos

(
πqj

N

)]
. (238)

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå äàåò

hpq =
δpq
ηa

(12πNp)−1/2 . (239)

Òîãäà èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå
ðåçóëüòàò, ÷òî è áåç ó÷åòà âîçìóùåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íî ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì
òðåíèÿ:

ξp = 1/hp = ηa (12πNp)1/2 . (240)

Çíà÷èò ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè ðàâíî

τ1 =
ξ1Na

2

6π2T
∼ N3/2. (241)

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè öåïè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

D =
T

ξ0
=

4T

3(6π2N)1/2ηa
∼ N−1/2, (242)
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ãäå ξ0 = (h00)
−1 âûâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (238). Ñðàâ-

íåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì ïî-
êàçûâàåò áîëåå ñëàáóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåëàêñàöèè
è êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïîëèìåðíîé öåïè îò ÷èñëà
çâåíüåâ N .

5.2. Äèíàìèêà ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ ïîëèìåðíîé
öåïüþ

Äèíàìèêó ïîëèìåðíîé öåïè ìîæíî èçó÷àòü â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïî íåóïðóãîìó ðàññåÿíèþ èçëó÷åíèÿ. Â äàííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïðîïîðöè-
îíàëüíà âåëè÷èíå

S(k, ω) =

∫ ∞

−∞
dteiωtS(k, t), (243)

ãäå äèíàìè÷åñêîé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð

S(k, t) ≡ 1

N
⟨
∑
i

∑
j

eik(ri(t)−rj(0))⟩ (244)

îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòè÷åñêîãî (170) ó÷åòîì çàâèñèìîñòè êîîð-
äèíàò ïîëèìåðíûõ çâåíüåâ îò âðåìåíè.

Â ñëó÷àå kR ≪ 1, ãäå R ∼ Na2 � õàðàêòåðíûé ðàçìåð
ïîëèìåðíîãî êëóáêà â äèíàìè÷åñêîì ñòðóêòóðíîì ôàêòîðå,
ìîæíî çàìåíèòü êîîðäèíàòû ìîíîìåðîâ íà êîîðäèíàòû öåí-
òðà ìàññ:

S(k, t) ≈ N⟨
∑
i

∑
j

eik(y0(t)−y0(0))⟩. (245)

Âåëè÷èíà (y0(t)− y0(0)) èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ ìî-
ìåíòàìè

⟨(y0(t)− y0(0))⟩ = 0, ⟨(y0(t)− y0(0))⟩2 =
6Tt

Nξ
. (246)
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Òîãäà ïîëó÷àåì

S(k, t) ≈ N

∫
d3r

(4πDt)3/2
eik·r−r2/4Dt. (247)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (243) èìååì çàâèñèìîñòü ñå÷å-
íèÿ ðàññåÿíèÿ îò ÷àñòîòû

S(k, ω) ∼ Dk2

(Dk2)2 + ω2
, (248)

÷òî ïîçâîëÿåò ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ (â ïðåäåëå kR ≪ 1) îïðå-
äåëèòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïîëèìåðíîãî êëóáêà êàê öå-
ëîãî. Äëÿ èçó÷åíèÿ âíóòðåííèõ äâèæåíèé çâåíüåâ â ïîëèìåð-
íîì êëóáêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü èçìåðåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè
èçëó÷åíèÿ íà áîëüøèå óãëû (òîãäà kR ≫ 1). Â ýòîì ñëó÷àå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ èìååò, êàê è âûøå, ìàêñèìóì ïðè ω = 0.
Øèðèíó ìàêñèìóìà ∆ω ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñîîáðàæåíèé
ðàçìåðíîñòè ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè îò ïîëíîãî ÷èñëà
çâåíüåâ â öåïè

∆ω ∼ Dk2(kR)α ∼ R−1+α ∼ R0 → α = 1, (249)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè D ∼ 1/R. Òàêèì îáðàçîì â ïðåäåëå
kR ≫ 1 øèðèíà ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ äîëæíà èìåòü çàâèñè-
ìîñòü ∆ω ∼ k3, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

5.3. Ðàñòÿæåíèå ïîëèìåðíîé öåïè õàîòè÷åñêèì
ïîòîêîì

Ãèáêèé ïîëèìåð, ñîñòîÿùèé èçN çâåíüåâ äëèíîé l, ïðèíè-
ìàåò â æèäêîñòè çàïóòàííóþ, êëóáêîâóþ êîíôèãóðàöèþ ñ õà-
ðàêòåðíûì ðàçìåðîì R0 =

√
Nl ≪ Nl (äëèíû öåïè â ðàñòÿ-

íóòîì ñîñòîÿíèè). Ïîìåùåííûé â òóðáóëåíòíûé ïîòîê, ïîëè-
ìåð ïðèíèìàåò âûòÿíóòóþ êîíôèãóðàöèþ, òàê ÷òî åãî ìîæ-
íî ïðèáëèæåííî îïèñàòü, óêàçûâàÿ ëèøü ðàññòîÿíèå ìåæäó
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êîíöàìè öåïè. Êàê ïðàâèëî, õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïîëèìåðà
äàæå â ðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ãîðàçäî ìåíüøå âÿçêîãî ìàñ-
øòàáà òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà, ïîýòîìó äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðî-
íû ïîòîêà æèäêîñòè ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà
ðàññòîÿíèþ ìåæäó êîíöàìè öåïè R. Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà
ïðèíèìàåò âèä

dR

dt
= σ(t)R + f(R), (250)

ãäå σ � ãðàäèåíò ñêîðîñòåé â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå. Åãî ñðåä-
íåå çíà÷åíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå çàäàþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿìè ⟨σ(t)⟩ = λ, ⟨(σ(t) − λ)(σ(t′) − λ)⟩ = Dδ(t − t′),
à f(R) � óïðóãàÿ ñèëà íàòÿæåíèÿ ïîëèìåðà, èìåþùàÿ ýíòðî-
ïèéíîå ïðîèñõîæäåíèå.

Íàéäåì ñíà÷àëà âèä ôóíêöèè f(R) äëÿ ìîäåëè ñâîáîäíî-
ñî÷ëåíåííîé öåïè èç N çâåíüåâ äëèíîé l. Äåéñòâèå âíåøíåé
ñèëû F⃗ íà êàæäîå çâåíî ïîëèìåðíîé öåïè ýêâèâàëåíòíî äåé-
ñòâèþ ïîòåíöèàëà Ui = −F⃗ · r⃗i, ãäå ri � ðàäèóñ âåêòîð i-ãî
çâåíà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè R â ýòîì ñëó÷àå íà-
õîäèòñÿ èç

R =
1

Z

N∏
i=1

∫ +1

−1

(∑
i

l cos θi

)
eβF l cos θi2πd(cos θi), (251)

ãäå ñòàòñóììà Z ðàâíà

Z =
N∏
i=1

∫ +1

−1

eβF l cos θi2πd(cos θi), (252)

β = 1/T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà, θi � óãîë ìåæäó i-ì çâå-

íîì è íàïðàâëåíèåì âíåøíåé ñèëû F⃗ . Ðàçìåð ïîëèìåðà ïîä
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äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

R = N

∫ +1

−1
l cos θie

βF l cos θid(cos θi)∫ +1

−1
eβF l cos θid(cos θi)

=

=
N

βF

[
βF l

(
eβF l + e−βF l

)
eβF l − e−βF l

− 1

]
.

(253)

Èç 3-ãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî óïðóãàÿ ñèëà â
ðàâíîâåñèè äîëæíà êîìïåíñèðîâàòü âíåøíþþ ñèëó, ò. å.
f(R) = −F (R). Äëÿ ñëàáîãî ðàñòÿæåíèÿ, βfl ≪ 1,

R ≈ −1

3
Nl2βf, îòêóäà f ≈ −3TR

Nl2
, (254)

òîãäà êàê äëÿ ñèëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ, βfl ≫ 1,

R ≈ Nl +
N

βf
, îòêóäà f(R) ≈ − T

l(1−R/Nl)
. (255)

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ óäîáíî îïèñûâàòü çàâèñè-
ìîñòü ñèëû îò ðàñòÿæåíèÿ âî âñåì èíòåðâàëå (

√
Nl,Nl) ñ

ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

f ≈ −T
l

(
2x+

x

1− x

)
, (256)

ãäå x = R/Nl. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû ëèøü ïðè

R ≫
√
Nl, êîãäà ïîëèìåðíàÿ öåïü ðàñòÿíóòà è åå ïîâåäåíèå

ìîæíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ ñèëû f(R) ýíòðîïèéíîãî ïðî-
èñõîæäåíèÿ.

Òåïåðü íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ, t) ïî ðàçìå-
ðàì ïîëèìåðà ρ, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà (ρ ââåëè,
÷òîáû íå ïóòàòü ñ R(t)). Ïî îïðåäåëåíèþ

P (ρ, t) = ⟨δ (ρ−R(t))⟩. (257)
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Òîãäà

∂P (ρ, t)

∂t
= ⟨−dR

dt

∂

∂ρ
δ (ρ−R(t))⟩ = ∂j(ρ, t)

∂ρ
, (258)

ãäå

j(ρ, t) = −⟨dR
dt
δ (ρ−R(t))⟩ = −ρ⟨σ(t)δ (ρ−R(t))⟩−f(ρ)P (ρ, t).

(259)
Âåëè÷èíà R(t) êîððåëèðóåò ñ σ(t). Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
⟨σ(t)δ (ρ−R(t))⟩ ïðåäñòàâèì R(t) â âèäå

R(t) ≈ R(t− ε) +

∫ t

t−ε

σ(t′)R(t′)dt′ + εf(R), (260)

ãäå ε→ 0. Ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ìàëû, è ìîæíî ðàçëîæèòü
δ-ôóíêöèþ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, ÷òî äàåò

⟨σ(t)δ (ρ−R(t))⟩=λP (ρ)−⟨σ(t)
t∫

t−ε

σ(t′)R(t′)dt′
∂

∂ρ
δ (ρ−R(t))⟩ =

= λP (ρ)− ∂

∂ρ

D

2
ρP (ρ),

(261)
ãäå ìû èñïîëüçîâàëè

∫∞
0
δ(x)dx = 1/2 è ïåðåøëè ê ïðåäåëó

ε→ 0.
Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ, t) ïî ðàç-

ìåðàì öåïè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òèïà Ôîêêåðà � Ïëàíêà:

∂

∂t
P (ρ, t) =

∂

∂ρ
(−f(ρ)P − λρP ) +

D

2

∂

∂ρ

[
ρ
∂

∂ρ
(ρP )

]
≡ ∂j

∂ρ
,

(262)
ãäå

j = (−f(ρ)− λρ)P (ρ, t) +
Dρ

2

∂

∂ρ
(ρP (ρ, t)). (263)
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Íàéäåì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ j = 0
(ïîëèìåðû íå ðîæäàþòñÿ è íå óíè÷òîæàþòñÿ). Òîãäà, çàìå-
íÿÿ ρ → R, ïîëó÷èì èç (263)

d(RP )

RP
=

2(f(R) + λR)dR

DR2
, (264)

îòêóäà

P (R) = A
1

R
exp

(
2

D

∫ R (f(r′) + λr′)dr′

r′2

)
, (265)

ãäå A � íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé ñèëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ ïîëèìå-

ðà (âîçìîæíîñòü ðàçðûâà öåïè íå ðàññìàòðèâàåì). Èñïîëü-
çóÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó äëÿ ñèëû (256), ïîëó÷àåì

2

D

∫ R (f(r′) + λr′)dr′

r′2
=

= − 2T

DNl2

∫ R/Nl(2

x
+

1

x(1− x)

)
dx+

2λ

D

∫ R/Nl dx

x
. (266)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû, íàõîäèì

P (R) =
A

Nl

(
R

Nl

)a−1(
1− R

Nl

)b

, (267)

ãäå

a =
2

D

(
λ− 3T

Nl2

)
, b =

2T

DNl2
. (268)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë (íîðìèðóåìî) òîëüêî â äî-
ñòàòî÷íî ñèëüíîì ðàñòÿãèâàþùåì ïîòîêå, a > 0 (λ > 3T/Nl2),
ïîñêîëüêó ìû èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî öåïü ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî âûòÿíóòîé è åå ìîæíî îïèñàòü îäíîìåðíîé ìîäåëüþ.
Åñòåñòâåííî, ÷òî äåòàëè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
çàâèñÿò îò èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ïîëèìåðà.
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Íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ A îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

A

Nl

∫ 1

0

xa−1(1− x)bdx =
A

Nl

Γ(a)Γ(b+ 1)

Γ(a+ b+ 1)
= 1. (269)

Òîãäà ìîìåíòû ðàâíû

Rn = (Nl)n
Γ(a+ n)Γ(a+ b+ 1)

Γ(a)Γ(a+ b+ 1 + n)
. (270)

Â ÷àñòíîñòè,

R =
Nla

a+ b+ 1
, R2 =

(Nl)2a(a+ 1)

(a+ b+ 1)(a+ b+ 2)
, (271)

ãäå èñïîëüçîâàíî Γ(z + 1) = zΓ(z).
Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèå öåïè âáëèçè

ïîðîãà a ≪ 1(D ≫ λ − 3T/Nl2) (ãäå îíî ñëàáî çàâèñèò îò
èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ïîëèìåðà):

R ≈ Nla

b+ 1
, R2 ≈ (Nl)2a

(b+ 1)(b+ 2)
, (272)

îòêóäà

R2 −R
2

R
2 ≈ b+ 1

a(b+ 2)
≫ 1, (273)

ò. å. äëèíà öåïè ñèëüíî ôëóêòóèðóåò. Óñëîâèå a≪ 1 cëåäóåò
óòî÷íèòü. Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàëè öåïü âûòÿíóòîé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèåì, òî èç R > l

√
N ñëåäóåò, ÷òî

a > (1 + b)/
√
N .

5.4. Ïðîõîæäåíèå ïîëèìåðà ñêâîçü íàíîïîðû

Çàäà÷à î ïðîõîæäåíèè ïîëèìåðà ñêâîçü ïîðû (â áîëåå
îáùåì ñëó÷àå ñêâîçü áàðüåðû) âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ôèçè-
÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Ìû îãðàíè-
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÷èìñÿ çàäà÷åé ïðîõîæäåíèÿ ãèáêîãî ïîëèìåðà ñêâîçü íàíî-
ïîðû. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíî îäíî-
ìåðíîé è ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à î ïðîõîæ-
äåíèè äëèííûì ïîëèìåðîì îòíîñèòåëüíî óçêîãî ïîòåíöèàëü-
íîãî áàðüåðà çà ñ÷åò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ïî îáå ñòîðîíû
áàðüåðà.

Êèíåòèêó ïðîõîæäåíèÿ ïîëèìåðà ñêâîçü íàíîïîðû ìîæíî
îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (221)

ξ
∂xi
∂t

= k
∂2xi
∂i2

+ U ′(xi) + fi(t), (274)

ãäå k = 3T/l2, U(xi) � ïîòåíöèàë áàðüåðà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
èìåþò âèä (205)

∂xi

∂i

∣∣∣∣
i=0

= 0,
∂xi

∂i

∣∣∣∣
i=N

= 0. (275)

Çà ñ÷åò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ïî îáå ñòîðîíû áàðüåðà ïîëè-
ìåð áóäåò ïåðåõîäèòü ñ îäíîé ñòîðîíû áàðüåðà íà äðóãóþ. Íà
ðèñ. 32 ïðèâåäåíû äàííûå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëè-
ìåðíîé öåïè â ïîòåíöèàëå â âèäå äâîéíîé ÿìû äëÿ ðàçëè÷-
íûõ âðåìåí. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëèìåðíàÿ öåïü
áûëà ëîêàëèçîâàíà â ëåâîé ÿìå, à çàòåì, ìåäëåííî ïðåîäîëå-
âàÿ ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, ïåðåøëà â ïðàâóþ, ãäå ïîòåíöèàë
ìåíüøå.

Âðåìÿ ïåðåõîäà öåïè ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè, íåîáõîäè-
ìîãî äëÿ èíèöèàëèçàöèè ïåðåõîäà çà ñ÷åò ïðåîäîëåíèÿ áà-
ðüåðà êîíöîì öåïè, tact, è âðåìåíè ïåðåõîäà tcross îñíîâíîé
ìàññû öåïè.

Âðåìÿ tact ∼ exp(−U0n/T ), ãäå U0 � âûñîòà ïîòåíöèàëü-
íîãî áàðüåðà, n � ÷èñëî çâåíüåâ íà êîíöå öåïè íà øèðèíå
áàðüåðà.

Âðåìÿ ïåðåõîäà tcross îñíîâíîãî ÷èñëà çâåíüåâ öåïè îöå-
íèì, ñ÷èòàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåïè v ïîñòîÿííîé, ò. å. èùåì
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Ðèñ. 32. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ÷èñëà çâåíüåâ ïîëèìåðíîé öåïè â ïîòåíöè-
àëüíîé ÿìå U(Rz) äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåí

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà â âèäå xi(t) = R(τ), ãäå
τ = i− vt. Òîãäà ïîëó÷àåì

vξ
dR

dτ
+ k

d2R

dτ 2
= U ′(R). (276)

Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë áàðüåðà â âèäå äâîéíîé ÿìû

U(R) = −a
2
R2 +

u

4
R4 − hR, (277)

ãäå êîýôôèöèåíòû a, u, h âûáðàíû ïîëîæèòåëüíûìè è îïðå-
äåëÿþò âûñîòó áàðüåðà U0 = a2/(4u), ïîëîæåíèå ìèíèìóìîâ
±R0 = ±a/u è ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ∆U ≈ h ïî ðàçíûå
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ñòîðîíû áàðüåðà ïðè óñëîâèè h ≪ aR0. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå
(276) íà dR/dτ , èíòåãðèðóÿ ïî τ îò −∞ äî ∞ è èñïîëüçóÿ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ R → ±R0, dR/dτ → 0 ïðè τ → ±∞,
ïîëó÷èì

v =
2hR0∫ +∞

−∞ (dR/dτ)2dτ
. (278)

Èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü â ïðåäåëå h → 0, êîãäà v → 0 è
R(τ) = R0 tanh(

√
a/2kτ), ïîëó÷àÿ

tcross =
N

v
∼
√
a

k

N

hR2
0

. (279)

Äëÿ íå ñëèøêîì øèðîêîãî áàðüåðà, ñðàâíèìûõ çíà÷åíèé
U0 è T è N ≫ 1 ïîëíîå âðåìÿ ïåðåõîäà áàðüåðà îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì tcross ∼ N/

√
T .

5.5. Âûòÿãèâàíèå ïîëèìåðà èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû

Êèíåòèêó âûòÿãèâàíèÿ ïîëèìåðà èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû
ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû F , ïðèëîæåííîé ê îäíîìó êîí-
öó (ðèñ. 33), òàêæå ìîæíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
Ëàíæåâåíà (221):

ξ
∂R(i, t)

∂t
= k

∂2R(i, t)

∂i2
− ∂U(R(i, t))

∂R
, (280)

ãäå k = 3T/l2, U(R) � ïîòåíöèàë áàðüåðà. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå
íà êîíöå öåïè, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà âíåøíÿÿ ñèëà F , èìååò
âèä

∂R(i, t)

∂i

∣∣∣
i=0

=
F

k
. (281)

Îáîçíà÷èì çà U0 ãëóáèíó ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, n0 � íîìåð
çâåíà íà ãðàíèöå áàðüåðà (çâåíüÿ öåïè ñ íîìåðàìè n0 < i 6
N íàõîäÿòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, à ñ íîìåðàìè i 6 n0 �
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Ðèñ. 33. Âûòÿãèâàíèå ïîëèìåðà èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U(Rz) âíåøíåé ñèëîé
F , ïðèëîæåííîé ê êîíöó ïîëèìåðà

ñâîáîäíû). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ∂R(i, t)/∂i
è èíòåãðèðóÿ ïî i â ïðåäåëàõ îò n0 äî N , ïîëó÷èì

ξ

∫ N

n0

∂R(i, t)

∂t

∂R(i, t)

∂i
di =

k

2

(
∂R(i, t)

∂i

)2

n0

− U0. (282)

Ïðåíåáðåãàÿ ëåâîé ÷àñòüþ (äëÿ çâåíüåâ öåïè, çàõâà÷åííûõ
ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé, ìàëû ïðîèçâîäíûå), ïîëó÷èì äðóãîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå(

∂R(i, t)

∂i

)
n0

=

√
2U0

k
≡ Fc

k
, (283)
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êîòîðîå îïðåäåëÿåò òàêæå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû, íåîá-
õîäèìîé äëÿ âûòÿãèâàíèÿ öåïè èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ãëó-
áèíîé U0: Fc =

√
2kU0. Êîãäà ïðèëîæåííàÿ ñèëà ïðåâû-

øàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, âåëè÷èíà n0 áóäåò çàâèñåòü îò
âðåìåíè. Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè öåïè, çâåíüÿ êîòîðîé ïðåîäîëåëè
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

ξ
∂R(i, t)

∂t
= k

∂2R(i, t)

∂i2
, i 6 n0, (284)

ñ ïîëó÷åííûìè âûøå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äàííàÿ çàäà÷à
ñ îäíèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè, àíàëî-
ãè÷íà èçâåñòíîé çàäà÷å Ñòåôàíà. Èùåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ â ñêåéëèíãîâîì âèäå

R(i, t) = A(t)f(z), (285)

ãäå z = i/(γ
√
t). Ìíîæèòåëü A(t) íåîáõîäèì, ÷òîáû óäîâëå-

òâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà êîíöå öåïè, ê êîòîðîìó ïðè-
ëîæåíà âíåøíÿÿ ïîñòîÿííàÿ ñèëà F :(

∂R(i, t)

∂i

)
i=0

=
A(t)

γ
√
t

(
df

dz

)
z=0

=
F

k
. (286)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî A(t) =
√
t. Ïîäñòàâëÿÿ ñêåéëèíãîâîå

ðåøåíèå â óðàâíåíèå (284), ïîëó÷èì

d2f

dz2
+ z

df

dz
− f = 0 (287)

ïðè âûáîðå γ =
√
2k/ξ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îäíèì èç ðåøå-

íèé ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò f1(z) = A1z. ×òîáû íàéòè äðóãîå
ðåøåíèå, ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó:

f(z) = zg(z), → f ′ = g + zg′, f ′′ = 2g′ + zg′′. (288)

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

zg′′ + (2 + z2)g′ = 0,
dg′

g′
= −

(
2

z
+ z

)
dz. (289)
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Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

g′ =
A2

z2
e−z2/2. (290)

Èíòåãðèðóÿ åùå ðàç, èìååì

g = A2

∫
1

z2
e−z2/2dz = A2

−e
−z2/2

z
−

z∫
0

e−s2/2ds

+ A1.

(291)
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåîïðåäåëÿÿ êîíñòàíòû, ïîëó÷àåì îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f :

f = C1z + C2

(
exp(−z2/2) + z

∫ z

0

exp(−s2/2)ds
)
. (292)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà êîíöå öåïè, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà
âíåøíÿÿ ñèëà F , ñâîäèòñÿ ê(

df

dz

)
z=0

=

(
C1 + C2

∫ z

0

exp(−s2/2)ds
)

z=0

= C1 =
γF

k
(293)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ãðàíèöå ÿìû, R(i0, t) = 0, ïðèíèìàåò
âèä (

df

dz

)
z=z0

= C1 + C2

∫ z0

0

exp(−s2/2)ds = γFc

k
. (294)

Íîìåð çâåíà z0 â ïðèâåäåííûõ ïåðåìåííûõ, íàõîäÿùèéñÿ íà
ãðàíèöå ÿìû, îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

f = C1z0 + C2

(
exp(−z20/2) + z0

∫ z0

0

exp(−s2/2)ds
)

= 0.

(295)
Îòñþäà

F − Fc

Fc

= z0 exp(z
2
0/2)

∫ z0

0

exp(−s2/2)ds. (296)
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Íàéäÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ çíà÷åíèå z0 = i0/(γ
√
t) è ïîëà-

ãàÿ i0 = N , ïîëíîìó ÷èñëó çâåíüåâ â öåïè, ïîëó÷èì âðåìÿ
ïîëíîãî âûõîäà Tesc öåïè èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû

Tesc =
N2

γ2z20
. (297)

Â ñëó÷àå, êîãäà âûòÿãèâàþùàÿ ñèëà íåçíà÷èòåëüíî ïðåâû-
øàåò êðèòè÷åñêóþ, F − Fc ≪ Fc, ïîëó÷èì

Tesc ≈
N2Fcξ

2k(F − Fc)
, (298)

ò. å. âðåìÿ âûõîäà öåïè çàìåòíî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïðèáëè-
æåíèè ê ïîðîãó. Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå F ≫ Fc ïîëó-
÷àåì

Tesc ≈
N2ξ

4k ln(F/Fc)
, (299)

ò. å. âðåìÿ âûõîäà öåïè ëîãàðèôìè÷åñêè ìåäëåííî óìåíüøà-
åòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè âûòÿãèâàþùåé ñèëû.

5.6. Îñâîáîæäåíèå ïîëèìåðà èç ñôåðè÷åñêîé
ìåìáðàíû

Ðàññìîòðèì êèíåòèêó îñâîáîæäåíèÿ ïîëèìåðíîé öåïè
èç ñôåðè÷åñêîé ìåìáðàíû ðàäèóñà R, èñïîëüçóÿ óïðîùåí-
íîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî ïðîöåññà êàê îäíîìåðíóþ äèôôóçèþ
öåïè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà. Äâèæóùåé ñè-
ëîé âûõîäà ïîëèìåðà ÿâëÿþòñÿ ýíòðîïèéíûå ýôôåêòû, ñâÿ-
çàííûå ñ óìåíüøåíèåì ýíòðîïèè ïðè çàêëþ÷åíèè ïîëèìåðà
â îãðàíè÷åííûé îáúåì. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåâîç-
ìóùåííûé ðàçìåð öåïè R0 = l

√
N çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõî-

äèò ðàäèóñ R îãðàíè÷èâàþùåé ñôåðè÷åñêîé ìåìáðàíû. Íà
ðèñ. 34 ïîêàçàíà ïîëèìåðíàÿ öåïü, âûõîäÿùàÿ èç ñôåðè÷å-
ñêîé ìåìáðàíû. Âíå ìåìáðàíû íàõîäèòñÿ n çâåíüåâ öåïè,
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Ðèñ. 34. Âûõîä ïîëèìåðà èç ñôåðè÷åñêîé ìåìáðàíû ðàäèóñà R

âíóòðè � (N − n). Äëÿ îöåíêè ïîëíîãî âðåìåíè âûõîäà ïî-
ëèìåðà èç îãðàíè÷èâàþùåãî îáúåìà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ âåðîÿòíîñòè P (n, t|n0) íàéòè â ìîìåíò
âðåìåíè t âíå ìåìáðàíû n çâåíüåâ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ñíàðóæè íàõîäèëîñü n0 çâåíüåâ.

∂P (n, t|n0)

∂t
=
D

l2
∂

∂n

(
P (n, t|n0)

∂F

∂n

)
+
D

l2
∂2P (n, t|n0)

∂n2
, (300)

ãäå F (n) � èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè öåïè, ó êîòîðîé n
çâåíüåâ íàõîäèòñÿ ñíàðóæè ìåìáðàíû, à N − n � âíóòðè (ïî
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îòíîøåíèþ ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè íåîãðàíè÷åííîé öåïè). Ýòî
óðàâíåíèå óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂P (n, t|n0)

∂t
=
D

l2
∂

∂n
e−F/T ∂

∂n
eF/TP (n, t|n0). (301)

Â ñëó÷àå R ≫ R0 îñíîâíîé âêëàä äàåò êóñîê öåïè âíóòðè
ìåìáðàíû. Â ïðèáëèæåíèè äîìèíèðîâàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ïîëó÷àåì

F (n) ≈ T
π2l2(N − n)

6R2
. (302)

Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò âêëàä ïîëó÷àåòñÿ èç èçìåíåíèÿ ýíòðî-
ïèè öåïè è êà÷åñòâåííî ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ìîæíî ðàçáèòü öåïü âíóòðè ìåìáðàíû íà ÷àñòè ñ ÷èñ-
ëîì çâåíüåâ g, îïðåäåëÿåìûì èç óñëîâèÿ R2 ∼ gl2. Ýòè ÷àñòè
öåïè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîáîäíûå. Îäíàêî îíè âñå
äîëæíû íàõîäèòñÿ â îãðàíè÷åííîì îáúåìå, ò. å. ïîòåðè ýí-
òðîïèè íà êàæäûé òàêîé êóñîê öåïè ñîñòàâëÿþò âåëè÷èíû
∼ ln 2, âñåãî èõ (N − n)/g . Òàêèì îáðàçîì, ýíòðîïèÿ öåïè,
çàêëþ÷åííîé â ìåìáðàíó ðàäèóñà R, óìåíüøàåòñÿ íà âåëè-
÷èíó ∼ (N − n)l2/R2.

Íàéäåì ñðåäíåå âðåìÿ Tesc, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ öåïè äëÿ
âûõîäà èç ïîëîñòè ìåìáðàíû. Ââåäåì âåëè÷èíó

G(t|n0, t
′) =

∫ N

1

P (n, t|n0, t
′)dn, (303)

ðàâíóþ âåðîÿòíîñòè, ÷òî ê ìîìåíòó âðåìåíè t öåïü íå âûé-
äåò ïîëíîñòüþ èç ìåìáðàíû. Òîãäà âåëè÷èíà 1−G(t|n0, t

′) è
åñòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî ê ìîìåíòó âðåìåíè t öåïü âûøëà, è, ñî-
îòâåòñòâåííî, −(∂G/∂t)dt � âåðîÿòíîñòü, ÷òî öåïü ïîêèíóëà
ìåìáðàíó â èíòåðâàë âðåìåíè (t, t+ dt). Òîãäà

Tesc(n0, t
′) =

∫ ∞

0

t

(
−∂G
∂t

)
dt =

∫ ∞

0

G(t|n0, t
′)dt. (304)
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Âåëè÷èíà G(t|n0, t
′) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂G(t|n0, t
′)

∂t′
=
D

l2
∂

∂n0

eF (n0)/T
∂

∂n0

e−F (n0)/TG(t|n0, t
′). (305)

Òîãäà, ñ ó÷åòîì∫ ∞

0

∂G(t|n0, t
′)

∂t′
dt′ = G(∞)−G(0) = −1, (306)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ Tesc:

D

l2
eF (n0)/T

∂

∂n0

e−F (n0)/T
∂

∂n0

Tesc(n0) = −1. (307)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé(
∂Tesc
∂n0

)
n0=1

= 0; Tesc(n0 = N) = 0, (308)

áóäåò

Tesc =
1

D

∫ N

1

eF (n)/Tdn

∫ n

1

e−F (n′)/Tdn′ ≈ 6Nl2R2

π2Dl2
=

6N2R2

π2D0

,

(309)
ãäå ìû âûðàçèëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè âñåé öåïè D ÷åðåç
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îäíîãî çâåíà D0 = Const.

Âðåìÿ Tesc äåéñòâèòåëüíî ìíîãî áîëüøå âðåìåíè ðåëàêñà-
öèè öåëîé öåïè τ ∼ N2l2/D0 ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàäèóñ ìåì-
áðàíû R áîëüøå äëèíû îäíîãî çâåíà öåïè l.

5.7. Êèíåòèêà îáðàçîâàíèÿ ïîëèìåðîâ

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòûå ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ ïîëè-
ìåðíîé öåïè â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìåæäó ýëå-
ìåíòàðíûìè çâåíüÿìè è/èëè ìåæäó äðóãèìè öåïÿìè.
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Ïîëèêîíäåíñàöèÿ ëèíåéíûõ ïîëèìåðîâ
Â ïðîöåññå ïîëèêîíäåíñàöèè ïðîèñõîäèò ïðèñîåäèíå-

íèå íå òîëüêî ìîíîìåðíûõ çâåíüåâ: ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ è ïî-
ëèìåðíûå öåïè. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåîáðàòèìîãî
ðåæèìà, êîãäà âåðîÿòíîñòü ðàçðûâà ïîëèìåðíûõ öåïåé ìàëà.
Ïóñòü C(n) � êîíöåíòðàöèÿ ëèíåéíûõ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë ñ
÷èñëîì çâåíüåâ n è ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìå-
ëèñü òîëüêî ìîíîìåðíûå çâåíüÿ. Ðåàêöèÿ ðîñòà öåïè èìååò
âèä

(n′) + (n′′) → (n). (310)

Õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî êîí-
ñòàíòà ñêîðîñòè íåîáðàòèìîé ðåàêöèè íå çàâèñèò îò ÷èñëà
çâåíüåâ â öåïè. Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè C(n) ñî âðåìåíåì
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dC(n)

dt
=K

[
1

2

∞∑
n′=1

∞∑
n′′=1

C(n′)C(n′′)δ(n, n′ + n′′)− C(n)
∞∑

n′=1

C(n′)

]
.

(311)
Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò îáðàçîâàíèþ ïî-
ëèìåðíîé ìîëåêóëû ñ ÷èñëîì çâåíüåâ n èç äâóõ ïîëèìåðíûõ
ìîëåêóë ñ ÷èñëîì çâåíüåâ n′ è n′′ (â òîì ÷èñëå è ìîíîìåðíûõ
çâåíüåâ, ò. å. n′, n′′ = 1 ), ïðè÷åì n′+n′′ = n; âòîðîé ÷ëåí îïè-
ñûâàåò èñ÷åçíîâåíèå ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë ñ ÷èñëîì çâåíüåâ
n çà ñ÷åò èõ ðåàêöèè ñ ëþáûìè äðóãèìè ïîëèìåðíûìè ìî-
ëåêóëàìè. Óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà óäîáíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

g(s, t) =
∞∑
n=1

f(n, t)sn, (312)

ãäå s � íåïðåðûâíàÿ ïåðåìåííàÿ è ââåäåíà ôóíêöèÿ
f(n, t) ≡ C(n)/N0 � êîíöåíòðàöèÿ ïîëèìåðíûõ öåïåé ñ ÷èñ-
ëîì çâåíüåâ n, äåëåííàÿ íà ïîëíîå ÷èñëî ìîíîìåðîâ N0. Âå-
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ëè÷èíà

θ(t) = g(s = 1, t) =
∞∑
n=1

f(n, t) (313)

ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

dθ

dt
= −K

2
N0θ

2 (314)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì θ(t = 0) = 1, ïîñêîëüêó â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè èìåëèñü òîëüêî ìîíîìåðû, ò. å.
f(n = 1, t = 0) = 1, f(n > 1, t = 0) = 0. Ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ áóäåò

θ(t) =
1

1 + τ
, (315)

ãäå τ ≡ KN0t/2. Óðàâíåíèå äëÿ g(s, t) ïðèíèìàåò âèä

dg(s, t)

dt
=
KN0

2
(g2 − 2θg) (316)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè g(s, t = 0) = s, θ(t = 0) = 1. Èñ-
ïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äëÿ g è θ, ïîëó÷àåì

dg

dθ
=

−g2 + 2θg

θ2
= −g

2

θ2
+ 2

g

θ
. (317)

Â ýòîì îäíîðîäíîì óðàâíåíèè ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ
ïîñëå ïîäñòàíîâêè g(θ) = θh(θ):

dg

dθ
= h+ θ

dh

dθ
= −h2 + 2h. (318)

Òîãäà
dh

h(1− h)
=
dh

h
+

dh

1− h
=
dθ

θ
, (319)

îòêóäà
h

1− h
= αθ. (320)
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Ðèñ. 35. Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ C(n) ñ äàííûìè
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåí

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ α íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ: θ = 1, g(θ = 1) = h(θ = 1) = s. Â èòîãå

g(s, t) =
sθ2

1− s(1− θ)
. (321)

Íà ðèñ. 35 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ
çàâèñèìîñòåé ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîñëåä-
íåå âûðàæåíèå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g(s, t) =
∞∑
n=1

θ2(1− θ)n−1sn, (322)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

f(n, t) = θ2(τ)(1− θ(τ))n−1. (323)

Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ïî-
ëèìåðíûõ öåïåé ñ ÷èñëîì çâåíüåâ n îò âðåìåíè. Èñïîëüçóÿ
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Ðèñ. 36. Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äëèíû öåïè L ñ äàííûìè ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåí

ýòî âûðàæåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü îò âðå-
ìåíè ñðåäíåé ñòåïåíè ïîëèìåðèçàöèè L

L =

∞∑
n=1

nf(n, t)

∞∑
n=1

f(n, t)
=

1

θ
= 1 + τ = 1 +KN0t/2, (324)

ãäå èñïîëüçîâàíî

∞∑
n=1

f(n, t) = g(s = 1, t) = θ, (325)
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∞∑
n=1

nf(n, t) =
dg

ds

∣∣∣
s=1

=

=
d

ds

[
sθ2

1− s(1− θ)

]
s=1

=
θ2

[1− s(1− θ)]2

∣∣∣
s=1

= 1. (326)

Íà ðèñ. 36 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ
çàâèñèìîñòåé ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ïîëíîãî ÷èñëà
ìîíîìåðîâ N0 ýòî ðåøåíèå îãðàíè÷åíî âðåìåíàìè t ∼ 1/K.
Ïîëèêîíäåíñàöèÿ ðàçâåòâëåííûõ ïîëèìåðîâ
Â äàííîì ñëó÷àå ïîëèìåðíûå ìîëåêóëû (n, a) õàðàêòåðè-

çóþòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîì n çâåíüåâ â öåïè, íî è ÷èñëîì a > 2
ôóíêöèîíàëüíûõ ãðóïï, ñïîñîáíûõ ðåàãèðîâàòü ñ äðóãèìè
ïîëèìåðàìè. Ðåàêöèÿ ðîñòà öåïè èìååò âèä

(n′, a′) + (n′′, a′′) → (n, a) (327)

è ïðîòåêàåò ñ êîíñòàíòîé ñêîðîñòè ðåàêöèè ka′a′′. Â ðåçóëü-
òàòå ýòîé ðåàêöèè îáðàçóåòñÿ ïîëèìåð ñ ÷èñëîì çâåíüåâ
n = n′+n′′ è ÷èñëîì ôóíêöèîíàëüíûõ ãðóïï a = a′+a′′−2 Èç-
ìåíåíèå êîíöåíòðàöèè C(n, a) ñî âðåìåíåì îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

dC(n, a)

dt
= k

1

2

∑
n′,a′

∑
n′′,a′′

a′a′′C(n′, a′)C(n′′, a′′)·

· δ(n, n′ + n′′)δ(a+ 2, a′ + a′′)− kaC(n, a)
∞∑

n′,a′

a′C(n′, a′).

(328)
Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò îáðàçîâàíèþ ïî-
ëèìåðíîé ìîëåêóëû (n, a) èç äâóõ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë (n′, a′)
è (n′′, a′′), ïðè÷åì n′+n′′ = n, a′+a′′−2 = a ; âòîðîé ÷ëåí îïè-
ñûâàåò èñ÷åçíîâåíèå ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë (n, a) çà ñ÷åò èõ
ðåàêöèè ñ ëþáûìè äðóãèìè ïîëèìåðíûìè ìîëåêóëàìè. Äëÿ
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ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ècïîëüçóåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

g(s, x, t) =
∞∑
n=1

∞∑
a=f

f(n, a, t)snxa, (329)

ãäå s, x � íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå è ââåäåíà ôóíêöèÿ
f(n, a, t) ≡ C(n, a, t)/N0 � êîíöåíòðàöèÿ ïîëèìåðíûõ öåïåé
ñ ÷èñëîì çâåíüåâ n, äåëåííàÿ íà ïîëíîå ÷èñëî ìîíîìåðîâ N0.
Óìíîæàÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèé íà snxa

è ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì n è a, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè g(s, x, t):

∂g

∂τ
= −µx∂g

∂x
+

1

2

(
∂g

∂x

)2

(330)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè g(t = 0) = sxf . Áåçðàçìåðíàÿ êîí-
öåíòðàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ãðóïï îïðåäåëÿåòñÿ êàê

µ(τ) =
∞∑
n=1

∞∑
a=f

af(n, a, t) =
∂g

∂x

∣∣∣
s=x=1

, (331)

ãäå τ = 2tkN0. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå äëÿ g(x, s, t) ïî x
è ïîëàãàÿ çàòåì x = 1, ïîëó÷èì

∂

∂τ

∂g

∂x

∣∣∣
x=1,s=1

= −µ∂g
∂x

∣∣∣
x=1,s=1

−µx∂
2g

∂x2

∣∣∣
x=1,s=1

+
∂g

∂x

∂2g

∂x2

∣∣∣
x=1,s=1

.

(332)
Ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ñîêðàùàþòñÿ, è ìû èìååì

dµ

dτ
= −µ2, µ(0) = f (333)

ñ ðåøåíèåì

µ =
f

1 + fτ
. (334)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîæíî çà-
ïèñàòü ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó ξ, íåÿâíî îïðåäåëÿ-
åìóþ óðàâíåíèåì

ξ = (1− p)x+ psξf−1, (335)

ãäå p = 1− µ/f � ñòåïåíü êîíâåðñèè ãðóïï, â âèäå

g(s, x) = sξf
(
1− 1

2
psξf−2

)
. (336)

Îïðåäåëÿÿ ñðåäíå÷èñëîâóþ PN è ñðåäíåâåñîâóþ PW ñòåïå-
íè ïîëèìåðèçàöèè ìîëåêóë è êîýôôèöèåíò ïîëèäèñïåðñíî-
ñòè KP ÷åðåç ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

λ(k) =
∑
n

nkf(n) (337)

êàê

PN =
λ(1)

λ(0)
, PW =

λ(2)

λ(1)
, KP =

PW

PN

, (338)

ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

PN =
2

2− fpδf−2
, PW =

1 + pδf−2

1− (f − 1)pδf−2
, KP =

PW

PN

, (339)

ãäå âåëè÷èíà δ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

δ = 1− p+ pδf−1. (340)

Îäíèì èç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ δ = 1. Ñòåïåíü
êîíâåðñèè p ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè

p = 1− µ

f
=

fτ

1 + fτ
(341)

òàê, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðèòè÷åñêîé òî÷êå p∗ = 1/(f−1)
çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ äëÿ PW ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à êîýô-
ôèöèåíò ïîëèäèñïåðñíîñòè ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì, ÷òî ãî-
âîðèò îá îáðàçîâàíèè áåñêîíå÷íîé ïîëèìåðíîé ñåòêè ãåëÿ.
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6. Ìàòåðèàëû äëÿ ñåìèíàðîâ

Çàäà÷à 1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî äëÿ èäåàëüíîé ãàóñ-
ñîâîé öåïè ñ ÷èñëîì çâåíüåâ N è äëèíîé çâåíà l ðàññòîÿíèå
R ìåæäó êîíöàìè öåïè áóäåò ïðåâûøàòü êîíòóðíóþ äëèíó
öåïè, R > Nl. Âû÷èñëèòü ýòó âåðîÿòíîñòü äëÿ N = 10.
Ðåøåíèå
Íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó êîíöàìè öåïè ðàâíà

f(r) =

(
3

2πNl2

)3/2

e−3r2/(2Nl2). (342)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü, ÷òî r > Nl åñòü

P (R > Nl) =

∞∫
Nl

4πr2
(

3

2πNl2

)3/2

e−3r2/(2Nl2)dr. (343)

Ïîñëå çàìåíû

t =

(
3

2πNl2

)1/2

r, (344)

ïîëó÷èì

P (R > Nl) =
4√
π

∞∫
t0

t2e−t2dt, (345)

ãäå t0 =
√
3N/2. Èíòåãðèðóÿ îäèí ðàç ïî ÷àñòÿì, èìååì

P (R > Nl) =
2√
π

t0e−t20 −
∞∫

t0

e−t2dt

 . (346)

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé N âåëè÷èíà t0 ≫ 1, òîãäà èíòåãðàë â
ñêîáêàõ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì. Îêîí÷àòåëüíî

P (R > Nl) ≈
√

6N

π
e−3N/2. (347)
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Äëÿ N = 10 âåëè÷èíà P (R > Nl) ≈ 10−6.
Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó êîíöàìè èäåàëüíîé öåïè â ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà ϕ(x) = (3/2)Tq2x2 (âèä êîýôôèöèåíòà âûáðàí èç ñîîá-
ðàæåíèé óäîáñòâà).
Ðåøåíèå
Äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà èìååì èç (100)�(103)

G(x0, 0;xN , N) = Ce−Sc , (348)

ãäå

Sc =
3q [(x2N + x20) cosh(qL)− 2x0 · xN ]

2l sinh(qL)
. (349)

Òîãäà

⟨r2⟩ =
∫
dr(r2)C exp(−Sc)∫
drC exp(−Sc)

, (350)

ãäå r = xN − x0. Ââîäÿ êîîðäèíàòó öåíòðà ìàññ
R = (xN + x0)/2, èìååì xN = R + r/2,x0 = R− r/2. Äëÿ Sc

ïîëó÷àåì

Sc = r2
3q [cosh(qL) + 1]

4l sinh(qL)
+ f(R), (351)

ãäå f(R) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò R. Îáîçíà÷àÿ êîýôôèöèåíò
ïåðåä r2 ÷åðåç γ, èìååì

⟨r2⟩ = − d

dγ

[
log

(∫
dr exp(−γr2)

)]
=

3

2γ
=

2l sinh(qL)

q [cosh(qL) + 1]
.

(352)
Â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ qL≪ 1 è qL≫ 1 ïîëó÷èì

⟨r2⟩ =

{
Ll åñëè qL≪ 1;
2l/q åñëè qL≫ 1.

(353)

Â ïåðâîì ñëó÷àå äåéñòâèå ïîòåíöèàëà íå âëèÿåò íà ðàçìåð
öåïè, ïîñêîëüêó õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ïîòåíöèà-
ëà 1/q ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà öåïè. Âî âòîðîì ñëó÷àå öåïü
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåçàâèñèìûõ êóñêîâ, çàêëþ÷åí-
íûõ â ÿùèê ðàçìåðîì ∼ 1/q, êîòîðûé åñòåñòâåííî íå çàâèñèò
îò ÷èñëà çâåíüåâ â öåïè.
Çàäà÷à 3. Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ïåðñèñòåíòíîé öåïî÷êè.

Öåïî÷êà ñîñòîèò èç N çâåíüåâ åäèíè÷íîé äëèíû. Êàæäîå
çâåíî ìîæåò áûòü íàïðàâëåíî ëèáî âäîëü îñè x, ëèáî ïðî-
òèâ. Íà èçìåíåíèå îðèåòíàöèè çâåíà òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ E.
Íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè,
ñðàâíèòü ñ ïîëó÷åííûì âûøå ðåçóëüòàòîì.
Ðåøåíèå
Ñîïîñòàâèì i-ìó çâåíó öåïè ïåðåìåííóþ σi = +1, åñëè çâå-

íî íàïðàâëåíî â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x,
è σi = −1, åñëè çâåíî íàïðàâëåíî â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè îñè x. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè

L =
N∑
i=1

σi, (354)

à ÷èñëî ïîâîðîòîâ

R =
1

2

N−1∑
i=1

(1− σiσi+1) . (355)

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà äëÿ çàäàííîãî ðàññòîÿíèÿ L ìåæäó
êîíöàìè öåïè ðàâíà

Z(L) =
∑

σ1=±1

...
∑

σN=±1

e−ER/T∆

(
L−

N∑
1

σi

)
, (356)

ãäå ñèìâîë Êðîíåêåðà∆(0) = 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöàìè öåïè óäîáíåå èñïîëü-
çîâàòü áîëüøóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó

Q(µ) =
L=N∑
L=−N

eµLZ(L) =
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=
∑

σ1=±1

...
∑

σN=±1

exp

[
µ

N∑
1

σi + r

N−1∑
i=1

(σiσi+1 − 1)

]
, (357)

ãäå îáîçíà÷èëè r = E/2T. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîíöàìè öåïè ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå

⟨L2⟩ =
[

1

Q(µ)

∂2Q(µ)

∂µ2

]
µ=0

. (358)

Ïðè âû÷èñëåíèÿQ(µ) èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû ãëàâû 2, 2.3.,
Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé a = σ1 è b = σN . Ôóíêöèþ
Ãðèíà äëÿ ïåðåõîäà îò çíà÷åíèÿ a = σ1 ê çíà÷åíèþ b = σN ,
Qab, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Qab =
∑

σ2=±1

T̂σ1,σ2 ...
∑

σN−1=±1

T̂σN−1,σN
, (359)

ãäå â äàííîé çàäà÷å îïåðàòîðîì ïåðåõîäà (77) ÿâëÿåòñÿ ìàò-
ðèöà

T̂σi,σi+1
=exp

[
1

2
(σi+σi+1)+r(σi · σi+1−1)

]
=

(
1 + µ ν
ν 1− µ

)
,

(360)
ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî âàæíû ìàëûå çíà÷åíèÿ µ, à çíà÷èò
exp(µ) ≈ 1 + µ, è îáîçíà÷åíî ν = exp(−r). Ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ λ ìàòðèöû ïåðåõîäà íàõîäÿòñÿ èç

det

(
1 + µ− λ ν

ν 1− µ− λ

)
= 0 (361)

è ðàâíû

λ+ = 1+
√
ν2 + µ2 ≡ 1+ε, λ− = 1−

√
ν2 + µ2 ≡ 1−ε, (362)

ãäå ε =
√
ν2 + µ2. Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

íàõîäÿòñÿ èç(
1 + µ− λ± ν

ν 1− µ− λ±

)(
A±

1

A±
2

)
=0. (363)
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Îòñþäà

A±
1 =

λ± − 1− µ

ν
A±

1 . (364)

Îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ðàâíû

ϕ+ =

(
A+

1

A+
2

)
=

1√
2ε

(
ν/

√
ε− µ√
ε− µ

)
,

ϕ− =

(
A−

1

A−
2

)
=

1√
2ε

(
ν/

√
ε+ µ

−
√
ε+ µ

)
. (365)

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà,
(81), ïîëó÷àåì

Qσ1,σN
= λN+ϕ+(σ1)ϕ+(σN) + λN−ϕ−(σ1)ϕ−(σN), (366)

îòêóäà

Q+1,+1 =
(1 + ε)N

2ε

ν2

ε− µ
+

(1− ε)N

2ε

ν2

ε+ µ

Q+1,−1 = Q−1,+1 =
(1 + ε)N

2ε
ν − (1− ε)N

2ε
ν

Q−1,−1 =
(1 + ε)N

2ε
(ε− µ) +

(1− ε)N

2ε
(ε+ µ). (367)

Òîãäà

Q(µ) = Q+1,+1 +Q+1,−1 +Q−1,+1 +Q−1,−1 =

= (1 + ε)N
(
1 +

ν

ε

)
+ (1− ε)N

(
1− ν

ε

)
. (368)

Çàìå÷àÿ, ÷òîQ = Q(µ2), ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó êîíöàìè öåïè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

⟨L2⟩ = 2

[
1

Q(µ2)

∂Q(µ2)

∂µ2

]
µ=0

. (369)
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Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì

⟨L2⟩ = N

ν
− 1

2ν2

[
1−

(
1− ν

1 + ν

)N
]
. (370)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå ïîëó÷åííîé ôîðìóëå (45).
Çàäà÷à 4. Èäåàëüíàÿ ïîëèìåðíàÿ öåïü ñ ÷èñëîì çâåíüåâ

N è äëèíîé çâåíà l àäñîðáèðîâàíà íà ïëîñêîé ñòåíêå ñ ýíåðãè-
åé àäñîðáöèè îäíîãî çâåíà ε≫ T (T � òåìïåðàòóðà). Îöåíèòü
ðàçìåð öåïè â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñòåíêå íàïðàâëåíèè.
Ðåøåíèå
Îáîçíà÷èì ÷åðåç h õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îò-

õîäÿò îò ñòåíêè ó÷àñòêè öåïè. Òîãäà óâåëè÷åíèå ñâîáîäíîé
ýíåðãèè çà ñ÷åò îãðàíè÷åíèÿ åñòü

∆F1 ∼ T
Nl2

h2
. (371)

Èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè çà ñ÷åò àäñîðáöèè åñòü

∆F2 ∼ −εNl
h
. (372)

Ìèíèìèçèðóÿ ñóììàðíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïî-
ëó÷èì

d(∆F1 +∆F2)

dh
= 0 → h ∼ lT

ε
. (373)

Çàäà÷à 5. Îäèí êîíåö èäåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè ñ ÷èñ-
ëîì çâåíüåâN è äëèíîé çâåíà l íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè z0 îò
ïëîñêîé ñòåíêè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü P (z0, z;N) íàéòè äðóãîé
êîíåö öåïè íà ðàññòîÿíèè z, åñëè çâåíüÿ öåïè ïðèòÿãèâàþòñÿ
ê ñòåíêå êîðîòêîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì U(z) = −vδ(z).
Íàéòè ñðåäíèé ðàçìåð öåïè â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñòåíêå
íàïðàâëåíèè.
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Ðåøåíèå
Ôóíêöèÿ P (z0, z;n) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

∂P (z, n)

∂n
− l2

6

∂2P (z, n)

∂z2
− U(z)P (z, n) = 0. (374)

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå îò z1 = −ε äî z2 = +ε, ãäå ε → 0,
ïîëó÷èì

∂P (z, n)

∂z

∣∣∣
z=0

= −6v

l2
P (z, n)

∣∣∣
z=0

. (375)

Â îáëàñòè z > 0 ðåøàåì óðàâíåíèå

∂P (z, n)

∂n
=
l2

6

∂2P (z, n)

∂z2
, (376)

èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

P (z, s) =

∞∫
0

e−snP (z, n)dn. (377)

Èçîáðàæåíèå ïðîèçâîäíîé ∂P (z, n)/∂n èìååò âèä

P ′(z, s) =

∞∫
0

e−sn∂P (z, n)

∂n
dn = −P (z, n = 0)+ sP (z, s). (378)

Òîãäà ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ P (z, s):

sP (z, s)− l2

6

d2P (z, s)

dz2
= δ(z − z0). (379)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè 0 < z < z0 áóäåò

P (z, s) = Ae−a(z−z0)
√
s +Bea(z−z0)

√
s, 0 < z < z0, (380)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå a =
√
6/l. Â îáëàñòè z > z0 ðåøåíèå

èìååò âèä
P (z, s) = Cea(z−z0)

√
s, z > z0, (381)
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ïîñêîëüêó P (z, s)
∣∣∣
z→∞

→ 0. Â òî÷êå z0 èìååì

P (z, s)
∣∣∣
z=z0−ε

= P (z, s)
∣∣∣
z=z0+ε

, (382)

òîãäà êàê

dP (z, s)

dz

∣∣∣
z=z0+ε

− dP (z, s)

dz

∣∣∣
z=z0−ε

= − 6

l2
. (383)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ

A+B = C, C +B − A =
a√
s
. (384)

Åùå îäíî óðàâíåíèå ïîëó÷èì, âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè z = 0,

∂P (z, s)

∂z

∣∣∣
z=0

= −6v

l2
P (z, s)

∣∣∣
z=0

. (385)

Òîãäà

−a2v
(
Aeaz0

√
s +Be−az0

√
s
)
= a

√
s
(
−Aeaz0

√
s +Be−az0

√
s
)
.

(386)
Ðåøàÿ ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì

B =
a

2
√
s
, A = B

√
s+ va√
s− va

e−2az0
√
s, C = A+B. (387)

Â èòîãå ðåøåíèå â îáëàñòè 0 < z < z0 èìååò âèä

P (z, s) =
a

2

[
1√
s
e−a(z−z0)

√
s +

√
s+ ra√

s(
√
s− ra)

e−a(z+z0)
√
s

]
, (388)

à â îáëàñòè z > z0 �

P (z, s) =
a

2

[
1√
s
ea(z−z0)

√
s +

√
s+ ra√

s(
√
s− ra)

e−a(z+z0)
√
s

]
. (389)
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Ðèñ. 37. Âåðîÿòíîñòü íàéòè êîíåö öåïè â òî÷êå z äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ñèëû àäñîðáöèè

Äðîáü â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïðåäñòàâèì â âèäå

√
s+ ra√

s(
√
s− ra)

=
2ra√

s(
√
s− ra)

+
1√
s
. (390)

Òîãäà äëÿ âñåé îáëàñòè z > 0 ïîëó÷èì

P (z, s) =
a

2

[
1√
s
e−a|z−z0|

√
s +

1√
s
e−a(z+z0)

√
s

]
+

+
ra2√

s(
√
s− ra)

e−a(z+z0)
√
s. (391)
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Èñïîëüçóÿ òàáëèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà,

1√
s
e−α

√
s → 1√

πt
e−α2/(4t), (392)

1√
s(
√
s− β)

e−α
√
s → e−αβ+β2terfc

(
−β

√
t+ α/(2

√
t)
)
, (393)

ãäå

erfc(u) ≡ 2√
π

∞∫
u

e−x2

dx, (394)

ïîëó÷èì

P (z, n) =
a

2
√
πn

(
e−a2(z−z0)2/(4n) + e−a2(z+z0)2/(4n)

)
+

+ra2e−a2r(z+z0)+a2r2nerfc
(
−ar

√
n+ a(z + z0)/(2

√
n)
)
. (395)

Íà ðèñ. 37 ïîêàçàíà âåðîÿòíîñòü íàéòè êîíåö öåïè â òî÷êå z
(äðóãîé êîíåö öåïè ôèêñèðîâàí â òî÷êå z0 = 2R0) äëÿ ðàç-
ëè÷íîé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ çâåíüåâ öåïè ê ñòåíêå. Íà ðèñ. 38
ïîêàçàíà âåðîÿòíîñòü íàéòè êîíåö öåïè â îáëàñòè z < R0/2
(äðóãîé êîíåö öåïè ôèêñèðîâàí â òî÷êå z0 = 2R0) êàê ôóíê-
öèÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ çâåíüåâ öåïè ê ñòåíêå. Íàáëþäàåòñÿ
ðåçêèé ïåðåõîä ê àäñîðáöèè öåïè íà ñòåíêå ïðè ïðåâûøåíèè
ïàðàìåòðà ñèëû àäñîðáöèè çíà÷åíèÿ r/R0 = 0.017.
Çàäà÷à 6. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ôëîðè ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ

ìåæäó çâåíüÿìè öåïè, îöåíèòü ðàçìåð ïîëèìåðíîé öåïè, çà-
êëþ÷åííîé â

1) öèëèíäðè÷åñêóþ ïîðó äèàìåòðà D, (l ≪ D ≪ lN3/5, l �
ðàçìåð çâåíà, lN3/5 � ðàçìåð öåïè â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè),

2) ùåëü, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè D.
Ðåøåíèå
1) Ïðåäñòàâèì îáúåì, çàíèìàåìûé öåïüþ, êàê ïëîòíî óïà-

êîâàííûé íàáîð øàðîâ (�áëîáîâ�) ðàäèóñà D. Âíóòðè áëîáà
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Ðèñ. 38. Âåðîÿòíîñòü íàéòè êîíåö öåïè â îáëàñòè z < R0/2 êàê ôóíêöèÿ ñèëû
àäñîðáöèè

öåïü íå ÷óâñòâóåò îãðàíè÷åíèé, à ÷èñëî çâåíüåâ â áëîáå n
íàéäåì ìèíèìèçàöèåé èçìåíåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Èçìå-
íåíèå ýíòðîïèè åñòü

∆S = −D
2

nl2
, (396)

ãäå l � ðàçìåð çâåíà. Âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ îò âçàèìî-
äåéñòâèÿ çâåíüåâ åñòü

∆Fin = T
n2v

Vb
= T

n2l3

D3
, (397)

ãäå îöåíèëè ïàðàìåòð èñêëþ÷åííîãî îáúåìà v ∼ l3, à îáúåì,
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çàíèìàåìûé áëîáîì, êàê Vp ∼ D3. Ïîëíîå èçìåíåíèå ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè áëîáà åñòü

∆Fb = T
D2

nl2
+ T

n2l3

D3
, (398)

ìèíèìèçèðóÿ êîòîðîå ïî n

∆F

dn
= −T D2

n2l2
+ T

2na3

D3
= 0, (399)

ïîëó÷èì

n =

(
D

l

)5/3

. (400)

Òîãäà

L =
N

n
D = Na

( a
D

)2/3
≪ Na. (401)

2) Â äàííîì ñëó÷àå öåïü òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîñòàâ-
ëåííîé èç ýôôåêòèâíûõ çâåíüåâ, áëîáîâ, ñ ÷èñëîì g = N/n è
ðàçìåðîì D. Ïîëíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè öåïè áëî-
áîâ â äâóìåðíîì ñëó÷àå åñòü

∆F = T
L2

gD2
+ T

g2D3

DL2
, (402)

ìèíèìèçèðóÿ êîòîðîå ïî L:

∆F

dL
= T

2L

gD2
− T

2g2D2

L3
= 0, (403)

ïîëó÷èì

L = Dg3/4 = aN3/4
( a
D

)1/4
≪ Na. (404)
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Çàäà÷à 7.
Íàéòè ðàäèóñ ãèðàöèè êîëüöåâîé öåïè.
Ðåøåíèå
Âåðîÿòíîñòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó çâåíüÿìè öåïè i è j

áóäåò ðàâíî rij ≡ ri − rj äàåòñÿ, ââèäó íåçàâèñèìîñòè ÷àñòåé
öåïè, ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòåé äëÿ äâóõ êóñêîâ êîëüöå-
âîé öåïè ñ ÷èñëîì çâåíüåâ (j − i) è (N − j + i):

P ring
N (rij) = Pj−i(rij)PN−j+i(rij) = A exp

[
−3(rij)

2

2l2M

]
, (405)

ãäå A � êîíñòàíòà, à

1

M
≡ 1

j − i
+

1

N − j + i
=

N

(N − j + i)(j − i)
. (406)

Òîãäà

⟨(rij)2⟩ =
(N − j + i)(j − i)l2

N
,

⟨s2⟩ring =
1

N2

∫ N

0

dn

∫ n

0

dx

[
l2

N
(N − x)x

]
=

=
l2

N3

∫ N

0

dn

[
Nn2

2
− n3

3

]
=
Nl2

12
, (407)

÷òî â äâà ðàçà ìåíüøå ðàäèóñà ãèðàöèè ðàçîìêíóòîé öåïè.
Çàäà÷à 8. Íàéòè ñòðóêòóðíûé ôàêòîð äëÿ êîãåðåíòíîãî

ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ

S(k) =
1

N

∑
m

∑
n

⟨exp[ik · (rm − rn)]⟩, (408)

ãäå k � èçìåíåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà èçëó÷åíèÿ ïðè ðàññåÿ-
íèè, rm � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà m-ãî çâåíà èäåàëü-
íîé ïåðñèñòåíòíîé (ñòåðæíåïîäîáíîé) ïîëèìåðíîé öåïüþ ñ
÷èñëîì çâåíüåâ N , äëèíîé çâåíà l.
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Ðåøåíèå

S(k) =
1

N

∑
m

∑
n

⟨exp[ik·(rm−rn)]⟩ =
ρ2

N
⟨

L∫
0

dx

L∫
0

dyeik|x−y| cos θ⟩,

(409)
ãäå L = Nl � äëèíà ïîëèìåðà, ρ = N/L � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü
çâåíüåâ, θ � óãîë ìåæäó âîëíîâûì âåêòîðîì è îñüþ ñòåðæ-
íåïîäîáíîãî ïîëèìåðà, ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèå.
Ïîëó÷àåì

S(k) =
N

k2L2

kL∫
0

du

kL∫
0

dv
sin |u− v|
|u− v|

. (410)

Äëÿ kL≪ 1

S(k) ≈ N

(
1− k2L2

36

)
, kL≪ 1, (411)

äëÿ kL ≫ 1 îñíîâíîé âêëàä äàåò îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
|u− v| 6 1, òàê ÷òî

kL∫
0

dv
sin |u− v|
|u− v|

≈
∞∫

−∞

d(u− v)
sin(u− v)

(u− v)
= π, (412)

è çíà÷èò

S(k) ≈ πN

kL
, kL≫ 1. (413)

Çàäà÷à 9. Íàéòè ñòðóêòóðíûé ôàêòîð äëÿ êîãåðåíòíîãî
ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ

S(k) =
1

N

∑
m

∑
n

⟨exp[ik · (rm − rn)]⟩, (414)
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ãäå k � èçìåíåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà èçëó÷åíèÿ ïðè ðàññåÿ-
íèè, rm � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà m-ãî çâåíà äëÿ îä-
íîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N íå ñâÿçàííûõ çâåíüåâ â øàðå ðà-
äèóñà N1/2l, l � äëèíà çâåíà.
Ðåøåíèå
Ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñâÿçàííûõ çâå-

íüåâ ðàâíà

ρ =
N

4πR3/3
. (415)

Óñðåäíÿÿ ïî óãëó ìåæäó âîëíîâûì âåêòîðîì k è êîîðäèíà-
òîé çâåíà r, ïîëó÷àåì

1∫
−1

d cos θeikr cos θ = 2
sin(kr)

kr
. (416)

Èíòåãðèðóÿ ïî êîîðäèíàòå, èìååì

∑
n

⟨exp[ik · rn]⟩ =
4πN

ρ

R∫
0

r sin(kr)dr =

=
3N

R3k3
(sin(kR)− kR cos(kR)). (417)

Îêîí÷àòåëüíî

S(k) =
9N

R6k6
(sin(kR)− kR cos(kR))2. (418)

Çàäà÷à 10. Íàéòè ñòðóêòóðíûé ôàêòîð äëÿ êîãåðåíòíîãî
ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ äâóìÿ ñôåðàìè ìàëîãî ðàäèóñà

S(k) =
1

N

∑
m

∑
n

⟨exp[ik · (r1 − r2)]⟩, (419)

ãäå k � èçìåíåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà èçëó÷åíèÿ ïðè ðàññåÿ-
íèè, r1,2 � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ñôåð, ñîåäèíåííûõ
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èäåàëüíîé ãàóññîâîé ïîëèìåðíîé öåïüþ ñ ÷èñëîì çâåíüåâ N ,
äëèíîé çâåíà l.
Ðåøåíèå
Ïî îïðåäåëåíèþ

S(k) =
1

2

2∑
m=1

2∑
n=1

⟨exp [ik · (r1 − r2)]⟩ = 1 + ⟨exp[ik · (r1 − r2)]⟩.

(420)
Äëÿ óñðåäíåíèÿ èñïîëüçóåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó êîíöàìè èäåàëüíîé öåïè

P (r1 − r2) =

(
3

2πNl2

)3/2

exp

[
−3(r1 − r2)

2

2Nl2

]
. (421)

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì

S(k) = 1 +

∫
d∆r

(
3

2πNl2

)3/2

exp

[
−3(∆r)2

2Nl2
+ ik ·∆r

]
=

= 1 + exp(−Nl2k2/6). (422)

Çàäà÷à 11. Íàéòè ñòðóêòóðíûé ôàêòîð äëÿ êîãåðåíòíîãî
ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ äâóìÿ ñôåðàìè ìàëîãî ðàäèóñà

S(k) =
1

N

∑
m

∑
n

⟨exp[ik · (r1 − r2)]⟩, (423)

ãäå k � èçìåíåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà èçëó÷åíèÿ ïðè ðàññåÿ-
íèè, r1,2 � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ñôåð, ñîåäèíåííûõ
ïåðñèñòåíòíîé (ñòåðæíåïîäîáíîé) ïîëèìåðíîé öåïüþ ñ ÷èñ-
ëîì çâåíüåâ N , äëèíîé çâåíà l.
Ðåøåíèå
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å

S(k) = 1 + ⟨exp[ik · (r1 − r2)]⟩ = 1 +
1

2

1∫
−1

d cos θeikL cos θ =



137

= 1 +
sin(kL)

kL
. (424)

Çàäà÷à 12. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà, îïðåäåëèòü
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå çâåíà ïîëèìåðíîé öåïè çà ìà-
ëîå âðåìÿ.
Ðåøåíèå
Èñïîëüçóåì ïðèâåäåííîå â ëåêöèÿõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàí-

æåâåíà

x(t, i) = y0(t) +
∞∑
p=1

yp(t) cos
πpi

N
, (425)

ãäå êîððåëÿòîð ôóíêöèé yp(t) ðàâåí

⟨yp(t)yq(0)⟩ =
6Tτpδpq
Nξ

e−t/τp , (426)

ãäå

τp =
N2a2ξ

3Tπ2p2
. (427)

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå çâåíà öåïè i ðàâíî

⟨(x(t, i)− x(0, i))2⟩ = ⟨(y0(t)− y0(0))
2+4

∞∑
p=1

⟨(yp(t)− yp(0))
2⟩.

(428)
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êîððåëÿòîðîâ, ïîëó÷èì

⟨(x(t, i)− x(0, i))2⟩ = 6T

Nξ
+
4Na2

π2

∞∑
p=1

1

p2
cos2

πpi

N

(
1− e−p2t/τ1

)
.

(429)
Åñëè t≪ τ1, òî îñíîâíîé âêëàä áóäóò äàâàòü áîëüøèå çíà÷å-
íèÿ p. Òîãäà ìîæíî ñóììó çàìåíèòü èíòåãðàëîì, à cos2 πpi

N
→

1/2. Ïîëó÷èì

⟨(x(t, i)− x(0, i))2⟩ ≈ 4Na2

π2

∞∫
0

dp

2p2

(
1− e−p2t/τ1

)
=

√
12

π

Ta2

ξ
t.

(430)
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Èíòåãðàë
∞∫
0

dx

x2

(
1− e−x2

)
(431)

áåðåòñÿ ïî ÷àñòÿì

∞∫
0

dx

x2

(
1− e−x2

)
= −1

x

(
1− e−x2

)∞
0
+

∞∫
0

dx

x
2xe−x2

=
√
π.

(432)
Òàêèì îáðàçîì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå çâåíüåâ öå-

ïè äëÿ ìàëûõ âðåìåí èçìåíÿåòñÿ êàê
√
t.

Çàäà÷à 13. Îöåíèòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû F , íåîá-
õîäèìîé äëÿ âûòÿãèâàíèÿ ïîëèìåðíîé öåïè ñ ÷èñëîì çâåíüåâ
N è äëèíîé çâåíà l èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ãëóáèíîé −U0.
Ðåøåíèå
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà äëÿ öåïè, ó êîòîðîé îäèí êîíåö

ôèêñèðîâàí â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíöîì, à íà äðóãîé äåé-
ñòâóåò ñèëà F , èìååò âèä

Z =

∫
G(0, R)eFR/TdR. (433)

Â ïðèáëèæåíèè äîìèíèðîâàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëó-
÷èì

Z =

∫
ψ0(0)ψ0(R)e

−E0/T eFR/TdR, (434)

ãäå ôóíêöèÿ ψ0 óäîâëåòâîðÿåò ïîëó÷åííîìó â ëåêöèÿõ óðàâ-
íåíèþ [

− l
2

6

∂2

∂R2
+
U(R)

T

]
ψ0(R) = E0ψ0(R). (435)

Ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðèìåðíî ðàâíî −U0, à
âíå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû

ψ0(R) ∼ e−kR, (436)
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ãäå

k =

√
6U0

l2T
. (437)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ψ0 â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó, ïî-
ëó÷èì, ÷òî îíà áóäåò êîíå÷íîé ëèøü ïðè óñëîâèè√

6U0

l2T
>
F

T
. (438)

Òàêèì îáðàçîì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû ðàâíî

Fc =

√
6U0T

l2
. (439)

Çàäà÷à 14. Îöåíèòü âðåìÿ ïåðåõîäà ïîëèìåðíîé öåïè ñ
÷èñëîì çâåíüåâ N è äëèíîé çâåíà l èç ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè
ðàçìåðà R1 â ñôåðè÷åñêóþ ïîëîñòü ðàçìåðà R2(> R1). Êîýô-
ôèöèåíò äèôôóçèè äëÿ îäíîãî çâåíà öåïè ðàâåí D0.
Ðåøåíèå
Âðåìÿ ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå èç ëåêöèé

Tesc =
1

D

∫ N

1

eFt(n)/Tdn

∫ n

1

e−Ft(n′)/Tdn′, (440)

ãäå âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ Ft äàþò êóñêè ïîëèìåðíîé
öåïè â îäíîé ïîëîñòè ðàäèóñà R1 è ÷èñëîì çâåíüåâ N − n:

F1(n) ≈ T
π2l2(N − n)

6R2
1

, (441)

è äðóãîé ïîëîñòè ðàäèóñà R2 è ÷èñëîì çâåíüåâ n:

F2(n) ≈ T
π2l2n

6R2
2

. (442)

Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò âêëàä ïîëó÷àåòñÿ èç èçìåíåíèÿ ýíòðî-
ïèè öåïè è êà÷åñòâåííî ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ìîæíî ðàçáèòü öåïü âíóòðè ìåìáðàíû íà ÷àñòè ñ ÷èñ-
ëîì çâåíüåâ g, îïðåäåëÿåìûì èç óñëîâèÿ R2 ∼ gl2. Ýòè ÷àñòè
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öåïè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîáîäíûå. Îäíàêî îíè âñå
äîëæíû íàõîäèòüñÿ â îãðàíè÷åííîì îáúåìå, ò. å. ïîòåðè ýí-
òðîïèè íà êàæäûé òàêîé êóñîê öåïè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíû
∼ ln 2, âñåãî èõ (N−n)/g. Òàêèì îáðàçîì, ýíòðîïèÿ öåïè, çà-
êëþ÷åííîé â ìåìáðàíó ðàäèóñà R, óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó
∼ (N−n)l2/R2. Â èòîãå ïîëíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ âñåé öåïè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ft(n) ≈ −T π
2l2n

6

(
1

R2
1

− 1

R2
2

)
+ T

π2l2N

6R2
1

. (443)

Òîãäà âðåìÿ ïåðåõîäà èç ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè ðàäèóñà R1 â
ñôåðè÷åñêóþ ïîëîñòü ðàäèóñà R2 ðàâíî

Tesc ≈
6N2l2

π2D0l2
R2

1R
2
2

R2
2 −R2

1

. (444)

Â íàøåì ïðèáëèæåíèè âèäíî, ÷òî ïðè R2 → R1 âðåìÿ ïåðå-
õîäà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Çàäà÷à 15. Íàéòè ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî-

ëèêîíäåíñàöèè äëÿ ïÿòè ïåðâûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
ðàçìåðàì ïîëèìåðîâ. Ñðàâíèòü ñ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííû-
ìè èç ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ.
Ðåøåíèå
Ïåðåïèøåì ïðèâåäåííîå â ëåêöèè êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå

â âèäå:

dfn
dτ

=
∑
n′

∑
n′′

fn′fn′′δn,n′+n′′ − 2fn
∑
n′

fn′ , (445)

äëÿ ïðèâåäåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fn = C(n)/N0 (N0 �
ïîëíîå ÷èñëî ìîíîìåðîâ) è ïðèâåäåííîãî âðåìåíè τ=KN0t/2.
Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ θ(τ) =

∑
n

fn:

dθ

dτ
= −θ2, (446)
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ðåøåíèåì êîòîðîãî, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ θ(0) = 1
(ñíà÷àëà áûëè òîëüêî ìîíîìåðû), åñòü

θ(τ) =
1

τ + 1
. (447)

Óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä:

df1
dτ

= −2f1θ(τ),

df2
dτ

= f 2
1 − 2f2θ(τ),

df3
dτ

= 2f1f2 − 2f3θ(τ),

df4
dτ

= 2f1f3 + f 2
2 − 2f4θ(τ),

df5
dτ

= 2f1f4 + 2f2f3 − 2f5θ(τ).

(448)

Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ åñòü

f1(τ) =
1

(τ + 1)2
. (449)

Òîãäà âî âòîðîì óðàâíåíèè äëÿ f2 ïåðâûé ÷ëåí âåäåò ñåáÿ
êàê 1/(1 + τ)4, ñëåäîâàòåëüíî èùåì ðåøåíèå â âèäå

f2(τ) =
h2(τ)

(τ + 1)3
, (450)

ïîëó÷àÿ óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ h2(τ)

df2
dτ

=
dh2/dτ

(τ + 1)3
− 3h2

(τ + 1)4
=

1

(τ + 1)4
− 2h2

(τ + 1)4
, (451)

ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò h2 = τ (ó÷ëè íà÷àëüíîå óñëîâèå
f2(0) = 0). Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ïîëó÷èì

fk =
τ k−1

(τ + 1)k+1
, (452)



142 6. Ìàòåðèàëû äëÿ ñåìèíàðîâ

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷àåìûì èç ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè.
Çàäà÷à 16. Íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ôëóêòóàöèè ñòå-

ïåíè ïîëèìåðèçàöèè äëÿ ëèíåéíîãî ïîëèìåðà
Ðåøåíèå
Ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(n, t) óäîáíî íàõîäèòü

ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîé â ëåêöèè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

g(s, t) =
∞∑
n=1

snf(n, t) =
sθ2

1− s(1− θ)
, (453)

ãäå θ = 1/(1+τ), τ = KN0t/2 � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ. Ñðåäíÿÿ
ñòåïåíü ïîëèìåðèçàöèè ðàâíà

n̄ =
dg/ds

g

∣∣∣
s=1

=
1

θ
. (454)

Âòîðîé ìîìåíò íàõîäèì èç

d2g/ds2

g

∣∣∣
s=1

= n̄2 − n̄. (455)

Âû÷èñëÿåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

d2g

ds2

∣∣∣
s=1

=

[
2(1− θ)θ2

(1− s(1− θ))3

]
s=1

=
2(1− θ)

θ
. (456)

Òîãäà îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ñòåïåíè ïîëèìåðèçàöèè ðàâ-
íû

n̄2 − n̄2

n̄2
= 1− θ. (457)

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåí θ → 0 è îòíîñèòåëüíûå
ôëóêòóàöèè ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè ñòàíîâÿòñÿ ñèëüíûìè.
Çàäà÷à 17. Íàéòè ñòåïåíü ïîëèìåðèçàöèè äëÿ ëèíåéíûõ

ïîëèìåðîâ ïðè ó÷åòå âîçìîæíîñòè ðàçðûâà öåïåé.
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Ðåøåíèå
Ó÷òåì òåïåðü âîçìîæíîñòü ðàçðûâà ïîëèìåðíîé öåïè çà

ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì. Â ïðàâîé ÷àñòè êèíåòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (311)

dC(n)

dt
=K

[
1

2

∞∑
n′=1

∞∑
n′′=1

C(n′)C(n′′)δ(n, n′ + n′′)− C(n)
∞∑

n′=1

C(n′)

]
(458)

ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé âêëàä

Kd

[
2

∞∑
n′=n+1

C(n′)− (n− 1)C(n)

]
. (459)

Ïåðâûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ ïîëèìåðîâ ñ äëè-
íîé n ïðè ðàñïàäå ëþáîãî ïîëèìåðà ñ ÷èñëîì çâåíüåâ
n′ > n + 1, ïðè÷åì äâóìÿ ñïîñîáàìè, à âòîðîé � èñ÷åçíî-
âåíèþ ïðè ðàçðûâå ëþáîé èç n − 1 âíóòðåííåé ñâÿçè. Òîãäà
óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïðèíèìàåò âèä

dg(s, t)

dτ
= (g2 − 2θg) + ∆

[
2(sθ − g)

1− s
+ g − s

dg

ds

]
, (460)

ãäå îáîçíà÷åíî ∆ = 2Kd/(KN0) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
g(s, t = 0) = s, θ(t = 0) = 1. Óðàâíåíèå äëÿ θ èìååò âèä

dθ

dτ
= −θ2 +∆(1− θ). (461)

Ïðè t→ ∞ âåëè÷èíà θ ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó

θ0 = −∆

2
+

√(
∆

2

)2

+∆. (462)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ g áóäåò òàêèì æå

g(s, t) =
sθ2

1− s(1− θ)
. (463)
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Ýòè ðåçóëüòàòû îçíà÷àþò, ÷òî ïðè ó÷åòå âîçìîæíîñòè ðàç-
ðûâà öåïåé óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî
ðàçìåðàì öåïåé, îïèñûâàåìîå ôóíêöèåé

g(s, t) =
sθ20

1− s(1− θ0)
. (464)

Ñòåïåíü ïîëèìåðèçàöèè â ðàâíîâåñèè áóäåò

n0 =
1

θ0
. (465)

7. Ïðèëîæåíèå 1. Ïîëèìåðíàÿ öåïü

â ñëó÷àéíîì îêðóæåíèè

Ïîâåäåíèå ïîëèìåðíûõ öåïåé â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ êîíòðî-
ëèðóåò áîëüøîå ÷èñëî ÿâëåíèé, òàêèõ êàê äèôôóçèÿ â ïîðè-
ñòûõ ñðåäàõ, òðàíñïîðò ÷åðåç ìåìáðàíû, âÿçêîóïðóãîñòü ïî-
ëèìåðíûõ ðàñòâîðîâ è ò. ä. Ïîýòîìó ðàñcìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê ïðåäåëüíî óïðîùåííàÿ ìîäåëü ðå-
àëüíûõ ïðîöåññîâ.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèÿ èäåàëüíîé öåïè, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùåé ñî ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûìè ôèêñèðîâàííûìè ïðèìå-
ñÿìè (òàê íàçûâàåìûé çàìîðîæåííûé áåñïîðÿäîê). Â îáúå-
ìå V èìååòñÿ N ïðåïÿòñòâèé è èäåàëüíàÿ öåïü ñ êîíòóðíîé
äëèíîé L. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè. Âûáåðåì îäèí êîíåö â íà÷àëå
êîîðäèíàò, òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà áóäåò èìåòü âèä

x(L)=R∫
x(0)=0

Dx(t) exp

{
−
∫ L

0

3

2l

(
dx(t)

dt

)2

−
N∑
i=1

∫ L

0

dtW [x(t)− ri]

}
,

(466)
ãäå x(t) � âåêòîð ïîëîæåíèÿ òî÷êè öåïè ñ êîíòóðíîé äëèíîé
t îò íà÷àëà öåïè (0 ≤ t ≤ L), l � äëèíà çâåíà öåïè, ri � ïîëî-
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æåíèå i-é ïðèìåñè, W [x(t)− ri] � ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
íîðìèðîâàííûé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ öåïè ñ ïðèìåñüþ.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè äëÿ
êàêîé-òî êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ðàñïîëîæåíèÿ ïðèìåñåé ïî-
ëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåì âîçìîæíûì êîíôèãóðà-
öèÿì (�òðàåêòîðèÿì�) öåïè

R̄2(ri) =

[
x(L)=R∫
x(0)=0

Dx(t) [x(L)− x(0)]2 exp(−S)

]
[

x(L)=R∫
x(0)=0

Dx(t) exp(−S)

] , (467)

ãäå S � ïîêàçàòåëü exp â (466).

Òåïåðü ýòó âåëè÷èíó íàäî óñðåäíèòü ïî ñëó÷àéíîìó ðàñ-
ïîëîæåíèþ ïðèìåñåé. Ìû ìîæåì ðàçáèòü äëèííóþ öåïü íà
áîëüøîå ÷èñëî M ó÷àñòêîâ. Äëÿ êàæäîãî êóñêà (âñå åùå
áîëüøîãî) áóäåò ñâîå ðàñïîëîæåíèå (ðåàëèçàöèÿ) ïðèìåñåé.
Ââèäó íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ìåæäó êîíöàìè ðàçíûõ êóñ-
êîâ öåïè, ⟨RkRl⟩ = 0 è ⟨R2⟩ =

∑M
k=1R

2
k, çäåñü ⟨...⟩ � ñðåäíåå

ïî ðåàëèçàöèÿì ðàñïîëîæåíèÿ ïðèìåñåé, à (...) � ñðåäíåå ïî
êîíôèãóðàöèÿì öåïè äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè ðàñïîëîæåíèÿ
ïðèìåñåé.

Ââåäåì ïëîòíîñòü ïðèìåñåé ρ(r) =
∑N

i=1 δ(r−ri) è ñäåëàåì
åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ïîä÷èíÿåòñÿ ãàóññîâîé ñòàòèñòèêå

P [ρ] = A exp

{
− 1

2ρ0

∫
d3r [ρ(r)− ρ0]

2

}
=

= B exp

{
− 1

2ρ0

∫
d3rρ(r)2

}
,

(468)

ãäå ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ρ0 =
∫
d3rρ(r)/V =N/V ôèêñèðîâàíà.
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Òîãäà

⟨R2⟩ ≡
∫
Dρ(r)R̄2 [ρ]P [ρ]∫
Dρ(r)P [ρ]

. (469)

Îòìåòèì, ÷òî íàäî óñðåäíÿòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðèìåñåé
âñþ äðîáü â (467), à íå îòäåëüíî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü, à
ýòî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ.

Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà óñðåäíåíèé èñ-
ïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûé ðåïëè÷íûé òðþê: âìåñòî òîãî ÷òî-
áû óñðåäíÿòü ïî ðåàëèçàöèÿì ïðèìåñåé ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ
F = −T lnZ, óñðåäíÿþò ñíà÷àëà Zn äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé n, à
çàòåì èñïîëüçóþò ôîðìàëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

lnZ = (dZn/dn)n→0 . (470)

Äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé n ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü n îäèíàêîâûõ
ñèñòåì, �ðåïëèê�, è çàïèñàòü

Zn =
n∏

α=1

∫
Dxα exp

{
−

n∑
α=1

Sα

}
, (471)

ãäå

Sα =

∫ L

0

3

2l

(
dxα(tα)

dtα

)2

+
N∑
i=1

∫ L

0

dtαW [xα(tα)− ri] . (472)

Ñíà÷àëà ïðîâîäèì óñðåäíåíèå Zn ïî ãàóññîâîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ ïðèìåñåé, îò êîòîðîãî çàâèñÿò ëèøü ÷ëåíû, ñîäåðæà-
ùèå ïîòåíöèàë W :

exp

{
−

n∑
α=1

N∑
i=1

∫ L

0

dtαW [xα(tα)− ri]

}
.

Òàê êàê

N∑
i=1

W [xα(tα)− ri] =

∫
d3rW [xα(tα)− r] ρ(r),
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òî⟨
exp

{
−
∑
α

∑
i

∫ L

0

dtαW [xα(tα)− ri]

}⟩
=

=

{∫
D [ρ] exp

{
−
∫
d3rf(r)ρ(r)− 1

2ρ

∫
d3rρ(r)2

}}
×

×
{∫

D [ρ] exp

{
− 1

2ρ

∫
d3rρ(r)2

}}−1

, (473)

ãäå

f(r) =
n∑

α=1

∫ L

0

dtαW [xα(tα)− r] . (474)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ â (473) óäîáíî ïåðåéòè ê ôóðüå-
êîìïîíåíòàì, ðàññìàòðèâàÿ ÿùèê ñ îáúåìîì V è ïåðèîäè÷å-
ñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

f(r) =
1√
V

∑
k

fk exp(ikr), ρ(r) =
1√
V

∑
l

ρl exp(ilr).

Òîãäà∫
d3rf(r)ρ(r)=

1

V

∑
k

∑
l

fkρl

∫
d3r exp(i(k+ l)r) =

∑
k

ρkf−k,

ïîñêîëüêó ∫
d3r exp(i(k+ l)r) = Vδk,−l.

Àíàëîãè÷íî

1

2ρ0

∫
d3rρ(r)2 =

1

2ρ0

∑
k

ρkρ−k.

Òåïåðü â âûðàæåíèè∫
d3r
[
f(r)ρ(r) + ρ(r)2

]
=
∑
k

[
ρkf−k +

1

2ρ0
ρkρ−k

]
(475)
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ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ρk = ρ′k−ρ0f−k, è îíî ïðèìåò
âèä

1

2ρ0

∑
k

ρ′kρ
′
−k −

ρ0
2

∑
k

fkf−k.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (473), ñ ó÷åòîì

D [ρ(r)] →
∏
k

dρk =
∏
k

dρ′k

èìååì ⟨
exp

{
−
∑
α

∑
i

∫ L

0

dtαW [xα(tα)− ri]

}⟩
=

=

∫ ∏
k dρ

′
k exp

[
− 1

2ρ0

∑
k ρ

′
kρ

′
−k

]
exp

[
ρ0
2

∑
k fkf−k

]
∫ ∏

k dρk exp
[
− 1

2ρ0

∑
k ρkρ−k

] =

= exp

{
ρ0
2

∫
d3rf 2(r)

}
. (476)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ f , ïîëó÷èì⟨
exp

{
−
∑
α

∑
i

∫ L

0

dtαW [xα(tα)− ri]

}⟩
=

= exp

{
ρ0
2

n∑
α=1

n∑
β=1

∫ L

0

dtα

∫ L

0

dtβU [xα(tα)− xβ(tβ)]

}
, (477)

ãäå

U [xα(tα)− xβ(tβ)] =

∫
d3rW [xα(tα)− r]W [xβ(tβ)− r] .

(478)
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Ó÷èòûâàÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ çâå-
íüåâ öåïè ñ ïðèìåñÿìè, ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíê-
öèþ U äåëüòà-ôóíêöèåé è ïåðåïèñàòü ñðåäíåå îò ýêñïîíåíòû
â âèäå

exp

{
u
∑
α,β

∫ L

0

dtα

∫ L

0

dtβδ [xα(tα)− xβ(tβ)]

}
, (479)

ãäå u � êîíñòàíòà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ρ0. ×òîáû ïîëó÷èòü ñâî-
áîäíóþ ýíåðãèþ n ðåïëèê, ïîñëå ïðîâåäåííîãî óñðåäíåíèÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ çàìîðîæåííûõ ïðèìåñåé íàì íóæíî åùå ïðî-
èíòåãðèðîâàòü ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì n öåïåé:

exp(−F (n)/T ) =
∫ n∏

α=1

Dxα exp

[
−
∫ L

0

dtα
3

2l

(
dxα(tα)

dtα

)2

+

+ u
∑
α,β

∫ L

0

dtα

∫ L

0

dtβδ [xα(tα)− xβ(tβ)]

]
.

(480)
Ýòîò èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì âñå åùå ñëîæåí äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ, ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå, îñíîâàííîå íà
âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå.

Çàìåòèì, ÷òî âëèÿíèå çàìîðîæåííûõ ïðèìåñåé íà êîíôè-
ãóðàöèþ öåïè ïîñëå ïðîâåäåíèÿ óñðåäíåíèÿ ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ïðèìåñåé ñâåëîñü ê âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó çâåíüÿìè,
ïðèíàäëåæàùèìè êàê îäíîé ðåïëèêå, òàê è ðàçíûì. Çíàê
ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ â (478) íå çàâèñèò
îò çíàêà ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ èñõîäíîé öåïè è
ïðèìåñåé W è ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿæåíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ðàçìåð öåïè â ïîëå ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûõ çàìîðîæåííûõ
ïðèìåñåé áóäåò ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì ñâîáîäíîé
öåïè è ìû ñìîæåì èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííóþ ïðîöåäóðó
ñ ïðîáíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìîé ïîòåíöèà-
ëîì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêæå ïðèâîäèò, êàê ìû óæå âèäåëè,
ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðà öåïè, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷-
íî ïðîñòà, ÷òîáû ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ äî êîíöà. Ïàðàìåòðû
ïîòåíöèàëà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñëåäóåò ïîäáèðàòü
òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ.

Èñïîëüçóÿ ìèíèìàëüíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ðàâíîâå-
ñèè, ìû ìîæåì çàïèñàòü

exp(−F (n)/T ) > exp(−F̃ (n)/T ), (481)

ãäå F̃ ïîëó÷àåòñÿ óñðåäíåíèåì ïî êîíôèãóðàöèÿì öåïè ïî
íåêîòîðîìó ïðîáíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî
ìû âûáðàëè

H0 =
3

2l

n∑
α=1

∫ L

0

dtα

(
dxα(tα)

dtα

)2

+
3q2

2l

n∑
α=1

∫ L

0

dtα (xα(tα))
2 .

(482)
Òîãäà

exp(−F (n)/T ) =
∫ n∏

α=1

Dxα exp (−H0 +X +Q) , (483)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

Q =
3q2

2l

n∑
α=1

∫ L

0

dtα (xα(tα))
2 , (484)

X = u
∑
α,β

∫ L

0

dtα

∫ L

0

dtβδ [xα(tα)− xβ(tβ)] . (485)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü õîðîøî èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì, îò-
ðàæàþùèì ñâîéñòâî âûïóêëîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè,

⟨exp(−y)⟩0 > exp(−⟨y⟩0),



151

ãäå ⟨.....⟩0 îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî íåêîòîðîìó ïðîèçâîëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ. Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ óñðåäíåíèÿ ñ
âåñîì exp(−H0) ñ H0 èç (482), ïîëó÷èì

exp(−F (n)/T ) > exp(−F̃ (n)/T ) =

= exp (⟨X⟩0 + ⟨Q⟩0)
∫ ∏

α

Dxα exp (−H0) .

(486)
Ìèíèìèçèðóÿ F̃ (n) ïî ñâîáîäíîìó ïîäãîíî÷íîìó ïàðàìåòðó
q, ìû íàéäåì íàèëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ èñòèííîé ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè. Òîãäà, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q0, ìè-
íèìèçèðóþùåãî F̃ (n), ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè öåïè ïî ôîð-
ìóëå (353).

Ìû óæå íàøëè ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà â ïðèáëèæåíèè äîìèíèðîâàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ, (109). Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû âûáåðåì íà÷àëî
êîîðäèíàò â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ îäíîãî êîíöà öåïè, òîãäà èç
(110) ïîëó÷èì∫ n∏

α=1

Dxα exp(−H0/T ) = exp(−3Lq/2). (487)

Â òîì æå ïðèáëèæåíèè âû÷èñëèì ⟨Q⟩0 è ⟨X⟩0:

⟨Q⟩0 =
3q2

2l

n∑
α=1

∫ L

0

dtα⟨x2α(tα)⟩0 =
3q2

2l
nL

l

2q
=

3nLq

4
, (488)

⟨X⟩0 = u
∑
α,β

L∫
0

dtα

L∫
0

dtβ

∫
d3k

(2π)3
⟨exp {ik[xα(tα)− xβ(tβ)]}⟩0,

(489)
ãäå ìû èñïîëüçîâàëè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå δ-ôóíêöèè.
Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè ïî ãàóññîâîìó ðàñïðå-
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äåëåíèþ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ⟨exp(iky)⟩0 = exp(−k2

6
⟨y2⟩0),

ñëåäîâàòåëüíî

⟨exp (ik [xα(tα)− xβ(tβ)])⟩0 = exp

(
−k

2

6
⟨[xα(tα)− xβ(tβ)]

2⟩0
)
.

(490)
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû çàäà÷è, (353), äëÿ α ̸= β ïîëó÷èì

⟨exp [ik (xα(tα)− xβ(tβ))]⟩0 = exp

(
−k

2l

3q

)
. (491)

Äëÿ α = β

⟨exp ik [xα(tα)− xβ(tβ)]⟩0 = exp

{
− lk

2

6q
[1− exp (−q|t− t′|)]

}
,

(492)
ãäå tα = t , tβ = t′. Ðàçáèâàÿ ñóììó ïî α, β íà äâå ÷àñòè,
α = β è α ̸= β, ïîëó÷èì

⟨X⟩0 = u

L∫
0

dt

L∫
0

dt′
∫
d3k

(2π)3

[
n exp

{
− lk

2

6q
[1− exp (−q|t− t′|)]

}
+

+ (n2 − n) exp

(
−k

2l

3q

)]
.

(493)
Òîãäà ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð q íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ:

−dF̃ (n)/T
dq

=
d

dq

[
lim
n→0

dZ̃n

dn

]
=

d

dq

(3Lq
4

−

− uL

∫ L

0

ds

∫
d3k

(2π)3
[e−k2l/3q − e−lk2/6q(1− e−q|t−t′|)]

)
= 0.

(494)
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Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

3

4
= u

∫ L

0

ds

∫
d3k

2π3

(
k2l

3q

)(
−e−k2l/3q+

+ e−
lk2

6q
(1−e−q|t−t′|)[(1− e−qs)− qse−qs]

)
= ul3/2q

−1/2
0 I,

(495)

ãäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìû ñäåëàëè èíòå-
ãðàë áåçðàçìåðíûì è ïåðåøëè ê ïðåäåëó qL≫ 1, à èíòåãðàë
I � êîíñòàíòà ïîðÿäêà åäèíèöû. Îêîí÷àòåëüíî

⟨R2⟩ ∝ l

q0
∝ l2

u2
. (496)

Ìû ïîëó÷èëè çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî èäåàëüíàÿ öåïü â îêðóæåíèè ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûõ
íåïîäâèæíûõ ïðèìåñåé ïðèíèìàåò ñêîëëàïñèðîâàííóþ êîí-
ôèãóðàöèþ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöà-
ìè öåïè íå çàâèñèò îò åå äëèíû, à îïðåäåëÿåòñÿ ìåðîé áåñïî-
ðÿäêà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé è óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì áåñ-
ïîðÿäêà (íàïîìíèì, ÷òî u ïðîïîðöèîíàëüíî ìåðå áåñïîðÿä-
êà ρ0). Åñòåñòâåííî, ÷òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà öåïè
ïðèáëèæåíèå èäåàëüíîñòè, ò. å. ïðåíåáðåæåíèå ýôôåêòàìè
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâåíüÿìè öåïè, ñòàíîâèòñÿ íåîáîñíî-
âàííûì.

8. Ïðèëîæåíèå 2. Ôîðìàëèçì ìåòîäà

ðåíîðì-ãðóïïû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ìåòîä ðåíîðìàëèçà-
öèîííîé ãðóïïû áîëåå ôîðìàëüíî, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàòû â áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêàõ ïî ε.

Äëÿ îïèñàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî ïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíîé
öåïè óäîáíî èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíóþ ìîäåëü, â êîòîðîé
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ôóíêöèÿ Ãðèíà çàïèñûâàåòñÿ êàê

G(R, N0) =

x(N0)=R∫
x(0)=0

Dx(s)e
− d

2l

N0∫
0
( dx(s)

ds )
2
ds−w0

2

∫N0
0 ds1

N0∫
0

ds2δ[x(s1)−x(s2)]
.

(497)
Óäîáíî ïåðåïèñàòü ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû, âêëþ÷èâ ìíîæè-
òåëü d/l â x, â âèäå

1

2

∫ N0

0

(
dx(s)

ds

)2

ds+
v0
2

∫ N0

0

ds1

∫ N0

0

ds2δ[x(s1)− x(s2)].

(498)
Åñëè îáîçíà÷èòü ðàçìåðíîñòü êîíòóðíîé äëèíû öåïè [s] = C,
òî èç áåçðàçìåðíîñòè ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû èìååì ñëåäóþ-
ùèå ðàçìåðíîñòè îñíîâíûõ âåëè÷èí:

[N0] = C, [x] = C1/2, [v0] = C−2 · Cd/2 = C−ε/2, (499)

ãäå ε ≡ 4− d.
Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü êîððåêòíî îïèñûâàåò ïîëèìåðíóþ

öåïü íà ìàñøòàáàõ äëèíû L òàêèõ, ÷òî L/l0 ≫ 1. Íàáëþäàå-
ìàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî äëèíà ïîëèìåðà N ìîæåò îòëè÷àòüñÿ
îò ïàðàìåòðàN0 â ìîäåëè (498), íî, åñëè ìû óâåëè÷èâàåì, äî-
ïóñòèì, âäâîå äëèíó N0, ìû äîëæíû òàêæå âäâîå óâåëè÷èòü
è äëèíó ðåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè N , ÷òî ìîæíî çàïèñàòü
êàê

N = Z2N0, (500)

ãäå Z2 � ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà èñêëþ÷åííîãî
îáúåìà è áåçðàçìåðíîé êîìáèíàöèè l0/L.

Ïàðàìåòð èñêëþ÷åííîãî îáúåìà v0 â ìîäåëè (498) îïèñû-
âàåò áèíàðíûå ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ñåãìåíòàìè öåïè. Ðåàëü-
íàÿ öåïü òàêæå óâåëè÷èâàåò ñâîé ðàçìåð ïî ñðàâíåíèþ ñ èäå-
àëüíîé çà ñ÷åò êîîïåðàòèâíûõ ýôôåêòîâ èñêëþ÷åííîãî îáú-
åìà íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà L, ÷òî ìîæíî îïèñàòü óæå ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèì ïàðàìåòðîì èñêëþ÷åííîãî îáúåìà v. Óäîáíî,
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èñïîëüçóÿ (499), ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

u0 = v0L
ε/2, u = vLε/2. (501)

Òîãäà ñâÿçü ìåæäó �ìàêðî-� è �ìèêðî-� ïàðàìåòðàìè îïèñû-
âàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

u = u(u0, l0/L). (502)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà â ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè Gb(R, N0, v0, l0)
ñîäåðæèò òàêèå äåòàëè, êàê ìèíèìàëüíûé ìàñøòàá êîíòóð-
íîé äëèíû l0, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîãî íå äîëæíî âëèÿòü
íà ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå íà ìàñøòàáàõ ≥ L ñ ïîìîùüþ
ìàêðîñêîïè÷åñêîé ôóíêöèè Ãðèíà G(R, N, v, L). Îäíàêî ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå îáå âåëè÷èíû Gb è G äîëæ-
íû äàâàòü îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, è ïîýòî-
ìó äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó

Z(u, l0/L)G(R, N, v, L) = Gb(R, N0, v0, l0). (503)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âåäåò ê âàæíûì ñëåäñòâèÿì. Ïîñêîëüêó Gb

íå çàâèñèò îò ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ìàñøòàáà äëèíû L, ìû èìå-
åì òðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

L
∂

∂L
Gb(R, N0, v0, l0) = 0. (504)

Îäíàêî, èñïîëüçóÿ â ýòîì óðàâíåíèè (502) è (503), ìû ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå ðåíîðì-ãðóïïû (ÐÃ):(
L
∂

∂L
+ L

∂u

∂L

∂

∂u
+ L

∂ lnZ

∂L
− L

∂ lnZ2

∂L
t
∂

∂t

)
G(R, t, u, L) = 0,

(505)
ãäå t ≡ N−1 = Z−1

2 N−1
0 è äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíà ëîãà-

ðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî L.
Ïåðåõîä îò ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó îïè-

ñàíèþ ïîëèìåðíîé öåïè ìîæíî ïðåäñòàâèòü íàãëÿäíî êàê
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ïðîöåäóðó, íàçûâàåìóþ îãðóáëåíèåì Êàäàíîâà, êîãäà íåêî-
òîðîå ÷èñëî ñîñåäíèõ çâåíüåâ öåïè îáúåäèíÿþòñÿ â íîâóþ
ñóáåäèíèöó ñî ñâîèì ðàçìåðîì è ïàðàìåòðîì èñêëþ÷åííîãî
îáúåìà, ò. å. èñêëþ÷àþòñÿ ìåëêèå äåòàëè ìèêðîñêîïè÷åñêîé
ìîäåëè.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû îãðóáëåíèÿ ïðèâåäåííûé áåç-
ðàçìåðíûûé ïàðàìåòð èñêëþ÷åííîãî îáúåìà (èëè êîíñòàíòà
âçàèìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ öåïè) ïåðåñòàåò ìåíÿòüñÿ, ò. å. äî-
ñòèãàåò òàê íàçûâàåìîé íåïîäâèæíîé òî÷êè u∗:[

L
∂u

∂L

]
u=u∗

= 0. (506)

Òîãäà, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

A =

[
L
∂ lnZ

∂L

]
u=u∗

, B =

[
L
∂ lnZ2

∂L

]
u=u∗

, (507)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå(
L
∂

∂L
+ A−Bt

∂

∂t

)
G(R, t, u∗, L) = 0, (508)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

G(R, t, u∗, L) = L−AF
(
R, Lt1/B

)
, (509)

ãäå F � ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ.
Ðàçìåðíîñòü G òàêàÿ æå, êàê äëÿ ãàóññîâîé ôóíêöèè

G0 =

(
1

2πN

)d/2

exp[−x2/2N ],

ò. å. [G0] = C−d/2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû óìåíüøàåì êîí-
òóðíóþ äëèíó â s ðàç, ò. å. t→ ts, òî

G(t,R, u, L) = s−d/2G(st, s−1/2R, u, s−1L). (510)
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Òîãäà, êîìáèíèðóÿ ñ ðåøåíèåì ÐÃ óðàâíåíèÿ äëÿ u → u∗,
èìååì

G(t,R, u∗, L) = s−d/2(s−1L)−AF [s−1/2R, s−1L(st)1/B]. (511)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåëè÷èíó s òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî

s−1L(st)1/B = 1. (512)

Òîãäà

G(N,R, u∗, L) = L
Bd/2−A

1−B N
A−d/2
1−B F

[
R

N1/2(1−B)LB/2(1−B)

]
,

(513)
ãäå ìû ïåðåøëè îáðàòíî ê ïåðåìåííîé N = 1/t.

Òåïåðü âûðàçèì êîíñòàíòû A è B ÷åðåç ïîêàçàòåëü ν,
îïèñûâàþùèé çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó êîíöàìè öåïè ⟨R2⟩ îò êîíòóðíîé äëèíû öåïè N ,
⟨R2⟩ ∝ N2ν , è γ, õàðàêòåðèçóþùèé çàâèñèìîñòü ïîëíîãî ÷èñ-
ëà êîíôèãóðàöèé ZN öåïè, ïîìåùåííîé íà ðåøåòêó, îò åå
êîíòóðíîé äëèíû N , ZN ∝ Nγ−1µN . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãàóñ-
ñîâîé öåïè γ = 1, à µ = z0 � êîîðäèíàöèîííîìó ÷èñëó (÷èñëî
áëèæàéøèõ ñîñåäåé) ðåøåòêè. Ïîýòîìó îòëè÷èå γ îò 1 ñâÿçà-
íî êàê ðàç ñ ïðèñóòñòâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâåíüÿìè
öåïè. Ïîñêîëüêó, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ⟨R2⟩ è (513),

⟨R2⟩ =
∫
dRR2G(t,R, u∗, L)∫
dRG(t,R, u∗, L)

∝ N1/(1−B) ∝ N2ν , (514)

òî

B =
2ν − 1

2ν
≡
[
L
∂ lnZ2

∂L

]
u=u∗

, (515)

à

ZN ∝ Nγ−1µN ∝
∫
dRG(t,R, u∗, L) ∝ Ndν−2ν(d/2−A) ∝ Nγ−1

(516)
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òî

A =
γ − 1

2ν
=

[
L
∂ lnZ

∂L

]
u=u∗

. (517)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìûé ñêåéëèíãîâûé
çàêîí

G(N,R, u∗) = Nγ−νd−1F (R/Nν). (518)

Òåïåðü ïðèñòóïàåì ê âû÷èñëåíèþ êîíñòàíò A è B, ò. å. ïî-
êàçàòåëåé γ è ν. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî íàéòè ôóíêöèè Z,Z2, u,
÷òî ìîæíî ñäåëàòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Êàê ìû âèäåëè,
ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ â òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíà uN ε/2, ïîýòîìó, ÷òîáû ýòîò ïàðàìåòð áûë ìàë ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N , èìååò ñìûñë ðàáîòàòü â ïðîñòðàíñòâå
ñ íåöåëîé ðàçìåðíîñòüþ âáëèçè d = 4(ε = 0), ðàçëîæèòü ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε è ïðîäîëæèòü
ê d = 3, ò. å. ïîëîæèòü ε = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàäåÿòü-
ñÿ íà êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîêàçàòåëåé
γ è ν. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïîñîá äàåò è êîëè÷åñòâåííî
ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðè ïåðåõîäå ê íåïðåðûâíîé ìîäåëè öåïè ó íàñ ïîÿâëÿ-
þòñÿ ðàñõîäèìîñòè, ñâÿçàííûå ñ âçàèìîäåéñòâèåì ýëåìåíòîâ
öåïè, êîíòóðíîå ðàññòîÿíèå τ ìåæäó êîòîðûìè ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ðàñõîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ èñêóññòâåí-
íûìè. Ïîñêîëüêó íàì íóæíî ïîëó÷èòü êîíå÷íîå âûðàæåíèå
äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(N,R, u, L), âåëè÷èíû Z,Z2, u îïðåäå-
ëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû ïîãëîòèòü âñå âîçíèêàþùèå ðàñõîäèìîñòè
â òåîðèè âîçìóùåíèé â êàæäîì ïîðÿäêå ïî u.

Îïðåäåëèì â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî u

Z = 1 + Â+O(u2), Z2 = 1 + B̂ +O(u2). (519)

Ðàçëîæèì Gb(N0,R, v0) (ãäå â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå l0 = 0)
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â ðÿä ïî v0 äî ïåðâîãî ïîðÿäêà

Gb(N0,R, v0) = G0(N0,R)−

−v0

N0∫
0

dτ

τ∫
0

dτ ′
∫
drG0(N0−τ,R−r)G0(τ−τ ′, 0)G0(τ

′, r)+O(v20),

(520)

ãäå ãàóññîâà ôóíêöèÿ

G0(N0,R) = (2πN0)
−d/2 exp

(
−R2/2N0

)
. (521)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî r âòîðîé ÷ëåí ïðèîáðåòàåò âèä

−v0
∫ N0

0

dτ

∫ τ

0

dτ ′G0(N0 − (τ − τ ′),R)G0(τ − τ ′, 0). (522)

Ïîëàãàÿ x ≡ τ − τ ′, èìååì

Gb(N0,R, v0) = G0(N0,R)− u0L
−ε/2I, (523)

ãäå u0 = v0L
ε/2 è

I =

∫ N0

0

dx(N0 − x)G0(R, N0 − x)G0(x, 0). (524)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ y ≡ x/(N0 − x), α ≡ R2/2N0, ïîëó÷àåì

I = (2π)−dN2−d
0 e−αG(α), (525)

ãäå

G(α) =

∫ ∞

0

dy(1 + y)−εyε/2−2e−αy. (526)

Äëÿ d = 3(ε = 1) èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå,
÷òî ñâÿçàíî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñ ïåðåõîäîì ê íåïðåðûâ-
íîé ìîäåëè öåïè. Îäèí èç ñïîñîáîâ óñòðàíåíèÿ ýòîé ðàñõî-
äèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ âî âçÿòèè ýòîãî èíòåãðàëà îäèí ðàç ïî
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÷àñòÿì äëÿ d < 2 (â ýòîì ñëó÷àå ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ÷àñòü
çàíóëÿåòñÿ) è àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè îñòàâøåãîñÿ èí-
òåãðàëà íà d > 2. Èòàê,

G(α) =
2

2− ε

[
(1 + y)1−εyε/2−1e−αy

]∞
0
+

+(1− ε)J(ε, α)− αK(ε, α), (527)

ãäå

J(ε, α) =

∫ ∞

0

(1 + y)−εyε/2−1e−αydy,

K(ε, α) =

∫ ∞

0

(1 + y)1−εyε/2−1e−αydy.

Ðàçëîæåíèå G(α) ïî ε èìååò âèä:

G(α) =
2

ε
(1− α) +O(ε0) +O(ε1).

Âûäåëèì â âûðàæåíèè äëÿ I ãàóññîâó ôóíêöèþ

G0(N0,R) = (1/2πN0)
d/2 exp(−R2/2N0),

òîãäà

I=

(
1

2πN0

)d/2
N

2−d/2
0

(2π)d/2
e−R2/2N0G(α)=G0(N0,R)

N
ε/2
0

(2π)2−ε/2
G(α).

Àíàëîãè÷íî âûðàçèì G0(N0,R) ÷åðåç G0(N,R):

G0(N0,R) = (1/2πN0)
d/2 exp(−R2/2N0) =

=

[
1 + B̂u

2πN

]d/2
e−R2(1+B̂u)/2N ≈

≈ G0(N,R)

[
1− B̂u

(
ε− 4

2
+ α̃

)]
,

(528)
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ãäå α̃ ≡ R2/2N .
Èòàê, èìååì

G(N,R) = (1− Âu)G0(N,R)×

×
[
1− B̂u

(
ε− 4

2
+ α̃

)
− uL−ε/2 N ε/2

(2π)2−ε/2
G(α̃)

]
, (529)

ãäå â ïîñëåäíåì ÷ëåíå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìû ñäåëàëè çà-
ìåíó â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî u: u0 → u, N0 → N , α̃ → α.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ G(α) èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè ε → 0,
ìû äîëæíû îïðåäåëèòü âåëè÷èíû A,B òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ïîëó÷èòü êîíå÷íîå çíà÷åíèå G(N,R) â ðàññìàòðèâàåìîì
ïåðâîì ïîðÿäêå ïî u, ò. å. èç óñëîâèÿ

Â− 2B̂ + α̃B̂ +
1

(2π)2
2

ε
(1− α̃) = 0 (530)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé α̃. Òîãäà ïîëó÷àåì

Â = B̂ =
1

2π2ε
. (531)

Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðà-
ìè u è u0. Ýòî óäîáíåå ñäåëàòü â íåïðåðûâíîé ìîäåëè öå-
ïè, ââîäÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ âîçíèêàþùèõ ðàñõîäèìîñòåé ìè-
íèìàëüíîå êîíòóðíîå ðàññòîÿíèå Λ è âû÷èñëÿÿ èçìåíåíèå
êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ v0 ïðè îáúåäèíåíèè ñîñåäíèõ çâå-
íüåâ â �ñóáçâåíî� ìàñøòàáà Λs ñ ïîñëåäóþùèì èçìåíåíèåì
ìàñøòàáà �ñóáçâåíà� äî ïåðâîíà÷àëüíîãî. Äèàãðàììû, êîòî-
ðûå äàþò âêëàä â èçìåíåíèå v ïðèâåäåíû íà ðèñ. 39.

Òîãäà äëÿ íîâîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

v = v0 − 4v20

∫ sΛ

Λ

dt1

∫ sΛ

Λ

dt2

∫
G0(ρ, t1)G0(ρ, t2)d

dρ, (532)

ãäå

G0(ρ, t) =

(
1

2πt

)d/2

e−ρ2/2t, |t1 − t2| ≥ Λ.
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s
sr2

r1
s s

r1+ρ

+

s
sr2

r1

s sr2+ρ

+

s
sr2

r1
s
sr2+ρ

r1+ρ

+

s
r1

sr2

s
r1+ρ

sr2+ρ

Ðèñ. 39. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ïàðàìåòðà
âçàèìîäåéñòâèÿ v. Cïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ó÷àñòêàì îäíîé
öåïè, ìåæäó êîòîðûìè åñòü âçàèìîäåéñòâèå, èçîáðàæàåìîå ïóíêòèðíîé ëè-
íèåé. Â êàæäîì èç ó÷àñòêîâ öåïè ó÷èòûâàþòñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâå-
íüÿìè, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà â èíòåðâàëå êîíòóðíîãî ðàññòîÿíèÿ (Λ, sΛ),
ãäå s � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå ÷èñëî. Ýòèì êîíòóðíûì ðàññòîÿíè-
ÿì ñîîòâåòñòâóþò ïîêàçàííûå íà äèàãðàììàõ ïðîñòðàíñòâåííûå ïîëîæåíèÿ
çâåíüåâ r1,2, r1,2 + ρ

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ãàóññîâûõ ôóíêöèé Ãðèíà∫
G0(ρ, t1)G0(ρ, t2)d

dρ =

(
1

2π

)d(
1

t1t2

)d/2(
2πt1t2
t1 + t2

)d/2

=

=

(
1

2π

)d/2(
1

t1 + t2

)d/2

,

(533)
ïîëó÷èì

v = v0 −
4v20
(2π)2

∫ sΛ

Λ

dt1

∫ sΛ

Λ

dt2
(t1 + t2)2

≈

≈ v0 −
v20
π2

∫ sΛ

Λ

dt1
1

t1 + Λ
=

= v0 −
v20
π2

ln
Λs+ Λ

2Λ
≈ v0 −

v20
π2

ln s,

(534)

ãäå ìû âûáðàëè s≫ 1.
Òåïåðü, ÷òîáû âîññòàíîâèòü èñõîäíûé âèä ÷ëåíà, îïèñû-

âàþùåãî âçàèìîäåéñòâèå, íåîáõîäèìî óìåíüøèòü êîíòóðíóþ



163

äëèíó öåïè â s ðàç, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòàðîå çíà÷åíèå ìèíè-
ìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ Λ. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ìàñøòàáà,
êàê ìû óæå âèäåëè, ïàðàìåòð âçàèìîäåéñòâèÿ v0 ïðåîáðàçó-
åòñÿ êàê v0 → v0s

ε/2. Òîãäà

v′ = v0s
ε/2

(
1− v0s

ε/2

π2
ln s

)
= v0

(
1− ε

2
ln s− v0

π2
ln s
)
.

(535)
Ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïî-
ëó÷èì íåïîäâèæíóþ òî÷êó

v∗0 =
π2ε

2
.

Òåïåðü íàéäåì çíà÷åíèÿ ν è γ èç óðàâíåíèé

2ν − 1

2ν
= B =

[
L
∂ lnZ2

∂L

]
u=u∗

=

=

[
L
∂ ln(1 + B̂u)

∂L

]
u=u∗

≈ B̂

[
L
∂u

∂L

]
u=u∗

≈ B̂
ε

2
u∗0,

ïîñêîëüêó u0 = v0L
ε/2. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå

âûðàæåíèÿ äëÿ B̂ è v∗0, èìååì

1− 1

2ν
=

1

2π2ε

ε

2

επ2

2
Lε ≈ ε

8
,

îòêóäà

ν =
1

2
+

ε

16
.

Àíàëîãè÷íî

γ − 1

2ν
=

[
L
∂ lnZ

∂L

]
u=u∗

≈ Â

[
L
∂u

∂L

]
u=u∗

≈ ε

8
,

è òîãäà

γ = 1 + ν
ε

4
= 1 +

ε

8
.
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9. Ïðèëîæåíèå 3. Ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ

ðåàëüíîé öåïüþ

Íàéäåì ñòðóêòóðíûé ôàêòîð ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó çâåíüÿìè öåïè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåíîðì-ãðóïïû. Ñ
ýòîé öåëüþ ìû ïåðåéäåì ê íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïîëèìåðíîé
öåïè, â êîòîðîé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

S(k, N0, v0, l0) =
1

N

∫ N0

0

dt

∫ N0

0

dt′⟨exp [ik (r(t)− r(t′))]⟩,

(536)
è íàéäåì äëÿ íåãî óðàâíåíèå ðåíîðì-ãðóïïû. Ñíîâà ïðîâî-
äÿ ïðîöåäóðó îãðóáëåíèÿ Êàäàíîâà, êîãäà íåêîòîðîå ÷èñëî
ñîñåäíèõ çâåíüåâ öåïè îáúåäèíÿþòñÿ â íîâóþ ñóáåäèíèöó ñî
ñâîèì ðàçìåðîì è ïàðàìåòðîì èñêëþ÷åííîãî îáúåìà. Â èòî-
ãå ìû ïîëó÷àåì ñâÿçü ìèêðî- è ìàêðîîïèñàíèÿ ïîëèìåðíîé
öåïè:

N = Z2N0, (537)

S(k, N, u, l) = Z−1
s SB(k, N0, u0, l0). (538)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî ââèäó òîãî, ÷òî S è SB

ïðîïîðöèîíàëüíû èçìåðåííîìó ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ èçëó÷å-
íèÿ (ñâåòà, íåéòðîíîâ è ò. ä.), èçìåíÿÿ äëèíó âîëíû êîòîðî-
ãî ìû ìîæåì ïåðåõîäèòü îò äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ êîíôèãó-
ðàöèè öåïè íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà l0 ê îãðóáëåííîé êàðòèíå
íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ l.

Èñïîëüçóÿ êàê ðàíüøå íåçàâèñèìîñòü SB îò ìàñøòàáà l,
ïîëó÷àåì ÐÃ-óðàâíåíèå(

l
∂

∂l
+ l

∂u

∂l

∂

∂u
+ l

∂ lnZs

∂l
+ l

∂ lnZ2

∂l
N

∂

∂N

)
S(k, N, u, l) = 0.

(539)
Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàíèÿ îãðóáëåííîãî îïèñà-
íèÿ öåïè, â êîòîðîé ∂u/∂l → 0, áûëà íàéäåíà ðàâíîé
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u→ u∗ = π2ε/2. Òîãäà ÐÃ-óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ(
l
∂

∂l
+ C +BN

∂

∂N

)
S(k, N, u, l) = 0, (540)

ãäå

C ≡
(
l
∂ lnZs

∂l

)
u=u∗

, B ≡
(
l
∂ lnZ2

∂l

)
u=u∗

. (541)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (540) èìååò âèä

S(k, N, l) = l−CF
(
k, l N−1/B

)
. (542)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà

l → l/s, N → N/s, k → s1/2k, (543)

ñ ó÷åòîì ðàçìåðíîñòè ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà [SB] = [N0],
èìååì

S(k, N, l) = s1+CF
(
ks1/2, l s−1N−1/B s1/B

)
. (544)

Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð s óñëîâèåì

l N−1/B s
1/B−1
0 = 1 → s0 =

(
l−1 N1/B

)B/(1−B)
,

ïîëó÷èì, âêëþ÷àÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà l â ôóíêöèþ F ,

S(k, N) = N (1+C)/(1−B)F
(
kN1/2(1−B)

)
. (545)

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü êîíñòàíòó C, ïîñêîëüêó B ìû íàøëè
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñòðóêòóðíûé
ôàêòîð S(k, N) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ v.

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé k ñòðóêòóðíûé ôàêòîð ðàâåí

S(k,N)/S(k = 0, N) = 1− k2⟨R2⟩/d,



166 10. Ïðèëîæåíèå 4. Àíàëîãèÿ ïîëèìåð � ìàãíåòèê

ãäå ðàäèóñ ãèðàöèè ⟨R2⟩ ðåàëüíîé ïîëèìåðíîé öåïè

⟨R2⟩ = Nd

6

(
2πN

L

)ε/8(
1− 13ε

96

)
.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ óãëîâ ðàññåÿíèÿ ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ
ñâîäèòñÿ â îñíîâíîì ê çàìåíå â ôàêòîðå ðàññåÿíèÿ âåëè÷èíû
R2

0 ∼ N íà çíà÷åíèå R2 ∼ N2ν ≈ N1+ε/8 � ïîëó÷åííûé ðàíåå
ðåçóëüòàò.

10. Ïðèëîæåíèå 4. Àíàëîãèÿ ïîëèìåð �

ìàãíåòèê

Ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì ïî-
ëèìåðîé öåïè è ìàãíåòèêàìè âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Òàê
æå, êàê êðóïíîìàñøòàáíûå ñâîéñòâà ïîëèìåðíûõ öåïåé íå
çàâèñÿò îò äåòàëåé èõ õèìè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ, ìàãíèòíûå ñâîé-
ñòâà âåùåñòâà âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïåðåõîäà ïàðàìàã-
íåòèê � ôåððîìàãíåòèê íå÷óâñòâèòåëüíû ê äåòàëÿì âçàèìî-
äåéñòâèÿ íà êîðîòêèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìå-
ðÿåìûå âåëè÷èíû òåïëîåìêîñòè C, íàìàãíè÷åííîñòè M , âîñ-
ïðèèì÷èâîñòè χ è êîððåëÿöèîííîé äëèíû ξ âáëèçè êðèòè÷å-
ñêîé òî÷êè çàâèñÿò ñòåïåííûì îáðàçîì îò ïðèâåäåííîé òåì-
ïåðàòóðû ñ óíèâåðñàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè α, β, γ, ν:

C ∝ |t|−α, M ∝ |t|β, χ ∝ |t|−γ, ξ ∝ |t|−ν , (546)

ãäå t = (T − Tc)/Tc � ïðèâåäåííàÿ òåìïåðàòóðà.

10.1. Êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå n-âåêòîðíîé ìîäåëè
ìàãíåòèêà

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàãíåòèêîâ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ìîäåëü-
íûå ãàìèëüòîíèàíû. Ïðè ýòîì ââèäó óíèâåðñàëüíîñòè ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàãíåòèêà âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè
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â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìîæíî âçÿòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, ëèøü
êà÷åñòâåííî îïèñûâàþùèé ðåàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
ñïèíàìè. Ìû ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ n-âåêòîðíóþ ìî-
äåëü ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = −
∑
k,l;α

JklS
α
k S

α
l , (547)

ãäå Sα
k åñòü n-êîìïîíåíòíûé (α = 1, ..., n) êëàññè÷åñêèé âåê-

òîð, ïîìåùåííûé íà óçåë k ðåøåòêè è îãðàíè÷åííûé óñëîâè-
åì ∑

α

(Sα
k )

2 = n. (548)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñâîéñòâà ñèñòåìû, îïèñûâàå-
ìîé ýòèì ãàìèëüòîíèàíîì, íàì íóæíî âû÷èñëèòü ñòàòñóììó

Z =

∫
exp [−H/T ]

∏
k

dΩk, (549)

ãäå
∫
(...)dΩk îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì âîçìîæíûì

íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà S⃗k.
Óäîáíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

g = ⟨exp(⃗t · S⃗)⟩0, (550)

ãäå ⟨(...)⟩0 ≡
∫
(...)dΩ. Íàéäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëå-

òâîðÿåò ôóíêöèÿ g. C îäíîé ñòîðîíû ìû èìååì

n∑
α=1

d2g

dt2α
=

n∑
α=1

⟨ d
2

dt2α
exp(⃗t · S⃗)⟩0 =

n∑
α=1

⟨(Sα)2 exp(⃗t · S⃗)⟩0 = n g.

(551)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû

dg

dtα
=
dg

dt

dt

dtα
=
dg

dt

tα
t
;
d2g

dt2α
=

1

t

dg

dt
− t2α
t3
dg

dt
+
t2α
t2
d2g

dt2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
α=1

d2g

dt2α
=
d2g

dt2
+
n− 1

dt

dg

dt
.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè

d2g

dt2
+
n− 1

t

dg

dt
= ng, (552)

ðåøåíèå êîòîðîãî â ïðåäåëå n→ 0, íà ïåðâûé âçãëÿä àáñóðä-
íîì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
g(0) = 1, (dg/dt)(t = 0) = 0 èìååò âèä

g = 1 + t2/2. (553)

Òåïåðü ëåãêî âû÷èñëèòü ëþáûå ñðåäíèå âåëè÷èíû, íàïðèìåð

⟨Sα⟩0 =
dg

dtα

∣∣∣∣
t=0

= 0, ⟨SαSβ⟩0 =
d

dtα

d

dtβ
g

∣∣∣∣
t=0

= δαβ, (554)

à âñå âûñøèå êîððåëÿòîðû îáðàùàþòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ g êâàäðàòè÷íà ïî t. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ñòàò-
ñóììû Z ìîæíî ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â ðÿä, îãðàíè÷èâàÿñü
ëèøü êâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè

Z =
⟨
exp [−H/T ]

⟩
0
=

⟨∏
k>l

[
1 +

1

T

∑
α

JklS
α
k S

α
l +

+
1

2

(
1

T

∑
α

JklS
α
k S

α
l

)2 ]⟩
0

. (555)

Åñëè ðàññìîòðåòü âçàèìîäåéñòâèå Jkl òîëüêî ìåæäó áëèæàé-
øèìè ñîñåäÿìè, òî ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ñóììó ïî âñåì çàìêíóòûì ñàìîíåïåðåñåêàþùèìñÿ òðàåê-
òîðèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ñðåäíåå ⟨(...)⟩0 áûëî îòëè÷íî
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îò íóëÿ, â êàæäîì óçëå äîëæíî áûòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñïè-
íîâûõ ïåðåìåííûõ, à ñàìîíåïåðåñåêàåìîñòü òðàåêòîðèè îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì ⟨S4⟩0 ââèäó êâàäðàòè÷íîñòè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè g ïî t. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåâ
íåôèçè÷åñêèé ïðåäåë n → 0 äëÿ n-âåêòîðíîé ìîäåëè ìàã-
íåòèêà, ìû ïîëó÷èëè äðóãîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ïîëèìåðíîé
öåïè, êîòîðóþ (äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíîãî êîðîòêîäåéñòâóþùåãî
îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó çâåíüÿìè) åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü êàê
ñàìîíåïåðåñåêàþùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå.

Â ïðåäåëå n→ 0 äëÿ ñòàòñóììû ïîëó÷àåòñÿ òðèâèàëüíûé
ðåçóëüòàò Z = 1. Â ñàìîì äåëå, êàæäàÿ çàìêíóòàÿ òðàåê-
òîðèÿ äëèíîé N äàåò âêëàä n(J/T )N , ãäå ìíîæèòåëü n âîç-
íèêàåò èç-çà ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì âîçìîæíûì êîìïîíåíòàì
ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî, åñëè ðàññìîòðåòü êîððåëÿöè-
îííóþ ôóíêöèþ

⟨Sα
k S

β
l ⟩0 =

⟨
Sα
k S

β
l exp [−H/T ]

⟩
0⟨

exp [−H/T ]
⟩
0

, (556)

òî ïîëó÷èì ñîâñåì íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

⟨Sα
k S

β
l ⟩0 =

∑
N

NN(k, l)

(
J

T

)N

, (557)

ãäå NN(k, l) � ÷èñëî ñàìîíåïåðåñåêàþùèõñÿ òðàåêòîðèé äëè-
íûN , ñâÿçûâàþùèõ óçëû ðåøåòêè k è l. Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü
íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì êîìïîíåíòàì ñïèíà è ìíîæèòåëü
n íå ïîÿâëÿåòñÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ õîðîøî èçâåñòíîé ñâÿçüþ ïàðíîé êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè è ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ

χ =
1

T 2

∑
l

⟨Sα
k S

β
l ⟩0. (558)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó ïîëó÷åííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ
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ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, èìååì

χ =
1

T 2

∑
l

∑
N

NN(k, l)

(
J

T

)N

. (559)

Àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ñàìîíåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ òðàåêòîðèé äëèíû N èìååò âèä∑

l

NN(k, l) = (z̃)NNγ−1, (560)

ãäå z̃ � ýôôåêòèâíîå êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî ðåøåòêè (ìåíü-
øåå ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé äàííîãî óçëà äëÿ ñàìîèçáåãà-
þùèõ òðàåêòîðèé). Òîãäà ïîëó÷èì

χ =
1

T 2

∑
N

(
Jz̃

T

)N

Nγ−1. (561)

Âèäíî, ÷òî ïðè T → Tc ≡ Jz̃ ñóììà áóäåò ðàñõîäèòñÿ â òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N → ∞, êàê è ïîëîæåíî äëÿ ìàã-
íèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè. Ïóñòü T = Tc(1 + t) ≈ Tc exp(t).
Òîãäà

χ =
1

T 2

∑
N

exp(−tN)Nγ−1 ≈
∫ ∞

0

dN exp(−tN)Nγ−1 ∼ t−γ.

(562)
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëü γ, íàéäåííûé íàìè äëÿ ïîëèìåð-
íîé çàäà÷è è îïðåäåëÿþùèé ïîëíîå ÷èñëî ñàìîíåïåðåñåêà-
þùèõñÿ òðàåêòîðèé, ñîâïàäàåò ñ îäíîèìåííûì êðèòè÷åñêèì
ïîêàçàòåëåì ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè â n-âåêòîðíîé ìî-
äåëè â ïðåäåëå n → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
âñå ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè â ïîëè-
ìåðíûõ çàäà÷àõ ïðîñòî âîñïîëüçîâàâøèñü õîðîøî èçâåñòíû-
ìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ìàãíèòíûõ êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé,
ïîëàãàÿ äëÿ íèõ n = 0.
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Äëÿ çàìêíóòîñòè èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì âû÷èñëåíèå êðèòè-
÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ ìàãåíåòèêîâ ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ãèíç-
áóðãà � Ëàíäàó

H =

∫
ddr

[
1

2
(∇ϕ)2 + Eϕ2 +

(
ϕ2
)2]

(563)

ìåòîäîì ðåíîðì-ãðóïïû. Íàïîìíèì, ÷òî èäåÿ ìåòîäà ðåíîðì-
ãðóïïû ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè èíâàðèàíòíîñòè îïèñàíèÿ
êðóïíîìàñøòàáíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ îãðóáëåí-
íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ïîëó÷àåìûõ èç èñõîäíîãî èíòåãðèðî-
âàíèåì ïî êîðîòêîâîëíîâûì ïåðåìåííûì ñ ïîñëåäóþùèì èç-
ìåíåíèåì ìàñøòàáà. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè âèä ãà-
ìèëüòîíèàíà ñîõðàíÿåòñÿ (â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè), è
ëèøü íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì èçìåíÿþòñÿ åãî ïàðàìåòðû
(E, v) → (E ′, v′), à êðèòè÷åñêîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðàçëîæèì ïîëå ϕi â ðÿä Ôóðüå, ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó â
ÿùèêå îáúåìà V c ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ϕi(r) = V −1/2
∑
k

ϕi,ke
ikr,

ãäå îáëàñòü çíà÷åíèé |k| îãðàíè÷åíà èíòåðâàëîì (0, k0), à çà-

òåì ðàçîáúåì ïîëå ϕ íà äâå ÷àñòè, êîðîòêîâîëíîâóþ ϕ̃, ñîäåð-
æàùóþ òîëüêî ôóðüå-êîìïîíåíòû ñ |k| ∈ (λk0, k0), è äëèííî-
âîëíîâóþ ϕ′ ñ |k| ∈ (0, λk0), ãäå λ � ïîêà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî,
ìåíüøåå åäèíèöû. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

H = H[ϕ′] +H[ϕ′, ϕ̃] +H[ϕ̃] (564)

è ïðîèíòåãðèðîâàòü â ñòàòñóììå ïî �áûñòðûì� ïåðåìåííûì
ϕ̃, ñîäåðæàùèì |k| ∈ (λk0, k0)

Z =

∫ ∏
i,k

dϕi,k exp(−H) =



172 10. Ïðèëîæåíèå 4. Àíàëîãèÿ ïîëèìåð � ìàãíåòèê

=

∫ ∏
i,k

dϕ′
i,k exp(−H[ϕ′])

∫ ∏
i,k

dϕ̃i,k exp(−H[ϕ′, ϕ̃]−H[ϕ̃]).

(565)

Èç ãàìèëüòîíèàíà H[ϕ̃] + H[ϕ̃, ϕ′] âûäåëèì ÷àñòü, ñîäåðæà-
ùóþ ãðàäèåíòíûé ÷ëåí, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç H0:

H0 =

∫
ddr

1

2
(∇ϕ̃)2 = 1

2

∑
i

∑
k

k2ϕ̃k,iϕ̃−k,i. (566)

Îñòàâøóþñÿ ïîñëå âûäåëåíèÿ H0 ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà îáî-
çíà÷èìW , è ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ϕ̃k ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó
äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W :∫ ∏

i,k

dϕ̃i,k exp(−H[ϕ′, ϕ̃]−H[ϕ̃]) =

∫ ∏
i,k

dϕ̃i,k exp(−H0−W ) ≈

∫ ∏
i,k

dϕ̃i,k exp(−H0)

(
1−W +

1

2
W 2

)
= 1−⟨W ⟩0+

1

2
⟨W 2⟩0 ≈

≈ exp

[
−⟨W ⟩0 +

1

2
(⟨W 2⟩0 − ⟨W ⟩20)

]
, (567)

ãäå ⟨...⟩0 îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî ϕ̃k ñ âåñîì exp(−H0).
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîðîòêîâîëíîâûì
ôëóêòóàöèÿì ïîëÿ ϕ̃ ìû ïîëó÷àåì íîâûé ãàìèëüòîíèàí, ñî-
äåðæàùèé òîëüêî äëèííîâîëíîâûå êîìïîíåíòû:

H ′[ϕ′] = H[ϕ′] + ⟨W ⟩0 +
1

2
(⟨W 2⟩0 − ⟨W ⟩20). (568)

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ óñðåäíåíèÿ ñ âåñîì exp(−H0) âîñïîëüçóåì-
ñÿ èçâåñòíîé òåîðåìîé Âèêà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ñðåäíåå îò
ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ïîëåé ϕ̃k ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèç-
âåäåíèå âñåâîçìîæíûõ ïàðíûõ ñðåäíèõ, êàæäîå èç êîòîðûõ
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èìååò âèä

⟨ϕ̃i,k1ϕ̃j,k2⟩0 ≡
∫ ∏

i,k dϕ̃i,k exp(−H0)ϕ̃i,k1ϕ̃j,k2∫ ∏
i,k dϕ̃i,k exp(−H0)

=
δi,jδk1,−k2

k2
1

.

(569)

Ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ïîëåé ϕ̃k ðàâíî íó-
ëþ, ïîñêîëüêó äëÿ îäíîãî èç ïîëåé íå íàéäåòñÿ ïàðû. Ðàñïè-
øåì áîëåå ïîäðîáíî ÷ëåí W :

W =

∫
ddr

E∑
i

ϕ̃2
i +v

[∑
i

(ϕ̃i + ϕ′
i)
2

]2
−v
∑
i

ϕ′
i
2
∑
j

ϕ′
j
2

=

=

∫
ddr
(
E
∑
i

ϕ̃2
i + v

∑
i,j

[
2ϕ̃2

iϕ
′
j
2 + 4ϕ′

iϕ
′
jϕ̃iϕ̃j+

+ 4ϕ′
iϕ̃iϕ

′
j
2 + 4ϕ′

iϕ̃iϕ̃
2
j + ϕ̃2

i ϕ̃
2
j

])
. (570)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì ñëàãàåìûå â äèàãðàììíîì âèäå,
èçîáðàæàÿ êàæäûé ñîìíîæèòåëü ϕ̃ â âèäå äâîéíîé ëèíèè, à
êàæäûé ñîìíîæèòåëü ϕ′ â âèäå îäèíî÷íîé ëèíèè. Ïåðâîìó
÷ëåíó â âûðàæåíèè äëÿ W ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììà 1 íà
ðèñ. 40, à ÷ëåíàì â W , îïèñûâàþùèì âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé
� äèàãðàììû 2�6.

Ñðåäíåå ⟨W ⟩0, êîòîðîå èçîáðàæàåòñÿ äèàãðàììàìè
íà ðèñ. 41, íå äàåò íåòðèâèàëüíîãî âêëàäà â èçìåíåíèå ïàðà-
ìåòðîâ â íîâîì ãàìèëüòîíèàíå H ′. Ïåðâûå äâå äèàãðàììû 1

è 2 äàþò ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè â Z. Â äèàãðàììå 3 ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíò, èçîáðàæàåìûé çàìêíóòîé ïåòëåé, âêëàä îò
êîòîðîãî â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðåäåëå n→ 0 ðàâåí íóëþ, ïî-
ñêîëüêó ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå ïî ÷èñëó êîìïîíåíò ïîëÿ.
Ïîýòîìó çäåñü è äàëåå ìû íå ó÷èòûâàåì òàêîãî ðîäà äèà-
ãðàììû. Íàêîíåö äèàãðàììà 4 ïðèâîäèò ê ñäâèãó íà ïîñòî-
ÿííóþ âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (íàïîìíèì, ÷òî
â ìîäåëè Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó èñïîëüçóåìûé íàìè ïàðàìåòð
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Ðèñ. 40. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå W . Êîðîòêîâîëíîâîìó ïîëþ ñîîòâåò-
ñòâóåò äâîéíàÿ ëèíèÿ, äëèííîâîëíîâîìó � îäèíî÷íàÿ, êîíñòàíòå E � æèð-
íàÿ òî÷êà, êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ v ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü, ãäå ñõîäÿòñÿ
÷åòûðå ëèíèè. Íåïðåðûâíî ñîåäèíåííûì ëèíèÿì ñîîòâåòñâóþò îäèíàêîâûå
èíäåêñû ïîëåé

t
E

1

v

2

v
@

@

�
�

3

v�
�

@
@

4

Ðèñ. 41. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ⟨W ⟩0
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E ∝ T −Tc). Ýòîò ïîñòîÿííûé ñäâèã âêëþ÷èì â âåëè÷èíó E,
òàê ÷òî òåïåðü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ñîîòâåòñòâóåò çíà-
÷åíèå E∗ = 0.

Íàéäåì òåïåðü âêëàä â èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ E, v îò ÷ëå-
íà 1

2
(⟨W 2⟩0−⟨W ⟩20). Îòìåòèì, ÷òî âû÷èòàíèå ⟨W ⟩20 îçíà÷àåò,

÷òî íóæíî ó÷èòûâàòü âêëàä òîëüêî ñâÿçíûõ, ò. å. íå ïðåäñòà-
âèìûõ â âèäå ñîìíîæèòåëåé, äèàãðàìì. Ýòîò ôàêò âî âòîðîì
ïîðÿäêå ïî W ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Âêëàä â èçìåíåíèå ïàðà-
ìåòðà E ìîãóò äàâàòü äâå äèàãðàììû íà ðèñ. 42, îäíàêî äèà-
ãðàììà 1 ñîäåðæèò çàìêíóòóþ ïåòëþ è âêëàä îò íåå ðàâåí
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî îñòàåòñÿ ëèøü âêëàä îò äèàãðàììû 2

íà ðèñ. 42.

1

2
⟨2W1W3⟩0 = ⟨

∫
ddr
∑
i

Eϕ̃2
i (r)

∫
ddr′v

∑
j,l

×

× 4ϕ̃j(r
′)ϕ̃l(r

′)ϕ′
j(r

′)ϕ′
l(r

′)⟩0 =

= 4Ev
∑
i,j,l

∫
ddr

∫
ddr′ϕ′

j(r
′)ϕ′

l(r
′)2⟨ϕ̃i(r)ϕ̃j(r

′)⟩0⟨ϕ̃i(r)ϕ̃l(r
′)⟩0 =

= 8Ev
∑
i,j,l

∫
ddr

∫
ddr′ϕ′

j(r
′)ϕ′

l(r
′)δi,jδi,l×

× 1

V 2

∑
k1,k2,k3,k4

δk1,−k3

k2
1

δk2,−k4

k2
2

ei(k3+k4)r′
∫
ddrei(k1+k2)r =

= 8Ev
∑
j

∫
ddr′ϕ′2

j(r
′)

(
1

V

∑
k

1

k4

)
. (571)

Ñ ó÷åòîì ýòîé ïîïðàâêè âûðàæåíèå äëÿ E ′ ñòàíîâèòñÿ ðàâ-
íûì

E ′ = E

[
1− 8v

(
1

V

∑
k

1

k4

)]
. (572)

Âêëàä â èçìåíåíèå ïàðàìåòðà v äàþò òðè äèàãðàììû íà
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Ðèñ. 42. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîïðàâîê äëÿ ïàðàìåòðà E, âîçíèêàþ-
ùèõ èç ⟨W 2⟩0. 1 � âêëàä îò ñïàðèâàíèÿ äèàãðàìì 1 è 2 íà ðèñ. 40, 2 � âêëàä
îò ñïàðèâàíèÿ äèàãðàìì 1 è 3 íà ðèñ. 40

@
@

�
�

�
�

@
@

v v

W2 W2

1

@
@

�
�

�
�

@
@

v v

W2 W3

2

@
@

�
�

�
�

@
@

v v

W3 W3

3

Ðèñ. 43. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîïðàâîê äëÿ ïàðàìåòðà v, âîçíèêàþ-
ùèõ èç ⟨W 2⟩0

ðèñ. 43. Ïîñêîëüêó äèàãðàììà 1 íà ðèñ. 43 ñîäåðæèò ïåòëþ,
åå âêëàä â ïðåäåëå n→ 0 çàíóëÿåòñÿ. Âêëàä îò äèàãðàììû 2

ðàâåí

1

2
⟨2W2W3⟩0 = ⟨

∫
ddr
∑
i,j

2vϕ′2
i (r)ϕ̃

2
j(r)×

×v
∫
ddr′

∑
l,m

ϕ̃l(r
′)ϕ̃m(r

′)ϕ′
l(r

′)ϕ′
m(r

′)⟩0 =

= 8v2
∑
i,j,l,m

∫
ddr

∫
ddr′ϕ′2

i (r)ϕ
′
l(r

′)ϕ′
m(r

′)×

2⟨ϕ̃j(r)ϕ̃m(r
′)⟩0⟨ϕ̃j(r)ϕ̃l(r

′)⟩0 =
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= 16v2
∑
i,j

∫
ddr

∫
ddr′ϕ′2

i (r)ϕ
′2
j(r

′)

(
1

V 2

∑
k1,k2

ei(k1+k2)(r−r′)

k2
1k

2
2

)
,

(573)
ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

⟨ϕ̃j(r)ϕ̃m(r
′)⟩0⟨ϕ̃j(r)ϕ̃l(r

′)⟩0 =

=
1

V 2

∑
k1,k2k3,k4

⟨ϕ̃j,k1ϕ̃m,k3⟩0⟨ϕ̃j,k2ϕ̃l,k4⟩0eir(k1+k2)eir
′(k3+k4) =

=
1

V 2

∑
k1,k2k3,k4

δj,lδk1,−k3

k2
1

δj,mδk2,−k4

k2
2

eir(k1+k2)eir
′(k3+k4) =

=

(
1

V

∑
k1

eik1(r−r′)

k2
1

)(
1

V

∑
k2

eik2(r−r′)

k2
2

)
.

Àíàëîãè÷íî âêëàä îò äèàãðàììû 3 ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

16v2
∑
i,j

∫
ddr

∫
ddr′ϕ′

i(r)ϕ
′
i(r

′)ϕ′
j(r)ϕ

′
j(r

′)
1

V 2

∑
k1,k2

ei(k1+k2)(r−r′)

k2
1k

2
2

.

(574)
Âûðàæàÿ âêëàäû ÷åðåç ôóðüå-êîìïîíåíòû, ìû ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ 2:

16v2
∑
i,j

∑
k1,k2,k3,k4

ϕ′
i,k1
ϕ′

i,k2
ϕ′

j,k3
ϕ′

j,k4
×

×

(
1

V 2

∑
k′,k′′

1

k′2k′′2

)∫
ddrei(k

′+k′′+k1+k2)r

∫
ddr′ei(k3+k4−k′−k′′)r′ ≈

≈ 16v2
∑
i,j

1

V

∑
k1,k2k3,k4

ϕ′
i,k1
ϕ′

i,k2
ϕ′

j,k3
ϕ′

j,k4

(
1

V

∑
k′

1

k′4

)
,

(575)
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ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî∑
k′′

δ(k3 + k4 − k′ − k′′)δ(k′ + k′′ + k1 + k2)

k′′2
=

=
δ(k1 + k2 + k3 + k4)

(k3 + k4 − k′)2
≈ δ(k1 + k2 + k3 + k4)

(k′)2
,

åñëè âñïîìíèòü, ÷òî |k′| ∈ (λk0, k0), à |k3,4| ∈ (0, λk0), è âû-
áðàòü λ ≪ 1, ïîëó÷èì |k3,4| ≪ |k′|. Âêëàä îò äèàãðàììû 3

òàêîé æå.
Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî ñïàðèâàíèå äèàãðàìì 4 è 5 íà

ðèñ. 40 íå äàåò âêëàäà â èçìåíåíèå ïàðàìåòðà v.
Èòàê, ïîïðàâêà ê v ðàâíà

v′ = v (1− 32vA) , (576)

ãäå

A =
1

V

∑
λk0<|k′|<k0

1

k′4
=

∫ k0

λk0

d4k′

(2π)4
1

k′4
= − 1

8π2
lnλ, (λ < 1, !).

Íàì íóæíî ñäåëàòü ïîñëåäíèé øàã äëÿ ïîëíîãî ñâåäåíèÿ
ïîëó÷åííîãî ãàìèëüòîíèàíà ê èñõîäíîìó � íåîáõîäèìî âîñ-
ñòàíîâèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èìïóëüñíûì ïåðåìåí-
íûì îò ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî áûñòðûì
êîìïîíåíòàì ïîëÿ ϕ îáëàñòè (0, λk0) äî ïðåæíåé � (0, k0).
Ýòî äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé k → λk′ â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáúåì
èçìåíÿåòñÿ êàê V → λ−dV ′. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ñîâåðøèòü
ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ ϕk → ζϕ′

k′ , c òåì, ÷òîáû ñîõðàíèòü êî-
ýôôèöèåíò ïåðåä ãðàäèåíòíûì ÷ëåíîì, ðàâíûì åäèíèöå, êàê
è áûëî ïðåæäå. Èìååì∫

ddr
1

2
(∇ϕ)2 = 1

2

∑
|k|<λk0

k2ϕkϕ−k → 1

2
λ2ζ2

∑
|k′|<k0

k′2ϕ′
k′ϕ′

−k′ ,
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ò. å. íåîáõîäèìî âçÿòü ζ = λ−1. Òåïåðü ìîæíî íàéòè, êàê
èçìåíÿþòñÿ ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ è
ïîëåé íàøè ïåðåìåííûå E è v:

E

∫
ddrϕ2=E

∑
|k|<λk0

ϕkϕ−k→Eζ2
∑

|k′|<k0

ϕ′
k′ϕ′

−k′ =
E

λ2

∑
|k′|<k0

ϕ′
k′ϕ′

−k′ ,

v

∫
ddrϕ4 =

1

V

∑
i,j

∑
|k1|,|k2|,|k3|<λk0

ϕi,k1ϕj,k2ϕi,k3ϕj,−k1−k2−k3 →

→ vλd−4 1

V ′

∑
i,j

∑
|k′

1|,|k′
2|,|k′

3|<k0

ϕ′
i,k′

1
ϕ′
j,k′

2
ϕ′
i,k′

3
ϕ′
j,−k′

1−k′
2−k′

3
.

Èòàê, ïîëíîå ðåíîðì-ãðóïïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ
E è v èìååò âèä

E ′ = λ−2E [1− 8vA] , (577)

v′ = vλ−ε [1− 32vA] . (578)

Íàéäåì íåïîäâèæíóþ òî÷êó ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ãàìèëüòîíèàíà âáëèçè êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè d = 4,
ñ÷èòàÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì âåëè÷èíó ε. Èç ïîñëåäíåãî óðàâ-
íåíèÿ íàõîäèì

λε ≈ 1 + ε lnλ = 1 +
4v∗
π2

lnλ, (579)

îòêóäà v∗ = επ2/4. Òîãäà âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïàðàìåòð
E âåäåò ñåáÿ êàê

E ′ = Eλ−2+ε/4.

Êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ξ èçìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåíîðì-
ãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê

ξ′(E ′) ∝ E ′−ν = E−νλν(2−ε/4) = λξ(E) = λE−ν ,
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îòêóäà

ν ≈ 1

2
+

ε

16
. (580)

Ïîêàçàòåëü γ âîñïðèèì÷èâîñòè χ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ

χ ∝
∫
ddr⟨ϕ(r)ϕ(0)⟩.

Èçìåíåíèå ïîëÿ â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

ϕ(r) =
1√
V

∑
k

ϕke
ikr → ζλd/2√

V ′

∑
k′

ϕk′eik
′r′ → λ−1+d/2ϕ′(r′),

îòêóäà

χ ∝
∫
ddr⟨ϕ(r)ϕ(0)⟩ → λ−dλ2(−1+d/2)

∫
ddr′⟨ϕ′(r′)ϕ′(0)⟩ = λ−2χ′.

Òàêèì îáðàçîì,

χ ∝ E−γ = λ−2E ′−γ = λ−2E−γλ−γ(−2+ε/4),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

γ = 1 +
ε

8
,

â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ðåçóëüòàòàìè.

10.2. Îïèñàíèå ïîëèìåðà n-âåêòîðíîé ìîäåëüþ

Ïðèâåäåì äðóãîé, áîëåå ôîðìàëüíûé, ñïîñîá äîêàçàòåëü-
ñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè îïèñàíèÿ ïîëèìåðîâ ñ êîðîòêîäåéñòâó-
þùèì âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíèàíà

H =
1

2

∫ N

0

(
dr

dt

)2

dt+
v

2

∫ N

0

dt1

∫ N

0

dt2δ
d [r(t1)− r(t2)] (581)

è ìàãíåòèêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ãèçáóðãà � Ëàíäàó

H =

∫
ddr

[
1

2
(∇ϕ)2 + τ

1

2
ϕ2 +

g

4!

(
ϕ2
)2]

, (582)
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ãäå ϕ � n-êîìïîíåíòíîå ïîëå, â ïðåäåëå n → 0. Ýêâèâàëåíò-
íîñòü îïèñàíèÿ îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ñîâïàäåíèå âñåõ êðè-
òè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé â ýòèõ, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñîâåðøåííî
ðàçíûõ çàäà÷àõ.

Äëÿ íà÷àëà ïðåîáðàçóåì â ãàìèëüòîíèàíå ïîëèìåðà ÷ëåí,
îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå, ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî òîæ-
äåñòâà:

exp

(
−v
2

∫ N

0

dt1

∫ N

0

dt2δ
d [r(t1)− r(t2)]

)
=

=

∫
Dσ(r) exp

(
− 1

2v

∫
ddrσ2(r)− i

∫ N

0

σ[r(t)]dt

)
, (583)

ãäå íåñóùåñòâåííûé äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íîðìèðî-
âî÷íûé ìíîæèòåëü âêëþ÷åí â ìåðó ôóíêöèîíàëüíîãî èíòå-
ãðàëà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî òîæäåñòâà âûïîëíèì ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ �ïîëÿ� σ:

σ(r) = V −1/2
∑
k

eikrσk,

òîãäà

1

2v

∫
ddrσ2(r) =

1

2v

∑
k

σkσ−k, i

∫ N

0

σ[r(t)]dt =
∑
k

σkh−k,

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

hk ≡ iV −1/2

∫
dteikr(t).

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå∫ ∏

k

dσk exp

[
− 1

2v

∑
k

σkσ−k −
∑
k

σkh−k

]
(584)
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è ñäâèãîì ïåðåìåííûõ σk → σ
′

k−ahk, ãäå a ïîäáèðàåòñÿ
òàê, ÷òîáû ëèíåéíûå ïî σk ÷ëåíû ñîêðàòèëèñü, èíòåãðàë
ñâîäèòñÿ ê(∫ ∏

k

dσ
′

k exp

[
− 1

2v

∑
k

σ
′

kσ
′

−k

])
exp

(
v

2

∑
k

hkh−k

)
.

(585)
Ïåðâûé ÷ëåí â êðóãëûõ ñêîáêàõ åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå
çàâèñÿùàÿ îò σk, à âòîðîé ÷ëåí ïðåîáðàçóåòñÿ ê òðåáóåìîìó
âèäó

v

2

∑
k

hkh−k = −v
2
V −1

∑
k

∫
dteikr(t)

∫
dt′e−ikr(t′) =

= −v
2

∫ N

0

dt

∫ N

0

dt′δd [r(t)− r(t′)] . (586)

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå òîæäåñòâî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíê-
öèþ Ãðèíà äëÿ ïîëèìåðà êàê ãàóññîâî óñðåäíåíèå ïî
�ïîëþ� σ:

G(R, N) =

∫
Dσ(r)G(R, N, [σ]) exp

[
− 1

2v

∫
ddrσ2(r)

]
(587)

îò ýôôåêòèâíîé ôóíêöèè Ãðèíà âî âíåøíåì �ïîëå� iσ(r).

G(R, N, [σ]) =

r(N)=R∫
r(0)=0

Dr(t) exp

 N∫
0

[
−1

2

(
dr

dt

)2

+ iσ[r(t)]

]
dt

 ,

(588)
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà äëÿ ìíèìîãî
�âðåìåíè� N(

∂

∂N
− 1

2

∂2

∂R2
+ iσ(R)

)
G(R, N, [σ]) = δd(R)δ(N). (589)
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Óäîáíî ââåñòè ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî êîíòóðíîé äëèíå
öåïè N

G̃(R, E, [σ]) =

∫ ∞

0

dNe−ENG(R, N, [σ]), (590)

ãäå ïðåîáðàçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà G̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ(

E − 1

2

∂2

∂R2
+ iσ(R)

)
G̃(R, E, [σ]) = δd(R). (591)

Ýòó ôóíêöèþ Ãðèíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

G̃(R, E, [σ]) =
1

Z([σ])

∫
Dϕ(r)ϕ(R)ϕ(0)×

× exp

(
−1

2

∫
ddr
[
(∇ϕ)2 + (E + iσ(r))ϕ2

])
, (592)

ãäå ϕ(r) åñòü n-êîìïîíåíòíîå âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå. Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âû-
øå è ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê äèñêðåòíîìó íàáîðó ôóðüå-
êîìïîíåíò ïîëÿ ϕ è âûïîëíåíèþ ãàóññîâà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ââèäó òîãî, ÷òî íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü (ñòàòñóììà Z)
çàâèñèò íåòðèâèàëíûì îáðàçîì îò ïîëÿ σ

Z([σ]) = Zn
i ([σ]), (593)

ãäå

Zi([σ]) =
∏
i

∫
Dϕi exp

(
−1

2

∫
ddr
[
(∇ϕi)

2 + (E + iσ(r))ϕ2
i

])
,

(594)
ïðîâåñòè â îáùåì ñëó÷àå ãàóññîâî óñðåäíåíèå ïî ïîëþ σ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì, çà èñêëþ÷åíèåì ôîðìàëüíîãî
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ïðåäåëà n→ 0, êîãäà Z → 1, òàêæå êàê â ðàññìîòðåííîì âû-
øå ñëó÷àå äèñêðåòíîé ðåøåòêè. Â ýòîì ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì

G̃(R, E) =

∫
Dσ(r)G̃(R, E, [σ]) exp

[
− 1

2v

∫
ddrσ2(r)

]
=

= lim
n→0

∫
Dϕ(r)ϕ(R)ϕ(0) exp

(
−1

2

∫
ddr
[
(∇ϕ)2 + Eϕ2

])
×

×
∫
Dσ(r) exp

[
− 1

2v

∫
ddrσ2(r)− i

2

∫
ddrσ(r)ϕ2(r)

]
=

= lim
n→0

∫
Dϕ(r)ϕ(R)ϕ(0)×

× exp

(
−
∫
ddr

[
1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
Eϕ2 +

v

8

(
ϕ2
)2])

. (595)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïîëèìåðîâ ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ìàãíåòèêà, îïèñûâàåìîãî
ãàìèëüòîíèàíîì Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó äëÿ n-êîìïîíåíòíîãî
ïîëÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ïðåäåëå n → 0. Ïîýòîìó âû÷èñëåí-
íûå íàìè ðàíåå òàêèå êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, òàêèå êàê γ è
ν, ñîâïàäàþò äëÿ ïîëèìåðîâ è ìàãíåòèêîâ â ïðåäåëå n→ 0.

11. Ïðèëîæåíèå 5. Ìîäåëèðîâàíèå

ïîëèìåðîâ

Ìîäåëè èäåàëüíîé ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè

Â ìîäåëè ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå
ïîëîæåíèå îäíîãî êîíöà çâåíà öåïè (x0 = 0, y0 = 0, z0 = 0), à
êîîðäèíàòû ïîñëåäóþùèõ ïîëó÷àþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãî-
ðèòìó:

zn = zn−1 + cosn(θ), xn = xn−1 + sinn(θ) cos(ϕn),

yn = yn−1 + sinn(θ) sin(ϕn),
(596)
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ãäå

cosn(θ) = r1(n), sinn(θ) =
√
1− cos2n(θ), ϕn = 2πr2(n)),

à r1,2 � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [0, 1] ñëó÷àé-
íûå ÷èñëà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [Rix,Riy,Riz,Rzhist]=
PolymerFreeJoint(N,L)

h=1/L; D=10;

for i=1:N+1;

Rx(i)=0.0; Ry(i)=0.0; Rz(i)=0.0;
r1(i)=rand; r2(i)=rand;

cs(i)=1.0-2*r1(i);
sn(i)=sqrt(1.0-(cs(i))^2);

fi(i)=2*pi*r2(i);

dx(i)=sn(i)*cos(fi(i));
dy(i)=sn(i)*sin(fi(i));

dz(i)=cs(i);

end;

for i=1:N;
Rx(i+1)=Rx(i)+dx(i); Ry(i+1)=Ry(i)+dy(i);

Rz(i+1)=Rz(i)+dz(i); dRl(i)=0;

if Rz(i+1)>=D;

Rz(i+1)=Rz(i)-dz(i);
end;

if Rz(i+1)<=-D;

Rz(i+1)=Rz(i)-dz(i);
end;

end;
hist=zeros(L,1);

z=[h/2:h:1-h/2];
for i=1:N+1;
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g(i)=(Rz(i)+D)/(2*D);

if (g(i)>0)&(g(i)<1);
hist(round(g(i)*L+0.5))=

hist(round(g(i)*L+0.5))+1;

end;
end;
Rix=Rx; Riy=Ry; Riz=Rz; Rzhist=hist;

Ìîäåëè èäåàëüíîé ïåðñèñòåíòíîé öåïè

Ìîäåëü öåïè ñ îäíèì çàêðåïëåííûì êîíöîì
Â ýòîé ìîäåëè ïåðñèñòåíòíîé öåïè çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå

ïîëîæåíèå îäíîãî êîíöà çâåíà öåïè x(i = 1) = 0,
y(i = 1) = 0, z(i = 1) = 0 è åãî íàïðàâëåíèå θx(i = 1) = 0;
θy(i = 1) = 0, à íàïðàâëåíèÿ è êîîðäèíàòû ïîñëåäóþùèõ
ïîëó÷àþòñÿ ïî àëãîðèòìó:

θx(i+ 1) = θx(i) + θ0 · randn, θy(i+ 1) = θy(i) + θ0 · randn;
Rx(i+ 1) = Rx(i) + sin(θx(i));

Ry(i+ 1) = Ry(i) + sin(θy(i));

Rz(i+ 1) = Rz(i) + cos(θx(i));
(597)

ãäå θ0 � ñðåäíèé óãîë èçãèáà öåïè íà åäèíèöå äëèíû, à randn
� íîðìàëíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [Rix,Riy,Riz,Theta,Rzhist]=

PolymerPersistent(N,L)

h=1/L; D=100; theta0=0.001;

for i=1:N+1;
thetaX(i)=0; thetaY(i)=0;

end;
for i=1:N;



187

Rx(i)=0.0; Ry(i)=0.0; Rz(i)=0.0;

r1(i)=rand; r2(i)=rand;
thetaX(i+1)=thetaX(i)+theta0*randn;

thetaY(i+1)=thetaY(i)+theta0*randn;

end;
for i=1:N;

dx(i)=sin(thetaX(i)); dy(i)=sin(thetaY(i));

dz(i)=cos(thetaX(i));

end;
for i=1:N;

Rx(i+1)=Rx(i)+dx(i); Ry(i+1)=Ry(i)+dy(i);
Rz(i+1)=Rz(i)+dz(i);

end;
hist=zeros(L,1);

z=[h/2:h:1-h/2];

for i=1:N+1;

g(i)=(Rz(i)+D)/(2*D);

if (g(i)>0)&(g(i)<1);
hist(round(g(i)*L+0.5))=

hist(round(g(i)*L+0.5))+1;

end;

end;
Rix=Rx; Riy=Ry; Riz=Rz; Theta=thetaX; Rzhist=hist;

Ìîäåëü ñ äâóìÿ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè öåïè

Â ýòîé ìîäåëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 çàäàíà
íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîëèìåðíîé öåïè ñ ôèêñèðîâàííû-
ìè êîîðäèíàòàìè è íàïðàâëåíèÿìè êîíöîâ öåïè. Â ñëåäóþ-
ùèé ìîìåíò âðåìåíè t1 = t0 + dt êîîðäèíàòû âñåõ êîíöîâ
çâåíüåâ Ri ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèÿ

dRy(i) = 0.05(Rho/N)randni;

ãäå randni � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, è
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âû÷èñëÿåòñÿ èçìåíåíèå ýíåðãèè öåïè dU :

dU(i) = Kangle · dRy(i) · (6Rytrial(i)− 4Ry(i− 1)−

−4Ry(i+ 1) +Ry(i− 2) +Ry(i+ 2)),

ãäå Kangle � óïðóãèé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïîëèìåðíîé
öåïè. Íîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ ïðè óñëîâèè

r < exp(−dU/T ), (598)

ãäå r � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [0, 1] ñëó÷àé-
íûå ÷èñëà, à T � òåìïåðàòóðà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [Rix,Riy,Ryhist,Nhits]=

PolymerPersistentString(N,L,T,Rho,Theta)

h=1/L; D=100; Kangle=600000; DTheta0=Theta/N;

A=(Theta-2*Rho/N)/N^2; B=(3*Rho/N-Theta)/N;
for i=1:N+1;

Rx(i)=i-1;Ry(i)=0;

end;

Ry(N+1)=Rho; Ry(N)=Rho-Theta;
for i=3:N-1;

Ry(i)=A*i^3+B*i^2;

end;

Nhits=0;
for t=1:T;

dU=0;

for i=3:N-1;
dRy(i)=0.05*(Rho/N)*randn;

Rytrial(i)=Ry(i)+dRy(i);
dU(i)=Kangle*dRy(i)*(6*Rytrial(i)-4*Ry(i-1)

-4*Ry(i+1)+Ry(i-2)+Ry(i+2));
dU=dU+dU(i);
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if (rand<exp(-dU(i)));

Nhits=Nhits+1;
Ry(i)=Rytrial(i);

end;

end;
end;
hist=zeros(L,1);

x=[h/2:h:1-h/2];

for i=1:N+1;
g(i)=(Ry(i)+D)/(2*D);

if (g(i)>0)&(g(i)<1);
hist(round(g(i)*L+0.5))=

hist(round(g(i)*L+0.5))+1;
end;

end;

Rix=Rx; Riy=Ry;

Ryhist=hist; Nhits=Nhits;

Ìîäåëü èäåàëüíîé ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè
âî âíåøíåì ïîëå U(z) = fz

Äëÿ ñâîáîäíî-ñî÷ëåíåííîé öåïè âî âíåøíåì ïîëå
U(z) = fz, íàïðèìåð äëÿ öåïè, ðàñòÿãèâàåìîé çà êîíöû,
òàêæå çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå îäíîãî êîíöà çâåíà öå-
ïè (x0 = 0, y0 = 0, z0 = 0), à êîîðäèíàòû ïîñëåäóþùèõ ïîëó-
÷àþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

zn = zn−1 + cosn(θ), xn = xn−1 + sinn(θ) cos(ϕn),

yn = yn−1 + sinn(θ) sin(ϕn),
(599)

ãäå

cosn(θ) = 1 + ln(r1(1− e−2f ) + e−2f )/f,

sinn(θ) =
√

1− cos2n(θ), ϕn = 2πr2(n),
(600)
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à r1,2 � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [0, 1] ñëó÷àé-
íûå ÷èñëà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [Rix,Riy,Riz,Rzhist,Dx,Dy,Dz]=
PolymerFreeJointExtForce(N,L,f)

h=1/L; D=N;

for i=1:N+1;
Rx(i)=0.0; Ry(i)=0.0; Rz(i)=0.0;
r1(i)=rand; r2(i)=rand;

cs(i)=1+log(rand*(1-exp(-2*f))+exp(-2*f))/f;

sn(i)=sqrt(1.0-(cs(i))^2);
phi(i)=2*pi*r2(i);

dx(i)=sn(i)*cos(phi(i));
dy(i)=sn(i)*sin(phi(i));

dz(i)=cs(i);

end;
for i=1:N;

Rx(i+1)=Rx(i)+dx(i);

Ry(i+1)=Ry(i)+dy(i);

Rz(i+1)=Rz(i)+dz(i);
if Rz(i+1)>=D;

Rz(i+1)=Rz(i)-dz(i);

end;

if Rz(i+1)<=-D;
Rz(i+1)=Rz(i)-dz(i);

end;

end;
hist=zeros(L,1);

z=[h/2:h:1-h/2];
for i=N+1;

g(i)=(Rz(i))/(D);
if (g(i)>0)&(g(i)<1);
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hist(round(g(i)*L+0.5))=

hist(round(g(i)*L+0.5))+1;
end;

end;

Rix=Rx; Riy=Ry; Riz=Rz; Rzhist=hist;
Dx=dx; Dy=dy; Dz=dz;

Ìîäåëü èäåàëüíîé öåïè �áóñèíêè íà ïðóæèíêàõ�

Â äàííîé ìîäåëè öåïè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0
çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå ïîëîæåíèå âñåõ êîíöîâ çâåíà öåïè Ri,
ãäå i = 1, ..., N � íîìåð çâåíà öåïè. Âû÷èñëÿåòñÿ ýíåðãèÿ
äàííîé êîíôèãóðàöèè (êîíôîðìàöèè) ïîëèìåðíîé öåïè

U =
k

2

∑
i

(Ri+1 −Ri) · (Ri+1 −Ri). (601)

Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t1 = t0 + dt êîîðäèíàòû âñåõ
êîíöîâ çâåíüåâ Ri ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèÿ

Rα
i (t1) = Rα

i (t0) + 2
√
Ddt rnα

i ,

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îäíîãî çâåíà öåïè, rnα
i �

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, è âû÷èñëÿåòñÿ
èçìåíåíèå ýíåðãèè öåïè dU . Íîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèíèìà-
åòñÿ ïðè óñëîâèè

r < exp(−dU/T ), (602)

ãäå r � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [0, 1] ñëó÷àé-
íûå ÷èñëà, à T � òåìïåðàòóðà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [X,Y,Z,Rix,Riy,Riz,R2m,Nhits,Rsq]=
Polymer3D(N,T)

dt=0.0001; D=0.1; k=100.0;
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A=N;

for i=1:N;
rx(i)=0;%(i-1)/(N-1)-0.5;

ry(i)=0;%(i-1)/(N-1)-0.5;

rz(i)=0;%(i-1)/(N-1)-0.5;
end;
Nhits=0;

T=T/dt;

for t=1:T;
for i=1:N;

drx(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;
dry(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

drz(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;
dU(i)=0;

end;

dU(1)=k*(drx(1)*(rx(1)-rx(2)+drx(1)/2-drx(2))+

+dry(1)*(ry(1)-ry(2)+dry(1)/2-dry(2))+

+drz(1)*(rz(1)-rz(2)+drz(1)/2-drz(2)));
dU(N)=k*(drx(N)*(rx(N)-rx(N-1)+drx(N)/2-drx(N-1))+

dry(N)*(ry(N)-ry(N-1)+dry(N)/2-dry(N-1))+

drz(N)*(rz(N)-rz(N-1)+drz(N)/2-drz(N-1)));

for i=2:N-1;
dU(i)=k*(drx(i)*(2*rx(i)-rx(i-1)-rx(i+1)+

drx(i)-drx(i-1)-drx(i+1))+

dry(i)*(2*ry(i)-ry(i-1)-ry(i+1)+

dry(i)-dry(i-1)-dry(i+1))+
drz(i)*(2*rz(i)-rz(i-1)-rz(i+1)+

drz(i)-drz(i-1)-drz(i+1)));

end;

S=sum(dU);

if (rand<exp(-S));
for i=1:N;

Ir=i;
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rx(Ir)=rx(Ir)+drx(Ir);

ry(Ir)=ry(Ir)+dry(Ir);
rz(Ir)=rz(Ir)+drz(Ir);

Nhits=Nhits+1;

end;
end;
DeltaX(t)=rx(N)-rx(1);

DeltaY(t)=ry(N)-ry(1);

DeltaZ(t)=rz(N)-rz(1);
Rsq(t)=(DeltaX(t))^2+(DeltaY(t))^2+(DeltaZ(t))^2;

R2mean(t)=(sum(rx)/N)^2+(sum(ry)/N)^2+(sum(rz)/N)^2;
end;

X=DeltaX; Y=DeltaY; Z=DeltaZ;
Rix=rx; Riy=ry; Riz=rz;

R2m=R2mean; Nhits=Nhits; Rsq=Rsq;

Ìîäåëü öåïè �áóñèíêè íà ïðóæèíêàõ�
ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâåíüÿìè

Äëÿ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çâåíüÿìè öåïè â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ
âñåõ êîíöîâ çâåíà öåïè Ri, ãäå i = 1, ..., N � íîìåð çâåíà öå-
ïè, òàê ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó âñåìè êîíöàìè ïðåâûøàëî
çàäàííîå ðàññòîÿíèå A0. Âû÷èñëÿåòñÿ ýíåðãèÿ äàííîé êîí-
ôèãóðàöèè (êîíôîðìàöèè) ïîëèìåðíîé öåïè:

U =
k

2

∑
i

(Ri+1 −Ri) · (Ri+1 −Ri). (603)

Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t1 = t0 + dt êîîðäèíàòû âñåõ
êîíöîâ çâåíüåâ Ri ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèÿ

Rα
i (t1) = Rα

i (t0) + 2
√
Ddt rnα

i ,

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îäíîãî çâåíà öåïè, rnα
i �

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, è âû÷èñëÿåòñÿ
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èçìåíåíèå ýíåðãèè öåïè dU . Íîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèíèìà-
åòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé

r < exp(−dU/T ), (604)

ãäå r � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [0, 1] ñëó-
÷àéíûå ÷èñëà, à T � òåìïåðàòóðà, è óñëîâèè, ÷òî äëÿ âñåõ
çâåíüåâ ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ êîíöàìè ïðåâûøàåò çàäàííîå
çíà÷åíèå A0.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [Rix,Riy,Riz,Rsq]=

PolymerExVol3DFreeJoint(N,A0)

eps=0.00001;

for i=1:N+1;
Rx(i)=0.0; Ry(i)=0.0; Rz(i)=0.0;

end;

Rx(1)=0; Ry(1)=0;Rz(1)=0;
fori=2:N+1;

cs(i)=1.0-2*rand;

sn(i)=sqrt(1.0-(cs(i))^2);

phi(i)=2*pi*rand;
dx(i)=sn(i)*cos(phi(i));

dy(i)=sn(i)*sin(phi(i));

dz(i)=cs(i);

B=A0;
while (B<A0+eps);

phi2(i)=2*pi*rand;

cs2(i)=1.0-2*rand;
sn2(i)=sqrt(1.0-(cs2(i))^2);

Rx(i)=Rx(i-1)+sn2(i)*cos(phi2(i));
Ry(i)=Ry(i-1)+sn2(i)*sin(phi2(i));

Rz(i)=Rz(i-1)+cs2(i);
for j=1:i-1;
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A(j)=(Rx(i)-Rx(j))^2+(Ry(i)-Ry(j))^2+

(Rz(i)-Rz(j))^2;
end;

B=min(A);

if rand<0.003;
B=A0+2*eps;

end;

end;

Rsq(i)=((Rx(i))^2+(Ry(i))^2+(Rz(i))^2);
end;

Rix=Rx; Riy=Ry; Riz=Rz; Rsq=Rsq;

Ïðîõîæäåíèå ïîëèìåðà ÷åðåç áàðüåð

Â äàííîé ìîäåëè äëÿ çàäàííîãî ïîòåíöèàëà â âèäå äâîé-
íîé ÿìû

Uext(i) = −ar2z + br4z − hrz,

â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå ïî-
ëîæåíèÿ âñåõ êîíöîâ çâåíà öåïè ri, ãäå i = 1, ..., N � íîìåð
çâåíà öåïè â ëåâîé ïîëîâèíå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ýòî ïîëî-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíûì. Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðå-
ìåíè t1 = t0+dt êîîðäèíàòû âñåõ êîíöîâ çâåíüåâ ri ïîëó÷àþò
ïðèðàùåíèÿ

drx(i) =
√
2Ddtrni,

dry(i) =
√
2Ddtrni,

drz(i) =
√
2Ddtrni,

(605)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îäíîãî çâåíà öåïè, rnα
i �

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, è âû÷èñëÿåòñÿ
èçìåíåíèå ýíåðãèè öåïè

dUel(i) = k(drx(i)(2rx(i)− rx(i− 1)− rx(i+ 1))+

+ dry(i)(2ry(i)− ry(i− 1)− ry(i+ 1))+

+ drz(i)(2rz(i)− rz(i− 1)− rz(i+ 1)))

(606)
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è èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

dUext(i) = drz(i)(−2a(rz(i)) + 4b(rz(i))
3 − h).

Íîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ ïðè óñëîâèè

r < exp(−dU/T ), (607)

ãäå dU = dUel + dUext, r � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èí-
òåðâàëå [0, 1] ñëó÷àéíûå ÷èñëà, à T � òåìïåðàòóðà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [X,Y,Z,Rix,Riy,Riz,R2m,Nhits,Tesc,\\

Nleft,Rzhist]=
TranslocationPolymer3D(N,T,rx,ry,rz)

L=99; h=1/L; dt=1.0; D=0.4; k=10.0; A=N;

Nhits=0; Tesc=0;

for t=1:T;

for i=1:N;
drx(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

dry(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

drz(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

dU(i)=0;
end;

dU(1)=k*(drx(1)*(rx(1)-rx(2))+

dry(1)*(ry(1)-ry(2))+drz(1)*(rz(1)-rz(2)));

dU(N)=k*(drx(N)*(rx(N)-rx(N-1))+
dry(N)*(ry(N)-ry(N-1))+

drz(N)*(rz(N)-rz(N-1)));

for i=2:N-1;

dU(i)=k*(drx(i)*(2*rx(i)-rx(i-1)-rx(i+1))+

dry(i)*(2*ry(i)-ry(i-1)-ry(i+1))+
drz(i)*(2*rz(i)-rz(i-1)-rz(i+1)));

end;

a=4.0; b=0.4; h=1.0;
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for i=1:N;

dUext(i)=drz(i)*(-2*a*(rz(i))+4*b*(rz(i))^3-h);
dU(i)=dU(i)+dUext(i);

Ir=i;

if (rand<exp(-dU(Ir)))&(rx(Ir)+drx(Ir)<10)&
(rx(Ir)+drx(Ir)>0);

rx(Ir)=rx(Ir)+drx(Ir);

ry(Ir)=ry(Ir)+dry(Ir);

rz(Ir)=rz(Ir)+drz(Ir);
Nhits=Nhits+1;

end;
end;

DeltaX(t)=rx(N)-rx(1);
DeltaY(t)=ry(N)-ry(1);

DeltaZ(t)=rz(N)-rz(1);

R2mean(t)=(sum(rx)/N)^2+(sum(ry)/N)^2+(sum(rz)/N)^2;

if (min(rz)<0);

Tesc=Tesc+1;
end;

Nleft(t)=0;

for i=1:N;

if (rz(i)<0);
Nleft(t)=Nleft(t)+1;

end;

end;

end;
Xmin=-6;%min(rz);

Xmax=6;%max(rz);

dx=(Xmax-Xmin)/(L-1);

hist=zeros(L+1,1);

x=[h/2:h:1-h/2];
for i=1:N;

f(i)=(rz(i)-Xmin)/(Xmax-Xmin);
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if (f(i)>-6)&(f(i)<6);

hist(round(f(i)*L+0.5))=
hist(round(f(i)*L+0.5))+1;%+eps(i);

end;

end;
X=DeltaX; Y=DeltaY; Z=DeltaZ;
Rix=rx; Riy=ry; Riz=rz;

R2m=R2mean; Nhits=Nhits; Tesc=Tesc;

Nleft=Nleft; Rzhist=hist;

Âûòÿãèâàíèå ïîëèìåðà èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû

Ïîòåíöèàë çàäàåòñÿ â âèäå ÿìû ãëóáèíîé U0 è øèðèíîé
l0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå
ïîëîæåíèÿ âñåõ êîíöîâ çâåíà öåïè ri, ãäå i = 1, ..., N � íî-
ìåð çâåíà öåïè â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Íà êîíåö öåïè i = N
äåéñòâóåò âûòÿãèâàþùàÿ ñèëà F . Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðå-
ìåíè t1 = t0+dt êîîðäèíàòû âñåõ êîíöîâ çâåíüåâ ri ïîëó÷àþò
ïðèðàùåíèÿ

drx(i) =
√
2Ddtrni,

dry(i) =
√
2Ddtrni,

drz(i) =
√
2Ddtrni,

(608)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îäíîãî çâåíà öåïè, rnα
i �

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, è âû÷èñëÿåòñÿ
èçìåíåíèå ýíåðãèè öåïè

dUel(i) = k(drx(i)(2rx(i)− rx(i− 1)− rx(i+ 1))+

+ dry(i)(2ry(i)− ry(i− 1)− ry(i+ 1))+

+ drz(i)(2rz(i)− rz(i− 1)− rz(i+ 1)))− drz(N)F
(609)

è èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

dUext(i) = U0, if rz(i) + drz(i) > l0.
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Íîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ ïðè óñëîâèè

r < exp(−dU/T ), (610)

ãäå dU = dUel + dUext, r � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èí-
òåðâàëå [0, 1] ñëó÷àéíûå ÷èñëà, à T � òåìïåðàòóðà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [X,Y,Z,Rix,Riy,Riz,R2m,Nhits,Tesc]=
PullingPolymer3D(N,T,F,rx,ry,rz)

dt=1.0; D=0.001; k=100.0; A=N;

Nhits=0; Tesc=0;

for t=1:T;
for i=1:N;

drx(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;
dry(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

drz(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

dU(i)=0;
end;

dU(1)=k*(drx(1)*(rx(1)-rx(2))+

dry(1)*(ry(1)-ry(2)) +

drz(1)*(rz(1)-rz(2)));
dU(N)=k*(drx(N)*(rx(N)-rx(N-1))+

dry(N)*(ry(N)-ry(N-1))+

drz(N)*(rz(N)-rz(N-1)))-drz(N)*F;

for i=2:N-1;
dU(i)=k*(drx(i)*(2*rx(i)-rx(i-1)-rx(i+1))+

dry(i)*(2*ry(i)-ry(i-1)-ry(i+1))+

drz(i)*(2*rz(i)-rz(i-1)-rz(i+1)));
end;

for i=1:N;
if (rz(i)+drz(i)>1);

dU(i)=dU(i)+3;
end;
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if (rz(i)+drz(i)<0);

dU(i)=dU(i)+15;
end;

Ir=i;

if (rand<exp(-dU(Ir)));
rx(Ir)=rx(Ir)+drx(Ir);
ry(Ir)=ry(Ir)+dry(Ir);

rz(Ir)=rz(Ir)+drz(Ir);

Nhits=Nhits+1;
end;

end;
DeltaX(t)=rx(N)-rx(1);

DeltaY(t)=ry(N)-ry(1);
DeltaZ(t)=rz(N)-rz(1);

R2mean(t)=(sum(rx)/N)^2+(sum(ry)/N)^2+(sum(rz)/N)^2;

if (min(rz)<1);

Tesc=Tesc+1;

end;
end;

X=DeltaX; Y=DeltaY; Z=DeltaZ;

Rix=rx; Riy=ry; Riz=rz;

R2m=R2mean; Nhits=Nhits; Tesc=Tesc;

Îñâîáîæäåíèå ïîëèìåðà èç ñôåðè÷åñêîé ìåìáðàíû

Ìåìáðàíà ðàäèóñà R èìååò îòâåðñòèå ðàäèóñîì r0 = 0.1R.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå ïî-
ëîæåíèÿ âñåõ êîíöîâ çâåíà öåïè ri, ãäå i = 1, ..., N � íîìåð
çâåíà öåïè. Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t1 = t0 + dt êîîð-
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äèíàòû âñåõ êîíöîâ çâåíüåâ ri ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèÿ

drx(i) =
√
2Ddtrni,

dry(i) =
√
2Ddtrni,

drz(i) =
√
2Ddtrni,

(611)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îäíîãî çâåíà öåïè, rnα
i �

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, è âû÷èñëÿåòñÿ
èçìåíåíèå ýíåðãèè öåïè

dU(i) = k(drx(i)(2rx(i)− rx(i− 1)− rx(i+ 1))+

+ dry(i)(2ry(i)− ry(i− 1)− ry(i+ 1))+

+ drz(i)(2rz(i)− rz(i− 1)− rz(i+ 1))).

(612)

Íîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî çâåíî íå
ïåðåñåêàåò ìåìáðàíó è

r < exp(−dU/T ), (613)

ãäå r � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [0, 1] ñëó÷àé-
íûå ÷èñëà, à T � òåìïåðàòóðà.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [X,Y,Z,Rix,Riy,Riz,R2m,Nhits,Tesc]=

EscapePolymer3D(N,T,rx,ry,rz)

L=50; h=1/L; dt=1.0; D=0.01; k=100.0;
A=N; R=1.0; r0=0.1*R;

Nhits=0; Tesc=0;

for t=1:T;

for i=1:N;

drx(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;
dry(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

drz(i)=sqrt(2*D*dt)*randn;

dU(i)=0;
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Uext(i)=0;

end;
M=0;

for i=1:N-1;

if (rz(i)<R);
M=M+1;
end;

end;

for i=2:N;
if ((rz(i-1)<R)&(rz(i)>R));

if ((rx(i)+drx(i))^2+(ry(i)
+dry(i))^2>r0^2);

Uext(i)=200;
end;

if ((rx(i-1)+drx(i-1))^2+

(ry(i-1)+dry(i-1))^2>r0^2);

Uext(i)=200;

end;
end;

end;

dU(1)=k*(drx(1)*(rx(1)-rx(2))+

dry(1)*(ry(1)-ry(2))+
drz(1)*(rz(1)-rz(2)));

dU(N)=k*(drx(N)*(rx(N)-rx(N-1))+

dry(N)*(ry(N)-ry(N-1))+

drz(N)*(rz(N)-rz(N-1)));%-drz(N)*F;
for i=2:N-1;

dU(i)=k*(drx(i)*(2*rx(i)-rx(i-1)-rx(i+1))+

dry(i)*(2*ry(i)-ry(i-1)-ry(i+1))+

drz(i)*(2*rz(i)-rz(i-1)-rz(i+1)));

end;
for i=1:N;

if (((rx(i))^2+(ry(i))^2+(rz(i))^2<R^2)&
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((rx(i)+drx(i))^2+(ry(i)+dry(i))^2+

(rz(i)+drz(i))^2>R^2)&
((rx(i)+drx(i))^2+(ry(i)+dry(i))^2>r0^2));

Uext(i)=200;

end;
if (((rx(i))^2+(ry(i))^2+(rz(i))^2<R^2)&

((rx(i)+drx(i))^2+(ry(i)+dry(i))^2+

(rz(i)+drz(i))^2>R^2)&

(rz(i)<0));
Uext(i)=200;

end;
if (((rx(i))^2+(ry(i))^2+(rz(i))^2>R^2)&

((rx(i)+drx(i))^2+(ry(i)+dry(i))^2+
(rz(i)+drz(i))^2<R^2)&

((rx(i)+drx(i))^2+(ry(i)+dry(i))^2>r0^2));

Uext(i)=200;

end;

dU(i)=dU(i)+Uext(i);
Ir=i;

if (rand<exp(-dU(Ir)));

rx(Ir)=rx(Ir)+drx(Ir); ry(Ir)=ry(Ir)+dry(Ir);

rz(Ir)=rz(Ir)+drz(Ir);
Nhits=Nhits+1;

end;

end;

DeltaX(t)=rx(N)-rx(1); DeltaY(t)=ry(N)-ry(1);
DeltaZ(t)=rz(N)-rz(1);

R2mean(t)=(sum(rx)/N)^2+(sum(ry)/N)^2+(sum(rz)/N)^2;

if (min(rz)<1);

Tesc=Tesc+1;

end;
end;

X=DeltaX; Y=DeltaY; Z=DeltaZ;
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Rix=rx; Riy=ry; Riz=rz; R2m=R2mean;

Nhits=Nhits; Tesc=Tesc;

Êèíåòèêà ïîëèìåðèçàöèè

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìåþòñÿ òîëüêî ìîíîìåðû,
f(i = 1) = M0, f(i > 1) = 0. Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìå-
íè ïðîèñõîäèò ïîëèìåðèçàöèÿ äâóõ öåïåé ñ èíäåêñàìè ïîëè-
ìåðèçàöèè (÷èñëàìè çâåíüåâ â öåïè) n è n1 ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ rand < R1, ãäå ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ
R1 = K∗f(n)∗f(n1),K � êîíñòàíòà ñêîðîñòè ïîëèìåðèçàöèè,
f(n) � ÷èñëî ïîëèìåðíûõ öåïåé ñ èíäåêñîì ïîëèìåðèçàöèè
n, rand � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [0, 1] ñëó-
÷àéíûå ÷èñëà. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî öåïåé ñ èíäåêñàìè ïîëè-
ìåðèçàöèè n è n1 óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó f(n1) = f(n1)− 1,
f(n) = f(n) − 1; à ÷èñëî öåïåé ñ èíäåêñîì ïîëèìåðèçàöèè
n+ n1 óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó � f(n+ n1) = f(n+ n1) + 1.

Òåêñò ïðîãðàììû

function [F,L,Theta]=PolymerizationStochNew(M0,T,N0)

K=0.000001;

for i=1:M0;

f(i)=0;
end;

f(1)=N0;

for t=1:T;

for i=1:M0;
if (f(i)>0);

N=i+1;

end;
end;

for n=1:N;
R0=K*f(n)*(f(n)-1)/2;

if (rand<R0)&(2*n<M0);
f(n)=f(n)-2;
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f(2*n)=f(2*n)+1;

end;
for n1=n+1:N;

R1=K*f(n)*f(n1);

if (rand<R1)&(n+n1<M0)&(f(n1)>0)&(f(n)>0);
f(n1)=f(n1)-1;
f(n)=f(n)-1;

f(n+n1)=f(n+n1)+1;

end;
end;

end;
l(t)=0;

S1(t)=sum(f);
for k=1:M0;

l(t)=l(t)+f(k)*k/S1(t);

end;

L(t)=l(t);

end;
F=f; L=L; Theta=S1;

Àíèìàöèÿ

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè èçìåíåíèÿ
êîíôèãóðàöèè ïîëèìåðíîé öåïè ïîçâîëÿåò áîëåå íàãëÿäíî
ïîíÿòü õàðàêòåð ïðîöåññà è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, èçìåíèòü
ïàðàìåòðû ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýòîé öåëè ñëóæèò ñîçäàíèå àíè-
ìàöèîííûõ ôèëüìîâ. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ñîçäàíèÿ àíè-
ìàöèîííîãî ôèëüìà äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è âûòÿãèâàíèÿ ïî-
ëèìåðà èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû.

Òåêñò ïðîãðàììû

ññ Çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû
for l=1:200;

U1(l)=0;
end;
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U1(1)=15;

for l=1:20;
U1(l)=-30;

end;

ññ çàäàþòñÿ ÷èñëî çâåíüåâ öåïè è èíòåðâàë âðåìåíè
cc ìåæäó êàäðàìè
N=20; T=10;

ññ çàäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ öåïè

for i=1:N;
rx1(i)=-1; ry1(i)=0; rz1(i)=0;

rx2(i)=2; ry2(i)=0; rz2(i)=0;
rx3(i)=5; ry3(i)=0; rz3(i)=0;

end;
Rix1=rx1; Riy1=ry1; Riz1=rz1;

Rix2=rx2; Riy2=ry2; Riz2=rz2;

Rix3=rx3; Riy3=ry3; Riz3=rz3;

ññ ïðîãðàììà ïîêàäðîâîé çàïèñè

for k=1:3000;
rx1=Rix1; ry1=Riy1; rz1=Riz1;

rx2=Rix2; ry2=Riy2; rz2=Riz2;

rx3=Rix3; ry3=Riy3; rz3=Riz3;

hold off;
F1=20; F2=30; F3=40;

function [X,Y,Z,Rix1,Riy1,Riz1,R2m,Nhits,Tesc]=

PullingPolymer3D(N,T,F1,rx1,ry1,rz1)

function [X,Y,Z,Rix2,Riy2,Riz2,R2m,Nhits,Tesc]=
PullingPolymer3D(N,T,F2,rx2,ry2,rz2)

function [X,Y,Z,Rix3,Riy3,Riz3,R2m,Nhits,Tesc]=

PullingPolymer3D(N,T,F3,rx3,ry3,rz3)

h1=quiver(Riz1(N),Rix1(N),1,0,1.5);axis([0 02 -4 8]);

set(h1,'Color','g');
hold on;

h2=quiver(Riz2(N),Rix2(N),1,0,2.0);axis([0 02 -4 8]);
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set(h2,'Color','m');

h3=quiver(Riz3(N),Rix3(N),1,0,2.5);axis([0 02 -4 8]);
set(h3,'Color','k');

legend('F1=20<F_c=24','F2=30>F_c','F3=40>F_c');

hold on;
l=1:200;
plot(l/20,U1,'r','Linwidth',2);

hold on;

plot(Riz1,Rix1,'b','Linwidth',2);axis([0 02 -4 8]);
plot(Riz2,Rix2,'b','Linwidth',2);axis([0 02 -4 8]);

plot(Riz3,Rix3,'b','Linwidth',2);axis([0 02 -4 8]);
title('Pulling Polymer out potential well');

Nk=int2str(k+10000); print(strcat(Nk),'-djpeg');
drawnow;

end;

ññ Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò ïîêàäðîâàÿ çàïèñü ðèñóíêîâ

ññ â ôîðìàòå jpg ñ èìåíàìè 10001.jpg - 13000.jpg.
ññ Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû 'mencoder' ñîáèðàåì ôèëüì.

ññ Äëÿ ýòîãî â êîìàíäíîé ñòðîêå ïîäàåòñÿ êîìàíäà:

ññ mencoder "mf://*.jpg" , -mf, fps=20 ,

cc -o escapepolymer.avi -ovc lavc -lavcopts
cc vcodec=msmpeg4v2:vbitrate=800

ññ Enter

ññ è íà÷èíàåòñÿ ñáîðêà ìóëüôèëüìà 'escapepolymer.avi'.
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