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Ñîäåðæàíèå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî êîìïëåêñà ¾Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ�
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àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ¿, ÷èòàåìîãî âî 2 ñåìåñòðå íà 1-ì êóðñå ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.
Êîìïëåêñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîãðàììó êóðñà ëåêöèé, ïðîãðàììó ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé,
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ
Ëåêòîð � Íàòàëüÿ Àíàòîëüåâíà Êóäðÿâöåâà

2-é ñåìåñòð

1. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Àáñòðàêòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî�îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
ñèñòåìû âåêòîðîâ. Òåîðåìû î ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñèñòåìàõ âåêòîðîâ. Ðàçìåðíîñòü è
áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ. Êîîðäèíàòû âåêòîðà.
Ïåðåõîä ê äðóãîìó áàçèñó. Ìàòðèöà ïåðåõîäà. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè ïåðåõîäå
ê äðóãîìó áàçèñó. Èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.

Ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ôîðìóëà ðàçìåðíîñòåé Ãðàññìàíà. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Êðèòåðèè ïðÿìîé
ñóììû. Äîïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

2. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû, ñâîéñòâà. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îäèí áàçèñ â äðóãîé. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû. Òåîðåìà î âçàèìíî�îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè
ìåæäó ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè è ìàòðèöàìè. Êîîðäèíàòû îáðàçà âåêòîðà ïðè
ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â ðàçíûõ áàçèñàõ. ßäðî è îáðàç
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, èõ ñâîéñòâà. Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ÿäðà è îáðàçà. Ïðîèçâåäåíèå
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ. Ëèíåéíûå ôîðìû. Äâîéñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî.Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ôîðìû ïðè ñìåíå áàçèñà.

3. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Êëåòî÷íî�äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Òåîðåìà Ãàìèëüòî-
íà-Êýëè (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Äèàãîíàëèçèðóåìîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïðèìåðû
íåäèàãîíàëèçèðóåìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Êðèòåðèé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

4. Æîðäàíîâà ôîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Êîðíåâûå âåêòîðû, êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà î ðàñùåïëåíèè ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà ( áåç äîêàçàòåëüñòâà). Æîðäàíîâà êëåòêà. Ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå
âåêòîðà. Òåîðåìà î æîðäàíîâîé ôîðìå ( áåç äîêàçàòåëüñòâà) Ôóíêöèè îò ìàòðèö.
Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà.

5. Ãåîìåòðèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî , îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðèìåðû
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
Îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû, îïðåäåëåíèå. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.Äëèíû âåêòîðîâ è óãëû
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Òåîðåìà î
ñóùåñòâîâàíèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìàòðèöà Ãðàìà�
îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà. Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç ìàòðèöó Ãðàìà.
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Ñâÿçü ìàòðèö Ãðàìà ðàçíûõ áàçèñîâ. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà. Èçîìåòðè÷åñêèé
èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ îäíîé ðàçìåðíîñòè.

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó.Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà â
ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâà è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà
äî ïîäïðîñòðàíñòâà. Íàõîæäåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî.

6. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð-îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû, ñâîéñòâà. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ. ßäðà è îáðàçû îïåðàòîðîâ A è
A∗. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà.

Óíèòàðíûå îïåðàòîðû, èçîìåòðè÷íûå îïåðàòîðû. Êðèòåðèè óíèòàðíîñòè. Ëåììà î
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà. Ëåììà îá èíâàðèàíòíîñòè îðòîãîíàëüíîãî
äîïîëíåíèÿ. Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîì âèäå ìàòðèöû óíèòàðíîãî îïåðàòîðà. Ìàòðèöû
îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ðàçìåðíîñòåé 2 è 3. Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîì âèäå ìàòðèöû
îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î êàíîíè÷åñêîì âèäå
ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà. Òåîðåìà Ýéëåðà.

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð�îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû. Êðèòåðèé ñàìîñîïðÿæåííîñòè.
Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîì âèäå ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ïðèâåäåíèå
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ê ãëàâíûì îñÿì. Ïðèâåäåíèå ïàðû ôîðì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû. Êðèòåðèè ïîëîæèòåëüíîñòè. Êîðåíü èç îïåðàòîðà.
Ñèíãóëÿðíàÿ ïàðà áàçèñîâ è ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå.

7. Òåíçîðíàÿ àëãåáðà

Èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáúåêòû.Îïåðàöèè íàä îáúåêòàìè. Ñèììåòðè÷íûå è
àíòèñèììåòðè÷íûå îáúåêòû. Ñèìâîëû Êðîíåêåðà è Ëåâè�×èâèòû.

Òåíçîðû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåðû�âåêòîð è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë,
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Îïðåäåëåíèå òåíçîðà. Îáðàòíûé òåíçîðíûé
ïðèçíàê. Ëèíåéíûå îïåðàöèè ñ òåíçîðàìè. Ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ, ñâ�åðòêà òåíçîðà.
Ñèììåòðèçàöèÿ è àëüòåðíèðîâàíèå. Òåíçîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð. Ïîäúåì è îïóñêàíèå èíäåêñîâ. Îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû. Ïñåâäîòåíçîð.

Ëèòåðàòóðà

1. Óëüÿíîâ À. Ï. Êîíñïåêò ëåêöèé ïî àëãåáðå è ãåîìåòðèè.
2.Äîëãóíöåâà È. À., Óëüÿíîâ À. Ï.Ïðàêòèêóì ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé

àëãåáðå.
3. Àëåêñàíäðîâà Í. À. Ñåìèíàðû ïî âûñøåé àëãåáðå è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
4. Êîñòðèêèí À. È. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×àñòü 2. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.
5. Êóðîø Â. Ã. Êóðñ âûñøåé àëãåáðû.
6. Ôàääååâ Ä. Ê. Ëåêöèè ïî àëãåáðå.
7. Êîñòðèêèí À. È., Ìàíèí Þ. È. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ.
8. Ãåëüôàíä È. Ì. Ëåêöèè ïî ëèíåéíîé àëãåáðå.
9. Àëåêñàíäðîâ Â. À. Òåíçîðû äëÿ ôèçèêà�ïåðâîêóðñíèêà.
10. Êîðåíåâ Ã. Â. Òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå.
11. Ìàê-Êîííåë À. Äæ. Ââåäåíèå â òåíçîðíûé àíàëèç ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ãåîìåòðèè,

ìåõàíèêå è ôèçèêå.
12. Äóáðîâèí Á. À., Íîâèêîâ Ñ. Ï., Ôîìåíêî À. Ò. Ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ. Ìåòîäû è

ïðèëîæåíèÿ.
13. Êîñòðèêèí À. È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àëãåáðå.
14. Ïðîñêóðÿêîâ È. Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå.
15. Ôàääååâ Ä. Ê., Ñîìèíñêèé È. Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àëãåáðå.
16. Áåêëåìèøåâà Ë. À., Ïåòðîâè÷ À. Þ., ×óáàðîâ È. À. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî

àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå.
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Ïëàí ñåìèíàðîâ

1. Àáñòðàêòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. (2 ÷àñà)
2. Ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Áàçèñ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ

ïîäïðîñòðàíñòâ. (2 ÷àñà)
3. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ëèíåéíûé îïåðàòîð. (2 ÷àñà)
4. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. (2 ÷àñà)
5. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Äèàãîíàëèçàöèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. (2 ÷àñà)
6. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû. Ôóíêöèè îò ìàòðèö. (4 ÷àñà)
7. Ãåîìåòðèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ (2 ÷àñà)
8. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, ïðîåêöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî. (2 ÷àñà)
9. Ñîïðÿæ�åííûé îïåðàòîð. Ñàìîñîïðÿæ�åííûé îïåðàòîð. Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû

ñàìîñîïðÿæ�åííîãî îïåðàòîðà. (3 ÷àñà)
10. Îðòîãîíàëüíûé è óíèòàðíûé îïåðàòîðû. Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèö îïåðàòîðîâ. (3

÷àñà)
11. Ïðèâåäåíèå ôîðìû ê ãëàâíûì îñÿì. Ïðèâåäåíèå

ïàðû ôîðì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. (2 ÷àñà)
12. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå. (2 ÷àñà)
11. Òåíçîðíàÿ àëãåáðà. (4 ÷àñà)
13. Ïîâòîðåíèå íàèáîëåå òðóäíûõ òåì. (2 ÷àñà)
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Çàäàíèÿ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå
è ãåîìåòðèè

Çàäàíèÿ, ïîìå÷åííûå çâ�åçäî÷êîé, íå ÿâëÿþòñÿ
îáÿçàòåëüíûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïóñêà ê
ýêçàìåíó, îäíàêî ïðèíîñÿò äîïîëíèòåëüíûå áàëëû.
Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ëèøü îáðàçöàìè,
â ñîîòâåòñòâèè ñ íèìè ïðåïîäàâàòåëè âûäàäóò
ñòóäåíòàì èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 0, 0, 1]>, [0, 1, 2,−1]>, [2,−1,−1, 0]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 0, 1, 0]>, [0, 1,−1, 3]>, [4,−1,−1, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:
a1 = [1, 2, 0]>, a2 = [0, 1,−1]>, a3 = [−1, 1, 3]>;

b1 = [2, 3, 1]>, b2 = [2, 1,−3]>, b3 = [−2, 6, 8]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t− t2,t3, 1 + 5t + t3 ,(1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íå âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû
ìíîãî÷ëåíà â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:
a1 = [2, 3, 5]>, a2 = [0, 1, 2]>, a3 = [1, 0, 0]>;

b1 = [1, 1, 1]>, b2 = [1, 1,−1]>, b3 = [2, 1, 2]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â
áàçèñå {e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå
íà L ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî
ëèíåéíîñòü, íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.
Íàéòè ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



0 −2 −3 2
1 1 1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1


 .

6

www.phys.nsu.ru



8*. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9*. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé

(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.

Çàäàíèå 6 (ñäàòü ê 29 àïðåëÿ)

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû 


4 −4 1
7 5 9

−5 0 −4


 ;




4 6 5
2 4 3

−5 −9 −7


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ìàòðèöû



3 −1 −4
−4 3 8

2 −1 −3


 ;



−1 3 −3
−1 3 −1
−2 −2 4


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà âåêòîðû
〈
[1, 2,−1, 1]>, [2,−2,−1, 1]>

〉

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà x = [4,−1,−3, 4]> íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó〈
[1, 1, 1, 1]>, [1, 2, 2,−1]>, [1, 0, 0, 3]>

〉
.

6. Â ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ R[x]63 ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (a) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

(A,B) = (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:

(a) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ êîñîýðìèòîâûõ ìàòðèö;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû.
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9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




1 3 0
4 −3 3
3 −1 2




10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøåãî êîëè÷åñòâà âåêòîðîâ?

Çàäàíèå 7 (ñäàòü ê 30 ìàÿ)

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

1

3




2 2 −1
2 −1 2

−1 2 2


 ;

1

3




2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
2− i −1 + 2i
2 + i −1− 2i

]

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé ìàòðèö.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
2 −1
2 −1

]

íàéòè ñèíãóëÿðíîå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.
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6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:

f = x2
1 − 15x2

2 + 4x1x2 − 2x1x3 + 6x2x3,

g = x2
1 + 17x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 14x2x3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà x2 − 4xy + 4y2 − 7x + 9y + 7 = 0, íàïèñàòü åå
êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà A ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 1

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 0, 0, 1]>, [0, 1,−1, 0]>, [1, 2, 1, 1]>

〉
;

L2 =
〈
[0, 1, 2, 1]>, [0, 1, 2,−1]>, [3,−3, 0, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:
a1 = [1, 2, 3]>, a2 = [1, 1, 2]>, a3 = [1, 1, 1]>;

b1 = [1, 0, 2]>, b2 = [3,−1, 0]>, b3 = [1, 1,−2]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:
a1 = [1, 2, 3]>, a2 = [1, 1, 2]>, a3 = [1, 1, 1]>;

b1 = [1, 0, 2]>, b2 = [2, 3, 7]>, b3 = [1, 1, 3]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



0 −2 −3 2
1 1 1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 2

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 0,−1, 0]>, [−2, 0, 1, 0]>, [0, 1, 1, 3]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 0, 1,−1]>, [1, 1,−3, 0]>, [2,−1, 1, 0]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [1, 1, 2]>, a2 = [2, 1, 2]>, a3 = [1, 2, 3]>;

b1 = [2, 1, 0]>, b2 = [3, 0, 4]>, b3 = [1,−1, 2]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [1, 1, 2]>, a2 = [2, 1, 2]>, a3 = [1, 2, 3]>;

b1 = [1, 2, 3]>, b2 = [3, 4, 7]>, b3 = [2, 1, 3]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



0 −2 4 4
3 0 2 1
1 −1 1 4
3 1 1 −2


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 3

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 0, 0,−1]>, [1, 0,−1, 2]>, [1, 2,−1, 0]>

〉
;

L2 =
〈
[−1, 1, 0, 3]>, [2, 1, 1, 0]>, [1, 3, 1, 3]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [2, 2, 5]>, a2 = [2, 1, 1]>, a3 = [1, 1, 2]>;

b1 = [0, 2, 3]>, b2 = [4, 1, 0]>, b3 = [2,−1,−1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [2, 2, 5]>, a2 = [2, 1, 1]>, a3 = [1, 1, 2]>;

b1 = [1, 3, 5]>, b2 = [2, 7, 9]>, b3 = [−2, 1,−3]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



2 2 1 2
3 −1 1 −1
3 5 1 −1
4 7 2 4


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 4

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[−1, 0, 1, 1]>, [2, 2,−1, 0]>, [1,−1, 0, 3]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 1, 0, 0]>, [2, 0, 1, 0]>, [1,−1, 0, 2]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [1, 2, 1]>, a2 = [1, 4, 4]>, a3 = [1, 1, 0]>;

b1 = [1, 2, 0]>, b2 = [3, 0,−1]>, b3 = [3, 1,−1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [1, 2, 1]>, a2 = [1, 4, 4]>, a3 = [1, 1, 0]>;

b1 = [1,−1, 2]>, b2 = [1, 2, 5]>, b3 = [2,−1, 5]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6
4 5 6 7


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 5

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 1, 2, 0]>, [0, 1, 1, 0]>, [1, 1, 0, 3]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 2, 1, 1]>, [0, 1, 2, 3]>, [1, 0, 1, 2]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [2, 3,−1]>, a2 = [1, 2, 1]>, a3 = [1, 2, 2]>;

b1 = [2, 0,−1]>, b2 = [3, 0, 2]>, b3 = [−1, 1, 2]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [2, 3,−1]>, a2 = [1, 2, 1]>, a3 = [1, 2, 2]>;

b1 = [1, 2, 0]>, b2 = [−1,−1, 1]>, b3 = [−2,−3, 1]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



1 1 −1 1
2 0 1 −2
0 1 −1 2
3 1 1 −1


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 6

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 2, 0, 1]>, [0,−1,−1, 1]>, [1, 2, 1, 0]>

〉
;

L2 =
〈
[−1, 1, 1, 0]>, [0, 0, 1, 1]>, [1, 1,−1, 2]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [1, 1, 1]>, a2 = [1, 2, 1]>, a3 = [1, 2, 2]>;

b1 = [0, 3, 2]>, b2 = [2, 1,−1]>, b3 = [0,−1, 2]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [1, 1, 1]>, a2 = [1, 2, 1]>, a3 = [1, 2, 2]>;

b1 = [2, 4, 8]>, b2 = [1, 0, 4]>, b3 = [3, 1, 7]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



1 −1 3 4
−1 4 0 −1

3 −3 0 −3
4 −4 3 1


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 7

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 0, 0, 2]>, [1,−2, 1, 0]>, [2,−1,−1, 0]>

〉
;

L2 =
〈
[1,−1, 1, 0]>, [1, 0,−1, 1]>, [0, 3, 0, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [1, 2, 2]>, a2 = [1, 1, 2]>, a3 = [2, 1, 3]>;

b1 = [1, 3, 0]>, b2 = [2, 1,−1]>, b3 = [0, 2, 1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [1, 2, 2]>, a2 = [1, 1, 2]>, a3 = [2, 1, 3]>;

b1 = [2, 0, 6]>, b2 = [1, 3,−3]>, b3 = [−1, 2,−9]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



2 −1 0 0
−1 2 −1 −1

1 −1 3 −1
−1 0 −1 1


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 8

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 1, 1, 1]>, [1,−1, 2, 0]>, [−1, 0, 0, 1]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 3, 1, 0]>, [1, 0, 2,−2]>, [0, 2, 1, 2]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [3, 1, 1]>, a2 = [2, 2, 1]>, a3 = [6, 1, 2]>;

b1 = [0, 1, 2]>, b2 = [4, 0, 1]>, b3 = [−1,−2, 1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [3, 1, 1]>, a2 = [2, 2, 1]>, a3 = [6, 1, 2]>;

b1 = [1, 0, 3]>, b2 = [2, 1, 8]>, b3 = [4,−2, 8]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



1 0 −2 0
2 1 −1 5

−1 1 0 0
0 2 1 5


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 9

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 1, 1, 1]>, [−1, 0, 1, 1]>, [1, 0, 1, 2]>

〉
;

L2 =
〈
[−1, 1,−1, 1]>, [1, 1,−1, 1]>, [1, 2, 1, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [2, 5, 3]>, a2 = [1, 2, 2]>, a3 = [1, 2, 1]>;

b1 = [2, 1, 2]>, b2 = [3, 0, 2]>, b3 = [1, 0, 1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [2, 5, 3]>, a2 = [1, 2, 2]>, a3 = [1, 2, 1]>;

b1 = [2, 1, 6]>, b2 = [−1, 4, 7]>, b3 = [3,−2, 2]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



2 3 5 1
1 2 3 0
3 7 10 −1
1 1 2 1


 .

8∗. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé

[] .

9∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 10

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 1, 1, 1]>, [1,−1, 1,−1]>, [1, 3, 1, 3]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 2, 0, 2]>, [1, 2, 1, 2]>, [3, 1, 3, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [1, 2, 1]>, a2 = [1, 1, 1]>, a3 = [2, 1, 1]>;

b1 = [1, 1, 0]>, b2 = [0,−1, 1]>, b3 = [2, 3, 1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [1, 2, 1]>, a2 = [1, 1, 1]>, a3 = [2, 1, 1]>;

b1 = [2,−4, 2]>, b2 = [1, 0, 3]>, b3 = [2, 1, 7]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



3 −1 1 1
2 −3 0 1
1 2 1 0
0 2 1 1


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 11

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[2,−1, 0,−2]>, [3,−2, 1, 0]>, [1,−1, 1,−1]>

〉
;

L2 =
〈
[3,−1,−1, 0]>, [0,−1, 2, 3]>, [3,−2,−1, 0]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [−1, 0, 1]>, a2 = [1, 1, 1]>, a3 = [1, 2, 2]>;

b1 = [2, 1, 1]>, b2 = [0, 0, 2]>, b3 = [1, 3,−1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [−1, 0, 1]>, a2 = [1, 1, 1]>, a3 = [1, 2, 2]>;

b1 = [2, 2, 4]>, b2 = [−1,−4, 7]>, b3 = [0, 2,−2]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



1 −2 3 −3
0 −2 5 −3

−1 1 0 1
−1 1 −1 2


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.

20

www.phys.nsu.ru



Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 12

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 1, 0, 0]>, [0, 1, 1, 0]>, [0, 0, 1, 1]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 0, 1, 0]>, [0, 2, 1, 1]>, [1, 2, 1, 2]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [1,−1, 1]>, a2 = [2,−2, 3]>, a3 = [2,−1, 3]>;

b1 = [3, 0, 1]>, b2 = [1,−1, 0]>, b3 = [2, 1,−1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [1,−1, 1]>, a2 = [2,−2, 3]>, a3 = [2,−1, 3]>;

b1 = [2, 1, 6]>, b2 = [3, 2, 1]>, b3 = [4, 0, 2]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



2 0 4 −5
2 −4 0 1
0 2 2 −3
1 1 3 −4


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 13

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1,−1, 0, 1]>, [3, 1, 1, 1]>, [1, 2,−1,−1]>

〉
;

L2 =
〈
[2, 1, 0, 1]>, [1,−1, 3, 7]>, [−1, 1, 1, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [3, 2, 1]>, a2 = [2, 1, 3]>, a3 = [3, 2, 2]>;

b1 = [1, 2, 1]>, b2 = [0, 2, 0]>, b3 = [−1, 1, 1]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [3, 2, 1]>, a2 = [2, 1, 3]>, a3 = [3, 2, 2]>;

b1 = [1, 3, 5]>, b2 = [−3, 2,−4]>, b3 = [2, 1, 5]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



2 0 4 −5
2 −4 0 1
3 5 1 0
1 1 3 −4


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 14

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1,−1, 0, 1]>, [1, 0, 0, 1]>, [−2, 0, 1, 0]>

〉
;

L2 =
〈
[1,−1, 1,−1]>, [0, 2, 1, 1]>, [−1, 1, 1, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [1, 1, 2]>, a2 = [0, 2, 1]>, a3 = [2,−1, 2]>;

b1 = [1, 0, 1]>, b2 = [1, 2,−1]>, b3 = [2, 1, 0]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [1, 1, 2]>, a2 = [0, 2, 1]>, a3 = [2,−1, 2]>;

b1 = [1, 3, 5]>, b2 = [2, 1, 0]>, b3 = [4,−1, 2]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



1 0 4 2
1 1 2 1
2 3 2 3
1 3 −2 1


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 18 ìàðòà)
Âàðèàíò 15

1. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
[1, 0, 0, 1]>, [0, 1, 2,−1]>, [2,−1,−1, 0]>

〉
;

L2 =
〈
[1, 0, 1, 0]>, [0, 1,−1, 3]>, [4,−1,−1, 1]>

〉
.

2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1, a2, a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = [2, 1, 1]>, a2 = [3, 2, 1]>, a3 = [1, 2,−2]>;

b1 = [1, 1, 2]>, b2 = [0, 2, 1]>, b3 = [1,−1, 0]>.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ñèñòåì ôóíêöèé t − t2,t3, 1 + 5t + t3, (1 + t)3 è (1 + t)3,
(1− t)3, t− t2 + t3, 1+ t+ t2 + t3 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó è êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà
â ïåðâîì áàçèñå, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì.

4. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = [2, 1, 1]>, a2 = [3, 2, 1]>, a3 = [1, 2,−2]>;

b1 = [1, 3, 8]>, b2 = [−3, 2,−2]>, b3 = [2, 2, 8]>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåòñòâóþùèå bk, â áàçèñå
{e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

5. Ïóñòü a è n�íåíóëåâûå âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì (a, n) 6= 0, à L�
ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ åñòü ïðîåêòèðîâàíèå íà L
ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Çàïèñàòü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü,
íàéòè ÿäðî è îáðàç.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1�ñèììåòðè÷åñêèõ è L2�êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
ïðîåêöèè ìàòðèöû A íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 è íà L2 ïàðàëëåëüíî L1.

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

7. Íàéòè áàçèñ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé



1 2 3 4
1 2 1 1
1 2 −1 −2
2 4 0 −1


 .

8∗. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].
(a) Äîêàçàòü, ÷òî d

dx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí è

ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.
(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d

dx
íà R[x]n.

9∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé
(a) {sin x, sin 2x, . . . , sin nx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 1

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




2 1 2
1 1 −1

−2 −1 0


 ,



−3 1 −1
−5 −1 1
−3 1 −2


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



3 −1 −4
−4 3 8

2 −1 −3


 ,



−1 3 −3
−1 3 −1

2 −2 4


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[4, 3, 1, 2]T, [3, 2, 0, 1]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [3,−2, 6, 3]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[1, 1, 1, 2]T, [1, 0, 1,−1]T, [2, 1, 2, 1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




2 1 9
1 1 6
1 −2 −3


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 2

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû



−2 2 0

0 4 −5
−1 2 −1


 ,




0 1 −1
−5 2 1
−3 1 1


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:


−1 −2 5

3 4 −9
1 1 −2


 ,




4 1 2
9 4 6

−9 −3 −5


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[1, 3, 5, 4]T, [1, 2, 3, 3]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [−4,−2,−1, 8]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[1, 1, 1, 5]T, [1,−2, 1,−1]T, [1, 0, 1, 3]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




2 1 −3
1 1 −1

−2 1 5


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 3

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




2 1 0
−1 1 −1
−1 0 1


 ,




2 3 −5
5 12 −19
4 8 −13


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:


−1 −2 7

4 5 −16
1 1 −3


 ,




2 −1 −4
−4 2 8

2 −1 −4


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[2, 4,−1, 2]T, [3, 7,−2, 5]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [4, 2, 5, 8]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
〈[1, 1, 1, 1]T, [1, 0, 1,−1]T, [1,−2, 1,−5]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =



−1 3 −7
−1 2 −4
−1 1 −1


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 4

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




1 1 0
0 1 −1

−1 1 2


 ,



−2 2 −3

1 5 −11
1 5 −10


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:


−2 3 −3
−1 2 −1

2 −2 3


 ,



−1 −2 −2

2 3 2
1 1 2


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[−2, 1, 2, 3]T, [1, 2, 2,−2]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [2, 3, 2, 4]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
〈[2,−1, 0, 1]T, [1,−1,−2, 1]T, [1, 1, 6,−1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =



−1 −3 7

1 2 −5
2 5 −12


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 5

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




0 −1 2
−1 1 −1

1 2 −1


 ,



−1 0 1
−7 0 5
−5 −1 5


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



1 0 −1
3 4 −15
1 1 −4


 ,




1 1 1
−8 −5 −4

4 2 1


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[−2, 3, 1, 2]T, [−1, 3,−1, 4]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [4, 5, 3, 1]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
〈[1, 2, 1, 1]T, [1, 3, 0, 3]T, [1, 1, 2,−1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




1 −1 −1
−1 2 4
−1 3 7


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 6

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû



−1 1 2
−2 1 1

1 1 0


 ,




15 8 20
1 1 2

−11 −6 −15


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



2 −8 −5
−1 5 3

3 −13 −8


 ,




6 −1 −8
−4 2 8

4 −1 −6


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[2, 1, 2,−1]T, [2, 4,−1, 2]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [4, 5, 3, 1]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
〈[1, 1, 1, 1]T, [1, 0, 2, 3]T, [1, 3,−1,−3]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =



−1 −3 −6

1 2 5
1 5 8


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 7

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




2 1 1
−2 1 −2
−1 1 0


 ,



−4 8 −1

0 4 −2
−4 10 −2


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



1 2 5
−3 −6 −15

1 2 5


 ,




8 −1 −10
−4 2 8

5 −1 −7


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[4,−2, 5, 1]T, [2,−1, 3,−2]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [3, 6, 3, 4]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
〈[−1, 1, 1, 1]T, [1, 3, 0, 1]T, [2, 2,−1, 0]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




1 −1 −4
−1 2 7
−4 7 25


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 8

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




0 2 1
−1 1 −1
−1 2 2


 ,




12 6 14
−1 1 −1
−7 −4 −8


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



2 −2 −1
−1 3 −

3 −6 −2


 ,




3 −2 −1
−1 4 1

3 −6 −1


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[1, 1, 2, 1]T, [1, 2, 3, 1]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [−2, 8, 3,−1]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[1,−1, 1,−1]T, [1, 1, 2,−1]T, [1, 3, 3,−1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




2 5 −1
1 3 −1
5 12 −2


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 9

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




1 0 2
−2 1 −2

0 2 −1


 ,




7 4 8
−3 −1 −4
−3 −2 −3


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



3 −2 5
1 0 1

−1 1 −2


 ,




6 −5 5
2 −1 2

−3 3 −2


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[3,−1, 1,−1]T, [5,−1, 0, 1]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [1,−7, 5,−2]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[1, 2, 1, 3]T, [1, 1, 2, 2]T, [1, 0, 3, 1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




2 −1 3
−1 1 −2
−7 2 −9


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 10

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû



−1 2 2
−2 1 0

0 2 1


 ,




10 −10 −1
4 −2 0

−4 4 2


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



5 −8 −14
−1 2 3

3 −4 −8


 ,




1 3 3
−1 1 −1
−2 −2 4


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[1, 3, 2, 4]T, [2, 4, 3, 5]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [−1, 8,−6, 5]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[2,−1, 0, 1]T, [1, 0,−1,−1]T, [1,−1, 1, 2]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




2 −1 5
−1 1 −2
−3 1 −8


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 11

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




2 0 1
−1 2 −1

0 1 1


 ,




7 −8 1
4 −3 2

−4 0 −5


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:



5 10 15
−4 −8 −12

1 2 3


 ,




4 −2 1
3 −1 1

−3 2 0


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[−2, 1,−3, 4]T, [−1, 1,−4, 4]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [2, 3, 4,−1]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[1,−2, 2,−1]T, [1,−1, 2, 0]T, [1, 0, 2, 1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =



−1 3 −3
−1 2 −1

3 −8 7


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 12

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




1 1 1
−1 2 0

0 1 2


 ,




8 −12 −3
4 −6 −2

−4 8 4


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:


−4 4 6
−3 4 3
−3 2 5


 ,




2 −2 −3
−2 3 9

1 −1 −3


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[2, 1, 1, 1]T, [1, 3, 2, 2]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [2,−5, 9, 7]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[1,−1, 3, 2]T, [1, 1, 1, 2]T, [1, 3,−1, 2]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




3 −2 3
2 −1 1
7 −3 2


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 13

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




1 −1 2
−1 2 −1

1 2 1


 ,



−10 −4 7

12 4 −10
−2 −1 0


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:


−2 1 1

4 −5 −4
−5 5 4


 ,



−7 2 −5

1 0 1
11 −3 8


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[−2, 1,−4, 3]T, [−1, 1,−3, 3]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [7,−9, 1, 3]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
âåêòîðîâ 〈[1, 2,−1, 2]T, [1,−3, 1, 1]T, [2,−1, 0, 3]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




5 −2 6
−2 1 −2

6 −2 8


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 14

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




0 1 2
−2 2 1

1 1 1


 ,




8 3 −7
−4 0 6

8 4 −6


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:


−4 −1 2
−4 2 8
−1 −1 −1


 ,



−4 1 −2

8 −2 4
12 −3 6


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[4, 3,−5, 3]T, [2, 1,−2, 1]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [1, 4, 5, 2]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
〈[1, 1, 1, 1]T, [1, 1, 2, 3]T, [1, 1, 0,−1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =




5 −3 −6
−3 2 4
−5 4 8


 .
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10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 29 àïðåëÿ)
Âàðèàíò 15

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ìàòðèöû




0 2 2
−3 −4 −4

2 2 2


 ,



−3 −2 3

6 4 −4
−2 −1 3


 .

2. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû:


−7 3 −9
−1 1 −1

6 −2 8


 ,




3 3 6
−1 1 −1
−4 −2 −7


 .

3. Íàéòè exp(A) äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â R4 ê ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà
âåêòîðû {

[1, 2, 1, 1]T, [3, 1,−2,−2]T
}

Îðòîãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà [3, 8, 1, 5]T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
〈[1,−1, 1, 1]T, [1, 2, 3, 1]T, [1,−4,−1, 1]T〉.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

íàéòè: (à) îáú�åì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå îò x3 − x äî
ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr (A†B).

Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:
(à) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;
(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Ïóñòü R[x]6n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí
è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx

íà R[x]n.

9. Èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ax = b ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà.

A =



−1 −3 5

1 2 −3
1 1 −1


 .

53

www.phys.nsu.ru



10*. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1, a2,b1,b2) 6 g(a1, a2)g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð�åõ âåêòîðîâ.
(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?
(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1, a2,b1,b2)

g(a1, a2)g(b1,b2)
.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 1

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

2




1 1 −√2

1 1
√

2√
2 −√2 0


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
1− 2i −2 + i
1 + 2i −2− i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
3 −1
3 −1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = 2x2
1 + 6x1x2 − 2x1x3 + 3x2

2 − 10x2x3 − 5x2
3,

g = x2
1 + 4x1x2 + 2x1x3 + 5x2

2 + 6x2x3 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x2 − 4xy + 4y2 − 7x + 9y + 7 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 2

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

2




1 1
√

2

1 1 −√2

−√2
√

2 0


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
3 + 2i 3− 2i

−2− 3i −2 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
2 14
1 7

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 4x1x2 + 8x1x3 + 8x2

2 + 24x2x3 + 12x2
3,

g = x2
1 + 4x1x2 + 2x1x3 + 5x2

2 + 6x2x3 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 6x2 − 4xy + 9y2 + 10y + 3 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 3

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

3




2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
3− i −1 + 3i
3 + i −1− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [ −2 6
−1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2

2 − 8x2x3 − 2x2
3,

g = x2
1 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2

2 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 3x2 + 8xy − 3y2 + 6x− 2y − 2 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 4

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

3




2 2 −1
−1 2 2
2 −1 2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [ −1 + 2i 2− i
−1− 2i 2 + i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [ −1 7
−1 7

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = 2x1x2 + 2x1x3 + 3x2
2 + 4x2x3 + x2

3,

g = x2
1 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2

2 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 3x2 − 2xy + 3y2 − 6x + 2y + 3 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 5

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

3




2 −2 1
2 1 −2
1 2 2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [ −3− 2i −3 + 2i
2 + 3i 2− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
2 1
2 1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 2x1x2 − 2x1x3 + 3x2

2 − 2x2x3 − 2x2
3,

g = x2
1 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2

2 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x2 − 6xy + y2 − 6x + 10y − 5 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.

59

www.phys.nsu.ru



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 6

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

3




2 −2 1
1 2 2
2 1 −2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [ −3 + i 1− 3i
−3− i 1 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
6 8
3 4

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 + 6x2

2 − 4x2x3 − 2x2
3,

g = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 + 5x2

2 − 2x2x3 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x2 + 10xy + y2 + 14x− 2y + 5 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 7

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

3




2 1 −2
1 2 2
2 −2 1


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
1 + 2i 1− 2i
−2− i −2 + i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [ −1 2
−1 2

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 + 2x2

2 − 6x2x3 − x2
3,

g = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 + 5x2

2 − 2x2x3 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x2 + 4xy + y2 + 2x + 4y = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 8

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

3




2 1 −2
2 −2 1
1 2 2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
3− 2i −2 + 3i
3 + 2i −2− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
1 3
1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 + 2x2

2 − 4x2x3 + 4x2
3,

g = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 + 5x2

2 − 2x2x3 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 2x2 + 3xy − 2y2 + x + 2y − 1 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 9

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

9




1 −8 4
4 4 7
−8 1 4


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
3 + i 3− i

−1− 3i −1 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
2 6
1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 4x1x2 + 2x1x3 +

7

2
x2

2 + 8x2x3 + 5x2
3,

g = x2
1 + 4x1x2 + 2x1x3 + 5x2

2 + 6x2x3 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 5x2 + 6xy − 3y2 − 8x + 1 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 10

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

9




4 4 7
−8 1 4
1 −8 4


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [ −1− 2i −1 + 2i
2 + i 2− i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
7 1
7 1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 − 4x1x2 + 2x1x3 +

7

2
x2

2 − 6x2x3 + 3x2
3,

g = x2
1 − 4x1x2 + 2x1x3 + 5x2

2 − 6x2x3 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 2x2 − 4xy + 5y2 − 4x + 4y + 1 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 11

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

7




3 −2 6
6 3 −2
−2 6 3


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [ −3 + 2i 2− 3i
−3− 2i 2 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [ −1 3
−1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 2x1x2 + 2x1x3 +

3

2
x2

2 − 4x2x3 + 7x2
3,

g = x2
1 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2

2 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 5x2 − 2xy + 5y2 + 14x + 2y + 10 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 12

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

7



−2 6 3
3 −2 6
6 3 −2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [ −3− i −3 + i
1 + 3i 1− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [ −6 8
−3 4

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 − 2x1x2 + 4x1x3 − 5x2

2 + 6x2
3,

g = x2
1 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2

2 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 5x2 − 6xy + 5y2 + 12x− 4y + 6 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 13

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

4




1 3
√

6

3 1 −√6

−√6
√

6 −2


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [ −2 + i 1− 2i
−2− i 1 + 2i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
1 2
1 2

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = 3x2
1 + 2x1x2 + 4x1x3 − 3x2

2 + 6x2
3,

g = x2
1 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2

2 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x2 − xy + y2 + 4x− 2y + 4 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 14

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

3




2 1 2
1 2 −2
−2 2 1


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
3 + i −1− 3i
3− i −1 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
6 −2
3 −1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = − 2x1x2 + 2x1x3 − 3x2
2 + 3x2

3,

g = x2
1 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2

2 + 3x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 5x2 + 24xy − 5y2 − 2x + 16y − 4 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 15

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî
à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2*2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè
ýëåìåíòàìè;
á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ1σ3 = −σ3σ1 =
iσ2, σ2

k = E, k = 1, 2, 3;
â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt)
óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì
ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[ − cos ϕ sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
;

1

9




1 4 −8
−8 4 1
4 7 4


 .

4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [
2 + i −1− 2i
2− i −1 + 2i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [ −2 14
−1 7

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x2
1 + 2x1x2 + 8x1x3 + 2x2

2 + 12x2x3 + 21x2
3,

g = − x2
1 − 2x1x2 − 8x1x3 + x2

2 − 9x2
3.

7. Îïðåäåëèòü òèï ëèíèè 2 ïîðÿäêà, íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéòè
êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 4x2 + 6xy − 4y2 + x + 7y − 2 = 0

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâó V2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà V1 è V2 îðòîãîíàëüíû .

9*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì
è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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