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Çàíÿòèå 1

Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

íàçûâàþò óðàâíåíèå âèäà

y ′ = f(x) · g(y). (1.1)

Ñ òàêèìè óðàâíåíèÿìè âû óæå íå ðàç âñòðå÷àëèñü. Ìû ëèøü íàïîìíèì,

êàê îíè ðåøàþòñÿ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè â êàêîé-ëèáî òî÷êå y = c0 ôóíê-

öèÿ g(y) îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ôóíêöèÿ y(x) ≡ c0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (1.1), ò.ê îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

×òîáû íàéòè äðóãèå ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ y ′ êàê îò-

íîøåíèå äèôôåðåíöèàëîâ: y ′ =
dy

dx
, è ¾ðàçäåëèì ïåðåìåííûå¿, ïðèâåäÿ

óðàâíåíèå (1.1) ê âèäó
dy

g(y)
= f(x) dx.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

G(y) = F (x) + C. (1.2)

Çäåñü G(y) è F (x) � íåêîòîðûå ïåðâîîáðàçíûå îò ôóíêöèé
1

g(y)
è f(x)

ñîîòâåòñòâåííî, à C îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ.

Ñîîòíîøåíèå (1.2) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè

x è y. Çàìåòèì, ÷òî çà÷àñòóþ ðàçðåøèòü ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâíûì îá-

ðàçîì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y òåõíè÷åñêè ñëîæíî, äà è íå âñåãäà

öåëåñîîáðàçíî.

Ïðèìåð 1. Ðåøèì óðàâíåíèå y ′ = x · (1 + y2), ñëåäóÿ îïèñàííîìó

âûøå àëãîðèòìó:
dy

dx
= x · (1 + y2)
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4 Çàíÿòèå 1

dy

1 + y2
= x · dx

arctg y =
x2

2
+ C

Êàê âèäèòå, àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-

íûìè äîñòàòî÷íî ïðîñò. Ýòî ïîçâîëèò íàì íà ïðèìåðå óðàâíåíèé ñ ðàç-

äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè îáñóäèòü îñíîâíûå âîïðîñû, âîçíèêàþùèå

ïðè ðåøåíèè ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íå îòâëåêàÿñü íà

òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû.

È ñàìûé ïåðâûé âîïðîñ � ÷òî æå òàêîå ¾ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ¿. Äàäèì îïðåäåëåíèå.

Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà èíòåðâàëå (a; b) íàçûâà-

åòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (a; b) ôóíêöèÿ y = ϕ(x), êîòîðàÿ

îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî.

Ïî÷åìó òàê âàæíî óêàçûâàòü èíòåðâàë, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ

y = ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì? Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ y =
1

x− 2
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

y ′ = −y2 (1.3)

íà èíòåðâàëå (2; +∞), íî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íè íà êàêîì áîëåå øè-

ðîêîì èíòåðâàëå, òàê êàê îíà íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x = 2.

Ýòà æå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.3) íà èíòåðâàëå

(−∞; 2). Íî ïðàâèëüíåå áûëî áû ãîâîðèòü î äâóõ ôóíêöèÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ

ðàçëè÷íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ: y1 =
1

x− 2
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

(−∞; 2) è y2 =
1

x− 2
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (2; +∞). �

Ïðèìåð 3. Ôóíêöèÿ y = sinx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

y ′ =
√

1− y2 (1.4)

íà èíòåðâàëå (−π
2
;
π

2
), îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà áîëåå øèðîêîì
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Çàíÿòèå 1 5

èíòåðâàëå, õîòÿ è îïðåäåëåíà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ y = sin x è åå ïðîèçâîäíóþ â

óðàâíåíèå (1.4), ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî cosx = | cosx|, êîòîðîå ÿâëÿåò-
ñÿ òîæäåñòâîì íà èíòåðâàëå (−π

2
;
π

2
). Ýòî ðàâåíñòâî ïîäñêàæåò íàì, íà

êàêèõ èíòåðâàëàõ, êðîìå óêàçàííîãî, ôóíêöèÿ y = sinx òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì. �

×àñòî òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, óäî-

âëåòâîðÿþùåå â òî÷êå x0 äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, êîòîðûå íàçûâà-

þòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè è

äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà y ′(x) = f(x; y) ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ y(x0) = y0.

Òàê, ðàññìîòðåííàÿ â ïðèìåðå 3 ôóíêöèÿ y = sinx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è Êîøè

y ′ =
√

1− y2

y(0) = 0.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êî-

øè íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òî åñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå, îïðåäå-

ëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x0. Òàê, ôóíêöèÿ y = sinx ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè ëèøü íà èíòåðâàëå (−π
2
;
π

2
),

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 = 0.

Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

y ′(x) = f(x; y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ïðè ëþáîì çíà÷åíèè C ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,

2. åñëè çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(x0) = y0 èìååò ðå-

øåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî ìîæíî óêàçàòü òàêîå

çíà÷åíèå C0, ÷òî ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êî-

øè y(x0) = y0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó Êîøè îáû÷íî ðåøàþò â äâà ýòàïà:

www.phys.nsu.ru



6 Çàíÿòèå 1

1. íàõîäÿò îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,

2. îïðåäåëÿþò çíà÷åíèå êîíñòàíòû C èç óñëîâèÿ ϕ(x0, C) = y0.

Íàïðèìåð, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (1.3), ìû íàéäåì åãî îáùåå ðå-

øåíèå: y =
1

x+ C
. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

y(x0) = y0, îïðåäåëèì êîíñòàíòó C èç óñëîâèÿ y0 =
1

x0 + C
. Îòñþäà ïî-

ëó÷èì, ÷òî C =
1

y0
− x0.

Ïîñòàâèâ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3) äâå çàäà÷è Êîøè: îäíó � ñ íà÷àëüíûìè

äàííûìè y(3) = 1, à äðóãóþ � ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(1) = −1, ìû

ïîëó÷èì îäíî è òî æå çíà÷åíèå C = −2. Íî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

ìû ïîëó÷èì ðàçíûå âåòâè ôóíêöèè y =
1

x− 2
: îäíó � îïðåäåëåííóþ

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 3, à äðóãóþ � îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 = 1.

Ðèñ. 1.1. Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3)

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå C òîëüêî ïðè

óñëîâèè, ÷òî y0 6= 0. Åñëè æå y0 = 0, òî åñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó

Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(x0) = 0, åå ðåøåíèåì, î÷åâèäíî, áóäåò

ôóíêöèÿ y ≡ 0 (ìû ïîëó÷èëè åå íà ïåðâîì øàãå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-

íûõ). Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ôîð-

ìóëû y =
1

x+ C
.

Íà ðèñ. 1.1 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3). Ýòè ëè-

íèè çàïîëíÿþò âñþ ïëîñêîñòü xOy, ïðè÷åì ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0; y0)

ïðîõîäèò ðîâíî îäíà êðèâàÿ. Ïðÿìàÿ y = 0 â ýòîì ñìûñëå íè÷åì íå

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 1 7

îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ ëèíèé. Ïîýòîìó ðåøåíèå y ≡ 0 ìû íàçîâåì

÷àñòíûì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíî íå îïèñûâàåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðèìåðó 3. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.4), ïîëó÷èì

ñîîòíîøåíèå arcsin y = x + C. Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íåñëîæíî

ïðåäñòàâèòü, çàìåòèâ, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå çàäàåò ÿâíóþ ôóíê-

öèþ x = arcsin y−C, ïîýòîìó âñå ëèíèè ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü
èç ãðàôèêà ôóíêöèè x = arcsin y ñäâèãàìè âäîëü îñè Ox (Ðèñ. 1.2).

Ðèñ. 1.2. Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.4)

Åñëè â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ìû ïðèøëè ê ñîîòíîøåíèþ Φ(x; y;C) = 0, òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî

ïîëó÷åí îáùèé èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Òî÷íåå ãîâî-

ðÿ, ñîîòíîøåíèå Φ(x; y;C) = 0 íàçûâàåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ

y ′ = f(x; y), åñëè îíî îïðåäåëÿåò (íåÿâíûì îáðàçîì) âñå ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå ïðèìåðà 3. Óðàâíåíèå (1.4) èìååò åùå äâà

ðåøåíèÿ � y1 ≡ −1 è y2 ≡ 1 � êîòîðûå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåãî

èíòåãðàëà íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè C. Äîáàâèì ýòè äâå ïðÿìûå ê êàðòèíå

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.4). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ

îãèáàþùèìè ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ ëèíèé arcsin y = x + C, òî åñòü â

êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàþòñÿ îäíîé èç ëèíèé óêàçàííîãî ñåìåéñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû ïîñòàâèì äëÿ óðàâíåíèÿ (1.4) çàäà÷ó Êî-

øè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(x0) = −1 èëè y(x0) = 1, òî ìû îáíàðó-

æèì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè íååäèíñòâåííî. Íàïðèìåð, óñëî-

âèþ y(0) = −1 óäîâëåòâîðÿþò êàê ðåøåíèå y = − cosx, òàê è ðåøå-

íèå y ≡ −1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ = f(x; y), â êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî

íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, íàçûâàåòñÿ îñîáûì

ðåøåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.4) èìååò äâà îñîáûõ ðåøåíèÿ:
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8 Çàíÿòèå 1

y1 ≡ −1 è y2 ≡ 1.

Òàê êàê èñòîðè÷åñêè ìíîãèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áûëè ñâÿ-

çàíû ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè çàäà÷àìè, òî â òåîðèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðî÷íî óòâåðäèëàñü ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ¿ ëåêñèêà.

Òàê, çàäà÷ó Êîøè y ′ = f(x; y)

y(x0) = y0
(1.5)

ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: òðåáóåòñÿ íàéòè íà ïëîñêîñòè xOy

òàêóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x0; y0) è â êàæäîé ñâî-

åé òî÷êå (x; y) èìååò êàñàòåëüíóþ, óãëîâîé êîýôôèöèåíò êîòîðîé ðàâåí

f(x; y). Òàêóþ êðèâóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé ëèíèåé äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè è åãî ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç � èíòåãðàëüíàÿ

ëèíèÿ � íàñòîëüêî òåñíî ñâÿçàíû, ÷òî âìåñòî ôðàçû ¾ôóíêöèÿ y = y(x)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.5)¿ ìû ÷àñòî ãîâîðèì ¾ðåøåíèå

y = y(x) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x0; y0)¿. Îäíàêî, ïîíÿòèå ¾èíòåãðàëü-

íàÿ ëèíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ¿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â áî-

ëåå øèðîêîì êîíòåêñòå.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé x2 + y2 = R2.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0; y0) èìååò âèä x0 · x+ y0 · y = R2.

Åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò ðàâåí (−x0
y0

), ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàå-

ìûå îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ëèíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ y ′ = −x
y
. Åñëè æå ãîâîðèòü î ðåøåíèÿõ ýòîãî äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî èìè íåñîìíåííî áóäóò ôóíêöèè y =
√
R2 − x2

è y = −
√
R2 − x2.

Â òî÷êàõ (x; 0) óðàâíåíèå y ′ = −x
y
íå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ïðîèçâîä-

íîé y ′, òî åñòü íå îïðåäåëÿåò óãëîâîé êîýôôèöèåíò èíòåãðàëüíîé êðèâîé

y = y(x) ïî îòíîøåíèþ ê îñè Ox. Íî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â òà-

êîé ñèòóàöèè ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò

êðèâîé ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oy, òî åñòü ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ x ′ = −y
x
.
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Êàê âèäèì, â òî÷êàõ (x; 0), ãäå x 6= 0, óãëîâîé êîýôôèöèåíò x ′ ðàâåí

íóëþ, òî åñòü êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé x = x(y) ïàðàëëåëüíà îñè Oy.

È òîëüêî â òî÷êå (0; 0) ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü íè çíà÷åíèå y ′, íè

çíà÷åíèå x ′. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ. Êàê ìû âèäèì, ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå, êîãäà

ïåðåìåííûå x è y ¾ðàâíîïðàâíû¿, áîëåå åñòåñòâåííî çàïèñàòü óðàâíåíèå

â ¾ñèììåòðè÷íîì¿ âèäå
dx

y
=

dy

−x èëè â âèäå x dx+ y dy = 0, è äàòü åìó

ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: òðåáóåòñÿ íàéòè íà ïëîñêîñòè òàêèå êðèâûå,

êîòîðûå â êàæäîé ñâîåé òî÷êå (x; y) èìåþò êàñàòåëüíûé âåêòîð (dx; dy),

êîëëèíåàðíûé âåêòîðó (x;−y) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïåðïåíäèêóëÿðíûé

âåêòîðó (x; y). Â íàøåì ïðèìåðå â îñîáîé òî÷êå (0; 0) óðàâíåíèå íå çàäàåò

íèêàêîãî íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. �

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîäâåðãëè åãî

ïðåîáðàçîâàíèÿì:

y ′ = −x
y
→ x ′ = −y

x
→ dx

y
=

dy

−x → x dx+ y dy = 0.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ

îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì â ðàçíûõ âèäàõ èëè ýòî ðàçíûå óðàâíåíèÿ?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, êàê ïðàâèëî, ñîäåðæèòñÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Íàïðèìåð, åñëè íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y ′ = 1/x, òî ôóíêöèþ x ≡ 0 íåëüçÿ ñ÷èòàòü ðåøåíèåì, åñëè æå íóæíî

îïèñàòü èíòåãðàëüíûå ëèíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî x ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîé

èç íèõ.

Ìû íå áóäåì äàëåå àêöåíòèðîâàòü âíèìàíèå íà ýòèõ ðàçëè÷èÿõ, ïî-

ñêîëüêó èç êîíòåêñòà âñåãäà ïîíÿòíî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó.

Åñëè â óðàâíåíèè y ′ = f(x) ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåð-

âàëå (a; b), òî îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ýòîì èí-

òåðâàëå èìååò âèä y = F (x)+C, ãäå F (x) � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíê-

öèè f(x). Çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0; y0), ãäå x0 ∈ (a; b),

èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì y0 ∈ R è çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
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10 Çàíÿòèå 1

y =

x∫
x0

f(ξ) dξ + y0.

Êàðòèíà èíòåãðàëüíûõ ëèíèé îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè ïàðàëëåëüíîì

ïåðåíîñå âäîëü îñè Oy.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòèõ óòâåðæäåíèé ðàññìîòðèì òðè òèïè÷íûõ ïðèìåðà.

Äèôô.

óðàâíåíèå

Îáùåå

ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè y(x0) = y0

Âèä èíòåãð. êðèâûõ

y ′ = 1/x y = ln |x|+ C y = ln |x/x0|+ y0

y ′ = x−2/3 y = 3x1/3 + C y = 3x1/3 − 3x
1/3
0 + y0

y ′ = e1/x y =

x∫
1

e
1
ξdξ+C y =

x∫
x0

e1/ξdξ + y0

Â ïåðâûõ äâóõ ïðèìåðàõ ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ëè-

íèåé, íî â ïåðâîì ñëó÷àå îíà íå êàñàåòñÿ äðóãèõ èíòåãðàëüíûõ ëèíèé,

à âî âòîðîì � êàñàåòñÿ. Â òðåòüåì ïðèìåðå ïðÿìàÿ x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðàëüíîé ëèíèåé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âèäà y ′ = f(y) ñ íåïðåðûâíîé íà èí-

òåðâàëå (a; b) ôóíêöèåé f(y). Êàê ìû óæå âèäåëè ðàíåå, åñëè f(c) = 0

ïðè êàêîì-òî ∈ (a; b), òî ôóíêöèÿ y(x) ≡ c ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ y ′ = f(y). Îäíàêî ïðÿìàÿ y = c ìîæåò êàñàòüñÿ äðóãèõ èíòåãðàëü-

íûõ ëèíèé (ðèñ. 1.2), à ìîæåò è íå êàñàòüñÿ (ðèñ. 1.1). Íàïîìíèì, ÷òî
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ðåøåíèå, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè, íàçûâàåòñÿ îñîáûì.

Êàê æå âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå y(x) ≡ c îñîáûì èëè ÷àñòíûì?

Ðàññìîòðèì ïîëîñó x ∈ R, y ∈ (a; b). ×åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0; y0) ýòîé

ïîëîñû (y 6= c) ïðîõîäèò èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ

x = x0 +

y∫
y0

dτ

f(τ)
, (1.6)

à âñå îñòàëüíûå èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ýòîé ïîëîñå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå

ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü îñè Ox.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê âåäåò ñåáÿ ôóíêöèÿ x = x(y), çàäàííàÿ ôîð-

ìóëîé (1.6), ïðè y → c, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ó òî÷êè y = c åñòü íåêîòîðàÿ

îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé íåò äðóãèõ íóëåé ôóíêöèè f(y), êðîìå y = c.

Äîïóñòèì, èíòåãðàë

y∫
y0

dτ

f(τ)
ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå c. Ïîñêîëüêó íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(τ) ñîõðàíÿåò çíàê â ïðàâîé è ëåâîé ïîëóîêðåñòíîñòÿõ

òî÷êè c, òî ôóíêöèÿ (1.6) ìîíîòîííà è íåîãðàíè÷åíà, è çíà÷èò x(y)→∞
ïðè y → c± 0.

Åñëè æå èíòåãðàë

y∫
y0

dτ

f(τ)
ñõîäèòñÿ â òî÷êå c, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(y)

èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë x1 = x0 +

c∫
y0

dτ

f(τ)
ïðè y → c. Äðóãèìè ñëîâàìè,

÷åðåç òî÷êó (x1; c) ïðîõîäèò äâå èíòåãðàëüíûõ ëèíèè: êðèâàÿ (1.6) è

ïðÿìàÿ y = c. Ïîñêîëüêó êàðòèíà èíòåãðàëüíûõ ëèíèé íå ìåíÿåòñÿ ïðè

ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü îñè Ox, òî â êàæäîé òî÷êå ïðÿìîé y = c

íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîñòîé êðèòåðèé: åñëè f(c) = 0, òî

ôóíêöèÿ y ≡ c ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y ′ = f(y), åñëè è

òîëüêî åñëè èíòåãðàë

y∫
y0

dτ

f(τ)
ñõîäèòñÿ â òî÷êå y = c.
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Íàïîìíèì, ÷òî ðåøèòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ëåãêî, åñëè f(y) ∼ k ·
(y − c)p ïðè y → c.

Åñëè p > 1, òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ � ðåøåíèå y(x) ≡ c ÷àñòíîå.

Åñëè 0 < p < 1, òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ � ðåøåíèå y(x) ≡ c îñîáîå.

Ðàññìîòðèì òðè õàðàêòåðíûõ ïðèìåðà.

Äèôô.

óðàâíåíèå

Îáùèé èíòåãðàë Âèä èíòåãð. êðèâûõ

y ′ = −y2 y =
1

x+ C
, y ≡ 0

y ′ = 3y2/3 y = (x+ C)3, y ≡ 0

y ′ = e−1/y x =

y∫
1

e1/τdτ + C

Â ïåðâîì ïðèìåðå ôóíêöèÿ y ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì äèô-
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ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à âî âòîðîì � îñîáûì. Â òðåòüåì ïðèìåðå

ôóíêöèÿ y ≡ 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (ïðè y = 0 óðàâíåíèå íå îïðåäå-

ëÿåò íàïðàâëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ëèíèé).

Íàêîíåö, îáñóäèì âîïðîñ î ïîâåäåíèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ¾â öå-

ëîì¿. Äåëî â òîì, ÷òî êëàññè÷åñêèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, î êîòîðûõ áóäåò èäòè ðå÷ü íà ïÿòîì

çàíÿòèè, íîñÿò ñóùåñòâåííî ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òî åñòü ãàðàíòèðóþò

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òîëüêî â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè (x0; y0). À âîïðîñ î ïîâåäåíèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íà âñåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæåí.

Òàê, ôîðìóëà y = (x+C)3 äàåò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ = 3y2/3.

Îäíàêî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

y ′ = 3y2/3

y(1) = 1
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ôóíêöèþ

y = x3 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (0; +∞), ïîñêîëüêó ðàñøèðåíèå èíòåðâà-

ëà ïðèâîäèò ê ïîòåðå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Òàê, ôóíêöèè y1(x) = x3,

x ∈ R, è y2(x) =

0, x < 0

x3, x > 0
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò îäíèì è òåì æå óñëîâèÿì Êîøè y(1) = 1.

Äëÿ óðàâíåíèÿ y ′ = f(y) ñ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèåé

f(y) ìû ìîæåì îïèñàòü ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ,

ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (x0; y0). Òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðîäîë-

æàåìûì èëè ìàêñèìàëüíûì.

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî åñëè íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèÿ f(y) íå èìååò

íóëåé, òî êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

(1.6). Òàê êàê ôóíêöèÿ f(y) íåïðåðûâíà è íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà (a; b),

òî îíà çíàêîïîñòîÿííà. Äîïóñòèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî f(y) > 0 íà

(a; b). Òîãäà ôóíêöèÿ x = x(y), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1.6), ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò, à ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ

y = y(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîâåäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè x → ±∞ îïðåäåëÿåòñÿ ñõîäèìîñòüþ

www.phys.nsu.ru



14 Çàíÿòèå 1

èëè ðàñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëà

±∞∫
y0

dτ

f(τ)
. Òàê, åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè

y → +∞, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë x∗,

ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå y = y(x) èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó. Åñëè

æå èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, òî x→ +∞, è âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû íåò �

ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà ëó÷å (x0; +∞).

Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ âîïðîñ ïðè y → −∞.

Ïðèìåð 5. Èññëåäóÿ ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ, âû-

ÿñíèì, áóäåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y ′ = 1 + y2

y(0) = 0
ñóùåñòâîâàòü íà

âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Èíòåãðàëû

±∞∫
0

dτ

1 + τ 2
ñõîäÿòñÿ, ïîñêîëüêó

dτ

1 + τ 2
∼ dτ

τ 2
ïðè τ → ±∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë (−x∗;x∗) (â ñèëó íå÷åòíîñòè ôóíêöèè
y∫

0

dτ

1 + τ 2
ýòîò èíòåðâàë ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0).

Ìû ìîæåì òàêæå ïîëó÷èòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè â ÿâíîì âèäå,

ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå. Èç îáùåãî èíòåãðàëà arctg y = x + C âû-

äåëèì ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ: arctg 0 = 0 +C.

Îòñþäà C = 0, è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äàåòñÿ ôîðìóëîé arctg y = x,

èëè y = tg x, x ∈ (−π
2
;
π

2
). Èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ y = tg x, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó (0; 0), èìååò äâå âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîòû. Îñòàëüíûå èíòå-

ãðàëüíûå ëèíèè ïîëó÷àþòñÿ èç íåå ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü îñè

Ox (ðèñ. 1.3). Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíå-

íèÿ y ′ = 1 + y2 íåïðåðûâíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ (x; y), êàæäîå ðåøåíèå

ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå. �

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ y ′ = f(x) · g(y).

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(y) íåïðåðûâíû ïðè x ∈ (a; b) è

y ∈ (c; d), ïðè÷åì g(y) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà (c; d), òî ÷åðåç êàæäóþ

www.phys.nsu.ru
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Ðèñ. 1.3. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ïðèìåðå 5.

òî÷êó (x0; y0) ïðÿìîóãîëüíèêà a < x < b; c < y < d ïðîõîäèò îäíà è

òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ, è óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé

èìååò âèä
y∫

y0

dτ

g(τ)
=

x∫
x0

f(ξ) dξ.

Ïðèìåð 6. Íàðèñîâàòü êàðòèíó èíòåãðàëüíûõ ëèíèé óðàâíåíèÿ

y ′ = −x(y2 − 1)

y(x2 − 1)
= − x

x2 − 1
· y

2 − 1

y
.

Óðàâíåíèå íå îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå, êàñàòåëüíîå ê èíòåãðàëüíîé

ëèíèè, â ïÿòè òî÷êàõ: (0; 0), (±1;±1). Ýòî îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå x = ±1 è y = ±1 ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè

(±1;±1) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ëèíèÿìè.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

x dx

x2 − 1
+

y dy

y2 − 1
= 0

è ïðîèíòåãðèðóåì åãî:

1

2
ln |x2 − 1|+ 1

2
ln |y2 − 1| = C1

www.phys.nsu.ru



16 Çàíÿòèå 1

ln |(x2 − 1) · (y2 − 1)| = C2

|(x2 − 1) · (y2 − 1)| = eC2 = C3, C3 > 0

Ôóíêöèÿ Φ(x; y) = (x2 − 1) · (y2 − 1) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà âäîëü

ðåøåíèÿ, òàê êàê ðåøåíèå y = y(x) íåïðåðûâíî, è ñëåäîâàòåëüíî, äîëæ-

íà ïðèíèìàòü ëèáî çíà÷åíèå C3, ëèáî çíà÷åíèå −C3, íî íå ìîæåò ìåíÿòü

çíàê. Ïîýòîìó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ìîæåì îñâîáîäèòüñÿ îò ìîäóëÿ,

çàïèñàâ îáùèé èíòåãðàë â âèäå

(x2 − 1) · (y2 − 1) = C, C 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå x = ±1 è y = ±1 òàêæå îïèñûâàþòñÿ ýòîé ôîð-

ìóëîé, åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ C 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, âñå èíòå-

ãðàëüíûå ëèíèè îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

(x2 − 1) · (y2 − 1) = C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Òàêîãî ðîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî èíòåãðàëà ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó

èñïîëüçóþòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Ïðè ýòîì âîçíèêàþùèå êîíñòàíòû C1, C2,

C3 êàê ïðàâèëî îáîçíà÷àþòñÿ îäíîé è òîé æå áóêâîé C. Â äàëüíåéøåì

ìû áóäåì ïîñòóïàòü òàê æå, íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíûå ðàçúÿñíåíèÿ.

Òåïåðü, êîãäà ìû ïîëó÷èëè ïðîñòóþ ôîðìóëó îáùåãî èíòåãðàëà, âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñîâðåìåííûìè êîìïüþòåðíûìè ïðîãðàììàìè, ÷òîáû èçîá-

ðàçèòü êàðòèíó èíòåãðàëüíûõ ëèíèé (ðèñ. 1.4). Åñëè áû ìû ïèñàëè ýòó

êíèæêó 20 ëåò íàçàä, òî ìû ïîëó÷èëè áû ýòó êàðòèíó, ïðèìåíÿÿ àï-

ïàðàò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðîâåðüòå ñåáÿ, ïîïðîáîâàâ îáîñíîâàòü

îñîáåííîñòè, êîòîðûå âû âèäèòå íà ðèñóíêå: âáëèçè îñîáîé òî÷êè (0; 0)

èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîõîæè íà îêðóæíîñòè, à âáëèçè îñòàëüíûõ îñî-

áûõ òî÷åê � íà ãèïåðáîëû, òàêæå îáîñíóéòå íàëè÷èå âåðòèêàëüíûõ è

ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò. �

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ¾â öåëîì¿ èíòåãðàëüíûõ êðè-
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Ðèñ. 1.4. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ïðèìåðå 6.

âûõ óðàâíåíèÿ y ′ =
g(y)

f(x)
ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: ôóíêöèè f(x) è

g(y) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû ïðè x > 0, y > 0; f(0) = 0, g(0) = 0, è

f(x) > 0, g(y) > 0 ïðè x > 0, y > 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè {x > 0; y > 0} ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èí-

òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, è íàêëîí êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå ïîëîæèòåëåí, òî

åñòü êàæäîå ðåøåíèå y = y(x) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèì.

Òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ. Ïîâå-

äåíèå èíòåãðàëüíûõ ëèíèé â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñõî-

äèìîñòüþ èëè ðàñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëîâ F (x) =

x∫
x0

dξ

f(ξ)
è G(y) =

y∫
y0

dτ

g(τ)

â íóëå (ñì. òàáëèöó)
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18 Çàíÿòèå 1

G(y)
∖
F (x) ñõîäèòñÿ ðàñõîäèòñÿ

ñõîäèòñÿ

ðàñõîäèòñÿ

Ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ ëèíèé ïðè x → +∞ èëè y → +∞ îïðå-

äåëÿåòñÿ ñõîäèìîñòüþ èëè ðàñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëîâ F (x) =

x∫
x0

dξ

f(ξ)
è

G(y) =

y∫
y0

dτ

g(τ)
íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. òàáëèöó)

G(y)
∖
F (x) ñõîäèòñÿ ðàñõîäèòñÿ

ñõîäèòñÿ

ðàñõîäèòñÿ

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ 16 âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé, è ëþáàÿ èç

íèõ âîçìîæíà. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ y ′ =
y2 +

√
y

x2
èíòåãðàë F (x) ñõî-

äèòñÿ ïðè x→ +∞ è ðàñõîäèòñÿ ïðè x→ +0, à èíòåãðàë G(y) ñõîäèòñÿ
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ïðè y → +0 è ïðè y → +∞.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ e−y(1 + y ′) = 1.

2. Íàéòè âñå èíòåãðàëüíûå ëèíèè óðàâíåíèÿ x2y ′ − 2xy = 3y.

3. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y ′ = 3y2/3, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèþ y(2) = 0.

4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 3y2y ′ + 16x = 2xy3; íàéòè ðåøå-

íèå, îãðàíè÷åííîå ïðè x→ +∞.

5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2xy ′ − y2 = 1; íàéòè ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(1) = 0. Óêàçàòü îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ýòîìó óñëîâèþ.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

Â äîìàøíþþ ðàáîòó âõîäÿò çàäà÷è èç (*)

�� 51, 54, 57, 60, 62, 64, 69, 70.

(*) Ôèëèïïîâ À. Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

ÿì: Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ âóçîâ. � 6-å èçä., ñòåð. � Ì.: Íàóêà. 1985. �

128 ñòð.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. ln |e−y − 1| = x+ C, y ≡ 0

2. y = Cx2e−3/x, x = 0

3. y = (x− 2)3, y ≡ 0

4. x2 = ln |y3 − 8|+ C, y = 2

5. arctg y =
1

2
ln |x|+ C, y = tg

1

2
lnx, x ∈ (e−π, eπ)
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Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Îäíîðîäíûì íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y ′ = f
(
y

x

)
. (2.1)

Ââåäåíèåì íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè u = u(x) ïî ôîðìóëå u =
y

x
ýòî

óðàâíåíèå ëåãêî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó y = u · x, òî y ′ = u ′ · x + u. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè

âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (2.1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå u ′ · x = f(u)− u, èëè
du

f(u)− u =
dx

x
.

Åñëè F (u) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè
1

f(u)− u , òî îáùèé èí-

òåãðàë óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F
(
y

x

)
= ln |x|+ C.

Ïîëàãàÿ C = lnD, ãäå D > 0, ìîæíî ïðèäàòü ýòîé ôîðìóëå âèä

F
(
y

x

)
= lnD|x|. Èçáàâèìñÿ îò ìîäóëÿ, çàìåíèâ óñëîâèå D > 0 óñëî-

âèåì D 6= 0, è ïðåîáðàçóåì îáùèé èíòåãðàë ê âèäó

F
(
y

x

)
= lnDx. (2.2)

Èíòåãðàëüíûå ëèíèè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèì çà-

ìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ (x; y) 7→ (λx;λy),

(λ 6= 0), ñîõðàíÿåò êàðòèíó èíòåãðàëüíûõ ëèíèé íåèçìåííîé, òî åñòü

èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåõîäèò â èíòåãðàëü-

íóþ ëèíèþ. Ýòî íåòðóäíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.2). Åñëè

F
(
y

x

)
= lnDx, òî F

(
λy

λx

)
= F

(
y

x

)
= lnDx = lnD1(λx).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïîòåðÿíû ðå-

øåíèÿ âèäà y = kx, ãäå k � êîðåíü óðàâíåíèÿ f(u) = u. Òî÷íåå, íóæíî
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ãîâîðèòü î íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèÿõ âèäà y = kx ñ îáëàñòüþ îïðåäå-

ëåíèÿ x < 0 èëè x > 0, ïîñêîëüêó òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé

óðàâíåíèÿ (2.1).

Íà ïåðâîì çàíÿòèè ìû âûÿñíèëè, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòè ðåøåíèÿ

áóäóò îñîáûìè. Ïåðåôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé êðèòåðèé äëÿ îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå y = kx, ãäå k � èçîëèðîâàííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(u) = u,

ÿâëÿåòñÿ îñîáûì äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé f(u), åñëè

è òîëüêî åñëè èíòåãðàë

u∫
k

dτ

f(τ)− τ ñõîäèòñÿ â òî÷êå k.

Åñëè æå ôóíêöèÿ f(u) íåïðåðûâíà íà (a; b) è âñþäó íà ýòîì èíòåð-

âàëå f(u) 6= u, òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0; y0) òàêóþ, ÷òî a <
y0
x0

< b,

ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ, è åå óðàâíåíèå èìååò

âèä
y/x∫

y0/x0

dτ

f(τ)− τ = ln
∣∣∣ x
x0

∣∣∣.
Ïðèìåð 1. Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y ′ =

y(2y − x)

x2
.

Ýòî óðàâíåíèå îäíîðîäíîå, òàê êàê åãî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

y ′ = 2
(
y

x

)2
−
(
y

x

)
.

Çàìåíà y = x ·u, y ′ = x ·u ′+u, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ x ·u ′+u = 2u2−u,
è äàëåå ê óðàâíåíèþ

du

u(u− 1)
= 2

dx

x
.

Åãî îáùèé èíòåãðàë

ln
∣∣∣u− 1

u

∣∣∣ = lnDx2 , èëè
u− 1

u
= Cx2.

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé y è çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå:
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y =
x

1− Cx2
. (2.3)

Ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ ìû ¾ïîòåðÿëè¿ ðåøåíèÿ u = 0 è u = 1,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèÿì y = 0 è y = x èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòè

ðåøåíèÿ � íå îñîáûå, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, èññëåäóÿ

ôîðìóëó (2.3), èëè èññëåäóÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫

du

u(u− 1)
ïðè u→ 0

è u→ 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ x = 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ëèíèåé

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, è òðè ïðÿìûå y = 0, y = x è x = 0 äåëÿò ïëîñ-

êîñòü xOy íà ñåêòîðû, â êàæäîì èç êîòîðûõ äîñòàòî÷íî íàðèñîâàòü îäíó

èíòåãðàëüíóþ ëèíèþ, à îñòàëüíûå ïîëó÷èòü èç íåå ïðåîáðàçîâàíèåì ïî-

äîáèÿ. Ïðè÷åì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü ïîëóïëîñêîñòü x > 0, òàê

êàê êàðòèíà ïðè x < 0 ïîëó÷èòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ êîýôôè-

öèåíòîì λ < 0 (èëè ïîâîðîòîì íà 180o âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò).

Ðèñ. 2.1. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ïðèìåðå 1.

Íàéäåì èíòåãðàëüíóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (2; 1). Ïîä-

ñòàâèì åå êîîðäèíàòû â ôîðìóëó (2.3): 1 =
2

1− 4C
, îòêóäà C = −1/4 è

ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå y =
4x

4 + x2
. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôîðìàëüíî ýòà

ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x ∈ R, ìû äîëæíû èñêëþ÷èòü îñîáóþ òî÷-

êó (0; 0) è ãîâîðèòü î íåïðîäîëæàåìîì ðåøåíèè ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

(0; +∞), ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó (2; 1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ ëåæèò â ñåêòîðå II (ðèñ. 2.1).
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Òåïåðü íàéäåì èíòåãðàëüíóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (2;−2/3).

Ïîäñòàâèì åå êîîðäèíàòû â ôîðìóëó (2.3): −2

3
=

2

1− 4C
, îòêóäà C = 1 è

ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå y =
x

1− x2 . Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ íå îïðåäå-

ëåíà â òî÷êå x = 1, è äàííàÿ ôîðìóëà çàäàåò ïðè x > 0 äâà íåïðîäîë-

æàåìûõ ðåøåíèÿ: ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ (0; 1) è (1; +∞). Âòîðîå èç

íèõ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, òàê êàê ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (2;−2/3). Òàêèì

îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíóþ ëèíèþ, ëåæàùóþ â ñåêòîðå I. À ðå-

øåíèå y =
x

1− x2 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (0; 1) äàåò íàì èíòåãðàëüíóþ

ëèíèþ, ëåæàùóþ â ñåêòîðå III.

Â ýòîì ïðèìåðå, áëàãîäàðÿ ïîëó÷åííîé ôîðìóëå îáùåãî ðåøåíèÿ,

ìû ìîæåì óêàçàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ëþáîãî íåïðîäîëæàåìîãî ðåøå-

íèÿ. Òàê, åñëè C 6 0, òî íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà ëó÷å

(−∞; 0) èëè (0; +∞). Åñëè æå C > 0, òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåïðîäîë-

æàåìîãî ðåøåíèÿ ñëóæèò îäèí èç ñëåäóþùèõ èíòåðâàëîâ: (−∞;−
√
C),

(−
√
C; 0), (0;

√
C) èëè (

√
C; +∞). Â îáùåì ñëó÷àå òåîðåìà, ñ êîòîðîé ìû

ïîçíàêîìèìñÿ ïîçæå, óòâåðæäàåò ëèøü ñóùåñòâîâàíèå íåïðîäîëæàåìîãî

ðåøåíèÿ. �

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

xy ′ = y +
√
x2 − y2

y(1) = 0, 5
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî íà ìíîæå-

ñòâå |x| > |y|, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ñåêòîðîâ:

x > |y| è x 6 −|y|, ïåðåñåêàþùèõñÿ ëèøü â òî÷êå (0; 0). Ïîñêîëüêó

óñëîâèå Êîøè ïîñòàâëåíî â òî÷êå x = 1, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî

èíòåãðàëüíûå ëèíèè, ëåæàùèå â ïåðâîì ñåêòîðå, òî åñòü ïðè x > 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå îäíîðîäíîå. Îäíàêî

ìû íå áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü åãî ê âèäó (2.1), à ñðàçó ñäåëàåì çàìåíó

y = u·x, y ′ = u ′ ·x+u, è, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå x > 0, ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ

u ′ · x =
√

1− u2.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, íàéäåì îá-

ùèé èíòåãðàë arcsinu = lnDx, èëè arcsin
y

x
= lnDx.
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Ðåøåíèÿ y = −x è y = x èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

çíà÷åíèÿì u = ±1, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ
√

1− u2 îáðàùàåòñÿ â íîëü,

ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè, òàê êàê èíòåãðàë
∫

du√
1− u2

ðàñõîäèòñÿ â òî÷êàõ

u = ±1.

Ðèñ. 2.2. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ïðèìåðå 2.

Íàéäåì ðåøåíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (0, 5; 1). Èç ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì: arcsin 0, 5 = lnD, òî åñòü lnD = π/6. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èñêîìîå ðåøåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

arcsin
y

x
= lnDx = lnD + lnx =

π

6
+ lnx.

Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ | arcsin t| 6 π/2, òî ýòà ôîðìóëà èìååò

ñìûñë ëèøü ïðè | lnx + π/6| 6 π/2, òî åñòü −2π/3 6 lnx 6 π/3, èëè

e−2π/3 6 x 6 eπ/3.

Ðàçðåøàÿ ðàâåíñòâî arcsin
y

x
= ln x +

π

6
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y,

ïîëó÷àåì îòâåò: ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y = x · sin(lnx+
π

6
).

Ïðè x = e−2π/3 ýòî ðåøåíèå êàñàåòñÿ ïðÿìîé y = −x, à ïðè
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x = eπ/3 � ïðÿìîé y = x (ðèñ. 2.2). Ïîýòîìó äëÿ ñîõðàíåíèÿ åäèí-

ñòâåííîñòè ìû äîëæíû ñ÷èòàòü îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåïðîäîëæàåìîãî

ðåøåíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (0, 5; 1), èíòåðâàë (e−2π/3; eπ/3). �

Ïóñòü óðàâíåíèå çàäàíî â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

M(x; y) dx+N(x; y) dy = 0.

Îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè M(x; y) è N(x; y) � îäíîðîäíûå ôóíê-

öèè îäíîé è òîé æå ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè p, òî åñòü äëÿ ëþáîãî t 6= 0

M(tx; ty) = tp ·M(x; y),

N(tx; ty) = tp ·N(x; y).

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íå ïåðåõîäèòü ê âèäó (2.1), à ñðàçó äåëàòü çàìåíó

ïåðåìåííûõ y = u · x, âûðàæàÿ äèôôåðåíöèàëû dy = du · x+ u · dx.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (y2−2xy) dx+x2 dy = 0.

Âûïîëíèâ çàìåíó y = u · x, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2(u2 − 2u) dx+ x2(x du+ u dx) = 0.

Îíî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ: x2 = 0 èëè (u2 − u) dx + x du = 0.

Ïåðâîå èç íèõ äàåò íàì îäíó èíòåãðàëüíóþ ëèíèþ x = 0, à âòîðîå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-

ìåííûìè.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ u ≡ 0 è u ≡ 1, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøå-

íèÿì y = 0 è y = x èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå îáùèé èíòåãðàë

ln
∣∣∣ u

1− u

∣∣∣ = lnDx,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ îáùåå ðåøåíèå y =
Dx2

1 +Dx
.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ ëèíèé, âõîäÿùèõ â
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Ðèñ. 2.3. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ïðèìåðå 3.

òî÷êó (0; 0). Åñëè â ïðèìåðå 1 âñå îíè, çà èñêëþ÷åíèåì ïðÿìûõ x = 0 è

y = 0, êàñàëèñü ïðÿìîé y = x, òî â ïðèìåðå 3 âñå âõîäÿùèå â òî÷êó (0; 0)

èíòåãðàëüíûå êðèâûå, çà èñêëþ÷åíèåì ïðÿìûõ x = 0 è y = x, êàñàþòñÿ

ïðÿìîé y = 0. Ýòî õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 2.3. �

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü ïðÿìàÿ y = kx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1) (òî åñòü

f(k) = k), è ôóíêöèÿ f(u) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå u = k, òîãäà ïðè

óñëîâèè f ′(k) < 1 íè îäíî èç ðåøåíèé íå êàñàåòñÿ ýòîé ïðÿìîé â íà÷àëå

êîîðäèíàò, à ïðè óñëîâèè f ′(k) > 1 ýòîé ïðÿìîé â íà÷àëå êîîðäèíàò

êàñàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íà ïðèìåðàõ 1 è 3.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì îäíîðîäíûì,

åñëè çàìåíà y = zm ïðèâîäèò åãî ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ. ×òîáû ïî-

äîáðàòü ÷èñëî m, íóæíî ñíà÷àëà ñäåëàòü óêàçàííóþ çàìåíó, à ïîòîì

ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå îäíîðîäíîñòè.

Ïðèìåð 4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2y ′ + x = 4
√
y.
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Ïîäñòàâèâ y = zm, ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ 2mzm−1z ′ = 4zm/2 − x.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå áûëî îäíîðîäíûì, îáà ñëàãàåìûõ â

ïðàâîé ÷àñòè äîëæíû èìåòü îäíó è òó æå ñòåïåíü, òî åñòü m/2 = 1.

Êðîìå òîãî, òàêóþ æå ñòåïåíü äîëæåí èìåòü êîýôôèöèåíò ïðè z ′, òî

åñòü m− 1 = 1.

Îáà ýòè òðåáîâàíèÿ ñîâìåñòíû, è ïðè m = 2 óðàâíåíèå ñòàíåò îäíî-

ðîäíûì. Èòàê, çàìåíà z =
√
y, èëè y = z2, ïðèâîäèò íàñ ê óðàâíåíèþ

4z ·z ′ = 4z−x. Îíî èìååò îáùèé èíòåãðàë x

2z − x − ln
∣∣∣2z − x

x

∣∣∣ = ln |x|+C
è ÷àñòíîå ðåøåíèå z = x/2, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, ïîëó÷àåì îòâåò: îáùèé èíòåãðàë
x

2
√
y − x = ln |2√y − x|+ C è ÷àñòíîå ðåøåíèå y = x2/4. �

Çàìå÷àíèå: åñëè m < 0, òî âîçìîæíà ïîòåðÿ ðåøåíèÿ y ≡ 0. Ïåðåä

òåì, êàê äåëàòü çàìåíó y = zm, ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ y ≡ 0

ðåøåíèåì.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà y ′ = f
(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
.

Åñëè íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ (a1; b1) è (a2; b2) ïðîïîðöèîíàëüíû, òî

åñòü a1 : a2 = b1 : b2, òî çàìåíà z = a1x + b1y èëè z = a1x + b1y + c1

ïðèâåäåò íàñ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå (x− y − 1) + (y − x+ 2)y ′ = 0.

Ïîëîæèì z = y−x+ 2. Òîãäà y ′ = z ′+ 1, è óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ

â (1− z) + z(z ′ + 1) = 0, èëè z · z ′ + 1 = 0.

Åãî îáùèé èíòåãðàë z2 + 2x = C, èëè (y − x+ 2)2 + 2x = C. �

Åñëè æå êîýôôèöèåíòû (a1; b1) è (a2; b2) íå ïðîïîðöèîíàëüíû, òî ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå a1x + b1y + c1 = 0 è a2x + b2y + c2 = 0 èìåþò

åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (x0; y0). Çàìåíà ïåðåìåííûõ x = x0+ξ,

y = y0 + η ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê îäíîðîäíîìó.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå (2x− 4y + 6) dx+ (x+ y − 3) dy = 0.
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Ïðÿìûå 2x − 4y + 6 = 0, x + y − 3 = 0 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (1; 2).

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå (ξ; η), ïîëîæèâ x = ξ+1, y = η+2, è ïîëó÷èì

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(2ξ − 4η) dξ + (ξ + η) dη = 0.

Äàëåå, ïîëîæèì η = u · ξ, è óðàâíåíèå ðàñïàäåòñÿ íà ξ = 0 è

(u2 − 3u+ 2) dξ + ξ(1 + u) du = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, òîæå ðàñïàäàåòñÿ íà u = 1, u = 2

è
(1 + u) du

(u2 − 3u+ 2)
+

dξ

ξ
= 0

ln
|u− 2|3

(u− 1)2
+ ln |ξ| = C

(u− 2)3ξ

(u− 1)2
= D

(η − 2ξ)3 = D(η − ξ)2.

Èç u = 1 è u = 2 ïîëó÷àåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ η = ξ è η = 2ξ, ïðè÷åì

ïîñëåäíåå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ ïðè D = 0.

Îñòàëîñü òîëüêî âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííûì (x; y) è çàïèñàòü îòâåò:

(y − 2x)3 = D(y − x− 1)2; y = x+ 1; x = 1. �

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (x − y) dx + x dy = 0. Äëÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè y(−1) = 0.

2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y2 + x2y ′ = xy · y ′.

3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy ′ = y − x · ey/x.

4. Óêàçàòü çàìåíó, êîòîðàÿ ïðèâåäåò óðàâíåíèå 2x2y ′ = y3 + xy ê

îäíîðîäíîìó.
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5. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

(y +
√
xy) dx = x dy

y(−1) = −1
.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 107, 114, 116, 126, 129.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. y = −x ln |x|+ Cx, x = 0; y = −x ln(−x)

2.
y

x
= ln |y|+ C

3. e−y/x = lnCx

4. y =
√
z, x2z′ = z2 + xz

5. 2
√

y

x
= sgnx · lnCx; 2

√
y

x
= − ln(−x) + 2
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Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâà-

þò óðàâíåíèå âèäà

y ′ = k(x) y + f(x). (3.1)

Âåçäå äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k(x) è f(x) � ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå

íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a; b).

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1) Ïóñòü y1 è y2 � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1). Òîãäà èõ ðàçíîñòü

y = y1 − y2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y ′ = k(x) y. (3.2)

Äåéñòâèòåëüíî, y ′ = y ′1− y ′2 = (k y1 + f)− (k y2 + f) = k (y1− y2) = k y.

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå y î.í. óðàâíåíèÿ (3.1)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

y î.í. = y î.î. + y ÷.í., (3.3)

ãäå y î.î. � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.2), y ÷.í. � ÷àñòíîå

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.1).

Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïðèñóùà ðåøåíèÿì ëþáûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî

åñòü óðàâíåíèé âèäà L[y] = f , ãäå L[y] � ëèíåéíûé îïåðàòîð, íåçàâèñèìî

îò åãî ïðèðîäû. Íàïðèìåð, âû âñòðå÷àëèñü ñ ôîðìóëîé (3.3) ïðè ðåøåíèè

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ãäå L[y] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ âåêòîðà y íà

ìàòðèöó. Òàêæå, ïðè âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè ïî åå ïðîèçâîäíîé, âû

ôàêòè÷åñêè ðåøàëè ïðîñòåéøåå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y ′ = f(x) è åãî îáùåå ðåøåíèå � íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë � èìååò

òàêóþ æå ñòðóêòóðó.
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Óðàâíåíèå (3.1) ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå L[y] = y ′ − k(x) y = f(x),

ïîýòîìó ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ.

2) Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.1) ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè f(x) = α1f1(x)+α2f2(x), è ôóíêöèè yi ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèé yi
′ = k(x) yi + fi(x), i = 1; 2. Òîãäà èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

y = α1y1 +α2y2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1), ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü

íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè y = α1y1 + α2y2 â óðàâíåíèå.

Ñâîéñòâî 2) íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè è ïðèìåíÿåòñÿ, íà-

ïðèìåð, ÷òîáû ñâåñòè ðåøåíèå òðóäíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ñåðèè áîëåå

ïðîñòûõ çàäà÷.

3) Ïóñòü ôóíêöèè yi, i = 1; 2, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîãî è òî-

ãî æå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.2). Òîãäà èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

y = α1y1 + α2y2 ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè αi òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2).

Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, íî, ââèäó

åãî âàæíîñòè, çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøå-

íèå y(x) ≡ 0, òî åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.2) íåïóñòî, è

â ñèëó ñâîéñòâà 3) íàäåëåíî ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé (ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ìíîãîîáðàçèåì).

Èçó÷åíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ

y ′ = k y + f(x), (3.4)

ãäå k � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y ′ = k y ëåãêî íàõîäèòñÿ ìå-

òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Îíî èìååò âèä y = Cekx.

Çàïîìíèì ýòî, è áóäåì ñðàçó âûïèñûâàòü ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé:

y ′ = k y → y = C · ekx.
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Êàê âèäíî èç ýòîé ôîðìóëû, ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ = k y ïðî-

ïîðöèîíàëüíî ôóíêöèè y = ekx. Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ îáðàçóþò îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, áàçèñîì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y = ekx.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4), íàì äîñòàòî÷íî

îòûñêàòü îäíî åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (3.3).

×àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ¾âàðèàöèè ïîñòîÿííîé¿, òî

åñòü ïîïðîáóåì íàéòè ðåøåíèå âèäà y = C(x) · ekx, ãäå C(x) óæå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (3.4), ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî

C ′(x) · ekx + C(x) · k ekx = k · C(x)ekx + f(x),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ C(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü

óðàâíåíèþ

C ′(x) = e−kx · f(x).

Â êà÷åñòâå C(x) ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè e−kx ·f(x),

íàïðèìåð,

C(x) =

x∫
x0

e−kτ · f(τ) dτ,

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà (a; b).

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4):

y ÷.í.(x) = ekx
x∫

x0

e−kτ · f(τ) dτ =

x∫
x0

ek(x−τ) · f(τ) dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

y(x) = C · ekx +

x∫
x0

ek(x−τ) · f(τ) dτ. (3.5)
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Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó Êîøè y(x0) = y0. Ïîñêîëüêó y ÷.í.(x0) = 0, òî

îñòàëîñü ïîäîáðàòü êîíñòàíòó C òàê, ÷òîáû C ·ekx0 = y0. Èòàê, ðåøåíèåì

çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.4) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(x0) = y0

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y(x) = y0 · ek(x−x0) +

x∫
x0

ek(x−τ) · f(τ) dτ.

Ýòî ðåøåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-

÷è Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåíóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè

y ′ = ky

y(x0) = y0,
à âòîðîå � ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y ′ = ky + f(x)

y(x0) = 0.

Çäåñü ìû ñíîâà íàáëþäàåì ïðîÿâëåíèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè: ðå-

øåíèå îáùåé çàäà÷è Êîøè ñêëàäûâàåòñÿ èç ðåøåíèé äâóõ çàäà÷ Êîøè

ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.4) èìååò ñïåöèàëüíóþ ïðàâóþ

÷àñòü, åñëè

f(x) = Pn(x) · eλx,

ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ¾íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ¿, à èìåííî,

óðàâíåíèå (3.4) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y(x) = xp · Qn(x) · eλx, ãäå
Qn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàì è ïðåäñòîèò

îïðåäåëèòü. Åñëè λ 6= k, òî p = 0, åñëè æå λ = k, òî p = 1.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ = 2y+ (x2− 2x) · ex.

Òàê êàê k = 2, òî y î.î. = C · e2x. Ïîñêîëüêó λ = 1 6= k, áóäåì èñêàòü

÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå

y ÷.í. = (Ax2 +Bx+ C) · ex.
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Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

(2Ax+B) · ex+ (Ax2 +Bx+C) · ex ≡ 2 (Ax2 +Bx+C) · ex+ (x2−2x) · ex.

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ex è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì

Ax2 + (2A+B)x+ (B + C) ≡ (2A+ 1)x2 + (2B − 2)x+ 2C.

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, ïîýòîìó êîýô-

ôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ â ëåâîé è ïðàâîé åãî ÷àñòÿõ äîëæíû

áûòü ðàâíû. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé


A = 2A+ 1

2A+B = 2B − 2

B + C = 2C.

Îòñþäà A = −1, B = 0, C = 0.

Èòàê, y ÷.í. = −x2 · ex, è y î.í. = C · e2x − x2 · ex. �

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ = y + (x2 − 2x) · ex.

Òàê êàê k = 1, òî y î.î. = C · ex. Ïîñêîëüêó λ = 1 = k, òî ìîæíî áûëî

áû èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå y ÷.í. = x ·(Ax2+Bx+C) ·ex, íî ïðîùå
íàéòè åãî ìåòîäîì ¾âàðèàöèè ïîñòîÿííîé¿.

Åñëè y ÷.í. = C(x) · ex, òî ôóíêöèÿ C(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-

íåíèþ

C ′(x) = e−x · f(x) = x2 − 2x.

Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü C(x) =
x3

3
− x2.

Òîãäà y ÷.í. = (
x3

3
− x2) · ex, è y î.í. = C · ex + (

x3

3
− x2) · ex. �

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.4) èìååò âèä

f(x) = Pn(x) · eαx cos βx èëè f(x) = Pn(x) · eαx sin βx,

òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ¾íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöè-

åíòîâ¿, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà e(α+iβ)x = eαx(cos βx+ i sin βx).
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Ïîÿñíèì ñóòü ýòîãî ïðèåìà íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ = y − 2x · sinx.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 1) � 3) âûïîëíÿþòñÿ êàê

íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ, òàê è íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü ôóíêöèè u(x) è v(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

u ′ = u − 2x · cosx è v ′ = v − 2x · sinx ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ôóíê-

öèÿ z = u+ iv óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ z ′ = z − 2x · eix.

×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå z ÷.í. = (Ax+B) · eix,
ãäå A è B � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå:

A · eix + (Ax+B) i · eix = (Ax+B) · eix − 2x · eix.

Îòñþäà A+ i (Ax+B) = (Ax+B)− 2x, è

i A = A− 2

A+ i B = B.

Íàõîäèì A = (1 + i), B = i, è

z ÷.í. =
(
(1 + i)x+ i

)
· (cosx+ i sinx) =

=
(
x(cosx− sinx)− sinx

)
+ i
(
x(cosx+ sinx) + cos x

)
.

Âûäåëÿåì ìíèìóþ ÷àñòü v(x) = Im z(x) = x(cosx + sin x) + cosx.

Ýòî è åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ y ′ = y − 2x · sinx. À
åãî îáùåå ðåøåíèå

y î.í. = C · ex + x(cosx+ sinx) + cos x. �

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ îáùåãî âèäà (3.1).

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè k(x) è f(x) íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîì èí-

òåðâàëå (a; b), òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0; y0), ãäå x0 ∈ (a; b), y0 ∈ R
ïðîõîäèò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ

x ∈ (a; b).
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Ïîä÷åðêíåì äâà âàæíûõ ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, òåîðåìà óòâåðæäàåò,

÷òî çàäà÷à Êîøè y(x0) = y0 èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì y0 ∈ R. Âî-
âòîðûõ, ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå (a; b).

Ïðèìåð 4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy ′+(x+1)y = 3x2 ·e−x.

Ýòî óðàâíåíèå íå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, íî íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî åñëè ïðèâåñòè åãî ê âèäó (3.1), òî ôóíêöèè k(x) è f(x)

áóäóò ðàçðûâíû â òî÷êå x = 0. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì, íà

êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû, ÿâëÿåòñÿ ëó÷ (−∞; 0) èëè ëó÷

(0; +∞).

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå xy ′+ (x+ 1)y = 0. Ýòî óðàâíåíèå

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

dy

y
+
x+ 1

x
dx = 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå y î.î. = C · (x ex)−1 = C · Φ(x).

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòî-

ÿííîé: y ÷.í. = C(x) · Φ(x). Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, ïîëó-

÷èì ðàâåíñòâî

x(C ′ · Φ + C · Φ ′) + (x+ 1)C · Φ = 3x2 · e−x.

Òàê êàê xΦ ′ + (x + 1)Φ = 0, òî ôóíêöèÿ C(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü

óðàâíåíèþ

C ′(x)Φ(x) = 3xe−x.

Ñëåäîâàòåëüíî, C ′(x) = 3x2 è C (x) = x3. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøå-

íèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

y î.í.(x) = C · x−1 e−x + x2 e−x. �

Â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå ïðèñóòñòâóþò êëþ÷åâûå ìîìåíòû, íà êîòî-

ðûõ îñíîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ âèäà (3.1). Îòìåòèì
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èõ åùå ðàç.

1) Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ,

è åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä y î.î. = C · Φ(x), ãäå Φ(x) � ëþáîå ÷àñò-

íîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò

îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è Φ(x) � åãî áàçèñ.

2) Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé:

y ÷.í. = C(x) · Φ(x), ãäå C(x) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ C ′(x)Φ(x) = f(x).

×àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå êàêèì-ëèáî äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, îòëè÷íûì

îò óñëîâèÿ Êîøè.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xy ′+ y = f(x), ãäå ôóíêöèÿ f(x)

íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå x ∈ R.

Óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè íàðóøåíû â òî÷êå x = 0. Âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y î.î. = C/x, êðîìå ðåøåíèÿ y ≡ 0, íåîãðàíè÷åíû ïðè x→ 0.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê âåäóò ñåáÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ïðè x → 0? Åñòü ëè ñðåäè íèõ îãðàíè÷åííûå è äàæå èìåþùèå ïðåäåë

ïðè x→ 0?

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì âàðèà-

öèè ïîñòîÿííîé: y ÷.í. =
C(x)

x
. Òîãäà C ′(x) = f(x), C(x) =

x∫
x0

f(τ) dτ è

÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

y ÷.í. =
1

x
·

x∫
x0

f(τ) dτ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ðåøåíèå áûëî îãðàíè÷åíî â òî÷êå x = 0, íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû

x∫
x0

f(τ) dτ → 0 ïðè x → 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî

ïîëîæèòü x0 = 0.
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Èòàê, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì ïðè

x→ 0, èìååò âèä

y∗ =

x∫
0

f(τ) dτ

x
.

Ïîêàæåì, ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíî îãðàíè÷åíî è èìååò êîíå÷íûé ïðå-

äåë â òî÷êå x = 0. Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü
0

0
, è ìû ðàñêðîåì åå, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ. Ôóíêöèÿ

f(x) íåïðåðûâíà, åå ïåðâîîáðàçíàÿ F (x) =

x∫
x

f(τ) dτ äèôôåðåíöèðóåìà

è F ′(x) = f(x).

lim
x→0

y∗(x) = lim
x→0

x∫
0

f(τ) dτ

x
= lim

x→0

f(x)

1
= f(0).

Èòàê, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå â òî÷êå

x = 0 ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå èìååò ïðè x → 0 êîíå÷íûé ïðåäåë, ðàâ-

íûé f(0). Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ íåîãðàíè÷åíû â òî÷êå x = 0. Ïîíÿòíî,

÷òî â òàêîì ñëó÷àå ñòàâèòü â òî÷êå x = 0 çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

xy ′ + y = f(x) íå èìååò ñìûñëà. �

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y ′ + y = f(x), ãäå ôóíêöèÿ f(x)

íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

Ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y î.î. = Ce−x, êðîìå ðåøåíèÿ

y ≡ 0, íåîãðàíè÷åíû ïðè x → −∞. Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå íåîäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ, îãðàíè÷åííîå íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè?

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå

y ÷.í. = C(x)e−x, ãäå C ′(x) = exf(x), C(x) =

x∫
x0

eτf(τ) dτ .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå y ÷.í. = C(x)e−x áûëî îãðàíè÷åíî ïðè

x→ −∞, íåîáõîäèìî, ÷òîáû lim
x→−∞

C(x) = 0.
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Ïîëîæèì C(x) =

x∫
−∞

eτf(τ) dτ . Ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè x→ −∞,

òàê êàê f(x) îãðàíè÷åíà:

|f(τ)| ≤M ⇒ |eτf(τ)| ≤Meτ

|C(x)| =
∣∣∣ x∫
−∞

eτf(τ) dτ
∣∣∣ < M

x∫
−∞

eτ dτ = Mex

Èòàê, åäèíñòâåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü

ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì, èìååò âèä

y∗(x) = e−x ·
x∫

−∞

eτf(τ) dτ =

x∫
−∞

e(τ−x)f(τ) dτ.

Ñäåëàåì çàìåíó τ − x = s, òîãäà

y∗(x) =

0∫
−∞

esf(x+ s) ds,

è îãðàíè÷åííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé:

|y∗(x)| ≤M

0∫
−∞

es ds = M.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì

T , òî íàéäåííîå ðåøåíèå y∗(x) òàêæå áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì:

y∗(x+ T ) =

0∫
−∞

esf(x+ T + s) ds =

0∫
−∞

esf(x+ s) ds = y∗(x). �

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðèîäè÷íîñòü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íå âñåãäà âëå-

÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðîñòåéøåå ëè-

íåéíîå óðàâíåíèå y ′ = sin2 x íå èìååò íè îäíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

(ïðîâåðüòå ýòî, âûïèñàâ ôîðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ).
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Óðàâíåíèÿ, ïðèâîäÿùèåñÿ ê ëèíåéíûì

1) Óðàâíåíèå Áåðíóëëè y ′ = k(x) y + f(x)ym, m 6= 0, m 6= 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè m > 0 ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå y ≡ 0, êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ïðè 0 < m < 1 , à ïðè m > 1 � ÷àñòíûì.

Äëÿ îòûñêàíèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ym:

y ′

ym
= k(x)

1

ym−1
+ f(x)

Çàìåíà z(x) = 1/ym−1 ïðèâîäèò ýòî óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó.

Ïðèìåð 7. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy ′ + 2y + x5exy3 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå Áåðíóëëè, m = 3. Ôóíêöèÿ y ≡ 0 � ðåøåíèå.

Äåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà y3: x
y ′

y3
+

2

y2
+ x5ex = 0.

Ïîëîæèì z = y−2, òîãäà z ′ = −2y−3y ′: −x
2
· z ′ + 2z + x5ex = 0.

z î.î. = C · x4,

z ÷.í. = C(x) · x4, ãäå C(x) = 2ex,

z î.í. = C · x4 + 2x4ex.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå y−2 = C · x4 + 2x4ex è y ≡ 0. �

2) Óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì, åñëè x ñ÷èòàòü ôóíêöèåé îò y.

Ïðèìåð 8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2ey − x)y ′ = 1.

Ïîëîæèì x = x(y), òîãäà x ′ = 1/y ′, è óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçî-

âàòü ê âèäó

x ′ = −x+ 2 ey.

x î.î. = C · e−y,
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x ÷.í. = A · ey, ãäå A = 1,

x î.í. = C · e−y + ey. �

3) Óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ïðè çàìåíå z = G(y).

Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè z ′ = G ′(y) ·y ′ =
= g(y) · y ′, ãäå G(y) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè g(y). Åñëè òàêèå

êîìáèíàöèè ïðèñóòñòâóþò â óðàâíåíèè, çàìåíà z = G(y) ìîæåò åãî ñó-

ùåñòâåííî óïðîñòèòü.

Ïðèìåð 9. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x2y ′ + x+ e−y = 0.

Óìíîæèì åãî íà ey: x2eyy ′ + xey + 1 = 0.

Ïîëîæèì z = ey, òîãäà z ′ = eyy ′. Óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì îò-

íîñèòåëüíî z: x2z ′ + xz + 1 = 0.

Ïðèìåð 10. Óðàâíåíèå
y ′

y
+ ln y tg x = sinx çàìåíîé z = ln y ïðå-

âðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå óðàâíåíèå z ′ + z tg x = sinx. �

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ cosx + y sinx = 1. (÷àñòíîå

ðåøåíèå ìîæíî ëåãêî óãàäàòü!)

2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ =
1

x− y2
è ðåøèòü çàäà÷ó

Êîøè y(2) = 0.

3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ + x 3
√
y = 3.

4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy ′+x2ey+2 = 0 è ðåøèòü çàäà÷ó

Êîøè y(−1) = 0.

5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ sin 2y + cos2 y + 1 = 0
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Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 149, 153, 159, 160, 178.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. y = C cosx+ sinx

2. x = Cey + y2 + 2y + 2 , y = −1 +
√
x− 1

3. y
2
3 = Ce2x +

x

3
+

1

6
, y = 0

4. e−y = Cx2 + x2 ln |x|
y = − ln(x2 + x2 ln(−x))

5. sin2 y = Cex + 2 (èëè cos2 y = Cex − 1)
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Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Ìû óæå óáåäèëèñü ðàíåå, ÷òî çàïèñü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

â âèäå

M(x; y) dx+N(x; y) dy = 0 (4.1)

ÿâëÿåòñÿ âåñüìà óäîáíîé õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ïåðåìåííûå x è y âõîäÿò

â óðàâíåíèå ¾íà ðàâíûõ ïðàâàõ¿, òî åñòü ìû íå àêöåíòèðóåì âíèìàíèå

íà òîì, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à y � ôóíêöèåé îò

íåå. È ðåøåíèå òàêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷àåì, êàê

ïðàâèëî, â âèäå îáùåãî èíòåãðàëà F (x; y;C) = 0.

Óðàâíåíèå (4.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ,

åñëè åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòî-

ðîé ôóíêöèè U(x; y), òî åñòü

dU = M(x; y) dx+N(x; y) dy. (4.2)

Îáùèé èíòåãðàë òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä U(x; y) = C.

Êàê îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óðàâíåíèå âèäà (4.1) óðàâíåíèåì â ïîë-

íûõ äèôôåðåíöèàëàõ? Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4.2), òî

ôóíêöèè M(x; y) è N(x; y) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè

U(x; y), à èìåííî:

M(x; y) =
∂U

∂x
è N(x; y) =

∂U

∂y
.

Åñëè ôóíêöèÿ U(x; y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî åå âòîðûå ñìåøàí-

íûå ïðîèçâîäíûå äîëæíû ñîâïàäàòü:

∂2U

∂y∂x
=

∂M(x; y)

∂y
,

∂2U

∂x∂y
=

∂N(x; y)

∂x
.

È ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
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∂M(x; y)

∂y
≡ ∂N(x; y)

∂x
(4.3)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè M(x; y), N(x; y),
∂M(x; y)

∂y
è
∂N(x; y)

∂x
íåïðåðûâ-

íû â îáëàñòè G : a < x < b, c < y < d, è â îáëàñòè G âûïîëíåíî óñëîâèå

(4.3), òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0; y0) ∈ G ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èí-

òåãðàëüíàÿ ëèíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1), è ýòà èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì U(x; y) = C.

Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî áûñòðî íàéòè ôóíêöèþ U(x; y).

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå e−ydx = (2y + xe−y) dy.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó (4.1): e−ydx− (2y + xe−y) dy = 0.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.3):
∂e−y

∂y
= −e−y =

∂(−2y − xe−y)
∂x

.

Îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû òàêæå âûïîëíåíû âî âñåé ïëîñêîñòè

xOy, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ U(x; y), ÷òî

∂U

∂x
= e−y è

∂U

∂y
= −2y − xe−y.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî ïî x, ñ÷èòàÿ y ïàðàìåòðîì:

U(x; y) = x · e−y + C(y).

Òîãäà
∂U

∂y
= −xe−y +C ′(y). Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∂U

∂y
= −2y−xe−y, ïîýòîìó

C ′(y) = −2y è C(y) = −y2 + C.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âîññòàíîâèëè ôóíêöèþ U(x; y) ïî åå äèôôåðåí-

öèàëó, è ìîæåì çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë:

xe−y − y2 = C. �

Åñëè óñëîâèå (4.3) íå âûïîëíåíî, òî óðàâíåíèå (4.1) íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-

íèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Îäíàêî, åãî ìîæíî ñäåëàòü òàêîâûì,

óìíîæèâ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ µ(x; y). Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò èíòå-
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ãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì. Èçâåñòíî, ÷òî òàêîé ìíîæèòåëü ñóùåñòâóåò,

è íå îäèí, íî íàéòè åãî íå òàê-òî ïðîñòî.

Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ (4.1) íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ µ(x; y)

ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

µ(x; y)M(x; y) dx+ µ(x; y)N(x; y) dy = 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Òîãäà åãî êîýô-

ôèöèåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∂

∂y
(µ ·M) ≡ ∂

∂x
(µ ·N).

Âûïîëíèâ äèôôåðåíöèðîâàíèå è ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ìû óâè-

äèì, ÷òî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äîëæåí ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂µ

∂y
−N ∂µ

∂x
= µ(−∂M

∂y
+

∂N

∂x
) (4.4)

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî íà îïðåäåëåííîì

ýòàïå íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå (4.1). Êàçàëîñü áû, êðóã çàìêíóëñÿ...

Âûõîä èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàì íå íóæíî

íàõîäèòü ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.4), à äîñòàòî÷íî íàéòè

õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå µ(x; y). Ïîýòîìó ìîæíî, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ íà-

âîäÿùèõ ñîîáðàæåíèé, èñêàòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ñïåöèàëüíîãî

âèäà.

×àùå âñåãî ïîäáèðàþò ìíîæèòåëü µ(x; y), çàâèñÿùèé îò íåêîòîðîé

êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ x è y, òî åñòü µ = µ(t), ãäå t = t(x; y). Ïîñêîëüêó

â ýòîì ñëó÷àå µ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò îäíîé ïåðåìåííîé, òî óðàâíåíèå

(4.4) ñóùåñòâåííî óïðîñòèòñÿ:

M · µ ′tt ′y −N · µ ′tt ′x = µ(−M ′
y +N ′

x).

Îòñþäà

www.phys.nsu.ru



46 Çàíÿòèå 4

µ ′t
µ

= (lnµ) ′t =
−M ′

y +N ′
x

M · t ′y −N · t ′x
.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü óêàçàííîãî âèäà áóäåò ñó-

ùåñòâîâàòü, òîëüêî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé îò t. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âèäû èíòåãðèðóþùèõ ìíî-

æèòåëåé è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè ñóùåñòâóþò.

µ = µ(t)
µ ′t
µ

= f(t)

µ = µ(x)
µ ′t
µ

=
−M ′

y +N ′
x

−N = f(x)

µ = µ(y)
µ ′t
µ

=
−M ′

y +N ′
x

M
= f(y)

µ = µ(x+ y)
µ ′t
µ

=
−M ′

y +N ′
x

M −N = f(x+ y)

µ = µ(xy)
µ ′t
µ

=
−M ′

y +N ′
x

xM − yN = f(xy)

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå (x+ y2) dx+ (x2 − x2

y
) dy = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ,

òàê êàê M = x+ y2, N = x2 − x2

y
, è

∂M

∂y
= 2y 6= ∂N

∂x
= 2x− 2x

y
.

Îòñþäà −M ′
y +N ′

x = −2y+2x− 2x

y
. Ïåðåáèðàÿ ïðåäëîæåííûå âàðè-

àíòû, ìû ïðèäåì ê òîìó, ÷òî ìîæíî èñêàòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

âèäà µ = µ(x+ y). Òîãäà

µ ′t
µ

= (lnµ) ′t =
−2

x+ y
=
−2

t
.

Ñëåäîâàòåëüíî µ = t−2 = (x+ y)−2 è óðàâíåíèå

x+ y2

(x+ y)2
dx+

x2 − x2

y

(x+ y)2
dy = 0

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Äàëåå äåéñòâóåì ïî óæå çíàêîìîìó àëãîðèòìó. Òðåáóåòñÿ íàéòè òà-
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êóþ ôóíêöèþ U(x; y), ÷òî

∂U

∂x
=

x+ y2

(x+ y)2
è

∂U

∂y
=

x2 − x2

y

(x+ y)2
.

Èíòåãðèðóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî ïî x, ñ÷èòàÿ y ïàðàìåòðîì. Çàìåòèì,

÷òî
x+ y2

(x+ y)2
=

(x+ y) + (y2 − y)

(x+ y)2
=

1

x+ y
+

y2 − y
(x+ y)2

,

ïîýòîìó

U(x; y) = ln |x+ y| − y2 − y
x+ y

+ C(y).

Òîãäà

∂U

∂y
=

1

x+ y
− (2y − 1)(x+ y)− (y2 − y)

(x+ y)2
+ C ′(y) =

(x2 − x2

y
)

(x+ y)2
.

Îòñþäà C ′(y) = 1− 1

y
è C(y) = y− ln y. Èòàê, îáùèé èíòåãðàë èìååò

âèä:

ln |x+ y

y
| − y2 − y

x+ y
+ y = C.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äåëåíèè íà (x + y)2 ìû ìîãëè ïîòåðÿòü ðåøåíèå

x + y = 0. Ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå óðàâíåíèå óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

y = −x äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì. Ìû íå áóäåì çäåñü îáñóæ-

äàòü âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ðåøåíèå îñîáûì, íî î÷åâèäíî, ÷òî îíî íå

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç îáùåãî èíòåãðàëà, ïîýòîìó åãî ñëåäóåò çàïèñàòü

îòäåëüíî. �

Ìåòîä ¾èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé¿

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (4.1) íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, ìû äîáè-

ëèñü òîãî, ÷òî îíî ïðåîáðàçîâàëîñü ê âèäó dU(x; y) = 0. Îäíàêî ïîèñê

ýòîãî ìíîæèòåëÿ � äîâîëüíî òðóäîåìêèé ïðîöåññ.

Òåì íå ìåíåå, ÷àñòî â óðàâíåíèè ìîæíî âûäåëèòü ãðóïïó ñëàãàåìûõ,
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì êàêîãî-òî âûðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èâ ýòî

âûðàæåíèå îäíîé áóêâîé, òî åñòü ââåäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ, èíîãäà óäà-

åòñÿ óïðîñòèòü óðàâíåíèå, è â èòîãå � ðåøèòü åãî.

Çàïîìíèòå ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè:

d(u · v) = u dv + v du

d
(
u

v

)
=

v du− u dv
v2

d(u2 + v2) = 2u du+ 2v dv

f ′(u)du = df

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå (x+ x2 + y2) dx+ y dy = 0.

Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå: (x2 + y2) dx+ (x dx+ y dy) = 0.

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ u = x2 + y2, òîãäà du = 2(x dx + y dy), è

óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò î÷åíü ïðîñòîé âèä:

2u dx+ du = 0.

Åãî èíòåãðàë 2x+ ln |u| = C, èëè 2x+ ln(x2 + y2) = C.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøàÿ óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

2u dx + du = 0, ìû äåëèëè åãî íà u. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ôóíê-

öèÿ u−1 = (x2 + y2)−1 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ. �

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå (xy3 − 1) dx+ x2y2 dy = 0.

Ãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå îäèíàêîâîé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè:

xy2(y dx+ x dy) = dx, èëè xy2d(xy) = dx.

Óìíîæàåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x è ïîëàãàåì u = xy. Óðàâíå-

íèå ïðèîáðåòàåò âèä u2du = xdx, îòêóäà
u3

3
− x2

2
= C. Âîçâðàùàÿñü ê

ïåðåìåííûì (x; y), çàïèøåì îáùèé èíòåãðàë: 2x3y3 − 3x2 = C.
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Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ìû óìíîæàëè óðàâíåíèå íà x � ýòî è åñòü èíòå-

ãðèðóþùèé ìíîæèòåëü óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà x, ìû ìîãëè ïðèîáðåñòè

ïîñòîðîííåå ðåøåíèå x ≡ 0 (îíî âõîäèò â îáùèé èíòåãðàë ïðè C =

0). Îäíàêî ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. �

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå (x2 − sin2 y) dx+ x sin 2y dy = 0.

Çàìåòèì, ÷òî d(sin2 y) = 2 sin y cos ydy = sin 2ydy. Ïîýòîìó ïîëîæèì

u = sin2 y, è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

x2 dx− u dx+ x du = 0.

Ðàçäåëèâ åãî íà x2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

dx+
x du− u dx

x2
= 0, èëè dx+ d (

u

x
) = 0.

Îáùèé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ x+
u

x
= 0, èëè x2+sin2 y = Cx. Òàê-

æå ïðè äåëåíèè íà x2 áûëî ïîòåðÿíî ðåøåíèå x ≡ 0, êîòîðîå íåâîçìîæíî

ïîëó÷èòü èç îáùåãî èíòåãðàëà íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè C. �

Íåñîìíåííî, ìåòîä èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé íå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèò-

ìè÷åñêèì, à òðåáóåò ïðîÿâëåíèÿ ñìåêàëêè è íàðàáîòêè îïðåäåëåííîãî

îïûòà. Îäíàêî äàæå îäíîðîäíûå è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå ÷åò-

êèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ, ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ýòîãî

ìåòîäà.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå (x2 − y2) dx+ 2xy dy = 0.

Ýòî óðàâíåíèå îäíîðîäíîå, íî ìåòîä èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé

áûñòðåå ïðèâåäåò íàñ ê öåëè. Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

x2 dx + (x dy2 − y2 dx) = 0, è ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà x2. Ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ dx+ d(
y2

x
) = 0.

Åãî îáùèé èíòåãðàë x+
y2

x
= C, èëè x2 +y2 = Cx. Ïðè äåëåíèè áûëî

ïîòåðÿíî ÷àñòíîå ðåøåíèå x ≡ 0. �
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Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå (x2y3 + y) dx+ (x3y2 − x) dy = 0.

Çäåñü õîðîøî âèäíû äâå ãðóïïû ñëàãàåìûõ îäèíàêîâîé ñòåïåíè îä-

íîðîäíîñòè:

(x2y3 dx+ x3y2 dy) + (y dx− x dy) = 0.

x2y2 d(xy) + y2d
(
x

y

)
= 0.

Ïîäåëèâ óðàâíåíèå íà xy è ïîëîæèâ u = xy, v =
x

y
, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

u du+
dv

v
= 0.

Åãî îáùèé èíòåãðàë u2 + ln v2 = C, èëè x2y2 + ln
x2

y2
= C.

Ïðè äåëåíèè íà xy áûëè ïîòåðÿíû ðåøåíèÿ x ≡ 0 è y ≡ 0. �

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′ sinx+ y cosx = sin2 x.

Ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíîå, íî ìû âûäåëèì èíòåãðèðóåìóþ êîìáèíàöèþ:

y ′ sinx+ y cosx = (y sinx) ′.

(y sinx) ′ = sin2 x ⇒ y sinx =
∫

sin2 x dx =
x

2
− sin 2x

4
+ C

y =
C

sinx
+

x

2 sinx
− cosx

2
�

Çàìå÷àíèå: òàêæå ëåãêî ìîæíî ðåøèòü çàäà÷è 1 è 5 èç ñàìîñòîÿòåëü-

íîé ðàáîòû ïðåäûäóùåãî çàíÿòèÿ.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü óðàâíåíèå xy ′ − y = x2.

Óðàâíåíèå ëåãêî ïåðåïèñàòü â âèäå
xy ′ − y
x2

= 1, èëè (
y

x
) ′ = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî (
y

x
) = x+ C, y = Cx+ x2. �
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Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Âî âñåõ çàäà÷àõ íóæíî íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ.

1. (1 + y2 sin 2x) dx− 2y cos2 xdy = 0.

2. (x− y cos
y

x
) dx+ x cos

y

x
dy = 0 .

3. x(lnx2y − 1) dy = 2y dx.

Óêàçàíèå: ââåäèòå ôóíêöèè u = lnx2, v = ln y.

4. (x2 + 1)(2x dx+ cos y dy) = 2x sin y dx.

Óêàçàíèå: u = x2 + 1, v = sin y.

5. y(x+ y) dx+ (xy + 1) dy = 0.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 189, 200, 201, 206, 207.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. x− y2 cos2 x = C

2. ln |x|+ sin
y

x
= C

3. ln |u+ v| = v + C, y = C lnx2y

4. ln(x2 + 1) +
sin y

x2 + 1
= C

5. èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ =
1

y

xy +
x2

2
+ ln |y| = C , y = 0
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Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

Íà ïðåäûäóùèõ çàíÿòèÿõ ìû ðàññìîòðåëè ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

íåêîòîðûõ âèäîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îäíà-

êî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ¾â êâàäðàòóðàõ¿, òî åñòü çàïèñàòü ðåøå-

íèå â âèäå èíòåãðàëîâ îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, óäàåòñÿ äàëåêî íå âñå-

ãäà. Òåì íå ìåíåå, õîòåëîñü áû èìåòü îòâåò íà âîïðîñ: êàêîâû óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ÷åðåç òî÷êó (x0; y0) ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ óðàâíåíèÿ y ′ = f(x; y)? Ñôîðìóëèðóåì îäíó èç òåîðåì òàêîãî

ïëàíà.

Òåîðåìà Ïèêàðà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà

â îáëàñòè G : |x − x0| 6 a, |y − y0| 6 b, è ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′y(x; y)

îãðàíè÷åíà â G. Òîãäà çàäà÷à Êîøèy ′ = f(x; y)

y(x0) = y0
(5.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëåíî ïî êðàéíåé ìåðå

íà îòðåçêå |x − x0| 6 h, ãäå h = min{a;
b

M
}, à M � ëþáîå ÷èñëî òàêîå,

÷òî |f(x; y)| 6M â îáëàñòè G.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìà Ïèêàðà íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òî åñòü

íè÷åãî íå ãîâîðèò îá îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ.

Òàêæå âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî òåîðåìà äàåò íàì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ýòè óñëîâèÿ ìîæ-

íî íåìíîãî îñëàáèòü, íî, êàê ïðàâèëî, ÷åì ñëàáåå óñëîâèÿ, òåì ñëîæíåå

ïðîâåðèòü èõ âûïîëíåíèå.

Èíîãäà ôèçèêè ïðåíåáðåæèòåëüíî îòíîñÿòñÿ ê òåîðåìàì ñóùåñòâî-

âàíèÿ, îòäàâàÿ ïðåäïî÷òåíèå ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ. Îäíàêî ïðè

÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåîðåìû ñóùåñòâî-
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âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íå òîëüêî íå óòðà÷èâàþò ñâîåé àêòóàëüíîñòè, íî

ïðèîáðåòàþò åùå áîëüøóþ çíà÷èìîñòü. Âåäü, îáðàùàÿñü ê ÷èñëåííûì

àëãîðèòìàì, âû äîëæíû èìåòü ãàðàíòèè òîãî, ÷òî ðåøåíèå äåéñòâèòåëü-

íî ñóùåñòâóåò.

Êðîìå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà ñîäåðæèò â ñåáå àëãî-

ðèòì ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñ âîçìîæíîñòüþ îöåíèòü òî÷-

íîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî çàäà÷à (5.1) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = y0(x) +

x∫
x0

f(τ ; y(τ)) dτ,

êîòîðîå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

y[0](x) = y0, y[k+1](x) = y0(x) +

x∫
x0

f(τ ; y[k](τ)) dτ. (5.2)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé y[k](x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

çàäà÷è (5.1) íà îòðåçêå |x− x0| 6 h.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

y ′ = x2 + y2

y(0) = 0.

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû, è çàäà÷à èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îäíàêî, ïðè âñåé ïðîñòîòå óñëîâèÿ, ýòî ðåøåíèå

íåâîçìîæíî âûïèñàòü â êâàäðàòóðàõ.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü G : |x| 6 1, |y| 6 1. Î÷åâèäíî, â ýòîé îáëàñòè

|f(x; y)| 6 2. Ïîýòîìó h = min{1;
1

2
} = 0, 5, è ïî òåîðåìå Ïèêàðà èñêîìîå

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà îòðåçêå |x| 6 0, 5.

Ïîñòðîèì íåñêîëüêî ïðèáëèæåíèé ïî ôîðìóëàì (5.2)

y[0](x) ≡ 0, y[1](x) =

x∫
0

τ 2 dτ =
x3

3
,
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y[2](x) =

x∫
0

(τ 2 +
τ 6

9
) dτ =

x3

3
+

x7

63
. �

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ~y(x) âåêòîð-ôóíêöèþ ñ êîìïîíåíòàìè yi(x), i = 1, ..., n. Ñèñòåìó

óðàâíåíèé yi
′ = fi(x; y1, ..., yn), i = 1, ..., n, áóäåì çàïèñûâàòü êðàòêî â

âåêòîðíîé ôîðìå

~y ′ = ~f(x; ~y). (5.3)

Òàêàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé.

Ïîñòàâèì äëÿ ñèñòåìû (5.3) çàäà÷ó Êîøè, çàäàâ â òî÷êå x0 çíà÷åíèÿ

âñåõ ôóíêöèé yi, òî åñòü yi(x0) = y0i, i = 1, ..., n, èëè ~y(x0) = ~y0.

Òåîðåìà Ïèêàðà ãëàñèò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè ~y ′ = ~f(x; ~y)

~y(x0) = ~y0.
(5.4)

äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè âñåõ ôóíêöèé fi(x; y1, ..., yn) è îãðàíè÷åí-

íîñòè âñåõ ïðîèçâîäíûõ
∂fi(x; y1, ..., yn)

∂yj
, i, j = 1, ..., n, â îáëàñòè G :

|x− x0| 6 a, |yi − y0i| 6 bi.

Ïîñìîòðèì, êàê ðàáîòàåò ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ

íîðìàëüíûõ ñèñòåì.

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøèẋ = y, x(0) = 1

ẏ = x2, y(0) = 2.

Çäåñü íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ t, à ẋ è ẏ îçíà÷àþò ïðîèç-

âîäíûå ïî t.

Èòåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
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x[0](t) = 1, x[k+1](t) = 1 +

t∫
0

y[k](τ) dτ,

y[0](t) = 2, y[k+1](t) = 2 +

t∫
0

(
x[k](τ)

)2
dτ.

Íà ïåðâîì øàãå ïîëó÷àåì

x[1](t) = 1 +

t∫
0

2 dτ = 1 + 2t,

y[1](t) = 2 +

t∫
0

1 dτ = 2 + t.

Äàëåå,

x[2](t) = 1 +

t∫
0

(2 + τ) dτ = 1 + 2t+
t2

2
,

y[2](t) = 2 +

t∫
0

(1 + 2τ)2 dτ = 2 + t+ 2t2 +
4

3
t3.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé x[k](t), y[k](t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ðå-

øåíèþ çàäà÷è Êîøè íà îòðåçêå |t| 6 h, ãäå h = min{a;
min bi
M
}, à M �

ëþáîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî |fi(x; y)| 6 M äëÿ âñåõ i = 1, ..., n â îáëàñòè G.

�

Îáñóäèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è Êîøè è òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî-

ðÿäêà n, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî âûñøåé ïðîèçâîäíîé:

y(n) = f(x; y; y ′, ..., y(n−1)). (5.5)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (5.5) ìîæíî ñâåñòè ê íîðìàëüíîé ñèñòåìå (5.4),

ïîëîæèâ y1(x) = y(x), y2(x) = y ′(x), ... , yn(x) = y(n−1)(x). Òîãäà
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y1
′(x) = y2(x)

y2
′(x) = y3(x)

...

yn
′ = f(x; y; y ′, ..., y(n−1)).

Âñïîìíèâ, êàê ñòàâèëàñü çàäà÷à Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû, ìû

ïðèäåì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ: íàéòè n ðàç íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ y(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

(5.5) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, ... , y

(n−1)(x0) = yn−1.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x; y; y ′, ..., y(n−1)), ôèãóðèðóþùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (5.5), è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂y(i)
íåïðåðûâíû è îãðàíè-

÷åíû â îáëàñòè G : |x − x0| 6 a, |y − y0| 6 b0, |y ′ − y1| 6 b1, ... ,

|y(n−1)− yn−1| 6 bn−1, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x), îïðåäå-

ëåííîå íà íåêîòîðîì îòðåçêå |x− x0| 6 h.

Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ âåëè÷èíó h, îäíàêî

åùå ðàç ïîä÷åðêíåì ëîêàëüíûé õàðàêòåð ýòîé òåîðåìû.

Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 3. Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøèy ′′ + (y ′)2 − 2y = 0

y(0) = 1, y ′(0) = 0.

Ïîëîæèì z(x) = y ′(x) è ïåðåéäåì ê íîðìàëüíîé ñèñòåìåy ′ = z, y(0) = 1

z ′ = 2y − z2, z(0) = 0.

Èòåðàöèîííûå ôîðìóëû:
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y[0](x) = 1, y[k+1](x) = 1 +

x∫
0

z[k](τ) dτ,

z[0](x) = 0, z[k+1](x) =

x∫
0

(
2y[k](τ)−

(
z[k](τ)

)2)
dτ.

Ïåðâûé øàã:

y[1](x) = 1, z[1](x) =

x∫
0

2 dτ = 2x.

Âòîðîé øàã:

y[2](x) = 1 +

x∫
0

2τ dτ = 1 + x2, z[2](x) =

x∫
0

(
2− (2τ)2

)
dτ = 2x− 4

3
x3.

Òðåòèé øàã:

y[3](x) = 1 +

x∫
0

(
2τ − 4

3
τ 3
)
dτ = 1 + x2 − 1

3
x4.

è òàê äàëåå. �

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5), óäîâëåòâîðÿþùåå çà-

äàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ìîæíî óãàäàòü, íå ðåøàÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè âûïîëíåíèè âñåõ óñëîâèé òåîðåìû Ïèêàðà ðåøåíèå åäèíñòâåííî, ïî-

ýòîìó äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå íàéäåííîãî, çàäà÷à Êîøè èìåòü íå ìîæåò.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè

a)

y ′ = sinxy

y(0) = 0
b)

y
′′ =

1

x
− 1

y

y(1) = 1, y ′(1) = 1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà âû-

ïîëíåíû, è ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè y ≡ 0 è y = x, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

çàäà÷ a) è b) ñîîòâåòñòâåííî. �

Ïðèìåð 5. Äîïóñòèì, íåêîå óðàâíåíèå (5.5), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ïèêàðà, èìååò äâà ðåøåíèÿ: y1 = sinx

è y2 = x− x3

3
. Êàêèì ìîæåò áûòü åãî ïîðÿäîê?

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå x0 = 0 ó ôóíêöèé y1 è y2 ñîâïàäàþò íå òîëü-

êî èõ çíà÷åíèÿ, íî è çíà÷åíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî. È òîëüêî y
(5)
1 (0) = 1, y

(5)
2 (0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê

óðàâíåíèÿ äîëæåí áûòü íå ìåíåå 6, èíà÷å áóäåò íàðóøåíà åäèíñòâåí-

íîñòü ðåøåíèÿ. �

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà y ′′ = f(x; y; y ′)

y(x0) = y0, y ′(x0) = y1

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè íà

ïëîñêîñòè xOy èíòåãðàëüíóþ ëèíèþ óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó (x0; y0) è èìååò â ýòîé òî÷êå çàäàííîå íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé.

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y ′′ = f(x; y; y ′), â êîòîðîì ôóíê-

öèÿ f(x; y; y ′) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ìîãóò ëè

ãðàôèêè äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé y = y(x), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó

(x0; y0), ïåðåñåêàòüñÿ â ýòîé òî÷êå? êàñàòüñÿ äðóã äðóãà â ýòîé òî÷êå?

(ñì. ðèñ. 5.1)

Ðèñ. 5.1. Ïåðåñå÷åíèå è êàñàíèå äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
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Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà,

äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (x0; y0) è èìåþùèå â

íåé îäèíàêîâûé íàêëîí êàñàòåëüíûõ, äîëæíû ñîâïàäàòü â ñèëó òåîðåìû

åäèíñòâåííîñòè. Ïîýòîìó ñëó÷àé a) âîçìîæåí, à ñëó÷àé b) � íåò. �

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âîçíèêëî ïðè ðàññìîòðåíèè

êàêîé-ëèáî çàäà÷è ìåõàíèêè, òî çàäà÷à Êîøèẍ = f(t;x; ẋ)

x(t0) = x0, ẋ(t0) = v0

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè x(t), êîòîðàÿ â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàíèìàëà ïîëîæåíèå x0 è èìåëà ñêîðîñòü v0.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Óêàæèòå êîëè÷åñòâî èíòåãðàëüíûõ ëèíèé óðàâíåíèÿ y(n) = x+ y2,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (0;1) è èìåþùèõ â ýòîé òî÷êå óãëîâîé êîýôôè-

öèåíò êàñàòåëüíîé ðàâíûé 2, â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ.

2. Äëÿ óðàâíåíèÿ y ′′ = y ·
√
x2 − (y ′)2 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

a)

y(0) = 1

y ′(0) = 1
b)

y(0) = 1

y ′(0) = 0
c)

y(1) = 0

y ′(1) = 0.

Â êàêîì ñëó÷àå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-

íîñòü ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è Êîøè?

3. Äëÿ ñèñòåìû

ẋ = y3 + ln(1 + t)

xẏ = 3
√
y − t

çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

a)

x(0) = 0

y(0) = 0
b)

x(0) = 1

y(0) = 0
c)

x(0) = 1

y(0) = 1
d)

x(1) = 1

y(1) = 1
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Â êàêîì ñëó÷àå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è Êîøè?

4. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè

y · y ′′ = x · y ′

y(1) = 1, y ′(1) = 2.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(0) = 0, y ′(0) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y ≡ 0?

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 225, 228, 232, 233.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. n = 1, íåò òàêèõ ëèíèé

n = 2, åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ

n > 3, áåñêîíå÷íî ìíîãî

2. c)

3. c)

4. y = x2; íåò.
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Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå

ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Ðå÷ü ïîéäåò îá óðàâíåíèÿõ ñàìîãî îáùåãî âèäà

F (x; y; y ′) = 0. (6.1)

Ïåðâàÿ ìûñëü, êîòîðàÿ ïðèõîäèò â ãîëîâó ïðè âñòðå÷å ñ òàêèì óðàâíå-

íèåì, � ðàçðåøèòü åãî îòíîñèòåëüíî y ′. Îäíàêî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî

äàæå åñëè ýòî óäàñòñÿ ñäåëàòü, ìîæíî ïîëó÷èòü íå îäíî, à íåñêîëüêî

óðàâíåíèé âèäà y ′ = f(x; y).

Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèå

x2(y ′)2 + xyy ′ − 2y2 = 0 (6.2)

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî y ′. Åãî ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî ðàçëî-

æèòü íà ìíîæèòåëè:

(xy ′ − y)(xy ′ + 2y) = 0,

ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ïàðå óðàâíåíèé: xy ′ = y èëè

xy ′ = −2y. Êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-

ðåìåííûìè. Èõ ðåøåíèÿ ñóòü y = Cx è y = Dx−2.

Çàìåòèì, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0; y0), ãäå x0 6= 0, ïðîõîäèò äâå

èíòåãðàëüíûõ ëèíèè: y =
y0
x0
x è y =

y0x
2
0

x2
� ïî îäíîé ëèíèè èç êàæäîãî

ñåìåéñòâà. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ,

ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (6.2) â ýòîé òî÷êå òàêæå îïðåäåëÿåò äâà çíà÷åíèÿ

ïðîèçâîäíîé y ′. �

Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëü-
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íî ïðîèçâîäíîé, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà. Íî ïðåæäå ÷åì

ïåðåõîäèòü ê åãî îáñóæäåíèþ, ñäåëàåì äâà ïðîñòûõ óïðàæíåíèÿ.

Âñïîìíèì, ÷òî çàâèñèìîñòü y îò x ìîæíî çàäàòü íå òîëüêî ÿâíûì

îáðàçîì, íî è ïàðàìåòðè÷åñêè, à èìåííî, ñèñòåìà

x = x(p)

y = y(p)
, ãäå

p ∈ (a; b), x(p) è y(p) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåò y êàê

îäíîçíà÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ îò x, åñëè ẋ(p) 6= 0 (òî÷êà

îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó p). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîä-

íàÿ y ïî x ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå y ′ =
ẏ

ẋ
.

Ïîïðîáóåì ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ y =

y(p), çíàÿ, ÷òî y ′ = sin p è x = cos p, p ∈ (0; π).

Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà dy = y ′dx. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà

y ′ = sin p è dx = − sin p dp, ïîëó÷àåì dy = − sin2 p dp.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì y = −p
2

+
sin 2p

4
+ C.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà

x = cos p

y = −p
2

+
sin 2p

4
+ C

îïðåäåëÿåò ôóíê-

öèþ y = y(x).

Äåéñòâóÿ ïî òîé æå ñõåìå, ìîæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ x = x(p),

çíàÿ, ÷òî y ′ = p2 + p è y = ln p, p > 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà dy = y ′dx. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà

y ′ = p2 + p è dy =
dp

p
, ïîëó÷àåì

dp

p
= (p2 + p) dx, èëè dx =

dp

(p+ 1)p2

(ïðè p > 0 äåëåíèå íà (p2 + p) íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå ðåøåíèé).

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì x = ln
p+ 1

p
− 1

p
+ C.

Ïî ñóòè, ìû âîññòàíîâèëè ôóíêöèþ y = y(x) ïî åå ïðîèçâîäíîé, íî
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â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

x = ln
p+ 1

p
− 1

p
+ C

y = ln p.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì ðåøåíèÿ áûë äîñòàòî÷íî ïðîñò: åñëè èç-

âåñòíà ïðîèçâîäíàÿ y ′ = ϕ(p) è îäíà èç ïåðåìåííûõ x(p) èëè y(p), òî

äðóãóþ ìîæíî âîññòàíîâèòü, ïîäñòàâëÿÿ èçâåñòíûå ôóíêöèè â ôîðìóëó

äèôôåðåíöèàëà dy = y ′dx è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (6.1). Îáùàÿ ñõåìà åãî ðåøåíèÿ òàêîâà:

1) Ââåäåì ïàðàìåòð, ïîëîæèâ y ′ = p. Òîãäà óðàâíåíèå (6.1) ïðåâðà-

òèòñÿ â ñîîòíîøåíèå F (x; y; p) = 0, ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííûå x, y è p.

2) Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî F (x; y; p) = 0, ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó

äèôôåðåíöèàëàìè ýòèõ ïåðåìåííûõ F ′x dx+ F ′y dy + F ′pdp = 0.

3) Äîïîëíèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîîòíîøåíèåì dy = p dx, ïîëó÷èì

ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî dx, dy è dp.

4) Âûðàçèì èç ýòîé ñèñòåìû dx (èëè dy) ÷åðåç dp è ïðîèíòåãðèðó-

åì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàéäåì x (èëè y) êàê

ôóíêöèþ ïàðàìåòðà p.

5) Ïîäñòàâèâ x(p) (èëè y(p) ) â óðàâíåíèå F (x; y; p) = 0, âûðàçèì

÷åðåç ïàðàìåòð p è âòîðóþ ôóíêöèþ èç ïàðû (x; y). Òàêèì îáðàçîì,

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíî â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.

Íà ïðàêòèêå ìîæíî âûäåëèòü ïðîñòûå ñëó÷àè, êîãäà óðàâíåíèå (6.1)

íå ñîäåðæèò îäíîé èç ïåðåìåííûõ x èëè y.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå y = (y ′)2 + 2(y ′)3.

Ââîäÿ ïàðàìåòð ñòàíäàðòíûì îáðàçîì y ′ = p, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå

â âèäå y = p2 + 2p3. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è äîïîëíÿÿ åãî

ðàâåíñòâîì dy = p dx, ïîëó÷àåì ñèñòåìódy = (2p+ 6p2) dp

dy = p dx.
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Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü y îò ïàðàìåòðà p óæå çàäàíà, îñòàëîñü îïðåäå-

ëèòü çàâèñèìîñòü x îò p.

Èç ñèñòåìû èñêëþ÷àåì dy è ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

p dx = (2p+ 6p2) dp.

Îíî ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà áîëåå ïðîñòûõ óðàâíåíèÿ:

dx = (2 + 6p) dp èëè p = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì x(p) = 2p+ 3p2 + C.

Óðàâíåíèå p = 0 íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì, íî ïîäñòàâëÿÿ çíà-

÷åíèå p = 0 â ôîðìóëó y = p2 + 2p3, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ y ≡ 0.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: áûëî áû îøèáêîé ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå p = 0 â

ñîîòíîøåíèå dy = p dx è ïîëó÷èòü öåëîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé y ≡ C !

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x = 2p+ 3p2 + C

y = p2 + 2p3.

È åñòü åùå ðåøåíèå y ≡ 0, íå âõîäÿùåå â îáùåå ðåøåíèå. �

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå x = (y ′)3 + y ′.

Ââîäÿ ïàðàìåòð ñòàíäàðòíûì îáðàçîì y ′ = p, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå

â âèäå x = p3 + p. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è äîïîëíÿÿ åãî

ðàâåíñòâîì dy = p dx, ïîëó÷àåì ñèñòåìódx = (3p2 + 1) dp

dy = p dx.

Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü x îò ïàðàìåòðà p óæå çàäàíà, îñòàëîñü îïðåäå-

ëèòü çàâèñèìîñòü y îò p. Èç ñèñòåìû èñêëþ÷àåì dx è ïîëó÷àåì äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy = p(3p2 + 1) dp.
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Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷àåì y(p) =
3

4
p4 +

1

2
p2 + C.

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x = p3 + p

y =
3

4
p4 +

1

2
p2 + C.

�

Ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ óðàâíåíèå íå ñîäåðæàëî îäíó èç ïåðåìåííûõ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2xy ′ − y = y ′ ln(yy ′).

Ââåäåì ïàðàìåòð y ′ = p, è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

2xp− y = p ln(yp). (6.3)

Äèôôåðåíöèðóåì (6.3) è ïîëó÷àåì ñèñòåìó2p dx+ 2x dp− dy = ln(yp) dp+
y dp+ p dy

y

dy = p dx.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (6.3) ëåãêî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî x. Áëàãîäà-

ðÿ ýòîìó, èç ñèñòåìû ìîæíî èñêëþ÷èòü x è dx:

2 dy +
p ln(yp) + y

p
dp− dy = ln(yp) dp+ dp+

p

y
dy.

dy(1− p

y
) = dp(1− y

p
).

Îòñþäà y = p èëè y dp + p dy = 0, òî åñòü yp = C. Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü

ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ y(p) â (6.3) è âûðàçèòü îòòóäà çàâèñèìîñòü x(p).

Îäíàêî â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî ñðàçó âûïèñàòü ðåøåíèå â ÿâíîì

âèäå x = x(y), åñëè ðàâåíñòâà y = p è yp = C ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî p

è ïîäñòàâèòü ýòè âûðàæåíèÿ â (6.3).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå: x =
1

2
lnC +

1

2C
y2, C > 0, è åùå

îäíî ðåøåíèå, íå âõîäÿùåå â îáùåå ñåìåéñòâî: x =
1

2
+ ln |y|.

Íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî ïðè÷óäëèâîå âõîæäåíèå êîíñòàíòû â ôîðìóëó

îáùåãî ðåøåíèÿ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíî îïèñûâàåò ñåìåéñòâî ïàðàáîë,
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Ðèñ. 6.1. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ïðèìåðå 4.

îñüþ ñèììåòðèè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ y = 0 (ðèñ. 6.1). ×åì ïðàâåå

íàõîäèòñÿ âåðøèíà ïàðàáîëû, òåì áîëåå ïîëîãèìè ÿâëÿþòñÿ åå âåòâè.

Íà ðèñóíêå âèäíî òàêæå, ÷òî åñòü îáëàñòü, âíóòðè êîòîðîé ÷åðåç êàæ-

äóþ òî÷êó ïðîõîäèò äâå èíòåãðàëüíûå ëèíèè, à âíå ýòîé îáëàñòè èíòå-

ãðàëüíûõ ëèíèé íåò. Èíòåðåñíî, ÷òî ãðàíèöåé ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ èí-

òåãðàëüíàÿ ëèíèÿ x =
1

2
+ ln |y|, êîòîðàÿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàåòñÿ

îäíîé èç ïàðàáîë ñåìåéñòâà ðåøåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ âåòâü

ëèíèè x =
1

2
+ ln |y| ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåøåíèåì. �

Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü âîïðîñ î òîì, êàê ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêî-

ãî èíñòðóìåíòàðèÿ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè íåêîòîðîå ðåøåíèå, ïîëó÷åí-

íîå ïðè ðàñùåïëåíèè óðàâíåíèÿ, îñîáûì. À çàéìåìñÿ äðóãèì, íå ìåíåå

èíòåðåñíûì âîïðîñîì � êàê ââåñòè ïàðàìåòð íàèáîëåå ðàöèîíàëüíûì,

óäîáíûì äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ñïîñîáîì.

Ïðèìåð 5. Ââåäåíèå ïàðàìåòðà â óðàâíåíèè (y ′ + 1)3 = (y ′ − y)2

ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì íåëüçÿ íàçâàòü óäà÷íûì.

Íî åñëè ìû ïîëîæèì y ′+1 = p2, à y ′−y = p3, òî óðàâíåíèå îáðàòèòñÿ
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â òîæäåñòâî, à y è y ′ ëåãêî áóäåò âûðàçèòü ÷åðåç ïàðàìåòð:y = p2 − p3 − 1

y ′ = p2 − 1.

Îñòàíåòñÿ òîëüêî íàéòè x(p) ïî óæå çíàêîìîé íàì ñõåìå.dy = (2p− 3p2) dp

dy = (p2 − 1) dx.

Îòñþäà (p2 − 1) dx = (2p− 3p2) dp.

Çíà÷åíèÿ p2 = 1 ïðèâîäÿò ê ðåøåíèÿì y ≡ 1 è y ≡ −1.

Åñëè æå p2 6= 1, òî dx =
2p− 3p2

p2 − 1
dp, îòêóäà

x = −3p+ 2, 5 ln |p+ 1| − 0, 5 ln |p− 1|+ C.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäåx = −3p+ 2, 5 ln |p+ 1| − 0, 5 ln |p− 1|+ C

y = p2 − p3 − 1.
�

Óðàâíåíèÿ âèäà F (x; y;
√

1 + (y ′)2 ) = 0 ÷àñòî âîçíèêàþò â âàðèà-

öèîííîì èñ÷èñëåíèè, ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë äóãè êðèâîé èìååò âèä

dl =
√

1 + (y ′)2 dx. Â òàêèõ óðàâíåíèÿõ ïàðàìåòð ýôôåêòèâíî ââîäèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y ′ = tg p, p ∈ (−π
2
;
π

2
), ⇒

√
1 + (y ′)2 =

1

cos p
.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′ = y ·
√

1 + (y ′)2.

Ïîëîæèì y ′ = tg p, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä tg p = y · 1

cos p
, èëè

y = sin p. Íàõîäèì x = x(p):
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y = sin p

y ′ = tg p
⇒

dy = cos p dp

dy = tg p dx
⇒ cos p dp = tg p dx.

Îòñþäà p = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ y ≡ 0, èëè dx =
cos2 p

sin p
dp.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äàåò ñåìåéñòâî ðåøåíèéx = cos p+ ln | tg p

2
|+ C

y = sin p.
�

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû ýôôåêòèâíîãî ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà.

Äèôô. óðàâíåíèå Ïàðàìåòðèçàöèÿ Öåëü

(y ′)2 + y2 = 1

y = sin p

y ′ = cos p
íàéòè x = x(p)

x2 − (y ′)2 = 1

x = ch p

y ′ = sh p
íàéòè y = y(p)

È â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì îäíî èçÿùíîå óðàâíåíèå, íàçûâàåìîå

óðàâíåíèåì Êëåðî:

y = y ′x+ f(y ′).

Ââåäåì ïàðàìåòð ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: y ′ = p. Òîãäà y = px+ f(p) èdy = x dp+ p dx+ f ′(p) dp

dy = p dx.
⇒ (f ′(p) + x) dp = 0

Îòñþäà p = C èëè x = −f ′(p). Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì îáùåå

ðåøåíèå y = Cx + f(C), îïèñûâàþùåå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ. Âòîðîå óðàâ-

íåíèå çàäàåò ëèíèþ
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x = −f ′(p)

y = −pf ′(p) + f(p).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè f ′′(p) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà è íå îáðàùàåòñÿ

â íîëü, òî ýòà êðèâàÿ áóäåò îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ïðÿìûõ y = Cx+f(C),

è ñëåäîâàòåëüíî, îñîáûì ðåøåíèåì. �

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Âî âñåõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå, ââîäÿ ïàðàìåòð.

1. 3 (y ′)4 = y ′ + y.

2. 2y ′ = x+ ln y ′

3. y ′ = e(
xy ′
y )

4. y ′ = x ·
√

1 + (y ′)2

5. y = xy ′ − (y ′)2

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 251, 269, 281 (óêàçàíèå: y ′ = py), 285, 292, 293.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1.

{
x = 4p3 − ln |p|+ C

y = 3p4 − p
, y = 0

2.

{
x = 2p− ln p

y = p2 − p+ C

3.

{
x = C ln p

y = Cp
, y = ex èëè Cx = lnCy.
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4.

{
x = sin p

y = − cos p+ C

5. y = Cx− C2 , y =
x2

4
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Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå

ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

F (x; y; y ′; y ′′) = 0. (7.1)

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû îáñóäèì ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ïîíèçèòü ïîðÿäîê

óðàâíåíèÿ, òî åñòü ñâåñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Åñëè óðàâíåíèå (7.1) íå ñîäåðæèò èñêîìóþ ôóíêöèþ y(x), òî åñòü

èìååò âèä F (x; y ′; y ′′) = 0, òî, ââîäÿ íîâóþ ôóíêöèþ u(x) = y ′(x), ìû

ïðèäåì ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà F (x;u;u ′) = 0.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2y ′′ = (y ′)2.

Ïîëàãàÿ u(x) = y ′(x), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-

ðåìåííûìè x2u ′ = u2. Îíî èìååò ðåøåíèå u ≡ 0, êîòîðîå ïðèâîäèò ê

y ≡ D, è îáùåå ðåøåíèå u =
x

Cx+ 1
.

Âîçâðàùàÿñü â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ê ôóíêöèè y(x), ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå y ′(x) =
x

Cx+ 1
.

Åñëè C = 0, åãî ðåøåíèÿ � ñåìåéñòâî y =
x2

2
+ D. Åñëè æå C 6= 0,

åãî ðåøåíèÿ

y(x) =
1

C2

(
Cx− ln |Cx+ 1|

)
+D. �

Êàê ìû âèäèì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò äâå ïðîèçâîëüíûå

êîíñòàíòû, è ýòî íå ñëó÷àéíî.

Âñïîìíèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ðàç-

ðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî âûñøåé ïðîèçâîäíîé, ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: íàéòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ y(x), óäîâëåòâîðÿ-
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72 Çàíÿòèå 7

þùóþ óðàâíåíèþ y ′′ = f(x; y; y ′) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(x0) = y0,

y ′(x0) = y1.

Òåîðåìà Ïèêàðà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøå-

íèÿ ýòîé çàäà÷è íà íåêîòîðîì îòðåçêå |x − x0| 6 h ïðè óñëîâèè íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè f(x; y; y ′) è îãðàíè÷åííîñòè åå ïðîèçâîäíûõ
∂f

∂y
è
∂f

∂y ′

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0; y1).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèÿ y(x0) = y0, y
′(x0) = y1 äîëæíû îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ äâóõ êîíñòàíò â îáùåì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ

y ′′ = f(x; y; y ′). Êîíå÷íî, ìû ìîæåì ñòîëêíóòüñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ýòè

óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò ðåøåíèå, êîòîðîå íå îïèñûâàåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé.

Òàê, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ çàäà÷è Êîøèx2y ′′ = (y ′)2

y(1) = 1, y ′(1) = 0

âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà, ïîýòîìó äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå

y ≡ 1, îíî íå èìååò. Îäíàêî, ýòî ðåøåíèå íå âõîäèò â ñåìåéñòâî, îïèñû-

âàåìîå îáùåé ôîðìóëîé.

Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè íå ñòîèò óâëåêàòüñÿ ïîèñêîì îá-

ùåãî ðåøåíèÿ. Áîëåå ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ïî ìåðå

èõ ïîÿâëåíèÿ ¾íà ñöåíå¿.

Ïîñòàâèì äðóãèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ:x2y ′′ = (y ′)2

y(1) = 1, y ′(1) = 1.

Çàìåíà u(x) = y ′(x) ïðèâîäèò íàñ ê çàäà÷å Êîøè x2u ′ = u2, u(1) = 1.

Åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u = x. Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè y(x),

ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè y ′ = x, y(1) = 1. Åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y =
x2 + 1

2
, òàêæå íå âõîäÿùàÿ â îáùåå ðåøåíèå.
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Åñëè óðàâíåíèå (7.1) íå ñîäåðæèò ÿâíî íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ

x, òî åñòü èìååò âèä F (y; y ′; y ′′) = 0, òî ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó

u(y) = y ′. ×ðåçâû÷àéíî âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî àðãóìåíòîì ôóíêöèè u

ÿâëÿåòñÿ y. Ïîýòîìó ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

y ′′(x) = u ′(y) · y ′(x) = u ′ · u, ãäå u ′(y) =
du

dy
.

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà u(y) = y ′ ïðèâîäèò óðàâíåíèå F (y; y ′; y ′′) = 0

ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà F (y;u;u ′ · u) = 0.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′′ = 2y · y ′.

Çàìåíà y ′ = u(y), y ′′ = u ′ ·u ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê âèäó u ′ ·u = 2y ·u.
Òîãäà u = 0, ÷òî äàåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé y = C, èëè u ′ = 2y, ÷òî

äàåò u(y) = y2 + C . Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè y(x), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y ′(x) = y2 + C.

Äàëåå ðàññìîòðèì îòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ.

Åñëè C = 0, òî åñòü y ′(x) = y2, òî ïîëó÷èì ðåøåíèå y = 0, êîòîðîå

âõîäèò â íàéäåííîå ðàíåå ñåìåéñòâî y = C, è ðåøåíèå y = − 1

x+ C
, êî-

òîðîå ñëåäóåò ñ÷èòàòü ÷àñòíûì, ïîñêîëüêó â îòâåò âõîäèò òîëüêî îäíà

êîíñòàíòà.

Åñëè C = a2 > 0, òî åñòü y ′(x) = y2 +a2, òî ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë

1

a
arctg

y

a
= x+ C.

Åñëè C = −a2 < 0, òî åñòü y ′(x) = y2 − a2, òî ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë

1

2a
ln
∣∣∣y − a
y + a

∣∣∣ = x+ C. �

Òåïåðü äëÿ ýòîãî æå óðàâíåíèÿ ðåøèì çàäà÷ó Êîøèy ′′ = 2y · y ′

y(0) = 1, y ′(0) = 2.

Òàê êàê y ′ = u(y), òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò (ïðè x = 0) èìååì y = 1
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è y ′
∣∣
y=1

= 2, òî åñòü u(1) = 2. Èìåííî ñ òàêèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è

ñëåäóåò ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ u ′ · u = 2y · u.

Òàê êàê u ≡ 0 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè, òî u ′ = 2y, îòêóäà

u(y) = y2 + C. Èç óñëîâèÿ u(1) = 2 ïîëó÷àåì C = 1. Âîçâðàùàÿñü ê

ôóíêöèè y(x), ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøèy ′(x) = y2 + 1

y(0) = 1.

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ arctg y = x + C. Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

arctg 1 = 0 + C, òî åñòü C =
π

4
.

Èòàê, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè äàåòñÿ ôîðìóëîé

arctg y = x+
π

4
.

Îòñþäà ìîæíî îïðåäåëèòü y êàê ÿâíóþ ôóíêöèþ îò x, îòìåòèâ, ÷òî∣∣x+
π

4

∣∣ < π

2
, òî åñòü y = tg

(
x+

π

4

)
, ãäå x ∈

(−3π

4
;
π

4

)
. �

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà óðàâíåíèå (7.1) íå ñîäåðæèò ÿâíî ïåðå-

ìåííûõ x è y, òî åñòü èìååò âèä F (y ′; y ′′) = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü äâóìÿ ñïîñî-

áàìè: ïîëîæèâ y ′ = p(x) èëè y ′ = p(y). Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïðèäåì ê

óðàâíåíèþ F (p;
dp

dx
) = 0, à âî âòîðîì � ê óðàâíåíèþ F (p; p

dp

dy
) = 0.

Êàêîé èç ýòèõ ñïîñîáîâ ëó÷øå? À ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçî-

âàòü îáà? Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìû îïðåäåëèì x êàê ôóíêöèþ îò p,

à èç âòîðîãî � y êàê ôóíêöèþ îò p, è ïîëó÷èì îòâåò â ïàðàìåòðè÷åñêîé

ôîðìå. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′′ = e(y
′)2.

Ïîëàãàåì y ′ = p(x), òîãäà y ′′ = p ′(x) è
dp

dx
= ep

2

, èëè e−p
2

dp = dx.

Òåïåðü ïîëîæèì y ′ = p(y), òîãäà y ′′ = p ′(y) · p è
dp

dy
· p = ep

2

, èëè

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 7 75

e−p
2

p dp = dy.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèédx = e−p
2

dp

dy = e−p
2

p dp.

Îñòàëîñü òîëüêî ïðîèíòåãðèðîâàòü èõ:
x =

p∫
0

e−τ
2

dτ + C1

y = −0, 5e−p
2

+ C2.

Ìû ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå (ñîäåðæàùåå äâå ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíòû)

â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. �

Ðàññìîòðåííûé ïðèåì ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà

äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà F (y ′; y ′′) = 0, ïðèâîäÿùèì ê ïîíèæå-

íèþ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ. Åñëè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó

Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, òî, ââîäÿ ïàðà-

ìåòð îïèñàííûì ñïîñîáîì, ìû ïðèäåì ê ðåøåíèþ äâóõ çàäà÷ Êîøè:F (p;
dp

dx
) = 0

p(x0) = y1
è

F (p; p
dp

dy
) = 0

p(y0) = y1.

Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ââîäèòü ïàðàìåòð ñòàí-

äàðòíûì ñïîñîáîì. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü ¾íåñòàíäàðòíî-

ãî¿ ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå (y ′′)2 = (y ′)2 + 1.

Ïîëîæèì y ′′ = ch p, y ′ = sh p. Òîãäà óðàâíåíèå îáðàòèòñÿ â òîæäå-

ñòâî: ch2 p = sh2 p+ 1.

Íàøà öåëü � âîññòàíîâèòü x è y êàê ôóíêöèè îò p.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, y ′′ =
dy ′

dx
, è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì
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dy ′

dx
= ch p, èëè dy ′ = ch p dx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

dy ′ = ch p dp.

Ñëåäîâàòåëüíî, ch p dx = ch p dp, èëè dx = dp (òàê êàê ôóíêöèÿ ch p

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü). Òàêèì îáðàçîì, x = p+ C1.

Âñïîìíèì, ÷òî y ′ = sh p, òî åñòü dy = sh p dx. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dx = dp,

ïîëó÷èì dy = sh p dp è y = ch p+ C2.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

x = p+ C1

y = ch p+ C2.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü è ÿâíóþ çàâèñèìîñòü y îò x:

y = ch(x− C1) + C2. �

Çàìåòèì, ÷òî ïîíèæàÿ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, ìû

îáðåêëè áû ñåáÿ íà äîâîëüíî ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ.

Îáû÷íî ìû ââîäèì ïàðàìåòð, åñëè óðàâíåíèå íå ðàçðåøåíî îòíîñè-

òåëüíî âûñøåé ïðîèçâîäíîé. Åñëè ê òîìó æå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ïîíè-

æåíèå ïîðÿäêà, ìîæíî ñîâìåñòèòü ýòè äâà ïðèåìà.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå (y ′′)3 + xy ′′ = 2y ′.

Ïîëàãàåì y ′′ = p, òîãäà èç óðàâíåíèÿ 2y ′ = p3 + xp, è

2 dy ′ = 3p2dp+ xdp+ pdx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, y ′′ =
dy ′

dx
, òî åñòü dy ′ = p dx. Èñêëþ÷àÿ dy ′, ïðèäåì

ê óðàâíåíèþ

3p2dp = p dx− xdp.

Åñëè p = 0, òî y ′ = 0, ñëåäîâàòåëüíî y = C.

Èíà÷å, ïîäåëèâ óðàâíåíèå íà p2, ïðèäåì ê 3 dp =
p dx− xdp

p2
èëè

3 dp = d
(x
p

)
. Îòñþäà

x

p
= 3p+ C1, òî åñòü x = 3p2 + C1p.
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Òîãäà 2y ′ = p3 + xp = 4p3 + C1p
2 è ìû ëåãêî ìîæåì âîññòàíîâèòü

ôóíêöèþ y(p):

2 dy = (4p3+C1p
2)dx = (4p3+C1p

2)(6p+C1)dp = (24p4+10C1p
3+C2

1p
2)dp.

Èòàê,

x = 3p2 + C1p

y =
12

5
p5 +

5

4
C1p

4 +
1

6
C2

1p
3 + C2.

�

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

y =
2

3
(y ′′)3 + 4y ′′

y(0) = 0, y ′(0) = 1.

Ôóíêöèÿ y =
2

3
p3 + 4p ìîíîòîííà, è ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íî îáðà-

òèìà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå y =
2

3
(y ′′)3+4y ′′ ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàç-

ðåøèòü îòíîñèòåëüíî y ′′, ïðè÷åì äëÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ y ′′ = F (y)

âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà, è ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à Êîøè

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïîëîæèì y ′′ = p, òîãäà èç óðàâíåíèÿ y =
2

3
p3 + 4p. Ïîñòàâèì ïåðåä

ñîáîé öåëü îïðåäåëèòü y ′ = f(p). Òîãäà

y ′′ = f ′(p) · dp
dy
· dy
dx

= f ′(p) · dp
dy
· f(p) = p.

Èñêëþ÷àÿ îòñþäà
dy

dp
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ y =

2

3
p3 + 4p, ìû ïîëó÷èì

äëÿ ôóíêöèè f(p) óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

f ′(p) · f(p) = p · dy
dp

= p · (2p2 + 4).

Îòñþäà f 2(p) = p4+2p2+C, èëè (y ′)2(p) = p4+2p2+C. Ôàêòè÷åñêè, ìû

ïîíèçèëè ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, ñâåäÿ åãî ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû èùåì ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì y(0) = 0, y ′(0) = 1. Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè y =
2

3
p3+4p ñëåäóåò,

÷òî y = 0, åñëè è òîëüêî åñëè p = 0. Ïîýòîìó y ′
∣∣
p=0

= 1, ñëåäîâàòåëüíî,

C = 1 è y ′(p) =
√
p4 + 2p2 + 1 = p2 + 1
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Èòàê,

y ′(p) = p2 + 1

y =
2

3
p3 + 4p.

Íàì îñòàëîñü íàéòè x(p), ÷òî ìû óæå íåîäíîêðàòíî äåëàëè.dy = (p2 + 1)dx

dy = (2p2 + 4)dp
⇒ dx =

2p2 + 4

p2 + 1
dp ⇒ x = 2p+ 2 arctg p+ C.

Òàê êàê x
∣∣
p=0

= 0, òî C = 0.

Îòâåò:

x = 2p+ 2 arctg p

y =
2

3
p3 + 4p.

�

Åñëè â óðàâíåíèè (7.1) ôóíêöèÿ F (x; y; y ′; y ′′) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé

ïîðÿäêà 0 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y, y ′ è y ′′, òî åñòü

F (x; ky; ky ′; ky ′′) = F (x; y; y ′; y ′′),

òî ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü, ñäåëàâ çàìåíó
y ′

y
= u(x).

Òîãäà y ′ = y · u, y ′′ = y · u ′ + y ′ · u = y · u ′ + y · u2.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′′ · y = (y ′)2 · x.

Ïîëîæèâ y ′ = y ·u, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ y2(u ′+u2) = y2u2x. Îòñþäà

y = 0 èëè u ′ + u2 = u2x.

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè: u ′ = u2(x− 1).

u = 0 èëè
du

u2
= (x− 1)dx.

Åñëè u = 0, òî y ′ = 0 è y = C.

Åñëè
du

u2
= (x − 1)dx, òî u =

2

−x2 + 2x+ C
, è äëÿ ôóíêöèè y(x) ìû

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:
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y ′

y
=

2

−x2 + 2x+ C
,

êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå C.

Òàê, åñëè äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè

y(1) = 1, y ′(1) = 2, òî

y ′

y

∣∣∣
x=1

= 2 =
2

1 + C
⇒ C = 0.

Òîãäà
y ′

y
=

−2

x(x− 2)
⇒ ln |y| = ln

∣∣∣ x

x− 2

∣∣∣+ C.

y =
x

x− 2
· C

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé C = −1.

Èòàê, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè y =
x

2− x . �

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Âî âñåõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå, ïîíèæàÿ åãî ïîðÿäîê.

1. y ′′(1 + x) + y ′ = 0.

2. (y ′)2 + 2y · y ′′ = 0

3. y ′′ ln y ′ = 1

4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

(y ′)2 = (3y − 2y ′) · y ′′

y(0) = 1, y ′(0) = 1.

5. xy · y ′′ − x(y ′)2 = y · y ′

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 429, 434, 441, 467, 505.
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Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. y = C1 ln |1 + x|+ C2

2. y = C , y3 = C1(x+ C2)
2

3.

x = p ln p− p+ C1

y =
p2

2
ln p− p2

4
+ C2

4. y = ex

5. ln |y| = C1x
2 + C2 èëè y = C2e

C1x
2
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Óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà (n>2),

äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå n-îãî ïîðÿäêà (n > 2)

F (x; y; y ′; ...; y(n)) = 0. (8.1)

Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò n ïðîèç-

âîëüíûõ êîíñòàíò, ïîäáèðàÿ êîòîðûå, ìîæíî ðåøèòü ëþáóþ êîððåêòíî

ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó Êîøè.

Ïîñìîòðèì ñíà÷àëà, êàê ðàáîòàþò ïðèåìû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, èçó-

÷åííûå íàìè íà ïðåäûäóùåì çàíÿòèè.

Åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä F (x; y(k); ...; y(n)) = 0, k > 1, òî åñòü íå ñî-

äåðæèò ôóíêöèþ y(x) è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà k−1 âêëþ÷èòåëüíî,

òîãäà çàìåíà z = y(k) ïðèâåäåò åãî ê óðàâíåíèþ ïîðÿäêà n− k.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå xy ′′′ = (1− x)y ′′.

Ïîëîæèì z = y ′′, òîãäà xz ′ = (1− x)z è z = C1xe
−x. Âîçâðàùàÿñü ê

ôóíêöèè y è ïîñëåäîâàòåëüíî èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

y ′′ = C1xe
−x ⇒ y = C1(x+ 2)e−x + C2x+ C3. �

Åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä F (y; y ′; ...; y(n)) = 0, òî åñòü íå ñîäåðæèò

ïåðåìåííóþ x, òîãäà, êàê ìû ïîìíèì, ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó y ′ = u(y).

Ïðè ýòîì

y ′′(x) = u ′(y) · y ′(x) = u ′ · u,

y ′′′(x) = u ′′(y) · y ′(x) · u+ u ′ · u ′(y) · y ′(x) = u ′′ · u2 + (u ′)2 · u
è òàê äàëåå.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′′′ =
y ′ · y ′′

y
.
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Çàìåíà y ′ = u(y) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

u ′′ · u2 + (u ′)2 · u =
u2 · u ′

y
.

Îòñþäà u = 0, ÷òî äàåò y = C 6= 0, èëè

u ′′ · u+ (u ′)2 =
u · u ′

y
.

Ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ïîðÿäîê êîòîðîãî ìîæíî ïîíèçèòü, ïîëîæèâ
u ′

u
= v. Òîãäà u ′ = u · v, u ′′ = u · v2 + u · v ′ è

u2(v2 + v ′) + u2v2 =
u2v

y
.

Ïîñëå äåëåíèÿ íà u2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

2v2 + v ′ =
v

y
.

Îíî èìååò ðåøåíèå v = 0. Åñëè æå v 6= 0, òî, ïîëîæèâ z = 1/v, ïðèäåì

ê óðàâíåíèþ z ′ = 2− z

y
.

Ïîäîáðàâ åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå z = y, ëåãêî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå

z =
C

y
+ y, îòêóäà v =

y

C + y2
. Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè u, ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå
u ′

u
=

y

C + y2
, êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ: u = C2

√
y2 + C1,

ãäå C2 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, y ′ = C2

√
y2 + C1. Èíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå ñ ðàç-

äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ C1, ïîëó÷àåì

îòâåò:

åñëè C1 6= 0, òî ln |y +
√
y2 + C1| = C2x+ C3, èíà÷å ln |y| = C2x+ C3. �

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå y2 · y ′ · y ′′′ + (y · y ′′)2 = 2(y ′)4.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî óðàâíåíèå îäíîðîäíîå, è åãî ïîðÿäîê ìîæíî

ïîíèçèòü çàìåíîé y ′ = u(x) · y. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî íå ñîäåðæèò ÿâíî

ïåðåìåííóþ x, è â òàêîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ çàìåíà y ′ = p(y).

Ñðàçó òðóäíî ñêàçàòü, êàêîé ïóòü áûñòðåå ïðèâåäåò ê öåëè. Íà÷íåì
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ñ òîãî, ÷òî ïðîùå. Ñäåëàåì çàìåíó y ′ = u(x) · y. Òîãäà

y ′′ = u ′y + u · y ′ = u ′y + u2y,

y ′′′ = u ′′y + u′ · y ′ + 2u · u ′y + u2y ′ = u ′′y + 3u ′uy + u3y,

è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

u · u ′′ + 5u ′u2 + (u ′)2 = 0.

Òåïåðü äåëàåì çàìåíó u ′ = v(u), òîãäà u ′′ = v ′(u) · v è

u · v ′ · v + 5v · u2 + v2 = 0,

v · (u · v ′ + 5 · u2 + v) = 0.

Îòñþäà v = 0 ⇒ u = C ⇒ y ′ = C1y è y = C2e
C1x, èëè

uv ′ + 5u2 + v = 0,

udv + 5u2du+ vdu = 0,

d(uv) +
5

3
d(u3) = 0,

uv +
5

3
u3 = C1.

Ïîäñòàâëÿÿ v = u ′, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå uu ′+
5

3
u3 = C1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

dx =
udu

C1 −
5

3
u3
.

Èç y ′ = u · y ñëåäóåò, ÷òî

dy

y
= udx =

u2du

C1 −
5

3
u3
.

Èíòåãðèðóÿ äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå â ïàðàìåò-
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ðè÷åñêîì âèäå: 
x =

u∫
u0

τdτ

C1 − 5
3
τ 3

+ C2

ln |y| =
u∫

u0

τ 2dτ

C1 − 5
3
τ 3

+ C3.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ìîæíî, íî ìû íå áóäåì ýòîãî

äåëàòü. Åñëè áû ìû ðåøàëè çàäà÷ó Êîøè è íà ýòàïå íàõîæäåíèÿ ôóíê-

öèè v(u) îïðåäåëèëè êîíñòàíòó C1, òî äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ áûëè áû

íàìíîãî ïðîùå.

Òàê, åñëè y(0) = 1, y ′(0) = 1, y ′′(0) = −2

3
, òî, ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷å-

íèÿ â y ′ = u(x) · y è y ′′ = u ′(x) · y+ u(x) · y ′, ìû ïîëó÷èì, ÷òî u(0) = 1,

u ′(0) = −5

3
.

Îòñþäà v(1) = −5

3
, è èç uv +

5

3
u3 = C1 ïîëó÷àåì, ÷òî C1 = 0.

Òîãäà ðåøåíèå íàõîäèòñÿ îñîáåííî ïðîñòî:
dx =

−3du

5u2

dy

y
=
−3du

5u
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà u = 1 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ x = 0

è y = 1, èíòåãðèðóåì ýòè óðàâíåíèÿ:x =
3(1− u)

5u

y = u−3/5.

Âûðàæàÿ y ÷åðåç x, ïîëó÷àåì îòâåò â ÿâíîì âèäå: y = (
5

3
x+ 1)0,6. �

Îïèñàííûå ïðèåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé n-íîãî ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî

ãðîìîçäêè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ áûëè

íåëèíåéíûìè. Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàáîòàåò ñîâñåì äðóãàÿ òåõ-

íèêà, êîòîðóþ ìû îáñóäèì ïîçäíåå.
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À ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì îäèí âåñüìà èçÿùíûé ïðèåì ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, î÷åíü ïîõîæèé íà ìåòîä èíòåãðèðóåìûõ êîì-

áèíàöèé (ñì. çàíÿòèå 4).

Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ïîíèæàåòñÿ, åñëè óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü ëåâóþ

÷àñòü óðàâíåíèÿ â âèäå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, òî åñòü

F (x; y; y ′; ...; y(n)) =
(
G(x; y; y ′; ...; y(n−1))

) ′ = 0.

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïîðÿäêà (n− 1)

G(x; y; y ′; ...; y(n−1)) = C.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî òèïè÷íûõ êîìáèíàöèé:

(xy ′) ′ = y ′ + xy ′′(
y ′

x

)′
=

xy ′′ − y ′

x2(
y ′

y

)′
=

y · y ′′ − (y ′)2

y2(
y

y ′

)′
=

(y ′)2 − y · y ′′

(y ′)2

(y · y ′) ′ = (y ′)2 + y · y ′′

(y · y ′′) ′ = y ′′ · y ′ + y · y ′′′

(f(y ′)) ′ = f ′(y ′) · y ′′

((y ′)n) ′ = n(y ′)(n−1) · y ′′

(ln y ′) ′ = y ′′/y ′

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå y · y ′′′ + 3y ′ · y ′′ = 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðî-

èçâîäíîé îò (y ·y ′′+(y ′)2), ïîýòîìó ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ:

y · y ′′ + (y ′)2 = C1.

Äàëåå, y · y ′′ + (y ′)2 = (y · y ′) ′, ïîýòîìó èç (y · y ′) ′ = C1 ñëåäóåò, ÷òî

y ·y ′ = C1x+C2. Çàìåòèâ, ÷òî 2y ·y ′ = (y2) ′, ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå

åùå ðàç è ïîëó÷èì îòâåò:

y2 = C1x
2 + 2C2x+ C3. �

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′ · y ′′′ = 2(y ′′)2.
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Óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå y ′′ = 0, îòêóäà y = C1x + C2. Åñëè æå

y ′′ 6= 0, òî ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê âèäó y ′ · y ′′′ − (y ′′)2 = (y ′′)2 è

ïîäåëèì íà (y ′′)2:
y ′ · y ′′′ − (y ′′)2

(y ′′)2
= 1.

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé:(
− y ′

y ′′

)′
= 1.

Îòñþäà − y ′

y ′′
= x+ C1 èëè

y ′′

y ′
= − 1

x+ C1
.

Ïîñêîëüêó
y ′′

y ′
= (ln y ′) ′, òî ln y ′ = − ln |x+C1|+C2, èëè y

′ =
C2

x+ C1
.

Íàêîíåö, ïîëó÷àåì ðåøåíèå y = C2 ln |x+ C1|+ C3. �

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå (8.1) èìååò ñëå-

äóþùèé ñïåöèôè÷åñêèé âèä:

F (y; xy ′; x2y ′′; ...; xny(n)) = 0.

Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà. Ïîíÿòíî, ÷òî x = 0

âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé òàêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîëîæèì x = et äëÿ x > 0 è x = −et äëÿ x < 0, òî åñòü t = ln |x|.
Ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé t áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé.

Òîãäà y ′ = ẏ · dt
dx

= ẏ · 1

x
, òî åñòü xy ′ = ẏ.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî x, ïîëó÷àåì y ′+xy ′′ = ÿ · 1
x
, îòêóäà

xy ′ + x2y ′′ = ÿ, èëè x2y ′′ = ÿ − ẏ.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî x, ïîëó÷àåì 2xy ′′+x2y ′′′ =

= (ÿ − ẏ) · 1

x
, îòêóäà x3y ′′′ =

...
y − 3ÿ + 2ẏ, è òàê äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé x íà t = ln |x| ìû ïðèäåì

ê óðàâíåíèþ G(y; ẏ; ÿ; ...; yn) = 0, ãäå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèñõîäèò

ïî t, íî ñàìà ïåðåìåííàÿ t ÿâíî â óðàâíåíèå íå âõîäèò. Êàê ìû çíàåì, â

ýòîì ñëó÷àå çàìåíà ẏ = u(y) ïîíèæàåò ïîðÿäîê ýòîãî óðàâíåíèÿ.
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Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2(2y · y ′′ − (y ′)2) = 1− 2xy · y ′.

Ââîäèì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = ln |x|, è, ïåðåñ÷èòàâ ïðîèçâîäíûå, ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèþ 2y · ÿ − (ẏ)2 = 1.

Ââîäèì íîâóþ ôóíêöèþ, ïîëîæèâ u(y) = ẏ. Òîãäà ÿ = u ′ · u è

2yu · u ′ − u2 = 1.

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

y = 0 èëè
2udu

1 + u2
=

dy

y
, îòêóäà y = C1(1 + u2).

Âñïîìíèâ, ÷òî ẏ = u(y), ïîëó÷àåì ñèñòåìóy = C1(1 + u2)

ẏ = u,

ãäå u ìîæíî ñ÷èòàòü ïàðàìåòðîì. Îñòàåòñÿ íàéòè çàâèñèìîñòü t(u), êàê

ìû óæå íåîäíîêðàòíî äåëàëè.dy = 2C1udu

dy = udt
⇒ 2C1udu = udt

Îòñþäà u = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê y = C, èëè t = 2C1u+C2, è, âîçâðàùàÿñü

ê ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì îòâåò â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:x = C2e
2C1u

y = C1(1 + u2)

Ïðè æåëàíèè ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò â ÿâíîì âèäå, èñêëþ÷èâ ïàðà-

ìåòð u, íî ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü. �

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèæàÿ ïîðÿäîê.
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1. y(5) = y(4) + x.

2. y ′′ − x · y ′′′ + (y ′′′)3 = 0.

3. y ′′′ · (y ′)2 = (y ′′)3.

4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

y ′ · y ′′′ = (y ′′)2 + (y ′)2 · y ′′

y(1) = 0, y ′(1) = −1, y ′′(1) = 1.

(Óêàçàíèå: ïðåäñòàâüòå óðàâíåíèå â âèäå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé)

5. Íàéòè ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ ëèíèé óðàâíåíèÿ

y y ′y ′′′ − 2(y ′)2y ′′ = y(y ′′)2, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0).

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 438, 458, 468, 482, 504.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. y = C1e
x − x5

120
− x4

24
+ C2x

3 + C3x
2 + C4x+ C5

2. y =
C1

6
x3 + C3

1
x2

2
+ C2x+ C3 è ÷àñòíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåìîå èç{

x = −3p2

y′′ = −2p3

x = −3p2

y = −72

35
p7 − 3C1p

2 + C2

3.

{
x = ln |p|+ 2C1p+ C2

y = p+ C1p
2 + C3

, y = C1x+ C2

îáùåå ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå èç y′′ = C1x+ C3
1

4. Óêàçàíèå:
(
y′′

y′

)′
= (y′)′

y = − lnx

5. y′ = C1y
3 + C2 ,

y∫
y0

dτ

C1τ 3 + C2
= x− x0 , y = y0
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