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çè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ.
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íèÿ òèïîâûõ çàäà÷.

Êàæäûé ïàðàãðàô ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêîé äâóõ-
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Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå n-îãî ïîðÿäêà ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

L[y] = y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′ + any = 0. (9.1)

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè ðàíåå, ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ íå ïóñòî (îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

y ≡ 0) è îáðàçóåò ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå (òî åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9.1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ).

Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (9.1) èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

y1(x), y2(x), ... , yn(x), (9.2)

è ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ðåøåíèé:

y(x) =
n∑
k=1

Ck yk(x). (9.3)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-îãî ïî-

ðÿäêà îáðàçóþò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî

ðàâíà ïîðÿäêó óðàâíåíèÿ. Ëþáàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé (9.2), îáðàçóþùàÿ

áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðå-

øåíèé (ÔÑÐ). Ôîðìóëà (9.3) äàåò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.1).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü ÔÑÐ óðàâíåíèÿ (9.1).

Êàê ìû ïîìíèì, îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
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4 Çàíÿòèå 9

y′ = k y èìååò ðåøåíèå y = ekx. Ïîïðîáóåì íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (9.1) âèäà y = eλx. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (9.1), è

äåëÿ åãî íà eλx 6= 0, ìû óâèäèì, ÷òî çíà÷åíèå λ äîëæíî áûòü êîðíåì

àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + ...+ an−1λ+ an = 0 (9.4)

Ìíîãî÷ëåí L[λ] = λn+a1λ
n−1+a2λ

n−2+...+an−1λ+an íàçûâàåòñÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, à óðàâíåíèå (9.4) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

óðàâíåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (9.1).

Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèå (9.4) èìååò n êîðíåé (ñ ó÷åòîì èõ

êðàòíîñòè). Çíàÿ ýòè êîðíè, ìîæíî ïîñòðîèòü ÔÑÐ óðàâíåíèÿ (9.1). Òà-

êèì îáðàçîì, çàäà÷à ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9.1) ñâî-

äèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.4). Íàïîìíèì, êàê

ýòî äåëàåòñÿ.

Ïóñòü óðàâíåíèå (9.4) èìååò k ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé λ1,

λ2, ... , λk. Ýòî äàåò íàì k ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9.1): eλ1x, eλ2x,

... , eλkx. Ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè k = n,

òî ÔÑÐ ïîñòðîåíà.

Ïóñòü óðàâíåíèå (9.4) èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü λ = α + i β. Ïî-

ñêîëüêó êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (9.4) âåùåñòâåííû, òî êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííîå ÷èñëî λ = α − i β òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî óðàâíå-

íèÿ. Ýòà ïàðà êîðíåé äàåò íàì äâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ eαx cos βx è

eαx sin βx.

Åñëè âåùåñòâåííûé êîðåíü λ0 èìååò êðàòíîñòü m > 1, òî åìó ñîîò-

âåòñòâóåò ñåðèÿ èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé eλ0x, x · eλ0x, ... ,
xm−1eλ0x.

Íàêîíåö, ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé λ = α±i β êðàòíîñòè
m > 1 äàåò ñåðèþ èç 2m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

eαx cos βx, x · eαx cos βx, ... , xm−1eαx cos βx,
eαx sin βx, x · eαx sin βx, ... , xm−1eαx sin βx.

www.phys.nsu.ru
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ÔÑÐ, ïîñòðîåííóþ ïî èçëîæåííûì âûøå ïðàâèëàì, ìû áóäåì íàçû-

âàòü êëàññè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:

Äèôô. óðàâíåíèå Õàðàêòåðèñòè÷. óðàâ-

íåíèå è åãî êîðíè

Îáùåå ðåøåíèå

y ′′ + y ′ − 2y = 0 λ2 + λ− 2 = 0;

λ1 = 1, λ2 = −2
C1e

x + C2e
−2x

y ′′ − 2y ′ = 0 λ2 − 2λ = 0;

λ1 = 2, λ2 = 0

C1e
2x + C2

y ′′′ + 2y ′′ − 3y ′ = 0 λ3 + 2λ2 − 3λ = 0;

λ1 = 0, λ2 = 1,

λ3 = −3

C1 + C2e
x + C3e

−3x

y ′′ − 4y ′ + 5y = 0 λ2 − 4λ+ 5 = 0;

λ1,2 = 2± i
C1e

2x cosx+ C2e
2x sinx

y ′′ + 4y = 0 λ2 + 4 = 0;

λ1,2 = ±2i
C1 cos 2x+ C2 sin 2x

yIV − y = 0 λ4 − 1 = 0;

λ1,2 = ±1, λ3,4 = ±i
C1e

x + C2e
−x +

+ C3 cosx+ C4 sinx

yV I + 64y = 0 λ6 + 64 = 0;

λ1,2 = ±2i,
λ3,4 =

√
3± i,

λ3,4 = −
√
3± i

C1 cos 2x + C2 sin 2x +

C3e
√
3x cosx + C4e

√
3x sinx +

C5e
−
√
3x cosx+ C6e

−
√
3x sinx

yIV + 2y ′′ + y = 0 λ4 + 2λ2 + 1 = 0;

λ1,2 = ±i,
λ3,4 = ±i

C1 cosx+ C2 sinx+

+ C3x cosx+ C4x sinx

y ′′′−3y ′′+3y ′−y = 0 (λ− 1)3 = 0;

λ1,2,3 = 1

C1e
x + C2xe

x + C3x
2ex

Êðîìå êëàññè÷åñêîé ÔÑÐ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü

äðóãèå ÔÑÐ. Ê îïèñàíèþ îäíîé èç íèõ ìû ñåé÷àñ è ïåðåéäåì.

www.phys.nsu.ru



6 Çàíÿòèå 9

Äîïóñòèì, ÷òî ìû íàøëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

è êàêèì-íèáóäü îáðàçîì çàíóìåðîâàëè èõ: λ1, λ2, ... , λn. Åñëè êîðåíü

êðàòíûé, òî îí âûïèñàí â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòîëüêî ðàç, êàêîâà

åãî êðàòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàâíî ïîðÿäêó óðàâíåíèÿ.

Ïîñòðîèì íàáîð ôóíêöèé ψk(x). Ôóíêöèþ ψ1(x) îïðåäåëèì êàê ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè ψ ′1 = λ1ψ1, ψ1(0) = 1, òî åñòü ψ1(x) = eλ1x.

Ôóíêöèþ ψ2(x) îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ψ ′2 = λ2ψ2+ψ1,

ψ2(0) = 0. Ïîñêîëüêó ψ2(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ, íàéäåì åå ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé: ψ2(x) = C(x) · eλ2x, ãäå

C ′(x) = e−λ2xψ1(x) è C(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, C(x) =

x∫
0

e−λ2τψ1(τ)dτ è

ψ2(x) =

x∫
0

eλ2(x−τ)ψ1(τ)dτ.

Çàìåòèì, ÷òî ψ ′2(0) = 1.

Åñëè ôóíêöèÿ ψk(x) óæå ïîñòðîåíà, òî ôóíêöèþ ψk+1(x) îïðåäåëèì

êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ψ ′k+1 = λk+1ψk+1 + ψk, ψk+1(0) = 0. Ôóíêöèÿ

ψk+1(x) ìîæåò áûòü çàäàíà èíòåãðàëîì

ψk+1(x) =

x∫
0

eλk+1(x−τ)ψk(τ)dτ.

Çàìåòèì, ÷òî ψk+1(0) = 0, ψ ′k+1(0) = 0, ... , ψkk+1(0) = 1.

Åñëè λ1 = λ2 = ... = λk, òî åñòü êîðåíü èìååò êðàòíîñòü k, òî

ψ1(x) = eλ1x, ψ2(x) = xeλ1x, ψ3(x) =
x2

2
eλ1x, ... , ψk(x) =

xk−1

(k − 1)!
eλ1x.

Êàê âèäèì, â ñëó÷àå êðàòíîãî êîðíÿ íîâûå áàçèñíûå ðåøåíèÿ îòëè÷à-

þòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ òîëüêî ÷èñëîâûìè ìíîæèòåëÿìè.

Ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x) â ñëó÷àå λ1 6= λ2 6= λ3.

www.phys.nsu.ru
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ψ1(x) = eλ1x, ψ2(x) =
eλ1x − eλ2x

λ1 − λ2
,

ψ3(x) =
eλ1x

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+

eλ2x

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
+

eλ3x

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
.

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ψ3(x) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ λ1, λ2,

λ3 ñèììåòðè÷íî, òî åñòü ñîâåðøåííî íå âàæíî, â êàêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ìû íóìåðîâàëè êîðíè.

ÔÑÐ, ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèé ψk(x), k = 1, ..., n, áóäåì íàçûâàòü ñïå-

öèàëüíîé.

Êàêèå ïðåèìóùåñòâà èìååò ñïåöèàëüíàÿ ÔÑÐ? Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè λ1 = ε,

λ2 = −ε, λ3,4 = 0. Òîãäà êëàññè÷åñêàÿ ÔÑÐ ñîñòîèò èç ôóíêöèé eεx, e−εx,

1 è x, à ñïåöèàëüíàÿ � èç ôóíêöèé

ψ1(x) = eεx, ψ2(x) =
eεx − e−εx

2ε
=

sh εx

ε
,

ψ3(x) =

x∫
0

sh ετ

ε
dτ =

ch εx− 1

ε2
,

ψ4(x) =

x∫
0

ch ετ − 1

ε2
dτ =

sh εx− εx
ε3

.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ÔÑÐ ñóùåñòâåííî ïðî-

ùå, è ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ñïåöèàëüíîé ÔÑÐ. Îä-

íàêî, åñëè ε → 0, òî êëàññè÷åñêàÿ ÔÑÐ âûðîæäàåòñÿ � ïåðåñòàåò áûòü

áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. À ñïåöèàëüíàÿ ÔÑÐ ëåãêî ñïðàâëÿåò-

ñÿ ñ ýòîé ïðîáëåìîé è ïðåâðàùàåòñÿ â ÔÑÐ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ êðàòíûì

êîðíåì λ = 0 êðàòíîñòè 4:

lim
ε→0

ψ1(x) = 1, lim
ε→0

ψ2(x) = x, lim
ε→0

ψ3(x) =
x2

2
, lim

ε→0
ψ4(x) =

x3

3!
.

Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò âàæíîå ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëàäàåò ñïå-

öèàëüíàÿ ÔÑÐ: åñëè êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà çà-

www.phys.nsu.ru



8 Çàíÿòèå 9

âèñÿò îò ïàðàìåòðà, òî ñïåöèàëüíàÿ ÔÑÐ îñòàåòñÿ òàêîâîé ïðè íåïðå-

ðûâíîì èçìåíåíèè ýòîãî ïàðàìåòðà. �

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà n-îãî ïîðÿäêà

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + ...+ an−1xy

′ + any = 0 (9.5)

Êàê ìû çíàåì, â îáëàñòè x > 0 çàìåíà x = et ïðèâîäèò åãî ê óðàâíåíèþ,

â êîòîðîå íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t íå âõîäèò â ÿâíîì âèäå. Â íàøåì

ñëó÷àå ýòî áóäåò ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè. Îíî, êàê èçâåñòíî, èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ âèäà y = eλt.

Ïîýòîìó ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.5) ñðàçó ñëåäóåò èñêàòü â âè-

äå y = xλ (x > 0). Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ y = xλ â óðàâíåíèå (9.5), ìû

óâèäèì, ÷òî ïàðàìåòð λ äîëæåí áûòü êîðíåì àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ(λ− 1)...(λ− (n− 1)) + ...+ an−2λ(λ− 1) + an−1λ+ an = 0 (9.6)

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ îíî ïðèìåò âèä

λn + b1λ
n−1 + ...+ bn−1λ+ bn = 0. (9.7)

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà x = et ïðèâîäèò óðàâíåíèå Ýéëåðà (9.5) ê ëè-

íåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ

êîòîðîãî (9.7) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

Çíàÿ êîðíè óðàâíåíèÿ (9.7), ìîæíî ïîñòðîèòü ÔÑÐ ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è çàòåì îáðàòíîé çàìåíîé t = ln x

ïîëó÷èòü èç íåå ÔÑÐ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2y ′′ − 4xy ′ + 6y = 0.

Èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ âèäà xλ. Òîãäà λ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-

íåíèþ λ(λ− 1)− 4λ+ 6 = 0, èëè λ2 − 5λ+ 6 = 0.

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ λ1 = 2 è λ2 = 3, ñëåäîâàòåëüíî, ÔÑÐ ñîñòîèò

èç ôóíêöèé x2 è x3. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà y = C1x
2 +C2x

3.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà ðàáîòàåò è ïðè x < 0. �
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Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå x3y ′′′ + xy ′ − y = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ(λ−1)(λ−2)+λ−1 = 0 ðàñêëàäûâà-

åòñÿ íà ìíîæèòåëè (λ−1)(λ2−2λ+1) = 0 è ñâîðà÷èâàåòñÿ â (λ−1)3 = 0.

ÔÑÐ ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò

èç ôóíêöèé y1 = et, y2 = tet è y3 = t2et. Âûïîëíèâ îáðàòíóþ çàìåíó

t = lnx, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà y = C1x+C2x lnx+

C3x(lnx)
2, (x > 0).

Ïðè x < 0 äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà x íà −x. �

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2y ′′ + xy ′ + y = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ(λ − 1) + λ + 1 = 0 ïðåîáðàçóåòñÿ

â λ2 + 1 = 0. Åãî êîðíè λ1,2 = ±i. Ñîîòâåòñòâåííî, ÔÑÐ èìååò âèä

y1 = cos t, y2 = sin t.

Âûïîëíèâ îáðàòíóþ çàìåíó t = lnx, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ Ýéëåðà y = C1 cos(lnx) + C2 sin(lnx), (x > 0). �

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

1. yV + 8y ′′′ + 16y ′ = 0.

2. yV − 6yIV + 9y ′′′ = 0.

3. y ′′′ − 5y ′′ + 12y ′ − 8y = 0.

Óêàçàíèå: λ = 1 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

4. yIV + 16y = 0.

5. yIV + 4y ′′′ + 6y ′′ + y ′ + y = 0.

6. x2y ′′′ − 2y ′ = 0.

7. x2y ′′ + xy ′ + 4y = 0.
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Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

Â äîìàøíþþ ðàáîòó âõîäÿò çàäà÷è èç (*)

�� 520, 525, 528, 532, 590, 600.

(*) Ôèëèïïîâ À. Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

ÿì: Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ âóçîâ. � 6-å èçä., ñòåð. � Ì.: Íàóêà. 1985. �

128 ñòð.
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Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñïåöèàëüíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü.

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′ + any = f(x) (10.1)

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî îáùåå

ðåøåíèå y î.í.(x) óðàâíåíèÿ (10.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

y î.í.(x) = y î.î.(x) + y ÷.í.(x),

ãäå y î.î.(x) � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, y ÷.í.(x) � ÷àñòíîå

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Íà ïðåäûäóùåì çàíÿòèè ìû óæå íàó÷èëèñü íàõîäèòü îáùåå ðåøå-

íèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñåé÷àñ ìû

ðàññìîòðèì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé òàê æå ëåãêî ñòðîèòü ÷àñòíîå ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû íàçûâàëè ñïåöèàëüíîé ïðàâóþ ÷àñòü âèäà

f(x) = Pm(x) · eλx,

ãäå Pm(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, à λ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî (âîçìîæ-

íî, êîìïëåêñíîå). Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì

íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îíî èìååò âèä y(x) = xp · Qm(x) · eλx,
ãäå Qm(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàì è ïðåä-

ñòîèò îïðåäåëèòü.
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Åñëè λ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, òî

p = 0. Åñëè æå λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êðàò-

íîñòè s, òî p = s.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′′′ + y ′′ = f(x).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ3 + λ2 = 0 èìååò êîðíè λ1,2 = 0,

λ3 = −1, ñëåäîâàòåëüíî, y î.î. = C1 + C2x+ C3e
−x.

Íàéäåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ f(x).

à) f(x) = e2x. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû λ = 2 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîýòîìó íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò

÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y ÷.í. = Ae2x. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíå-

íèå è ñîêðàùàÿ íà e2x, ïîëó÷èì A = 1/12.

á) f(x) = x2ex. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû λ = 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîýòîìó íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò

÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

y ÷.í. = (Ax2 +Bx+ C)ex.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëåéá-

íèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

(u · v)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(k)v(n−k).

Ïîëó÷àåì:

(Ax2 +Bx+ C) · ex + 3(2Ax+B) · ex + 3(2A) · ex + 0 · ex+

+(Ax2 +Bx+ C) · ex + 2(2Ax+B) · ex + (2A) · ex = x2ex

Ñîêðàùàÿ íà ex è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ìíî-

ãî÷ëåíîâ

2Ax2 + (2B + 10A)x+ (2C + 5B + 8A) = x2,

êîòîðîå âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî, åñëè ðàâíû èõ êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
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íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x. Îòñþäà A = 1/2, B = −5/2, C = 17/4

è

y ÷.í. =
2x2 − 10x+ 17

4
ex.

â) f(x) = e−x. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû λ = −1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè 1, ïîýòîìó íåîäíîðîäíîå óðàâ-

íåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y ÷.í. = Axe−x. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíê-

öèþ â óðàâíåíèå è ñîêðàùàÿ íà e−x, íàõîäèì A = 1. Òàêèì îáðàçîì,

y ÷.í. = xe−x.

ã) f(x) = x. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû λ = 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè 2, ïîýòîìó íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y ÷.í. = x2(Ax+B) = Ax3+Bx2. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, íàõîäèì A = 1/6, B = −1/2. Òàêèì îáðàçîì,

y ÷.í. =
x3 − 3x2

6
.

ä) f(x) = 4 sin 2x. Òàê êàê sin 2x � ìíèìàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíòû e2ix, ìû

ñíà÷àëà íàéäåì êîìïëåêñíîçíà÷íîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé

÷àñòüþ f(x) = 4e2ix, à çàòåì âûäåëèì åãî ìíèìóþ ÷àñòü. Îíà è áóäåò

èñêîìûì ÷àñòíûì ðåøåíèåì.

Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû λ = 2i íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîýòîìó íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

f(x) = 4e2ix èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y ÷.í. = Ae2ix. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó

ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, íàõîäèì A =
−1 + 2i

5
. Òàêèì îáðàçîì,

y ÷.í. =
−1 + 2i

5
e2ix =

−1 + 2i

5
(cos 2x+ i sin 2x) =

= −1

5
(cos 2x+ 2 sin 2x) +

i

5
(2 cos 2x− sin 2x)

Èòàê, óðàâíåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f(x) = 4 sin 2x èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå

y ÷.í. = 0, 2(2 cos 2x− sin 2x).

Çàìåòèì, ÷òî ìû òàêæå íàøëè ÷àñòíîå ðåøåíèå

www.phys.nsu.ru
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y ÷.í. = −0, 2(cos 2x+ 2 sin 2x),

ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîé ÷àñòè f(x) = 4 cos 2x. �

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåîäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Ýéëåðà

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + ...+ an−1xy

′ + any = f(x).

Ïîíÿòíî, ÷òî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ôóíêöèþ âèäà

f(x) = Pm(lnx) · xλ, (x > 0),

ãäå Pm(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m.

Èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ,

ïîäñòàâëÿÿ ïðåäïîëàãàåìîå ðåøåíèå íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèå Ýéëå-

ðà, ëåãêî, åñëè f(x) = xλ è λ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëó÷øå ïåðåéòè ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå çàìåíû ïå-

ðåìåííîé t = ln |x|. Òî÷íåå, íàñ èíòåðåñóåò íå ñàìî äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, à êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Íî ýòîò ìíîãî-

÷ëåí ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà,

ïîýòîìó çàìåíó ïåðåìåííîé â óðàâíåíèè íàì âûïîëíÿòü íå ïðèäåòñÿ, à

íóæíî ëèøü ïðåîáðàçîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå x3y ′′′ + xy ′ − y = x2 + x2 lnx+ x lnx.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (λ − 1)3 = 0 è îáùåå ðåøåíèå îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ y î.î. = C1x+C2x lnx+C3x(lnx)
2, (x > 0), áûëè íàìè

íàéäåíû íà ïðîøëîì çàíÿòèè (ñì. Ïðèìåð 3). Îñòàëîñü íàéòè ÷àñòíîå

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, îíî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷àñòíûõ ðå-

øåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâûì ÷àñòÿì f1(x) = x2, f2(x) = x2 lnx è

f3(x) = x lnx.

1) f1(x) = x2. Òàê êàê λ = 2 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
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ìíîãî÷ëåíà, óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y 1 = Ax2. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì A = 1, òî åñòü y 1 = x2.

2) Çàìåíà x = et ïðåîáðàçóåò ïðàâóþ ÷àñòü f2(x) = x2 lnx ê âèäó

f2(t) = e2t · t. Òàê êàê λ = 2 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà, óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y 2(t) = e2t ·(At+B).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì A = 1, B = −3,
òî åñòü y 2(t) = e2t · (t − 3). Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì

y 2(x) = x2 · (lnx− 3).

3) Çàìåíà x = et ïðåîáðàçóåò ïðàâóþ ÷àñòü f3(x) = x lnx ê âè-

äó f3(t) = et · t. Òàê êàê λ = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè 3, óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

y 3(t) = et · t3(At+B) = et · (At4 +Bt3).

Îäíàêî ìû íå áóäåì ïîäñòàâëÿòü ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå, à ïðîäå-

ìîíñòðèðóåì ñëåäóþùèé ýëåãàíòíûé ïðèåì. Çàìåíà ïåðåìåííîé x = et

ïðåîáðàçîâàëà óðàâíåíèå Ýéëåðà â óðàâíåíèå

...
y − 3ÿ + 3ẏ − y = et · t.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà e−t:

e−t
...
y − 3e−tÿ + 3e−tẏ − e−ty = t.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëåéáíèöà ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ:

d3(e−ty)

dt3
= t.

Îòñþäà ëåãêî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå: e−ty =
t4

4!
è y =

t4

12
et.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì y 3(x) =
x

12
ln4 x. �
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Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

1. yV + 8y ′′′ + 16y ′ = sinx+ x+ 16.

2. y ′′ + 4y = e−x cos 2x.

3. y ′′′ + y ′ = cosx.

4. yIV + 4y ′′′ + 6y ′′ + 4y ′ + y = e−x.

5. x2y ′′′ − 2y ′ = x3.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 537, 541, 543, 593, 595, 597.
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Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

d~y

dt
= A~y, (11.1)

ãäå ~y =

y1(t)...
yn(t)

 , A � êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11.1) îáðàçóþò ëèíåéíîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà n. Íàøà çàäà÷à � íàó÷èòüñÿ

ñòðîèòü áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîñêîëüêó, çíàÿ áàçèñ (ôóíäàìåíòàëü-

íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé), ëåãêî íàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.

Ïóñòü ~y[1](t), ... , ~y[n](t) � íåêîòîðûé íàáîð ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

(11.1). Ñîñòàâèì ìàòðèöó Y(t), ïîìåñòèâ â åå ñòîëáöû âåêòîð-ôóíêöèè

~y[i](t). Î÷åâèäíî, ìàòðèöà Y(t) óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

Ẏ(t) = A ·Y(t). (11.2)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t) = detY(t) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîä-

íîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

ϕ̇(t) = trA · ϕ(t),

ãäå trA � ñëåä ìàòðèöû A, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(t) = ϕ(t0) · etrA·(t−t0).

Ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ëèóâèëëÿ. Èç íåå

òîò÷àñ æå ñëåäóåò, ÷òî åñëè detY(t0) = 0, òî detY(t) ≡ 0, è åñëè

www.phys.nsu.ru



18 Çàíÿòèå 11

detY(t0) 6= 0, òî detY(t) 6= 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèîíàëüíîé ìàòðèöû. Òàê, åñëè Y(t) =

(
t t2

1 1

)
, òî detY(0) = 0,

detY(1) = 0, íî detY(2) 6= 0.

Ìàòðèöó Y(t) áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11.2) è detY(t0) 6= 0 â íåêîòîðîé òî÷êå t0.

Åñëè ìàòðèöà Y(t) ôóíäàìåíòàëüíà, òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

(11.1) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

~y î.î.(t) = ~Y (t) · ~c = C1~y
[1](t) + ...+ Cn~y

[n](t), (11.3)

ãäå ~c � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò C1, ... , Cn.

Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáîì âåêòîðå ~c ôîð-

ìóëà (11.3) äàåò ðåøåíèå ñèñòåìû:

d~y(t)

dt
= Ẏ(t) · ~c = A ·Y(t) · ~c = A~y(t)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîñòàâèòü äëÿ ñèñòåìû (11.1) çàäà÷ó Êîøè

~y(t0) = ~y0, òî èç ðàâåíñòâà ~y0 = Y(t0) · ~c â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàò-

ðèöû Y(t0) ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ~c = Y−1(t0) · ~y0.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (11.3) ïðè ïîäõîäÿùåì íàáîðå êîíñòàíò äàåò

ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è Êîøè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôîðìóëà äåéñòâèòåëü-

íî îïèñûâàåò îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (11.1).

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ~y[1](t), ... , ~y[n](t) îáðàçóþò

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé, åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ÷èñëîâûå âåê-

òîðû ~y[1](t0), ... , ~y
[n](t0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñòîëáöû

ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ñè-

ñòåìû (ÔÑÐ).

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ÔÑÐ ñèñòåìû îäíîðîä-

íûõ ëèíåéíûé óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè âåêòîð-

ôóíêöèÿ ~y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.1), òî êàæäàÿ åå êîì-

ïîíåíòà yi(t) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Pn(λ) = det
(
A− λE

)
.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì óòâåðæäåíèè, ìîæíî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïî-

ñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà

ẋ = a11x+ a12y

ẏ = a21x+ a22y.

1. Íàéòè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

Pn(λ) = det
(
A− λE

)
= λ2 − trA · λ+ detA.

Çäåñü trA � ñëåä ìàòðèöû A, òî åñòü (a11 + a22).

2. Âûáðàòü ëþáóþ êîìïîíåíòó (x(t) èëè y(t)) è çàïèñàòü äëÿ íåå

îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

3. Íàéòè âòîðóþ êîìïîíåíòó, èñïîëüçóÿ îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû.

4. Çàïèñàòü îòâåò â ìàòðè÷íîì èëè âåêòîðíîì âèäå.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = 2x+ y

ẏ = 3x+ 4y.

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
2 1

3 4

)
.

P2(λ) = λ2 − 6λ+ 5. Êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà λ1 = 1, λ2 = 5.

Îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ x(t) = C1e
t + C2e

5t.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû y = ẋ− 2x = −C1e
t + 3C2e

5t.(
x(t)

y(t)

)
= C1

(
et

−et

)
+ C2

(
e5t

3e5t

)
=

(
et e5t

−et 3e5t

)(
C1

C2

)
�
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Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = x+ y

ẏ = −2x+ 3y.

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
1 1

−2 3

)
.

P2(λ) = λ2 − 4λ+ 5. Êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà λ1,2 = 2± i.

Îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ

x(t) = C1e
2t sin t+ C2e

2t cos t.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì

y(t) = ẋ− x = C1e
2t(sin t+ cos t) + C2e

2t(cos t− sin t).(
x(t)

y(t)

)
= C1e

2t

(
sin t

sin t+ cos t

)
+ C2e

2t

(
cos t

cos t− sin t

)
=

= e2t

(
sin t cos t

sin t+ cos t cos t− sin t

)(
C1

C2

)
�

Îïèñàííûé ïðèåì ìû íàçîâåì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Äëÿ ñèñòåì âòî-

ðîãî ïîðÿäêà îí ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Äëÿ ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà

ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ðàáîòàåò, åñëè â ñèñòåìå åñòü óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå

òîëüêî äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò íà òðåòüåì øàãå àëãî-

ðèòìà âûðàçèòü îäíó êîìïîíåíòó ÷åðåç äðóãóþ.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ = x− 2y − z

ẏ = −x+ y + z

ż = x− z.

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

 1 −2 −1
−1 1 1

1 0 −1

.

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 11 21

P3(λ) = det

1− λ −2 −1
−1 1− λ 1

1 0 −1− λ

 = −λ3 + λ2 + 2λ.

Êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = −1.

Ïîñêîëüêó òðåòüå óðàâíåíèå ñîäåðæèò òîëüêî ôóíêöèè x è z, òî,

çíàÿ z, èç íåãî ëåãêî âîññòàíîâèòü x. Ïîýòîìó íà÷èíàåì ñ ôóíêöèè

z = C1 + C2e
2t + C3e

−t. Òîãäà x = ż + z = C1 + 3C2e
2t.

Íàêîíåö, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

y = 0, 5(x− z − ẋ) = −2C2e
2t − 0, 5C3e

−t.x(t)y(t)

z(t)

 = C1

1

0

1

+ C2

 3

−2
1

 e2t + C3

 0

−0, 5
1

 e−t =

=

1 3e2t 0

0 −2e2t −0, 5e−t

1 e2t e−t


C1

C2

C3

 �
Çàìå÷àíèå: õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

P3(λ) = det
(
A− λE

)
= −λ3 + trA · λ2−

−
( ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ) · λ+ detA

Ïðèìåð 4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû



ẏ1 = y2

ẏ2 = y3

ẏ3 = y4

ẏ4 = y1.
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Ìàòðèöà ñèñòåìû A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P4(λ) = λ4 − 1.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà λ1,2 = ±1, λ3,4 = ±i.

y1 = C1e
t + C2e

−t + C3 sin t+ C4 cos t,

y2 = ẏ1 = C1e
t − C2e

−t + C3 cos t− C4 sin t,

y3 = ẏ2 = C1e
t + C2e

−t − C3 sin t− C4 cos t,

y4 = ẏ3 = C1e
t − C2e

−t − C3 cos t+ C4 sin t.
y1(t)

y2(t)

y3(t)

y4(t)

 = C1


1

1

1

1

 et + C2


1

−1
1

−1

 e−t + C3


sin t

cos t

− sin t

− cos t

+ C4


cos t

− sin t

− cos t

sin t

 �

Êàê ìû âèäåëè, åñëè λ � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà �

ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, òî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåì èìåþò

âèä ~y(t) = ~u · eλt, ãäå ~u � íåêîòîðûé ÷èñëîâîé âåêòîð.

À ÷òî åñëè ïîïðîáîâàòü ñðàçó èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â òàêîì âèäå?

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ ~y(t) = ~u · eλt â óðàâíåíèå (11.1) è ñîêðàùàÿ íà eλt,
ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå λ~u = A~u, èëè

(
A− λE

)
~u = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, à ~u � ñîîòâåòñòâó-

þùèì åìó ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A.

Åñëè ìàòðèöàA èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, òî åñòü ó íåå n âåùåñòâåí-

íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) è n ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýòèì ÷èñëàì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ~u[i], òî îáùåå

ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä
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~y î.î.(t) = C1~u
[1]eλ1t + ...+ Cn~u

[n]eλnt.

Èìåííî òàêóþ ñòðóêòóðó èìåëà ìàòðèöà â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå 3.

Ïðîâåðüòå, ÷òî

1

0

1

 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 = 0,

 3

−2
1

 � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîò-

âåòñòâóþùèì λ2 = 2,

 0

−0, 5
1

 � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì λ3 = −1.

Åñëè ìàòðèöà A èìååò îäíîêðàòíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ = α+ iβ (è

ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåííîå ê íåìó λ = α−iβ), òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåùå-
ñòâåííîé ÔÑÐ ñëåäóåò ñíà÷àëà íàéòè êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð

~w = ~u+ i~v, îòâå÷àþùèé λ = α + iβ, è ïîëó÷èòü êîìïëåêñíîå ðåøåíèå

~weλt = (~u+ i~v)e(α+iβ)t = eαt
[
(~u cos βt− ~v sin βt) + i(~u sin βt+ ~v cos βt)

]
.

Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ýòîãî ðåøåíèÿ áóäóò òàêæå ÷àñòíûìè

ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (11.1), ïðè÷åì ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ïðèìåð 5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ = x− y − z

ẏ = x+ y

ż = 3x+ z.

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

1 −1 −1
1 1 0

3 0 1

.
P3(λ) = det

(
A− λE

)
= −(λ− 1)(λ2 − 2λ+ 5).

Êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà λ1 = 1, λ2,3 = 1± 2i.

Íàéäåì ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé λ1 = 1 èç óðàâíåíèÿ
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(
A− λE

)
~u = 0 :

0 −1 −1
1 0 0

3 0 0

 ·
u1u2
u3

 =

0

0

0

 ⇒ u1 = 0, u2 + u3 = 0.

Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ~u =

 0

1

−1

, è ïîëó÷èòü ðåøåíèå
 0

1

−1

 et.

Äàëåå, çíà÷åíèþ λ2 = 1+2i îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð ~w =

2i

1

3

.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

~we(1+2i)t =

2i

1

3

 et(cos 2t+ i sin 2t) = et

−2 sin 2tcos 2t

3 cos 2t

+ iet

2 cos 2t

sin 2t

3 sin 2t


ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Îòäåëÿÿ åå âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì äâà âåùåñòâåí-

íûõ ðåøåíèÿ: et

−2 sin 2tcos 2t

3 cos 2t

 è et

2 cos 2t

sin 2t

3 sin 2t

.
Ñîñòàâèì èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ìàòðèöó

Y1(t) = et

 0 −2 sin 2t 2 cos 2t

1 cos 2t sin 2t

−1 3 cos 2t 3 sin 2t

 .

Òàê êàê detY1(0) = det

 0 0 2

1 1 0

−1 3 0

 6= 0, òî ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà, è çíà÷èò, ìû íàøëè áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ëåãêî ìîæíî

ïîëó÷èòü áàçèñ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ïîëîæèâ

z = C1e
t + et(C2 sin 2t+ C3 cos 2t),

èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

x = (ż − z)/3 = 2et(C2 sin 2t− C3 cos 2t)/3.

Íàêîíåö, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

y = −C1e
t + et(C2 sin 2t+ C3 cos 2t)/3.

Çàïèñàâ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå:x(t)y(t)

z(t)

 = et


0

2

3
cos 2t −2

3
sin 2t

−1 1

3
sin 2t

1

3
cos 2t

1 sin 2t cos 2t


C1

C2

C3

 ,

ìû ïðèäåì ê äðóãîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöå

Y2(t) = et


0

2

3
cos 2t −2

3
sin 2t

−1 1

3
sin 2t

1

3
cos 2t

1 sin 2t cos 2t

 .

Âïðî÷åì, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îáå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ñîñòî-

ÿò èç ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîëáöîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì.

Âîîáùå, ëþáûå äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû îäíîé è òîé æå ñèñòåìû

óðàâíåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Y2(t) = Y1(t) ·B, ãäå B � íåâûðîæ-

äåííàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà.

Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû îáðàòèìû ïðè ëþáîì çíà÷å-

íèè t, íàéòè ìàòðèöó B ìîæíî ïî ôîðìóëå B = Y−11 (0) ·Y2(0).
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Â íàøåì ïðèìåðå B =

−1 0 0

0 0 1/3

0 1/3 0

 �

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî ìàòðèöû ïðî-

ñòîé ñòðóêòóðû, îñòàâèâ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, êàê íàéòè ôóíäàìåí-

òàëüíóþ ìàòðèöó (ÔÑÐ) â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, åñëè õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êðàòíûé êîðåíü, íî ÷èñëî ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìåíüøå åãî êðàòíîñòè (òî åñòü àëãåáðà-

è÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîðíÿ áîëüøå åãî ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè). Êðîìå

òîãî, íàäî åùå íàó÷èòüñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ðàñïîçíàòü, ÷òî

ìû ñòîëêíóëèñü ñ òàêîé ñèòóàöèåé.

Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÔÑÐ, ëèøåííûé ýòèõ íåäîñòàòêîâ, ìû îá-

ñóäèì íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.

1.



ẏ1 = y2

ẏ2 = y3

ẏ3 = y4

ẏ4 = 0

2.

ẋ = 3x− y

ẏ = 4x− y

3.
ẋ = 2x− y + 2z

ẏ = x+ 2z

ż = −2x+ y − z

Óêàçàíèå: λ1 = 1, λ2,3 = ±i.

Ñîáñòâåííûé âåêòîð ~w
∣∣∣
λ=i

=

1 + i

1 + i

−1



4.


ẋ = 2x+ y

ẏ = 2y + 4z

ż = x− z

Óêàçàíèå: λ1,2 = 0, λ3 = 3.
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Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 795, 798, 802, 808.
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Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà.

Ñðåäè âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö Y(t) åñòü òîëüêî îäíà, îáëàäà-

þùàÿ ñâîéñòâîì Y(0) = E, ÷òî äåëàåò åå ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû
d~y

dt
= A~y âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ïî ôîðìóëå ~y(t) = Y(t)·~c, ãäå ~c � íåêîòîðûé

÷èñëîâîé âåêòîð. Åñëè ïîñòàâèòü äëÿ ñèñòåìû çàäà÷ó Êîøè ~y(0) = ~y0, òî

èç ðàâåíñòâà ~y0 = Y(0) ·~c â ñèëó óñëîâèÿ Y(0) = E ñðàçó æå ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî ~c = ~y0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè äàåòñÿ

ôîðìóëîé ~y(t) = Y(t) · ~y0.

Òàêóþ çàìå÷àòåëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó íàçûâàþò ìàòðè÷-

íîé ýêñïîíåíòîé è îáîçíà÷àþò exp(At) ïî àíàëîãèè ñî ñêàëÿðíîé ôóíê-

öèåé y = eat, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ẏ = ay, y(0) = 1.

Èòàê,

Y(t) = exp(At) ⇔ Ẏ(t) = A ·Y(t), Y(0) = E (12.1)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà, êàê è ôóíêöèÿ y = eat,

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t:

exp(At) = E+A · t+A2 · t
2

2!
+ ...+An · t

n

n!
+ ... (12.2)

Ïîñìîòðèì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî íàéòè ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó.

Ïåðâûé ñïîñîá îñíîâàí íà òîì, ÷òî ëþáûå äâå ôóíäàìåíòàëüíûå

ìàòðèöû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñîîòíîøåíèåì Y2(t) = Y1(t) · B. Äî-
ñòàòî÷íî íàéòè êàêóþ-íèáóäü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Y(t), òîãäà

exp(At) = Y(t) · B ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé B. Ïðè t = 0 ìàòðè÷íàÿ

ýêñïîíåíòà ðàâíà E, òî åñòü Y(0) ·B = E, îòêóäà B = Y−1(0).

Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Y(t),
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ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó ïî ôîðìóëå

exp(At) = Y(t) ·Y−1(0).

Ïðèìåð 1. Íàéòè exp(At) äëÿ A =

1 −1 −1
1 1 0

3 0 1

.
Íà ïðåäûäóùåì çàíÿòèè (ñì. ïðèìåð 5) ìû íàøëè ðåøåíèå ñèñòåìûẋẏ
ż

 = A

xy
z

 è åå ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

Y(t) = et

 0 −2 sin 2t 2 cos 2t

1 cos 2t sin 2t

−1 3 cos 2t 3 sin 2t

.
Ñëåäîâàòåëüíî,

exp(At) = et

 0 −2 sin 2t 2 cos 2t

1 cos 2t sin 2t

−1 3 cos 2t 3 sin 2t

 ·
 0 0 2

1 1 0

−1 3 0


−1

=

= et

 0 −2 sin 2t 2 cos 2t

1 cos 2t sin 2t

−1 3 cos 2t 3 sin 2t

 ·
 0 3/4 −1/4

0 1/4 1/4

1/2 0 0

 =

= et

 cos 2t −0, 5 sin 2t −0, 5 sin 2t
0, 5 sin 2t 0, 75 + 0, 25 cos 2t −0, 25 + 0, 25 cos 2t

1, 5 sin 2t −0, 75 + 0, 75 cos 2t 0, 25 + 0, 75 cos 2t

 =

=
et

4

4 cos 2t −2 sin 2t −2 sin 2t
2 sin 2t 3 + cos 2t −1 + cos 2t

6 sin 2t −3 + 3 cos 2t 1 + 3 cos 2t


Ýòî è åñòü ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà.
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Âòîðîé ñïîñîá. Ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó ëåãêî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ

ñïåöèàëüíûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ψk(x), ñ êîòîðûìè ìû ïîçíà-

êîìèëèñü íà çàíÿòèè 9.

Ïóñòü λ1, λ2, ... , λn � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

det
(
A − λE

)
. Åñëè êîðåíü êðàòíûé, òî îí âûïèñàí â ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî ψ1(t) = eλ1t,

ψk+1(t) =

t∫
0

eλk+1(t−τ)ψk(τ)dτ. Òîãäà

exp(At) = E·ψ1(t)+
(
A−λ1E

)
·ψ2(t)+

(
A−λ1E

)(
A−λ2E

)
·ψ3(t)+...

...+
(
A− λ1E

)(
A− λ2E

)
· ... ·

(
A− λn−1E

)
· ψn(t) (12.3)

Ýòîò ñïîñîá îñîáåííî ýôôåêòèâåí â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé, ïîñêîëüêó

îí íå òðåáóåò âûÿñíåíèÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè.

Ïðèìåð 2. Íàéòè exp(At) äëÿ A =

(
−3 2

−2 1

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí det
(
A−λE

)
= (λ+1)2 èìååò êîðåíü

λ = −1 êðàòíîñòè 2. Ïîýòîìó ψ1(t) = e−t, ψ2(t) = te−t è

exp(At) =

(
1 0

0 1

)
· e−t+

(
−2 2

−2 2

)
· te−t =

(
e−t − 2te−t 2te−t

−2te−t e−t + 2te−t

)
Ïðèìåð 3. Íàéòè exp(At) äëÿ ìàòðèöû A ðàçìåðà 2× 2, èìåþùåé

ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2 = α± iβ.

ψ1(t) = e(α+iβ)t, ψ2(t) =
e(α+iβ)t − e(α−iβ)t

(α + iβ)− (α− iβ) =
eαt · sin βt

β

exp(At) = E · eαt(cos βt+ i sin βt) +
(
A− (α + iβ)E

)
· e

αt · sin βt
β

=

= eαt cos βt · E+
(
A− αE

)
· e

αt · sin βt
β

Åñëè α = 0, òî exp(At) = cos βt · E+A · sin βt
β

.
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Åñëè β = 0, òî exp(At) = eαt · E+
(
A− αE

)
· teαt.

Ïðèìåð 4. Íàéòè exp(At) äëÿ ìàòðèöûA, ÿâëÿþùåéñÿ æîðäàíîâîé

êëåòêîé, òî åñòü èìåþùåé âèä A =


λ0 1 0 0

0 λ0 1 . . .
. . . . . . 0

λ0 1

0 0 λ0

.

Ìàòðèöà A èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ0 êðàòíîñòè n.

Ïîýòîìó ψ1(t) = eλ0t, ψk(t) =
tk−1

(k − 1)!
eλ0t, 1 < k 6 n. Òîãäà

A − λ0E =


0 1 0 0

0 1 . . .
. . . . . . 0

0 1

0 0

,
(
A − λ0E

)k
=


0

k−1︷︸︸︷... 1 0

0 ... . . .

0 ... 1

0 0


,

(1 < k < n), (äèàãîíàëü èç åäèíèö ñìåùàåòñÿ âïðàâî), è íàêîíåö(
A− λ0E

)n
= 0. Òîãäà ïî ôîðìóëå (12.3)

exp(At) = E · eλ0t +
(
A − λ0E

)
· teλ0t + ... +

(
A − λ0E

)n
· tn−1

(n− 1)!
eλ0t =

= eλ0t



1 t
t2

2
...

tn−1

(n− 1)!
. . . . . . . . . ...

. . . . . .
t2

2
. . . t

0 1



Ïðèìåð 5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ = 2x− y − z

ẏ = 3x− 2y − 3z

ż = −x+ y + 2z.

Ïðèìåíèòü ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íåâîçìîæ-

íî. Ïîýòîìó ñðàçó ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà λ1,2 = 1, λ3 = 0. Ñîîòâåò-
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ñòâåííî, ψ1(t) = et, ψ2(t) = tet, ψ3(t) =

t∫
0

ψ2(τ)dτ = tet − et + 1. Òàêèì

îáðàçîì, exp(At) = E · et +
(
A− E

)
· tet +

(
A− E

)2
· (tet − et + 1).

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü
(
A−E

)2
= −

(
A−E

)
. Ïîýòîìó ïîñëå ïðèâåäåíèÿ

ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì

exp(At) = A(et − 1) + E =

2et − 1 −et + 1 −et + 1

3et − 3 −2et + 3 −3et + 3

−et + 1 et − 1 2et − 1


Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè ñòîëáöîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû

exp(At) · ~c = C1

2et − 1

3et − 3

−et + 1

+ C2

 −e
t + 1

−2et + 3

et − 1

+ C3

 −e
t + 1

−3et + 3

2et − 1

 .

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå îáùåå ðåøåíèå ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü

ïðîùå, èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Õîòÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 1

èìååò êðàòíîñòü 2, íî ðàíã ìàòðèöû
(
A − E

)
ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

çíà÷åíèþ λ = 1 ñîîòâåòñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðà, è ìàòðèöà A èìååò íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ â R3. Íàéäåì èõ.

~u[1]
∣∣∣
λ=0

=

 1

3

−1

, ~u[2]
∣∣∣
λ=1

=

1

1

0

, ~u[3]
∣∣∣
λ=1

=

1

0

1

.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò âèä

Y(t) =

 1 et et

3 et 0

−1 0 et


Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñòîëáöàõ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ñòîÿò ëèíåéíûå
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êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Y(t), íàïðèìåð,2et − 1

3et − 3

−et + 1

 = −~y[1] + 3~y[2] − ~y[3],

÷òî åùå ðàç èëëþñòðèðóåò ôîðìóëó exp(At) = Y(t) ·B.

Ïðèìåð 6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ = 2x− y − z

ẏ = 2x− y − 2z

ż = −x+ y + 2z.

Â äàííîì ñëó÷àå λ1,2,3 = 1, è ìû íå áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííûå âåêòî-

ðû, à ñðàçó ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

ψ1(t) = et, ψ2(t) = tet, ψ3(t) =
t2

2
et.

exp(At) = E · et +
(
A− E

)
· tet +

(
A− E

)2
· t

2

2
et.

Ïîñêîëüêó
(
A− E

)2
=

 1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1


2

= 0, òî

exp(At) =

e
t + tet −tet −tet

2tet et − 2tet −2tet

−tet tet et + tet

 .

Êàê âèäèì, â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü

âèä

P1(t)
...

Pn(t)

 · eλt, ãäå Pi(t) � ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü êîòîðûõ ìåíüøå

èëè ðàâíà êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êàê

â ïðèìåðå 5, ðàâíà íóëþ. Êàêîâà ýòà ñòåïåíü � çàâèñèò îò ìàòðèöû A,

íî ¾óìíàÿ¿ ôîðìóëà (12.3) èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè èçó÷àòü åå

ñòðóêòóðó.

Òðåòèé ñïîñîá. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû èñïîëüçóåì

www.phys.nsu.ru



34 Çàíÿòèå 12

ìàòðè÷íûé ðÿä (12.2).

Ïðèìåð 7. Ïóñòü A � ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà, èìåþùàÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí λ3 − λ = 0. Ïî òåîðåìå Êýëè ëþáàÿ ìàòðèöà

óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, òî åñòü A3 = A.

Îòñþäà ëåãêî íàéòè âñå ñòåïåíè ìàòðèöû A: A4 = A3 · A = A2,

A5 = A3 = A è òàê äàëåå. Èòàê, A2n = A2, A2n+1 = A. Òîãäà

exp(At) = E+A
(
t+

t3

3!
+

t5

5!
+ ...

)
+A2

(
t2

2!
+

t4

4!
+ ...

)
=

= E+A sh t+A2(ch t− 1).

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî A3 = A íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ìàòðèöû ðà-

âåí òðåì � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = −1 ìîãóò áûòü

âûñîêîé êðàòíîñòè. Òåì íå ìåíåå, ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ìàòðè÷íîé ýêñ-

ïîíåíòû îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé.

×åòâåðòûé ñïîñîá. Åñëè ìàòðèöà A èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ

ñòðóêòóðó A =

A1 0

A2

0 A3

 , òî

exp(At) =

exp(A1t) 0

exp(A2t)

0 exp(A3t)

 .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà: A =


λ1 0

λ2
. . .

0 λn

,

òî exp(At) =


eλ1t 0

eλ2t

. . .

0 eλnt

 .
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Èíîãäà áëî÷íàÿ ïðèðîäà ìàòðèöû íå ñòîëü î÷åâèäíà, òåì íå ìåíåå

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïî-

íåíòû.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ìàòðèöåé

A =


1 0 0 0 4

0 2 0 1 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 2 0

−1 0 0 0 1

.

Âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẏ1 = y1 + 4y5

ẏ2 = 2y2 + y4

ẏ3 = −y3
ẏ4 = 2y4

ẏ5 = −y1 + y5

Îíà ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ïîäñèñòåìû:ẏ1 = y1 + 4y5

ẏ5 = −y1 + y5
, ẏ3 = −y3,

ẏ2 = 2y2 + y4

ẏ4 = 2y4
.

Ñîîòâåòñòâåííî, A1 =

(
1 4

−1 1

)
, A2 =

(
− 1
)
, A3 =

(
2 1

0 2

)
.

Íàéäåì ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó äëÿ êàæäîé ïîäñèñòåìû.

exp(A1t) = et cos 2tE+ et
sin 2t

2

(
0 4

−1 0

)
= et

(
cos 2t 2 sin 2t

−0, 5 sin 2t cos 2t

)
,

exp(A2t) = e−t, exp(A3t) = e2t

(
1 t

0 1

)
.

Òåïåðü îñòàëîñü ¾ðàçíåñòè¿ ýòè áëîêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìåñòà ìàò-

ðèöû exp(At). Èòàê,
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exp(At) =


et cos 2t 0 0 0 2et sin 2t

0 e2t 0 te2t 0

0 0 e−t 0 0

0 0 0 e2t 0

−0, 5et sin 2t 0 0 0 et cos 2t

.

Ïÿòûé ñïîñîá. Åñëè ìàòðèöû A1 è A2 ïîäîáíû, òî åñòü ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T, ÷òî A1 = T · A2 · T−1, òî

exp(A1t) = T · exp(A2t) ·T−1.

Åñëè ìàòðèöà A èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, à èìåííî, ó íåå åñòü n

âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1, λ2, ... , λn è n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ~u[1], ~u[2], ... , ~u[n], òî òàêóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè

ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

A = T ·


λ1 0

λ2
. . .

0 λn

 ·T−1

ïðè ïîìîùè ìàòðèöû T, â ñòîëáöàõ êîòîðîé ñòîÿò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

~u[1], ... , ~u[n] ìàòðèöû A.

Òîãäà exp(At) = T ·


eλ1t 0

eλ2t

. . .

0 eλnt

 ·T−1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà

Y(t) = T ·


eλ1t 0

eλ2t

. . .

0 eλnt

 =

(
eλ1t~u[1]

∣∣∣∣∣ eλ2t~u[2]
∣∣∣∣∣ ...

∣∣∣∣∣ eλnt~u[n]
)

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, è exp(At) = Y(t) ·B, ãäå B = T−1 � íåâû-

ðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà.
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Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà

òàê íàçûâàåìîé æîðäàíîâîé ôîðìå, òî åñòü áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàò-

ðèöå, êàæäûé áëîê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé. Ìàòðè÷íóþ

ýêñïîíåíòó äëÿ æîðäàíîâîé êëåòêè ìû ïîëó÷èëè â ïðèìåðå 4, èñïîëüçóÿ

ôóíêöèè ψk(t). Ìîæíî ïðèéòè ê òîìó æå ðåçóëüòàòó äðóãèì ïóòåì.

Çàìåòèì, ÷òî æîðäàíîâó êëåòêó A =


λ0 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λ0

 ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå A = λ0E+G, ãäå G =


0 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 0

.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìàòðèöû B è C êîììóòèðóþò, òî

exp
(
(B+C)t

)
= exp(Bt) · exp(Ct).

Òàê êàê åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà êîììóòèðóåò ñ ëþáîé ìàòðèöåé, òî

exp
(
(λ0E+G)t

)
= eλ0tE · exp(Gt) .

Äàëåå, ïî ôîðìóëå (12.2)

exp(Gt) = E+G · t+G2 · t
2

2!
+ ...+Gk · t

k

k!
+ ...,

íî òàê êàê Gk = 0 ïðè k > n, òî ðÿä ïðåâðàùàåòñÿ â êîíå÷íóþ ñóììó:

exp(Gt) = E+G · t+G2 · t
2

2!
+ ...+Gn−1 · tn−1

(n− 1)!
=

=



1 t
t2

2
...

tn−1

(n− 1)!
. . . . . . . . . ...

. . . . . .
t2

2
. . . t

0 1


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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê óæå èçâåñòíîé íàì ôîðìóëå

exp(At) = eλ0t



1 t
t2

2
...

tn−1

(n− 1)!
. . . . . . . . . ...

. . . . . .
t2

2
. . . t

0 1


Êàê âèäèì, ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà äëÿ æîðäàíîâîé êëåòêè ñòðîèòñÿ

ëåãêî, îäíàêî àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê æîðäàíîâîé ôîðìå (îñî-

áåííî â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë) äîñòàòî÷íî ñëîæåí. Ïîýòî-

ìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ìû ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü

äðóãèå, áîëåå ýôôåêòèâíûå ïðèåìû.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Íàéòè ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó exp(At).

1. Ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî A2 = −E.

2. A =

0 2 0

1 0 1

0 2 0

. Óêàçàíèå: íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ (λ1 = 0, λ2,3 = ±2). Îòâåò
îñòàâüòå â âèäå exp(At) = Y(t) ·Y−1(0).

3. A =

0 0 0

0 0 1

1 0 0

.

4. A =


−1 0 0 0

0 −1 0 0

1 0 −1 0

0 1 0 −1

.
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5. A =



1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

−1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 −8 0


.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

Íàéòè ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó �� 853, 864, 866, 874.
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Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è

ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

~̇y = A~y + ~f(t), (13.1)

ãäå A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ~f(t) � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèìî â âèäå

~y î.í.(t) = ~y î.î.(t) + ~y ÷.í.(t),

ãäå ~y î.î.(t) � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû, ~y ÷.í.(t) � ÷àñòíîå ðå-

øåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè ñèñòåìû.

Ìû çíàåì, ÷òî ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

~y î.î.(t) = Y(t) · ~c,

ãäå Y(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿì ýòîé ñèñòåìû.

Îáùèì ìåòîäîì íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû ÿâëÿåòñÿ ¾ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé¿. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

÷àñòíîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå

~y ÷.í.(t) = Y(t) · ~c(t).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (13.1), ïîëó÷èì
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Ẏ(t) · ~c(t) +Y(t) · ~̇c(t) = A ·Y(t) · ~c(t) + ~f(t).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ẏ(t) = A ·Y(t), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

Y(t) · ~̇c(t) = ~f(t).

Ïîñêîëüêó Y(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, îíà îáðàòèìà ïðè ëþáîì

çíà÷åíèè t, è ñëåäîâàòåëüíî

~̇c(t) = Y−1(t) · ~f(t), (13.2)

îòêóäà ìû è îïðåäåëÿåì âåêòîð-ôóíêöèþ ~c(t), èíòåãðèðóÿ êàæäóþ êîì-

ïîíåíòó âåêòîðà Y−1(t) · ~f(t).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè, ñàìàÿ óäîáíàÿ èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö

� ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà. Ïîìèìî òîãî, ÷òî exp(At)
∣∣∣
t=0

= E, îíà ëåãêî

îáðàùàåòñÿ:
[
exp(At)

]−1
= exp(−At). Ïîýòîìó ðàçóìíî â êà÷åñòâå Y(t)

âûáèðàòü ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó, åñëè åå ëåãêî ïîñòðîèòü (íàïðèìåð, â

ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé).

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = y + sin t

ẏ = −x.

Çäåñü A =

(
0 1

−1 0

)
, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (λ) = λ2 + 1.

Ïî òåîðåìå Êýëè ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ìó óðàâíåíèþ, òî åñòü A2 = −E. Íà ïðîøëîì çàíÿòèè ìû ïîñòðîèëè

ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ:

exp(At) = E cos t+A sin t =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä(
x(t)

y(t)

)
=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
·

(
C1

C2

)
.
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Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,
[
exp(At)

]−1
= exp(−At), òî åñòü(

cos t sin t

− sin t cos t

)−1
=

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (13.2)

~̇c(t) =

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
·

(
sin t

0

)
=

(
cos t · sin t

sin2 t

)
.

Èòàê,

(
Ċ1(t)

Ċ2(t)

)
=

(
cos t · sin t

sin2 t

)
, îòêóäà

(
C1(t)

C2(t)

)
=

(
0, 5 sin2 t

0, 5t− 0, 25 sin 2t

)
.

(ìû èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïîýòîìó â êà÷åñòâå C1(t) è C2(t) ìîæíî

âûáðàòü ëþáûå èç ïåðâîîáðàçíûõ).

Èòàê, ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû:(
x ÷.í.(t)

y ÷.í.(t)

)
=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)(
0, 5 sin2 t

0, 5t− 0, 25 sin 2t

)
=

1

2

(
t sin2 t

t cos t− sin t

)
.

Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû:x(t) = C1 cos t+ C2 sin t+ 0, 5t sin t

y(t) = −C1 sin t+ C2 cos t+ 0, 5t cos t− 0, 5 sin t.

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå, ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè. Íà-

ïðèìåð, åñëè òðåáîâàëîñü íàéòè ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì x(0) = 1, y(0) = 0, òî, ïîäñòàâëÿÿ t = 0 â ôîðìóëó îáùåãî ðå-

øåíèÿ, íàõîäèì C1 = 1, C2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è Êîøè

x(t) = cos t+ 0, 5t sin t

y(t) = −1, 5 sin t+ 0, 5t cos t.
�

Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó, âûïèøåì îáùóþ ôîðìóëó ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè ~̇y = A~y + ~f(t), ~y(0) = ~y0:
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~y(t) = exp(At) · ~y0 + exp(At) ·
t∫

0

exp(−Aτ)~f(τ) dτ

(Ñðàâíèòå ýòó ôîðìóëó ñ ôîðìóëîé ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-

íèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èëè íà òðåòüåì çàíÿòèè.)

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ = x− 2y − z

ẏ = −x+ y + z + et

ż = x− z + 3e−t.

Íà çàíÿòèè 11 ìû íàøëè ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû

(ñì. ïðèìåð 3):

Y(t) =

1 3e2t 0

0 −2e2t −e−t

1 e2t 2e−t


Ýòî íå ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà, ïîñêîëüêó Y(0) 6= E.

Ìåòîä âàðèàöèè ïðèâåäåò íàñ ê ñèñòåìå, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü, íà-

ïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà:
Ċ1 + 3e2tĊ2 = 0

−2e2tĊ2 − e−tĊ3 = et

Ċ1 + e2tĊ2 + 2e−tĊ3 = 3e−t,

⇒


Ċ1 = et + 1, 5e−t

Ċ2 = −
1

3
e−t − 0, 5e−3t

Ċ3 = −
1

3
e2t + 1.

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì


C1 = et − 1, 5e−t

C2 =
1

3
e−t +

1

6
e−3t

C3 = −
1

6
e2t + t

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìûx ÷.í.

y ÷.í.

z ÷.í.

 =

1 3e2t 0

0 −2e2t −e−t

1 e2t 2e−t



et − 1, 5e−t

1

3
e−t +

1

6
e−3t

−1

6
e2t + t

 =


2et − e−t

−0, 5et − 1

3
e−t − te−t

et − 4

3
e−t + 2te−t

 .
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Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû:xy
z

 =

1 3e2t 0

0 −2e2t −e−t

1 e2t 2e−t


C1

C2

C3

+

 2

−0, 5
1

 · et +

−1
−t− 1

3

2t− 4

3

 · e−t
Êàê âèäèì, ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû äâóõ

ôóíêöèé. Ïåðâàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû

~̇y = A~y +

0

1

0

 · et, (13.3)

à âòîðàÿ � ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû

~̇y = A~y +

0

0

3

 · e−t. (13.4)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû èìååò ñïåöèàëüíûé âèä,

åñëè ~f(t) = Pm(t)·eλ0t, ãäå Pm(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå m.

×àñòíîå ðåøåíèå â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

~y ÷.í.(t) = Qm+p(t) · eλ0t,

ãäå Qm+p(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè m + p. Åñëè λ0 � íå êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà, òî p = 0, åñëè æå λ0 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà êðàòíîñòè k, òî p = k. Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íåèç-

âåñòíû, íî èõ ìîæíî íàéòè, ïîäñòàâèâ ôóíêöèþQm+p(t)·eλ0t â èñõîäíóþ
ñèñòåìó.

Ñëåäóÿ ýòîìó àëãîðèòìó, ðåøåíèå ñèñòåìû (13.3) ñëåäóåò èñêàòü â
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âèäå

xy
z

 =

ab
c

 · et. Ïîäñòàâëÿåì åãî â ñèñòåìó:

ab
c

 · et =
 1 −2 −1
−1 1 1

1 0 −1


ab
c

 · et +
0

1

0

 · et
 0 −2 −1
−1 0 1

1 0 −2


ab
c

 =

 0

−1
0


Îòñþäà a = 2, b = −0, 5, c = 1.

Ïîñêîëüêó λ = −1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-

íà, ñèñòåìà (13.4) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

xy
z

 =

A1t+B1

A2t+B2

A3t+B3

 · et.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ãðîìîçäêóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ øåñòè

íåèçâåñòíûõ, è ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöè-

åíòîâ óæå íå òàê ýôôåêòèâíî. Îäíàêî ýòîò ìåòîä ïîêàçûâàåò íàì, êà-

êîâà äîëæíà áûòü ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, ÷òî äàåò, íàïðèìåð, âîçìîæíîñòü

ïðîêîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèé ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòî-

ÿííîé, à òàêæå îòâå÷àòü íà íåêîòîðûå âîïðîñû î ïîâåäåíèè ðåøåíèé.

�

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = y + eit

ẏ = −x.

Íàéäåì êîìïëåêñíîçíà÷íîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû è âûäåëèì åãî

ìíèìóþ ÷àñòü. Òàê êàê λ = i � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ λ2+1 = 0, òî ðåøåíèå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

(
x

y

)
=

(
At+B

Ct+D

)
· eit,

ãäå A, B, C, D � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì:
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A+ i(At+B) = (Ct+D) + 1

C + i(Ct+D) = −(At+B).

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû A = 0, 5, B = 0, C = 0, 5i, D = −0, 5.

Âûäåëÿåì ìíèìóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ:

Im
[
1

2

(
t

it− 1

)
(cos t+ i sin t)

]
=

1

2

(
t sin t

t cos t− sin t

)
.

Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìû ïîëó÷èëè òî æå ÷àñòíîå

ðåøåíèå, ÷òî è ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷àñòíûå

ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà ñëàãàå-

ìîå, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû. �

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê ðàáîòàåò ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ äëÿ ëè-

íåéíîãî óðàâíåíèÿ n-íîãî ïîðÿäêà

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′ + any = f(x), (13.5)

ãäå f(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ââåäåì ôóíêöèè yi(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y1 = y, y2 = y ′, ... , yn = y(n−1)

Ýòè ðàâåíñòâà è óðàâíåíèå (13.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû

y ′1 = y2

y ′2 = y3

...

y ′n−1 = yn

y ′n = −a1yn − a2yn−1 − ...− an−1y2 − any1 + f(x),

èëè
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d

dx


y1

y2
...
...

yn

 =


0 1 0

0 1
. . . . . .

0 1

−an −an−1 −a1




y1

y2
...
...

yn

+


0

0
...
...

f(x)

 (13.6)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèì ìíîãî÷ëåíîì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (13.5):

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 0

−λ 1
. . . . . .

−λ 1

−an −an−1 −a1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)n · (λn + λn−1a1 + ...+ an)

Êàê ìû çíàåì, îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-

øåíèé ϕi(x), è ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

y(x) = y1(x) = C1 ϕ1(x) + C2 ϕ2(x) + ...+ Cn ϕn(x)

Òîãäà

y2(x) = y1
′(x) = C1 ϕ

′
1(x) + C2 ϕ

′
2(x) + ...+ Cn ϕ

′
n(x)

...

yn(x) = C1 ϕ
(n−1)
1 (x) + C2 ϕ

(n−1)
2 (x) + ...+ Cn ϕ

(n−1)
n (x)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû (13.6)

èìååò ñïåöèàëüíûé âèä
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Y(x) =


ϕ1 ϕ2 ... ϕn

ϕ ′1 ϕ ′2 ... ϕ ′n
...

...

ϕ
(n−1)
1 ϕ

(n−1)
2 ... ϕ

(n−1)
n


è íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âðîíñêîãî, à åå îïðåäåëèòåëü ϕ(x) = detY(x) �

âðîíñêèàíîì. Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî îïðåäåëèòåëü ôóíäàìåíòàëüíîé

ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ

ϕ ′(x) = trA · ϕ(x) = −a1ϕ(x)

Ýòà ôîðìóëà â äàëüíåéøåì îêàæåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé.

Ìåòîä âàðèàöèè äëÿ ñèñòåìû (13.6) ïðèâîäèò íàñ ê ñîîòíîøåíèþ

Y(x) ·

C
′
1(x)
...

C ′n(x)

 =

 0
...

f(x)

 ,

èç êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèè C ′i(x), ïîñêîëüêó detY(x) 6= 0:C
′
1(x)
...

C ′n(x)

 = Y−1(x) ·

 0
...

f(x)

 . (13.7)

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä âàðèàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y î.î.(x) = C1 ϕ1(x) + C2 ϕ2(x) + ...+ Cn ϕn(x).

2. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó Âðîíñêîãî

Y(x) =

 ϕ1 ... ϕn
...

...

ϕ
(n−1)
1 ... ϕ

(n−1)
n


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3. ×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå

y ÷.í.(x) = C1(x)ϕ1(x) + C2(x)ϕ2(x) + ...+ Cn(x)ϕn(x).

4. Íàõîäèì ôóíêöèè Ci(x), èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (13.7).

5. Çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.5) â âèäå

y î.í.(x) = y î.î.(x) + y ÷.í.(x),

ãäå y î.î.(x) � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, y ÷.í.(x) � ÷àñòíîå

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Èç ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà âèäíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íåò íåîá-

õîäèìîñòè ñâîäèòü óðàâíåíèå ê ñèñòåìå. Ìû ïðîäåëàëè ýòî îäèí ðàç â

îáùåì âèäå, ÷òîáû áûëî ïîíÿòíî ïðîèñõîæäåíèå óñëîâèé (13.7).

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′′ + 3y ′ + 2y =
1

ex + 1
.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà λ1 = −1, λ2 = −2, ñëåäîâà-
òåëüíî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y î.î.(x) = C1 e
−x + C2 e

−2x.

Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå

y ÷.í.(x) = C1(x) e
−x + C2(x) e

−2x.

Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó Âðîíñêîãî è ðåøàåì ñèñòåìó(
e−x e−2x

−e−x −2e−2x

)(
C ′1(x)

C ′2(x)

)
=

(
0
1

ex + 1

)
,

îòêóäà

C ′1(x) =
ex

ex + 1
, C ′2(x) = −

e2x

ex + 1
è

C1(x) = ln(ex + 1), C2(x) = ln(ex + 1)− ex.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

y ÷.í.(x) = e−x ln(1 + ex) + e−2x ln(1 + ex)− e−x.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî âêëþ÷èòü â îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ. Èòàê,

y î.í.(x) = C1 e
−x + C2 e

−2x + e−x ln(1 + ex) + e−2x ln(1 + ex). �

Ìû íàó÷èëèñü ñòðîèòü ÔÑÐ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì è óðàâíåíèé ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðî-

öåññ ïîñòðîåíèÿ ÔÑÐ íå òàê ïðîñò, è ìû îáñóäèì ýòîò âîïðîñ ïîçäíåå.

Îäíàêî, åñëè ÔÑÐ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïîëó÷åíà, òî äàëüíåéøåå ïîñòðî-

åíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû ìåòîäîì

âàðèàöèè íèêîèì îáðàçîì íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

ñèñòåìû (13.1) èëè óðàâíåíèÿ (13.1) ÷èñëàìè èëè ôóíêöèÿìè îò t.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìåòîä âàðèàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Ïðèìåð 4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2y ′′ − 2y = 6
lnx

x
.

Èùåì ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå y(x) = xλ. Ýòî ïðè-

âîäèò íàñ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ λ(λ − 1) − 2 = 0, êîðíè

êîòîðîãî λ1 = −1, λ2 = 2. Òàêèì îáðàçîì,

y î.î.(x) = C1
1

x
+ C2x

2.

Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå

y ÷.í.(x) = C1(x)
1

x
+ C2(x)x

2.

Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó Âðîíñêîãî è âûïèñûâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ

ïîèñêà Ci(x):  1

x
x2

− 1

x2
2x

(C ′1(x)
C ′2(x)

)
=

(
0

6 lnx

x3

)
. (13.8)
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Îáðàùàåì âàøå âíèìàíèå íà ïðàâóþ ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû. Äåëî â òîì,

÷òî ïðè ñâåäåíèè óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò

ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé áûë ðàâåí 1. Ïîýòîìó ìû äåëèì óðàâíåíèå íà

x2 è ïîëó÷àåì â ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèþ
6 lnx

x3
.

Äàëåå, ðåøàÿ ñèñòåìó (13.8), ïîëó÷èì

C ′1(x) = −2
lnx

x
, C ′2(x) = 2

lnx

x4
, îòêóäà

C1(x) = − ln2 x, C2(x) = −
2

3

lnx

x3
− 2

9

1

x3
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

y ÷.í.(x) = −
ln2 x

x
− 2

3

lnx

x
− 2

9x
.

Âêëþ÷àÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,

çàïèøåì îòâåò:

y î.í.(x) = C1
1

x
+ C2x

2 −
(
2

3
lnx+ ln2 x

)
1

x
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå

èìåëà ñïåöèàëüíûé âèä, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-

íèÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ó âàñ åñòü

âîçìîæíîñòü âûáîðà òîãî èëè èíîãî ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè.

�

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. y ′′ − 2y ′ + y =
ex

x
.

2.

ẋ = x+ y

ẏ = y + t2et

3.

ẋ = −4x− 2y +
2

et − 1

ẏ = 6x+ 3y − 3

et − 1
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4. Íàéäèòå ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
ẋ = x− y − z

ẏ = x+ y − 5

ż = 3x+ z

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3).

5. x2y ′′ − 6y = 5x3.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 577, 610, 827, 843, 846.
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