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Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ òðåòüåé ÷àñòüþ öèêëà ïîñîáèé, îòðà-
æàþùèõ ìíîãîëåòíèé îïûò ïðîâåäåíèÿ àâòîðàìè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé
ïî êóðñó ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ íà âòîðîì êóðñå îòäåëåíèÿ
ôèçè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ.

Ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû è êîììåíòàðèè ê íèì çíàêîìÿò ñòóäåíòîâ ñ
èäåÿìè, ëåæàùèìè â îñíîâå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è ïîìîãàþò îñâàèâàòü àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ òèïîâûõ çàäà÷.

Êàæäûé ïàðàãðàô ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêîé äâóõ-
÷àñîâîãî çàíÿòèÿ. Â êîíöå çàíÿòèÿ ïðåäëàãàþòñÿ âîïðîñû äëÿ ñàìîñòî-
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ïîñîáèé.
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íèêè ãåîëîãî-ãåîôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ.
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Çàíÿòèå 14

Òðàåêòîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì âòîðîãî

ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-

åíòàìè ẋ = a11x+ a12y

ẏ = a21x+ a22y
(14.1)

Åñëè òðàêòîâàòü ïåðåìåííóþ t êàê âðåìÿ, òî ðåøåíèå x = x(t), y = y(t)

îïèñûâàåò çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè (x; y) íà ïëîñêîñòè xOy, íàçûâàåìîé

ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ. Êðèâàÿ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà, íàçûâàåòñÿ

òðàåêòîðèåé, à óðàâíåíèÿ x = x(t), y = y(t) çàäàþò ïàðàìåòðèçàöèþ

ýòîé êðèâîé.

Ñèñòåìà (14.1) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x ≡ 0, y ≡ 0. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 òî÷êà íàõîäèëàñü â íà÷àëå êî-

îðäèíàò, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíà íå ìåíÿåò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êà (0; 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëóþ òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ íà-

çûâàåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ èëè ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � îïèñàòü âñå âîçìîæíûå âèäû òðàåêòîðèé

ñèñòåìû (14.1) â ñëó÷àå detA = det

(
a11 a12

a21 a22

)
6= 0. Â ñèëó íåâûðîæ-

äåííîñòè ìàòðèöû A äðóãèõ òî÷åê ïîêîÿ ó ñèñòåìû (14.1) íåò. Ïîýòîìó

òî÷êà, â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 íàõîäèâøàÿñÿ íå â íà÷àëå êîîðäèíàò,

íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå ïî íåêîòîðîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè xOy.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ñèñòåìà (14.1) èìååò âèäẋ = λ1x

ẏ = λ2y
(λ1 6= 0, λ2 6= 0.)

Ïî ñóòè, ñèñòåìà ðàñïàëàñü íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ, è âûïèñàòü
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4 Çàíÿòèå 14

åå îáùåå ðåøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà: x = C1e
λ1t, y = C2e

λ2t.

Çíà÷åíèÿì C1 = 0, C2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïîêîÿ (0; 0).

Åñëè C1 = 0, C2 > 0, òî òî÷êà (x; y) äâèæåòñÿ ïî ëó÷ó x = 0, y > 0.

Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì λ2: ïðè λ2 > 0 ñ ðîñòîì t

òî÷êà óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, à ïðè λ2 < 0 � ïðèáëèæàåòñÿ ê

íåìó. Ïðè÷åì, ïðè èçìåíåíèè t îò −∞ äî +∞ òî÷êà ïðîáåãàåò âåñü ëó÷.

Àíàëîãè÷íî, åñëè C1 = 0, C2 < 0, òî òî÷êà (x; y) äâèæåòñÿ ïî ëó÷ó

x = 0, y < 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ x = 0 ñîñòîèò èç òðåõ íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ òðàåêòîðèé � òî÷êè ïîêîÿ è äâóõ îòêðûòûõ ëó÷åé.

Çíà÷åíèÿ C2 = 0, C1 6= 0 äàþò íàì åùå äâå òðàåêòîðèè-ëó÷à, ëåæà-

ùèõ íà ïðÿìîé y = 0.

Åñëè æå C1 6= 0 è C2 6= 0, èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïàðà-

ìåòð t, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèé â âèäå y = Cxλ2/λ1. Ãðàôèêè

ýòèõ ñòåïåííûõ ôóíêöèé èìåþò ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â çàâèñèìîñòè

îò çíàêà ïîêàçàòåëÿ λ2/λ1.

Ïóñòü λ1 è λ2 èìåþò îäèíàêîâûé çíàê (λ2 · λ1 > 0), òîãäà λ2/λ1 > 0.

Ãðàôèê ôóíêöèè y = Cxλ2/λ1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0; 0) è êàñàåòñÿ â

ýòîé òî÷êå îñè Ox ïðè |λ2| > |λ1|, ëèáî îñè Oy ïðè |λ2| < |λ1|. Òî÷êà
(0; 0) ðàçáèâàåò êàæäóþ ïàðàáîëó íà äâå òðàåêòîðèè.

a) λ2 > λ1 > 0 b) λ2 < λ1 < 0

Ðèñ. 14.1. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 1 (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà).
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Çàíÿòèå 14 5

Íà ðèñ. 14.1a, 14.1b èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-

ìû â ñëó÷àå λ1 ·λ2 > 0. Ñòðåëêàìè óêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè

ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà t. Òàêóþ êàðòèíó òðàåêòîðèé è òî÷êó (0; 0)

íàçûâàþò óçëîì. Â ñëó÷àå λ1 > 0, λ2 > 0 óçåë íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì

(ðèñ. 14.1a), â ñëó÷àå λ1 < 0, λ2 < 0 � óñòîé÷èâûì (ðèñ. 14.1b).

Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè áóäåò äàíà ïîçäíåå, ñåé-

÷àñ æå íàì äîñòàòî÷íî èíòóèòèâíîãî ïîíèìàíèÿ òîãî, ÷òî â ïåðâîì ñëó-

÷àå òî÷êè, îòëè÷íûå îò (0; 0), ñ ðîñòîì âðåìåíè óäàëÿþòñÿ îò íà÷àëà

êîîðäèíàò, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íåìó.

a) λ1 = λ2 > 0 b)λ1 = λ2 < 0

Ðèñ. 14.2. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 1 (ðàâíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå λ1 = λ2 âñå òðàåêòîðèè, îòëè÷íûå îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿþòñÿ ëó÷àìè. Òàêàÿ êàðòèíà òðàåêòîðèé íàçûâàåòñÿ äè-

êðèòè÷åñêèì èëè çâåçäíûì óçëîì (ðèñ 14.2a, 14.1b).

Åñëè λ1 è λ2 ðàçíûõ çíàêîâ (λ1 · λ2 < 0), òî ãðàôèêîì ôóíêöèè

y = Cxλ2/λ1 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà ñ àñèìïòîòàìè x = 0 è y = 0.

Íà ðèñ. 14.3 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè â ñëó÷àå λ1 < 0 < λ2. Ïðè

äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèè y = 0 (x > 0 èëè x < 0) òî÷êà ïðèáëèæàåò-

ñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Ïðè äâèæåíèè ïî îñòàëüíûì òðàåêòîðèÿì ïðè

t→ +∞ òî÷êà óäàëÿåòñÿ îò òî÷êè ïîêîÿ. Â òàêîé ñèòóàöèè òî÷êà (0; 0)

íàçûâàåòñÿ ñåäëîì. �

Ïðèìåð 2. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû

www.phys.nsu.ru



6 Çàíÿòèå 14

λ1 < 0 < λ2

Ðèñ. 14.3. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 1 (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ).

ẋ = λx+ y

ẏ = λy
(λ 6= 0). (14.2)

Ìû íå áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû x = x(t), y = y(t), à ñðàçó

ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî èñêëþ÷èì ïàðàìåòð t, äåëÿ

îäíî óðàâíåíèå ñèñòåìû íà äðóãîå:

dx

dy
=

λx+ y

λy
.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

λy dx = (λx+ y) dy èëè λ(y dx− x dy) = y dy.

Îòñþäà ëèáî y ≡ 0, ëèáî λ
y dx− x dy

y2
=

dy

y
, òî åñòü λ d(

x

y
) = d(ln |y|).

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ λ
x

y
= ln |y|+ C ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå x =
y

λ
lnCy è ïîñòðîèòü òðàåêòîðèþ êàê ãðàôèê ôóíêöèè x = x(y)

(ðèñ. 14.4).

Â òî÷êå (0; 0) âñå òðàåêòîðèè êàñàþòñÿ îñè Ox. Îïðåäåëèòü íàïðàâ-

ëåíèå äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè ìîæíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû: â

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 14 7

a) λ < 0 b)λ > 0

Ðèñ. 14.4. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 2.

òî÷êå (x; 0) âåêòîð ñêîðîñòè ~v =

(
ẋ

ẏ

)
=

(
λx

0

)
Òî÷êà (0; 0) íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì óçëîì: óñòîé÷èâûì, åñëè

λ < 0, è íåóñòîé÷èâûì, åñëè λ > 0. �

Ïðèìåð 3. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìûẋ = αx+ βy

ẏ = −βx+ αy
β 6= 0. (14.3)

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
α β

−β α

)
. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

(λ− α)2 + β2 èìååò äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ λ1,2 = α± iβ.

Èñêëþ÷èì ïàðàìåòð t èç óðàâíåíèé (14.3):

dx

dy
=

αx+ βy

−βx+ αy
.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

(−βx+ αy) dx = (αx+ βy) dy èëè

α(y dx− x dy) = β(x dx+ y dy).

www.phys.nsu.ru



8 Çàíÿòèå 14

Ïåðåéäåì â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîëîæèâ

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ.

Òîãäà ρ2 = x2 + y2 è

x dx+ y dy =
1

2
d(x2 + y2) =

1

2
dρ2 = ρ dρ

y dx− x dy = −x2 · d(
y

x
) = −ρ2 cos2 ϕ · tgϕdϕ = −ρ2dϕ

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

−αρ2dϕ = βρdρ.

Ðåøåíèå ρ = 0 � ýòî òî÷êà ïîêîÿ (0; 0). Åñëè æå ρ > 0, òî

dρ

dϕ
= −α

β
ρ ⇒ ρ = Ce

−
α

β
ϕ
.

Òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðåøåíèÿì, ÿâëÿþòñÿ ñïèðàëÿìè. Åñ-

ëè α/β > 0, òî ñ ðîñòîì ϕ ðàññòîÿíèå ρ îò òî÷êè íà òðàåêòîðèè äî íà÷àëà

êîîðäèíàò óìåíüøàåòñÿ, òî åñòü ñïèðàëü ñóæàåòñÿ ïðè äâèæåíèè ïî íåé

â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè α/β < 0, òî ñïèðàëü ðàñ-

øèðÿåòñÿ.

×òîáû îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè ïðè âîçðàñòàíèè ïà-

ðàìåòðà t, âñïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (14.3) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç

ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó:(
x

y

)
= eαt

(
cos βt sin βt

− sin βt cos βt

)
·

(
C1

C2

)
.

Ìíîæèòåëü eαt ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà (x; y), äâèãàÿñü ïî òðàåêòîðèè,

ñ ðîñòîì t óäàëÿåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åñëè α > 0, è ïðèáëè-

æàåòñÿ ê íåìó, åñëè α < 0. Íà ðèñ. 14.5 (a � d) èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè

ñèñòåìû (14.3) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ α è β. Òî÷êà (0; 0) â òàêîì ñëó-

÷àå íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì, óñòîé÷èâûì, åñëè α < 0, èëè íåóñòîé÷èâûì,

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 14 9

åñëè α > 0. �

a) α > 0, β < 0 b) α < 0, β < 0

c) α < 0, β > 0 d) α > 0, β > 0

Ðèñ. 14.5. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 3.

Ïðèìåð 4. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìûẋ = βy

ẏ = −βx
β 6= 0. (14.4)

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (14.3), îäíàêî ïðî-

ùå ñðàçó ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òðàåêòîðèé

dx

dy
=

y

−x èëè x dx+ y dy = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè x2 + y2 = C.

Ïðè÷åì, êàê âèäíî èç îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

www.phys.nsu.ru



10 Çàíÿòèå 14

(
x

y

)
=

(
cos βt sin βt

− sin βt cos βt

)
·

(
C1

C2

)
,

äâèæåíèå èìååò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð, è òî÷êà ïðîáåãàåò îêðóæíîñòü

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ çàìêíó-

òûìè. Òî÷êà (0; 0) äëÿ ñèñòåìû (14.3) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì.

a) α = 0, β > 0 b) α = 0, β < 0

Ðèñ. 14.6. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 4.

Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòÿì îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì β. ×òî-

áû óâèäåòü ýòî íàïðàâëåíèå, ïîñòðîèì âåêòîð ñêîðîñòè â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå, íàïðèìåð x = 0, y > 0. Èç ñèñòåìû (14.4) ïîëó÷àåì ẋ = βy, ẏ = 0,

òî åñòü äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè β > 0, è ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè β < 0 (ðèñ. 14.6a è 14.6b). �

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû îõâàòûâàþò âñå ðàçíîîáðàçèå ïîâåäåíèÿ

òðàåêòîðèé, åñëè detA 6= 0.

Åñëè æå detA = 0, íî rankA = 1, òî ñèñòåìà (14.1) èìååò âèäẋ = k1(ax+ by)

ẏ = k2(ax+ by)
.

Âñå òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé ax + by = 0, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïîêîÿ.

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèé
dx

dy
=

k1
k2

èìååò îáùåå ðåøåíèå k1y − k2x = C.

Íà ðèñ. 14.7 ïîêàçàíî, êàê ìîãóò âûãëÿäåòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû â
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a) λ1 = 0, λ2 < 0 b) λ1 = 0, λ2 > 0 c) λ1 = λ2 = 0

Ðèñ. 14.7. Ïðèìåðû òðàåêòîðèé â ñëó÷àå âûðîæäåííîé ìàòðèöû A.

çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî îïðåäåëèòü õàðàêòåð òî÷êè ïîêîÿ

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû âèäà (14.1).

Ïðèìåð 5. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû

ẋ = 2x+ y

ẏ = 3x+ 4y

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
2 1

3 4

)
. Åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = 1, λ2 = 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé. Íàéäåì ñîáñòâåííûå

âåêòîðû: ~u[1]
∣∣∣
λ=1

=

(
1

−1

)
, ~u[2]

∣∣∣
λ=5

=

(
1

3

)
.

Ñîñòàâèì èç ýòèõ âåêòîðîâ ìàòðèöó ïåðåõîäà T =

(
1 1

1 3

)
è ñäåëàåì

çàìåíó ïåðåìåííûõ

(
x

y

)
=

(
1 1

1 3

)(
x̃

ỹ

)
. Òîãäà

d

dt

(
x̃

ỹ

)
= T−1AT

(
x̃

ỹ

)
=

(
1 0

0 5

)(
x̃

ỹ

)
.

Èòàê, â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèñòåìà ðàñïàëàñü íà äâà óðàâ-

íåíèÿ. È ìû çíàåì, êàê äîëæíû âûãëÿäåòü òðàåêòîðèè â íîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò � ýòî íåóñòîé÷èâûé óçåë (ñì. ïðèìåð 1, ðèñ. 14.1a). Ëèíåé-

íàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ âñåãî ëèøü îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò è ðàñòÿæåíèå
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ïëîñêîñòè, ïîýòîìó â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàðòèíà òðàåêòîðèé áó-

äåò âûãëÿäåòü ïîõîæèì îáðàçîì. Îòìåòèì åå îñíîâíûå ÷åðòû.

Ðèñ. 14.8. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 5.

Íîâûå êîîðäèíàòíûå îñè, åñëè èõ èçîáðàçèòü â èñõîäíîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò, íàïðàâëåíû âäîëü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ~u[1] è ~u[2]. Ïðÿìîëè-

íåéíûå òðàåêòîðèè, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ, îñòàþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè. Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè â

òî÷êå (0; 0) êàñàþòñÿ íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåíüøåìó ïî ìîäó-

ëþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó. Êàðòèíà òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

ïîêàçàíà íà ðèñ. 14.8. �

Ïðèìåð 6. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû

ẋ = x+ y

ẏ = 4x+ y

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
1 1

4 1

)
. Åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = −1,

λ2 = 3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû: ~u[1]
∣∣∣
λ=3

=

(
1

2

)
, ~u[2]

∣∣∣
λ=−1

=

(
−1

2

)
.

Â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèñòåìà ðàñïàäåòñÿ íà äâà óðàâíå-

íèÿ, è êàðòèíà òðàåêòîðèé â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò � ýòî ñåäëî (ñì.

ïðèìåð 1, ðèñ. 14.3). Ïðÿìîëèíåéíûå òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå è èñõîäÿùèå

èç íà÷àëà êîîðäèíàò, íàïðàâëåíû âäîëü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ~u[1] è ~u[2]:

www.phys.nsu.ru
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ïîëîæèòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò óõîäÿùàÿ òðàåêòî-

ðèÿ, îòðèöàòåëüíîìó � âõîäÿùàÿ. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî îñòàëüíûì

òðàåêòîðèÿì âîññòàíàâëèâàåòñÿ áåç òðóäà (ðèñ. 14.9). �

Ðèñ. 14.9. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 6.

Ïðèìåð 7. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû

ẋ = 2x+ y

ẏ = −x+ 4y

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
2 1

−1 4

)
. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

P (λ) = (λ−3)2 èìååò êðàòíûé êîðåíü λ1,2 = 3, ïðè÷åì rank (A−λE) =

= 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì íàéòè òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð

~u
∣∣∣
λ=3

=

(
1

1

)
. Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A

ïîäîáíà æîðäàíîâîé êëåòêå

(
3 1

0 3

)
, è ìîæíî íàéòè áàçèñ, â êîòîðîì

ñèñòåìà ïðèìåò âèä (14.2) (ñì. ïðèìåð 2).

Îäíàêî ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü. Ìû çíàåì, ÷òî êàðòèíà òðàåêòî-

ðèé � âûðîæäåííûé íåóñòîé÷èâûé óçåë. Ïðÿìîëèíåéíûå òðàåêòîðèè,

èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò, íàïðàâëåíû âäîëü ñîáñòâåííîãî âåêòî-

ðà. Îñòàëîñü òîëüêî âûÿñíèòü, â êàêóþ ñòîðîíó çàêðó÷åíû îñòàëüíûå

òðàåêòîðèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âåêòîð ñêîðîñòè. Íàïðè-

ìåð, â òî÷êå (0; 1) îí ðàâåí (1; 4) (ðèñ. 14.10). �
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Ðèñ. 14.10. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 7.

Ïðèìåð 8. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû

ẋ = −y

ẏ = 5x+ 2y

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
0 −1

5 2

)
. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

P (λ) = λ2 − 2λ + 5 èìååò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè λ1,2 = 1± 2i.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå,

ïðèâîäÿùåå íàøó ñèñòåìó ê âèäó (14.3) ñ ìàòðèöåé

(
1 2

−2 1

)
.

Ðèñ. 14.11. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 8.
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Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì, à òðà-

åêòîðèè áóäóò ñïèðàëÿìè. Íàì äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü îðèåíòàöèþ ýòèõ

ñïèðàëåé � â êàêîì íàïðàâëåíèè îíè çàêðó÷èâàþòñÿ. È îïÿòü íà ïî-

ìîùü íàì ïðèäåò âåêòîð ñêîðîñòè. Íàïðèìåð, â òî÷êå (1; 0) îí ðàâåí

(0; 5), â òî÷êå (0; 1) � (−1; 7) (ðèñ. 14.11). �

Ïðèìåð 9. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû

ẋ = −x− 5y

ẏ = x+ y

Ìàòðèöà ñèñòåìû A =

(
−1 −5

1 1

)
. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî-

÷ëåí P (λ) = λ2 + 4 èìååò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè λ1,2 = ±2i.

Ðèñ. 14.12. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 9.

Â ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ öåí-

òðîì, òî åñòü â äîëæíûì îáðàçîì âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òðàåê-

òîðèè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â èñõîäíîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò òðàåêòîðèè áóäóò ýëëèïñàìè. Ìû íå áóäåì óòî÷íÿòü, êàê ðàñ-

ïîëîæåíû îñè ýòèõ ýëëèïñîâ. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âåêòîð ñêîðîñòè â

êàêîé-ëèáî òî÷êå, ÷òîáû âûÿñíèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî ýòèì ýë-

ëèïñàì. Íàïðèìåð, â òî÷êå (0; 1) îí ðàâåí (−5; 1) (ðèñ. 14.12). �

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
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dy

dx
=

a1x+ b1y

a2x+ b2y
, (a1 b2 − a2 b1) 6= 0. (14.5)

Òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî îñîáîé, ïîñêîëüêó â ýòîé òî÷êå óðàâíå-

íèå íå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé y ′. Ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýòîìó

óðàâíåíèþ ñèñòåìó âèäà (14.1), ââåäÿ ïàðàìåòð t ñëåäóþùèì îáðàçîì:
dx

dt
= a2x+ b2y

dy

dt
= a1x+ b1y

Êàê ìû âèäåëè, òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ýòîé ñèñòåìû, à èí-

òåãðàëüíûå ëèíèè óðàâíåíèÿ (14.5) ñîäåðæàò â ñåáå öåëûå òðàåêòîðèè

ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòå ñ êëàññèôèêàöèåé òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû

(14.1) ìû ïîëó÷èëè êëàññèôèêàöèþ îñîáîé òî÷êè äëÿ óðàâíåíèÿ (14.5).

Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî íà èíòåãðàëüíûõ ëèíèÿõ óðàâíåíèÿ íå èìååò ñìûñ-

ëà îïðåäåëÿòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó ïàðàìåòð t áûë ââåäåí

ïðîèçâîëüíî è ìîæåò áûòü çàìåíåí ïàðàìåòðîì τ = −t.

Äîìàøíÿÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà

Â äîìàøíþþ ðàáîòó âõîäÿò çàäà÷è èç (*)

�� 962, 963, 965, 967, 975.

(*) Ôèëèïïîâ À. Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

ÿì: Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ âóçîâ. � 6-å èçä., ñòåð. � Ì.: Íàóêà. 1985. �

128 ñòð.
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Àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû âòîðîãî

ïîðÿäêà è èõ òðàåêòîðèè. Ëèíåàðèçàöèÿ.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé, åñ-

ëè â íåå ÿâíî íå âõîäèò íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü íîðìàëüíûå àâòîíîìíûå ñèñòåìû, ò.å ñèñòåìû âèäà
d~y

dt
= f(~y). Åñëè

òðàêòîâàòü ïåðåìåííóþ t êàê âðåìÿ, òî àâòîíîìíîñòü ñèñòåìû îçíà÷àåò,

÷òî îïèñûâàåìûé åþ çàêîí íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ÷òî ÷àñòî

áûâàåò â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Êàæäîìó ðåøåíèþ àâòîíîìíîé ñèñòåìû ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-

ñòâèå êðèâóþ ~y = ~y(t) â ïðîñòðàíñòâå Rn, íàçûâàåìóþ òðàåêòîðèåé,

è ïîíèìàòü ðåøåíèå ñèñòåìû êàê çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ~y ïî ýòîé êðè-

âîé, à ñàìó òðàåêòîðèþ � êàê ¾äîðîãó¿, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà, èëè

¾ñëåä¿, êîòîðûé îíà îñòàâëÿåò çà ñîáîé.

Õîòÿ ïðè ðàññìîòðåíèè òðàåêòîðèé çàêîí äâèæåíèÿ îòñòóïàåò íà âòî-

ðîé ïëàí, êàðòèíà èõ ðàñïîëîæåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn � ôà-

çîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû � ìîæåò áûòü íå ìåíåå âûðàçèòåëüíîé, ÷åì

êàðòèíà èíòåãðàëüíûõ ëèíèé, îñîáåííî åñëè óêàçàòü íà òðàåêòîðèÿõ íà-

ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷åê ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà t.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, èíîãäà ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ïðîùå, ÷åì

íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, äàæå åñëè ìû íå ìîæåì ïðîèíòå-

ãðèðîâàòü ñèñòåìó, ôàçîâûé ïîðòðåò ìîæåò ìíîãîå ðàññêàçàòü î ïîâåäå-

íèè ðåøåíèé.

Íà÷íåì â ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà: ẏ = y è

ẏ = y3. Íåòðóäíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå êàæäîãî èç íèõ: y = Cet è

y2 = − 1

2(t+ C)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîìèìî ýòîãî, âòîðîå óðàâíåíèå èìååò

÷àñòíîå ðåøåíèå y ≡ 0 (äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèå y ≡ 0 ïîëó÷àåò-
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ñÿ èç îáùåé ôîðìóëû ïðè C = 0).

a) ẏ = y b) ẏ = y3 c)

Ðèñ. 15.1. Èëëþñòðàöèè ê ïðèìåðó 1.

Êàæäîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò íà

âñåé ïðÿìîé (−∞; +∞), à äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ êàæäîå íåïðîäîëæà-

åìîå ðåøåíèå, êðîìå y ≡ 0, ñóùåñòâóåò òîëüêî íà ëó÷å (−∞;−C) (ðèñ.

15.1 a è 15.1 b).

Òåì íå ìåíåå, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò íå òîëüêî

óêàçàííûå ðàçëè÷èÿ, íî è ìíîãî îáùåãî. Òàê, ïðÿìàÿ y = 0 äåëèò ïëîñ-

êîñòü (t; y) íà äâå ïîëîñû, â êàæäîé èç êîòîðûõ âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå

ìîæíî ïîëó÷èòü ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îäíîé èç íèõ âäîëü îñè t. Âñå

ëèíèè ¾ñòÿãèâàþòñÿ¿ ê ïðÿìîé y = 0 ïðè t→ −∞ è óäàëÿþòñÿ îò íåå ñ

ðîñòîì t.

Çàìå÷åííîå ñõîäñòâî â ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñòàíåò åùå áîëåå ÿâíûì,

åñëè íàðèñîâàòü äâèæåíèå òî÷êè y(t) ïî îñè Oy, óêàçàâ íàïðàâëåíèå

äâèæåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà t (ðèñ. 15.1 c). Ðåøåíèþ y ≡ 0 ïðè

ýòîì ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà y = 0, à îñòàëüíûì ðåøåíèÿì �

ëó÷è (−∞; 0) èëè (0; +∞), ïðè÷åì äâèæåíèå ïî ýòèì ëó÷àì ïðîèñõîäèò

â íàïðàâëåíèè îò òî÷êè y = 0. Ôàêòè÷åñêè, ìû ïîëó÷èëè òðàåêòîðèè,

ñïðîåêòèðîâàâ èíòåãðàëüíûå ëèíèè íà îñü Oy.

Êàê âèäèì, ôàçîâûå ïîðòðåòû ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ñîâïà-

äàþò: èìååòñÿ îäíà òî÷êà ïîêîÿ, ðàçáèâàþùàÿ ôàçîâóþ ïðÿìóþ íà äâà

ëó÷à, äâèæåíèå ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè îò íåå. Ïðè÷åì

ýòó êàðòèíó ìîæíî ïîëó÷èòü, íå ðåøàÿ ñàìèõ óðàâíåíèé, à ëèøü ðàñ-

ñìàòðèâàÿ ôóíêöèè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè êàæäîãî èç íèõ.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òðàêòîâàòü ïåðåìåííóþ t êàê âðåìÿ, òî ẏ(t)

îçíà÷àåò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè ïî îñè Oy. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñêîðîñòü

â òî÷êå y îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ẏ = f(y), è, â ñèëó åãî àâòîíîìíîñòè,

çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ y.

Òàê, åñëè f(a) = 0, òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå y ≡ a è, ïðè âûïîë-

íåíèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè a óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè, íè îäíî äðóãîå ðåøåíèå íå ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç òî÷êó y = a. Òà-

êèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(y) = 0 çàäàþò íà ôàçîâîé ïðÿìîé

íåïîäâèæíûå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì y ≡ const.

Åñëè æå âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà U ⊂ R ôóíêöèÿ f(y)

ñîõðàíÿåò çíàê, òî ýòîò èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òðàåêòîðèè, âäîëü

êîòîðîé âñå òî÷êè y ñìåùàþòñÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Òàê, åñëè

f(y) > 0, òî åñòü ẏ > 0, òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ

y. Åñëè æå f(y) < 0, òî â ñòîðîíó óáûâàíèÿ y.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè f(y) = y è f(y) = y3 îáðàùàþòñÿ

â íîëü â îäíîé è òîé æå òî÷êå y = 0 è èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè íà

èíòåðâàëàõ y < 0 è y > 0, ÷òî è îïðåäåëÿåò èäåíòè÷íîñòü ôàçîâûõ

ïîðòðåòîâ ðàññìîòðåííûõ óðàâíåíèé. �

Åñëè óðàâíåíèå èìååò ìíîãî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê ïîêîÿ, òî îíè

ðàçáèâàþò ïðÿìóþ y íà êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ

(ai; ai+1), êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëîé òðàåêòîðèåé (ñðåäè ýòèõ

èíòåðâàëîâ îáÿçàòåëüíî åñòü äâà ëó÷à). Ìîæíî ãîâîðèòü î õàðàêòåðå îò-

äåëüíîé òî÷êè ïîêîÿ, òàê êàê êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü, â

êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, è â ýòîé îêðåñòíîñòè ôàçîâûé ïîðò-

ðåò óðàâíåíèÿ âûãëÿäèò îäíèì èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ îáðàçîâ (ðèñ. 15.2

a�d).

a) b)

c) d)

Ðèñ. 15.2. Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ.
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Èòàê, ôàçîâûé ïîðòðåò àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì è õàðàêòåðîì åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ãîâîðÿò,

÷òî äâà àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ẏ = f(y) êà÷åñòâåí-

íî ýêâèâàëåíòû, åñëè îíè èìåþò ðàâíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîêîÿ îäè-

íàêîâîãî õàðàêòåðà, ðàñïîëîæåííûõ íà ôàçîâîé ïðÿìîé â îäèíàêîâîì

ïîðÿäêå.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ ẏ = (y+ 1)2 è ẏ = ch y− 1 êà÷åñòâåííî ýêâèâà-

ëåíòû, à óðàâíåíèÿ ẏ = y2 − 1 è ẏ = 1 − y2 � íå ÿâëÿþòñÿ êà÷åñòâåííî

ýêâèâàëåíòíûì.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñèòóàöèÿ ãîðàçäî

ñëîæíåå. ×òîáû óâåðåííî ñòðîèòü è ¾÷èòàòü¿ èõ ôàçîâûå ïîðòðåòû,

âñïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðàåêòîðèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì (â ïðåäïî-

ëîæåíèè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

çàäà÷è Êîøè).

1. Òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû, ëèáî íå

ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ~y = ~ϕ(t) � ðåøåíèå àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ t ∈ I è ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé D ⊂ Rn, òî

~y = ~ψ(t) ≡ ~ϕ(t + C) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè C òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì ýòîé ñèñòåìû ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ t+C ∈ I è òåì æå ìíîæåñòâîì

çíà÷åíèé D.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ~y = ~ψ(t) ïîëó÷àåòñÿ èç èíòå-

ãðàëüíîé êðèâîé ~y = ~ϕ(t) ñäâèãîì ïî t íà âåëè÷èíó C. Ïîñêîëüêó ÷åðåç

êàæäóþ òî÷êó ïîëîñû D′ = R × D ïðîõîäèò òîëüêî îäíà èíòåãðàëü-

íàÿ êðèâàÿ, òî âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ýòîé ïîëîñå ìîæíî ïîëó÷èòü

ñäâèãîì åäèíñòâåííîé êðèâîé ~y = ~ϕ(t).

Åñëè òðàåêòîðèè èìåþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó, òî åñòü

~ϕ(t1) = ~ψ(t2), òî ~ψ(t) ≡ ~ϕ(t + C), ãäå C = t2 − t1. Òàêèì îáðàçîì,

òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì ~ϕ(t) è ~ψ(t), îïèñûâàþò îäíó è òó æå

òðàåêòîðèþ, íî òîëüêî ñ ïîñòîÿííîé ðàçíèöåé C = t2 − t1 âî âðåìåíè.
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2. Åñëè òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêëà ñàìó ñåáÿ, òî åñòü ~ϕ(t1) = ~ϕ(t2) ïðè

t1 6= t2, òî ðåøåíèå ~y = ~ϕ(t) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ∈ R è âîçìîæíû

òîëüêî äâà âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñëó÷àÿ:

1) ~ϕ(t) ≡ ~a = const,

2) ñóùåñòâóåò T > 0, òàêîå ÷òî ~ϕ(t+ T ) ≡ ~ϕ(t), íî ~ϕ(t1) 6= ~ϕ(t2) ïðè

|t2 − t1| < T .

Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êà ~a â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

öåëóþ òðàåêòîðèþ è íàçûâàåòñÿòî÷êîé ïîêîÿ (íåïîäâèæíîé òî÷êîé èëè

ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì T è

åìó ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, íàçûâàåìàÿ öèêëîì.

Ïîäâåäåì èòîã: åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ Rn äëÿ ñèñòåìû
d~y

dt
= f(~y) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

çàäà÷è Êîøè, òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ýòîé îáëàñòè ïðîõîäèò åäèíñòâåí-

íàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû. Ýòî ìîæåò áûòü òî÷êà ïîêîÿ èëè êðèâàÿ áåç

ñàìîïåðåñå÷åíèé (ñðåäè êîòîðûõ îñîáî âûäåëèì çàìêíóòûå êðèâûå, èëè

öèêëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì ñèñòåìû).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû òàêæå ìîæíî ãîâîðèòü

î òðàåêòîðèè êàê î ïðîåêöèè èíòåãðàëüíîé ëèíèè íà ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò àâòîíîìíûõ ñèñòåì, òðàåêòîðèè ìîãóò, è êàê

ïðàâèëî áóäóò, ïåðåñåêàòüñÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = 1

ẏ = 2t

Åå ðåøåíèå x = t+ C1, y = t2 + C2. Èñêëþ÷àÿ t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

òðàåêòîðèé y = (x − C1)
2 + C2. Ëþáûå äâå ïàðàáîëû ýòîãî ñåìåéñòâà

y = (x−C1)
2 +C2 è y = (x−C ′1)2 +C ′2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, åñëè

C1 6= C ′1 (ðèñ. 15.3).

Èíòåãðàëüíûå ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå (x; y; t) íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïî-

ñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
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Ðèñ. 15.3. Òðàåêòîðèè íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ (ïðèìåð 2).

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Íàïðèìåð, ïîñòàâèâ çàäà÷ó Êîøè x(0) = 0, y(0) = 0, ìû ïîëó÷èì

ðåøåíèå x = t, y = t2. Òðàåêòîðèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ y = x2 ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó (0; 0) íà ïëîñêîñòè xOy. Íî ÷åðåç ýòó æå òî÷êó ïðîõîäèò

òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ äðóãîé çàäà÷è Êîøè: x(1) = 0, y(1) = 0. Çàêîí

äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè x = t − 1, y = t2 − 1, à òðàåêòîðèÿ îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì y = (x− 1)2 − 1. �

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñèñòåìàì âòîðîãî ïîðÿäêàẋ = P (x; y)

ẏ = Q(x; y)
(15.1)

Íà ïðåäûäóùåì çàíÿòèè ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïðîñòåéøèå àâòî-

íîìíûå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà � ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû, è

ïîçíàêîìèëèñü ñ èõ òðàåêòîðèÿìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé ïðîèç-

âîëüíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì òàêæå óäîáíî ïåðåéòè îò ñèñòåìû ê óðàâ-

íåíèþ
dy

dx
=
Q(x; y)

P (x; y)
, èëè â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå P (x; y)dy = Q(x; y)dx.

Ìåæäó òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû è èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ

ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ñâÿçü: êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû öåëèêîì ëå-

æèò íà èíòåãðàëüíîé ëèíèè óðàâíåíèÿ, õîòÿ èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ ìîæåò

ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ òðàåêòîðèé.
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×òîáû âîññòàíîâèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, íóæíî â

ïðîèçâîëüíîé åå òî÷êå (x0; y0) ïîñòðîèòü âåêòîð ñêîðîñòè ~v = (ẋ; ẏ) =

= (P ;Q)
∣∣∣
(x0;y0)

. Ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê òðàåêòîðèè è óêà-

çûâàåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà t. �

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìûẋ = −y

ẏ = x
è

ẋ = −y
√
x2 + y2

ẏ = x
√
x2 + y2.

Îáå ñèñòåìû èìåþò îäíî è òî æå óðàâíåíèå òðàåêîðèé xdx+ydy = 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé x2 +y2 = C2, êîòîðàÿ îïèñûâàåò íà

ïëîñêîñòè (x; y) ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé. Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííóþ

òî÷êó ïîêîÿ � íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå ïî îêðóæ-

íîñòÿì èìååò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè ÿâ-

ëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Òî÷êà (0; 0) äëÿ îáåèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì.

Îäíàêî çàêîí äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì äëÿ ýòèõ ñèñòåì ðàçëè÷àåò-

ñÿ. Èç îáùåãî ðåøåíèÿ ïåðâîé ñèñòåìû

x = C cos(t+ α)

y = C sin(t+ α)
âèäíî, ÷òî

ïåðèîä îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ ðåøåíèé. Îáùåå ðåøåíèå âòîðîé ñèñòå-

ìû �

x = C cos(Ct+ α)

y = C sin(Ct+ α)
. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïåðèîä òåì ìåíüøå, ÷åì

áîëüøå ðàäèóñ îêðóæíîñòè. �

Ïðèìåð 4. Íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû

ẋ = y

ẏ = −2x3.

Ñèñòåìà ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ 2x3dx + y dy = 0, îáùåå ðåøåíèå êî-

òîðîãî ëåãêî íàéòè: x4 + y2 = C. Ïðè C = 0 ìû ïîëó÷àåì íà ôàçîâîé

ïëîñêîñòè (x; y) òî÷êó ïîêîÿ (0; 0), à ïðè C > 0 � ñåìåéñòâî çàìêíó-

òûõ êðèâûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëîé òðàåêòîðèåé � öèêëîì.

Êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì, òî÷êà ïîêîÿ, èìåþùàÿ òàêîé ôàçîâûé

ïîðòðåò, íàçûâàåòñÿ öåíòðîì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ âûáåðåì òî÷êó (0; 1). Â íåé
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âåêòîð ñêîðîñòè ~v = (1; 0), ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå ïî çàìêíóòîé òðà-

åêòîðèè ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ðèñ. 15.4).

Ðèñ. 15.4. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 4.

Çíàÿ îáùèé èíòåãðàë ñèñòåìû x4 + y2 = C, ìîæíî áûëî áû ïîïû-

òàòüñÿ âîññòàíîâèòü çàêîí äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, âûðàçèâ èç îáùåãî èí-

òåãðàëà y ÷åðåç x, è ïîäñòàâèâ åãî â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå ẋ = ±
√
C − x4, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü x(t). Õîòÿ ìû ïî-

ëó÷èëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ïðîèíòåãðèðîâàòü

åãî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íåâîçìîæíî. Êðîìå òîãî, ïðè òàêîì ïîä-

õîäå äîâîëüíî ñëîæíî ðàçãëÿäåòü ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð ðåøåíèÿ.

Êàê âèäíî èç ýòîãî ïðèìåðà, ñâåäÿ ñèñòåìó ê óðàâíåíèþ è íàéäÿ åãî

îáùèé èíòåãðàë, ìû ñìîãëè äîâîëüíî áûñòðî îïðåäåëèòü âèä òðàåêòî-

ðèé è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî íèì, à âîò îòûñêàòü çàêîí äâèæåíèÿ òàê

ëåãêî è ïðîñòî íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó ðàçóìíî â òàêèõ ñëó÷àÿõ óäîâëåòâî-

ðèòüñÿ òîëüêî îïèñàíèåì ôàçîâîãî ïîðòðåòà. �

Ôàçîâûé ïîðòðåò íåëèíåéíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü äîâîëüíî ñëîæ-

íûì è âîâñå íå ïîõîæèì íà ïîðòðåò ëèíåéíîé ñèñòåìû, äàæå åñëè òî÷êà

ïîêîÿ âñåãî îäíà.
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Ïðèìåð 5. Íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû

ẋ = x

ẏ = y2.

Ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû ê íóëþ, ìû âèäèì, ÷òî ñèñòåìà

èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïîêîÿ (0; 0).

Ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè
dx

x
=

dy

y2
. Ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå: x = Ce−1/y

(ïðÿìàÿ x = 0 âõîäèò â íåãî ïðè C = 0). Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0

òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ëèíèåé ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ è äåëèò ïëîñêîñòü (x; y) íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, â êîòîðûõ êàðòèíû

èíòåãðàëüíûõ ëèíèé ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû (ðèñ. 15.5)

Ðèñ. 15.5. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû â ïðèìåðå 5.

Åñëè y > 0, òî e−1/y → +0 ïðè y → +0. Èíòåãðàëüíûå ëèíèè ¾âå-

åðîì¿ ðàñõîäÿòñÿ îò òî÷êè (0; 0) è êàðòèíà â ìàëîé åå îêðåñòíîñòè íà-

ïîìèíàåò óçåë. Îäíàêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ y êàðòèíà îòëè÷íà îò

óçëà: e−1/y → 1 ïðè y → +∞, è êàæäàÿ êðèâàÿ x = Ce−1/y èìååò ñâîþ

àñèìïòîòó x = C.

Ïðè y → −∞ êðèâàÿ x = Ce−1/y òàêæå èìååò àñèìïòîòó x = C. Íî â

ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0; 0) êàðòèíà èíòåãðàëüíûõ ëèíèé íàïîìèíàåò

ñåäëî, òàê êàê e−1/y → +∞ ïðè y → −0.

Çàìå÷àíèå: èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ,
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ïîýòîìó ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü èõ, âîññòàíîâèâ òàêèì îáðàçîì çàêîí

äâèæåíèÿ, è óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ñäåëàííûõ âûâîäîâ. �

Ïðèìåð 6. Íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû

ẋ = x2 + y

ẏ = 2xy.

Çàìåòèì, ÷òî (0; 0) � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû. Äëÿ ïîèñ-

êà äðóãèõ òðàåêòîðèé ðåøèì óðàâíåíèå y dy + x2dy − 2yx dx = 0. Åãî

íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó y dy + (x2dy − y dx2) = 0. Óáåäèâøèñü,

÷òî y ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïîäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà y2, è ïîëó÷èì

îáùåå ðåøåíèå ln |y| − x2

y
= C.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ, íàðèñîâàòü ýòî ñåìåéñòâî êðè-

âûõ íå òàê-òî ïðîñòî. Íî íàì ïîìîæåò "âûõîä â òðåòüå èçìåðåíèå". Ïî-

ñêîëüêó èíòåðåñóþùèå íàñ êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè

F (x; y) = ln |y|− x
2

y
, ìû ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ïîâåðõíîñòü z = F (x; y).

Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x ôóíêöèÿ F (x; y) ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòè÷íîé, ïîýòîìó â êàæäîì ñå÷åíèè y = y0, çà èñêëþ÷åíèåì y = 0,

ìû óâèäèì ïàðàáîëó (ðèñ. 15.6a). Òåïåðü îñòàëîñü ïðåäñòàâèòü ñå÷åíèå

ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè z = C (ðèñ. 15.6 b). �

Ïðèìåð 7.Íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû

ẋ = 1− x2 − y2

ẏ = 2xy.

Ðåøàÿ ñèñòåìó

1− x2 − y2 = 0

2xy = 0
, ìû îáíàðóæèì, ÷òî ñèñòåìà èìå-

åò ÷åòûðå òî÷êè ïîêîÿ: (±1; 0) è (0;±1).

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèé (1−x2− y2) dy = 2xy dx ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, è â íåì ëåãêî âûäåëèòü èíòåãðèðóåìûå êîì-

áèíàöèè: (1−y2) dy−(x2 dy+y dx2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé èíòåãðàë

èìååò âèä (y − y3

3
)− x2y = C.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîâåäåíèå òðàåê-

òîðèé, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè F (x; y) = x2y+
y3

3
−y.
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a) Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè z = F (x; y) ïëîñêîñòÿìè y = y0

b) Ôàçîâûé ïîðòðåò

Ðèñ. 15.6. Ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà â ïðèìåðå 6.

Èçîáðàçèòü ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè íàì ïîìîãóò ñîâðåìåííûå êîìïüþòåð-

íûå ïðîãðàììû (ðèñ. 15.7 a). Ïðîâîäÿ ñå÷åíèå ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè

ïëîñêîñòÿìè z = C, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êàðòèíó (ðèñ. 15.7 b).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè. Ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé (1 − x2 − y2) dy = 2xy dx. Îäíà-

êî òî÷êè ïîêîÿ (±1; 0) ðàçáèâàþò åå íà íåñêîëüêî òðàåêòîðèé. Òàêæå

ìû âèäèì çàìêíóòóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè (±1; 0), êîòîðàÿ

ðàçáèâàåòñÿ ýòèìè òî÷êàìè íà äâå òðàåêòîðèè, äâèæåíèå ïî êàæäîé èç

íèõ ïðîèñõîäèò îò òî÷êè (1; 0) ê òî÷êå (−1; 0). Ýòî åùå ðàç èëëþñòðè-

ðóåò òîò ôàêò, ÷òî ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè F (x; y) ìîæåò ñîñòîÿòü èç

íåñêîëüêèõ òðàåêòîðèé. Âñå îïèñàííûå âûøå òðàåêòîðèè ëåæàò íà ëè-

íèè F (x; y) = x2y +
y3

3
− y = 0.
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a) Ïîâåðõíîñòü z = F (x; y)

b) Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû

Ðèñ. 15.7. Ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà â ïðèìåðå 7.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëîêàëüíûå ïîðòðåòû òî÷åê (±1; 0) îáëàäàþò âñå-

ìè ñâîéñòâàìè ñåäëà: äâå òðàåêòîðèè âõîäÿò â òî÷êó, äâå � âûõîäÿò èç

íåå, îñòàëüíûå òî÷êè ñíà÷àëà ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êå ïîêîÿ âäîëü âõî-

äÿùåé òðàåêòîðèè, à çàòåì óäàëÿþòñÿ îò òî÷êè ïîêîÿ âäîëü óõîäÿùåé

òðàåêòîðèè. Ïîýòîìó òî÷êè (±1; 0) ìû òîæå íàçîâåì ñåäëîì.

Òî÷êè (0;±1) îêðóæåíû çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè, ïîýòîìó èõ ëî-

êàëüíûé ïîðòðåò ìû íàçîâåì öåíòðîì. �

Êàê ïîêàçûâàåò ïîñëåäíèé ïðèìåð, â íåëèíåéíîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå

òðàåêòîðèé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ ìîæåò îáëàäàòü òåìè
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æå ñóùåñòâåííûìè ÷åðòàìè, êàêèå ìû îòìå÷àëè ó òðàåêòîðèé ëèíåéíîé

ñèñòåìû, òî åñòü âûãëÿäåòü êàê ñåäëî, óçåë, ôîêóñ èëè öåíòð (â òàêîì

ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôàçîâûå ïîðòðåòû òî÷åê ïîêîÿ êà÷åñòâåííî ýêâèâà-

ëåíòû). È ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ìûñëè, ÷òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ çàìåíèòü

íåëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó ëèíåéíîé, èìåþùåé òî÷êó ïîêîÿ òîãî

æå òèïà.

Äîïóñòèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ñèñòåìà (15.1) èìååò òî÷êó ïîêîÿ (0; 0).

Åñëè ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P (x; y) = a11x+ a12y + g1(x; y), Q(x; y) = a21x+ a22y + g2(x; y),

ãäå gi(x; y) = o(
√
x2 + y2) ïðè (x2 + y2)→ 0, òî ñèñòåìàẋ = a11x+ a12y

ẏ = a21x+ a22y
(15.2)

íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé ñèñòåìû (15.1) â òî÷êå (0; 0).

Ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû ìîæíî ïðîâåñòè â ëþáîé òî÷êå ïîêîÿ (x0; y0),

ââåäÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (ξ; η) ïî ïðàâèëó x = x0+ξ, y = y0+η. Ïðè

òàêîé çàìåíå ïåðåìåííûõ òî÷êà ïîêîÿ áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû ξ = 0,

η = 0.

Áîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ëèíåàðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàç-

ëîæåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè ïîêîÿ. Èç ýòîé ôîðìóëû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé

ñèñòåìû èìååò âèä

A =

(
P ′x P ′y
Q ′x Q ′y

)∣∣∣∣∣
(x0;y0)

Òåîðåìà î ëèíåàðèçàöèè óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ôàçîâîãî ïîðòðåòà

íåëèíåéíîé ñèñòåìû (15.1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ ñ ôàçîâûì ïîðò-

ðåòîì åå ëèíåàðèçàöèè. Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â íåâûðîæäåííîì

ñëó÷àå (detA =

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ 6= 0) èõ ôàçîâûå ïîðòðåòû êà÷åñòâåííî ýêâèâà-
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ëåíòíû, åñëè òîëüêî òî÷êà ïîêîÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ

öåíòðîì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, öåíòð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì. Åñ-

ëè æå òî÷êà ïîêîÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, óçëîì,

âûðîæäåííûì óçëîì èëè ôîêóñîì, òî òàêîé æå õàðàêòåð èìååò è òî÷êà

ïîêîÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 7.

Â òî÷êàõ (±1; 0) ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò ìàòðèöó

A =

(
∓2 0

0 ±2

)
. È â òîé, è â äðóãîé òî÷êå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàò-

ðèöû èìåþò ðàçíûå çíàêè, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ëèíåàðèçàöèè, ó

íåëèíåéíîé ñèñòåìû êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.

Â òî÷êàõ (0;±1) ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò ìàòðèöó

A =

(
0 ∓2

±2 0

)
, è äëÿ íåå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå

òåîðåìà íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé

íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Õîòÿ ïî ëèíèÿì óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà F (x; y)

ìû âèäåëè, ÷òî ýòè òî÷êè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè.

Âîîáùå, èçó÷åíèå ëèíèé óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà � îäèí èç ýô-

ôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ öåíòðà, ïîñêîëüêó ëèíåàðèçàöèÿ â òà-

êîì ñëó÷àå íå ðàáîòàåò. Òàê, â ïðèìåðå 4 ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé ñè-

ñòåìû â òî÷êå (0; 0) èìååò âèä A =

(
0 1

0 0

)
, íî ìû ïîíÿëè, ÷òî òî÷-

êà ïîêîÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì, íàðèñîâàâ ëèíèè óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà

F (x; y) = x4 + y2.

Àâòîíîìíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ẍ = f(x; ẋ) ìîæíî ñâåñòè ê

àâòîíîìíîé ñèñòåìå, ïîëîæèâ y = ẋ. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà, òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïëîñêîñòü (x; ẋ).

Ïðèìåð 8. Íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ

ẍ+ sinx = 0.
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Ïîëîæèâ y = ẋ, ïåðåéäåì ê ñèñòåìå

ẋ = y

ẏ = − sinx.

Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (πk; 0), k ∈ N . Ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé ñè-

ñòåìû â òî÷êå (πk; 0) èìååò âèä A =

(
0 1

− cos πk 0

)
=

(
0 1

(−1)k+1 0

)
.

Åñëè k � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî A =

(
0 1

1 0

)
. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà

λ1,2 = ±1, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (πk; 0) ïðè íå÷åòíîì k ÿâëÿåòñÿ ñåä-

ëîì. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ~u[1]
∣∣∣
λ=−1

=

(
1

−1

)
, ~u[2]

∣∣∣
λ=1

=

(
1

1

)
. Ïî ýòèì

íàïðàâëåíèÿì òðàåêòîðèè âõîäÿò è âûõîäÿò èç òî÷êè ïîêîÿ.

Åñëè k � ÷åòíîå ÷èñëî, òî A =

(
0 1

−1 0

)
. Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñè-

ñòåìû òî÷êà ïîêîÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòü õàðàê-

òåð ýòîé òî÷êè äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû òàêèì ñïîñîáîì íåëüçÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèé: ydy = − sinxdx. Åãî îáùèé èíòå-

ãðàë y2 − 2 cosx = C ïåðåïèøåì â âèäå y2 = C + 2 cosx.

Íà ðèñ. 15.8 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.

Òî÷êè (πk; 0) ïðè ÷åòíîì k ÿâëÿþòñÿ öåíòðîì. �

Ðèñ. 15.8. Ôàçîâûé ïîðòðåò â ïðèìåðå 8.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ

ẋ = sinx
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Îïðåäåëèòü õàðàêòåð òî÷åê ïîêîÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ëè-

íåàðèçàöèè.

2.

ẋ = (2x− y)(x− 2)

ẏ = xy − 2.

3.

ẋ = 2x+ y2 − 1

ẏ = 6x− y2 + 1.

Íàéòè ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è óêàçàòü èõ òèï.

4. ẍ+ eẋ − x2 = 0

5. ẍ− cos ẋ+ sinx+ 1 = 0

6. Íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû

ẋ = −y2

ẏ = x2.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 1007, 1018, 1024, 1025, 1026.

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 16

Àâòîíîìíûå ñèñòåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà è èõ

òðàåêòîðèè. Íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îáùåãî âèäà

d~y

dt
= ~f(~y), ãäå ~y ∈ Rn (16.1)

Êàæäîé òàêîé ñèñòåìå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñèñòåìó â ñèììåòðè÷íîì âèäå

dy1
f1(~y)

=
dy2
f2(~y)

= ... =
dyn
fn(~y)

(16.2)

Êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (16.1) ìû ìîæåì òðàêòîâàòü êàê äâèæåíèå

òî÷êè ~y â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Íàñ èíòåðåñóþò òðàåêòîðèè ýòîé

ñèñòåìû, òî åñòü êðèâûå, ïî êîòîðûì äâèæóòñÿ òî÷êè. Ñèñòåìà (16.2)

îïðåäåëÿåò ýòè òðàåêòîðèè, íî íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü çàêîí äâèæåíèÿ

ïî íèì.

Ôóíêöèÿ F (~y), îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé, íàçûâàåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (16.1), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå â F (~y) ðåøå-

íèé ñèñòåìû ~y(t) îíà îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïîäñòàâèòü â F (~y) ðåøåíèå ~y(t) è âû÷èñëèòü ïðî-

èçâîäíóþ ïî t (òàê íàçûâàåìóþ ïðîèçâîäíóþ âäîëü ðåøåíèÿ èëè ïðîèç-

âîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû), òî ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ðàâíà íóëþ:

d

dt
F (~y) =

n∑
i=1

∂F

∂yi

dyi
dt

=
n∑
i=1

∂F

∂yi
fi(~y) ≡ 0

Åñëè íàéäåíî k ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû (16.1), âîçíèêàåò âîïðîñ

îá èõ ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè.

Ïðèìåð 1. Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèè F1 = x2 + y2 + z2, F2 = x+ y+ z

è F3 = xy + yz + zx ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû
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
ẋ = y − z

ẏ = z − x

ż = x− y

(16.3)

Äåéñòâèòåëüíî,

dF1

dt
= 2xẋ+ 2yẏ + 2zż = 2x(y − z) + 2y(z − x) + 2z(x− y) = 0

dF2

dt
= ẋ+ ẏ + ż = (y − z) + (z − x) + (x− y) = 0

dF3

dt
= (y + z)ẋ+ (z + x)ẏ + (x+ y)ż =

= (y + z)(y − z) + (z + x)(z − x) + (x+ y)(x− y) = 0

Â äàííîì ñëó÷àå íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî F 2
2 = F1 + 2F3. Â îáùåì æå

ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

k ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F1, F2, ..., Fk ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, åñëè

è òîëüêî åñëè ðàíã ìàòðèöû ßêîáè
∂(F1, F2, ..., Fk)

∂(y1, y2, ..., yn)
ðàâåí k.

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå

∂(F1, F2, F3)

∂(x, y, z)
=

 2x 2y 2z

1 1 1

y + z z + x x+ y


Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî

F1, F2, F3 ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìû, ÷òî ìû è âèäåëè âûøå. �

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè fi(~y) è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂fi
∂yj

îïðå-

äåëåíû è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ Rn, òî ñèñòåìà (16.2)

èìååò (n− 1) ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ñèñòåìà

óðàâíåíèé


F1(~y) = C1

...

Fn−1(~y) = Cn−1

îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå Rn íåêîòîðóþ
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êðèâóþ γ, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé àâòîíîìíîé ñèñòåìû (16.1).

Òàê, â ïðèìåðå 1 ïåðâûå èíòåãðàëû F1 è F2 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-

ñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (16.3) â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïåðåñå÷åíèè ñôåðû

x2 + y2 + z2 = C1 è ïëîñêîñòè x+ y + z = C2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà (16.3) � ëèíåéíàÿ, ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè, è ìû ìîæåì íàéòè åå îáùåå ðåøåíèå ìåòîäàìè, èçó÷åííûìè

ðàíåå:xy
z

 =

1 cos
√

3t−
√

3 sin
√

3t
√

3 cos
√

3t+ sin
√

3t

1 −2 cos
√

3t −2 sin
√

3t

1 cos
√

3t+
√

3 sin
√

3t −
√

3 cos
√

3t+ sin
√

3t


C1

C2

C3


Êàê âèäíî, ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêà, è òðåáóþòñÿ

íåêîòîðûå óñèëèÿ, ÷òîáû åå ïîëó÷èòü. Íàéòè òðàåêòîðèè áûëî òåõíè÷å-

ñêè íàìíîãî ïðîùå, äà è õàðàêòåð äâèæåíèÿ òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå îíè

èëëþñòðèðóþò ãîðàçäî ëó÷øå, ÷åì ýòà ôîðìóëà.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � îâëàäåòü òåõíèêîé ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ èí-

òåãðàëîâ ñèììåòðè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà (16.2).

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû
dx

z
=

dy

xz
=

dz

y
.

Ñèñòåìà èìååò äâà ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû äàåò íàì óðàâíåíèå
dx

1
=

dy

x
è ïåðâûé èíòå-

ãðàë x2 − 2y = C1.

Èñïîëüçóÿ åãî, èñêëþ÷èì y èç óðàâíåíèÿ
dx

z
=

dz

y
. Ïîëó÷èì

dx

z
=

2dz

x2 − C1
èëè (x2 − C1)dx = 2zdz. Îòñþäà

x3

3
− C1x − z2 = C2.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà C1 = x2 − 2y, ïîëó÷èì −2

3
x3 + 2xy − z2 = C2.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé

x2 − 2y = C1

2x3 − 6xy + 3z2 = C2

îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàí-

ñòâå (x; y; z) ñåìåéñòâî êðèâûõ, ÿâëÿþùèõñÿ òðàåêòîðèÿìè èñõîäíîé

ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìû (ôóíêöèîíàëüíàÿ íåçàâèñèìîñòü íàéäåííûõ
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ïåðâûõ èíòåãðàëîâ î÷åâèäíà).�

Îïèñàííûé ïðèåì ìîæíî íàçâàòü ¾ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ¿.

Â ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû ïóòåì ïîäáîðà èí-

òåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé. Ïðè ýòîì ¾ðàáîòàåò¿ îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðî-

ïîðöèé:

åñëè
a1
b1

=
a2
b2

= ... =
ak
bk

= θ, òî äëÿ ëþáûõ λ1, λ2, ... , λk âåðíî

λ1a1 + λ2a2 + ...+ λkak
λ1b1 + λ2b2 + ...+ λkbk

= θ

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ïðîïîðöèÿõ, îáðàùåíèå â íóëü çíà-

ìåíàòåëÿ îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëèòåëü òàêæå ðàâåí íóëþ.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 1 è ïîêàæåì, êàê ìîæíî íàéòè óæå çíàêîìûå íàì

ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (16.3) ìåòîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé.

Ïåðåéäåì îò (16.3) ê ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìå
dx

y − z =
dy

z − x =
dz

x− y .

Ïîëàãàÿ âñå êîýôôèöèåíòû λi = 1, ïîëó÷èì

θ =
dx+ dy + dz

(y − z) + (z − x) + (x− y)
=

d(x+ y + z)

0
,

îòêóäà x+ y + z = C1.

Ïîëàãàÿ λ1 = x, λ2 = y, λ3 = z, ïîëó÷èì

θ =
xdx+ ydy + zdz

x(y − z) + y(z − x) + z(x− y)
=

0, 5d(x2 + y2 + z2)

0
,

îòêóäà x2 + y2 + z2 = C2.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû
dx

z
=

dy

u
=

dz

x
=

du

y
.

Â äàííîé ñèñòåìå ëåãêî âûäåëèòü óðàâíåíèÿ
dx

z
=

dz

x
è

dy

u
=

du

y
,

êîòîðûå äàþò ïåðâûå èíòåãðàëû x2 − z2 = C1 è y
2 − u2 = C2.

Òàêæå, èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèè, ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâ-
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íåíèå
d(x+ z)

x+ z
=

d(y + u)

y + u
, îòêóäà

x+ z

y + u
= C3.

Åñëè âçÿòü êîìáèíàöèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè y, x, −u, −z, òî ïîëó÷èì

ydx+ xdy − udz − zdu
yz + xu− xu− zy =

d(xy)− d(zu)

0
⇒ xy − zu = C4.

Ìû ¾ïåðåâûïîëíèëè ïëàí¿ è íàøëè ÷åòûðå ïåðâûõ èíòåãðàëà, õî-

òÿ äëÿ îïèñàíèÿ òðàåêòîðèè â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷-

íî òðåõ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Íàïðèìåð,
x2 − z2 = C1

y2 − u2 = C2

xy − zu = C3

, rank

2x 0 −2z 0

0 2y 0 −2u

y x −u −z

 = 3. �

Ïðèìåð 4. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû
dx

x
=

dy

y
=

dz

xy + z
.

Óðàâíåíèå
dx

x
=

dy

y
ñðàçó æå äàåò ïåðâûé èíòåãðàë

x

y
= C1.

Äàëåå ìîæíî ïîéòè ñòàíäàðòíûì ïóòåì è èñêëþ÷èòü x èç óðàâíåíèÿ
dy

y
=

dz

xy + z
, ïîëüçóÿñü íàéäåííûì ïåðâûì èíòåãðàëîì: x = C1y.

Òîãäà
dy

y
=

dz

C1y2 + z
èëè

dz

dy
=

z

y
+ C1y.

Îñòàåòñÿ òîëüêî ðåøèòü ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå: z = C2y + C1y
2 è

èñêëþ÷èòü êîíñòàíòó C1: z = C2y + xy. Ñëåäîâàòåëüíî,
z − xy
y

= C2.

Ýòîò æå ïåðâûé èíòåãðàë ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî áûñòðåå, ïîäîáðàâ

èíòåãðèðóåìóþ êîìáèíàöèþ:

ydx+ xdy − dz
2xy − (xy + z)

=
d(xy − z)

xy − z =
dy

y
.

Íî ýòîò ïóòü òðåáóåò íåêîòîðîãî íàâûêà è ñîîáðàçèòåëüíîñòè. �

Çíàíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïîìîãàåò íå òîëüêî îïèñàòü òðàåêòîðèè,

íî è ðåøèòü àâòîíîìíóþ ñèñòåìó.
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Ïðèìåð 5. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ = −x2

ẏ = xy − 2z2

ż = xz

Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîå óðàâíåíèå âõîäèò òîëüêî ïåðåìåííàÿ x, è îíî

ëåãêî ðåøàåòñÿ: x =
1

t+ C1
. Òðåòüå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíî-

ñèòåëüíî z, à âòîðîå � ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî y. Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ

x(t) â òðåòüå óðàâíåíèå, ìîæíî íàéòè z(t), à çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ x(t) è

z(t) âî âòîðîå óðàâíåíèå, íàéòè y(t). Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü íåìíîãî

ïî-äðóãîìó.

Çàïèøåì ñèììåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó

dx

−x2 =
dy

xy − 2z2
=

dz

xz
.

Èç íåå ìîæíî âûäåëèòü óðàâíåíèå
dx

−x2 =
dz

xz
, êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðó-

åòñÿ: xz = C2. Îòñþäà íàõîäèì z =
C2

x
= C2(t+ C1).

Ñîñòàâèì èíòåãðèðóåìóþ êîìáèíàöèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè y, x, 2z:

ydx+ xdy + 2zdz

−yx2 + x2y − 2xz2 + 2xz2
=

d(xy + z2)

0
⇒ xy + z2 = C3

Îòñþäà y =
C3 − z2

x
= (C3 − C2

2(t+ C1)
2)(t+ C1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñìîãëè ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ áûñòðî

âîññòàíîâèòü çàêîí äâèæåíèÿ x(t), y(t), z(t). �

Ýòîò æå ïðèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè íåàâòîíîìíûõ ñè-

ñòåì.

Ïðèìåð 6. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ =

x− y
z − t

ẏ =
x− y
z − t

ż = x− y + t

Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì
d(x− y)

dt
= 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, x− y = C1. Òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåâðàòèòñÿ â ż = C1 + t,
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è z = C1t+
t2

2
+ C2.

Òåïåðü, ïðåîáðàçîâàâ ïåðâîå óðàâíåíèå ê âèäó ẋ =
C1

C1t+
t2

2
+ C2 − t

,

ìîæíî îïðåäåëèòü x(t). Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ïåðâîîáðàçíóþ, ïóñòü

x(t) = ϕ(t;C1;C2;C3). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ x−y = C1 ëåãêî íàéòè y(t),

è çàäà÷à ðåøåíà. �

Ïðèìåð 7. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ =
x2

y − t
ẏ = x+ 1

Ñâåäåì ñèñòåìó ê óðàâíåíèþ, èñêëþ÷èâ x:

ÿ = ẋ =
x2

y − t =
(ẏ − 1)2

y − t

Ñäåëàåì çàìåíó u(t) = y − t, òîãäà ẏ − 1 = u̇, ÿ = ü, è óðàâíåíèå

ïðåîáðàçóåòñÿ â ü =
u̇2

u
. Ïåðåïèñàâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå

ü

u̇
=

u̇

u

èëè
d(ln u̇)

dt
=

d(lnu)

dt
, ïðîèíòåãðèðóåì åãî: u̇ = C1u.

Èíòåãðèðóÿ åùå ðàç, ïîëó÷èì u = C2e
C1t, îòêóäà y = C2e

C1t + t è

x = ẏ − 1 = C1C2e
C1t. �

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû àâòîíîìíûõ ñèñòåì.

1.
dx

x(y + z)
=

dy

z(z − y)
=

dz

y(y − z)

2.
dx

y
=

dy

−x =
du

v
=

dv

−u

3. Íàéòè òðàåêòîðèþ ñèñòåìû
dx

xz
=

dy

−yz =
dz

xy
, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

òî÷êó (1; 1; 0).

4. Ðåøèòü íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó

ẋ =
y

t

ẏ =
x

t
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5. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè


ẋ = xz + y2, x(1) = 2

ẏ = et
2

y, y(1) = 0

ż = −z2 + y, z(1) = 1

(Óêàçàíèå: îïðåäåëÿéòå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ïî ìåðå èõ âîçíèêíîâåíèÿ)

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 1145, 1151, 1155, 1156, 1159.
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Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

è ñèñòåì

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî âñå ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû âòîðîãî

ïîðÿäêà {
ẋ = a11x+ a12y

ẏ = a21x+ a22y
, (detA 6= 0)

ìîæíî ðàçáèòü íà ãðóïïû, ïîëîæèâ â îñíîâó êëàññèôèêàöèè ïîâåäåíèå

èõ òðàåêòîðèé. Ïðè ýòîì â öåíòðå âíèìàíèÿ îêàçûâàåòñÿ íóëåâîå ðåøå-

íèå (èëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (0, 0)). Àíàëèçèðóÿ ñèòóàöèþ, ìû âèäèì,

÷òî âîçìîæíû òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ:

1. ñóùåñòâóþò òðàåêòîðèè, äâèãàÿñü ïî êîòîðûì òî÷êà ïðè t → +∞
¾óõîäèò¿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (íåóñòîé÷èâûå óçëû, ñåäëî,

íåóñòîé÷èâûå ôîêóñû)

2. äâèãàÿñü ïî ëþáîé òðàåêòîðèè, òî÷êà îñòà¼òñÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè (ìîæåò áûòü, äîñòàòî÷íî áîëüøîé) òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, íå

ñòðåìÿñü ê íåé ïðè t→ +∞ (öåíòð)

3. äâèãàÿñü ïî ëþáîé òðàåêòîðèè, òî÷êà ïðè t → +∞ ñòðåìèòñÿ ê

ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (óñòîé÷èâûå óçëû è ôîêóñû)

Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî, âî âòîðîì

� óñòîé÷èâî, è â òðåòüåì � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîãî âàæíîãî ïîíÿòèÿ äëÿ íåëèíåéíîé

íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû

~̇y = ~f(t, ~y) (17.1)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ðåøåíèå ~y = ~ϕ(t) ñèñòåìû (17.1), îïðåäåë¼ííîå

∀t > t0. Ïóñòü ~y = ~y(t) � ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû.
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Ðåøåíèå ~y = ~ϕ(t) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ∀ε > 0

ìîæíî óêàçàòü òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ‖~y(t0) − ~ϕ(t0)‖ < δ

ñëåäóåò, ÷òî ∀t > t0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖~y(t)− ~ϕ(t)‖ < ε.

Åñëè ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

h > 0, ÷òî ïðè ‖~y(t0) − ~ϕ(t0)‖ < h èìååì lim
t→+∞

‖~y(t) − ~ϕ(t)‖ = 0, òî

ðåøåíèå ~y = ~ϕ(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ~y = ~ϕ(t) ñèñòåìû (17.1) ìîæ-

íî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî, òî åñòü òîæäå-

ñòâåííî ðàâíîãî íóëþ ðåøåíèÿ äðóãîé ñèñòåìû òîãî æå âèäà. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïåðåéòè ê íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè ~z = ~y − ~ϕ(t).

Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ äîïóñêàåò óäîáíóþ ãåîìåòðè÷å-

ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ íå òîëüêî â (n+ 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåí-

íûõ (t, ~y), íî è â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ~y. Èíòåãðàëüíàÿ

ëèíèÿ ~y(t) ≡ 0 ïðîåêòèðóåòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò. Óñòîé÷èâîñòü íóëå-

âîãî ðåøåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âûáðàòü íà÷àëüíûå äàííûå â îêðåñòíî-

ñòè ‖~y(t0)‖ < δ, òî òðàåêòîðèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ íå âûéäåò èç

îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ‖~y(t)‖ < ε.

Ïðèìåð 1. Èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ = − sin2 x.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ x = πk,

k ∈ N . Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ äàþòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì ctg x = t + C.

Åñëè ïîñòàâèòü çàäà÷ó Êîøè x
∣∣
t=0

= x0 6= πk, òî åå ðåøåíèå äàþòñÿ

ôîðìóëîé ctg x = t + ctg x0. Êàðòèíà èíòåãðàëüíûõ ëèíèé ïîêàçàíà íà

ðèñ. 17.1.

Íà ýòîé êàðòèíå õîðîøî âèäíî, ÷òî åñëè âûáðàòü íà÷àëüíûå äàííûå

x0 ∈ (0;π), ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå x(t) → 0 ïðè t → +∞. Îäíàêî

åñëè x0 ∈ (−π; 0), òî x(t)→ −π ïðè t→ +∞.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïîëîæèòü ε = π/2, òî êàêèì áû ìàëåíüêèì

íè áûëî çíà÷åíèå δ > 0, ìîæíî óêàçàòü x0 ∈ (−π; 0) òàêîå, ÷òî |x0| < δ,

íî |x(t)| > ε íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà t = t1.
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Ðèñ. 17.1. Â ïðèìåðå 1 íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî, êàê, âïðî÷åì, è âñå

äðóãèå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òîò æå ñàìûé âûâîä ìîæíî áûëî ñäåëàòü ãîðàçäî áûñòðåå, åñëè íà-

ðèñîâàòü ôàçîâóþ ïðÿìóþ. Êàê ìû ïîìíèì, äâèæåíèå òî÷êè ïî ýòîé

ïðÿìîé îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå

− sin2 x < 0, åñëè x 6= πk. Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â íà-

ïðàâëåíèè óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ x. Ïîýòîìó, íà÷àâ äâèæåíèå â ëåâîé

ïîëóîêðåñòíîñòè íóëÿ, òî÷êà óäàëÿåòñÿ îò íåãî, ïðèòÿãèâàÿñü ê ñîñåä-

íåé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x = −π. �

Ïðèìåð 2.Ïîêàæåì, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

ẋ = y

ẏ = −2x3.

óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

Íà çàíÿòèè 15 (ñì. ïðèìåð 4) ìû ïîëó÷èëè ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû

x4 +y2 = C. Åãî ëèíèè óðîâíÿ çàäàþò íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè òðàåêòîðèè

ñèñòåìû. Ìû âèäèì, ÷òî ýòè òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ëèíèÿìè,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ôóíêöèè ρ =
√
x2 + y2 âäîëü òðàåêòîðèè. Íà

êîìïàêòå x4 + y2 = C îíà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ M(C) è

ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ m(C). Ïðè÷åì, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè îáðàçóþò

âëîæåííóþ ñèñòåìó, ôóíêöèè M(C) è m(C) ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþùèìè.
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Ðèñ. 17.2. Îòñóòñòâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ïðèìåðå 2.

Âûáðàâ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ε > 0, íàéäåì òðàåêòîðèþ, äëÿ êî-

òîðîé M(C) = ε. Íàéäÿ äëÿ íåå çíà÷åíèå m(C), ïîëîæèì δ = m(C).

Òîãäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé M(C) è m(C), âñå òðàåêòîðèè, íà-

÷èíàþùèåñÿ â óêàçàííîé δ-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, íå âûéäóò èç

ε-îêðåñòíîñòè ∀t (ðèñ. 17.2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ∀t ‖(x(t); y(t))‖ > m(C),

ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåò. �

Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ � ýòî ñâîéñòâî ñàìîãî

ðåøåíèÿ. Òàê, ó ñèñòåìû

ẋ = 1− x2 − y2

ẏ = 2xy
(ñì. ïðèìåð 7 çàíÿòèÿ 15)

÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � äâà íåóñòîé÷èâûõ (ñåäëî) è äâà óñòîé-

÷èâûõ (öåíòð).

Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñèòóàöèÿ ãîðàçäî ïðîùå.

1) ëþáîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (èëè óðàâíåíèÿ)

áóäåò óñòîé÷èâûì (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, íåóñòîé÷èâûì), åñëè è

òîëüêî åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

2) óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû çàâèñèò îò

ñòðóêòóðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû (èëè ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû
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ðåøåíèé â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ).

Åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç îãðàíè÷åííûõ ïðè

t→ +∞ ôóíêöèé, òî íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâûì.

Åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç ôóíêöèé, êîòîðûå ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞, òî íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì.

Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ïðè

t→ +∞, òî íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò íåóñòîé÷èâûì.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ẋ + x = 2et. Ïîêàæåì, ÷òî åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå ϕ(t) = et àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî (õîòÿ è íåîãðàíè÷åíî!)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä x = Ce−t + et, ïîýòîìó äëÿ ëþ-

áîãî ðåøåíèÿ |x(t)−ϕ(t)| = |C|·e−t. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â îïðåäåëåíèè
óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè δ = ε, è óáåäèòüñÿ â òîì,

÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ. �

Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû{
ẋ = −tx
ẏ = x+ y

Ýòà ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå x = 0,

y = Cet, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì ïðè t → +∞. Ñëåäî-

âàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. �

Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
ẋ = −2x+ 2y + etz

ẏ = −x
ż = −z

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàéä¼ì z = C1e
−t. Òîãäà
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{
ẋ = −2x+ 2y + C1

ẏ = −x

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà {
ẋ = −2x+ 2y

ẏ = −x

èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + 2λ + 2 = 0. Åãî êîðíè

λ1,2 = −1 ± i. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè y = C2e
−t sin t + C3e

−t cos t, òî

x = −ẏ = C2e
−t(sin t− cos t) + C3e

−t(cos t+ sin t).

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû èùåì â âèäå x = A, y = B.

Òîãäà {
− 2A+ 2B + C1 = 0,

− A = 0.

Îòñþäà B = −0, 5C1, A = 0. Èòàê,xy
z

 =

 0 e−t(sin t− cos t) e−t(cos t+ sin t)

−0, 5 e−t sin t e−t cos t

e−t 0 0


C1

C2

C3


Àíàëèçèðóÿ ôóíêöèè, îáðàçóþùèå ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó, ìû

âèäèì, ÷òî ýëåìåíò a21 = −0, 5 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé è ïðè

t → +∞ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïðè t → +∞
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâûì,

íî íå àñèìïòîòè÷åñêè. �

Ïðèìåð 6. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå.

t2ÿ + 4tẏ + 2y = 0.

Ýòî óðàâíåíèå Ýéëåðà. Èùåì åãî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â âèäå y = tk è ïðè-

õîäèì ê ôîðìóëå îáùåãî ðåøåíèÿ

t = C1
1

t
+ C2

1

t2
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Òàê êàê ïðè t→ +∞ ôóíêöèè, îáðàçóþùèå ÔÑÐ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ,

òî íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. �

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì è ñèñòåìàì ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÔÑÐ óðàâíåíèÿ

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ any = 0 (17.2)

íàäî çíàòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Pn(λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . .+ an. (17.3)

Àíàëèçèðóÿ êëàññè÷åñêóþ ÔÑÐ, èçó÷åííóþ íà çàíÿòèè 9, ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì.

1. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âñå êîðíè ñ îòðèöà-

òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ¾ìíîãî÷ëåí Pn(λ) óñòîé÷èâ¿.

2. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü ñ

ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, òî íóëåâîå ðåøåíèå íå óñòîé-

÷èâî.

3. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò ÷èñòî ìíèìûå, íî îä-

íîêðàòíûå êîðíè, ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå êîðíè èìåþò îòðèöà-

òåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî, íî íå

àñèìïòîòè÷åñêè.

4. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êðàòíûå ÷èñòî ìíèìûå

êîðíè, òî íóëåâîå ðåøåíèå íå óñòîé÷èâî.

Èçîáðàçèì òî÷êàìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà

(17.3). Òîãäà êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðûé

¾ñïåêòðàëüíûé ïîðòðåò¿. Åñëè âñå òî÷êè ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëó-

ïëîñêîñòè (∀j Reλj < 0), òî ýòî ¾ïîðòðåò¿ óñòîé÷èâîãî ìíîãî÷ëåíà è

íóëåâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-

âî. Åñëè åñòü òî÷êè â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (∃j Reλj > 0), òî íóëåâîå
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ðåøåíèå íå óñòîé÷èâî. Åñëè æå òî÷êè ïîïàäàþò íà ìíèìóþ îñü, òî íàäî

ðàçáèðàòüñÿ ñ êðàòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà P2(λ) = λ2 + aλ + b íåîáõîäèìûì

è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî âñå åãî êîðíè ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé

ïîëóïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå a > 0 , b > 0.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà Pn(λ) = a0λ
n+a1λ

n−1+ . . .+an−1λ+an íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì òîãî, ÷òî âñå êîðíè ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè,

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ: a0 > 0,

a1 > 0 , . . . , an > 0.

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèå. Ïðèâåä¼ì

îäíî èç íèõ � êðèòåðèé Ðàóñà-Ãóðâèöà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

Ãóðâèöà ïîðÿäêà n

a1 a0 0 0 . . . 0 0

a3 a2 a1 a0 0 . . . 0

a5 a4 a3 a2 a1 a0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 an an−1 an−2

0 0 0 . . . 0 0 an


×òîáû ïðàâèëüíî ¾ñêîíñòðóèðîâàòü¿ ýòó ìàòðèöó, ñëåäóåò ïîñòàâèòü

íà ãëàâíóþ äèàãîíàëü ÷èñëà a1, a2, . . . an. Çàòåì ðàçìåñòèòü ÷èñëà aj â

ñòðîêàõ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äâèãàÿñü îò ÷èñëà ak, ñòîÿùåãî íà äèà-

ãîíàëè, âïðàâî ïî ñòðîêå ñëåäóåò óìåíüøàòü èíäåêñ êàæäîãî ñëåäóþùåãî

÷èñëà íà åäèíèöó äî a0, à îñòàâøèåñÿ ìåñòà çàïîëíèòü íóëÿìè. Äâèãàÿñü

îò ak âëåâî ïî ñòðîêå, ñëåäóåò óâåëè÷èâàòü èíäåêñ íà åäèíèöó è, äîéäÿ

äî an, çàïîëíèòü îñòàâøèåñÿ ìåñòà íóëÿìè. Ïðîöåññ çàïîëíåíèÿ, êîíå÷-

íî, ìîæåò îáîðâàòüñÿ è ðàíüøå, åñëè Âû äîøëè äî êîíöà (èëè íà÷àëà)

ñòðîêè.

Âñå êîðíè óðàâíåíèÿ Pn(λ) = 0 èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ

÷àñòü, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû

Ãóðâèöà ïîëîæèòåëüíû.
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∆1 = a1 > 0 , ∆2 =

∣∣∣∣∣a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣∣ > 0 , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0

a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣ > 0 , . . .

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 . . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣ > 0

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ïåðâûì êðèòåðèåì Ãóðâèöà.

Âòîðûì êðèòåðèåì Ãóðâèöà (èëè êðèòåðèåì Ëåíàðà-Øèïàðà) íàçû-

âàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Pn(λ) ëåæàò ñòðî-

ãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè ∀j aj > 0 è ∆n−1 > 0,

∆n−3 > 0, ∆n−5 > 0, . . ., ãäå ∆j � òå æå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû

Ãóðâèöà.

Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y(5) + 3y(4) + 6y ′′′ + 7y ′′ + 4y ′ + 4y = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

P5(λ) = λ5 + 3λ4 + 6λ3 + 7λ2 + 4λ+ 4

è a0 = 1, a1 = 3, a2 = 6, a3 = 7, a4 = 4, a5 = 4. Ìàòðèöà Ãóðâèöà èìååò

âèä 
3 1 0 0 0

7 6 3 1 0

4 4 7 6 3

0 0 4 4 7

0 0 0 0 4



∆1 = 3 , ∆2 =

∣∣∣∣∣3 1

7 6

∣∣∣∣∣ = 11 , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0

7 6 3

4 4 7

∣∣∣∣∣∣∣ = 53 ,
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∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0 0

7 6 3 1

4 4 7 6

0 0 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −20 , ∆5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 0 0 0

7 6 3 1 0

4 4 7 6 3

0 0 4 4 7

0 0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4 · (−20) = −80

Çäåñü õîðîøî âèäíî, ÷òî ïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì âàðèàíòîì êðèòåðèÿ

óäîáíåå. Ìû ñðàçó îáíàðóæèâàåì, ÷òî ∆4 < 0 è äåëàåì âûâîä î òîì,

÷òî åñòü êîðíè, ëåæàùèå â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè èëè íà ìíèìîé îñè, òî

åñòü â ëþáîì ñëó÷àå ó íàñ íåò àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî

ðåøåíèÿ. �

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè

P3(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî êîðíè ëåæàò ñòðîãî â ëå-

âîé ïîëóïëîñêîñòè ñëåäóþùèå: a1 > 0 , a1a2 > a3 , a3 > 0. Ýòè íåðà-

âåíñòâà ëåãêî ñëåäóþò èç óñëîâèé Ãóðâèöà.

a1 > 0 ,

∣∣∣∣∣a1 1

a3 a2

∣∣∣∣∣ > 0 ,

∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0

a3 a2 a1

0 0 a3

∣∣∣∣∣∣∣ = a3 ·

∣∣∣∣∣a1 1

a3 a2

∣∣∣∣∣ > 0

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëó÷àé, êîãäà a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0, íî

a1a2 = a3. Òîãäà

λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a1a2 = λ2(λ+ a1) + a2(λ+ a1) = (λ+ a1)(λ

2 + a2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì îäèí îòðèöàòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü è

äâà ÷èñòî ìíèìûõ. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ áóäåò óñòîé-

÷èâûì, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

Çàéì¼ìñÿ èçó÷åíèåì óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ~̇y = A~y.
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Ýòîò âîïðîñ ïðÿìî ñâÿçàí ñ ðàñïîëîæåíèåì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

Pn(λ) = det |A− λE|.

Íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âñå êîðíè ëåæàò

ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A

óñòîé÷èâàÿ). Íóëåâîå ðåøåíèå íå óñòîé÷èâî, åñëè åñòü êîðåíü, ëåæàùèé â

ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò ÷èñòî

ìíèìûå êîðíè, òî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåò.

Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé åñòü îäíà òîíêîñòü: åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí èìååò êðàòíûå ÷èñòî ìíèìûå êîðíè, òî íåëüçÿ ñðàçó ñäå-

ëàòü âûâîä î íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ (â îòëè÷èå îò óðàâíå-

íèÿ). Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî è â ñëó÷àå êðàòíûõ ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò òîëüêî èç îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, è

íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâûì. Ýòî ïðîèçîéä¼ò, åñëè àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ êðàòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíÿ ñîâïàä¼ò ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêîé

êðàòíîñòüþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçíèêíóò íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ è

íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò íåóñòîé÷èâûì.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé.

I.


ẏ1 = y2

ẏ2 = −y1
ẏ3 = −y4
ẏ4 = y3

II.


ẏ1 = y2 + y3

ẏ2 = −y1 − y4
ẏ3 = −y4
ẏ4 = y3

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàòðèöû ó ýòèõ ñèñòåì ðàçëè÷íû, õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îáåèõ èìååò âèä P4(λ) = (λ2 + 1)2. Ïåðâàÿ ñèñòåìà

èìååò îáùåå ðåøåíèå
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y1 = C1 sin t+ C2 cos t

y2 = C1 cos t− C2 sin t

y3 = C3 sin t+ C4 cos t

y4 = −C3 cos t+ C4 sin t

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è,

ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Âòîðàÿ æå ñèñòåìà èìååò

íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå y1 = t cos t, y2 = −t sin t, y3 = cos t, y4 = sin t è,

ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå íå óñòîé÷èâî. �

Ïðèìåð 9. Îïðåäåëèòü (íå íàõîäÿ ðåøåíèé) õàðàêòåð òî÷êè ïîêîÿ

äëÿ ñèñòåì.{
ẋ = 2x− y
ẏ = −x+ y

A =

(
2 −1

−1 1

)
λ2 − λ+ 3 = 0 íåóñòîé÷èâà{

ẋ = x+ y

ẏ = x− y
A =

(
1 1

1 −1

)
λ2 − 4 = 0 íåóñòîé÷èâà{

ẋ = −x+ y

ẏ = 2x− 3y
A =

(
−1 1

2 −3

)
λ2 + 4λ+ 1 = 0 àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà{
ẋ = 2x+ y

ẏ = −5x− 2y
A =

(
2 1

−5 −2

)
λ2 + 1 = 0 óñòîé÷èâà, íå

àñèìïòîòè÷åñêè

Â ýòèõ ïðèìåðàõ ìû âîñïîëüçîâàëèñü êðèòåðèåì ðàñïîëîæåíèÿ êîð-

íåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 10. Èññëåäîâàòü íà àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå

ðåøåíèå ñèñòåìû 
ẋ = 2x+ y − z
ẏ = −x− 3y + 5z

ż = x+ 4y + 8z

Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 3

èìååò âèä
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P3(λ) = −λ3 + trAλ2 −

(∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
)
λ+ detA

Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå trA = a11 + a22 + a33 = 2 − 3 + 8 = 7,

òî î÷åâèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êîýôôèöèåíòû

ðàçíûõ çíàêîâ, è íåîáõîäèìîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

íóëåâîãî ðåøåíèÿ íå âûïîëíåíî.

Ïðèìåð 11. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîå (ñ ïåðèî-

äîì 2π) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y ′′′ + 2y ′′ + 3y ′ + y = sinx

Ìû çíàåì, ÷òî õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (êàê è

ëþáîãî äðóãîãî) çàâèñèò îò óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ

y ′′′ + 2y ′′ + 3y ′ + y = 0

Â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå P3(λ) = λ3 + 2λ2 + 3λ + 1 èìååì

a1 = 2, a2 = 3, a3 = 1. Òàê êàê ∀j aj > 0 è a1 · a2 > a3, òî âñå êîðíè

ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå

ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à âìåñòå ñ

íèì óñòîé÷èâî è ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. (Çàìåòèì, ÷òî ìû íå èñêàëè

ýòî ðåøåíèå!)

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåì

1.


ẋ = −2x− y

ẏ = −2y − 4z

ż = −x+ z

(λ1 = −3, λ2,3 = 0)
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2.


ẋ = x+ 2y − 2z

ẏ = 2x+ y − 2z

ż = 3x+ 2y − 3z

(λ1 = −1, λ2,3 = ±i)

3. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 2tẋ = x− x3. Ïîëüçóÿñü
îïðåäåëåíèåì, âûÿñíèòü, óñòîé÷èâû ëè îíè.

4. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
...
x + 2ẍ+ 3ẋ+ 2x = 0

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 887, 891, 913, 933, 934
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Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

Íà çàíÿòèè 15 ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ïîíÿòèåì ëèíåàðèçàöèè ñèñòå-

ìû è óâèäåëè, ÷òî åñëè òî÷êà ïîêîÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

ñåäëîì, óçëîì, âûðîæäåííûì óçëîì èëè ôîêóñîì, òî òàêîé æå õàðàê-

òåð èìååò è òî÷êà ïîêîÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Åñëè ïåðåä íàìè íå ñòîèò

çàäà÷à íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò, à íóæíî èññëåäîâàòü ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû íà óñòîé÷èâîñòü, òî äîñòàòî÷íî áîëåå ãðóáîé êëàñ-

ñèôèêàöèè.

Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå

÷èñëà ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî ïîëî-

æåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Åñëè æå õîòÿ áû îäíî ñîá-

ñòâåííîå ÷èñëî èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî.

Â ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íèêàêîãî âûâîäà îá óñòîé-

÷èâîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû ïî åå ëèíåàðèçàöèè (ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ)

ñäåëàòü íåâîçìîæíî.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = −y + εx(x2 + y2)

ẏ = x+ εy(x2 + y2)

(0; 0) � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû. Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû

â ýòîé òî÷êå

ẋ = −y

ẏ = x
. Ìàòðèöà ëèíåéíîé ñèñòåìû

(
0 −1

1 0

)
èìååò

÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2 = ±i. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû � öåíòð � ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, íî íå

àñèìïòîòè÷åñêè (ðèñ 18.1 a).
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Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

ṙ = εr3

ϕ̇ = 1

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå r > 0 çíàê ïðîèçâîäíîé ṙ ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε > 0 òðàåêòîðèè � ðàñêðó÷èâàþùèåñÿ ïðè âîçðàñ-

òàíèè t ñïèðàëè, òî÷êà ïîêîÿ � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ, à ïðè ε < 0 òðàåê-

òîðèè � çàêðó÷èâàþùèåñÿ ñïèðàëè, òî÷êà ïîêîÿ � óñòîé÷èâûé ôîêóñ,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì (ðèñ. 18.1 b, 18.1 c). �

a) ε = 0 b) ε > 0 c) ε < 0

Ðèñ. 18.1. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 1.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
ẋ = ex − e−3z

ẏ = 4z − 3 sin(x+ y)

ż = ln(1 + z − 3x)

Â äàííîì ñëó÷àå ëèíåàðèçàöèþ ìîæíî áûñòðî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó Òåéëîðà:


ẋ = x+ 3z

ẏ = 4z − 3(x+ y)

ż = z − 3x

.

Ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû A =

 1 0 3

−3 −3 4

−3 0 1

, åå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P3(λ) = −λ3 − λ2 − 4λ− 30.
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Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 = −3, ïîýòîìó

ìíîãî÷ëåí ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè

P3(λ) = λ3 + λ2 + 4λ+ 30 = (λ+ 3)(λ2 − 2λ+ 10).

Îòñþäà λ2,3 = 1± 3i. Ïîñêîëüêó ó ìàòðèöû A åñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà â

ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû íåóñòîé-

÷èâî. �

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è èññëåäîâàòü èõ

íà óñòîé÷èâîñòü:

ẋ = x(1− y)

ẏ = −y(1− x)

Ñèñòåìà èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: (0; 0) è (1; 1). Ëèíåàðèçàöèÿ

â òî÷êå (0; 0) èìååò ìàòðèöó

(
1 0

0 −1

)
. Îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïî-

ëîæèòåëüíî, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî (òî÷êà

(0; 0) � ñåäëî).

Ãîðàçäî èíòåðåñíåå èçó÷èòü òî÷êó (1; 1). Ëèíåàðèçàöèÿ â ýòîé òî÷êå

èìååò ìàòðèöó

(
0 1

−1 0

)
, åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ±i, è âûâîä îá óñòîé-

÷èâîñòè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ìû ñäåëàòü íå

ìîæåì.

a) g(x) = xe−x

b) Ôàçîâûé ïîðòðåò

Ðèñ. 18.2. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 3.
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Óðàâíåíèå òðàåêòîðèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-

ðåìåííûìè è åãî îáùèé èíòåãðàë èìååò âèä xe−x · ye−y = C, òî åñòü

g(x) ·g(y) = C, ãäå g(x) = xe−x. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïðè x ≥ 0 èçîáðà-

æåí íà ðèñ. 18.2 a. Îíà èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà ïðè x = 1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë F (x; y) = g(x) · g(y) èìååò ìàêñèìóì

â òî÷êå (1; 1). Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè ëèíèè óðîâíÿ

çàìêíóòû. È ïîñêîëüêó îíè íå ñîäåðæàò òî÷åê ïîêîÿ, òî ýòè ëèíèè óðîâ-

íÿ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè òðàåêòîðèÿìè (ðèñ. 18.2 b). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà

(1; 1) � ýòî öåíòð, è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî. �

Çàìåòèì, ÷òî äàæå çíàÿ ëîêàëüíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû âñåõ òî÷åê ïî-

êîÿ, íå âñåãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî íàðèñîâàòü ãëîáàëüíûé ôàçîâûé ïîðò-

ðåò ñèñòåìû.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = 1− x2

ẏ = xy

Îíà èìååò äâå òî÷êè ïîêîÿ (±1; 0). Âûïèøåì ìàòðèöó ëèíåàðèçîâàí-

íîé ñèñòåìû A =

(
P ′x P ′y
Q ′x Q ′y

)∣∣∣∣∣
(x0;y0)

=

(
−2x 0

y x

)∣∣∣∣∣
(x0;y0)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A

∣∣∣∣∣
(1;0)

=

(
−2 0

0 1

)
ðàçíûõ çíàêîâ, ñëå-

äîâàòåëüíî ïî òåîðåìå î ëèíåàðèçàöèè, òî÷êà (1; 0) èñõîäíîé ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì. Àíàëîãè÷íî, â òî÷êå (−1; 0) ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòå-

ìà èìååò ìàòðèöó A

∣∣∣∣∣
(−1;0)

=

(
2 0

0 −1

)
, è òî÷êà (−1; 0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ñåäëîì.

Ïîïðîáóåì íàðèñîâàòü ãëîáàëüíóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ

ëèíèé. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâà ôàçîâûõ ïîðòðåòà (ðèñ. 18.3 a è 18.3 b),

ñîãëàñóþùèõñÿ ñ ëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì â òî÷êàõ (±1; 0). Îäíàêî ýòè

êàðòèíû êà÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Åñëè íà ïåðâîé èç íèõ òðàåêòîðèÿ,

âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (−1; 0), âõîäèò â òî÷êó (1; 0), òî íà âòîðîé ýòè

òðàåêòîðèè (ñåïàðàòðèñû) íå ñîâïàäàþò. È íå ñóùåñòâóåò âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîãî íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ýòè ïîðòðåòû
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a) b)

Ðèñ. 18.3. Äâà ôàçîâûõ ïîðòðåòà â ïðèìåðå 4.

äðóã â äðóãà.

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ẏ = 0 ïðè y = 0, è ïðÿìàÿ y = 0 ñî-

äåðæèò öåëûå òðàåêòîðèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðèñ. 18.3a äàåò êà÷åñòâåííî

ïðàâèëüíûé ãëîáàëüíûé ïîðòðåò ñèñòåìû. �

Ïðèìåð 5. Âûÿñíèì, èìååò ëè óðàâíåíèå ẍ+x−x3 = 0 óñòîé÷èâûå

ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ.

Ñâåäåì óðàâíåíèå ê ñèñòåìå

ẋ = y

ẏ = −x+ x3
. Ýòà ñèñòåìà äàåò íàì

â ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x; ẋ) òðè òî÷êè ïîêîÿ: (0; 0) è (±1; 0), ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèÿì x ≡ 0, x ≡ ±1.

Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû â òî÷êàõ (±1; 0) èìååò ìàòðèöó

(
0 1

2 0

)
. Åå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (λ) = λ2 − 2 èìååò êîðíè λ1,2 = ±
√

2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè è ðåøåíèÿ x ≡ ±1 íåóñòîé-

÷èâû.

Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû â òî÷êå (0; 0) èìååò ìàòðèöó

(
0 1

0 0

)
. Ïî-

ñêîëüêó åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ýòîé òî÷-

êè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íå óäàñòñÿ.
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Ðèñ. 18.4. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 5.

Îäíàêî, ïåðåõîäÿ ê óðàâíåíèþ òðàåêòîðèé, íåñëîæíî íàéòè ïåðâûé

èíòåãðàë ñèñòåìû F (x; y) = x2 − 0, 5x4 + y2. Êàæäàÿ åãî ëèíèÿ óðîâíÿ

ñîäåðæèò öåëûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0; 0) ãëàâ-

íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè F (x; y) ðàâíà x2 + y2, ïîýòîìó â òî÷êå (0; 0) ïåðâûé

èíòåãðàë èìååò ìèíèìóì. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-

êè ïîêîÿ ëèíèè óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà çàìêíóòû è ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (ðèñ. 18.4). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà (0; 0) � öåíòð,

è ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x ≡ 0 óñòîé÷èâî. �

Èòàê, êàê ìû óáåäèëèñü, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðè-

áëèæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì, íî ðàáîòàåò òîëü-

êî â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ïîêîÿ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé (îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ) è íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Â ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ

íàñ íå ðàç âûðó÷àëî çíàíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Åñòü åùå îäèí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëîæå-

íèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû óñòîé÷èâûì, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì èëè

íåóñòîé÷èâûì. Ýòîò ìåòîä ñâÿçàí ñ ïîñòðîåíèåì òàê íàçûâàåìîé ôóíê-

öèè Ëÿïóíîâà è èññëåäîâàíèåì åå ïîâåäåíèÿ âäîëü ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ïðèìåð 6. Èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
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ẋ = −x3

ẏ = −y3

Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x; y) äî íà÷àëà êî-

îðäèíàò, êîãäà òî÷êà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ H(x; y) = x2 + y2. Âû÷èñëèì åå ïðîèçâîäíóþ âäîëü ðåøåíèÿ,

òî åñòü

d

dt
H(x(t); y(t)) =

∂H

∂x
ẋ+

∂H

∂y
ẏ = 2x(−x3) + 2y(−y3) = −2(x4 + y4)

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îòðèöàòåëüíî âî âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè xOy çà

èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà

êîîðäèíàò óìåíüøàåòñÿ. È ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïðè t → +∞, òî åñòü íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâûì. �

Ïðèâåäåííîå âûøå èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì

ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ïðèâåäåì ñòðîãóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîãî

ïîíÿòèÿ.

Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ H(~y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöè-

åé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû ~̇y = ~f(~y), åñëè

1) H(~y) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî åñòü H(~y) > 0 ïðè ~y 6= 0,

H(~y) = 0 ïðè ~y = 0

2) Ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà:

d

dt
H(~y) =

n∑
i=1

∂H

∂yi

dyi
dt

=
n∑
i=1

∂H

∂yi
fi(~y) ≤ 0

Åñëè ñèñòåìà ~̇y = ~f(~y) èìååò òî÷êó ïîêîÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò îáëàäàåò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà,

òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå
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d

dt
H(~y) =

n∑
i=1

∂H

∂yi
fi(~y) < 0,

òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì

ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìûẋ = 2y3 − x5

ẏ = −x− y5

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåíà, ñàìîå ïðîñòîå, ÷òî ìîæíî ïðåäëîæèòü � èñêàòü åå â âèäå ñóììû

÷åòíûõ ñòåïåíåé x è y. Íàïðèìåð, â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü ôóíê-

öèþ H(x; y) = x2 + y4.

Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû ñòðîãî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà:

d

dt
H(x(t); y(t)) = 2x(2y3 − x5) + 4y3(−x− y5) = −(2x6 + 4y8) < 0

Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. �

Ïðèìåð 8. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẍ+ (ẋ)3 + x = 0.

Ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå

ẋ = y

ẏ = −x− y3
è ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ H(x; y) = x2 + y2. Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû îòðèöàòåëü-

íî ïîëóîïðåäåëåíà: Ḣ = 2xy + 2y(−x− y3) = −2y4 ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (è óðàâíåíèÿ) óñòîé÷èâî.

Íî ìîæíî ïîéòè äàëüøå è çàìåòèòü, ÷òî íà ïðÿìîé y = 0, ãäå ïðî-

èçâîäíàÿ Ḣ îáðàùàåòñÿ â íîëü, âåêòîð ñêîðîñòè (ẋ; ẏ) = (0;−x) ïåðïåí-

äèêóëÿðåí ýòîé ïðÿìîé. Òî åñòü òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ýòó ïðÿìóþ, è

ôóíêöèÿ Ḣ îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ çíà÷åíèé t, òî åñòü

H(x; y) = x2 + y2 ìîíîòîííî óáûâàåò (ðèñ. 18.5). Ýòî ïîçâîëÿåò óòâåð-
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æäàòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå íå òîëüêî óñòîé÷èâî, íî è àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî (ðèñ. 18.5). �

Ðèñ. 18.5. Òðàåêòîðèè â ïðèìåðå 8.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ~̇y =
~f(~y) íàäî ïîñòðîèòü òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ ×åòàåâà V (~y), êîòîðàÿ

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V (~y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ Rn,

V (~y) = 0 íà ãðàíèöå îáëàñòèD, è òî÷êà (0; 0) ïðèíàäëåæèò ýòîé ãðàíèöå,

2) Â îáëàñòè D ôóíêöèÿ V (~y) > 0 è åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû

òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:

d

dt
V (~y) =

n∑
i=1

∂V

∂yi
fi(~y) > 0

Åñëè ñèñòåìà ~̇y = ~f(~y) èìååò òî÷êó ïîêîÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò îáëàäàåò ôóíêöèåé ×åòàåâà,

òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 9. Ïîêàæåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = y2 − x2

ẏ = 2xy

íåóñòîé÷èâî.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (x; y) = 3xy2 − x3 = x(3y2 − x2). Â êà÷åñòâå

îáëàñòè D ìîæíî âçÿòü ñåêòîð 0 < x <
√

3y (ðèñ. 18.6). Ïðîèçâîäíàÿ îò

V (x; y) â ñèëó ñèñòåìû ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:

V̇ (x; y) = 9x4 + 3y4 > 0

Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. �

Ðèñ. 18.6. Òðàåêòîðèè è îáëàñòü D â ïðèìåðå 9.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òðåáóåòñÿ ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü

ïðîèçâîäíîé, èíà÷å âûâîä î íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò ïðîñòî íåâåðåí.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéòè âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è èññëåäîâàòü èõ íà

óñòîé÷èâîñòü: ẋ = ln(1 + y + sinx)

ẏ = 2 +
√

3 sinx− 8

2. Ïîêàçàòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ + ẋ sin(ẋ)2 + x = 0

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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3. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òî÷êó ïîêîÿ (1; 0; 1) ñèñòåìû:
ẋ = 1 + sin y2 + lnx− z2

ẏ = −xy

ż = x2 − z2 + cos y − 1

4. Íàéòè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû


ẋ = y(1 + z)

ẏ = x(z − 1)

ż = −z − 2xy

è èññëå-

äîâàòü åãî íà óñòîé÷èâîñòü. (Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà)

5.Ïîêàçàòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû


ẋ = y(1 + z)

ẏ = x(z − 1)

ż = −z − 2xy

íåóñòîé-

÷èâî. (Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå ôóíêöèþ ×åòàåâà â âèäå V (x; y) = ax+ by.)

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 901, 918, 927, 929
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Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

~̇y = ~f(t, ~y, ε) (19.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ~y(t0) = ~a(ε). Çäåñü ε ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì.

Åñëè âåêòîð-ôóíêöèè ~f è ~a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

~f(t, ~y, ε) = ~f0(t, ~y) + ε~f1(t, ~y) + · · ·+ εm
~fm(t, ~y)

m!
+ o(εm),

~a(ε) = ~a0 + ε~a1 + . . .+ εm
~am
m!

+ o(εm),

òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (19.1) òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

~y(t, ε) = ~y[0](t) + ~y[1](t)ε+ . . .+
~y[m](t)

m!
εm + o(εm).

Çàìåòèì, ÷òî, î÷åâèäíî, ~y[0](t) = ~y(t, ε)|ε=0, ~y
[1](t) =

∂~y(t, ε)

∂ε

∣∣∣
ε=0

è òàê

äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ~y[0](t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

.

~y
[1]

(t) = ~f(t, ~y[0], 0)

~y[0](t0) = ~a(0).

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ ~y
[1]
1 (t), ñëåäóåò ïðîäèôôåðåíöè-

ðîâàòü ðàâåíñòâî (19.1) ïî ε è ïîëîæèòü ε = 0. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, à

çàòåì ñôîðìóëèðóåì îáùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðèìåð 1.

ẏ = 2t+ εy2 , y(0) = ε− 1 (19.2)

y = y(t, ε) = y0(t) + y1(t)ε+ o(ε)
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Ôóíêöèÿ y0(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

ẏ0(t) = 2t , y0(0) = −1.

Îòñþäà y0(t) = t2 − 1. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (19.2) ïî ε.

∂ẏ

∂ε
= y2 + ε

∂y2

∂ε
,

y(0)

∂ε
= 1.

Ïîëàãàåì ε = 0. Òîãäà, òàê êàê
y

∂ε

∣∣∣
/ve=0

= y1(t), ẏ1 = y20, y1(0) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî

∂

∂ε

dy

dt
=

d

dt

∂y

∂ε
.

Òàêèì îáðàçîì, ẏ1 = (t2 − 1)2, y1(0) = 1, îòêóäà y1 =
t5

5
− 2

3
t3 + t+ 1.

Èòàê, y(t, ε) = t2 − 1 + ε

(
t5

5
− 2

3
t3 + t+ 1

)
+ o(ε).

Ïðèìåð 2.

ẍ+ sinx = 0 , x(0) = ε , ẋ(0) = 0. (19.3)

Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïðè ¾ìà-

ëûõ¿ íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèÿõ. Èùåì ðåøåíèå â âèäå

x(t) = x0(t) + εx1(t) +
ε2

2
x2(t) +

ε3

3!
x3(t) + o(ε3).

Ôóíêöèÿ x0(t) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

ẍ0 + sinx0 = 0 , x0(0) = 0 , ẋ0(0) = 0.

Ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ

x0(t) ≡ 0. (Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì, à òàê êàê âñå óñëîâèÿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ âû-

ïîëíåíû, òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò).
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Äèôôåðåíöèðóåì (19.3) ïî ε

d2

dt2

(
∂x

∂ε

)
+ cosx · ∂x

∂ε
= 0 ,

∂x(0)

∂ε
= 1 ,

d

dt

∂x

∂ε
= 0 (19.4)

è ïîëàãàåì ε = 0. Âñïîìèíàÿ, ÷òî
∂x

∂ε

∣∣∣
ε=0

= x1(t) è x0(t) ≡ 0, ïîëó÷èì

ẍ1 + (cosx0)x1 = 0 , x1(0) = 1 , ẋ1(0) = 0.

ẍ1 + x1 = 0 , x1(0) = 1 , ẋ1(0) = 0.

Ðåøåíèåì ïîëó÷èâøåéñÿ çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x1(t) = cos t.

Äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ (19.4) åù¼ ðàç ïî ε

d2

dt2

(
∂2x

∂ε2

)
− sinx · ∂x

∂ε
· ∂x
∂ε

+ cosx · ∂
2x

∂ε2
= 0,

∂2x(0)

∂ε2
= 0,

d

dt

∂2x

∂ε2
= 0.

(19.5)

Ïîëàãàåì ε = 0, òàê êàê ẍ2(t)− sinx0 ·x21 + cosx0 ·x2 = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x0 ≡ 0, ïðèõîäèì ê ẍ2(t) + x2 = 0, x2(0) = 0, ẋ2(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

x2 ≡ 0.

Äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ (19.5) ïî ε

d2

dt2

(
∂3x

∂ε3

)
− cosx ·

(
∂x

∂ε

)3
− sinx · 2∂x

∂ε
· ∂

2x

∂ε2
− sinx · ∂x

∂ε
· ∂

2x

∂ε2
+ cosx · ∂

3x

∂ε3
= 0,

∂3x(0)

∂ε3
= 0,

d

dt

∂3x

∂ε3
= 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x|ε=0 = x0 ≡ 0, èìååì

∂x

∂ε

∣∣∣
ε=0

= x1(t) = cos t ,
∂2x

∂ε2
= x2(t) ≡ 0.

Ïîëó÷àåì çàäà÷ó íà ôóíêöèþ x3(t) =
∂3x

∂ε3

∣∣∣∣
ε=0

.
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ẍ3 − cosx0 · x31 − 3 sinx0 · 2 · x1 · x2 + cosx0 · x3 = 0

ẍ3 + x3 − cos3 t = 0 , x3(0) = 0 , ẋ3(0) = 0.

Ýòî � ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ. Ðåøåíèåì

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

x3(t) =
1

16
sin t · sin 2t+

3

8
t sin t.

Îáû÷íî, êîíå÷íî, âïîëíå óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïåðâûì èëè âòîðûì ïðè-

áëèæåíèåì. Ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè íà ýòîì ïðèìåðå, ÷òî â ïðèíöèïå

ìîæíî ïðîäâèíóòüñÿ êàê óãîäíî äàëåêî. Èòàê,

x(t, ε) = ε · cos t+
ε3

3!

(
1

16
sin t · sin 2t+

3

8
t sin t

)
+ o(ε3).

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

ẍ+ x = 0 , x(0) = ε , ẋ(0) = 0

èìååò ðåøåíèå x = ε cos t, ÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ïðèáëè-

æåíèåì, ïîëó÷åííûì âûøå.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ïå-

ðèîäè÷åñêîãî (ñ ïåðèîäîì ðàâíûì 2π) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẍ+ 3x = 2 sin t+ εẋ2. (19.6)

Èùåì ðåøåíèå â âèäå

x(t) = x0(t) + εx1(t) + o(ε).

Ôóíêöèÿ x0(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ẍ0 + 3x0 = 2 sin t.

Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, èìåþùåå ïåðèîä 2π åñòü
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x0(t) = sin t.

Äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (19.6) ïî ε è ïîëàãàåì ε = 0.

d2

dt2
∂x

∂ε
+ 3

∂x

∂ε
= ẋ2 + ε · ∂

∂ε
ẋ2

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x|/ve=0 = x0(t) è
∂x

∂ε

∣∣∣
/ve=0

= x1(t), ïîëó÷èì

ẍ1 + 3x1 = ẋ20

ẍ1 + 3x1 = cos2 t

Ïðåäñòàâèâ cos2 t =
1

2
+

1

2
cos 2t, ìîæíî íàéòè ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì

2π ðåøåíèå ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

x1(t) =
1

6
− 1

2
cos 2t

Èòàê, x(t) = sin t+ ε
(

1

6
− 1

2
cos 2t

)
+ o(ε).

Ïðèìåð 4. Çíàÿ, ÷òî íóëåâûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé x(t), y(t), z(t)

ñóòü êîíñòàíòû, íàéòè ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ.

ẋ = lnx+ sin y − z2 + cos tε,

ẏ = xy,

ż = x2 − z4 + cos y − eε2,
x(0) = cos ε , y(0) = sin ε , z(0) = −1 + ε2

(19.7)

Ïîëîæèì â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ε = 0. Òîãäà x0(0) = 1, y0(0) = 0,

z0(0) = −1. Òàê êàê íàì èçâåñòíî, ÷òî íóëåâîå ïðèáëèæåíèå, òî åñòü

ôóíêöèè x0(t), y0(t), z0(t), ñóòü êîíñòàíòû, òî ìû äîëæíû ïðîâåðèòü,

÷òî ýòè ôóíêöèè x0 ≡ 1, y0 ≡ 0, z0 ≡ −1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèåì ñèñòåìû (19.7) ïðè ε = 0, òî åñòü
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ẋ0 = lnx0 + sin y0 − z20 + 1,

ẏ0 = x0y0,

ż0 = x20 − z40 + cos y0 − 1.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) â âèäå

x(t) = 1 + εx1(t) + o(ε),

y(t) = εy1(t) + o(ε),

z(t) = −1 + εz1(t) + o(ε).

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ñèñòåìó (19.7), âîñïîëüçóåìñÿ òåéëîðîâñêè-

ìè ðàçëîæåíèÿìè è îñòàâèì òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïåðâóþ ñòå-

ïåíü ïàðàìåòðà ε. Äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

d

dt
(1 + εx1(t) + o(ε)) = ln(1 + εx1(t) + o(ε))+

+ sin(εy1(t) + o(ε))− (−1 + εz1(t) + o(ε))2 + 1− t2ε2

2
+ o(ε2) =

= εx1(t) + εy1(t) + 2εz1(t) + o(ε)

ẋ1(t) = x1(t) + y1(t) + 2z1(t)

Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ

d

dt
(εy1(t) + o(ε)) = (1 + εx1(t) + o(ε))(εy1(t) + o(ε))

ẏ1(t) = y1(t)

Äëÿ òðåòüåãî óðàâíåíèÿ

d

dt
(−1 + εz1(t) + o(ε)) = (1 + εx1(t) + o(ε))2 − (−1 + εz1(t) + o(ε))4+

+ cos(εy1(t) + o(ε))− (1− ε2 + o(ε2)) =

= 1 + 2εx1(t)− 1 + 4εz1(t) + 1− 1 + o(ε)

ż1(t) = 2x1(t) + 4z1(t)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå
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1 + x1(0)ε+ o(ε) = cos ε = 1− ε2

2
+ o(ε2)

y1(0)ε+ o(ε) = sin ε = ε+ o(ε)

− 1 + z1(0)ε+ o(ε) = −1 + ε2

Îòêóäà x1(t) = 0, y1(0) = 1, z1(0) = 0. Èòàê, äëÿ ôóíêöèé x(t), y(t), z(t)

ìû ïîëó÷èëè

ẋ1(t) = x1(t) + y1(t) + 2z1(t) x1(t) = 0

ẏ1(t) = y1(t) y1(0) = 1

ż1(t) = 2x1(t) + 4z1(t) z1(0) = 0

(19.8)

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è Êîøè áóäóò ôóíêöèè

x1 =
2

3
+

1

12
e5t − 3

4
et,

y1 = et,

z1 =
1

3
+

1

6
e5t − 1

2
et.

Â ýòîì ïðèìåðå ïðè ïîëó÷åíèè ñèñòåìû íà ôóíêöèè x1, y1, z1 ìû

âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ñèñòåìó (19.8) ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç (19.7) äèôôåðåíöèðî-

âàíèåì ïî ε, êàê ìû ýòî äåëàëè â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ. Âûáîð òåõíèêè

â òàêèõ ñëó÷àÿõ � äåëî âêóñà.

Ïðèìåð 5. Íàéòè
∂x

∂µ

∣∣∣
µ=1

, ãäå x(t, µ) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẍ =
2

t
− 2

x
, x(1) = 1 , ẋ(1) = µ

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå x(t, µ) = x0(t)+x1(t)(µ−1)+o(µ−1). Ïðè

ýòîì,
∂x

∂µ

∣∣∣
µ=1

= x1(t) è åñòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ x0(t) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

ẍ0 =
2

t
− 2

x0
, x0(1) = 1 , ẋ(1) = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ x0(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è äîïîëíèòåëü-
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íûì óñëîâèÿì. Íà ôóíêöèþ x1(t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d2

dt2

(
∂x

∂µ

)
=

2

x2
∂x

∂µ
ẍ1 =

2

x20
x1 ẍ1 =

2

t2
x1

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x1(1) = 0, ẋ1(1) = 1. Â ýòîì ïðèìåðå áîëåå åñòå-

ñòâåííî äèôôåðåíöèðîâàíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé

ïî µ. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïðèâå-

ä¼ò ê

x1 = C1t
2 + C2t

−1 , x1 =
1

3
t2 − 1

3t
. �

Ïðîàíàëèçèðîâàâ ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè

ñèñòåìà äëÿ ôóíêöèé x0(t), y0(t) è ò. ä. ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è, êàê

ïðàâèëî, ìû íàõîäèëè å¼ ðåøåíèå ïîëüçóÿñü òåìè èëè èíûìè ïîä-

ñêàçêàìè, òî äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå äàþò ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ìû

âñåãäà ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó (óðàâíåíèå). Ýòî âàæíîå îáñòîÿòåëü-

ñòâî è äåëàåò ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà ñòîëü ýôôåêòèâíûì. Ïîêàæåì ýòî

â îáùåì âèäå.

Åñëè
.

~y= ~f(t, ~y, ε), ~y(t0) = ~b(ε), òî äëÿ i = 1 . . . n

ẏi = fi(t, y1, . . . , yn, ε)

yi(t0) = bi(ε)

d

dt

∂yi
∂ε

=
n∑
j=1

∂fi
∂yj

∂yj
∂ε

+
∂fi
∂ε

Ïîëàãàåì ε = 0.

d

dt
y
[1]
i =

n∑
j=1

∂fi
∂yj

(t, ~y[0], 0) · y[1]j +
∂fi
∂ε

(t, y[0], 0)

y
[1]
i (t0) =

∂bi
∂ε

∣∣∣
ε=0

Òàêèì îáðàçîì, íà ôóíêöèè y
[1]
i èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó
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d

dt
~y[1] = A(t) · ~y[1] + ~F (t),

~y[1](t0) = ~b0,

êîòîðóþ íàçûâàþò ¾ñèñòåìîé â âàðèàöèÿõ¿.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéòè ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ε äî âòîðîãî ïîðÿäêà.

ẋ+ eεx = 1 , x(0) = sin ε

2. Íàéòè ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ε ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

ẍ+ x3 = 1 + ε sin t

3. Íàéòè
∂x

∂ε

∣∣∣
ε=0

,
∂y

∂ε

∣∣∣
ε=0

.

ẋ = xy x(0) = 1

ẏ = x4 + y2 − 1 y(0) = ε

4. Íàéòè ôóíêöèè
∂x

∂ε
,
∂y

∂ε
,
∂z

∂ε
ïðè ε = 0.

ẋ = ln(1 + y + sinx) x(0) = ε

ẏ = 3
√

8 + 3 sin z − 2 y(0) = ε2

ż = x3 − y2 + cos z − 1 z(0) = ε3

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 1071, 1077, 1082, 1068
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