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Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0,

åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè |x − x0| < R îíà äîïóñêàåò

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

y(x) =
+∞∑
k=0

ck(x− x0)k (25.1)

Êîýôôèöèåíòû ck ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå ck =
y(k)(x0)

k!
.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x; y) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå

(x0; y0), òî åñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-

ëåíèå

f(x; y) =
+∞∑
m,n=0

amn(x− x0)m(y − y0)n,

òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ y′ = f(x; y) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(x0) = y0 èìååò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òî åñòü ðåøåíèå,

ïðåäñòàâèìîå â âèäå (25.1).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � íàó÷èòüñÿ ñòðîèòü ýòî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè y′ = x2 + y2, y(0) = 0.

Ìû óæå îáðàùàëèñü ê ýòîìó ïðèìåðó íà çàíÿòèè 5 è ñòðîèëè ðåøå-

íèå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ñâîäÿ äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ê èíòåãðàëüíîìó. Óæå íà âòîðîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-

ñà ìû ïîëó÷èëè ïðèáëèæåíèå y[2](x) =
x3

3
+

x7

63
.

Ñåé÷àñ ìû ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ñòåïåííîãî

ðÿäà (25.1), èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ck âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ïðîèçâîäíûå y(k)(x0).

www.phys.nsu.ru



4 Çàíÿòèå 25

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå y′(x) = x2+y2(x) çíà÷åíèå x = 0 è ó÷èòûâàÿ

íà÷àëüíîå óñëîâèå y(0) = 0, ïîëó÷àåì y′(0) = 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî x è îïÿòü ïî-

ëàãàÿ x = 0, ïîëó÷àåì y′′(x) = 2x+ 2y · y′(x), y′′(0) = 0.

Ïîâòîðÿåì ýòîò ïðîöåññ:

y′′′(x) = 2 + 2(y′(x))2 + 2y · y′′(x), y′′′(0) = 2.

yIV (x) = 4y′(x) ·y′′(x)+2y′ ·y′′(x)+2y ·y′′′(x) = 6y′ ·y′′(x)+2y ·y′′′(x),

yIV (0) = 0.

yV (x) = 6(y′′(x))2 + 8y′ · y′′′(x) + 2y · yIV (x), yV (0) = 0.

yV I(x) = 20y′′(x) · y′′′(x) + 10y′ · yIV (x) + 2y(x) · yV (x), yV I(0) = 0.

yV II(x) = 20(y′′′(x))2 + 30y′′ · yIV (x) + 2y(x) · yV I(x), yV II(0) = 80.

Òàêèì îáðàçîì,

y(x) =
y′′′(0)

3!
x3 +

yV II(0)

7!
x7 + o(x7) =

1

3
x3 +

1

63
x7 + o(x7). �

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðèâåë íàñ ê ýòîìó ðåçóëüòàòó

ãîðàçäî áûñòðåå. Â ÷åì æå òîãäà ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåííîãî ñåé÷àñ

ñïîñîáà? Äåëî â òîì, ÷òî èíîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðîñòûå ðåêóððåíò-

íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (25.1) èëè äàæå âûâåñòè èõ

îáùóþ ôîðìóëó. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå ¾ïîëíîãî¿ ðÿäà, à

íå òîëüêî åãî îòðåçîê. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè y′ = 2xy, y(0) = 1.

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (n − 1) ðàç è ïðèìåíÿÿ ôîð-

ìóëó Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

ïðîèçâîäíûå îò ðåøåíèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-

íèåì:

y(n)(x) = 2xy(n−1)(x) + 2(n− 1)y(n−2)(x), n = 2, 3, ...

www.phys.nsu.ru
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Ïîäñòàâëÿÿ x = 0, ïîëó÷èì y(n)(0) = 2(n− 1)y(n−2)(0).

Ïîñêîëüêó cn =
y(n)(0)

n!
, òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn òàêæå ïîëó÷èì ðå-

êóððåíòíóþ ôîðìóëó cn =
2

n
cn−2.

Ïîñêîëüêó èç íà÷àëüíûõ äàííûõ y(0) = 1, à èç óðàâíåíèÿ y′(0) = 0,

òî c0 = 1, c1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, c2k−1 = 0, c2k =
1

k!
äëÿ âñåõ íàòóðàëü-

íûõ k. Âûïèøåì íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà:

y(x) = 1 + x2 +
1

2
x4 + ...+

1

k!
x2k + ...

Ìû ëåãêî óçíàåì â ýòîé ôîðìóëå ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíêöèè y = ex
2

.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ëåãêî ìîãëè ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ìåòîäîì ðàç-

äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îäíàêî íàñ ñåé÷àñ èíòåðåñóåò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðå-

øåíèÿ â âèäå ðÿäà.

Ñåé÷àñ ìû ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîýôôè-

öèåíòû ðàçëîæåíèÿ (25.1), äèôôåðåíöèðóÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå. Ìîæ-

íî ñäåëàòü ýòî åùå ïðîùå. Åñëè ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñòåïåí-

íîãî ðÿäà y(x) =
+∞∑
k=0

ckx
k, òî íà èíòåðâàëå åãî ñõîäèìîñòè ïðîèçâîä-

íóþ îò ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà:

y′(x) =
+∞∑
k=1

kckx
k−1.

Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = 2xy:

+∞∑
k=1

kckx
k−1 = 2x

+∞∑
k=0

ckx
k = 2

+∞∑
k=1

ck−1x
k.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà âñåì èíòåðâàëå ñõîäèìî-

ñòè, ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåí-

íîé x â ïðàâîé è ëåâîé åãî ÷àñòÿõ äîëæíû ñîâïàäàòü. Îòñþäà c1 = 0, è

kck = 2ck−2 äëÿ k > 2.

Èç íà÷àëüíûõ äàííûõ c0 = y(0) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òå

æå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà, íî áîëåå óäîáíûì

ñïîñîáîì. Èìåííî òàê ìû è áóäåì ïîñòóïàòü â äàëüíåéøåì. �

www.phys.nsu.ru
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Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

a0(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a2(x)y = 0 (25.2)

Êàê îáû÷íî, íà÷íåì ñ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3. Íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà y(x) =
+∞∑
k=0

ckx
k. Äèôôåðåíöèðóåì ðÿä äâà

ðàçà ïî÷ëåííî è ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå:

+∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2 +

+∞∑
k=0

ckx
k = 0

Ñäâèíåì èíäåêñ â ïåðâîé ñóììå íà äâå åäèíèöû:

+∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ck+2x
k +

+∞∑
k=0

ckx
k = 0

+∞∑
k=0

(
(k + 2)(k + 1)ck+2 + ck

)
xk = 0

Âñå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèè â ðÿä

ðàâíû íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (k+2)(k+1)ck+2+

ck = 0 èëè

ck+2 = − ck
(k + 2)(k + 1)

(25.3)

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé c0 = y(0) = 0, c1 = y′(0) = 1. Ïîýòîìó âñå êîýô-

ôèöèåíòû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû íóëþ, à äëÿ íå÷åòíûõ

c2k+1 =
(−1)k

(2k + 1)!
.

Âûïèøåì ïîëó÷èâøèéñÿ ðÿä:

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 25 7

y(x) = x− x3

3!
+ ...+

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 + ...

Íåòðóäíî óçíàòü â íåì ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè y = sinx.

Åñëè áû ìû ðåøàëè çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) = 1,

y′(0) = 0, ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (25.3) îñòàëàñü áû ïðåæíåé, íî èçìå-

íèëèñü áû êîýôôèöèåíòû c0 = y(0) = 1 è c1 = y′(0) = 0. Òîãäà âñå

íå÷åòíûå êîýôôèöèåíòû îáðàòÿòñÿ â íîëü, à ÷åòíûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-

ìóëîé

c2k =
(−1)k

(2k)!
.

Ðåøåíèå íîâîé çàäà÷è Êîøè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì:

y(x) = 1− x2

2!
+ ...+

(−1)k

(2k)!
x2k + ...

Ýòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè y = cosx.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′+ y = 0. Î÷å-

âèäíî, ÷òî îíè îáðàçóþò ÔÑÐ, òàê êàê â òî÷êå x0 = 0 îïðåäåëèòåëü

Âðîíñêîãî

∣∣∣∣∣y1(0) y2(0)

y′1(0) y′2(0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣0 1

1 0

∣∣∣∣∣ îòëè÷åí îò íóëÿ.
Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íóæíî ïîñòðîèòü ÔÑÐ â âèäå

ðÿäîâ, òî îáû÷íî ïîñòóïàþò òàê æå, êàê ìû ñäåëàëè â ýòîì ïðèìåðå:

ðåøàþò äâå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y1(0) = 0, y′1(0) = 1 è

y2(0) = 1, y′2(0) = 0. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x).

Ñôîðìóëèðóåì îáùóþ òåîðåìó.

Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ y′′(x)+a(x)y′(x)+ b(x) = 0 ÿâëÿþòñÿ

àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, èìåþùèìè îáùèé

èíòåðâàë ñõîäèìîñòè |x − x0| < R, òî óðàâíåíèå èìååò àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå â òîé æå îáëàñòè.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (25.2). Äîïóñòèì, ÷òî âñå åãî êîýôôèöèåí-

www.phys.nsu.ru



8 Çàíÿòèå 25

òû ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-

êè x0. Ìîæíî ëè ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè â ýòîé îêðåñòíîñòè

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ? Íåò! Âî-ïåðâûõ, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

a0(x0) 6= 0, èíà÷å òî÷êà x0 îêàæåòñÿ îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ. Âî-

âòîðûõ, åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà äëÿ ðå-

øåíèÿ ìîæåò ñóçèòüñÿ äî èíòåðâàëà |x− x0| < ρ, ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè x0 äî áëèæàéøåãî íóëÿ ôóíêöèè a0(x) (ïðè ýòîì íàäî ðàññìàòðè-

âàòü è êîìïëåêñíûå íóëè ýòîé ôóíêöèè).

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 4. Èìååò ëè óðàâíåíèå (x2 +1)y′′+y′+y = 0 àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0? Íàéòè ýòî ðåøåíèå,

óêàçàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè è

a0(0) 6= 0, òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà: |x| < 1, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ z2 + 1 èìååò íóëè â

òî÷êàõ z = ±i.

Èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà y(x) =
+∞∑
k=0

ckx
k. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî

ïî÷ëåííî è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå:

(x2 + 1)(
+∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2) + (

+∞∑
k=1

kckx
k−1) +

+∞∑
k=0

ckx
k = 0

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ìû ïîëó÷èì ñòåïåííîé ðÿä, êîòîðûé äîë-

æåí áûòü ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî íà èíòåðâàëå |x| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, îòêóäà ïîëó÷àåì:

2c2 + c1 + c0 = 0

6c3 + 2c2 + c1 = 0

.................

k(k − 1)ck + (k + 2)(k + 1)ck+2 + (k + 1)ck+1 + ck = 0
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Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ c0 è c1, ìîæíî èç ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû

ck+2 = −(k + 1)ck+1 + k2ck
(k + 2)(k + 1)

îïðåäåëèòü âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Òàê, ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè y1(0) = 0, y′1(0) = 1, ïðèäåì ê c0 = 0, c1 = 1,

c2 = −1/2, c3 = 0, c4 = −1/6 è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî,

y1(x) = x− x2

2
− x4

6
+ ...

Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè y1(0) = 1, y′1(0) = 0, ïðèäåì ê c0 = 1, c1 = 0,

c2 = −1/2, c3 = 1/6, c4 = 1/4 è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî,

y2(x) = 1− x2

2
+

x3

6
+

x4

4
+ ...

Õîòÿ íàì íå óäàëîñü ïîëó÷èòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ è

òåì áîëåå ñâåðíóòü ðÿä, çàäà÷ó ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ ðåøåííîé.

Äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

òî÷êó x0 = 0.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

x2y′′ + xP (x)y′ +Q(x)y = 0, (25.4)

ãäå P (x) è Q(x) � ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â ýòîì

ñëó÷àå òî÷êó x = 0 íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé. Íàéòè ðåøåíèå

â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà y(x) =
+∞∑
k=0

ckx
k â òàêîì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåëüçÿ. Íî ìîæíî ïîïðîáîâàòü èñêàòü ðåøåíèå â âèäå òàê íàçûâàåìîãî

îáîáùåííî-ñòåïåííîãî ðÿäà

y(x) = xλ
+∞∑
k=0

ckx
k, c0 6= 0, (25.5)

ãäå λ ìîæåò áûòü ëþáûì (â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûì) ÷èñëîì.
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Åñëè óðàâíåíèå (25.4) èìååò ðåøåíèå â âèäå ðÿäà (25.5), òî λ äîëæíî

áûòü êîðíåì îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ λ(λ− 1) + λP (0) +Q(0) = 0.

Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè ôóíêöèÿ P (x)

èìååò â ýòîé òî÷êå ïîëþñ ïîðÿäêà íå âûøå ïåðâîãî, à ôóíêöèÿ Q(x) �

ïîëþñ ïîðÿäêà íå âûøå âòîðîãî. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå

èìååò âèä λ(λ− 1) + λp+ q = 0, ãäå p = lim
x→0

xP (x), q = lim
x→0

x2Q(x).

Åñëè îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè λ = α+ iβ,

òî ôóíêöèþ xλ ñëåäóåò îïðåäåëèòü (ïðè x > 0) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xλ = e(α+iβ) lnx = eα lnx · eiβ lnx = xα · (cos β lnx+ i sin β lnx).

Âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, îáðàçóþùèå ÔÑÐ, áóäóò òàêèìè:

y1(x) = xα · cos(β lnx) ·
+∞∑
k=0

ckx
k, c0 6= 0

y2(x) = xα · sin(β lnx) ·
+∞∑
k=0

dkx
k, d0 6= 0

Åñëè λ1, λ2 � êîðíè îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ è λ2−λ1 � íå öåëîå ÷èñëî,

òî óðàâíåíèå (25.4) èìååò äâà ðåøåíèÿ â âèäå îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ

ðÿäîâ, è ýòè ðåøåíèÿ îáðàçóþò ÔÑÐ.

Åñëè λ1, λ2 � êîðíè îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ è λ2− λ1 = n, n ∈ N,
òî óðàâíåíèå (25.4) èìååò ðåøåíèå â âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ñ

ïîêàçàòåëåì λ = λ2. Âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ìîæåò òàêæå

áûòü ðÿäîì, à ìîæåò èìåòü â òî÷êå x = 0 ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.

Ïðèìåð 5. Èìååò ëè óðàâíåíèå x2y′′ + x(x+ 1)y′ − y = 0 ðåøåíèå â

âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà?

Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå λ(λ−1) +λ−1 = 0 èìååò êîðíè λ1,2 = ±1,

èõ ðàçíîñòü � öåëîå ÷èñëî. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè, óðàâíåíèå èìååò ðå-

øåíèå â âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî áîëüøåìó

êîðíþ: y(x) = x
+∞∑
k=0

ckx
k =

+∞∑
k=0

ckx
k+1.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì

ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ:

ck = − ck−1
k + 2

, îòêóäà ck = 2
(−1)kc0
(k + 2)!

.

Ïîëîæèâ c0 = 1/2, ïîëó÷èì ðåøåíèå

y1(x) =
x

2
− x2

3!
+ ...+

(−1)kxk+1

(k + 2)!
+ ...

Ìîæíî âûðàçèòü ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

xy1 =
x2

2
− x3

3!
+ ...+

(−1)kxk+2

(k + 2)!
+ ... = e−x − 1 + x

Òàêèì îáðàçîì, y1(x) =
e−x − 1 + x

x
.

Îòìåòèì, ÷òî íàéòè ýòî ðåøåíèå ìåòîäàìè, êîòîðûå ìû îáñóæäàëè

ðàíåå (çàíÿòèå 21), áûëî áû çàòðóäíèòåëüíî.

Òåîðèÿ íå ãàðàíòèðóåò íàì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âòîðîãî ÷àñòíîãî

ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà

y(x) = x−1
+∞∑
k=0

ckx
k =

+∞∑
k=0

ckx
k−1

Ïîïðîáóåì âñå æå ýòî ñäåëàòü. Ïîäñòàâèì ýòîò ðÿä â óðàâíåíèå:

x2
(

2c0
x3

+
+∞∑
k=3

(k − 1)(k − 2)ckx
k−3
)

+

+ (x2 + x)
(
− c0

x2
+

+∞∑
k=2

(k − 1)ckx
k−2
)
−

+∞∑
k=0

ckx
k−1 = 0.

Êîýôôèöèåíò ïðè c0 îáðàòèëñÿ íîëü, è ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî λ = −1

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ.

Äàëåå, c1 = −c0 è (k − 1)(k − 2)ck + (k − 1)ck + (k − 2)ck−1 − ck = 0

äëÿ k > 2. Îòñþäà k(k − 2)ck + (k − 2)ck−1 = 0.
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Ïðè k = 2 ýòî ñîîòíîøåíèå íå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ c2, è ìû ìîæåì

âûáðàòü åãî ïðîèçâîëüíî, íàïðèìåð, ïîëîæèòü c2 = 0. Òîãäà ïðè k >

2 âñå êîýôôèöèåíòû òàêæå áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïîëîæèâ c0 = 1, ìû

ïîëó÷èì ðåøåíèå

y2(x) =
1

x
− 1.

Çàìåòèì, ÷òî y1(x) =
e−x

x
− (

1

x
− 1) =

e−x

x
− y2(x), òî åñòü ìû ìîãëè áû

âûáðàòü ôóíêöèè
e−x

x
è (

1

x
− 1) â êà÷åñòâå ÔÑÐ, îäíàêî îáå îíè èìåþò

îñîáåííîñòè â íóëå, â òî âðåìÿ êàê ïîñòðîåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ y1(x)

èìåëà â ýòîé òî÷êå íîëü ïåðâîãî ïîðÿäêà, êàê è áûëî îáåùàíî òåîðèåé.

Ïðèìåð 6. Èìååò ëè óðàâíåíèå x2y′′ + xy′ + (x− 1)y = 0 ðåøåíèå â

âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà?

Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå λ(λ − 1) + λ − 1 = 0 èìååò òå æå êîðíè

λ1,2 = ±1, èõ ðàçíîñòü � öåëîå ÷èñëî.

Èùåì ðåøåíèå â âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî áîëüøåìó êîðíþ:

y(x) = x
+∞∑
k=0

ckx
k =

+∞∑
k=0

ckx
k+1, c0 6= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì

ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ:

ck = − ck−1
k(k + 2)

.

Åñëè ïîëîæèòü c0 = 1, òî

ck =
(−1)k

k!(k + 2)!

è ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå

y1(x) = x− x2

6
+ ...+

(−1)kxk+1

k!(k + 2)!
+ ... (25.6)
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Âòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå

y2(x) =
c0
x

+
+∞∑
k=0

ckx
k, c0 6= 0, (25.7)

è ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì k(k− 2)ck + ck−1 = 0, k > 1.

Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì 0 · c2 + c1 = 0 , íî c1 = c0 6= 0, è ýòè äâà

óñëîâèÿ íåñîâìåñòíû. Òàêèì îáðàçîì, íàéòè âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå

ðåøåíèå â âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà íàì íå óäàëîñü.

Íî, èìåÿ îäíî ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (îíî ïðåä-

ñòàâëåíî ðÿäîì (25.6)), ìû ìîæåì ïîñòðîèòü âòîðîå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Ëèóâèëëÿ: (
y2(x)

y1(x)

)′
=

W (x)

y21(x)
,

ãäå
dW

dx
= − x

x2
W , òî åñòü W =

C

x
. Òàêèì îáðàçîì,

(
y2(x)

y1(x)

)′
=

1

xy21(x)
. (25.8)

Ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàçëîæèì â ðÿä Ëîðàíà:

1

xy21(x)
=

1

x(x− x2

6
+ x3

2!4!
+ ...)2

=
1

x3
(a0 + a1x+ a2x

2 + ...)

Êîýôôèöèåíòû a0, a1, a2 ìîæíî îïðåäåëèòü èç ðàâåíñòâà

1 = (1− x

6
+

x2

2!4!
+ ...)2 · (a0 + a1x+ a2x

2 + ...)

Îòñþäà a0 = 1, a1 = 1/6, a2 = −1/12. Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ äëÿ íàñ ñåé÷àñ íå ñóùåñòâåííû.

Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (25.8) è ïîëîæèâ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ

ðàâíîé íóëþ, ïîëó÷èì

y2(x)

y1(x)
= − a0

2x2
− a1

x
+ a2 ln |x|+ ...

Îáîçíà÷åííûå òî÷êàìè ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûé ñòå-
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ïåííîé ðÿä. Çäåñü âàæíî, ÷òî a2 6= 0, òî åñòü â ðàçëîæåíèè ïðèñóòñòâóåò

ëîãàðèôì. Ïîýòîìó

y2(x) = − 1

12
lnx · y1(x) + (− 1

2x2
− 1

6x
+ ...) · y1(x)

Òåïåðü ñòàëî ïîíÿòíî, ïî÷åìó íàì íå óäàëîñü íàéòè âòîðîå ÷àñòíîå ðå-

øåíèå â âèäå (25.7). Êàê âèäèì, ðåøåíèå y2(x) èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ

îñîáåííîñòü â òî÷êå x = 0.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y ′ = x + y3, y(0) = 0 â âèäå ñòå-

ïåííîãî ðÿäà äî x4 âêëþ÷èòåëüíî.

2. Íàéäèòå ÔÑÐ óðàâíåíèÿ (1−x2)y ′′−2xy′+2y = 0 â âèäå ôóíêöèé,

àíàëèòè÷åñêèõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

3. íàéäèòå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ck àíàëè-

òè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y ′′ = xy.

4. Ìîæíî ëè äëÿ óðàâíåíèÿ 9x2y ′′− (x2− 2)y = 0 íàéòè ÔÑÐ â âèäå

îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ? Óêàæèòå âèä ýòèõ ðÿäîâ.

5. Óêàæèòå âèä ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2y ′′+ xy ′+ (4− x)y = 0 â âèäå

îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 1106, 1110, 1113, 1118, 1120.

Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

2. y1 = x, y2 = 1 +
x2

3
+

x4

5
.

ck+2 =
ck(k − 1)

(k + 1)
, ck =

1

k
ïðè k ÷åòíîì, ck = 0 ïðè k íå÷åòíîì.
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3. ck =
ck−3

k(k − 1)
.

c0 = 1, c1 = 0, c2 = 0 è c0 = 0, c1 = 1, c2 = 0

4. λ1 = 1/3, λ2 = 2/3,

5. y = A cos(2 lnx) ·
+∞∑
k=0

ckx
k +B sin(2 lnx) ·

+∞∑
k=0

dkx
k.
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Ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ðàçëîæåíèå â ðÿäû

Ôóðüå-Áåññåëÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

xy′′(x) + y′(x) + xy = 0 (26.1)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå x2y′′(x) + xy′(x) + x2y = 0,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé.

Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå λ(λ− 1) + λ = 0 èìååò êðàòíûé êîðåíü λ = 0.

Òàêîé ñëó÷àé ìû íå ðàññìàòðèâàëè íà ïðîøëîì çàíÿòèè è ó íàñ íåò

îáùèõ óòâåðæäåíèé î âèäå ðåøåíèé. Ïîïðîáóåì âñå æå èñêàòü ðåøåíèå

â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà y(x) =
+∞∑
k=0

ckx
k.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì c1 = 0, c0 + 4c2 = 0 è äàëåå

k2ck + ck−2 = 0 äëÿ k > 2. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî c2m−1 = 0

äëÿ âñåõ m > 1, à c2m =
(−1)mc0
22m(m!)2

Åñëè ïîëîæèòü c0 = 1, òî ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26.1) â

âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ýòà ôóíêöèÿ òàê ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ

ïðèëîæåíèÿõ, ÷òî èìååò ñìûñë äàòü åé íàçâàíèå è ñïåöèàëüíîå îáîçíà-

÷åíèå. Èòàê, ôóíêöèÿ

J0(x) =
+∞∑
m=0

(−1)mx2m

22m(m!)2
=

+∞∑
m=0

(−1)m

(m!)2

(x
2

)2m
(26.2)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ðÿä (26.2), îïðåäåëÿ-

þùèé ýòó ôóíêöèþ, ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x. Íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè

çàïîìèíàòü ðàçëîæåíèå (26.2), äîñòàòî÷íî òâåðäî óñâîèòü, ÷òî óðàâíå-

íèå Áåññåëÿ (26.1) èìååò îäíî ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, è ýòî

ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.
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Èç ïðîâåäåííîé âûøå âûêëàäêè ñëåäóåò, ÷òî âòîðîãî ðåøåíèÿ â âèäå

ðÿäà ìû íàéòè íå ñìîæåì. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÔÑÐ ñíîâà âîñïîëü-

çóåìñÿ ôîðìóëîé Ëèóâèëëÿ. Èç óðàâíåíèÿ
dW

dx
= −W

x
ïîëó÷àåìW =

B

x
.

Òîãäà âòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü èç ôîðìóëû(
y2(x)

y1(x)

)′
=

B

xJ2
0 (x)

(26.3)

Çàìåòèì, ÷òî J0(0) = 1, ïîýòîìó
1

J2
0 (x)

= 1 + a1x + ... è ïðàâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ (26.3) èìååò âèä
B

x
+Ba1 + ... (îáîçíà÷åííûå òî÷êàìè ñëàãàå-

ìûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûé ñòåïåííîé ðÿä). Èíòåãðèðóÿ (26.3),

ïîëó÷èì

y2(x) = J0(x)(B ln |x|+ ...).

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26.1) èìååò ëîãàðèôìè÷å-

ñêóþ îñîáåííîñòü. Ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå êîíñòàíòû ôóíêöèþ y2(x)

íàçûâàþò ôóíêöèåé Íåéìàíà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Îíà ðàâíà (ïðè x > 0)

N0(x) =
2

π
J0(x)(ln

x

2
+ C)− 2

π

+∞∑
k=0

(−1)k

k!

( k∑
j=0

1

j

)(x
2

)2k
. (26.4)

Çäåñü C � êîíñòàíòà Ýéëåðà, C = 0, 577215....

Ïîíÿòíî, ÷òî çàïîìèíàòü ôîðìóëó (26.4) íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè,

äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26.1) èìååò âèä

y(x) = C1J0(x) + C2N0(x).

Íåñìîòðÿ íà óñòðàøàþùèå âûðàæåíèÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ôóíêöèè

J0(x) è N0(x) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå íå ñëîæíåå ïðèâû÷íûõ íàì ñèíóñà

è êîñèíóñà (ðèñ. 26.1, 26.2).

Çäåñü ìû ñòîëêíóëèñü ñ ÷ðåçâû÷àéíî ïðèíöèïèàëüíûì âîïðîñîì �

êàê â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå âîçíèêàþò íîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðè-

íÿòî íàçûâàòü ñïåöèàëüíûìè. Îòâåò î÷åíü ïðîñò � îíè âîçíèêàþò êàê

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ìû ìîæåì âûðàçèòü ðå-
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18 Çàíÿòèå 26

Ðèñ. 26.1. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J0(x).

Ðèñ. 26.2. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ N0(x).
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øåíèå óðàâíåíèÿ ÷åðåç òå ôóíêöèè, êîòîðûå ìû óæå çíàåì � ïðåêðàñíî,

à åñëè íå ìîæåì, òî ââîäèì äëÿ íîâûõ ôóíêöèé îáîçíà÷åíèÿ è íàçâà-

íèÿ. Ãëàâíîå � ñîõðàíèòü ÷óâñòâî ìåðû. Òåïåðü, êîãäà ìû ñòîèì íà ýòèõ

ÿñíûõ ïîçèöèÿõ, ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ.

Óðàâíåíèå

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − n2)y = 0 (26.5)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ ïîðÿäêà n (n ∈ N). Îäíî ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà è íàçûâàåòñÿ ôóíêöè-

åé Áåññåëÿ ïîðÿäêà n:

Jn(x) =
(x

2

)n +∞∑
m=0

(−1)m

m!(m+ n)!

(x
2

)2m
,

à âòîðîå ðåøåíèå èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü è íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèåé Íåéìàíà ïîðÿäêà n (îáîçíà÷àåòñÿ Nn(x)). Îáùåå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (26.5) èìååò âèä

y(x) = C1Jn(x) + C2Nn(x)

Êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, âîçíèêøèå â îäíîì êîíòåêñòå ñïåöèàëüíûå ôóíê-

öèè íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ â ñîâåðøåííî íåîæèäàííûõ íà ïåðâûé âçãëÿä

ôîðìóëàõ. Òàê, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

exp(
z

2
(t− 1

t
)) =

+∞∑
n=−∞

tnJn(z) (26.6)

Ýòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà. Ïàðàìåòð z çäåñü ñ÷èòàþò êîìïëåêñíûì

÷èñëîì, íî ïðè äåéñòâèòåëüíîì z êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ íàøèìè çíàêîìûìè � ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ ïîðÿäêà n.

Èç (26.6) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

J−n(z) = (−1)nJn(z) (26.7)

Äëÿ ýòîãî çàìåíèì â (26.6) t íà −1/t. Òîãäà
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exp(
z

2
(−1

t
+ t)) =

+∞∑
n=−∞

(−1/t)nJn(z) =
+∞∑

n=−∞
tnJn(z)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ tn, ïðèäåì ê òðå-

áóåìîìó ñîîòíîøåíèþ.

Ïîêàæåì, ÷òî
d

dz
(znJn(z)) = znJn−1(z) (26.8)

Äëÿ ýòîãî â òîæäåñòâå (26.6) ïîëîæèì t = zτ è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî

âûðàæåíèå ïî z:

exp(
1

2
(z2τ − 1

τ
)) =

+∞∑
n=−∞

τnznJn(z)

zτ exp(
1

2
(z2τ − 1

τ
)) =

+∞∑
n=−∞

τn
d

dz
(znJn(z))

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîìíîæàÿ íà zτ , ïîëó÷èì

zτ exp(
1

2
(z2τ − 1

τ
)) =

+∞∑
n=−∞

τn+1zn+1Jn(z) =
+∞∑

n=−∞
τnznJn−1(z)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ τn, ïðèõîäèì ê

(26.8).

Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

d

dz
(z−nJn(z)) = −z−nJn+1(z)

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå ïðè n = 0:

J ′0(z) = −J1(z)

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå Áåññåëÿ ñ ïàðàìåòðîì:

x2y′′(x) + xy′(x) + (a2x2 − n2)y = 0, a 6= 0 (26.9)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàìåíà t = ax ïðèâîäèò åãî ê óðàâíåíèþ

t2ÿ(t) + tẏ(t) + (t2 − n2)y = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (26.9) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y(x) = C1Jn(ax) + C2Nn(ax).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷èñòî ìíèìîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà: a = ib. Òîãäà

óðàâíåíèå (26.9) ïðèìåò âèä

x2y′′(x) + xy′(x)− (b2x2 + n2)y = 0, b ∈ R (26.10)

Åãî ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç çíàêîìûå ôóíêöèè

y(x) = C1Jn(ibx) + C2Nn(ibx),

íî ëó÷øå ââåñòè íîâûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè î âåùåñòâåííûõ àðãóìåí-

òîâ. Ïîëîæèì In(x) = i−nJn(ix), òîãäà

In(x) =
(x

2

)n +∞∑
m=0

1

m!(m+ n)!

(x
2

)2m
(26.11)

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïîðÿäêà

n. (ðèñ. 26.3)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè è ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíê-

öèþ Íåéìàíà. Îäíàêî ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü, òàê êàê â äàëüíåéøåì

íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå â íóëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(26.10).

Èòàê, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (26.10), îãðàíè÷åííûì â íóëå, ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ y(x) = In(bx).

Èíòåðåñíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ õîðîøî çíàêîìûìè âàì ôóíêöèÿìè

� òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè è ãèïåðáîëè÷åñêèìè:
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Ðèñ. 26.3. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ N0(x).

y′′ + a2y = 0

y = C1 sin ax+ C2 cos ax

y′′ − a2y = 0

y = C1 sh ax+ C2 ch ax

sin(ix) = i shx; cos(ix) = ch x

Óðàâíåíèå

x2y′′(x) + xy′(x) + (a2x2 − ν2)y = 0, a 6= 0 (26.12)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ ïîðÿäêà ν. Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå λ(λ − 1) + λ − ν2 = 0

èìååò êîðíè λ1,2 = ±ν. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü a = 1.

Åñëè ðàçíîñòü êîðíåé 2ν íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, òî ýòî óðàâíåíèå

èìååò ÔÑÐ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ôóíêöèé Áåññåëÿ Jν(ax) è J−ν(ax).

Åñëè ν = n ∈ N, òî óðàâíåíèå èìååò ÔÑÐ, ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèè

Áåññåëÿ Jn(ax) è ôóíêöèè Íåéìàíà Nn(ax).

Îñòàëîñü òîëüêî ðàçîáðàòüñÿ ñî ñëó÷àåì, êîãäà ν =
2n+ 1

2
(â ýòîì

ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ν ÿâëÿåòñÿ ïîëóöåëûì ÷èñëîì).

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ν =
1

2
. Óðàâíåíèå (26.11) èìååò âèä

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − 1

4
)y = 0
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Ñäåëàåì çàìåíó y(x) =
u(x)√
x
. Îíà ïðèâåäåò íàñ ê óðàâíåíèþ, íå ñîäåð-

æàùåìó ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò u (íà çàíÿòèè 21 ìû îáñóæäàëè ýòîò

ïðèåì). Òîãäà

y′ =
u′√
x
− u

2x
√
x

xy′ = u′
√
x− u

2
√
x

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è óìíîæàÿ åãî íà x, ïîëó÷èì

x2y′′ + xy′ = u′′x
√
x+

u

4
√
x
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó u′′+u = 0. Åãî îáùåå ðåøå-

íèå u(x) = C1 sinx+C2 cosx. Âîçâðàùàåìñÿ ê ôóíêöèè y(x) è ïîëó÷àåì

îáùåå ðåøåíèå

y(x) = C1
sinx√
x

+ C2
cosx√
x
.

Åñëè áû ìû èñêàëè ðåøåíèå â âèäå îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, òî

ïîëó÷èëè áû ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå λ =
1

2
:

y1(x) = x1/2 − 1

3!
x5/2 + ...+

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+

1
2 + ... =

sinx√
x

è, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ãàðàíòèé, ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå λ = −1

2
:

y2(x) = x−1/2 − 1

2!
x3/2 + ...+

(−1)k

(2k)!
x2k−

1
2 + ... =

cosx√
x

Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç èçâåñòíûå ôóíêöèè, è íåò

íåîáõîäèìîñòè ââîäèòü íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, òåì íå ìåíåå ââîäÿò ôóíêöèè

Áåññåëÿ (ðèñ. 26.4, 26.5)

J1/2(x) =
√

2

π

sinx√
x

è J−1/2(x) =
√

2

π

cosx√
x

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ J1/2(x) îãðàíè÷åíà â íóëå, à ôóíêöèÿ J−1/2(x) �

íåîãðàíè÷åíà.

Äëÿ äðóãèõ ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé ν = n +
1

2
òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü,
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Ðèñ. 26.4. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J1/2(x).

Ðèñ. 26.5. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J−1/2(x).
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÷òî óðàâíåíèå Áåññåëÿ (26.11) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

â âèäå îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è åãî îáùåå ðåøåíèå

y(x) = C1Jn+1/2(ax) + C2J−(n+1/2)(ax).

Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé â íóëå è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

Jn+1/2(x) = xn+1/2
+∞∑
k=0

ckx
k

âòîðàÿ � íåîãðàíè÷åíà â íóëå è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

J−(n+1/2)(x) = x−(n+1/2)
+∞∑
k=0

dkx
k

Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [0; l] çàäà÷óØòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà

L[y] = y′′ +
1

x
y′ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè y(0) � îãðàíè÷åíî, y(l) = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
1

x
y′ = λy, (26.13)

óäîâëåòâîðÿþùåå óêàçàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì.

Ïóñòü λ = 0, òîãäà

y(x) = C1 + C2 lnx.

Îãðàíè÷åííûì â íóëå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå y(x) = C1, íî èç óñëîâèÿ y(l) = 0

ñëåäóåò, ÷òî C1 = 0, òî åñòü y ≡ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà L[y], òî åñòü îïåðàòîð íå âûðîæäåí.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ > 0, òîãäà λ = a2, a ∈ R. Óðàâíåíèå
(26.12) ïðèíèìàåò âèä

y′′ +
1

x
y′ − a2y = 0.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà x2, åãî ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó (26.10) ïðè n = 0.

Êàê ìû ïîìíèì, ðåøåíèåì, îãðàíè÷åííûì â íóëå, ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèöèðî-
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âàííàÿ ôóíêöèÿ Íåéìàíà I0(ax), íî, êàê âèäíî èç ðèñ. (26.3), îíà íèãäå

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå y(x) = CI0(ax) ìîæíî

ïîä÷èíèòü êðàåâîìó óñëîâèþ y(l) = 0 òîëüêî ïðè C = 0. Òàêèì îáðà-

çîì, λ > 0 òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà L[y].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ < 0, òîãäà λ = −a2, a ∈ R. Óðàâíåíèå (26.12)
ïðèíèìàåò âèä

y′′ +
1

x
y′ + a2y = 0.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà x2, ìû óâèäèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà

0, è îíî èìååò îãðàíè÷åííîå â íóëå ðåøåíèå y(x) = CJ0(ax).

Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû

J0(al) = 0.

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J0(x) èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî íóëåé. Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà-

÷àòü èõ µk, òî åñòü J0(µk) = 0, k = 1, 2 ,... Òîãäà J0(al) = 0 ïðè ak =
µk
l
.

Òàêèì îáðàçîì, λk = −(
µk
l

)2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ïî-

ñòàâëåííîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, à ek = J0(
µk
l
x) � ñîáñòâåííûìè

ôóíêöèÿìè.

Âûÿñíèì, ñ êàêèì âåñîì îðòîãîíàëüíû ýòè ôóíêöèè. Ïðèâåäåì îïå-

ðàòîð ê ñàìîñîïðÿæåííîìó âèäó:

xy′′ + y′ = λxy èëè (xy′)′ = λxy

Òàêèì îáðàçîì, âåñ ρ(x) = x, è

l∫
0

xJ0(
µk
l
x)J0(

µn
l
x) dx = 0, k 6= n.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Ñòåêëîâà äëÿ íàøåé çàäà÷è.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ∈ C2(0; l) îãðàíè÷åíà â íóëå è f(l) = 0, òî îíà

äîïóñêàåò íà îòðåçêå [0; l] ðàçëîæåíèå â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
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Ôóðüå�Áåññåëÿ

f(x) =
+∞∑
k=0

ckJ0(
µk
l
x),

ãäå

ck =

l∫
0

xf(x)J0(
µk
l
x) dx

l∫
0

xJ2
0 (
µk
l
x) dx

.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Íàïèøèòå ôîðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé:

1. x2y′′ + xy′ − 25x2y − 9

4
y = 0.

2. x2y′′ + xy′ − 5y + 16x2y = 0.

3. x2y′′ + xy′ + (2x2 − 1)y = 0.

4. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2y′′+2xy′−n(n+1)y+x2y = 0.

Óêàçàíèå: çàìåíîé y =
u√
x
ñâåäèòå ýòî óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ.

5. Ðåøèòå çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ


y′′ +

1

x
y′ = λy

y(0)� îãðàíè÷åíî

y′(l) = 0

è ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ñòåêëîâà

Óêàçàíèå: îáîçíà÷üòå ÷åðåç µ1k íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ J1(x) è âîñ-

ïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî J ′0(x) = −J1(x) (ðèñ. 26.6, ðèñ. 26.7).

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

Ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è èç ìåñÿ÷íîãî çàäàíèÿ.
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Ðèñ. 26.6. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J1(x).

Ðèñ. 26.7. Ôóíêöèè Áåññåëÿ J0(x) è J1(x).
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Îòâåòû ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå

1. y(x) = C1J3/2(5x) + C2J−3/2(5x).

2. y(x) = C1J√5(4x) + C2J−
√
5(4x).

3. y(x) = C1J1(
√

2x) + C2N1(
√

2x).

4. y(x) = C1
Jn+1/2(x)
√
x

+ C2
J−(n+1/2)(x)
√
x

.

5. λ0 = 0, e0 = 1;

λk = −(
µ1
k

l
)2, ek = J0(

µ1
k

l
x).
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Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ

Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà è êðàåâûå çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàïëàñà

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0. (27.1)

Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óðàâíåíèþ, íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷å-

ñêèìè. Ïîïðîáóåì íàéòè ó ýòîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ î÷åíü ïðîñòîãî âèäà

u(x; y) = f(x) · g(y).

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé f(x) è g(y) ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

f ′′ + λf = 0 è g′′ − λg = 0.

Íà ïëîñêîñòè xOy ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b.

Äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì íàéòè òàêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27.1), ÷òî

u(x, y)
∣∣∣
x=0

= 0 è u(x, y)
∣∣∣
x=a

= 0.

Ýòî ïðèâåä¼ò íàñ ê çàäà÷å Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ ôóíêöèè f(x):f ′′(x) + λf(x) = 0

f(0) = 0, f(a) = 0

Ìû ðåøàëè ýòó çàäà÷ó íà 24 çàíÿòèè è ïîëó÷èëè, ÷òî îíà èìååò ðåøåíèÿ

òîëüêî ïðè

λn =
(
πn

a

)2
, è ýòè ðåøåíèÿ fn = C sin

πn

a
x.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè g(y) ïðèíèìàåò âèä
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g′′(y)−
(
πn

a

)2
g(y) = 0.

Òîãäà

g(y) = C1 sh
πn

a
y + C2 ch

πn

a
y.

Ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ g(y) îáðàùàëàñü â íîëü èëè ïðè

y = 0, èëè ïðè y = b. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü g(y) =

C1 sh
πn

a
y, à âî âòîðîì g(y) = C2 ch

πn

a
y.

Ïîëó÷èòü íåíóëåâîå ðåøåíèå, êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåõ ñòî-

ðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà, íåâîçìîæíî, òàê êàê ãàðìîíè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé

îáëàñòè ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ íà å¼ ãðàíèöå, òîæäåñòâåííî ðàâíà íó-

ëþ, åñëè òðåáîâàòü åñòåñòâåííîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u(x, y)

âïëîòü äî ãðàíèöû.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+ κ2u = 0.

Âîïðîñ: ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà κ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà èìååò

÷àñòíûå ðåøåíèÿ âèäà u(x, y) = f(x) · g(y), îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà

ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà 0 6 x 6 a è 0 6 y 6 b?

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ïðèâåä¼ò íàñ ê óðàâíåíèÿì íà f(x) è g(y).

f ′′ + αf = 0,

g′′ + βg = 0.

Ïðè ýòîì, κ2 = α + β. Êðàåâûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü, ÷òî ìû

èìååì íà êàæäóþ ôóíêöèþ f è g çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

f ′′(x) + αf(x) = 0 , f(0) = 0 , f(a) = 0,

g′′(y) + βg(y) = 0 , g(0) = 0 , g(b) = 0.

Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íàì óæå èçâåñòíî. Èòàê, ïðè

κ2 =
(
πn

a

)2
+
(
πm

b

)2
, n,m ∈ N ,
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ìû èìååì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

unm(x, y) = sin
πnx

a
· sin πmy

b
,

êîòîðûå ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò è áóäåì èñêàòü, ïðè êàêèõ κ ýòî óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíûå ðåøå-

íèÿ, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà ãðàíèöå êðóãà x2 + y2 = ρ20. Ñîâåðøåííî

åñòåñòâåííî, ÷òîáû ýòè ôóíêöèè áûëè îäíîçíà÷íûìè è îãðàíè÷åííûìè.

Èòàê, åñëè u(ρ, ϕ) = F (ρ) · Φ(ϕ), òî

Φ′′ + λΦ = 0,

1

ρ

d

dρ
ρ
dF

dρ
+

1

ρ2
λF + κ2F = 0.

Òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè ïðèâîäÿò íàñ ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(ϕ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 2π. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ

Φ(0) = Φ(2π) è Φ′(0) = Φ′(2π) ïîçâîëÿþò íàì îïðåäåëèòü êîíñòàíòó

ðàçäåëåíèÿ λ. Òàêèì îáðàçîì, íà ôóíêöèþ Φ(ϕ) ìû èìååì ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåñòàíäàðòíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

Φ′′ + λΦ = 0 , Φ(0) = Φ(2π) , Φ′(0) = Φ′(2π).

Åñëè λ = 0, òî Φ = C1 + C2ϕ, îòêóäà Φ0 = 1.

Åñëè λ = −a2, a 6= 0, òî Φ = C1 sh aϕ + C2 ch aϕ. Ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé ìû â ýòîì ñëó÷àå íå íàéä¼ì.

Åñëè λ = a2, a 6= 0, òî Φ = C1 sin aϕ + C2 cos aϕ è íà êîíñòàíòû C1,

C2 ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé{
C2 = C1 sin 2πβ + C2 cos 2πβ,

βC1 = βC1 cos 2πβ − βC2 sin 2πβ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî,

÷òîáû
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∣∣∣∣∣ sin 2πβ cos 2πβ − 1

cos 2πβ − 1 − sin 2πβ

∣∣∣∣∣ = 0.

Îòñþäà (cos 2πβ − 1)2 + sin2 2πβ = 0 ⇔ cos 2πβ = 1, 2πβ = 2πn. Òàêèì

îáðàçîì, a = n è

Φ(ϕ) = C1 sinnϕ+ C2 cosnϕ.

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïîÿâëÿåòñÿ âñåãäà, êîãäà ìû

èìååì â èñõîäíîì óðàâíåíèè îñåâóþ ñèììåòðèþ. Ïîýòîìó ìû çàïîìíèì

ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò è áóäåì ññûëàòüñÿ íà íåãî.

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ F (ρ) ñ óæå íàéäåííûì çíà÷å-

íèåì λ.
1

ρ

d

dρ
ρ
dF

dρ
+

n2

ρ2
F + κ2F = 0, èëè

F ′′ +
1

ρ
F ′ +

n2

ρ2
F + κ2F = 0.

Ýòî çíàêîìîå íàì óðàâíåíèå Áåññåëÿ. Åãî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå �

ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà n. Òàêèì îáðàçîì,

F = CJn(κρ).

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïàðàìåòð κ èç óñëîâèÿ Jn(κρ0) = 0. Äîãîâîðèìñÿ

îáîçíà÷àòü íóëè ôóíêöèè Jn(x) ÷åðåç µnk , òî åñòü

Jn(µ
n
k) = 0, k = 1, 2, . . . ,

òîãäà κρ0 = µnk .

Èòàê, îäíîçíà÷íûå è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∆u+κ2u = 0, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà ãðàíèöå êðóãà ðàäèóñà ρ0, èìåþò

âèä

unk(ρ, ϕ) = (C1 sinnϕ+ C2 cosnϕ) · Jn
(
µnk
ρ0
ρ
)
,

n = 0, 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . .
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Çàéì¼ìñÿ òåïåðü òð¼õìåðíûìè óðàâíåíèÿìè Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ u = X(x) · Y (y) · Z(z) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò äëÿ óðàâíåíèÿ (27.1)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0

ïðèâåä¼ò íàñ ê òð¼ì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

X ′′ + αX = 0 , Y ′′ + βY = 0 , Z ′′ + γZ = 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî α + β + γ = 0.

Îáëàñòü, â êîòîðîé ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî-

óãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Äîïîëíèòåëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ äîëæíû

ïîçâîëèòü íàì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ ëþáûõ

äâóõ ôóíêöèé èç òð¼õ. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ äâå êîíñòàíòû ðàçäåëå-

íèÿ, à òðåòüÿ íàéä¼òñÿ èç óñëîâèÿ α + β + γ = 0. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò

ñëåäóþùèé: íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, îáðàùàþùèåñÿ

â íîëü íà ãðàíÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà.

u
∣∣∣
x=0

= u
∣∣∣
x=a

= 0 , u
∣∣∣
y=0

= u
∣∣∣
y=b

= 0 è u
∣∣∣
z=0

= 0

Àíàëèçèðóÿ ïîñòàâëåííûå óñëîâèÿ, ìû âèäèì, ÷òî íà ôóíêöèè X(x) è

Y (y) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, à íà ôóíêöèþ

Z(z) ýòî ñäåëàòü íåëüçÿ. Òàêèì îáðàçîì,

X ′′ + αX = 0 , X(0) = X(a) = 0,

α =
(
πn

a

)2
, Xn = sin

πnx

a
, n = 1, 2, . . . .

Y ′′ + βY = 0 , Y (0) = Y (b) = 0,

β =
(
πm

b

)2
, Ym = sin

πmy

b
, m = 1, 2, . . . .

Îïðåäåëÿåì γ:

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 27 35

γ = −
(
πn

a

)2
−
(
πm

b

)2
, n,m = 1, 2, . . . .

Òîãäà

Z ′′ −
((

πn

a

)2
+
(
πm

b

)2)
Z = 0.

Ðåøåíèå, îáðàùàþùååñÿ â íîëü ïðè z = 0, åñòü

Z(z) = sh

√(
πn

a

)2
−
(
πm

b

)2
z.

Èòàê,

unm(x, y, z) = sin
πnx

a
· sin πmy

b
· sh

√(
πn

a

)2
−
(
πm

b

)2
z, n,m = 1, 2, . . . .

Êîíå÷íî, êðàåâûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü è áîëåå ñëîæíîãî âèäà, òî-

ãäà ôóíêöèè u(x, y, z) áóäóò âåñüìà ãðîìîçäêèå, íî ãëàâíîå, ÷òî íóæíî

óñâîèòü ýòî òî, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ u(x, y, z) ïðèâîäÿò ê

ïîñòàíîâêå çàäà÷ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿþò

îïðåäåëèòü êîíñòàíòû ðàçäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàïëàñà â öèëèíäðå 0 6 z 6 h, x2 + y2 6 ρ20.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

u = F (z) · Φ(ϕ) ·G(ρ)

ïðèâåä¼ò íàñ ê
1

ρ

d

dρ
ρ
dG

dρ

1

G
+

1

ρ2
Φ′′

Φ
+

F ′′

F
= 0.

Ôóíêöèè Φ, F, G äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

Φ′′ + αΦ = 0,

F ′′ + βF = 0,

1

ρ

d

dρ
ρ
dG

dρ
− α

ρ2
G− βG = 0

Ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü ïàðàìåòð β èç òîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî
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êðàåâûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿò ïîñòàâèòü çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Äîïóñòèì, ÷òî ìû èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà

âåðõíåì è íèæíåì îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà, òî åñòü ïðè z = 0 è ïðè z = h.

Òîãäà åñòü âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà

ôóíêöèþ F (z). Èìååì

F ′′ + βF = 0 , F (0) = 0 , F (h) = 0,

β =
(
πm

n

)2
, Fm = sin

πm

n
z, m = 1, 2, . . . .

Óðàâíåíèå íà G ïðèíÿëî âèä

G′′ +
1

ρ
G′ − n2

ρ2
G−

(
πm

n

)2
G = 0.

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, îãðàíè÷åííûìè ïðè ρ = 0, ÿâëÿåòñÿ ìîäè-

ôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà n

G(ρ) = In(
πm

n
ρ).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ:

unm = (C1 sinnϕ+ C2 cosnϕ) · sin πmz

n
· In(

πm

n
ρ), m = 1, 2, . . . .

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ In(
πm

n
ρ) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè ïðè êàêîì

ρ 6= 0.

Áóäåì òåïåðü èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ (ïî-ïðåæíåìó îãðàíè÷åííûå è

îäíîçíà÷íûå), îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà,

òî åñòü ïðè ρ = ρ0. Òåïåðü ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè îïðåäåëèòü ïàðàìåòð

β èç óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ F , òàê êàê ìû íå èìååì äëÿ ïîñòàíîâêè

çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íàäëåæàùèõ êðàåâûõ óñëîâèé.

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ G. Óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðå-

øåíèÿ ïðè ρ = 0 è u
∣∣∣
ρ=ρ0

= 0 ïîçâîëÿþò íàì ïîñòàâèòü çàäà÷ó Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ äëÿ ôóíêöèè G(ρ):
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G′′ +
1

ρ
G− n2

ρ2
− βG = 0 , G(0) � îãðàíè÷åííà , G(ρ0) = 0.

Ìû ðåøàëè ýòó çàäà÷ó íà ïðåäûäóùåì çàíÿòèè è ïðèøëè ê

β = −
(
µnk
ρ0

)2
, Gk(ρ) = Jn

(
µnk
ρ0
ρ
)
, k = 1, 2, . . . .

Òåïåðü, çíàÿ çíà÷åíèÿ β, îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ F .

F ′′ −
(
µnk
ρ0

)2
F = 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå

F = C1 sh
µnk
ρ0
z + C2 ch

µnk
ρ0
z.

Îòñþäà ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, òàêîå F (z), ÷òî F
∣∣∣
z=0

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, îáðàùàþùèåñÿ

â íîëü íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è íà åãî íèæíåì îñíîâàíèè,

èìåþò âèä

unk(ϕ, ρ, z) = (C1 sinnϕ+ C2 cosnϕ) · Jn
(
µnk
ρ0
ρ
)
· sh µnk

ρ0
z.

Îãðàíè÷åííîñòü è ïåðèîäè÷íîñòü ïî ϕ ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñîâåð-

øåííî åñòåñòâåííûìè è ýòè ôàêòû îáû÷íî íå óïîìèíàþòñÿ. Çàìåòèì,

÷òî unk

∣∣∣
z=h
6= 0 íè ïðè êàêîì h.

Íàì îñòàëîñü íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ κ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

∆u+κ2u = 0 èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà ïîâåðõ-

íîñòè öèëèíäðà. Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè

1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂u

∂ρ
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2
+ κ2u = 0,

òî åñòü èùåì ðåøåíèÿ â âèäå

u = F (z) ·G(ρ) · Φ(ϕ).
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Òîãäà
1

ρ

d

dρ

(
ρ
dF

dρ

)
1

F
+

1

ρ2
Φ′′

Φ
+

F ′′

F
+ κ2 = 0.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî òðåáîâàíèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî ϕ ïðèâåä¼ò íàñ ê òîìó,

÷òî

Φ(ϕ) = C1 sinnϕ+ C2 cosnϕ.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, çàïèøåì óðàâíåíèÿ íà F è G.

F ′′ + αF = 0,

G′′ +
1

ρ
G′ − n2

ρ2
G+ βG = 0,

ãäå κ2 = α + β.

Ïîñòàâëåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è íà ôóíêöèþ F

F ′′ + αF = 0 , F (0) = 0 , F (h) = 0,

è íà ôóíêöèþ G

G′′ +
1

ρ
G′ − n2

ρ2
G+ βG = 0 , G(0) � îãðàíè÷åííà , G(ρ0) = 0.

Îòêóäà

α =
(
πm

h

)2
, Fm(z) = sin

πm

h
z,

β =
(
µnk
ρ0

)2
, Gnk(ρ) = Jn

(
µnk
ρ0
ρ
)
,

è κ2 =
(
πm

h

)2
+
(
µnk
ρ0

)2
.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ìíîãîìåðíóþ çàäà÷ó Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ. Íàéòè îäíîçíà÷íûå è îãðàíè÷åííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

îïåðàòîðà Ëàïëàñà, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà

0 6 z 6 h, x2 + y2 6 ρ20. Ìû íàøëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
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unmk(ϕ, ρ, z) =


1

cosnϕ

sinnϕ

 · Jn
(
µnk
ρ0
ρ
)
· sin πmz

h
,

n = 0, 1, . . . , m = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . .

è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ κnmk.

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ öèëèíäðîì, âîçíèêàåò

óðàâíåíèå Áåññåëÿ öåëîãî ïîðÿäêà n. Ïîýòîìó ÷àñòî ôóíêöèè Áåññåëÿ

Jn(ρ) è In(ρ) íàçûâàþò öèëèíäðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Íàéòè ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè òàêèå, ÷òî

u
∣∣∣
x=0

= 0 ,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 ,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=b

= 0.

2. Íàéòè ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â öèëèíäðå, íå çàâèñÿùèå îò óãëà

ϕ, òàêèå, ÷òî
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0 ,
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0.

3. Íàéòè ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â ïàðàëëåëåïèïåäå òàêèå, ÷òî

u
∣∣∣
x=a

= 0 , u
∣∣∣
y=0

= 0 ,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=b

= 0 ,
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0 , u
∣∣∣
z=c

= 0.

4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà κ ìîæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ãåëüìãîëüöà ∆u+ κ2u = 0, íå çàâèñÿùèå îò óãëà ϕ è òàêèå, ÷òî íà

ãðàíèöå öèëèíäðà

∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0 ,
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0 ,
∂u

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=ρ0

= 0.
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Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ

Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà â ñôåðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ôóíêöèè Ëåæàíäðà.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

∆u =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂u

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂u

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

Åñëè ìû èùåì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè (∆u = 0) ñïåöèàëüíîãî âèäà

u(r, θ, ϕ) = G(r)F (θ)Φ(ϕ),

òî, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå

∂

∂r
(r2

∂G

∂r
)

G
+

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂F

∂θ
)

F
+

1

sin2 θ

∂2Φ

∂ϕ2

Φ
= 0,

ìû ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî ìíîæèòåëÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå:

d

dr
(r2

dG

dr
)− βG = 0

1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dF

dθ
− α

sin2 θ
F ) + βF = 0

Φ′′ + αΦ = 0

Åñòåñòâåííî, ìû õîòèì ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íûå è îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ.

Òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè, êàê ìû ïîìíèì, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôóíê-

öèÿ Φ(ϕ) äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T = 2π. Ñëåäîâàòåëü-

íî, α = m2, m = 0, 1, ..., è

Φm(ϕ) = C1 sinmϕ+ C2 cosmϕ.
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Äëÿ ôóíêöèè F (θ) ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dF

dθ
) + (β − m2

sin2 θ
)F = 0, (28.1)

ñ êîòîðûì íàì ðàíüøå íå ïðèõîäèëîñü âñòðå÷àòüñÿ. Ïîçíàêîìèìñÿ ñ íèì

ïîáëèæå.

Ñäåëàåì çàìåíó τ = cos θ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ïåðâîå

ñëàãàåìîå. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

d

dθ
=

d

dτ
· dτ
dθ

= − sin θ
d

dτ
.

Îòñþäà
1

sin θ

d

dθ
= − d

dτ
= − d

d cos θ

1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dF

dθ
) =

d

d cos θ
(sin2 θ

dF

d cos θ
)

Òîãäà
d

dτ
((1− τ 2)dF

dτ
) + (β − m2

1− τ 2 )F = 0,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

(1− τ 2)F ′′ − 2τF ′ + (β − m2

1− τ 2 )F = 0. (28.2)

Òî÷êè τ = ±1 ÿâëÿþòñÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îñîáûìè (ñîîòâåòñòâåííî

äëÿ óðàâíåíèÿ (28.1) îñîáûìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè θ = 0 è θ = π).

Ïîòðåáóåì îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè F â ýòèõ òî÷êàõ. Ìû äîëæíû

âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ β óðàâíåíèå (28.2) èìååò ðåøåíèå, îãðà-

íè÷åííîå íà îòðåçêå [−1; 1]. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ðåøèòü çà-

äà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:
L[F ] = (1− τ 2)F ′′ − 2τF ′ − m2

1− τ 2F = −βF

F (−1)� îãðàíè÷åíî

F (1)� îãðàíè÷åíî
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 0. Óðàâíåíèå (28.2) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì Ëåæàíäðà è èìååò âèä

(1− τ 2)F ′′ − 2τF ′ + βF = 0. (28.3)

Õîòÿ óðàâíåíèå âûãëÿäèò äîâîëüíî ïðîñòî, ó íàñ íåò îñíîâàíèé íàäåÿòü-

ñÿ íà òî, ÷òî åãî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå ôóíêöèè. Íî ìû

ìîæåì ïîïðîáîâàòü íàéòè ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà. Èòàê, èùåì

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28.3) â âèäå ðÿäà

F (τ) =
+∞∑
k=0

ckτ
k. (28.4)

Ïîäñòàâëÿåì (28.4) â óðàâíåíèå:

(1− τ 2)
+∞∑
k=2

ckk(k − 1)τ k−2 − 2τ
+∞∑
k=1

ckkτ
k−1 + β

+∞∑
k=0

ckτ
k = 0.

Ïðèâîäèì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå è ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ê íóëþ:

2c2 + βc0 = 0

−k(k − 1)ck + (k + 2)(k + 1)ck+2 − 2kck + βck = 0.

òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé

ck+2 =
(k(k + 1)− β)ck
(k + 2)(k + 1)

. (28.5)

Ðàññìîòðèì òî÷êó τ = 1. Åñëè β 6= n(n+1) äëÿ âñåõ n ∈ N
⋃
{0}, òî ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ðÿä F (1) =
+∞∑
k=0

ck ñòàíîâèòñÿ çíàêîïîñòîÿííûì, è

ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Ãàóññà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè æå íàéäåòñÿ n ∈ N ∪ {0} òàêîå, ÷òî β = n(n + 1), òî èç (28.5)

ñëåäóåò, ÷òî cn+2 = 0 è âñå äàëüíåéøèå êîýôôèöèåíòû cn+2k = 0.

Åñëè n � ÷åòíîå (n = 2m), òî êîýôôèöèåíòû c2, c4, ... , c2m îïðå-
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äåëÿþòñÿ ÷åðåç c0, à ñëåäóþùèå çà íèìè êîýôôèöèåíòû c2p, p > m, îá-

ðàùàþòñÿ â íîëü. Ïîëàãàÿ c1 = 0, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû

c2k+1 = 0, k ∈ N.

Åñëè n � íå÷åòíîå (n = 2m+ 1, m ∈ N ∪ {0}), òî êîýôôèöèåíòû c3,

c5, ... , c2m+1 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç c1, à ñëåäóþùèå çà íèìè êîýôôèöèåíòû

c2p+1, p > m, îáðàùàþòñÿ â íîëü. Ïîëàãàÿ c0 = 0, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âñå

êîýôôèöèåíòû c2k = 0, k ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè β = n(n + 1) óðàâíåíèå (28.3) èìååò ðåøåíèå â

âèäå ìíîãî÷ëåíà, à âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñ íèì ðåøåíèå îñòàíåòñÿ

ðÿäîì, ðàñõîäÿùèìñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ïðè τ = 1.

Òàê, ïðè β = 0 (n = 0) óðàâíåíèå (1−τ 2)F ′′−2τF ′ = 0 ëåãêî ðåøèòü,

ïîíèæàÿ ïîðÿäîê. Åãî ÔÑÐ ñîñòîèò èç ôóíêöèè y1 ≡ 1, îãðàíè÷åííîé íà

îòðåçêå [−1; 1], è ôóíêöèè y2 = ln
1 + τ

1− τ íåîãðàíè÷åííîé â òî÷êàõ τ = ±1.

Ïðè β = 2 (n = 1) óðàâíåíèå (1−τ 2)F ′′−2τF ′+2F = 0 èìååò ðåøåíèå

y1 = τ , îãðàíè÷åííîå íà îòðåçêå [−1; 1]. Âòîðîå ðåøåíèå y2 = 2−τ ln
1 + x

1− x
ìîæíî äîñòðîèòü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ëèóâèëëÿ. Êàê è â ñëó÷àå n = 0,

îíî íåîãðàíè÷åííî â òî÷êàõ τ = ±1.

Ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà n âòîðîå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ñëîæ-

íûì, íî åãî ÿâíûé âèä íàñ ñîâåðøåííî íå èíòåðåñóåò. Äîñòàòî÷íî ïîíè-

ìàòü, ÷òî îíî íåîãðàíè÷åííî ïðè τ = ±1.

Èòàê, ïðè β = n(n + 1) óðàâíåíèå (28.3) èìååò ðåøåíèå â âèäå ìíî-

ãî÷ëåíà ñòåïåíè n. Ýòî ðåøåíèå, îïðåäåëåííûì îáðàçîì íîðìèðîâàííîå,

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ëåæàíäðà. Íàéòè ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà ïðè

ëþáîì çíà÷åíèè n ìîæíî ïî ôîðìóëå Ðîäðèãà:

Pn(τ) =
1

2nn!

dn(τ 2 − 1)n

dτn
.

Ïðèâåäåì ôîðìóëû Pn(τ) äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n:

P0(τ) = 1, P1(τ) = τ , P2(τ) =
1

2
(3τ 2 − 1), P3(τ) =

1

2
(5τ 2 − 3τ).

Èç îáùåé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíû
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íà èíòåðâàëå (−1; 1) ñ âåñîì ρ = 1, òî åñòü

1∫
−1

Pn(τ)Pm(τ) dτ = 0, m 6= n,

è èìååò ìåñòî òåîðåìà Ñòåêëîâà:

Åñëè ôóíêöèÿ f(τ) ∈ C2(−1; l) îãðàíè÷åíà â òî÷êàõ τ = ±1, òî îíà

äîïóñêàåò íà îòðåçêå [−1; 1] ðàçëîæåíèå â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

Ôóðüå�Ëåæàíäðà

f(τ) =
+∞∑
k=0

ckP0(τ),

ãäå

ck =

1∫
−1

f(τ)Pk(τ) dτ

1∫
−1

P 2
k (τ) dτ

.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (28.2) ñ ïðîèçâîëüíûì m ∈ N. Îíî òàêæå èìååò
îãðàíè÷åííûå â òî÷êàõ τ = ±1 ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè β = n(n + 1), ãäå

n = 0, 1, ... . Ýòè ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè ôóíêöèÿìè Ëå-

æàíäðà è ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà ïî ôîðìóëàì

Pnm(τ) = (1− τ 2)m/2d
mPn(τ)

dτm
.

Çäåñü n = 0, 1, ... ; m = 0, 1, 2, ... n.

Åñëè ôèêñèðîâàòü m è ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè Pnm(τ) ïðè n > m,

òî îíè áóäóò ðåøåíèÿìè çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, è ñëåäîâàòåëüíî,

îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó:

1∫
−1

Pnm(τ)Pkm(τ) dτ = 0, k 6= n.

Ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûé èòîã. Ìû èñêàëè ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ñïå-
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öèàëüíîãî âèäà

u(r, θ, ϕ) = G(r)F (θ)Φ(ϕ),

è íàøëè ôóíêöèè F (θ) è Φ(ϕ), îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü ôóíêöèè u

îò óãëîâ (θ;ϕ). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Y m
n (θ, ϕ) = (C1 cosmϕ+ C2 sinmϕ) · sinm θ · P (m)

n (cos θ),

ãäå P
(m)
n (τ) =

dmPn(τ)

dτm
. Ôóíêöèè Y m

n (θ, ϕ) íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè ãàð-

ìîíèêàìè è èãðàþò â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñî ñôåðîé, òó æå ðîëü, ÷òî

ôóíêöèè cosmϕ è sinmϕ â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îêðóæíîñòüþ.

Ôóíêöèÿ

Yn(θ, ϕ) = a0Pn(cos θ) +
n∑

m=1

(am cosmϕ+ bm sinmϕ) · sinm θ · P (m)
n (cos θ)

íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà n. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ

ñòðóêòóðû ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïîëîæèì èõ â òàáëèöå:

Â öåíòðàëüíîì ñòîëáöå òàáëèöû ñòîÿò ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà îò

cos θ, â ñîñåäíèõ ñòîëáöàõ ñëåâà è ñïðàâà îò íåãî ìû âèäèì ïåðâóþ

ïðèñîåäèíåííóþ ôóíêöèþ Ëåæàíäðà Pn1(cos θ), óìíîæåííóþ íà cosϕ

è sinϕ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëåäóþùåì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ âòîðàÿ ïðèñî-

åäèíåííàÿ ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà Pn2(cos θ), óìíîæåííàÿ íà cos 2ϕ è sin 2ϕ

ñîîòâåòñòâåííî, è òàê äàëåå.

Â n�íîé ñòðîêå ðàñïîëîæåíî (2n+ 1) ôóíêöèé, è ñôåðè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ Yn(θ, ϕ) ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.

Ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u = G(r)F (θ)Φ(ϕ).

Íàì îñòàëîñü íàéòè ìíîæèòåëü G(r). Äëÿ ýòîãî ó íàñ åñòü óðàâíåíèå

(r2G′)′−βG = 0, â êîòîðîì çíà÷åíèå β óæå îïðåäåëåíî è ðàâíî n(n+ 1).

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ìû óâèäèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå Ýéëåðà:

r2G′′ + 2rG′ − n(n+ 1)G = 0
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Åãî îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå λ(λ−1)+2λ−n(n+1) = 0, èëè λ(λ+1) =

n(n+ 1). Êîðíè λ1 = n è λ2 = −(n+ 1). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå

èìååò âèä

Gn(r) = C1r
n + C2

1

rn+1
.

Òàêèì îáðàçîì, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà u = G(r)F (θ)Φ(ϕ), îãðà-

íè÷åííûå â íà÷àëå êîîðäèíàò, çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

un(r, θ, ϕ) = rnYn(θ, ϕ),

à ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà u = G(r)F (θ)Φ(ϕ), îãðàíè÷åííûå íà áåñ-

êîíå÷íîñòè, çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

un(r, θ, ϕ) = r−(n+1)Yn(θ, ϕ).

Òåïåðü çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà κ
óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà ∆u + κ2u = 0 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-

íèå âèäà u(r, θ, ϕ) = G(r)F (θ)Φ(ϕ), îáðàùàþùèåñÿ â íóëü íà ñôåðå

x2 + y2 + z2 = r20?

Ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà ìû ïîëó÷èëè

äëÿ ôóíêöèé F (θ) è Φ(ϕ) òå æå ñàìûå óðàâíåíèÿ, ÷òî è ïðè ðàçäåëåíèè

ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Ëàïëàñà. Òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè è îãðàíè-

÷åííîñòè ïðèâåäóò íàñ ê òåì æå ñàìûì çàäà÷àì Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, è

ìû óâèäèì, ÷òî çàâèñèìîñòü î óãëîâ θ è ϕ â ýòîé çàäà÷å òà æå, ÷òî è

â ïðåäûäóùåé. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ôàêò èìååò ãëóáîêóþ ñâÿçü ñ ñèì-

ìåòðèåé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ è ìû ïîéìåì ýòî, êîãäà áóäåì èçó÷àòü

òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï âðàùåíèé.

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè G(r) ïîëó÷èòñÿ áîëåå ñëîæíûì:

1

r2
∂

∂r
(r2

∂G

∂r
)− n(n+ 1)

r2
G+ κ2G = 0

Ñäåëàâ çàìåíó y(r) =
√
rG(r), äëÿ ôóíêöèè y(r) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

r2y′′(r) + ry′(r) + (κ2r2 − (n+
1

2
)2)y(r) = 0
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Ýòî óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà
2n+ 1

2
. Åãî îáùåå ðåøåíèå

y(r) = C1Jn+1/2(κr) + C2J−(n+1/2)(κr).

Ñëåäîâàòåëüíî,

G(r) = C1
Jn+1/2(κr)√

r
+ C2

J−(n+1/2)(κr)√
r

.

Åñëè ìû èùåì ðåøåíèå â âíóòðè øàðà x2 + y2 + z2 6 r20, òî ñëåäóåò

ïîëîæèòü C2 = 0, òàê êàê ôóíêöèÿ
J−(n+1/2)(κr)√

r
íå îãðàíè÷åíà â íóëå, à

åñëè íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå âíå øàðà, òî íàäî ïîëîæèòü C1 = 0, ÷òîáû

ðåøåíèå áûëî îãðàíè÷åííûì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Èòàê, âíóòðè øàðà ìû ïîëó÷èëè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ âèäà

unm(r, θ, ϕ) = Y m
n (θ, ϕ) · Jn+1/2(κr)√

r

Òåïåðü íàéäåì κ èç óñëîâèÿ u
∣∣
r=r0

= 0, òî åñòü Jn+1/2(κr0) = 0. Òîãäà

κk =
µ
n+1/2
k

r0
è unmk(r, θ, ϕ) = Y m

n (θ, ϕ) ·
Jn+1/2(

µ
n+1/2
k

r0
r)

√
r

Ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò ìû ïîëó÷èëè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò ôóíêöèè

Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ôóíêöèè

Jn+1/2(x) è J−(n+1/2)(x)

÷àñòî íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà èìååò ñëåäóþùåå ñôåðè÷å-

ñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå
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u(r) = C1
sinκr
r

+ C2
cosκr
r

.

Êàê ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ?

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ κ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà èìååò îãðàíè÷åí-

íîå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå âíóòðè øàðà, îáðàùàþùååñÿ â

íîëü íà åãî ãðàíèöå?

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ κ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà èìååò îãðàíè÷åí-

íîå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå âíóòðè øàðà ðàäèóñà r0, òàêîå

÷òî
∂u

∂r

∣∣∣
r=r0

= 0?

4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ κ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà èìååò ñôåðè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå, îáðàùàþùååñÿ â íîëü íà ãðàíèöå ñôåðè÷åñêîãî

ñëîÿ r1 6 r 6 r2?

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ κ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà èìååò îãðàíè÷åí-

íûå ðåøåíèÿ âíóòðè øàðà ðàäèóñà r0, òàêèå ÷òî
∂u

∂r

∣∣∣
r=r0

= 0?
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Òåîðåìà Øòóðìà è íóëè ðåøåíèé ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ:

y′′1 + y1 = 0 è y′′2 − y2 = 0

Ðåøåíèÿ èõ íàì õîðîøî èçâåñòíû. Ýòî

y = C1 sinx+ C2 cosx è y = C1 shx+ C2 chx

Ìû âèäèì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ïåðâîãî íà îòðåçêå, äëèíà êîòîðîãî áîëü-

øå π, îáÿçàòåëüíî îáðàòèòñÿ â íîëü õîòÿ áû äâà ðàçà. Ðåøåíèÿ âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ìîãóò îáðàòèòüñÿ â íîëü íå áîëåå îäíîãî ðàçà íà îòðåçêå ëþ-

áîé äëèíû.

Åñëè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà

äàííîì èíòåðâàëå íå áîëåå îäíîãî ðàçà, îíî íàçûâàåòñÿ íåêîëåáëþùèìñÿ

íà ýòîì èíòåðâàëå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ êîëåáëþùèìñÿ.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî åñëè íåíóëåâîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0 îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå x0, òî îíî

îáÿçàòåëüíî ìåíÿåò çíàê â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð

ðåøåíèÿ ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ó íåãî íóëåé.

Ìû çíàåì (ñì. çàíÿòèå 21), ÷òî çàìåíîé y(x) = ρ(x)u(x) óðàâíåíèå

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0 ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

u′′(x) +Q(x)u = 0. (29.1)

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ρ(x) ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâíåíèÿ 2ρ′(x) +

a(x)ρ(x) = 0, à ôóíêöèÿ Q(x) � èç óðàâíåíèÿ Q(x) = −1

4
a2(x)− 1

2
a′(x)+
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b(x). Ìîæåò ñëîæèòüñÿ îáìàí÷èâîå ïðåäñòàâëåíèå, ÷òî êîëåáàòåëüíûé

õàðàêòåð ðåøåíèÿ ñâÿçàí ñ òåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ Q(x) çíàêîïîñòî-

ÿííîé íà êàêîì-òî îòðåçêå, è ñ òåì, êàêîâ ýòîò çíàê. Îäíàêî, ýòî íå òàê.

Ïðèìåð 1. Èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

y′′ +
a2

x2
y = 0

íà èíòåðâàëå (0; +∞). Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå λ(λ− 1) + a2 = 0 èìååò

êîðíè λ1,2 =
1

2
±
√

1

4
− a2.

Åñëè a2 =
1

4
, òî îáùåå ðåøåíèå y(x) = C1

√
x+C2 lnx

√
x. Êàê âèäèì,

ëþáîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîëåáëþùèìñÿ.

Åñëè a2 <
1

4
, òî êîðíè λ1,2 âåùåñòâåííûå, è îáùåå ðåøåíèå y(x) =

C1x
λ1 + C2x

λ2. Ìû îïÿòü âèäèì íåêîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ.

Åñëè æå a2 >
1

4
, òî êîðíè λ1,2 êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå, è îáùåå

ðåøåíèå

y(x) = C1

√
x cos(

√
a2 − 1

4
lnx) + C2

√
x sin(

√
a2 − 1

4
lnx).

Î÷åâèäíî, íà èíòåðâàëå (0; +∞) ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè Q(x) íåëüçÿ ñäåëàòü

âûâîä î êîëåáàòåëüíîì õàðàêòåðå ðåøåíèé. Íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñ-

ëè Q(x) 6 0 íà èíòåðâàëå (a; b), òî íà ýòîì èíòåðâàëå ëþáîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (29.1) áóäåò íåêîëåáëþùèìñÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íàçûâàåìàÿ òåîðåìîé ñðàâíåíèÿ, çàíèìàåò öåí-

òðàëüíîå ìåñòî ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà ðåøåíèé ëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ:

u′′(x) + A(x)u = 0
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v′′(x) +B(x)v = 0

Ôóíêöèè A(x) è B(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå (a; b).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ îáðàçóþò øòóðìîâó ïàðó, åñëè

∀x ∈ (a; b) âûïîëíÿåòñÿ A(x) 6 B(x).

Åñëè ôóíêöèÿ u(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, êî-

ëåáëåòñÿ íà èíòåðâàëå (a; b) è x1, x2 � êàêèå-ëèáî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íóëÿ ýòîé ôóíêöèè, òî ëþáîå ðåøåíèå v(x) âòîðîãî óðàâíåíèÿ îáðàùà-

åòñÿ â íîëü õîòÿ áû îäèí ðàç íà èíòåðâàëå (x1;x2).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç du(a; b) ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ôóíêöèè u(x) íà èíòåðâàëå (a; b), à ÷åðåç

dv(a; b) � ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íó-

ëÿìè ôóíêöèè v(x), òî òåîðåìà ñðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü êðàòêî çàïè-

ñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè A(x) 6 B(x) íà èíòåðâàëå (a; b), òî

dv(a; b) < du(a; b).

Èëè, ïåðåõîäÿ íà ñëåíã, ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ v(x) êîëåáëåòñÿ íà

èíòåðâàëå (a; b) ÷àùå, ÷åì ôóíêöèÿ u(x).

Èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè m 6 Q(x) 6 M íà (a; b),

òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (29.1) çàêëþ÷åíî â ïðåäåëàõ îò
π√
M

äî
π√
m
.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 1. Óðàâíåíèÿ u′′(x) + a2u = 0 è y′′ +
a2

x2
y = 0

îáðàçóþò øòóðìîâó ïàðó íà èíòåðâàëå (ε; 1) (ε > 0). Ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó ëþáûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ ðàâíî
π

a
, è äëÿ òîãî ÷òîáû îíè ïîïàäàëè íà èíòåðâàë (ε; 1),

íåîáõîäèìî, ÷òîáû
π

a
< 1− ε, òî åñòü a2 > (

π

1− ε)
2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ +
a2

x2
y = 0 èìåþò õîòÿ áû îäèí íîëü íà èíòåðâàëå (ε; 1).

Óðàâíåíèÿ y′′ +
a2

x2
y = 0 è v′′(x) + a2v = 0 îáðàçóþò øòóðìîâó ïàðó

íà èíòåðâàëå (1; +∞). Åñëè ìû óæå çíàåì, ÷òî ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ êîëåáëþòñÿ, òî ýòà ïàðà äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ñíèçó ðàññòî-
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ÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ âåëè÷èíîé
π

a
. Åñëè æå ìû íå çíàåì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò

êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ, òî íà îñíîâàíèè ýòîé ïàðû ñäåëàòü âûâîä î êî-

ëåáàòåëüíîì õàðàêòåðå ðåøåíèé ìû íå ìîæåì.

Íàêîíåö, íà èíòåðâàëå (1;M) óðàâíåíèÿ u′′+
a2

M2
u = 0 è y′′+

a2

x2
y = 0

îáðàçóþò øòóðìîâó ïàðó. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî
Mπ

a
, è ìîæíî âûáðàòü

äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå M , ÷òîáû íà èíòåðâàëå (1;M) ðåøåíèÿ

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ áûëè êîëåáëþùèìèñÿ. Íî òîãäà áóäóò êîëåáëþùè-

ìèñÿ è ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî åãî ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷èñëîì
Mπ

a
.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñ òî÷íûì ðåøåíèåì, ïî-

ëó÷åííûì ðàíåå, ìû âèäèì, ÷òî òåîðåìà Øòóðìà äàåò ñêîðåå êà÷åñòâåí-

íóþ îöåíêó êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà ðåøåíèé, íî çàòî îñâîáîæäàåò íàñ

îò íåîáõîäèìîñòè èñêàòü òî÷íîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 2. Îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó ðàññòîÿíèå d ìåæäó äâóìÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ + (1 + x)y = 0

íà îòðåçêå [24; 80].

Íà ýòîì îòðåçêå 25 6 Q(x) 6 81, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññòîÿíèÿ d

ïîëó÷àåì îöåíêó
π

9
6 d 6

π

5
.

Ìîæíî îöåíèòü è ÷èñëî íóëåé N íà ýòîì îòðåçêå. Äëèíà îòðåçêà

ðàâíà 56, ïîýòîìó 5
56

π
6 N 6 9

56

π
, èëè 90 6 N 6 160.

Ïðèìåð 3. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå y′′ + xy = 0 èìååò íà îòðåçêå

[−25; 25] íå ìåíåå 15 íóëåé.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [ε2; 25]. Íà íåì ðàññòîÿíèå d ìåæäó äâóìÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ çàêëþ÷åíî â ïðåäåëàõ îò
π

5

äî
π

ε
. ×èñëî íóëåé N >

(25− ε2) · ε
π

.
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Íàéäåì òàêîå ε, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(ε) =
(25− ε2) · ε

π
ïðèíèìàëà ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå. f ′(ε0) = 0 ïðè ε20 =
25

3
. Ïðè ýòîì f(ε0) ≈ 15, 3. Òàêèì

îáðàçîì, íà îòðåçêå [
25

3
; 25] ëþáîå ðåøåíèå èìååò íå ìåíåå 15 íóëåé.

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′+x2y = 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïðè x→ ±∞

Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε) > 0 òà-

êîå, ÷òî íà èíòåðâàëàõ (δ; +∞) è (−∞;−δ) ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìåíüøå ε.

Ôèêñèðóåì ε > 0. Ðàññìîòðèì øòóðìîâó ïàðó

u′′(x) + a2u = 0 è y′′ + x2y = 0.

Íà èíòåðâàëå |x| > |a| ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íó-
ëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷èñëîì

π

|a| .

Åñëè ε =
π

|a| , òî |a| =
π

ε
, è ñëåäîâàòåëüíî íàäî âçÿòü δ = |a| = π

ε
.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîëàãàåì δ =
π

ε
, òîãäà ïðè |x| > δ ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ ìåíüøå ε.

Èññëåäóåì êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ôóíêöèé Áåññåëÿ. Ðàññìîòðèì

óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà ν

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − ν2)y = 0.

Ñäåëàåì çàìåíó y(x) =
z(x)√
x
. Îíà ïðèâåäåò óðàâíåíèå ê âèäó

z′′ +
(
1−

ν2 − 1
4

x2

)
z = 0.

Åñëè ν2 =
1

4
, òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

y = C1 sinx+ C2 cosx

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 29 55

è ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ

ðàâíî π.

Ïóñòü ν2 =
9

4
. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

z′′ +
(
1− 2

x2

)
z = 0

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîëåáëþùèìñÿ íà èíòåðâàëå (0; +∞).

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì øòóðìîâó ïàðó

u′′ + (1− ε)u = 0 è z′′ +
(
1− 2

x2

)
z = 0

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû 1 − ε > 1 − 2

x2
, òî åñòü x ∈ [

√
2

ε
; +∞).

Ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïðè

ε < 1, è ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ ðàâíî
π√

1− ε
.

Ñëåäîâàòåëüíî íà èíòåðâàëå x >
√

2

ε
ðàññòîÿíèå d ìåæäó ëþáûìè

äâóìÿ íóëÿìè ôóíêöèè z(x), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ,

äîïóñêàåò îöåíêó d <
π√

1− ε
< π(1 +

ε

2
).

Çíàÿ òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå z(x) èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, ðàñ-

ñìîòðèì øòóðìîâó ïàðó

z′′ +
(
1− 2

x2

)
z = 0 è v′′ + v = 0,

è ñäåëàåì âûâîä, ÷òî d > π.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî π < d < π(1 +
ε

2
) ïðè x >

√
2

ε
. Ïîëó÷åííûé

ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûìè íóëÿìè ôóíêöèè Áåññåëÿ J3/2(x) âñåãäà áîëüøå, ÷åì π, è ñòðåìèòñÿ

ê π ïðè x→ +∞.

Ôóíêöèÿ J3/2(x) èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä:
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J3/2(x) =

√
2

πx
(

sinx

x
− cosx).

Íî ïîëó÷èòü îòñþäà îöåíêó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åå íóëÿìè (è äàæå ñäåëàòü

âûâîä î åå êîëåáàòåëüíîì õàðàêòåðå!) çàòðóäíèòåëüíî.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

y′′(x) +
1

x
y′(x) + y = 0.

Çàìåíà y(x) =
z(x)√
x
ïðèâåäåò óðàâíåíèå ê âèäó

z′′ +
(
1 +

1

4x2

)
z = 0.

Èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ïàðû óðàâíåíèé

u′′ + u = 0 è z′′ +
(
1 +

1

4x2

)
z = 0

ñðàçó ñëåäóåò è òî, ÷òî ðåøåíèÿ z(x) êîëåáëþùèåñÿ, è îöåíêà ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè d < π.

Òåïåðü ñîñòàâèì øòóðìîâó ïàðó

z′′ +
(
1 +

1

4x2

)
z = 0 è v′′ + (1 + ε)v = 0, ãäå x >

1√
ε
.

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ñíèçó:
π√

1 + ε
< d

Òàê êàê
1√

1 + ε
> 1− ε

2
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, òî ìîæíî óïðîñòèòü

îöåíêó, è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èòü

π(1− ε

2
) < d < π

Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

íóëÿìè ôóíêöèè Áåññåëÿ J0(x) ìåíüøå π, è ñòðåìèòñÿ ê π ïðè x→ +∞.
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Òåïåðü ìîæíî íåìíîãî ïî-äðóãîìó âçãëÿíóòü íà ãðàôèê ôóíêöèè

J0(x) (ðèñ. 26.1 çàíÿòèÿ 26)) Ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î êîëåáàòåëüíîì õà-

ðàêòåðå ýòîé ôóíêöèè èç ñòåïåííîãî ðÿäà ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî (âïðî-

÷åì, òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü ïðî ðÿäû äëÿ ôóíêöèé sinx è cosx).

Èìåííî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâèëîñü äëÿ íàñ èñòî÷íèêîì íî-

âûõ ñâåäåíèé î åãî ðåøåíèÿõ.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ I0(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′(x) +
1

x
y′(x)− y = 0,

êîòîðîå çàìåíîé y(x) =
z(x)√
x
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

z′′ +
(
− 1 +

1

4x2

)
z = 0.

Åñëè x >
1

2
, òî Q(x) 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîå ðåøåíèå íå ìîæåò

èìåòü áîëåå îäíîãî íóëÿ íà ýòîì èíòåðâàëå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà

îòðåçêå [ε;
1

2
] ïðè ëþáîì ε ôóíêöèÿ I0(x) òàêæå íå èìååò íóëåé (åùå ðàç

ïîñìîòðèòå íà ðèñ. 26.3)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ Iν(x) ÿâëÿþòñÿ

íåêîëåáëþùèìèñÿ, à ôóíêöèè Áåññåëÿ Jν(x) � êîëåáëþùèìèñÿ. Íåêî-

òîðûå ñòóäåíòû óïîòðåáëÿþò èìåííî òàêèå òåðìèíû: ¾êîëåáëþùèåñÿ

ôóíêöèè Áåññåëÿ¿ äëÿ Jν(x) è ¾íåêîëåáëþùèåñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ¿ äëÿ

Iν(x). Íàì êàæåòñÿ, ÷òî òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ íå òîëüêî äîïóñòèìà, íî

è áîëåå èíôîðìàòèâíà, ÷åì íåéòðàëüíîå íàçâàíèå ¾ìîäèôèöèðîâàííàÿ

ôóíêöèÿ Áåññåëÿ¿.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = sin(2 lnx), x > 0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà x2y′′ + xy′ + 4y = 0. Ñäåëàéòå âûâîäû î ðàññòîÿíèè

ìåæäó íóëÿìè ðåøåíèÿ ïðè x → +∞ è ïðè x → +0. Ìîæíî ëè ïîëó-

÷èòü òó æå èíôîðìàöèþ, íå íàõîäÿ ðåøåíèÿ, à äåëàÿ îöåíêè ñ ïîìîùüþ
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òåîðåìû Øòóðìà?

2. Ê êàêîìó ïðåäåëó ñòðåìèòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ + (1 + e−x)y = 0 ïðè

x→ +∞ è ïðè x→ −∞?

3. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿ-

ìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2y′′ − 2xy′ + (3 + 4x2)y = 0 ìåíüøå π è

ïðè x→∞ êàê óãîäíî áëèçêî ê π.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + e−xy = 0 ÿâëÿåòñÿ

êîëåáëþùèìñÿ íà èíòåðâàëå [0; +∞). Ïîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó

ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ áîëüøå, ÷åì π, è óâåëè÷è-

âàåòñÿ ñ ðîñòîì x.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 727, 728, 729, 730, 732, 733
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Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêå. Â ëþáîì ñïðàâî÷íèêå âû íàéäåòå ìíîãî÷èñëåííûå àñèìïòîòè-

÷åñêèå ôîðìóëû. Ïîýòîìó, âîçìîæíî, âàæíåå ïîíèìàòü, ÷òî æå òàêîå

¾àñèìïòîòèêà¿, ÷åì óìåòü ïîëó÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðå-

àëüíûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, è ìîæíî ïîñòàâèòü ýêñïåðèìåíò, èëëþñòðè-

ðóþùèé ýòó ìîäåëü, òî ýêñïåðèìåíòàòîð, êàê ïðàâèëî, çíàåò çàêîí èç-

ìåíåíèÿ âåëè÷èíû â íà÷àëå è â êîíöå ïðîöåññà (òî åñòü ïðè t → 0 è

t → +∞). Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøå-

íèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âáëèçè íóëÿ è íà áåñêîíå÷íîñòè è

ñðàâíèòü ñ îæèäàåìûì.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕn(x) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé

ïðè x→ x0, åñëè ϕn+1(x) = o(ϕn(x)) ïðè x→ x0, òî åñòü lim
x→x0

ϕn+1(x)

ϕn(x)
= 0.

Ïðîñòåéøèå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî, êîíå÷íî,

ñòåïåííûå: ϕn(x) = (x− x0)n ïðè x→ x0, è ϕn(x) =
1

xn
ïðè x→∞.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, åñëè

f(x) =
n∑
k=0

akϕk(x) + o(ϕn(x))

è ïèøóò

f(x) ∼ a0ϕ0(x) + ...+ anϕn(x)

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî â àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå

èäåò ðå÷ü î ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ (â îòëè÷èå îò çíàêîìûõ

âàì àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë Òåéëîðà äëÿ ex, sinx, è ò.ä.)
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Ïðèìåð 1. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âáëèçè íóëÿ ôóíê-

öèè f(x) =

+∞∫
0

e−t

1 + xt
dt.

(Çàìåòèì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x > 0)

Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå

1

1 + xt
=

n∑
k=0

(−xt)k +
(−xt)n+1

1 + xt

è ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ðàâåíñòâî:

f(x) =
n∑
k=0

(−1)kxk
+∞∫
0

tke−t dt+ (−x)n+1

+∞∫
0

tn+1e−t

1 + xt
dt =

=
n∑
k=0

(−1)kxkk! + rn(x), ãäå

rn(x) = (−x)n+1

+∞∫
0

tn+1e−t

1 + xt
dt.

Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî lim
x→0

rn(x)

xn
= 0, òî åñòü lim

x→0
x

+∞∫
0

tn+1e−t

1 + xt
dt = 0, òî

òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íóëå

f(x) ∼
n∑
k=0

(−1)kk!xk

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä
+∞∑
k=0

(−1)kk!xk ðàñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x 6= 0.

Îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ è ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî

÷àñòÿì.

Ïðèìåð 2. Èíòåãðàë erf(x) =
2√
π

x∫
0

e−t
2

dt íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
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îøèáîê, à èíòåãðàë erfc(x) =
2√
π

+∞∫
x

e−t
2

dt � äîïîëíèòåëüíîé ôóíê-

öèåé îøèáîê. ßñíî, ÷òî erf(x) + erfc(x) =
2√
π

+∞∫
0

e−t
2

dt = 1 (èíòåãðàë

Ýéëåðà�Ïóàññîíà).

Íàéäåì àñèìïòîòèêó erfc(x) ïðè x → +∞. Âûïîëíèì èíòåãðèðîâà-

íèå ïî ÷àñòÿì:

+∞∫
x

e−t
2

dt = −
+∞∫
x

de−t
2

2t
= −e

−t2

2t

∣∣∣+∞
x

+

+∞∫
x

e−t
2

2t2
dt

Òàêèì îáðàçîì,

erfc(x) =
2√
π

e−x
2

2x
+

2√
π

+∞∫
x

e−t
2

2t2
dt

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, òî åñòü âòîðîå ñëàãàåìîå

ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì:

lim
x→+∞

+∞∫
x

e−t
2

2t2
dt

e−x
2

x

= lim
x→+∞

−e
−x2

2x2
dt

e−x
2
(−2x2)− e−x2

x2

= lim
x→+∞

1

2(2x2 + 1)
= 0

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè x→ +∞

erfc(x) ∼ e−x
2

√
πx
,

è ñëåäîâàòåëüíî

erf(x) ∼ 1− e−x
2

√
πx
.

Î÷åâèäíî, ïðè x→ 0

erf(x) ∼ 2√
π
x.
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Èíòåãðàëîì Ëàïëàñà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F (x) =

β∫
α

A(t)exB(t)dt.

Çäåñü A(t) è B(t) � âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà

[α; β] è äîñòàòî÷íî ãëàäêèå. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Åñëè A(α) 6= 0, à B(t) ìîíîòîííî óáûâàåò íà [α; β] è B′(t) 6= 0 íà

[α; β], òî ïðè x→ +∞

F (x) ∼ −A(α)exB(α)

xB′(α)
.

2) Åñëè A(α) 6= 0, à B(t) ìîíîòîííî óáûâàåò íà [α; β], B′(α) = 0 è

B′′(α) < 0, òî ïðè x→ +∞

F (x) ∼ A(α)exB(α)

√
−π

2xB′′(α)
.

3) Åñëè B(t) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå t0 ∈ [α; β], B′(t0) = 0, B′′(t0) <

0 è A(t0) 6= 0, òî ïðè x→ +∞

F (x) ∼ A(t0)e
xB(t0)

√
−2π

xB′′(t0)
.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ýòèõ ôîðìóë.

Ïðèìåð 3. Íàéòè àñèìïòîòèêó ïðè x→ +∞ èíòåãðàëà

F (x) =

+∞∫
0

e−xt
2

1 + tα
dt

Ââåäåì ôóíêöèè B(t) = −t2 è A(t) =
1

1 + tα
. Âñå óñëîâèÿ ïóíêòà 2

âûïîëíåíû, A(0) = 1, B(0) = B′(0) = 0, B′′(0) = −2. Ïîýòîìó ïðè

x→ +∞
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F (x) ∼
√

π

4x
.

Ïðèìåð 4. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåñ-

ñåëÿ In(x) âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

In(x) =
1

π

π∫
0

cosntex cosntdt.

Íàéòè àñèìïòîòèêó In(x) ïðè x→ +∞.

Ïîëàãàåì B(t) = cos t è A(t) = cosnt. Â òî÷êå t = 0 B′(0) = 0,

B′′(0) = −1, ïîýòîìó ïî ôîðìóëå èç ïóíêòà 2

In(x) ∼ 1

π
ex
√

π

2x
=

ex√
2πx

.

Ïðèìåð 5. Íàéòè àñèìïòîòèêó ïðè x→ +∞ èíòåãðàëà

F (x) =

+∞∫
0

e−(xt+
1
t ) dt, x > 0.

Ìû íå ìîæåì ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ ñôîðìóëèðîâàííûìè óòâåðæäå-

íèÿìè, òàê êàê åñëè âûáðàòü B(t) = −t è A(t) = e−
1
t , òî A(t) íå îïðåäå-

ëåíà â òî÷êå t = 0. Åñëè æå äîîïðåäåëèòü åå ïî íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà,

òî A(+0) = 0.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë, ñäåëàâ çàìåíó (x; t) íà (y; τ) ïî ïðàâèëó

1

t
=

y

τ
, xt = τy

Òîãäà x = y2 è t =
τ

y
, è ìû ïîëó÷èì

F (x) = G(y) =

+∞∫
0

e−(τy+
y
τ )
dτ

y
=

1

y

+∞∫
0

e−y(τ+
1
τ ) dτ

www.phys.nsu.ru



64 Çàíÿòèå 30

Òåïåðü ïîëîæèì A(τ) = 1, B(τ) = τ +
1

τ
, B′(τ) = 1 − 1

τ 2
, è â òî÷êå

τ0 = 1 B(τ) èìååò ìàêñèìóì. Äàëåå, B′′(1) = −2, B(1) = −2 è ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåòüèì óòâåðæäåíèåì.

G(y) ∼ 1

y
e−2y

√
2π

2y
=
√
π
e−2y

y3/2

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì ïðè x→ +∞

F (x) ∼
√
π
e−2
√
x

x3/4
.

Ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû íàçûâàåòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ôîðìóë ïðè x→ +∞ äëÿ èíòåãðàëîâ âèäà

F (x) =

β∫
α

A(t)eixB(t)dt.

Ïóñòü ôóíêöèÿ B(t) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå t0 ∈ [α; β). Òîãäà

F (x) ∼ A(t0)e
ixB(t0)ei

π
4

√
2π

xB′′(t0)
, åñëè B′′(t0) > 0,

è

F (x) ∼ A(t0)e
ixB(t0)e−i

π
4

√
2π

−xB′′(t0)
, åñëè B′′(t0) < 0.

Åñëè ôóíêöèÿ B(t) èìååò íà ïðîìåæóòêå (α; β) íåñêîëüêî ýêñòðåìóìîâ,

òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè íàäî ñëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìó-

ëû.

Ïðèìåð 6.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jn(x) âûðàæàåòñÿ

èíòåãðàëîì

Jn(x) =
1

2π

π∫
−π

e−int+ix sin tdt.

Íàéòè àñèìïòîòèêó Jn(x) ïðè x→ +∞.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ïðèìåíèì ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû,
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ïîëàãàÿ A(t) = e−int, B(t) = sin t. Ôóíêöèÿ sin t íà îòðåçêå [−π; π] èìååò

îäèí ìàêñèìóì â òî÷êå π/2 è îäèí ìèíèìóì â òî÷êå −π/2. Ïîýòîìó ïðè
x→ +∞

Jn(x) ∼ 1

2π
e−in

π
2 eixe−i

π
4

√
2π

x
+

1

2π
ein

π
2 e−ixei

π
4

√
2π

x
=

=
1√
2πx

(
ei(x−n

π
2−

π
4 ) + e−i(x−n

π
2−

π
4 )
)

=
2√
πx

cos(x− π

2
n− π

4
)

Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå àñèìïòîòèêè ñ ÿâíûì âèäîì ôóíêöèé Áåññåëÿ,

íàïðèìåð

J1/2(x) =
√

2

π

sinx√
x

è J−1/2(x) =
√

2

π

cosx√
x

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëèóâèëëÿ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðèâå-

ñòè óðàâíåíèå y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 ê ñïåöèàëüíîìó âèäó. Îïèøåì

àëãîðèòì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

1) Ïîäáèðàåì çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t = ϕ(x) òàê, ÷òîáû

óðàâíåíèå ïðèâåëîñü ê âèäó ÿ + b(t)ẏ ± y = 0.

2) Çàìåíîé y(t) = ρ(t)u(t) äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî â óðàâíåíèè íå îñòà-

íåòñÿ ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ è óðàâíåíèå ïðåîá-

ðàçóåòñÿ ê âèäó

ü+ (1 + f(t))u = 0 èëè ü− (1− f(t))u = 0

Åñëè ôóíêöèÿ f(t) òàêîâà, ÷òî

+∞∫
t0

f(t) dt ñõîäèòñÿ, òî ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ òàêèõ,

÷òî ïðè x→ +∞

u1(t) ∼ sin t è u2(t) ∼ cos t

Ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîå óðàâíåíèå èìååò ÔÑÐ, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè

àñèìïòîòèêàìè ïðè x→ +∞:
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u1(t) ∼ et è u2(t) ∼ e−t

Ïðèìåð 7. Íàéòè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ y′′ + x2y = 0.

Ñäåëàåì â óðàâíåíèè çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Åñëè t = ϕ(x),

òî y′ = ẏ · ϕ′(x), y′′ = ÿ · (ϕ′)2(x) + ẏ · ϕ′′(x). Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå:

ÿ · (ϕ′)2 + ẏ · ϕ′′ + x2y = 0

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ϕ(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (ϕ′)2 = x2.

Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü t = ϕ(x) =
x2

2
, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ÿ +
1

2t
ẏ + y = 0.

Òåïåðü ñëåäóåò íàéòè ρ(t). Ïîäñòàâëÿÿ y(t) = ρ(t)u(t) â óðàâíåíèå ïîëó-

÷èì

ρ̈u+ 2ρ̇u̇+ ρü+
1

2t
(ρ̇u+ ρu̇) + ρu = 0

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû 2ρ̇ +
1

2t
ρ = 0, òîãäà ìû èñêëþ÷èì èç óðàâíåíèÿ

ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. Òàêèì îáðàçîì, ρ =
1
4
√
t
, è ìû ïðèâåëè óðàâíåíèå

ê âèäó

ü+ (1 +
3

16t2
)u = 0

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë

+∞∫
1

dt

t2
ñõîäèòñÿ, òî óðàâíåíèå èìååò äâà ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ òàêèõ, ÷òî ïðè x→ +∞

u1(t) ∼ sin t è u2(t) ∼ cos t

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-

øåíèÿ ñ àñèìïòîòèêàìè

y1(x) ∼ 1√
x

sin
x2

2
è y2(x) ∼ 1√

x
cos

x2

2

www.phys.nsu.ru



Çàíÿòèå 30 67

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èòå ïðè x→ +∞ àñèìïòîòèêó èíòå-

ãðàëà Γ(a;x) =

+∞∫
x

e−tta−1 dt (ïðè a < 2) .

2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè x→ +∞
+∞∫
0

e−t
2+xt dt ∼

√
πe

x2

4 .

3. Ñäåëàéòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëèóâèëëÿ è óêàæèòå, êàêèå àñèìïòîòèêè

ïðè x → +∞ èìåþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ + x4y = 0, îáðàçóþùèå åãî

ÔÑÐ.

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà

�� 739, 742, 744.
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