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ПРЕДИСЛОВИЕ

Содержание учебного пособия в основном соответствует програм-
ме специального курса ”Дополнительные главы теории функций ком-
плексного переменного“, читаемого на физическом факультете НГУ в
4-м семестре. Вопросы обсуждаемые в рамках специального курса от-
носятся к разделам комплексного анализа, ставшим уже классическими
и естественно нашедшим отражение в учебной и научной литературе.
Однако сложно порекомендовать слушателям какую-либо конкретную
книгу близкую по содержанию к программе данного спецкурса. В заме-
чательной книге М.А. Лаврентьева и Б.В. Шабата [9] можно найти, в
несколько ином изложении, значительную часть фактического матери-
ала рассматриваемого в спецкурсе, однако попытки рекомендовать дан-
ную книгу слушателям для самостоятельного изучения оказались мало-
эффективными. Видимо, для студентов 2-го курса монография объемом
в 688 страниц, написанная местами в расчете на хорошо подготовленно-
го читателя, оказывается довольно сложным источником информации.

Пособие состоит из четырех глав, в каждой из которых рассматри-
ваются разделы комплексного анализа связанные между собой общей
идеей и методами их приложения к решению конкретных задач, исполь-
зуемых в различных курсах физического цикла. Основным и в спецкур-
се и в пособии являются именно приложения, которые иллюстрируются
довольно большим количеством подробно разобранных задач. При этом
пособие содержит весь необходимый теоретический материал, изложе-
ние которого подчинено основной цели курса.

В пособии для утверждений используется тройная нумерация – (гла-
ва, параграф, порядковый номер в данном параграфе), отдельная ана-
логичная нумерация используется для выделенных формул.
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ВВЕДЕНИЕ

Для начала нужно уточнить некоторые термины и понятия, исполь-
зуемые в современном комплексном анализе.

В курсе лекций по ТФКП, читавшемся на физическом факультете
НГУ, термин аналитическая функция по сложившейся традиции озна-
чает дифференцируемую в смысле комплексного переменного функцию
f : D ⊂ C→ C, у которой производная является непрерывной функцией
в области D. Такое определение основного класса функций позволяет
упростить доказательство интегральной теоремы Коши, однако создает
и некоторые проблемы, возникающие, к примеру, при чтении матема-
тической литературы.

Во-первых, термин «аналитическая функция» не связан конкрет-
но с комплексным анализом, в современной математике аналитической
принято называть функцию, представимую степенным рядом в окрест-
ности каждой точки области определения. При этом рассматривают-
ся аналитические функции не только комплексного переменного, но и
аналитические функции одной и многих действительных переменных
и даже абстрактные аналитические функции, связанные с банаховыми
пространствами. В общем случае аналитичность функции не является
простым следствием ее дифференцируемости, к примеру, на действи-
тельной прямой даже бесконечно дифференцируемая функция может
не быть аналитической. Рассматриваемая в ТФКП ситуация является
исключительной в том смысле, что всякая дифференцируемая в смысле
комплексного переменного в области D ⊂ C функция f в окрестности
каждой точки области D представима степенным рядом, т.е. функция f
является аналитической в области D. При этом в литературе по ком-
плексному анализу аналитические функции часто называют голоморф-
ными или регулярными функциями, а термин аналитическая функция
используется не только для однозначных функций, но и для многознач-
ных функций комплексного переменного.

Во-вторых, для функций, дифференцируемых в смысле комплексно-
го переменного, априори непрерывность производных никогда не пред-
полагается, поскольку это требование является излишним: всякая функ-
ция комплексного переменного дифференцируемая в области D ⊂ C
один раз оказывается бесконечно дифференцируемой в области D и все
ее производные являются непрерывными функциями. Доказательство
этого факта не является тривиальным, и одна из возможностей связана
с дифференцированием интегральной формулы Коши. В рамках лек-
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ционного курса мы попадаем в замкнутый цикл: мы можем доказать
непрерывность производной, используя интегральную формулу Коши,
являющуюся следствием интегральной теоремы Коши, при доказатель-
стве которой мы уже использовали непрерывность производной ...

Учитывая ограниченность учебного времени, использование в лек-
ционном курсе дополнительных предположений о свойствах изучаемых
объектов, представляется вполне оправданным, если это приводит к бо-
лее простому изложению материала и при этом позволяет получить все
необходимые физикам содержательные утверждения и вычислитель-
ные формулы. Однако тем кто желает научиться применять методы
комплексного анализа не только при решении учебных задач, но и при
изучении различных проблем физического содержания, на наш взгляд
целесообразно иметь адекватное представление о базовых понятиях рас-
сматриваемой теории и о способах доказательства основных теорем и
утверждений.

Пожалуй важнейшей теоремой в комплексном анализе является ин-
тегральная теорема Коши. Вспоминая структуру лекционного курса,
взаимосвязь основных понятий и свойств функций в ТФКП можно изоб-
разить при помощи следующей замкнутой диаграммы:
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Из диаграммы видно, что изложение теории функций комплексного

переменного можно начинать с любого ее пункта. Обычно начинают ли-
бо с условий дифференцируемости либо со степенных рядов, а в книге
А. Гурвица, Р. Куранта «Теория функций» реализуются оба подхода.
При этом нужно иметь в виду, что в основе доказательства большинства
важнейших утверждений комплексного анализа лежит использование
различных следствий интегральной теоремы Коши, что и определяет
особое место этой теоремы в теории функций комплексного переменно-
го.
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Основная часть данного курса будет посвящена различным прило-
жениям комплексного анализа, но начнем курс мы с классического до-
казательства интегральной теоремы Коши, в котором непрерывность
производной не предполагается. Это будет первым и по большому счету
единственным подробным и строгим доказательством теоремы, требу-
ющим времени и усилий.

§ 1. Необходимые определения

Для доказательства интегральной теоремы Коши нам потребуют-
ся лишь определение аналитической функции и определение интеграла
функции комплексного переменного вдоль ориентированной кривой.

Рассмотрим область D ⊂ C и точку z0 ∈ D.

Определение. Функция f : D → C называется дифференцируемой
в точке z0, если существует такое число λ ∈ C, что

f(z)− f(z0) = λ(z − z0) + o(z − z0) при z → z0. (1)

Если функция f : D → C дифференцируема в точке z0, то соответ-
ствующее число λ называется производной функции f(z) в точке z0 и
обозначается стандартным образом f ′(z0).

Равенство (1) эквивалентно существованию конечного предела

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

= f ′(z0).

Функцию f : D → C будем называть аналитической1 в области D,
если она дифференцируема в каждой точке z ∈ D. Отметим, что мы
требуем лишь существования в области D конечной производной и не
предполагаем никаких дополнительных свойств.

Функцию f(z) называют аналитической в точке z0 ∈ C, если она
является аналитической в некоторой окрестности точки z0. Функцию
называют аналитической на некотором множестве E ⊂ C, если она
является аналитической в каждой точке z ∈ E. Отметим, что требова-
ние аналитичности функции на множестве E является более сильным
по сравнению с требованием дифференцируемости функции в каждой
точке множества E.

1Чтобы не вводить новых понятий, мы будем использовать для однозначных
функций комплексного переменного термин аналитическая, понимая его в несколь-
ко ином смысле по сравнению с основным лекционным курсом ТФКП.
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Пусть γ ⊂ C – ориентированная гладкая кривая, z = z(t) – ее глад-
кая параметризация, т.е. гладкое отображение

z(t) : [α, β] ⊂ R → γ ⊂ C, z′(t) 6= 0.

Определение. Интеграл от непрерывной функции f : γ → C вдоль
ориентированной кривой γ определяется равенством

∫

γ

f(z) dz =

β∫

α

f(z(t))z′(t) dt,

в котором правая часть понимается как линейная комбинация интегра-
лов от действительной и мнимой частей.

Полагая f(z) = u(x, y) + iv(x, y), комплексный интеграл можно за-
писать в виде комбинации действительных криволинейных интегралов

∫

γ

f(z) dz =
∫

γ

u dx− v dy + i

∫

γ

v dx + u dy.

Используя аддитивность, естественным образом определяется инте-
грал по ориентированной кусочно-гладкой кривой. Для непрерывной
функции интеграл по кусочно-гладкой кривой всегда существует и не
зависит от выбора параметризации. Всюду далее, если об этом не будет
сказано отдельно, предполагается, что все кривые, по которым будут
вычисляться интегралы, являются кусочно-гладкими.

Пример. Пусть γ ⊂ C – ориентированная гладкая кривая, имею-
щая начало в точке a и конец в точке b, а z = z(t) = x(t) + iy(t) – ее
гладкая параметризация. Тогда

∫

γ

dz =

β∫

α

[x′(t) + iy′(t))] dt = z(t)

∣∣∣∣∣

β

α

= b− a, (2)

∫

γ

z dz =

β∫

α

(
[x(t)x′(t)− y(t)y′(t))] + i [x(t)y′(t) + y(t)x′(t)]

)
dt =

=
z2(t)

2

∣∣∣∣∣

β

α

=
b2

2
− a2

2
. (3)
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Следовательно для всякого простого замкнутого кусочно-гладкого
контура Γ ⊂ C

∫

Γ

dz = 0,

∫

Γ

z dz = 0. (4)

§ 2. Интегральная теорема Коши

Интегральная теорема была опубликована О. Коши1 в 1825 году,
однако приведенное им доказательство было не совсем строгим.

Полное доказательство интегральной теоремы Коши получил Э. Гур-
са2 в 1884 году. Основная идея в схеме Э. Гурса заключается в ориги-
нальном доказательстве утверждения теоремы для контуров, являю-
щихся границей многоугольников, и аппроксимации интеграла по про-
извольному контуру интегралом по границе многоугольника.

Покажем вначале возможность аппроксимации интересующего нас
вида.

Лемма Гурса. Пусть функция f(z) непрерывна в односвязной об-
ласти D ⊂ C и γ – простой замкнутый кусочно-гладкий контур, лежа-
щий в D. Тогда для произвольного ε > 0 существует такой многоуголь-
ник P ⊂ D с вершинами на γ, что

∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f(z) dz −
∫

∂P

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
< ε.

Доказательство. Обозначим через L длину контура γ.
Рассмотрим такую ограниченную односвязную подобласть D1, что

γ ∈ D1 и D1 ⊂ D. В силу компактности множества D1 непрерывная
функция f(z) будет равномерно непрерывной в области D1. Поэтому
для произвольного ε > 0 существует такое δ > 0, что для всех z1, z2 ∈ D1

из неравенства
|z′ − z′′| < δ

1Коши Огюст Луи(1789–1857)– французский математик, член Парижской ака-
демии наук, иностранный почетный член Петербургской академии наук, основные
исследования посвящены математическому анализу и математической физике, яв-
ляется одним из создателей теории функций комплексного переменного.

2Гурса Эдуар Жан Батист(1858–1936)– французский математик, член Париж-
ской академии наук, основные труды по дифференциальным уравнениям и теории
функций комплексного переменного.
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будет следовать оценка

|f(z′)− f(z′′)| < ε

2L
. (5)

Фиксируем положительное число δ0 < min{δ, dist(γ, ∂D1)} и разо-
бьем точками z1, z2, . . . , zn контур γ на дуги γk, k = 1, 2, . . . , n, длина
каждой из которых меньше чем δ0. Обозначим через P многоугольник
с вершинами в точках zk, а через lk его соответствующие стороны. От-
метим, что число δ0 выбрано так, что P ⊂ D1 ⊂ D.

Воспользовавшись равенством (2), получаем

∆zk = zk+1 − zk =
∫

γk

dz =
∫

lk

dz. (6)

Используя неравенство (5) и равенство (6), получаем оценку
∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f(z) dz −
n∑

k=1

f(zk) ∆zk

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

∫

γk

[f(z)− f(zk)] dz

∣∣∣∣∣∣
<

ε

2L

n∑

k=1

∫

γk

|dz| ≤ ε

2
. (7)

Аналогичным образом получается оценка
∣∣∣∣∣∣

∫

∂P

f(z) dz −
n∑

k=1

f(zk)∆zk

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

∫

lk

[f(z)− f(zk)] dz

∣∣∣∣∣∣
<

ε

2
. (8)

Теперь результат леммы очевидным образом следует из оценок (7)
и (8)

∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f(z) dz −
∫

∂P

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f(z) dz −
n∑

k=1

f(zk)∆zk

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣

∫

∂P

f(z) dz −
n∑

k=1

f(zk)∆zk

∣∣∣∣∣∣
< ε.
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Основная лемма. Пусть функция f(z) является аналитической в
односвязной области D ⊂ C. Тогда для произвольного треугольника
∆ ⊂ D ∫

∂∆

f(z) dz = 0.

Доказательство. Рассмотрим
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Рис. 1.

произвольный треугольник ∆ ⊂ D и
пусть ∣∣∣∣∣∣

∫

∂∆

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
= M.

Проведем в треугольнике ∆ средние
линии и разобьем его на четыре треу-
гольника ∆(k), рис. 1.

Учитывая, что по средним линиям
интегрирование происходит дважды, в
противоположных направлениях, полу-
чаем

M =

∣∣∣∣∣∣

∫

∂∆

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

4∑

k=1

∫

∂∆(k)

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
≤

4∑

k=1

∣∣∣∣∣∣

∫

∂∆(k)

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
.

Из неравенства видно, что модуль интеграла по границе хотя бы

одного из треугольников ∆(k) не меньше чем
M

4
. Фиксируем такой тре-

угольник и обозначим его через ∆1. Применяя описанную ранее проце-
дуру к треугольнику ∆1, мы найдем треугольник ∆2, для которого

∣∣∣∣∣∣

∫

∂∆2

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
≥ M

42
.

Продолжая этот процесс, мы построим последовательность треуголь-
ников {∆k}, обладающую следующими свойствами:

1) ∆k+1 ⊂ ∆k, k ∈ N ;

2) периметр треугольника ∆k равен
L

2k
, где L – периметр исходного

треугольника ∆;
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3) выполняется оценка
∣∣∣∣∣∣

∫

∂∆k

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
≥ M

4k
. (9)

Последовательность вложенных замкнутых треугольников имеет един-
ственную общую точку z0 ∈ D. Поскольку функция f(z) является ана-
литической в точке z0, то согласно определению дифференцируемо-
сти (1) для всякого ε > 0 существует такое δ > 0, что

|f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)| < ε|z − z0| (10)

при всех z, лежащих в круге B(z0, δ) = {z ∈ C; |z − z0| < δ}.
Начиная с некоторого номера k0 все треугольники ∆k лежат в круге

B(z0, δ), при этом из равенств (4) следует, что
∫

∂∆k

f(z0) dz = 0 и
∫

∂∆k

f ′(z0)(z − z0) dz = 0.

Учитывая эти соотношения и неравенство (10), мы можем получить
следующую оценку для интеграла

∣∣∣∣∣∣

∫

∂∆k

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

∂∆k

[f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)] dz

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ ε

∫

∂∆k

|z − z0| |dz| ≤ ε
L2

4k
. (11)

Из неравенств (9) и (11) следует оценка

M ≤ ε L2,

из которой в силу произвольности ε получаем M = 0, что и завершает
доказательство леммы.

Интегральная теорема Коши. Пусть функция f(z) является
аналитической в односвязной области D ⊂ C. Тогда для произвольного
замкнутого кусочно-гладкого контура γ ⊂ D

∫

γ

f(z) dz = 0.
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Утверждение теоремы непосредственно следует из доказанных лемм.
Всякий многоугольник P ⊂ D можно разбить на треугольники. Пред-
ставляя интеграл по границе многоугольника в виде суммы интегралов
по границам треугольников и учитывая результат основной леммы, по-
лучаем ∫

∂P

f(z) dz = 0.

Согласно лемме Гурса интеграл по контуру γ можно аппроксимировать
с любой точностью интегралами по многоугольникам, которые все рав-
ны нулю. Следовательно и интеграл по контуру γ равен нулю.

Интегральная теорема Коши имеет множество различных следствий
и обобщений. На практике часто используется следующий вариант тео-
ремы, строгое доказательство которого выходит за рамки нашего курса.

Обобщенная теорема Коши. Пусть D ⊂ C – ограниченная мно-
госвязная область с ориентированной кусочно-гладкой границей Γ, функ-
ция f(z) является аналитической в D и непрерывной в D. Тогда

∫

Γ

f(z) dz = 0.

Важнейшим следствием интегральной теоремы Коши является инте-
гральная формула Коши, позволяющая однозначно восстановить значе-
ния аналитической функции внутри области по ее значениям на границе
области.

Интегральная формула Коши. Пусть D ⊂ C – ограниченная
многосвязная область с ориентированной кусочно-гладкой границей Γ,
функция f(z) является аналитической в D и непрерывной в D. Тогда

1
2πi

∫

Γ

f(t) dt

t− z
=

{
f(z) при z ∈ D,

0 при z ∈ C \D.
(12)

Замечание. Если z ∈ Γ, то интеграл Коши (12) имеет в этой точке
особенность и его значение зависит от строения граничной кривой в
окрестности точки z.
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I. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ
ТЕОРИИ ВЫЧЕТОВ

Традиционно приложения теории вычетов в первую очередь ассоци-
ируются с вычислением интегралов, однако реально вычеты использу-
ются при решении множества задач различного содержания. К таким
задачам можно отнести нахождение интегральных формул для нулей
аналитических функций, вычисление коэффициентов ряда Тейлора для
обратной функции, разложение мероморфной функции на элементар-
ные дроби, представление целой функции в виде бесконечного произве-
дения . . .

§ 1. Обобщенный логарифмический вычет

При решении различных задач возникает необходимость нахожде-
ния нулей трансцендентных аналитических функций. Существуют ите-
рационные методы, позволяющие находить приближенные значения с
любой требуемой точностью, однако эффективность этих методов су-
щественным образом зависит от правильности выбора первоначального
приближения.

Известно, что для мероморфной функции f разность между количе-
ством нулей N и количеством полюсов P, лежащих внутри замкнутого
контура Γ, может быть выражена через логарифмический вычет

1
2πi

∫

Γ

f ′(z)
f(z)

d z = N − P.

Этот результат допускает довольно простое обобщение.

Теорема 1.1.1. Пусть D ⊂ C – ограниченная односвязная область
с кусочно-гладкой границей Γ, ориентированной в положительном на-
правлении. Функция ϕ(z) является аналитической в D и непрерывной
в D, а функция f(z) является аналитической в D за исключением ко-
нечного числа полюсов, лежащих в области D, и f(z) 6= 0 при z ∈ Γ.
Тогда

1
2πi

∫

Γ

ϕ(z)
f ′(z)
f(z)

d z =
∑

i

ni ϕ(ai)−
∑

j

mj ϕ(bj),

где ai ∈ D – нули функции f(z) кратности ni, а bj ∈ D – полюсы
функции f(z) кратности mj .
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При выполнении условий теоремы функция f(z) может иметь в об-

ласти D лишь конечное число нулей. Положим F (z) = ϕ(z)
f ′(z)
f(z)

. Осо-

быми точками функции F (z) являются нули и полюсы функции f(z), а
искомый интеграл равен сумме вычетов функции F (z) во всех особых
точках.

Если точка ai является нулем функции f(z) кратности ni, то в ее
окрестности
f(z) = (z − ai)ni g(z), где g(ai) 6= 0. Поэтому

f ′(z)
f(z)

=
ni

z − ai
+

g′(z)
g(z)

,

и следовательно в лорановском разложении функции F (z) коэффици-
ент при (z−ai)−1 равен ni ϕ(ai). Аналогичное рассуждение показывает,
что в лорановском разложении функции F (z) в окрестности полюса bj

коэффициент при (z− bj)−1 равен −mj ϕ(bj). Суммируя по всем нулям
и полюсам, получаем требуемую формулу.

Если функция f(z) не имеет полюсов, то полагая ϕ(z) ≡ 1, мы полу-
чаем стандартную формулу количества нулей функции f(z) в области
D, т.е.

N =
1

2πi

∫

Γ

f ′(z)
f(z)

d z.

Применяя теорему 1.1.1 в случае, когда ϕ(z) = z, мы получаем ин-
тегральную формулу для нахождения простого нуля.

Следствие 1.1.2. Пусть D ⊂ C – ограниченная односвязная об-
ласть с кусочно-гладкой границей Γ, ориентированной в положительном
направлении. Если аналитическая в D функция f(z) имеет единствен-
ный простой нуль a ∈ D, то

a =
1

2πi

∫

Γ

z
f ′(z)
f(z)

d z. (1.1.1)

Если в области содержатся два простых нуля, то они могут быть
найдены как решения простой алгебраической системы уравнений.

Следствие 1.1.3. Пусть D ⊂ C – ограниченная односвязная об-
ласть с кусочно-гладкой границей Γ, ориентированной в положительном
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направлении. Если аналитическая в D функция f(z) имеет два простых
нуля a, b ∈ D, то они могут быть найдены из равенств

a + b =
1

2πi

∫

Γ

z
f ′(z)
f(z)

d z, (1.1.2)

a2 + b2 =
1

2πi

∫

Γ

z2 f ′(z)
f(z)

d z. (1.1.3)

Каким образом можно найти единственный нуль кратности 3?
Отметим, что универсальных методов решения трансцендентных урав-

нений не существует, при этом приближенное вычисление интеграла яв-
ляется алгоритмической задачей и может быть легко реализовано при
помощи вычислительной техники.1

§ 2. Вычисление интегралов.

Используемые в комплексном анализе приемы вычисления интегра-
лов являются весьма эффективными и часто технически существенно
более простыми по сравнению с другими методами. К сожалению не су-
ществует единой универсальной схемы, подходящей для всех интегра-
лов сразу. Для различных типов подинтегральных функций приходит-
ся использовать различные контуры интегрирования, различными спо-
собами строить вспомогательные функции комплексного переменного,
приходится получать дополнительные оценки, однако общим элементом
всегда остается использование теории вычетов.

Интегралы в смысле главного значения по Коши.

Пусть Γ – кусочно-гладкая кривая , точка t0 ∈ Γ. Обозначим через
Cε окружность |z − t0| = ε, а через Γε часть кривой Γ, лежащую вне
круга |z − t0| ≤ ε.

Если функция f(z) имеет единственную особенность в точке t0 ∈ Γ,
то интеграл в смысле главного значения по Коши определяется услови-
ем:

V.p.

∫

Γ

f(z) dz = lim
ε→0

∫

Γε

f(z) dz [V.p.−Valeur principale (фр.)]

1Было несколько неожиданным увидеть формулы (1.1.2) и (1.1.3) в статье по
физике плазмы, показанной автору слушателем спецкурса И. Стрыгиным.
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Аддитивность интеграла позволяет естественным образом опреде-
лить главное значение интеграла в случае конечного числа особых то-
чек.

Напомним результат из лекционного курса.
Утверждение 1.2.1. Пусть D – ограниченная односвязная об-

ласть с гладкой границей Γ, ориентированной в положительном на-
правлении, функция f(z) является аналитической в D за исключени-
ем конечного числа особых точек b1, . . . , bn ∈ D и простых полюсов
a1, . . . , am ∈ Γ. Тогда

V.p.

∫

Γ

f(z) dz = 2πi
∑

res
z=bk

f(z) + πi
∑

res
z=ak

f(z).

1. Почему полюсы простые?

2. Что делать, если в особой точке граничная кривая не яв-
ляется гладкой?

Пример. Рассмотрим криволинейный треугольник ∆λ, образо-
ванный отрезками L1 = [0, 1], L2 = [1, 1 + (1 + λ)i] и дугой параболы
y = x2 + λx, обозначенной через L3.

6

-
r 1

y

x0

1 + (1 + λ)i

L1

L2
L3

l

Рис. 1.2.1.

Парабола имеет в нуле касательную,
пересекающую действительную ось под
углом ϕ0 = arctg λ. Пусть Cr – дуга ок-
ружности радиуса r с центром в нуле,
соединяющая действительную ось с па-
раболой. Обозначим через γr кусочно-
гладкую кривую, образованную отрез-
ками [r, 1], L2 и частью параболы, сое-
диняющей L2 с Cr. Согласно интегра-
льной теореме Коши получаем

∫

γr

dz

z
=

∫

Cr

dz

z
= i

ϕr∫

0

dϕ = iϕr,

где ϕr – радианная мера дуги Cr, стремящаяся при r → 0 к значению ϕ0.
Следовательно при 0 ≤ λ < +∞

V.p.

∫

∂∆λ

dz

z
= lim

r→0

∫

γr

dz

z
= i arctg λ.
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Таким образом значение интеграла зависит от угла между «сторона-
ми» криволинейного треугольника в вершине, являющейся особой точ-
кой подинтегральной функции.

В общем случае ситуация вполне аналогичная.

Теорема 1.2.2. Пусть D – ограниченная односвязная область с
кусочно-гладкой границей Γ, ориентированной в положительном на-
правлении, функция f(z) является аналитической в D за исключени-
ем конечного числа особых точек b1, . . . , bn ∈ D и простых полюсов
a1, . . . , am ∈ Γ, в которых односторонние касательные к границе обра-
зуют углы αm. Тогда

V.p.

∫

Γ

f(z) dz = 2πi
∑

res
z=bk

f(z) + i
∑

αk res
z=ak

f(z). (1.2.1)

Доказательство теоремы 1.2.1 сводится к интегрированию лоранов-
ского разложения функции в окрестности особой точки ak по дуге окруж-
ности Cr, попадающей внутрь области

lim
r→0

∫

Cr

(
c−1

z − ak
+

∞∑
n=0

cn(z − ak)n

)
dz = iαk res

z=ak

f(z).

Для расходящихся интегралов на действительной прямой R, когда
особой является бесконечно удаленная точка, главное значение опреде-
ляется условием:

V.p.

+∞∫

−∞
f(x) dx = lim

A→+∞

A∫

−A

f(x) dx.

Пример. Показать, что при a ∈ C

I(a) = V.p.

∞∫

−∞

dx

x− a
= iπ sgn(Im a).

Рассмотрим отдельно случаи, когда a является действительным чис-
лом и когда a является комплексным.
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1. Пусть a ∈ R и a ≤ 0. Тогда
∣∣∣∣∣∣




a−ε∫

−A

+

A∫

a+ε


 dx

x− a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2a−A∫

−A

dx

x− a
+




a−ε∫

2a−A

+

A∫

a+ε


 dx

x− a

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

2a−A∫

−A

dx

x− a
+ 0

∣∣∣∣∣∣
≤ 2a

A− 2a
→ 0 при A →∞.

При отрицательных значениях a ситуация вполне аналогичная.
2. Пусть Im a > 0, CR – дуга окружности |z − a| = R, лежащая в

верхней полуплоскости и ϕR – ee радианная мера. Несложно показать,
что

I(a) = res
z=a

1
z − a

− lim
R→∞

∫

CR

dz

z − a
= 2πi− i lim

R→∞
ϕR = iπ.

Если Im a > 0, то I(a) = I(a) = −iπ.

Напомним еще одно утверждение из лекционного курса.

Лемма 1.2.3. (Лемма Жордана.1) Пусть функция f(z) непре-
рывна в секторе S = {|z| ≥ r > 0, Im z ≥ 0} и M(R) = max

z∈C+
R

|f(z)| → 0

при R →∞, где C+
R – верхняя полуокружность. Тогда при a > 0

lim
R→∞

∫

C+
R

f(z) eiaz dz = 0.

Что нужно изменить в формулировке леммы, если a < 0?

Вычислить интегралы:

1)

∞∫

−∞

sin x

x
dx; 2)

∞∫

−∞

sin2 x

x2
dx; 3)

∞∫

−∞

sin3 x

x3
dx.

1Жордан Мари Энмон Камиль [1838-1922] – французский математик, член Па-
рижской Академии наук, иностранный член-корреспондент Петербургской Акаде-
мии наук. Основные труды относятся к алгебре, теории функций, топологии и кри-
сталлографии.
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Во всех трех заданиях исполь-
зуется один контур интегрирова-
ния ΓR, изображенный на рис 1.2.2
и состоящий из верхней полуокруж-
ности C+

R и отрезка [−R,R].
Исходные интегралы не имеют

особенностей в нуле, однако при
интегрировании по контуру ΓR

вспомогательных функций:

6

-

y

xR
I I

J

Рис. 1.2.2.

1) f(z) =
eiz

z
; 2) f(z) =

e2iz − 1
z2

; 3) f(z) =
e3iz − 3eiz + 2

z3

приходится находить главное значение соответствующего интеграла.
Решение. Для примера рассмотрим интеграл 2). Поскольку функ-

ция
e2iz − 1

z2
имеет простой полюс в точке z = 0 и

e2ix − 1
x2

= −2 sin2 x

x2
+

sin 2x

x2
,

то, учитывая нечетность функции sin 2x, лемму Жордана и утвержде-
ние 1.2.1, получаем
∞∫

−∞

sin2 x

x2
dx = −1

2
lim

R→∞

∫

ΓR

e2iz − 1
z2

dz = − iπ

2
res
z=0

e2iz − 1
z2

= − iπ

2
·2π = π.

Обычно вычисление рационально-тригонометрического интеграла
при помощи замены переменной z = eiϕ сводится к вычислению ком-
плексного интеграла по единичной окружности. Следующий результат
представляет собой альтернативный подход к вычислению интегралов
от периодических функций.

Теорема 1.2.4. Пусть 2π-периодическая функция f(z) является
аналитической в полосе

P = {0 ≤ Re z ≤ 2π, Im z ≥ 0}
за исключением конечного числа особых точек b1, . . . , bn ∈ P и простых
полюсов a1, . . . , am ∈ (−π, π). Если f(z) → A 6= ∞ при Im z → +∞, то

V.p.

2π∫

0

f(x) dx = 2πA + 2πi
∑

res
z=bk

f(z) + πi
∑

res
z=ak

f(z).
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Идея доказательства совсем проста: обрезая полосу P прямой Im z =
L > 0 и интегрируя по полученному прямоугольнику, мы видим, что в
силу периодичности функции f(z) сумма интегралов по боковым сто-
ронам равна нулю, а интеграл по верхней стороне стремится к −2πA
при L → +∞.

4) Вычислить интеграл:
2π∫

0

dϕ

c + cosϕ
(a) c > 1, (b) 0 < c < 1.

Решение. Подинтегральная функция примера 4) удовлетворяет усло-
вию теоремы 1.2.4 и при этом f(z) → 0 при Im z → +∞, поскольку при
y > 0

| cos(x + iy)| = 1
2

∣∣eixe−y + e−ixey
∣∣ ≥ 1

2
(
ey − e−y

) ≥ 1
2

(ey − 1) .

4(a). Подинтегральная функция имеет в полосе P один простой
полюс z0, в котором sin z0 = −i

√
c2 − 1, поэтому

2π∫

0

dϕ

c + cos ϕ
= 2πi res

z=z0

1
c + cos z

= 2πi
1

− sin z0
=

2π√
c2 − 1

.

4(b). Подинтегральная функция имеет на интервале (0, 2π) два про-
стых полюса z1, z2. При этом res

z=z2
f(z) = − res

z=z1
f(z), поэтому главное

значение расходящегося несобственного интеграла равно нулю.

Интегрирование показательных функций

5) Вычислить интеграл:
∞∫

−∞

eax

1 + ex
dx (0 < a < 1).

6

-

y

xR-R

2πi •

• πi

0
I I

JJ

H N

L1

L3

L2L4

Рис. 1.2.3.
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Решение. Учитывая периодичность функции ez, воспользуемся ин-

тегрированием функции f(z) =
eaz

1 + ez
по изображенному на рис. 1.2.3

контуру ΓR.
Заметим, что

∫

L3

f(z) dz =

−R∫

R

ea(x+2πi)

1 + ex+2πi
dx = −e2πai

R∫

−R

eax

1 + ex
dx.

На отрезке L2 имеем

|f(z)| =
∣∣∣∣

ea(R+iy)

1 + eR+iy

∣∣∣∣ ≤
eaR

eR − 1
,

следовательно
∣∣∣∣∣∣

∫

L2

eax

1 + ex
dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 2π

eaR

eR − 1
→ 0 при R → +∞.

На отрезке L4 имеем

|f(z)| =
∣∣∣∣

ea(−R+iy)

1 + e−R+iy

∣∣∣∣ ≤
e−aR

1− e−R
,

следовательно
∣∣∣∣∣∣

∫

L4

eax

1 + ex
dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 2π

e−aR

1− e−R
→ 0 при R → +∞.

Функция f(z) внутри контура ΓR имеет единственную особую точ-
ку – простой полюс z0 = πi, в котором

res
z=πi

f(z) =
eaπi

(1 + ez)′z=πi

=
eaπi

eπi
= −eaπi.

Согласно теории вычетов
∫

ΓR

f(z) dz = 2πi res
z=πi

f(z) = −2πieaπi. (1.2.2)
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Переходя в равенстве (1.2.2) к пределу при R →∞, получаем
∞∫

−∞

eax

1 + ex
dx− e2πai

∞∫

−∞

eax

1 + ex
dx = −2πieaπi,

откуда следует, что
∞∫

−∞

eax

1 + ex
dx = −2πi

eaπi

1− e2πai
= π

2i

eπai − e−πai
=

π

sinπa
.

Следствие. Делая в интеграле 5) замену переменной ex = t, по-
лучаем формулу дополнения для бета-функции

B(a, 1− a) =

∞∫

0

ta−1

1 + t
dt =

∞∫

−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sin πa
(0 < a < 1).

6) Вычислить интеграл: V.p.

∞∫

−∞

eax

1− ex
dx. (0 < a < 1)

6

-

y

xR-R

• πi

0
I I

JJ

H
N

L1 L2

L4L4

L3
L5

Рис. 1.2.4.
Решение. Рассмотрим контур ΓR, изображенный на рис. 1.2.4. По-

динтегральная функция внутри контура особенностей не имеет, а на
границе есть один простой полюс в точке z = 0, res

z=0
f(z) = −1.

Как и в примере 5 интегралы по отрезкам L3 и L5 стремятся к нулю
при R →∞, а для интеграла по отрезку L4 имеем равенство

∫

L4

eaz

1− ez
dz = −eπai

R∫

−R

eax

1 + ex
dx.
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Переходя к пределу при R → ∞ и учитывая результат примера 5,
получаем

V.p.

∞∫

−∞

eax

1− ex
dx = lim

R→0

∫

L4

eaz

1− ez
dz + res

z=0

eax

1− ex
=

= eπai

R∫

−R

eax

1 + ex
dx− πi = π

(
eπai

sin πa
− i

)
= π ctg πa.

7) Вычислить интеграл Лежандра:1
∞∫

0

e−πx sin ax

sh πx
dx.

6

-

y

x0 R

i R+i•

• L1

L3

L2
L4

I

J

H N

Рис. 1.2.5.

Решение. Рассмотрим вспомогательную функцию Φ(z) =
eiaz

e2πz − 1

и заметим, что на действительной оси 2 Im Φ(x)) = e−πx sin ax

shπx
.

Контур интегрирования PR, изображенный на рис. 1.2.5, содержит
два простых полюса функции Φ(z) в вершинах z = 0 и z = i.

Найдем вычеты в точках z = 0 и z = i :

res
z=0

Φ(z) =
[

eiaz

(e2πz − 1)′

]

z=0

=
1
2π

;

res
z=i

Φ(z) =
[

eiaz

(e2πz − 1)′

]

z=i

=
e−a

2π
.

1Лежандр Адриен Мари [1752-1833] – французский математик, член Парижской
Академии наук, иностранный член-корреспондент Петербургской Академии наук.
Основные труды относятся к математическому анализу, геометрии, теории чисел и
вариационному исчислению.
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Интеграл от функции Φ(z) по отрезку L2 стремится к нулю при
R →∞. Поскольку Φ(z + i) = e−aΦ(z), то

∫

L3

Φ(z) dz = −e−a

R∫

0

Φ(x) dx.

Еще нам будет нужна мнимая часть интеграла от функции Φ(z) по
отрезку L4

Im
∫

L4

Φ(z) dz = Im
∫

L4

Φ(iy) d(iy) = −Re

1∫

0

e−ay

e2πiy − 1
dy =

=

1∫

0

e−ay

2
dy =

1
2a

(1− e−a).

Согласно теореме 1.2.2

Im
∫

PR

Φ(z) dz =
π

2
res
z=0

Φ(z) +
π

2
res
z=i

Φ(z).

Устремляя R →∞, получаем

(1− e−a)

∞∫

0

e−πx sin ax

shπx
dx =

= 2 Im lim
R→∞




∫

L1

Φ(z) dz +
∫

L2

Φ(z) dz +
∫

L3

Φ(z) dz


 =

= 2


π

2
res
z=0

Φ(z) +
π

2
res
z=i

Φ(z)− Im
∫

L4

Φ(z) dz


 =

1
2
(1+e−a)− 1

a
(1−e−a).

Следовательно

∞∫

0

e−πx sin ax

sh πx
dx =

1
2
· (1 + e−a)
(1− e−a)

− 1
a
.
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Интегрирование многозначных функций

8) Вычислить интеграл: V.p.

∞∫

0

xa−1

1− x
dx (0 < a < 1).

Решение. Функция комплексного переменного F (z) =
za−1

1− z
яв-

ляется многозначной. Проведем в плоскости C разрез по положитель-
ной действительной полуоси и обозначим через f(z) однозначную ветвь
функции F (z), принимающую действительные значения на верхнем
берегу разреза.

Проведем две окружности
радиуса r с центрами в особых
точках: Cr – с центром в точке
z = 0 и Sr – с центром в точке
z = 1. Через S+

r и S−r обозначим
соответственно верхнюю и ниж-
нюю полуокружности.

6

-¾¾
--

¡µ

@I

@R

¡ª

f fh h

y

xR

Рис. 1.2.6.

Проведем еще большую ок-
ружность CR и рассмотрим кон-
тур Γr,R, изображенный на
рис. 1.2.6. На нижнем берегу
разреза значение функции f(z)
отличается лишь на постоянный
множитель от значения в соот-
ветствующей точке верхнего бе-
рега разреза: f(xe2πi) = e2πaif(x).

Поскольку на контуре Γr,R и внутри его функция f(z) не имеет осо-
бенностей, то

∫

Γr,R

f(z) dz =
∫

Cr

f(z) dz +
∫

CR

f(z) dz +
∫

S+
r

f(z) dz +
∫

S−r

f(z) dz +

+(1− e2πai)

1−r∫

r

f(x) dx + (1− e2πai)

R∫

1+r

f(x) dx = 0. (1.2.3)

Поскольку |f(z)| ∼ |z|a−1 при |z| → 0 и |f(z)| ∼ |z|a−2 при |z| → ∞,
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то при r → 0 и R →∞
∫

Cr

f(z) dz → 0,

∫

CR

f(z) dz → 0.

На полуокружности S+
r имеем za−1 = 1+O(r), а на полуокружности

S−r соответственно za−1 = e2πai + O(r). Положим 1 − z = reiϕ, тогда
dz = −ireiϕdϕ и

∫

S+
r

f(z) dz +
∫

S−r

f(z) dz = −i

0∫

π

dϕ− i

π∫

2π

e2πia dϕ + O(r) =

= πi(1 + e2πai) + O(r).

Переходя в равенстве (1.2.3) к пределу при r → 0 и R →∞, получаем

(1− e2πai)


V.p.

∞∫

0

xa−1

1− x
dx


 + πi(1 + e2πai) = 0.

Откуда следует, что

V.p.

∞∫

0

xa−1

1− x
dx = −πi

(1 + e2πai)
(1− e2πai)

= π ctg πa.

§ 3. Преобразование Лапласа. Формула обращения.

Функцию f : R → C будем называть оригиналом1, если
1. Функция f = 0 при t < 0.
2. На каждом конечном интервале всюду, за исключением конечного

числа точек разрыва первого рода, функция f локально удовлетворяет
условию Гельдера: |f(t)− f(t + h)| ≤ C|h|γ , γ ∈ (0, 1].

3. Функция f возрастает не быстрее показательной функции, т.е.
существуют постоянная M > 0 и называемая показателем роста число
α(f) ≥ 0 такие, что при всех t и α > α(f)

|f(t)| < M eαt.

1Иногда в определении оригинала используются несколько иные условия
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Изображением оригинала f(t) называется функция комплексного
переменного p = a + iλ, определяемая равенством

F (p) =
1

2πi

∞∫

0

f(t) e−pt dt.

Изображение F (p) является аналитической функцией в правой по-
луплоскости Re p > α(f), при этом F (p) → 0, если Re p → +∞.

Преобразование сопоставляющее оригиналу f(t) и его изображение
F (p) называют преобразованием Лапласа,1 при этом используются обо-
значения: f(t) ; F (p) или F (p) ; f(t).

Формула обращения. Если функция f(t) является оригиналом,
а F (p) – ее изображение, то в каждой точке t > 0, в которой f(t) удо-
влетворяет условию Гельдера, выполняется равенство

f(t) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

F (p) ept dp (c ∈ R, c > α(f)).

Следующее утверждение описывает класс аналитических функций,
которые являются изображением соответствующих оригиналов.

Теорема 1.3.1. Если функция F (p) является аналитической в по-
луплоскости Re p > α0, в любой полуплоскости Re p ≥ α > α0 функция
F (p) → 0 равномерно относительно arg p при |p| → ∞ и интеграл
c+i∞∫

c−i∞

F (p) dp сходится абсолютно, то функция F (p) является изображе-

нием функции

f(t) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

F (p) ept dp.

Лемма 1.3.2. (Еще один вариант леммы Жордана.) Пусть
функция f(z) является аналитической во всей комплексной плоскости

1Лаплас Пьер Симон [1749-1827] – французский астроном, математик, физик,
член Парижской Академии наук, иностранный член Петербургской Академии на-
ук. Основные труды относятся к небесной механике, математике, математической
физике.
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за исключением конечного числа особых точек, M(R) = sup
|p|=R

|f(p)| и
lim

R→∞
M(R) = 0. Обозначим через γl(R) дугу окружности |z| = R, лежа-

щую в левой полуплоскости Re p ≤ c. Тогда при t > 0

lim
R→∞

∫

γl(R)

f(p) etp dp = 0. (1.3.1)

6

-
x

y

0-R

iR

−iR

•

•

• c•

Cl
R γ+

R

γ−R

•

•

Рис. 1.3.1.

Доказательство. Через Cl
R

обозначим левую полуокружность
с центром в точке p = 0 и радиу-
са R. Делая замену переменной
p = iz и учитывая стандартную
формулировку леммы Жордана,
получаем

lim
R→∞

∫

Cl
R

f(p) etp dp =

= i lim
R→∞

∫

C+
R

f(iz) eitz dz = 0.

Следовательно при c ≤ 0 равенство (1) доказано. Если c > 0, то
дуга γl(R) кроме полуокружности содержит еще две дуги, заключен-
ные между прямыми Re p = 0 и Re p = c, т.е. γl(R) = Cl

R ∪ γ+
R ∪ γ−R .

Длина каждой из дополнительных дуг равна R arcsin
c

R
и на каждой из

них подинтегральная функция допускает оценку |f(p) ept| ≤ M(R) ect.
Поэтому при R →∞

∣∣∣∣∣∣∣

∫

γ±R

f(p) etp dp

∣∣∣∣∣∣∣
≤ M(R) ect R arcsin

c

R
→ 0.

Замечание. Если t < 0, то равенство (1.3.1) выполняется для
дуги γr(R), лежащей в правой полуплоскости Re z ≥ c.
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1) При c > 0, t > 0 и целых n ≥ 0 вычислить интегралы

a) I1(n) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

ept

pn+1
dp; b) I2(n) =

1
2πi

c+i∞∫

c−i∞

tp

pn+1
dp (n ≥ 0).

Решение. a) Проводя дополнительную дугу γl(R), используя лемму
Жордана и учитывая, что точка p = 0 для подинтегральной функции
является полюсом порядка n + 1, получаем

I1(n) = res
p=0

ept

pn+1
=

tn

n!
.

Это равенство эквивалентно соотношению

tn ; n!
pn+1

. (1.3.2)

b) По определению tp = ep ln t, поэтому при различных значениях t
мы получаем интегралы разного типа.

Поскольку ln t > 0 при t > 1, то согласно пункту a)

I2(n) =
(ln t)n

n!
.

При t = 1 первообразная находится в явном виде. При n > 0 полу-
чаем I2(n) = 0. При n = 0 интеграл в смысле главного значения равен
1
2
.

Поскольку ln t < 0 при 0 < t < 1, то для использования леммы Жор-
дана нужно рассматривать дугу окружности, лежащую правее прямой
интегрирования, но в правой полуплоскости Re p > c подинтегральная
функция не имеет особых точек, следовательно I2(n) = 0.

2) Найти изображение оригинала f(t) = ta, где a > −1 и не является

целым числом. Показать, что
1√
t

;
√

π

p
.

Решение. По определению Γ(a + 1) =

∞∫

0

ta e−t dt.

Произвольное комплексное число из первого квадранта запишем в
виде p = r eiθ, где 0 < θ <

π

2
.
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Вводя в новую комплексную переменную интегрирования q =
t

p
,

получим

Γ(a + 1) = pa+1

∫

L

qa e−pq dq, (1.3.3)

где интеграл берется вдоль луча L : arg q = −θ.

6

-
A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
AA

¾
A
A
AAU

7

x

y

0

• p

θ R

L

CR

•

•

Рис. 1.3.2.

Обозначим через CR наименьшую
из дуг окружности |q| = R, соединя-
ющих луч L и положительную полуось.
Всякая точка q ∈ CR имеет вид q = R eiϕ,
где −θ < ϕ < 0. При таких ограниче-
ниях на изменение угла ϕ выполняется
оценка cos(θ + ϕ) ≥ α > 0 поскольку
0 < θ + ϕ < θ <

π

2
.

Теперь довольно просто получить
нужную оценку для интеграла по дуге
CR при R →∞

∣∣∣∣∣∣

∫

CR

qa e−pq dq

∣∣∣∣∣∣
≤ Ra+1

∣∣∣∣∣∣

0∫

−θ

e−rR cos(θ+ϕ) dϕ

∣∣∣∣∣∣
≤ C Ra+1 e−rRα → 0.

Поскольку подинтегральная функция не имеет особенностей в сек-
торе, образованном лучем L и положительной полуосью, то в формуле
(1.3.3) интеграл по лучу L можно заменить на интеграл по положитель-
ной полуоси. Используя для новой переменной интегрирования символ
t, получаем

Γ(a + 1) = pa+1

∞∫

0

ta e−pt dt. (1.3.4)

С точки зрения преобразования Лапласа равенство (1.3.4) означает,
что

ta ; Γ(a + 1)
pa+1

, (1.3.5)

в частности, при a = −1
2
получаем

1√
t

;
√

π

p
. Поскольку Γ(n+1) = n!,
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то формула (1.3.5) является обобщением формулы (1.3.2) для случая
нецелых показателей степени.

ВОПРОС? Что можно сказать о выполнении формулы (1.3.5) при
a ≤ −1?

Теорема 1.3.3. (Первая теорема разложения.) Если анали-
тическое в окрестности бесконечно удаленной точки изображение F (p)
имеет лорановское разложение

F (p) =
∞∑

k=1

c−k

pk
, (1.3.6)

то оригиналом для F (p) служит функция

f(t) =
∞∑

k=1

c−k

(k − 1)!
tk−1 (t > 0). (1.3.7)

Доказательство. Поскольку в окрестности бесконечно удален-
ной точки ряд (1.3.6) сходится равномерно, то используя формулу об-
ращения для достаточно больших значений c = Re p мы можем инте-
грировать ряд почленно

f(t) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

( ∞∑

k=1

c−k

pk

)
ept dp =

∞∑

k=1

c−k
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

ept

pk
dp =

=
∞∑

k=1

c−k

(k − 1)!
tk−1. (1.3.8)

Последнее равенство в формуле (1.3.8) является следствием вычисления
интеграла I1(n) в примере 1.

Остается показать, что ряд (1.3.7) сходится и функция f(t) является
оригиналом.

Согласно неравенствам Коши для коэффициентов ряда Лорана
|c−k| ≤ M(R) Rk, где M(R) = max

|p|=R
|F (p)| < ∞. Учитывая разложение

экспоненты в ряд Тейлора, получаем

|f(t)| ≤
∞∑

k=1

|ck|
(k − 1)!

|t|k−1 ≤ R M(R)
∞∑

k=1

(R |t|)k−1

(k − 1)!
= R M(R) eR |t| < ∞.
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Эта оценка показывает, что ряд (1.3.7) сходится абсолютно, а функ-
ция f(t) является оригиналом.

3) Найти разложение в степенной ряд функции Бесселя1

J0(x) =
1

2πi

∫

|z|=1

e
x
2 (z− 1

z ) dz

z
.

Решение. Находя интеграл при помощи вычетов, получаем J0(x) =
c0, где c0 находится из разложения в ряд Лорана функции f(z) =
e

x
2 (z− 1

z ). Используя разложение экспоненты в ряд Тейлора, получаем

e
x
2 (z− 1

z ) =
∞∑

k=0

zk

k!

(x

2

)k

·
∞∑

m=0

(−1)m z−m

m!

(x

2

)m

.

Следовательно

J0(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

[k!]2
(x

2

)2k

.

4) Показать, что F (p) =
1
p

e−
1
p ; J0(2

√
t) = f(t).

Решение. Используя первую теорему разложения, получаем

F (p) =
1
p

e−
1
p =

∞∑

k=0

(−1)k

pk+1 k!
;

;
∞∑

k=0

(−1)k

[k!]2
tk =

∞∑

k=0

(−1)k

[k!]2

(
2
√

t

2

)2k

= J0(2
√

t) = f(t).

Таким образом теперь мы можем представить функцию Бесселя ин-
тегралом по прямой, параллельной мнимой оси

J0(2
√

t) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

e(pt− 1
p ) dp

p
. (1.3.9)

1Бессель Фридрих Вильгельм [1784-1846] – немецкий астроном и математик, член
Берлинской Академии наук, иностранный почетный член Петербургской Академии
наук. Основные труды относятся к астономии и дифференциальным уравнениям.
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5. Показать, что F (p) =
1√

p2 + 1
; J0(t) = f(t).

Решение. Положим τ = 2
√

t и в интеграле (1.3.9) сделаем замену

переменной p =
2
τ

z. В результате получаем

J0(τ) =
1

2πi

c1+i∞∫

c1−i∞

e
τ
2 (z− 1

z ) dz

z
. (1.3.10)

Делая в интеграле (1.3.10) замену переменной q =
1
2

(
z − 1

z

)
, получаем

J0(τ) =
1

2πi

∫

L

eqτ

√
q2 + 1

dq,

где кривая L является образом прямой Re z = c1.

6

-
x

y

0

c1

2

i

-i

•

•

•

L

Рис. 1.3.3.

При z → c1 ± i∞ соответствующая точка

q → c1 ± i∞
2

. Поскольку подинтегральная
функция имеет особенности лишь в точках
z = ±i, а кривая L проходит правее особых
точек, то интегрирование по кривой L может
быть заменено на интегрирование по прямой
Re q =

c1

2
. Вспоминая формулу обращения,

получаем

f(t) = J0(t) ; 1√
p2 + 1

= F (p).

Теорема 1.3.4. (Вторая теорема разложения.) Если изображе-

ние является дробно-рациональной функцией F (p) =
P (p)
Q(p)

, то оригина-

лом является функция

f(t) =
∑

k

res
p=ak

(
F (p) ept

)
,

причем вычеты берутся по всем полюсам ak функции F (p).

Поскольку изображение должно стремиться к нулю при Re p → +∞,
то дробно-рациональная функция F (p) → 0 при p → ∞. Поэтому до-
казательство является непосредственным следствием формулы обраще-
ния, леммы 1.3.2 и основной теоремы теории вычетов.
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В случае простых полюсов вычеты легко вычисляются в явном виде.

Следствие 1.3.5. Если все полюсы функции F (p) простые, то

F (p) ;
∑

k

P (ak)
Q′(ak)

eakt.

Если все коэффициенты многочлена Q(p) являются действительны-
ми, то всякому его комплексному корню b соответствует комплексно
сопряженный корень b̄, поскольку Q(b̄) = Q(b) = 0, при этом

res
p=b̄

(
F (p) ept

)
= res

p=b
(F (p) ept).

Это позволяет модифицировать утверждение теоремы 1.3.4.

Следствие 1.3.6. Если многочлены P (p) и Q(p) имеют действи-
тельные коэффициенты, то

f(t) =
∑

k

res
p=ak

(
F (p) ept

)
+ 2 Re

∑
m

res
p=bm

(
F (p) ept

)
,

где ak – действительные корни многочлена Q(p), а bm – его комплексные
корни, лежащие в верхней полуплоскости.

6) Показать, что

a)
1

p(p + 1) . . . (p + n)
; 1

n!
(
1− e−t

)n ;

b)
1

(p2 + 1)3
; 1

8
(3 sin t− 3t cos t− t2 sin t).

Решение. a) Поскольку все полюсы простые, то воспользуемся след-
ствием 1.3.5. Пусть 0 ≤ k ≤ n, тогда

[p(p+1) . . . (p+n)]′p=−k = (−k)·(−k+1) · · · (−1)·1·2 · · · (n−k) = (−1)k k! (n−k)!.

Учитывая формулу бинома Ньютона, получаем

1
p(p + 1) . . . (p + n)

; 1
n!

n∑

k=0

Ck
n (−1)k e−kt =

1
n!

(
1− e−t

)n
.
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b) Функция F (p) имеет два полюса третьего порядка в точках
p = ± i. Найдем вычет функции F (p) ept в точке i

res
p=i

ept

(p2 + 1)3
=

1
2

(
ept

(p + i)3

)′′

p=i

=

=
1
2

(
t2 ept

(p + i)3
− 6t ept

(p + i)4
+

12 ept

(p + i)5

)

p=i

=
1
2

(
− t2 eit

8i
− 6t eit

16
+

12 eit

32i

)
.

Используя следствие 1.3.6, получаем

1
(p2 + 1)3

; 2Re
1
2

(
− t2 eit

8i
− 6t eit

16
+

12 eit

32i

)
=

1
8
(3 sin t−3t cos t−t2 sin t).

Теорема 1.3.7. (Обобщенная терема умножения.1) Пусть функ-
ции G(p), h(p) и g(t, τ) таковы, что

g(t, τ) ; G(p) e−τh(p).

Если F (p) ; f(t), то

F (h(p))G(p) ;
∞∫

0

f(τ)g(t, τ) dτ. (1.3.11)

Доказательство.

∞∫

0

f(τ)g(t, τ) dτ ;
∞∫

0




∞∫

0

f(τ)g(t, τ) dτ


 e−pt dt =

=

∞∫

0

f(τ)




∞∫

0

g(t, τ) e−pt dt


 dτ = G(p)

∞∫

0

f(τ) e−τ h(p) dτ = G(p)F (h(p)).

Формула (1.3.11) является обобщением теоремы Бореля об умноже-
нии изображений. Пусть g(t) ; G(p), тогда по теореме о запаздывании
оригинала g(t − τ) ; G(p) e−τp. Полагая h(p) = p и g(t, τ) = g(t − τ),

1Теорема доказана советским математиком А.М.Эфросом в 1935 г.
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непосредственно из формулы (1.3.11) получаем утверждение теоремы
Бореля

F (p)G(p) = F (h(p))G(p) ;

;
∞∫

0

f(τ)g(t, τ) dτ =

t∫

0

f(τ)g(t− τ) dτ = (f ∗ g) (t).

7) Пусть F (p) ; f(t). Показать, что

a)
1
p
F

(
1
p

)
;

∞∫

0

f(τ)J0

(
2
√

tτ
)

dτ ; b)

∞∫

0

cos(τ)J0

(
2
√

tτ
)

dτ = sin t.

Решение. a) Положим G(p) =
1
p
, и h(p) =

1
p

и g(t, τ) ; 1
p

e−τ/p.

Используя теорему подобия для преобразования Лапласа и результат
задачи 4, получаем

g(t, τ) = J0

(
2
√

t τ
)

.

Из теоремы Эфроса следует, что

1
p
F

(
1
p

)
;

∞∫

0

f(τ)J0

(
2
√

tτ
)

dτ. (1.3.12)

b) Положим f(τ) = cos τ, тогда

F (p) =
p

p2 + 1
=

1/p

1 + (1/p)2
= F

(
1
p

)
.

Согласно формуле (1.3.12) получаем

∞∫

0

cos(τ)J0

(
2
√

tτ
)

dτ ; 1
p
F

(
1
p

)
=

1
p2 + 1

; sin t.

В силу единственности оригинала

∞∫

0

cos(τ)J0

(
2
√

tτ
)

dτ = sin t.
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§ 4. Обращение степенного ряда.

Пусть функция w = f(z) является аналитической в окрестности точ-
ки z0 ∈ C, и f ′(z0) 6= 0. Согласно теореме об обратной функции суще-
ствуют такие окрестности U точки z0 и V точки w0 = f(z0), что отоб-
ражение f : U → V является конформным. Следовательно существует
аналитическая функция z = f−1(w) = h(w) являющаяся обратной к
функции w = f(z).

U

V

γ

γ′
z0

z

w0

w

• •

••

I

J

f

f−1

Рис. 1.4.1.

Нас будет интересовать разложение функции h(w) в степенной ряд
в окрестности точки w0, т.е. нахождение коэффициентов ряда

z = h(w) = f−1(w) =
∞∑

n=0

bn (w − w0)n. (1.4.1)

Рассмотрим замкнутый контур γ′, содержащий внутри себя точки w0

и w, а также его прообраз контур γ, содержащий внутри себя точки z0 и
z. Воспользуемся интегральной формулой Коши для функции f−1(w),
а затем заменой переменной перейдем к интегрированию по контуру γ

z = h(w) = f−1(w) =
1

2πi

∫

γ′

f−1(τ) dτ

τ − w
=

∣∣∣∣∣∣

t = f−1(τ)
τ = f(t)

dτ = f ′(t) dt

∣∣∣∣∣∣
=

=
1

2πi

∫

γ

tf ′(t)
f(t)− w

dt =
∞∑

n=0

bn (w − w0)n.
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Коэффициенты ряда Тейлора для аналитической функции h(w) на-
ходятся по формуле

bn =
h(n)(w0)

n!
=

1
2πi

∫

γ

tf ′(t)
(f(t)− w0)n+1

dt.

Отметим, что коэффициент b0 проще найти из равенства (1.4.1):
b0 = f−1(w0) = z0. При n > 0 формулу для коэффициентов bn мож-
но упростить, используя интегрирование по частям. Поскольку

d

(
t

(f(t)− w0)n

)
=

dt

(f(t)− w0)n
− ntf ′(t) dt

(f(t)− w0)n+1

и интеграл от дифференциала однозначной функции по замкнутому
контуру равен нулю, то

bn =
1

2πi

∫

γ

tf ′(t)
(f(t)− w0)n+1

dt =
1

2πin

∫

γ

dt

(f(t)− w0)n
.

По условию f(z0) − w0 = 0 и f ′(z0) 6= 0, следовательно в послед-
нем интеграле подинтегральная функция имеет в точке t = z0 полюс
порядка n. Находя вычет в точке z0, получаем

bn =
1
n!

lim
z→z0

dn−1

dzn−1

[
(z − z0)n

(f(z)− w0)n

]
, n = 1, 2, 3 . . . . (1.4.2)

Если z0 = 0 и w0 = 0, то формулы (1.4.2) приобретают более простой
вид

bn =
1
n!

[(
z

f(z)

)n](n−1)

z=0

. (1.4.3)

При этом следует иметь ввиду, что исходная функция f(z) часто
сама определяется как сумма некоторого степенного ряда

f(z) =
∞∑

k=0

ck (z − z0)k.

Поэтому полезно знать явные формулы, связывающие коэффициенты
рядов для прямой и обратной функций

b0 = z0, b1 =
1
c1

, b2 = −c2

c3
1

, b3 =
2c2

2 − c1c3

c5
1

, b4 =
5c1c2c3 − 5c3

2 − c4c
2
1

c7
1

, . . .

(1.4.4)
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Формулы (1.4.4) являются следствием формул (1.4.2)

b1 = lim
z→z0

z − z0

f(z)− c0
= lim

z→z0

z − z0

c1(z − z0) + o(z − z0)
=

1
c1

,

b2 =
1
2

lim
z→z0

[(
z − z0

f(z)− c0

)2
]′

=

= lim
z→z0

z − z0

f(z)− c0
· f(z)− c0 − (z − z0)f ′(z)

(f(z)− c0)2
=

1
c1
· lim

z→z0

−c2(z − z0)2 + o((z − z0)2)
c2
1(z − z0)2 + o((z − z0)2)

= −c2

c3
1

, . . .

1) В окрестности точки w0 = 0 для многозначной функции h(w),

обратной к функции w = f(z) =
sin z

2− z
, найти первые члены разложения

аналитической ветви, определяемой условием h(0) = 0.

Решение. Достаточно найти первые члены разложения в ряд Тейло-
ра функции f(z), а затем воспользоваться формулами (1.4.4). Исполь-
зуя известные асимптотические равенства, получаем

f(z) =
sin z

2− z
=

1
2

sin z · 1

1− z

2

=

=
1
2

(
z − z3

6
+ o(z4)

) (
1 +

z

2
+

z2

4
+

z3

8
+ o(z3)

)
=

=
1
2

z +
1
4

z2 +
1
24

z3 + o(z3).

Находим коэффициенты ряда для обратной функции: b0 = 0, b1 =

2, b2 = −2, b3 =
10
3

. Следовательно

z = h(w) = 2 w − 2 w2 +
10
3

w3 + o(w3).

2) Найти разложение в ряд решения z = z(w) трансцендентного
уравнения

w = ze−az.
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Решение. Согласно формулам (1.4.3)

bn =
1
n!

dn−1

dzn−1
eanz

∣∣∣
z=0

=
(an)n−1

n!
,

и следовательно решение имеет вид

z =
∞∑

n=1

(an)n−1

n!
wn.

3) Используя разложение в ряд по степеням w решения уравнения

2
z − a

z2 − 1
= w, (1.4.5)

вывести формулы Родрига для многочленов Лежандра.

Решение. Положим z0 = a, тогда w0 = 0 и

z = a +
∞∑

n=1

bn wn,

где

bn =
1
n!

dn−1

dzn−1

[(
z2 − 1

2

)n]∣∣∣∣∣
z=a

=
1

2n n!
dn−1

dan−1

[(
a2 − 1

)n
]
. (1.4.6)

Из формулы (1.4.5) получаем равенство

wz2 − 2z = w − 2a. (1.4.7)

Умножая равенство (1.4.7) на w и прибавляя к обеим частям по единице,
получаем

(1− wz)2 = 1− 2aw + w2. (1.4.8)

Считая z функцией переменных w и a, дифференцируя равен-
ство (1.4.7) по a и учитывая равенство (1.4.8), получаем

∂z

∂a
=

1
1− wz

=
1√

1− 2aw + w2
.

Учитывая равенства (1.4.6) и определение многочленов Лежандра
Pn(a) через производящую функцию, получаем
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∞∑
n=0

Pn(a) wn =
1√

1− 2aw + w2
=

=
∂z

∂a
=

∂

∂a

(
a +

∞∑
n=1

1
2n n!

dn−1

dan−1

[(
a2 − 1

)n
]

wn

)
=

=
∞∑

n=0

1
2n n!

dn

dan

[(
a2 − 1

)n
]

wn.

Следствием единственности разложения производящей функции яв-
ляются формулы Родрига

Pn(a) =
1

2n n!
dn

dan

[(
a2 − 1

)n
]
.

Обобщенный ряд Бурмана-Лагранжа.

Пусть функция f(z) аналитична в окрестности точки z = z0, причем
f ′(z0) 6= 0, f(z0) = w0. Если функция g(z) аналитична в окрестности
точки z = z0, то

g(z) = d0 +d1 (f(z)−w0)+d2 (f(z)−w0)2 +d3 (f(z)−w0)3 + . . . , (1.4.9)

где d0 = g(z0), а при n > 0

dn =
1
n!

lim
z→z0

dn−1

dzn−1

[
g′(z)

(z − z0)n

(f(z)− w0)n

]
. (1.4.10)

Ряд (1.4.9) представляет собой разложение одной аналитической функ-
ции g(z) по степеням другой аналитической функции f(z) и называет-
ся рядом Бурмана–Лагранжа. Первоначально разложение для случая
w0 = 0 было получено Лагранжем1 в 1770 году, общий случай опубли-
кован в работе Бурмана2 в 1799 году.

1Лагранж Жозеф Луи [1736-1813] – французский математик и механик, член
Парижской академии наук, иностранный почетный член Петербургской академии
наук, основные исследования относятся к вариационному исчислению и механике.

2Burmann H., "Mem. de 1’Inst. national des sci. et arts. Sci. Math, et Phys. P., 1799,
t. 2, p. 13-17.
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Формулы (1.4.10) для коэффициентов ряда Бурмана-Лагранжа яв-
ляются следствием равенства

g(z) =
1

2πi

∫

γ

g(t)f ′(t)
f(t)− f(z)

dt, (1.4.11)

обобщающего интегральную формулу Коши и доказываемого довольно
просто.

Поскольку f ′(z0) 6= 0, то в силу непрерывности производной f ′(z) 6= 0
для точек z близких к z0. Поэтому в некоторой окрестности точки z0

функция f будет взаимно однозначной и внутри достаточно малого кон-
тура γ подинтегральная функция будет иметь единственную особую
точку t = z, являющуюся простым полюсом . Находя вычет в точке z,
получаем

1
2πi

∫

γ

g(t)f ′(t)
f(t)− f(z)

dt = lim
t→z

g(t)f ′(t)(t− z)
f(t)− f(z)

= g(z).

Рассмотрим окружность Cρ = {z | |z − z0| = ρ}, ее образом при
отображении w = f(z) будет замкнутый контур γ, содержащий точку
w0 внутри себя. Расстояние от точки w0 до контура γ будет положи-
тельным: dist(w0, γ) = α > 0. В силу непрерывности функции f(z)
существует такой круг B(z0, r) = {z | |z − z0| < r}, что |f(z)− w0| < α
для всех z ∈ B(z0, r). Следовательно

∣∣∣∣
f(z)− w0

f(t)− w0

∣∣∣∣ ≤ q < 1 (1.4.12)

для всех z ∈ B(z0, r) и всех t ∈ Cρ.
Используя формулу для суммы геометрической прогрессии преоб-

разуем подинтегральное выражение

g(t)f ′(t)
f(t)− f(z)

=
g(t)f ′(t)

f(t)− w0)
· 1

1− f(z)− w0

f(t)− w0

=

=
∞∑

n=0

(f(z)− w0)n · g(t)f ′(t)
(f(t)− w0)n+1

.
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В силу оценки (1.4.12) ряд сходится равномерно по t, и его можно
почленно интегрировать. Из равенства (1.4.11) получаем

g(z) =
∞∑

n=0

dn(f(z)− w0)n =
1

2πi

∫

Cρ

g(t)f ′(t)
f(t)− f(z)

dt =

∞∑
n=0

(f(z)− w0)n · 1
2πi

∫

Cρ

g(t)f ′(t)
(f(t)− w0)n+1

dt.

Очевидно, что d0 = g(z0). При n > 0, учитывая равенство

d

(
g(t)

(f(t)− w0)n

)
=

g′(t) dt

(f(t)− w0)n
− ng(t)f ′(t) dt

(f(t)− w0)n+1
,

интегрируя по частям и находя вычет в точке z0, получаем

dn =
1

2πin

∫

Cρ

g′(t)
(f(t)− w0)n

dt =
1
n!

lim
z→z0

dn−1

dzn−1

[
g′(z)

(z − z0)n

(f(z)− w0)n

]
.

4) В окрестности точки z = 0 найти разложение функции g(z) = ebz

по степеням функции f(z) = z e−z и показать, что
∞∑

n=1

nn−1

n!
e−n = 1.

Решение. В данном случае z0 = 0, w0 = 0 и d0 = g(0) = 1. Согласно
формулам (1.4.10) получаем

dn =
1
n!

lim
z→0

dn−1

dzn−1

[
b ebz enz

]
=

b (b + n)n−1

n!
.

Следовательно

ebz = 1 + b
∞∑

n=1

(b + n)n−1

n!
zn e−nz.

Полагая z = 1, из последнего равенства получаем
∞∑

n=1

(b + n)n−1

n!
e−n =

ebz − 1
b

.
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Ряд сходится равномерно по b в окрестности значения b = 0, поэтому,
переходя к пределу при b → 0, получаем числовое равенство

∞∑
n=1

nn−1

n!
e−n = 1.

§ 5. Разложение функций на элементарные дроби
и в бесконечные произведения

В основном курсе теории функций уже изучались разложения ана-
литических функций в ряды Тейлора и Лорана. В этом параграфе мы
рассмотрим новые представления: мероморфных функций в виде рядов
специального типа и целых функций в виде бесконечных произведений.

Разложение мероморфных функций
на элементарные дроби

Функция w = f(z) называется мероморфной, если во всякой ограни-
ченной области D ⊂ C она является аналитической всюду, за исключе-
нием конечного числа полюсов.

Определение. Рассмотрим последовательность {Γn} вложенных за-
мкнутых контуров, содержащих внутри себя точку z = 0 (Γn лежит
внутри Γn+1). Обозначим через Sn длину контура Γn, а через dn рассто-
яние от начала координат до контура Γn. Последовательность контуров
называется правильной, если dn →∞ и Sn ≤ Ldn (L < +∞).

Теорема 1.5.1. Пусть все полюсы ak мероморфной функции f(z)
(аналитической в точке z = 0) являются простыми и занумерованы
в порядке неубывания их модулей. Если функция f(z) ограничена на
некоторой правильной системе контуров, то

f(z) = f(0) +
∞∑

k=1

Ak

(
1

z − ak
+

1
ak

)
, (1.5.1)

где Ak = res
z=ak

f(z).
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Ряд сходится равномерно на всякой ограниченной области с выко-
лотыми полюсами ak.

Доказательство. Пусть Gn – внутренность контура Γn, z ∈ Gn

и z 6= ak. Рассмотрим функцию F (t) =
z f(t)

t(t− z)
, имеющую полюсы в

точках t = 0, t = z, t = ak. Используя теорему о вычетах, вычислим
интеграл

In(z) =
1

2πi

∫

Γn

F (t) dt = res
t=0

F (t) + res
t=z

F (t) +
∑

ak∈Gn

res
t=ak

F (t).

Поскольку все полюсы ak являются простыми, а точки t = 0 и t = z
являются либо простыми полюсами либо устранимыми точками, то

res
t=0

F (t) =
[

z f(t)
(t− z)

]

t=0

= −f(0), res
t=z

F (t) =
[
z f(t)

t

]

t=z

= f(z),

res
t=ak

F (t) =
[

z

t(t− z)

]

t=ak

· res
t=ak

f(t) =
z Ak

ak(ak − z)
.

В результате получаем

In(z) = −f(0) + f(z) +
∑

ak∈Gn

Akz

ak(ak − z)

или

f(z) = f(0) +
∑

ak∈Gn

Ak

(
1

z − ak
+

1
ak

)
+ In(z). (1.5.2)

Остается показать, что In(z) стремится к нулю при n →∞.
Пусть D ⊂ C – ограниченная область, тогда существует круг K =

{z | |z| < R} такой, что D ⊂ K. Выберем номер n так, что dn > R. Тогда
для всех z ∈ D и всех t ∈ Γn выполняется оценка |t−z| ≥ |t|−|z| > dn−R.

Согласно условию Sn ≤ Ldn и |f(t)| ≤ M при всех t ∈ Γn и всех
n ∈ N. Следовательно

|In(z)| = |z|
2π

∫

Γn

|f(t)|
|t||t− z| |dt| ≤ RM

2π

Sn

dn(dn −R)
≤ RML

2π(dn −R)
→ 0,

поскольку dn →∞ при n →∞.
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Переходя к пределу в равенстве (1.5.2), получаем утверждение тео-
ремы.

Примеры. a) Доказать следующие разложения мероморфных функ-
ций:

1) ctg z =
1
z

+
∞∑

k=1

2z

z2 − k2π2
; 2) cth z =

1
z

+
∞∑

k=1

2z

z2 + k2π2
;

3)
1

ez − 1
= −1

2
+

1
z

+
∞∑

k=1

2z

z2 + 4k2π2
; 4) tg z = −

∞∑

k=1

2

z2 − (2k − 1)2π2

4

;

5)
1

sin z
=

1
z

+
∞∑

k=1

(−1)k 2z

z2 − k2π2
; 6)

1
sin2 z

=
∞∑

k=−∞

1
(z − kπ)2

.

b) Найти сумму ряда
∞∑

k=1

1
k2 + a2

.

Решение. a1) Непосредственно воспользоваться теоремой мы не
можем, т.к. точка z = 0 является полюсом функции ctg z. Поэтому рас-

смотрим вспомогательную функцию f(z) = ctg z − 1
z
, для которой на-

чало координат является устранимой особой точкой. Полагая f(0) = 0,
получаем аналитическую в точке z = 0 функцию, удовлетворяющую
условиям теоремы. Функция f(z)
является мероморфной, имеет
простые полюсы в точках ak = kπ
(k = ±1,±2, . . . ) и res

z=kπ
f(z) = 1.

Покажем, что функция f(z)
ограничена на специальной пра-
вильной системе контуров {Γn},
состоящей из квадратов с центр-
ом в точке z = 0 и сторонами
длины ln = π + 2πn, параллель-
ными осям координат.

6

-

@

y

x•

ian

an

0

Γn

L1

L2

L3

L4

Рис. 1.5.1.

Все точки, лежащие на двух
вертикальных сторонах L2 и L4

квадрата Γn, имеют комплексную

46

www.phys.nsu.ru



запись вида z = ±π

2
± πn + iy, поэтому

| ctg z| = | tg(iy)| = |ey − e−y|
|ey + e−y| ≤ 1.

Точки, лежащие на верхней стороне L3 квадрата Γn, имеют вид
z = x + i

(π

2
+ πn

)
, поэтому

| ctg z| = |e2iz + 1|
|e2iz − 1| =

|e2ix e−ln + 1|
|e2ix e−ln − 1| ≤

1 + e−π

1− e−π
=

eπ + 1
eπ − 1

= M.

Поскольку | ctg(−z)| = | ctg z|, то последняя оценка будет
выполняться и на нижней стороне квадрата.

Согласно теореме 1.5.1

ctg z =
1
z

+
∞∑

k = −∞
k 6= 0

(
1

z − kπ
+

1
kπ

)
. (1.5.3)

Между контурами Γk−1 и Γk у функции f(z) имеется ровно два по-
люса: ak = kπ и a−k = −kπ. Объединяя в сумме (1.5.3) слагаемые,
соответствующие этим полюсам, получаем

ctg z =
1
z

+
∞∑

k=1

(
1

z − kπ
+

1
z + kπ

)
=

1
z

+
∞∑

k=1

2z

z2 − k2π2
. (1.5.4)

a2) Является следствием a1) и равенства cth z = i ctg(iz).
a3) Является следствием a2) и равенства

1
ez − 1

= −1
2

+ cth
z

2
.

a4) Является следствием равенства tg z = − ctg
(
z − π

2

)
и первой

части формулы (1.5.4).
a5) Является следствием равенства

1
sin z

=
1
2

(
ctg

z

2
+ tg

z

2

)
.

a6) Является следствием дифференцирования формулы (1.5.3).
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b) Для нахождения искомого ответа нужно в a2) подставить z = aπ.
В результате получаем

∞∑

k=1

1
k2 + a2

=
π

2a

(
cth(aπ)− 1

aπ

)
.

Разложение целых функции в бесконечное
произведение

Аналитическая на всей комплексной плоскости функция называется
целой.

Теорема 1.5.2. Если целая функция h(z) такова, что мероморфная
функция f(z) = h′(z)/h(z) удовлетворяет условиям теоремы 1.5.1, то

h(z) = h(0)eBz
∞∏

k=1

[(
1− z

ak

)
ez/ak

]nk

, (1.5.5)

где ak – нули функции h(z), nk – кратность нуля и B = f(0) =
h′(0)
h(0)

.

Доказательство. Функция f(z) имеет полюсы только в точках,
являющихся нулями функции h(z), при этом res

z=ak

f(z) = nk. Согласно
теореме 1.5.1

f(z) = f(0) +
∞∑

k=1

nk

(
1

z − ak
+

1
ak

)
.

Интегрируя равенство от 0 до z вдоль кривой, не проходящей через
нули функции h(z), приходим к формуле

ln h(z)− ln h(0) = f(0)z +
∞∑

k=1

nk

[
ln

(
1− z

ak

)
+

z

ak

]
.

Потенцируя, получаем

h(z) = h(0)ef(0)z
∞∏

k=1

[(
1− z

ak

)
ez/ak

]nk

.
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Примеры. Доказать следующие разложения:

a) sin z = z
∞∏

k=1

(
1− z2

k2π2

)
; b) ez − 1 = zez/2

∞∏

k=1

(
1 +

z2

4k2π2

)
.

Решение. a) Рассмотрим целую функцию h(z) =
sin z

z
, имеющую

простые нули в точках ak = kπ (k = ±1,±2, . . . ). Функция

f(z) =
h′(z)
h(z)

= ctg z − 1
z

удовлетворяет условиям теоремы 1.5.1, и h(0) = 1, h′(0) = 0. По формуле
(1.5.5) получаем

sin z

z
=

∞∏

k=1

[(
1− z

kπ

)
ez/kπ

(
1 +

z

kπ

)
e−z/kπ

]
.

Следовательно

sin z = z
∞∏

k=1

(
1− z2

k2π2

)
.

b) Следует из равенств ez − 1 = 2ez/2 sh
z

2
и sh z = −i sin(iz).
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II. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

В этой части мы познакомимся с приложениями теории конформ-
ных отображений к решению некоторых задач, имеющих физическое
содержание. В математических моделях физических процессов особую
роль играют оператор Лапласа и связанные с ним гармонические функ-
ции. Поскольку на плоскости при конформной замене переменной гар-
моническая функция преобразуется вновь в гармоническую, появляется
возможность переноса задачи из исходной области, часто имеющей до-
вольно сложное строение, в каноническую область (к примеру, в круг), в
которой можно использовать дополнительные технические приемы для
нахождения решения.

Определение. Отображение f области D ⊂ C на область D′ ⊂ C
называют конформным, если отображение f : D → D′

1. является взаимно однозначным;
и в каждой точке z ∈ D обладает свойствами:

2. постоянства растяжения по всем направлениям;
3. консерватизма углов.

Замечание. Отображение обратное к конформному является кон-
формным.

Замечание. Аналитическая функция f(z), у которой f ′(z) 6= 0,
локально осуществляет конформное отображение.

Существование соответствующего конформного отображения для од-
носвязных областей является следствием теоремы Римана, а для мно-
госвязных областей следствием различных ее обобщений.

Теорема Римана.1 Для произвольных односвязных областей D
и D∗, границы которых состоят более чем из одной точки, существует
конформное отображение области D на область D∗.

Замечание. Для двух односвязных областей D и D∗ существует
бесконечно много конформных отображений f : D → D∗. Семейство

1Риман Георг Фридрих Бернхард (1826-1866) – немецкий математик. Основные
работы посвящены математическому анализу, теории функций комплексного пере-
менного и геометрии. Основоположник геометрического направления в теории ана-
литических функций.
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таких отображений зависит от трех действительных параметров. Фик-
сируя значениятрех параметром, мы получим единственное конформ-
ное отображение f : D → D∗, удовлетворяющее указанным условиям. В
зависимости от задачи могут выбираться различные наборы парамет-
ров, обеспечивающих единственность отображения.

Для многосвязных областей ситуация сложнее, для существования
конформного отображения одной области на другую должны выпол-
няться некоторые дополнительные условия на геометрическую структу-
ру этих областей. Концентрическое кольцо K(r,R) = {r < |z| < R} мо-
жет быть конформно отображено на кольцо K(r1, R1) = {r1 < |z| < R1}
тогда и только тогда, когда эти кольца подобны, т.е.

R1

r1
=

R

r
. Вся-

кая двухсвязная область D ⊂ C может быть конформно отображена

на некоторое концентрическое кольцо K(r,R), при этом отношение
R

r
определено однозначно и называется конформным модулем области D.
Следовательно две двухсвязные области, имеющие разные конформные
модули, не могут быть конформно отображены одна на другую.

Таким образом для многосвязных областей полного аналога теоремы
Римана быть не может, однако выполняется следующее утверждение

Любую n-связную область D ⊂ C, ограниченную простыми замкну-
тыми кривыми, можно конформно отобразить на всю расширенную
комплексную плоскость C c n разрезами по некоторым отрезкам пря-
мых, параллельных действительной оси.

§1. Плоскопараллельные векторные поля

Мы ограничимся рассмотрением стационарных плоскопараллельных
векторных полей V в пространстве R3, т.е. будем предполагать, что

1. векторы поля не меняются с течением времени и зависят лишь
от координат точки приложения;

2. все векторы поля параллельны некоторой фиксированной плос-
кости α.

Такое поле однозначно определяется плоским полем векторов в плос-
кости α, и для его описания достаточно двух скалярных функций (двух
компонент вектора) от двух переменных (двух координат точки на плос-
кости). Вводя в плоскости систему декартовых координат (x, y) и пола-
гая z = x + iy, мы будем использовать для поля V с компонентами
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(Vx, Vy) комплексную форму записи

V = Vx + iVy,

где Vx = Vx(x, y) = Vx(z), Vy = Vy(x, y) = Vy(z).
Основными интегральными характеристиками плоского векторного

поля являются:
поток векторного поля V через кривую γ

N =
∫

γ

(V, ~n) dl =
∫

γ

−Vy dx + Vx dy

и циркуляция векторного поля V вдоль замкнутого контура C

Γ =
∫

C

(V, ~τ) dl =
∫

C

Vx dx + Vy dy,

в этих формулах ~τ – единичный касательный вектор, ~n – единичная
нормаль и ~n = −i ~τ .

Если гладкое поле V является бездивергентным в области D ⊂ C,

т.е. div V =
∂Vx

∂x
+

∂Vy

∂y
= 0, то дифференциальная форма потока

ωN = −Vy dx + Vx dy является замкнутой в D, т.е. dωN = 0. Согласно
теореме Пуанкаре форма ωN является локально точной, и у нее суще-
ствует первообразная, т.е. такая функция v = v(x, y), что dv = ωN и
следовательно

∂v

∂x
= −Vy,

∂v

∂y
= Vx. (2.1.1)

Функцию v называют функцией тока, поскольку ее линии уровня

La = {(x, y) ∈ D | v(x, y) = a}

совпадают с траекториями движения, определяемыми векторным по-
лем V, т.е. кривая La является интегральной линией, поскольку в
каждой точке соответствующий вектор поля V является касательным к
кривой La. Линию уровня La называют линией тока, а область, ограни-
ченную двумя линиями тока называют трубкой тока. Легко заметить,
что поток через любое сечение трубки тока одинаков. Действительно,
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поток через сечение γ(a, b) с началом в точке za ∈ La и концом в точке
zb ∈ Lb вычисляется просто

N =
∫

γ(a,b)

ωN =
∫

γ(a,b)

dv = v(zb)− v(za) = b− a.

Если гладкое поле V является безвихревым в области D ⊂ C, т.е.

rotV =
∂Vy

∂x
− ∂Vx

∂y
= 0, то форма работы ωΓ = Vx dx + Vy dy является

замкнутой в D, т.е. dωΓ = 0. Согласно теореме Пуанкаре форма ωΓ

является локально точной, и у нее существует первообразная, т.е. такая
функция u = u(x, y), что du = ωΓ и следовательно

gradu = V,
∂u

∂x
= Vx,

∂u

∂y
= Vy. (2.1.2)

Функцию u называют потенциальной функцией или потенциалом
поля V.

Если гладкое поле V является одновременно бездивергентным и без-
вихревым в области D, то согласно равенствам (2.1.1) и (2.1.2) потен-
циальная функция u и функция тока v оказываются связанными усло-
виями Коши-Римана

∂u

∂x
=

∂v

∂y
= Vx,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
= Vy

и являются действительной и мнимой частями аналитической функции
f(z) = u(x, y) + iv(x, y), называемой комплексным потенциалом поля
V.

Через комплексный потенциал выражаются все основные характе-
ристики поля V, и, в частности, само поле

V = Vx + iVy =
∂u

∂x
− i

∂v

∂x
= f ′(z). (2.1.3)

Интегрируя вдоль замкнутого контура C производную комплексного
потенциала, получаем

∫

C

f ′(z) dz =
∫

C

(Vx − iVy) (dx + i dy) =

=
∫

C

Vx dx + Vy dy + i

∫

C

−Vy dx + Vx dy = Γ + iN. (2.1.4)
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Если область D окажется многосвязной, то локально (в окрестно-
сти каждой точки) можно найти однозначно определенную ветвь ком-
плексного потенциала, однако глобально (во всей области) комплексный
потенциал может оказаться многозначной функцией.

Если векторное поле задано в явном виде, то комплексный потенци-
ал может быть найден стандартными методами. На практике же ситуа-
ция выглядит прямо наоборот: часто имеется некоторое описание физи-
ческого процесса, при котором непосредственное нахождение соответ-
ствующего векторного поля представляется проблематичным, однако,
используя различные методы теории функций, удается найти комплекс-
ный потенциал, однозначно определяемый условиями задачи. В свою
очередь знание комплексного потенциала позволяет найти линии тока,
соответствующее векторное поле и его интегральные характеристики.

§2. Комплексный потенциал в гидродинамике

Рассмотрим стационарное плоское течение идеальной несжимаемой
жидкости в области D ⊂ C. Векторное поле V в данном случае пред-
ставляет собой поле скоростей, описывающее движение жидкости.

Обозначим через B(z, r) – круг, через Cr – его граничную окруж-
ность, а через Sr – его площадь, и предположим, что B(z, r) ⊂ D. Если
в области D нет источников (стоков), то поток N через окружность Cr

равен нулю (сколько втекает столько и вытекает). Используя векторный
вариант формулы Грина, получаем

N =
∫

Cr

(V, ~n) dl =
∫∫

B(z,r)

div V ds = 0.

Таким образом

div V(z) = lim
r→0

1
Sr

∫∫

B(z,r)

div V ds = 0.

Следовательно поле V является бездивергентным.
В стационарном течении жидкости при отсутствии внешнего воз-

действия циркуляция Γ вектора скорости вдоль окружности Cr равна
нулю, и векторное поле V является безвихревым, поскольку

rotV(z) = lim
r→0

1
Sr

∫∫

B(z,r)

rotV ds = lim
r→0

1
Sr

∫

Cr

(V, ~τ) dl = 0.
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Таким образом стационарное плоское течение идеальной несжимае-
мой жидкости описывается комплексным потенциалом f(z), осуществ-
ляющим конформное отображение рассматриваемой области D на неко-
торую область D∗, строение которой определяется условиями рассмат-
риваемой задачи.

Приведем простейшие примеры векторных полей, связанных с то-
чечными источниками и вихрями.

I. Источник. Пусть имеется единственный точечный источник,
расположенный в начале координат и порождающий безциркулярцион-
ный поток жидкости. Из соображений симметрии ясно, что поле скоро-
стей имеет вид

V = h(r)~er,

где r = |z|, ~er = z/|z|.
Поскольку в произвольном кольце

K(r,R) = {z | 0 < r < |z| < R < ∞}

нет источников, то поток через границу кольца равен нулю, т.е.
∫

∂K(r,R)

(V, ~n) dl =
∫

CR

(V, ~n) dl −
∫

Cr

(V, ~n) dl = 0.

Следовательно поток не зависит от радиуса окружности и
∫

Cr

(V, ~er) dl = 2πrh(r) = N = const.

Таким образом h(r) = N/2πr и

V =
N

2πr
~er =

N

2π

z

|z|2 =
N

2π

1
z̄
.

Учитывая выражение поля через комплексный потенциал, получаем

f ′(z) = V =
N

2π

1
z
,

откуда

f(z) =
N

2π
Ln z + c.
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Функция тока

v = Im
(

N

2π
Ln z + c

)
=

N

2π
Arg z + c2

как и следовало ожидать имеет радиальный вид.
Поскольку область D = C \ {0} является двухсвязной то комплекс-

ный потенциал в данном случае оказывается многозначной функцией.
Проводя в области D разрез вдоль положительной (отрицательной) по-
луоси и выделяя однозначную ветвь, мы получаем отображение на го-
ризонтальную полосу ширины N.

II. Вихрь. Пусть имеется единственный точечный вихрь, распо-
ложенный в начале координат. Совершенно аналогичными рассуждени-
ями получаем

V =
Γ
2π

i

z̄
,

где постоянная Γ – циркуляция вектора скорости вдоль любого замкну-
того контура, окружающего начало координат. По сравнению с пунктом
I происходит поворот всех векторов поля на угол π/2. Комплексный по-
тенциал отличается от предыдущего лишь множителем 1/i

f(z) =
Γ

2πi
Ln z + c.

При этом линиями уровня функции тока

v = Im
(

Γ
2πi

Ln z + c

)
= − Γ

2π
ln |z|+ c1

являются окружности с центром в начале координат.

§3. Обтекание бесконечной кривой

Рассмотрим течение жидкости в области D, границей которой явля-
ется кривая γ, проходящая через бесконечно удаленную точку. Мнимая
часть комплексного потенциала f(z) сохраняет постоянное значение на
линии тока, в частности, и на граничной кривой γ функция тока явля-
ется постоянной v = C ∈ R. Линии тока проходят через бесконечно уда-
ленную точку, и их образы, лежащие на параллельных прямых, могут
иметь в качестве общей точки лишь точку w = ∞, т.е. f(∞) = ∞. Сле-
довательно комплексный потенциал отображает область D на верхнюю
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полуплоскость Im w > C. Чтобы однозначно определить комплексный
потенциал нужно еще задать значение C и значение скорости в неко-
торой граничной точке (часто фиксируется значение скорости в беско-
нечно удаленной точке). Следует иметь в виду, что основной интерес
представляет не сам комплексный потенциал, а его производная, через
которую выражаются все основные характеристики потока. Поскольку
добавление постоянного слагаемого не влияет на значение производной,
то значение постоянной C можно выбирать из соображений удобства.

Это позволяет нам сформулировать следующее утверждение.

I. Комплексный потенциал w = f(z) безциркулярционного потока
V, обтекающего бесконечную кривую γ, реализует конформное отоб-
ражение криволинейной области D на верхнюю полуплоскость с нор-
мировкой: f(∞) = ∞, |f ′(α)| = |V(α)| = vα, α ∈ γ.

Рассмотрим некоторые примеры течений такого типа.

1) Обтекание плотины высоты h бесконечно глубоким потоком жид-
кости, имеющим в бесконечности скорость v∞.

6

-- -- -
- -
- -
- -

y

x

D

Рис. 2.3.1.

Решение. Конформное отображение области D на верхнюю полу-
плоскость реализуется функцией f(z) = A

√
z2 + h2, A > 0. Поскольку

V = f ′(z) =
Az√

z2 + h2
, то v∞ = |f ′(∞)| = lim

z→∞

∣∣∣∣
Az√

z2 + h2

∣∣∣∣ = A. Следо-

вательно комплексный потенциал имеет вид f(z) = v∞
√

z2 + h2. При
этом линии тока Im f(z) = C > 0 находятся из равенства (u + iC)2 =
v∞

[
(x + iy)2 + h2

]
и имеют вид

y =
c

v∞

√
1 +

v2∞h2

v2∞x2 + C2
.

Таким образом мы получаем полное описание потока.
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2) Обтекание параболы y2 = 2px потоком жидкости, имеющим в
точке z = 0 скорость v0.

6

-HHH

y

y2 = 2px

x

D

Рис. 2.3.2.

Решение. Найдем конформное отображение области D (рис. 2.3.2)
на верхнюю полуплоскость D∗ = {Imw > C0.} Положим

z = x + iy, w = u + iv

и рассмотрим отображение g : D∗ → D, определяемое равенством

z = g(w) = w2 +
p

2
.

На всякой прямой, параллельной действительной оси,

w = u + iC, x + iy = (u2 − C2 + p/2) + 2iCu, x = u2 − C2 + p/2,

u = y/2C, y2 = 4C2(x + C2 − p/2).

Следовательно прямая v = C0 =
√

p/2 отображается в параболу
y2 = 2px.

Таким образом отображение w = g−1(z) =
√

z − p

2
, устанавливаю-

щее соответствие между параболами y2 = 4C2(x+C2−p/2) с фокусами
в точке z =

p

2
и прямыми v = C > C0, отображает область D на по-

луплоскость v >
√

p/2. При этом |w′(0)| =
1√
2p

. Поскольку скорость

течения в точке z = 0 равна v0, то комплексный потенциал имеет вид

f(z) = v0

√
2p g−1(z) = v0

√
2pz − p2.
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3) Обтекание параболы y2 = 2p x симметричным относительно дей-
ствительной оси потоком жидкости, набегающим на параболу слева.

6

-
-
-
-
-
-

-
-
-

y

x

D

A B

C

•

Рис. 2.3.3.

Решение. В силу симметрии отрицательная полуось является лини-
ей тока. Поэтому мы можем ограничиться рассмотрением потока, обте-
кающего контур ABC лежащий в верхней полуплоскости (рис. 2.3.3).

Функция g(z) =
√

z − p

2
отображает область D, ограниченную конту-

ром ABC, на область D∗ – внутренность прямого угла: отрицательная

полуось отображается на луч
[
i

√
p

2
, +i∞

)
, дуга параболы BC отобра-

жается на луч
[
i

√
p

2
, +∞+ i

√
p

2

)
(рис. 2.3.4).

6

-

y

x

D∗

•i
√

p/2

Рис. 2.3.4.

Поэтому функция h(z) =
(√

z − p

2
− i

√
p

2

)2

= z − p − i
√

2pz − p2

отображает область D на верхнюю полуплоскость.
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Поскольку h′(0) = 0 (это согласуется и с физическими представле-
ниями), то задать произвольным образом скорость потока в точке z = 0
мы не можем. Однако мы можем фиксировать скорость в бесконечности
v∞ и, учитывая, что h′(∞) = 1, однозначно определить комплексный
потенциал рассматриваемого течения, полагая

f(z) = v∞
(
z − p− i

√
2pz − p2

)
.

Рассмотренные примеры показывают, что построение комплексно-
го потенциала оказывается эффективным методом изучения потоков
жидкости. При этом метод комплексного потенциала используется не
только в гидродинамике, но и в других разделах физики, к примеру, в
электростатике и теплотехнике.

§4. Комплексный потенциал в теплотехнике
и электростатике

Теплотехника. Пусть функция v = v(x, y) описывает установивше-
еся распределение температуры в плоской односвязной области D ⊂ C,
не содержащей тепловых источников. Согласно принципам теплотехни-
ки поток тепла Q = −k grad v, где k – коэффициент теплопроводности
(будем считать его постоянным), а знак минус связан с тем, что поток
тепла направлен из области более высоких температур в область более

низких. Таким образом
∂v

∂x
= −1

k
Qx,

∂v

∂y
= −1

k
Qy.

Согласно классическому уравнению теплопроводности в установив-
шемся режиме температура удовлетворяет уравнению

∆v =
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
= 0,

и следовательно
∂Qx

∂x
= −∂Qy

∂y
. Поэтому выражение

−1
k

(Qy dx−Qx dy)

является полным дифференциалом некоторой функции u = u(x, y), на-
зываемой функцией тока тепла и связанной с температурой v услови-
ями Коши-Римана

∂u

∂x
=

∂v

∂y
= −1

k
Qy,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
=

1
k

Qx.
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Линия уровня u(x, y) = const является линией тока тепла, т.к. касатель-
ный вектор к ней параллелен вектору потока Q = −k grad v.

Функция f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) называется комплексным потенци-
алом теплового потока, и

Q = −k grad v = −k

(
∂v

∂x
+ i

∂v

∂y

)
= −ki

(
∂u

∂x
− i

∂v

∂y

)
= −ki f ′(z).

Электростатика. Пусть E – вектор напряженности электростати-
ческого поля в некоторой односвязной области D ⊂ C, не содержащей
зарядов. Так как для поддержания электростатического поля не требу-
ется затраты энергии, то циркуляция вектора напряженности E вдоль
любого замкнутого контура равна нулю.1 Следовательно поле E явля-

ется потенциальным и
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0. Поэтому выражение

− (Ex dx + Ey dy)

является полным дифференциалом некоторой функции v = v(x, y), на-
зываемой потенциальной функцией или потенциалом поля, а ее линии
уровня v(x, y) = const называют эквипотенциальными линиями. При
этом

E = − grad v = −∂v

∂x
− i

∂v

∂y
,

и в каждой точке вектор напряженности E направлен по нормали к
проходящей через эту точку эквипотенциальной линии.

Поскольку в области нет зарядов, то поток вектора напряженности
через любой замкнутый контур равен нулю, поэтому поле E является
соленоидальным и

div E =
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
= 0.

Поэтому выражение −Ey dx+Ex dy является полным дифференциалом
некоторой функции u = u(x, y), называемой силовой функцией поля и
связанной с потенциалом v условиями Коши-Римана

∂u

∂x
=

∂v

∂y
= −Ey,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
= Ex.

1Если бы существовал контур, при обходе которого в определенном направлении
работа была бы положительной, то обход контура неограниченное число раз давал
бы неограниченный источник энергии (вечный двигатель!!!).
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Функция f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) называется комплексным потенци-
алом электростатического поля, и

E = − grad v = −
(

∂v

∂x
+ i

∂v

∂y

)
= −i

(
∂u

∂x
− i

∂v

∂y

)
= −i f ′(z).

§5. Дробно-линейные функции

Во всех рассмотренных в параграфе 3 примерах для построения ком-
плексного потенциала (конформного отображения исходной области на
верхнюю полуплоскость) нам удалось обойтись достаточно элементар-
ными соображениями. В более общей ситуации нахождения конформно-
го отображения одной области на другую оказывается довольно слож-
ной задачей. Поэтому в первую очередь нам нужно познакомиться с
основными фактами и принципами теории конформных отображений.

Линейная функция f(z) = α z + β осуществляет конформное отоб-
ражение расширенной комплексной плоскости на себя и сводится к рас-
тяжению в |α| раз, повороту на угол arg α и сдвигу на β.

При линейном отображении прямые переходят в прямые (f(∞) =
∞), а окружности в окружности. Следовательно, линейным отображе-
нием верхнюю полуплоскость можно отобразить на любую другую по-
луплоскость, а единичный круг на любой другой круг.

Дробно-линейная функция f(z) =
α z + β

ξ z + η
осуществляет конформ-

ное отображение расширенной комплексной плоскости на себя и облада-
ет замечательным круговым свойством: прямые и окружности отоб-
ражаются либо в прямые, либо в окружности. Таким образом дробно-
линейная функция отображает верхнюю полуплоскость либо на полу-
плоскость, либо на внутренность некоторого круга, либо на внешность

круга. При этом f

(
−β

α

)
= 0, f

(
−η

ξ

)
= ∞, f(∞) =

α

ξ
.

Вполне очевидно, что функция f(z) = 1
z отображает внутренность

единичного круга на его внешность, а внешность на внутренность.
Общий вид дробно-линейных отображений:

1) верхней полуплоскости на себя

f(z) =
az + b

cz + d
,
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где a, b, c, d – действительные числа и ad− bc > 0;

2) верхней полуплоскости на единичный круг (нижней полуплоско-
сти на внешность круга)

f(z) = eiθ z − β

z − β̄
,

где θ – действительное число и Im β > 0;

3) единичного круга на себя

f(z) = eiθ z − α

1− ᾱ z
,

где θ – действительное число и |α| < 1.
Если рассматривать отображение отрезка или дуги окружности, то

их образами будут либо участки прямой, либо дуги окружностей. К
примеру, дугу полуокружности ABC

• •

•

A

B

C

соответствующей дробно-линейной функцией fk можно отобразить на
любую из линий Lk, изображенных ниже.

• • •a

b

c
L1)

•

•
•

a

b

c

L2)

• • •
a b c

L3) • •
a

b
L4)

••
ac

L5)
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Для нахождения соответствующих функций достаточно установить
соответствие точек A ⇔ a, B ⇔ b, C ⇔ c и воспользоваться ангармони-
ческим отношением (в последних двух случаях полуокружность отоб-
ражается на ”бесконечные отрезки“ с соответствием точек f4(C) = ∞ и
f5(B) = ∞). При этом дробно-линейная функция fm ◦ f−1

n отображает
линию Ln на линию Lm.

§6. Функция Жуковского

В различных приложениях оказывается полезной функция Жуков-
ского,1 определяемая равенством

w = f(z) =
1
2

(
z +

1
z

)
.

Функция f(z) конформно отображает внешность круга |z| ≤ 1 на
область D = C \ I, представляющую собой всю комплексную плоскость
C с разрезом по отрезку I = [−1, 1]. При этом и внутренность круга
|z| ≤ R тоже конформно отображается на область D.

Всякая окружность |z| = R (R 6= 1) отображается в эллипс

u2

a2
+

v2

b2
= 1,

где a =
1
2

(
R +

1
R

)
, b =

1
2

(
R− 1

R

)
.

Это легко увидеть, записывая точку окружности в показательной
форме и выделяя в действительную и мнимую части отображения

w =
1
2

(
Reiϕ +

1
R

e−iϕ

)
=

=
1
2

(
R +

1
R

)
cos ϕ + i

1
2

(
R− 1

R

)
sin ϕ = u + iv. (2.5.1)

При R → 0 и R →∞ размеры эллипса увеличиваются, и он по фор-
ме становится все более похожим на окружность, при R → 1 размеры

1Жуковский Николай Егорович (1847-1921)– русский ученый, основоположник
современной гидроаэродинамики, член-корреспондент Петербургской академии на-
ук, первым стал применять методы теории функций комплексного переменного в
гидро- и аэродинамике.
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эллипса уменьшаются, он становится все более вытянутым и в пределе

”вырождается“ в отрезок [−1, 1].
Отображение, осуществляемое функциейЖуковского, является дву-

листным, а обратная функция, определяемая формулой z = w+
√

w2 − 1,
является многозначной. Из равенства

z1 +
1
z1

= z2 +
1
z2

получаем

(z1 − z2)
(

1− 1
z1z2

)
= 0,

следовательно две различные точки z1z2, связанные условием z1z2 = 1,
имеют один образ.

Функция Жуковского w = f(z) =
1
2

(
z +

1
z

)
является однолистной

в следующих областях:
1) |z| < 1 — единичный круг;
2) |z| > 1 — внешность единичного круга;
3) Im z > 0 — верхняя полуплоскость;
4) Im z < 0 — нижняя полуплоскость.

Функция Жуковского конформно отображает:
1) верхний полукруг K+ = {|z| < 1, Im z > 0} на нижнюю полу-

плоскость Im w < 0;
2) нижний полукруг K− = {|z| < 1, Im z < 0} на верхнюю полу-

плоскость Im w > 0;
3) область G+ = {|z| > 1, Im z > 0} на верхнюю полуплоскость

Im w > 0;
4) область G− = {|z| > 1, Im z < 0} на нижнюю полуплоскость

Im w < 0;
5) единичный круг K = {|z| < 1} на внешность отрезка [−1, 1];
6) верхнюю полуплоскость Im z > 0 на плоскость w с разрезами на

действительной оси по лучам (−∞,−1] и [1∞);
7) нижнюю полуплоскость Im z < 0 на плоскость w с разрезами на

действительной оси по лучам (−∞,−1] и [1∞).
Как мы видим, не смотря на простоту определяющей ее формулы,

отображение, осуществляемое функцией Жуковского , устроено совсем
не так тривиально.
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§7. Тригонометрические и гиперболические
функции

Используя формулу Эйлера, тригонометрические функции комплекс-
ного аргумента определим равенствами

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
,

tg z =
sin z

cos z
, ctg z =

cos z

sin z
.

Функции sin z и cos z аналитичны на всей комплексной плоскости и
являются 2π–периодическими, функции tg z и ctg z являются π– пери-
одическими.

На комплексной плоскости сохраняются многие стандартные свой-
ства тригонометрических функций действительного переменного: ос-
новное тригонометрическое тождество, формулы приведения, формулы
для синуса и косинуса суммы и разности аргументов и т.д. В частности,

sin2z + cos2z = 1, sin(z + π/2) = cos z, sin(z + π) = − sin z,

sin 2z = 2 sin z cos z.

При этом на комплексной плоскости тригонометрические функции
приобретают и некоторые новые свойства, которых ранее не было на
действительной прямой. Так, на комплексной плоскости синус и коси-
нус, несмотря на выполнение основного тригонометрического тожде-
ства, перестают быть ограниченными функциями. К примеру,

cos(0 + iy) = ch y =
ey + e−y

2
→ +∞

при |y| → ∞.

Пример. Найдем образ полуполосы P = {|Re z| < π/2, Im z > 0}
при отображении, осуществляемом функцией w = sin z.

Поскольку sin z =
eiz − e−iz

2i
=

1
2

(
eiz

i
+

i

eiz

)
, то искомое отобра-

жение можно представить в виде композиции простых преобразований

z1 = iz, z2 = ez1 , z3 =
z2

i
, w =

1
2

(
z3 +

1
z3

)
.
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В результате в плоскости z1 получаем полуполосу

iP = {Re z < 0, | Im z| < π/2},

в плоскости z2 правый полукруг

K = {|z| < 1, Re z > 0},

в плоскости z3 нижний полукруг

K− = {|z| < 1, Im z < 0}

и наконец в плоскости w получаем верхнюю полуплоскость.

Гиперболические функции на комплексной плоскости определяются
стандартными формулами

sh z =
ez − e−z

2
, ch z =

ez + e−z

2
,

и для них выполняется стандартное тождество

ch2z − sh2z = 1.

На комплексной плоскости тригонометрические и гиперболические
функции выражаются одни через другие

sh z = −i sin iz, ch z = cos iz,

sin z = −i sh iz, cos z = ch iz.

Обратные тригонометрические и гиперболические функции выра-
жаются через логарифмическую функцию

Arcsin z = −i Ln i
(
z +

√
z2 − 1

)
, Arccos z = −i Ln

(
z +

√
z2 − 1

)
,

Arctg z =
i

2
Ln

i + z

i− z
, Arcctg z =

i

2
Ln

z − i

z + i
,

Arsh z = Ln
(
z +

√
z2 + 1

)
, Arch z = Ln

(
z +

√
z2 − 1

)
,

Arth z =
1
2

Ln
1 + z

1− z
, Arcth z =

1
2

Ln
z + 1
z − 1

.
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§8. Профили Жуковского

Пусть a > 0, h > 0. На комплексной плоскости переменной z рас-
смотрим дугу окружности γ, с началом в точке a, концом в точке −a,
проходящую через точку ih, рис. 2.8.1.

mz 6

-

y

x-a
A B

ih

D
a

C

O

α

Рис. 2.8.1.

На комплексной плоскости переменной w рассмотрим окружность
C0 с центром в точке ih, проходящую через точки a и −a, рис. 2.8.2.

mw
6

-

v

u-a

ih

a
α/2 β

Рис. 2.8.2.

Нас будет интересовать отображение внешности дуги γ на внешность
круга K0, ограниченного окружностью C0.

При отображении
t = f1(z) =

z − a

z + a
(2.8.1)

точка z = a отображается в нуль, точка z = −a в бесконечность. Из кру-
гового свойства и консерватизма углов дробно-линейного отображения
f1(z) следует, что хорда AD = [−a, a] отображается в отрицательную
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часть действительной оси, а дуга окружности в луч L с углом наклона
к отрицательной полуоси равным углу между касательной CD и хордой
AD. Таким образом внешность дуги отображается на всю комплексную
плоскость с разрезом вдоль луча L.

Найдем угол α = ∠ADC. Из подобия прямоугольных треуголь-
ников следует, что ∠COD = ∠ADC = α. Поскольку центральный
угол ∠BOD и вписанный угол ∠ ADB опираются на равные дуги, то

α = 2 ∠ADB = 2 arctg
h

a
.

Угол между касательной к окружности C0 в точке a и положитель-
ным направлением действительной оси обозначим через β. Из рисун-
ка 2.8.2 видно, что β =

π

2
− α

2
. Рассмотрим дробно-линейное отображе-

ние, определенное в плоскости w, полагая

ξ =
w − a

w + a
.

При этом отображении действительная ось отображается на себя, окруж-
ность на прямую M, проходящую через начало координат и пересека-
ющую действительную ось под углом β, а внешность круга K0 отобра-
жается на полуплоскость, лежащую ниже прямой M. Функция t = ξ2

переводит прямую M в луч L, а функция

t = f2(w) =
(

w − a

w + a

)2

(2.8.2)

отображает внешность круга K0 на всю комплексную плоскость с раз-
резом вдоль луча L. Поскольку функции f1(z) и f2(w) отображают со-
ответственно внешность дуги γ и внешность круга K0 на одно и тоже
множество, то интересующее нас отображение можно найти, приравни-
вая правые части соотношений (2.8.1) и (2.8.2)

z − a

z + a
=

(
w − a

w + a

)2

.

Простые преобразования приводят к равенствам

z =
1
2

(
w +

a2

w

)
, w = z +

√
z2 − a2. (2.8.3)

На плоскости переменной w рассмотрим еще одну окружность C1,
касающуюся окружности C0 в точке a и имеющую радиус больший чем
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радиус окружности C0. При конформном отображении внешности кру-
га K0 на внешность дуги γ окружности C1 будет соответствовать ле-
жащая в плоскости переменной z замкнутая кривая Γ, охватывающая
дугу γ и в силу консерватизма углов с двух сторон касающаяся дуги γ
в точке z = a.

¡¡
Γ

γ

Такие кривые, напоминающие профиль крыла самолета, называют
профилями Жуковского.

Профиль Жуковского Γ(a, h, d) однозначно определяется тремя па-
раметрами: a – длиной хорды, h – ”высотой“ дуги и d – расстоянием
между центрами окружностей C0 и C1. Варьируя эти параметры мож-
но получать кривые различного размера и конфигурации: параметр a
определяет ширину крыла, от параметра d зависит его толщина, а ве-
личина h характеризует его искривленность.

§9. Общие принципы теории конформных отображений

В этом параграфе мы сформулируем и немного прокомментируем
некоторые положения теории конформных отображений.

Теорема существования и единственности. Пусть D и D∗

– произвольные односвязные области, границы которых состоят более
чем из одной точки, и пусть z0 и w0 – любые их внутренние точки, а θ0 –
любое действительное число. Тогда существует единственное конформ-
ное отображение w = f(z) области D на область D∗, удовлетворяющее
условиям

f(z0) = w0, Arg f ′(z0) = θ0.

Существование отображения является следствием теоремы Римана,
а его единственность обеспечивается нормировкой фиксирующей три
действительных параметра: равенство двух комплексных чисел сводит-
ся к двум действительным уравнениям, а третьим является аргумент
производной. Часто используют и другие нормировки, также содержа-
щие три действительных параметра. К примеру, задают образы одной
внутренней точки и одной граничной точки:

f(z0) = w0, f(z1) = w1, z0 ∈ D, w0 ∈ D∗, z1 ∈ ∂D, w1 ∈ ∂D∗,

70

www.phys.nsu.ru



или задают образы трех граничных точек:

f(zk) = wk, zk ∈ ∂D, wk ∈ ∂D∗ (k = 1, 2, 3).

Отметим, что в теореме говорится лишь об отображении внутрен-
ности области D на внутренность области D∗ и ничего не говорится
об отображении границ. В общем случае граница односвязной области
может иметь весьма сложную неоднородную структуру, поэтому пол-
ное исследование граничного поведения конформных отображений яв-
ляется довольно сложной задачей и выходит за рамки нашего курса.
В случае, когда границы являются достаточно «хорошими» кривыми
конформное отображение продолжается по непрерывности на границу
области.

Теорема Каратеодори.1 Пусть области D и D∗ ограничены жор-
дановыми кривыми ∂D и ∂D∗. Тогда конформное отображение f : D →
D∗ можно продолжить на границу области D до гомеоморфизма за-
мкнутых областей D и D∗.

Отметим, что при конформном отображении областей сохраняется
направление обхода их границ.

В практических вопросах, связанных с конформными отображени-
ями, большую роль играет

Принцип соответствия границ. Пусть односвязные области
D и D∗ ограничены соответственно контурами Γ и Γ∗. Если аналитиче-
ская в D и непрерывная в D функция w = f(z) устанавливает взаимно
однозначное соответствие между Γ и Γ∗, то она осуществляет взаимно
однозначное конформное отображение области D на область D∗.

Следовательно, если аналитическая функция является взаимно од-
нозначной на границе области, то, зная образ границы, мы найти и
образ всей области.

Топологическую структуру образа при отображении, осуществляе-
мом аналитической функцией, описывает

Принцип сохранения области. Если функция w = f(z) ана-
литична в области D и отлична от постоянной, то множество D∗, на
которое она отображает D, также является областью.

1Каратеодори Константин (1873-1950) – немецкий математик. Основные труды по
теории конформных отображений, общей теории меры, вариационному исчислению.
В 1909 году дал логически четкое аксиоматическое построение основ термодинами-
ки.
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§10. Принцип симметрии

В этом параграфе мы рассмотрим вопросы продолжения аналити-
ческой функции за границу исходной области определения.

Принцип непрерывности. Пусть области D1 и D2 примыкают
друг к другу по кривой γ, являющейся общей частью границ этих об-
ластей, а функции f1(z) и f2(z) являются , соответственно, аналитиче-
скими в D1 и D2, непрерывными в D1 ∪ γ и D2 ∪ γ и f1(z) = f2(z) при
z ∈ γ. Тогда функция

f(z) =





f1(z) при z ∈ D1,
f2(z) при z ∈ D2,

f1(z) = f2(z) при z ∈ γ

является аналитической в области D = D1 ∪D2 ∪ γ.

Аналитичность является локальным свойством, поэтому достаточно
показать, что функция f(z) аналитична в некоторой окрестности про-
извольной точки z0 ∈ γ. Рассмотрим такую окрестность U точки z0, что
U ⊂ D, и положим G1 = D1∩U, G2 = D2∩U. Без ограничения общности
можно считать, что области G1 и G2 являются односвязными.

Поскольку функция f(z) непрерывна на ∂U, то функция

F (z) =
1

2πi

∫

∂U

f(t) dt

t− z
,

являющаяся интегралом типа Коши, аналитична в U.
Функцию F (z) можно представить и другим способом

F (z) =
1

2πi

∫

∂G1

f(t) dt

t− z
+

1
2πi

∫

∂G2

f(t) dt

t− z
= I1(z) + I2(z).

Согласно интегральной формуле Коши

Ik(z) =
1

2πi

∫

∂Gk

f(t) dt

t− z
=

1
2πi

∫

∂Gk

fk(t) dt

t− z
=

{
fk(z) при z ∈ Gk,

0 при z /∈ Gk.

Следовательно при z ∈ G1 имеем F (z) = I1(z) + I2(z) = f1(z) + 0 =
f1(z), а при z ∈ G2 имеем F (z) = 0+f2(z) = f2(z). В силу непрерывности
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функций f(z) и F (z) равенство f(z) = F (z) выполняется в окрестности
U всюду, и следовательно f(z) является аналитической в U.

Таким образом при непрерывной склейке двух аналитических функ-
ций вновь получается аналитическая функция.

Принцип симметрии. (Б.Риман, Г.Шварц1). Пусть граница
области D1 содержит дугу окружности либо отрезок прямой γ, функция
w = f(z) реализует конформное отображение области D1 на область D2

такое, что ”дуга“ γ переходит в участок Γ границы области D2, также
являющийся дугой окружности либо отрезком прямой. Тогда функция
f(z) допускает аналитическое продолжение f∗(z) через ”дугу“ γ в об-
ласть D∗

1 , симметричную области D1 относительно ”дуги“ γ, причем
функция f∗(z) реализует конформное отображение области D∗

1 на об-
ласть D∗

2 , симметричную области D2 относительно ”дуги"“ Γ.

При помощи дробно-линейных отображений, переводящих симмет-
ричные точки в симметричные, общая ситуация может быть сведена к
случаю, когда γ и Γ являются отрезками, лежащими на соответствую-
щей действительной оси, рис.2.10.1.
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Рис. 2.10.1

В этом случае функция f∗(z) для всех z ∈ D∗
1 может быть опреде-

лена в явном виде равенством f∗(z) = f(z). Несложно проверить, что
аналитичность функции f∗(z) в области D∗

1 является следствием анали-
тичности функции f(z) в области D1. Учитывая, что для всякой точки

1Шварц Карл Герман Амандус(1843-1921)– немецкий математик, член Берлин-
ской академии наук, иностранный член-корреспондент Петербургской академии на-
ук, основные работы по теории минимальных поверхностей и теории конформных
отображений.
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z ∈ D∗
1 точка t = z лежит в области D1, получаем

lim
z→z0

f∗(z)− f∗(z0)
z − z0

= lim
z→z0

f∗(z)− f∗(z0)
z − z0

= lim
t→t0

f(t)− f(t0)
t− t0

= f ′(t0).

Для завершения доказательства остается воспользоваться принци-
пом непрерывности.

Рассмотрим примеры применения принципа симметрии.

1) Найти конформное отображение полосы с разрезами на верхнюю
полуплоскость.

Рассматривается отображение полосы |Re z| < π

2
с разрезами вдоль

отрезков
[
−π

2
, −π

6

]
и

[π

6
,

π

2

]
, изображенной в левой части рис. 2.10.2.

6

-
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6
π
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−π
2

π
2
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-− 1
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1
2

L1 L2

D

Рис. 2.10.2

Решение. Проведем дополнительный разрез вдоль интервала I =(
−π

6
,

π

6

)
и рассмотрим отображение верхней полуполосы P+ на верх-

нюю полуплоскость. Из примера §7 мы уже знаем, что такое соответ-
ствие осуществляет функция t = sin z. Применение принципа симмет-
рии к интервалу I показывает, что эта функция отображает нижнюю
полуполосу P− на нижнюю полуплоскость, а всю исходную полосу P с
разрезами на область D, представляющую собой плоскость с разрезами

вдоль лучей L1 =
[
∞,−1

2

]
и L2 =

[
1
2
,∞

]
, лежащих на действитель-

ной оси
[
дополнительный разрез I при аналитическом продолжении

”затирается“ и отображается в интервал
(
−1

2
,
1
2

)]
.
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Дробно-линейная функция

ξ =
t +

1
2

t− 1
2

отображает область D на всю плоскость с разрезом вдоль положитель-
ной полуоси. Остается вспомнить, что при извлечении квадратного кор-
ня аргумент комплексного числа уменьшается в два раза. Окончательно
получаем

w =
√

ξ =

√
2t + 1
2t− 1

=

√
2 sin z + 1
2 sin z − 1

.

2) Найти конформное отображение внешности буквы T на верхнюю
полуплоскость.

Рассматривается отображение внешности фигуры, состоящей из двух
отрезков [0, 2] и [−i, i].

6

-A

B

C D

6

-• • • •
A′

B′

C′ D′

Рис. 2.10.3

Решение. Проведем дополнительные разрезы вдоль отрицательной
полуоси и луча (2, +∞). При изучении течений жидкости в §3 мы уже
использовали функцию t = h(z) =

√
z2 + 1, отображающую верхнюю

полуплоскость с разрезом по отрезку [0, i] на всю верхнюю полуплос-
кость. Чтобы найти образы отрезков I1 = [0, 2] и I2 = [0, i] при этом
отображении нужно учитывать, что при обходе границы отрезок I2

проходится дважды. Пусть ε > 0, рассмотрим близкие к нулю точки
a1 = ε и a2 = −ε = ε eiπ. Тогда

h(a1) =
∣∣∣
√

(1 + ε2)
∣∣∣ , h(a2) =

√
(1 + ε2) e2iπ = −

∣∣∣
√

(1 + ε2)
∣∣∣ .
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Поэтому граничному отрезку I2 будет соответствовать отрезок [−1, 1],
а отрезку I1 отрезок [1,

√
5]. Соответствие граничных точек изображено

на рис. 2.10.3.
Используя принцип симметрии и продолжая функцию h(z) =

√
z2 + 1

через ”отрезок действительной прямой“ I0 = [−∞, 0]∪[2,+∞], мы полу-
чаем отображение внешности буквы T на всю комплексную плоскость
с вырезанным отрезком J = [−1,

√
5].

Дробно-линейная функция

ξ =
√

5− t

1 + t

отображает разрез J на положительную полуось. Для нахождения кон-
формного отображения внешности буквы T на верхнюю полуплоскость
остается извлечь квадратный корень

w =
√

ξ =

√√√√
√

5−
√

z2 + 1

1 +
√

z2 + 1
.

§11. Решение задачи Дирихле в полуплоскости
в случае кусочно-постоянных граничных значений.

Решение задачи Дирихле1 в верхней полуплоскости, т.е. нахождение
гармонической в верхней полуплоскости функции v(x, y), принимающей
на действительной оси заданные значения v(x, 0) = h(x), может быть
представлено интегралом Пуассона

v(x, y) =
1
π

∞∫

−∞
h(t)

y dt

(x− t)2 + y2
.

Предположим, что на интервалах (−∞, a1), (a1, a2), . . . , (an,∞) функ-
ция h(x) принимает соответствующие постоянные значения v0, v1, . . . , vn.

1Дирихле Петер Густав Лежен (1805–1859)– немецкий математик, иностранный
член Петербургской академии наук, член Парижской академии наук, Лондонского
королевского общества, Берлинской академии наук. Основные работы посвящены
теории чисел и математическому анализу.
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Рассмотрим точку z, лежащую в верхней полуплоскости и обозначим
через ϕk угол между вектором z − ak и положительным направлением
действительной оси.

6

-

















y

x

y

x0

••

ak

ϕkϕk

z = x + iyz − ak

Рис. 2.11.1

Из рис. 2.11.1 видно, что

arg z = ϕk = arcctg
x− ak

y
=

π

2
− arctg

x− ak

y
=

=
π

2
+ arctg

ak − x

y
. (2.11.1)

Применяя к функции h(x) формулу Пуассона, вычисляя в явном
возникающие интегралы и учитывая равенство (2.11.1), получаем

v(x, y) =
v0y

π

a1∫

−∞

dt

(x− t)2 + y2
+

v1y

π

a2∫

a1

dt

(x− t)2 + y2
+ · · ·+

+
vny

π

∞∫

an

dt

(x− t)2 + y2
=

v0

π

(
arctg

a1 − x

y
+

π

2

)
+

+
v1

π

(
arctg

a2 − x

y
− arctg

a1 − x

y

)
+ · · ·+ vn

π

(
π

2
− arctg

an − x

y

)
=

=
v0 + vn

2
+

v0 − v1

π
arctg

a1 − x

y
+ · · ·+ vn−1 − vn

π
arctg

an − x

y
=

= vn +
v0 − v1

π
arg(z − a1) + · · ·+ vn−1 − vn

π
arg(z − an) =

= vn + Im
(

v0 − v1

π
ln(z − a1) + · · ·+ vn−1 − vn

π
ln(z − an)

)
.
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Таким образом мы получаем две явные формы записи для решения
задачи Дирихле с кусочно-постоянными граничными значениями

v(x, y) = vn +
v0 − v1

π
arg(z − a1) + · · ·+ vn−1 − vn

π
arg(z − an) =

= vn + Im
(

v0 − v1

π
ln(z − a1) + · · ·+ vn−1 − vn

π
ln(z − an)

)
. (2.11.2)

Формулой (2.11.2) мы воспользуемся в следующем примере, и еще
она потребуется нам при выводе формулы Кристоффеля – Шварца.

Пример.(Распределение температуры в канале). Рассмотрим по-
луполосу D = {|Re z| < π/2, Im z > 0}, у которой на основании поддер-
живается температура T ◦, а на боковых сторонах температура 0◦.

В установившемся режиме функция
температуры u(x, y) удовлетворяет уравне-
нию Лапласа и является гармонической.
Конформной заменой рассматриваемую за-
дачу можно свести к нахождению гармони-
ческой функции в верхней полуплоскости.

Функция w = sin z отображает полупо-
лосу D на верхнюю полуплоскость, при
этом основание отображается на интервал
(−1, 1), а боковые стороны соответственно
на лучи (−∞,−1) и (1,∞).

6

-

y

xT ◦

0◦ 0◦

Рис. 2.11.1

Остается воспользоваться формулой (2.11.2), учитывая, что n = 2,
a1 = −1, a2 = 1, v0 = v2 = 0, v1 = T. Получаем

u(x, y) = −T

π
arg(w + 1) +

T

π
arg(w − 1) =

T

π
arg

w − 1
w + 1

=

T

π
arg

sin z − 1
sin z + 1

.

Поскольку sin z = sin x ch y + i cosx sh y, то

u(x, y) =
T

π
arg

(sin x ch y − 1) + i cos x sh y

(sin x ch y + 1) + i cos x sh y
=

T

π
arctg

2 cos x sh y

sh2 y − cos2 x
=

=
2T

π
arctg

cos x

sh y
.
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§12. Отображения многоугольных областей.
Интеграл Кристоффеля–Шварца

Рассмотрим многоугольник M с вершинами в точках A1, A2, . . . , An

и углами θ1π, θ2π, . . . , θnπ при соответствующих вершинах. Согласно
теореме Римана существует конформное отображение f(z) верхней по-
луплоскости P на многоугольник M. К сожалению теорема Римана яв-
ляется классической теоремой существования и не содержит никаких
рекомендаций относительно построения искомого отображения в кон-
кретной ситуации. Нас же в данном случае будет интересовать именно
нахождение формулы, определяющей отображение f(z).
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Рис. 2.12.1

Предположим, что нам известны лежащие на действительной пря-
мой точки a1, a2, . . . , an, соответствующие вершинам многоугольника,
т. е. f(ak) = Ak. На каждом интервале Ik = (ak, ak+1) функция f(z)
принимает значения, лежащие на стороне AkAk+1 многоугольника, при
этом arg f ′(z) = vk = const на интервале Ik.

Поскольку производная аналитической функции является аналити-
ческой функцией, то мнимая часть функции ln f ′(z) является гармо-
нической в верхней полуплоскости функцией, принимающей кусочно-
постоянные значения на действительной оси, и к ней применима фор-
мула (2.11.2) предыдущего параграфа, согласно которой получаем

Im ln f ′(z) = arg f ′(z) =

= vn +
v0 − v1

π
arg(z − a1) + · · ·+ vn−1 − vn

π
arg(z − an).

Из геометрических соображений (см. рис. 2.12.1) следует, что

vk − vk−1 = (1− θk) π.
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Следовательно
Im ln f ′(z) = arg f ′(z) =

= c2 + (θ1 − 1) arg(z − a1) + · · ·+ (θn − 1) arg(z − an)

и

ln f ′(z) = (c1 + ic2) + (θ1 − 1) ln (z − a1) + · · ·+ (θn − 1) ln (z − an).

Потенцируя и интегрируя последнее равенство, получаем

f(z) = C

z∫

z0

(t− a1)θ1−1 (t− a2)θ2−1 . . . (t− an)θn−1 dt + C1. (2.12.1)

Формулу (2.12.1), которая позволяет найти искомое конформное отоб-
ражение, называют интегралом Кристоффеля1-Шварца.

Формула получена нами в предположении, что точки a1, a2, . . . , an,
соответствующие вершинам многоугольника M, известны. Однако в
практических задачах задаются лишь вершины многоугольника M, а
точки ak и постоянные C, C1 должны определяться из условий зада-
чи. Поскольку нормировка конформного отображения зависит от трех
действительных параметров, то, к примеру, мы можем произвольным
образом фиксировать прообразы трех вершин многоугольника, после
чего все остальные характеристики должны однозначно находиться из
других соображений.

Случаи вырождения

В общем случае не существует методов нахождения явного вида пер-
вообразной в интеграл Кристоффеля–Шварца, поэтому особый интерес
представляют ситуации, в которых удается упростить подинтегральное
выражение. Кроме этого следует отметить, что формула Кристоффеля–
Шварца остается верной и для ”странных многоугольников“, у которых
одна или даже несколько ”вершин“ находятся в бесконечно удаленной
точке.

I. Если одна из точек ak является бесконечно удаленной, то интеграл
Кристоффеля–Шварца имеет более простой вид.

1Кристоффель (1829-1900)– немецкий математик. Основные труды по теории
функций, теории дифферециальных уравнений с частными производными, тео-
рии инвариантов алгебраических форм и теории дифференциальных квадратичных
форм.
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Пусть все ak 6= 0, an = ∞, a′n ∈ R и a′n 6= ∞. Введем новую пере-

менную ξ = a′n −
1
z
, тогда точкам a1, a2, . . . , an будут соответствовать

конечные точки a′1, a
′
2, . . . , a

′
n, и мы можем воспользоваться интегра-

лом Кристоффеля–Шварца для нахождения функции g, отображающей
верхнюю полуплоскость ξ > 0 на многоугольник M

g(ξ) = C ′
ξ∫

ξ0

(τ − a′1)
θ1−1 (τ − a′2)

θ2−1 . . . (τ − a′n)θn−1 dτ + C ′1. (2.12.2)

Полагая τ = a′n−
1
t
и делая замену переменной в интеграле, согласно

формуле (2.12.2) получаем

f(z) = C ′
z∫

z0

(
a′n − a′1 −

1
t

)θ1−1(
a′n − a′2 −

1
t

)θ2−1

. . .

(
−1

t

)θn−1
dt

t2
+C ′1 =

= C ′
z∫

z0

(
1
a1
− 1

t

)θ1−1 (
1
a2
− 1

t

)θ2−1

. . .

(
−1

t

)θn−1
dt

t2
+ C ′1 =

= C ′′
z∫

z0

(t− a1))
θ1−1 (t− a2)

θ2−1
. . . (t− an−1)

θn−1−1 dt

tθ1+θ2···+θn−n+2
+C ′′1 .

Используя хорошо известное утверждение о сумме внутренних углов
n-угольника: θ1 + θ2 · · ·+ θn = n− 2, окончательно получаем

f(z) = C

z∫

z0

(t− a1)θ1−1 (t− a2)θ2−1 . . . (t− an−1)θn−1−1 dt + C1. (2.12.3)

Таким образом, если одной из вершин многоугольника M соот-
ветствует бесконечно удаленная точка, то формула Кристоффеля–
Шварца не содержит множитель, соответствующий этой вершине.

Замечание. Если одна из точек ak равна нулю, то следует рассмот-

реть модифицированную замену переменной ξ = a′n −
1

z − b
, где b ∈ R

и отлично от всех ak. При такой замене переменной все точки a′k будут
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конечными и мы сможем повторить приведенные выше преобразования
интеграла Кристоффеля–Шварца.

II. Формула (2.12.1) остается верной и для многоугольника, у кото-
рого одна или несколько вершин Ak

совпадают с бесконечно удаленной
точкой, если при этом условиться
понимать под углом между двумя,
прямыми пересекающимися в беско-
нечности, взятый со знаком минус
угол в конечной точке их пересече-
ния (см. рис. 2.12.2).
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Рис. 2.12.2

Угол в конечной точке пересече-
ния сторон Ak−1Ak и AkAk+1 обоз-
начим через α. Проведем дополни-
тельный разрез A′kA′′k и получим
ограниченный многоугольник M ′,
углы которого при вершинах A′k, A′′k
соответственно обозначим через α′ и
α′′, а точки действительной прямой,
соответствующие вершинам A′k и A′′k ,
обозначим через a′k и a′′k .

Согласно формуле Кристоффеля–Шварца отображение верхней по-
луплоскости на многоугольник M ′ имеет вид

f(z) = C

z∫

z0

(t− a1)θ1−1. . . (t− a′k)α′k−1 (t− a′′k)α′′k−1. . . (t− an)θn−1 dt + C1.

При A′k → Ak и A′′k → Ak точки a′k и a′′k стремятся к общему пределу
– точке ak. Поскольку α + α′ + α′′ = 1, то

(α′ − 1) + (α′′ − 1) = −α− 1.

Окончательно получаем

f(z) = C

z∫

z0

(t− a1)θ1−1 . . . (t− ak)−α′k−1 . . . (t− an)θn−1 dt + C1.

Отметим, что формула остается верной и в случае, когда несколько
вершин многоугольника находятся в бесконечно удаленной точке.
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В следующих примерах ищется конформное отображение верхней
полуплоскости на соответствующий многоугольник M.

1) Полуполоса

M = {|Re w| < π

2
, Im w > 0}

представляет собой ”треугольник“ с вершинами A1 = −π

2
, A2 =

π

2
,

A3 = ∞. Поскольку нормировка конформного отображения определя-
ется тремя действительными параметрами, то в данном случае точ-
ки a1, a2, a3 мы можем выбрать произвольным образом. Естественно,
что выбор определяется желанием получить интеграл Кристоффеля–
Шварца наиболее простого вида.

Ak θk ak

A1 = −π/2 θ1 = 1/2 a1 = −1
A2 = π/2 θ2 = 1/2 a2 = 1
A3 = ∞ θ3 = 0 a3 = ∞

Интеграл Кристоффеля–Шварца принимает вид

f(z) = C

z∫

0

(t + 1)−
1
2 (t− 1)−

1
2 dt + C1 = C ′

z∫

0

dt√
1− z2

+ C1 =

C ′ arcsin z + C1.

Используя соответствие между A1, A2 и a1, a2, получаем

−π

2
= −C ′

π

2
+ C1,

π

2
= C ′

π

2
+ C1,

следовательно C ′ = 1, C1 = 0.
Таким образом функция, отображающая полуплоскость на полупо-

лосу, имеет вид
w = arcsin z.

Этот ответ был вполне ожидаемым, поскольку ранее мы рассматри-
вали отображение, осуществляемое обратной функцией z = sin w.
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2) Пусть M – изображенный на рис. 2.12.3 ”четырехугольник“ , гра-
ница которого состоит из двух прямых L1 = {Re w = −h1}, L2 =
{Re w = h2} и луча L3 = {Re w = 0, Im w < 0.} У данного много-
угольника три вершины A1, A2, A4 находятся в бесконечности, и углы в
этих вершинах равны нулю. Угол в вершине A3 равен 2π.

6

-

v

u
−h1 h2h2

A2 A2 A4 A4

A3

A1 A1

•

Рис. 2.12.3

Ak θk ak

A1 = ∞ θ1 = 0 a1 = ∞
A2 = ∞ θ2 = 0 a2 = −1
A3 = 0 θ3 = 2 a3 = ξ
A4 = ∞ θ4 = 0 a4 = 1

В данном случае мы можем фиксировать три точки действительной
прямой, соответствующие вершинам, находящимся в бесконечности, а
четвертую точку пока обозначим символом ξ.

Интеграл Кристоффеля–Шварца

w = f(z) = C

∫
(t + 1)−1(t− ξ)(t− 1)−1 dt = C

∫
t− ξ

t2 − 1
dt =

C

[
1 + ξ

2
ln (z + 1) +

1− ξ

2
ln (z − 1)

]
+ C1 (2.12.4)

содержит три неизвестные постоянные C,C1, ξ, которые нужно найти.
При обходе точки a2 = −1 по сколь угодно малой верхней полу-

окружности C+
r = {z = −1 + reiϕ, Im z > 0} соответствующая точка

w должна перейти с луча A1A2 на луч A2A3. При малых r образ по-
луокружности C+

r близок к горизонтальному отрезку, соединяющему
лучи, поэтому для приращения функции вдоль C+

r получаем оценку

∆w = h1 + O(r).
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При обходе C+
r приращение мнимой части функции ln(z − 1) равно

нулю, а приращение действительной части является бесконечно малым
при r → 0. Приращение мнимой части функции ln(z + 1) = ln r + iϕ
равно −πi, а приращение действительной части равно нулю. Согласно
формуле (2.12.4)

∆w = −C
1 + ξ

2
πi + O(r).

Переходя к пределу при r → 0, получаем

−C
1 + ξ

2
πi = h1.

Аналогично, рассматривая обход вокруг точки a4 = 1, приходим к
равенству

−C
1− ξ

2
πi = h2.

Из полученных соотношений находим постоянные

C = i
h1 + h2

π
, ξ =

h1 − h2

h1 + h2
.

Следовательно искомая функция имеет вид

w = f(z) =
i

π
[h1 ln(z + 1) + h2 ln(z − 1)] + C1.

Учитывая соответствие точек a3 = ξ и A3 = 0, постоянную C1 нахо-
дим из равенства f(ξ) = 0

C1 = −h2π
2 + πi ln hh1

1 hh2
2

(
2

h1 + h2

)h1+h2

.

3) Пусть M – ”четырехугольник“ , граница которого состоит из че-
тырех лучей

L1 = {Re w < 0, Im w = 0}, L2 = {Re w = 0, Im w > 0},

L3 = {Re w = 0, −∞ < Im w < −2h}, L4 = {Re w < 0, Im w = −2h}.
Проведем дополнительный разрез L = {Im w = −h}. Верхняя поло-

вина многоугольника является ”треугольником“ с ”вершинами“ в точ-
ках A1, A2, A3. Выбирая соответствие точек действительной прямой и
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вершин треугольника, указанное в таблице, мы получаем достаточно
простой интеграл.

Ak θk ak

A1 = ∞ θ1 = 0 a1 = 1
A2 = ∞ θ2 = −1/2 a2 = ∞
A3 = 0 θ3 = 3/2 a3 = 0

6

-
6?h
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A2

A2A1

A1

A1

A3

v

u

Рис. 2.12.4

Интеграл Кристоффеля–Шварца имеет вид

w = g(ξ) = C

ξ∫

0

(t− 1)−1t1/2 dt + C1 = C

ξ∫

0

√
t dt

t− 1
=

C

(
2
√

ξ + ln
√

ξ − 1√
ξ + 1

− hi

)
(2.12.5)

(в данном случае C1 = 0, т.к. по условию g(0) = 0).
При обходе точки ξ = 1 соответствующая точка w переходит с луча

A3A1 на разрез A1A2, и следовательно функция g(ξ) имеет приращение
∆w ∼ −hi. С другой стороны, согласно формуле (2.12.5) имеем ∆w ∼
−Cπi, т.е. C = h/π/.

Таким образом функция

g(ξ) =
2h

π

√
ξ +

h

π
ln
√

ξ − 1√
ξ + 1

− hi (2.12.6)

отображает верхнюю полуплоскость ξ > 0 на верхнюю половину исход-
ного ”четырехугольника“ , при этом разрезу A1A2 соответствует луч
(1, +∞). Обозначим через D всю комплексную плоскость с разрезом по
лучу (−∞, 1). Согласно принципу симметрии функция g(ξ), определяе-
мая равенством (2.12.6) отображает область D на весь ”четырехуголь-ник“ .

86

www.phys.nsu.ru



Функция ξ = 1− z2 отображает верхнюю полуплоскость на область
D. Используя эту подстановку, находим отображение верхней полуплос-
кости на исходный ”четырехугольник“

f(z) =
2h

π

√
1− z2 +

h

π
ln
√

1− z2 − 1√
1− z2 + 1

− hi =

2h

π

(√
1− z2 + ln

z

1 +
√

1− z2

)
.

§13. Поток во внешности замкнутого контура

Пусть C – замкнутый контур, ограничивающий область G ⊂ C. Рас-
смотрим поток жидкости, обтекающий со скоростью V(z) контур C и
имеющий в бесконечности фиксированную скорость V∞.

Комплексный потенциал данного течения является аналитической
функцией в области D = C \G, а его производная f ′(z) = V(z) анали-
тична в D и имеет в бесконечно удаленной точке устранимую особен-
ность. Поэтому в окрестности бесконечности ряд Лорана функции f ′(z)
не содержит главной части и имеет вид

f ′(z) = V∞ +
c−1

z
+

c−2

z2
+ . . . .

Согласно формуле (2.1.4) для произвольного замкнутого контура
C∗, содержащего внутри себя точку z = 0 и охватывающего контур
C

Γ + iN =
∫

C∗

f ′(z) dz = 2πi c−1.

Поскольку поток через контур C∗ равен нулю, то 2πi c−1 = Γ.
Поэтому комплексный потенциал имеет вид

f(z) = V∞ z + c +
Γ

2πi
ln z − c−2

z
− . . . (2.13.1)

Из условия обтекания следует, что контур C должен быть одной
из линий тока, а мнимая часть комплексного потенциала – функция
v(x, y), являющаяся функцией тока, будет постоянной на контуре C.
Следовательно, комплексный потенциал отображает контур C в неко-
торый отрезок I, параллельный действительной оси.
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Предположим, что фиксированы скорость в бесконечности V(∞) и
циркуляция Γ, а f1(z) и f2(z) – два комплексных потенциала, соответ-
ствующих данному потоку. Тогда функция f(z) = f1(z)−f2(z) является
однозначной и аналитической всюду в области D∪∞,1 при этом ее мни-
мая часть v(z) является гармонической в D ∪∞ и постоянной на кон-
туре C. По теореме о единственности решения задачи Дирихле всюду
в D функция v(z) ≡ const, и, следовательно, f(z) ≡ const. Таким обра-
зом комплексный потенциал определяется с точностью до постоянного
слагаемого, не влияющего на распределение скоростей.

В случае, когда циркуляция равна нулю комплексный потенциал яв-
ляется однолистной функцией.

Комплексный потенциал w = f0(z) безциркулярционного (Γ = 0) по-
тока V0 реализует конформное отображения внешности замкнутого
контура на внешность некоторого отрезка I, параллельного действи-
тельной оси, с нормировкой f ′(z) = V(∞).

Поскольку в данном случае комплексный потенциал имеет вид

f(z) = V∞ z + c +−c−2

z
− . . . ,

то в окрестности бесконечно удаленной точки отображение близко к
линейному f(z) ∼ V∞ z + c и является взаимно однозначным. Обозна-
чим через n(a) количество нулей функции f(z)−a. Поскольку функция
f(z)− a имеет единственный полюс первого порядка в бесконечно уда-
ленной точке, то по принципу аргумента для значений a /∈ f(C)

1
2πi

∫

C

f ′(z) dz

f(z)− a
= 1− n(a). (2.13.2)

Целочисленная функция n(a), определяемая равенством (2.13.2), явля-
ется непрерывной, при этом n(a) = 1 для достаточно больших по мо-
дулю значений a, поэтому n(a) ≡ 1 для всех a /∈ I. Это и доказывает
взаимную однозначность отображения.

§14. Подъемная сила

Выведем классическую формулу Чаплыгина1 позволяющую выра-
1Функцию называют аналитической (гармонической) в точке z = ∞, если беско-

нечно удаленная точка является устранимой.
1Чаплыгин Сергей Алексеевич (1869-1942)– российский, советский ученый, акаде-

мик АН СССР. Основные труды по теоретической механике, гидро-, аэро-, и газовой
динамике.
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зить подъемную силу, действующую на крыло в установившемся без-
вихревом потоке, через комплексный потенциал потока.

Будем считать, что крыло расположено неподвижно, а поток V, име-
ющий фиксированную скорость в бесконечности V∞, обтекает крыло,
сечение которого является плоским замкнутым контуром C.

В безвихревом потоке давление определяется формулой Бернулли2
-Эйлера3

p = A− ρ

2
|V|2.

Поскольку давление на контуре C направлено внутрь по нормали,
то вектор силы, действующей на элемент dz контура C, равен

pi dz = Ai dz − ρ

2
|V|2i dz,

а полная сила, действующая на контуре C, равна

P =
∫

C

pi dz = −ρi

2

∫

C

|V|2 dz, (2.14.1)

(интеграл по замкнутому контуру C от постоянной Ai равен нулю).
Поскольку происходит обтекание контура C, то в точках контура

скорость потока направлена по касательной, т.е. V = f ′(z) = |V|eiϕ,
где ϕ = arg dz.

Учитывая соотношения e−2iϕ dz = e−iϕ |dz| = dz и |V| = f ′(z) e−iϕ,
из равенства (2.14.1) получаем

P = −ρi

2

∫

C

[
f ′(z)

]2

e−2iϕ dz = −ρi

2

∫

C

[
f ′(z)

]2

dz.

2Бернулли Даниил (1700-1782) – швейцарский математик и механик, иностран-
ный почетный член Петербургской, член Болонской, Берлинской, Парижской ака-
демий, член Лондонского королевского общества. В Базеле был профессором анато-
мии и ботаники, а затем физики. Основные труды по алгебраическим уравнениям,
дифференциальным уравнениям, теории вероятностей и механике. Вывел уравнение
стационарного движения идеальной жидкости.

3Эйлер Леонард (1707-1783)– математик, механик и физик, член Петербургской,
Берлинской, Парижской академий, член Лондонского королевского общества. С 1727
по 1741 и с 1766 до конца жизни работал в Петербургской академии наук. Круг ин-
тересов Эйлера включал в себя все отделы современной ему математики и механики,
теорию упругости, математическую физику, оптику, теорию музыки, теорию машин,
баллистику, морскую науку, страховое дело, . . . Эйлер первым начал систематиче-
ское изучение функций комплексного переменного и применение мнимых величин к
вычислению интегралов.
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Переходя к сопряженным величинам, получаем классическую фор-
мулу Чаплыгина

P =
ρi

2

∫

C

[f ′(z)]2 dz. (2.14.2)

Согласно результатам предыдущего параграфа производная ком-
плексного потенциала имеет вид

f ′(z) = V∞ +
Γ

2πi

1
z

+
c−2

z2
− . . . ,

следовательно

[f ′(z)]2 =
(
V∞

)2
+

ΓV∞
πi

1
z

+
A

z2
+

B

z3
+ . . .

Вычисляя интеграл в формуле Чаплыгина (2.14.2), получаем

P =
ρi

2

∫

C

[f ′(z)]2 dz =
ρi

2
2πi res

z=0
[f ′(z)]2 =

ρi

2
2πi

ΓV∞
πi

= iρΓV∞.

Переходя к сопряженным величинам, получаем формулуЖуковско-
го

P = −iρΓV∞, (2.14.3)

согласно которой подъемная сила, действующая на обтекаемый кон-
тур, по величине равна произведению плотности, циркуляции и мо-
дуля скорости в бесконечности, а ее направление повернуто относи-
тельно V∞ на прямой угол (при Γ > 0 поворот происходит по часовой
стрелке, а при Γ < 0 против).

§15. Обтекание кругового цилиндра

Найдем вначале комплексный потенциал f0(z) безциркулярционного
потока, обтекающего окружность CR = {|z| = R} с заданной скоростью
на бесконечности V∞ = v∞eiθ. Мы уже знаем, что в данном случае
комплексный потенциал отображает внешность круга KR = {|z| ≤ R}
на плоскость с разрезом по отрезку параллельному действительной оси.

Отображение t =
ze−iθ

R
переводит внешность круга KR во внеш-

ность единичного круга, а функция Жуковского w = L

(
t +

1
t

)
при
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L > 0 отображает внешность единичного круга на внешность некоторо-
го отрезка IL, лежащего на действительной оси. Следовательно отобра-
жение

w = L

(
ze−iθ

R
+

R

ze−iθ

)

переводит внешность круга KR во внешность отрезка IL, и при L = Rv∞
получаем

w′(∞) =
Le−iθ

R
= v∞eiθ = V∞.

Поэтому искомый комплексный потенциал f0(z) имеет вид

f0(z) = Rv∞

(
ze−iθ

R
+

R

ze−iθ

)
= V∞z +

V∞R2

z
.

Добавляя комплексный потенциал f1(z) =
Γ

2πi
ln z чисто циркуляр-

ционного потока, обтекающего окружность CR, окончательно находим

f(z) = f0(z) + f1(z) = V∞z +
V∞R2

z
+

Γ
2πi

ln z, (2.15.1)

V = f ′(z) = V∞ − V∞R2

z2
− Γi

2π

1
z
. (2.15.2)

Учитывая симметрию и принимая для простоты θ = 0, получаем

f ′(z) = v∞ − v∞R2

z2
− Γi

2π

1
z
.

Критическими точками потока (V = f ′(z) = 0) являются точки

z1,2 =
1

4πv∞

(
Γi±

√
16π2v2∞R2 − Γ2

)
.

Структура рассматриваемого течения существенным образом зави-
сит от величины циркуляции. При Γ ≥ 0 можно выделить четыре слу-
чая, в каждом из которых строение линий тока имеет свои качественные
особенности.

В зависимости от величины циркуляции получаем :

I. Γ = 0. Это простейшая ситуация безциркуляционного потока,
при котором течение симметрично относительно действительной оси, а
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критическими являются диаметрально противоположные точки окруж-
ности z1,2 = ±R.

ÁÀ

Â¿
- -
- -
- -

- -
- -

0
1
2

-1
-2

II. 0 < Γ < 4πv∞R. В этом случае мы имеем две различные крити-
ческие z1 и z2, расположенные симметрично относительно мнимой оси.
При этом легко проверить, что |z1| = |z2| = R, т.е. критические точки
лежат на окружности.

ÁÀ

Â¿
- -• •- -
- -

- -
- -

0
1
2

-1
-2

z1 z2

I

I
ª

В точке z1 = Reiϕ1 соответствующая линия тока разветвляется на
две: одна обходит верхнюю дугу окружности, а вторая нижнюю. В точке
z2 = Reiϕ2 обе линии вновь соединяются. Tочку z1 называют точкой
разветвления, а точку z2 называют точкой схода.

Циркуляция Γ и точка схода Reiϕ2 связаны простыми соотношени-
ями

ϕ2 = arcsin
Γ

4πRv∞
, Γ = 4πRv∞ sin ϕ2,

при увеличении циркуляции точки разветвления и схода сближаются.
В общем случае, когда θ 6= 0, из геометрических соображений видно,

что
Γ = 4πRv∞ sin(ϕ2 − θ). (2.15.3)

Подставляя равенство (2.15.3) в формулуЖуковского, получаем вы-
ражение для величины подъемной силы потока через точку схода

|P| = 4πρv2
∞ | sin(ϕ2 − θ)|. (2.15.4)

III. Γ = 4πv∞R. В этом случае точки разветвления и схода сли-
ваются в одну. Возникает неустойчивая ситуация, поскольку малые из-
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менения величины циркуляции Γ приводят к качественно различным
типам течений, соответствующих случаю II и случаю IV.

ÁÀ

Â¿
- -

•- -
- -
- -

- -
0
1
2
3

-1 ª

IV. Γ > 4πv∞R. В этом случае |z1| 6= |z2| и |z1||z2| = R2. Поэтому
одна из критических точек лежит внутри круга, а вторая во внешно-
сти. В результате появляются замкнутые линии тока, охватывающие
исходную окружность.

ÁÀ

Â¿
- -

•
- -
- -
- -
- -

?
6

0
1
2
3
4

ª

§16. Обтекание профилей Жуковского

Рассмотрим замкнутый контур C и такое конформное отображение
t = h(z) внешности контура C на внешность круга KR = {|t| ≤ R}, что
h(∞) = ∞, h′(∞) = 1.

Учитывая формулу (2.15.1), описывающую комплексный потенциал
потока, обтекающего окружность, несложно найти комплексный потен-
циал f(z) для потока, обтекающего контур C с заданной точкой схода
z0 и заданной скоростью в бесконечности V∞

f(z) = V∞h(z) +
V∞R2

h(z)
+

Γ
2πi

lnh(z). (2.16.1)

Отметим, что циркуляцию Γ можно найти по формуле (2.15.3) через
точку t0, являющуюся образом точки схода, т.е. t0 = h(z0).

При этом для нахождения самой точки схода часто используется
условие Чаплыгина:при обтекании профиля с острой точкой z0 в
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эту точку под влиянием вязкости и вихреобразования смещается точ-
ка схода потока.

Рассмотрим обтекание профилейЖуковского, описанных в §8. Функ-
ция ω = g(z) = z +

√
z2 − a2 отображает внешность профиля Жуков-

ского Γ(a, h, d) на внешность круга K ′ радиуса R′ = d +
√

a2 + h2 и с

центром в точке ω0 = ih−de−iα/2, где
α

2
= arctg

h

a
. При этом g′(∞) = 2.

Следовательно функция

t = h(z) =
1
2
(g(z)− ω0) =

1
2

(
z − ω0 +

√
z2 − a2

)

отображает внешность профиля Жуковского на внешность круга с цен-
тром в нуле и радиуса

R =
R′

2
=

1
2

(
d +

√
a2 + h2

)
.

Подставляя явный вид функции h(z) в формулу (2.16.1), получим
комплексный потенциал потока, обтекающего профиль Жуковского.

Из построения профиля Жуковского видно, что аргумент точки t0 –
образа острой точки, являющейся согласно условию Чаплыгина точкой
схода, равен −α

2
.

Формула (2.15.3) позволяет найти циркуляцию

Γ = −2πv∞
(
d +

√
a2 + h2

)
sin

(
θ +

α

2

)
,

а формула (2.15.4) величину подъемной силы для профиля Жуковского
Γ(a, h, d)

|P | = 2πρv2
∞

(
d +

√
a2 + h2

) ∣∣∣sin
(
θ +

α

2

)∣∣∣ .

94

www.phys.nsu.ru



III. МЕТОД ПЕРЕВАЛА

§1. Идея метода.

Рассмотрим интеграл

F (λ) =
∫

γ

f(z)eλS(z) dz, (3.1.1)

где γ – кусочно гладкая кривая в комплексной плоскости C, а функции
f(z) и S(z) являются аналитическими в некоторой области D, содержа-
щей кривую γ. Нас интересует асимптотика функции F (λ) при λ → +∞.

Идея метода основана на том, что согласно интегральной теореме
Коши в односвязной области интеграл аналитической функции не за-
висит от выбора контура, соединяющего две фиксированные точки. Это
позволяет перейти от исходного интеграла к интегралу по новому кон-
туру, на котором получить необходимые асимптотические оценки ока-
зывается проще.

Предположим, что существует такой контур γ∗, что
1.

F (λ) =
∫

γ

f(z)eλS(z) dz =
∫

γ∗

f(z)eλS(z) dz;

2. Существует единственная точка z0 ∈ γ∗, в которой функция ReS(z)
имеет строгий максимум и f(z0) 6= 0;

3. Im S(z) ≡ const при z ∈ γ∗ в окрестности точки z0.

Пусть γ∗0 малая дуга контура γ∗, содержащая точку z0 и удовлетво-
ряющая условию 3. Поскольку z0 является единственной точкой стро-
гого максимума действительной части функции S(z), то существует
такое δ > 0, что ReS(z) < Re S(z0) − δ при z ∈ γ∗ \ γ∗0 . Поскольку∣∣∣eλS(z)

∣∣∣ = eλ Re S(z) < eλ Re S(z0) e−λδ, то как и в методе Лапласа, исполь-
зуя принцип локализации, можно показать, что

∫

γ∗

f(z)eλS(z) dz =
∫

γ∗0

f(z)eλS(z) dz
(
1 + O(λ−∞)

)
.

Пусть z = z(t) = x(t) + iy(t), α ≤ t ≤ β регулярная параметризация

95

www.phys.nsu.ru



контура γ∗0 такая, что z(0) = z0. Тогда

F (λ) =
∫

γ∗

f(z)eλS(z) dz =
∫

γ∗0

f(z)eλS(z) dz (1 + O(λ−∞)) =

=

β∫

λ

f(z(t))z′(t)eλS(z(t)) dt = eiλ Im S(z0)

β∫

α

f∗(t)eλS∗(t) dt
(
1 + O(λ−∞)

)
,

(3.1.2)
где f∗(t) = f(z(t))z′(t) и S∗(t) = Re S(z(t)).

Поскольку функция S∗(t) является функцией действительного пере-
менного и принимает только действительные значения, то асимптотику
последнего интеграла можно найти с помощью метода Лапласа.

Контур, удовлетворяющий условиям 1, 2, 3, называют переваль-
ным контуром. Причина такого названия будет ясна из следующего
пункта.

§2. Принципы нахождения перевального контура.

Пусть S(z) = U(z) + iV (z) и z = z(t) = x(t) + iy(t) регулярная
параметризация (|z′(t)| 6= 0) контура γ∗ такая, что z(0) = z0. Поскольку
t = 0 – точка максимума функции Re S(z(t)), то

d

dt
Re S(z(t))|t=0 = U ′

xx′t + U ′
yy′t = 0.

А так как Im S(z) ≡ const на γ∗, то

d

dt
Im S(z(t))|t=0 = V ′

xx′t + V ′
yy′t = 0.

Таким образом мы получаем систему уравнений
{

U ′
xx′t + U ′

yy′t = 0
V ′

xx′t + V ′
yy′t = 0.

С учетом условий Коши - Римана ( U ′
x = V ′

y , U ′
y = −V ′

x) получаем
{

U ′
xx′t + U ′

yy′t = 0
U ′

xy′t − U ′
yx′t = 0.
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Так как определитель системы ∆ = −(x′t
2+y′t

2) = |z′t|2 6= 0, то она имеет
единственное решение

U ′
x(z0) = U ′

y(z0) = V ′
x(z0) = V ′

y(z0) = 0.

Таким образом интересующий нас контур γ∗ обязательно должен
проходить через точку z0, в которой S′(z0) = U ′

x(z0) + iV ′
x(z0) = 0.

Рассмотрим подробнее строение поверхности u = U(x, y) = Re S(z)
в окрестности точки z0, в которой S′(z0) = 0.

Лемма 3.2.1. (Принцип максимума для гармонической функ-
ции.) Пусть функция U(z) является гармонической в ограниченной од-
носвязной области D и непрерывной в D. Если U(z) не является посто-
янной, то она не принимает своего максимального значения во внутрен-
них точках области.

Доказательство. Предположим противное, т.е. существует точка
z0 ∈ D, в которой функция U(z) принимает максимальное значение.
Гармоническая функция U(z) является действительной частью некото-
рой аналитической в области D функции S(z). Функция W (z) = eS(z)

будет так же аналитической в области D и ее модуль |W (z)| = eU(z)

будет достигать максимального значения в точке z0 - внутренней точке
области D. По принципу максимума модуля аналитической функции
получаем W (z) ≡ const, а следовательно и U(z) ≡ const, что противо-
речит условию теоремы.

В точке z0 первый дифференциал функции u = U(x, y) равен нулю,
но, согласно принципу максимума, функция
не имеет в этой точке экстремума. Поэтому
график функции u = U(x, y) в окрестности
точки z0 является седловой поверхностью.
На рис. 3.2.1 это напоминает перевал между
двумя вершинами. Поэтому точку z0, в кото-
рой S′(z0) = 0, называют точкой перевала,
а соответствующий контур γ∗, проходящий
через эту точку перевальным контуром.

z0

Рис. 3.2.1

При нахождении асимптотики исходного интеграла желательно дви-
гаться через перевал так, чтобы функция Re S(z) имела в точке z0 наи-
более ярко выраженный максимум.

Определение. Кривая z = z(t) = x(t) + iy(t) называется линией
наискорейшего спуска функции u = U(x, y), если вектор скорости этой
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линии пропорционален градиенту функции u = U(x, y), т.е.
{

x′t = α(t)U ′
x

y′t = α(t)U ′
y.

Лемма 3.2.2 (О линии наискорейшего спуска.) Пусть функция
W = U(x, y)+iV (x, y) аналитична в области D ⊂ C. Тогда линия наиско-
рейшего спуска функции U(x, y) задается уравнением V (x, y) ≡ const.

Доказательство. Пусть
{

x′t = α(t)U ′
x

y′t = α(t)U ′
y.

Учитывая условия Коши - Римана ( U ′
x = V ′

y , U ′
y = −V ′

x) получаем

d

dt
ImS(z(t)) = V ′

xx′t + V ′
yy′t = V ′

xα(t)U ′
x + V ′

yα(t)U ′
y =

α(t)[−U ′
yU ′

x + U ′
xU ′

y] = 0.

Следовательно V (x, y) ≡ const вдоль линии наискорейшего спуска.
Таким образом перевальный контур является линией наискорейшего

спуска, проходящей через точку перевала z0, (S′(z0) = 0).
Пример. Рассмотрим функцию S(z) = −z2. Точка z = 0 является

точкой перевала данной функции. Выделим действительную и мнимую
части функции S(z) = u(z) + iv(z)

u = y2 − x2, v = 2xy.

Графиком действительной части является классическая седловая по-
верхность - гиперболический параболоид. Линиями уровня u(z) = u(0)
являются ортогональные прямые y = x и y = −x, делящие плоскость
на четыре сектора. Секторы Dk, k = 2, 3, 4, получаются из сектора
D1 = {z | |arg z| < π

4 } поворотом на угол kπ
2 . При этом на всякой кри-

вой, проходящей через точку z = 0 и расположенной внутри секторов
D2 и D4, функция u(z) в точке z = 0 имеет строгий минимум. А на
всякой кривой, проходящей через точку z = 0 и расположенной внутри
секторов D1 и D3, функция u(z) в точке z = 0 имеет строгий максимум.
Поскольку v(z) = v(0) = 0 на прямой y = 0, проходящей через секторы
D1 и D3, то данная прямая и будет перевальным контуром, на котором
функция S(z) = −x2.
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Несложно показать, что в окрестности простой точки перевала z0,
в которой S′(z0) = 0, S′′(z0) 6= 0, качественно линии уровня функции
Re S(z) устроены также как в рассмотренной в примере ситуации.

z0

−
−

+

+

u = const

u = const

γ∗

γ∗

Рис. 3.2.2

Лемма 3.2.3. Пусть z0 - простая точка перевала функции S(z), т.е.
S′(z0) = 0, S′′(z0) 6= 0. Тогда в малой
окрестности U точки z0 линия уровня
Re S(z) = Re S(z0) состоит из двух
гладких кривых, которые ортогональ-
ны в точке z0 и разбивают окрест-
ность U на четыре сектора. Знаки
функции Re (S(z)− S(z0)) в соседних
секторах различны, и через секторы,
в которых Re S(z) < Re S(z0), прохо-
дит гладкая кривая γ∗, являющаяся
перевальным контуром, и при z ∈ γ∗

функция Im S(z) = const = ImS(z0).
Доказательство. Простая точка перевала z0 является нулем вто-

рого порядка функции S(z), поэтому

w − w0 = S(z)− S(z0) = (z − z0)2h(z),

где h(z) - аналитическая в окрестности точки z0 функция и h(z0) 6= 0.
Положим ξ = (z − z0)

√
−h(z). Поскольку h(z0) 6= 0, то функция√

−h(z) допускает выделение в окрестности точки z0 двух однозначных
аналитических ветвей. Пусть ψ(z) - одна из этих ветвей, тогда

w − w0 = −ξ2, ξ = (z − z0)ψ(z).

Поскольку ξ′(z0) = ψ(z0) 6= 0, то по теореме об обратной функции
существуют окрестность U точки z0, окрестность V точки ξ = 0 и ана-
литическая функция ϕ : V → U, такая что

S(ϕ(ξ)) = S(z0)− ξ2.

Функция ϕ осуществляет конформное отображение окрестности V на
окрестность U, и при этом линии уровня функций Re (−ξ2) и Im (−ξ2),
устроенные точно также как в рассмотренном выше примере, конформ-
но отображаются в линии уровня функций Re S(z) и Im S(z) соответ-
ственно. При этом сами получаемые кривые будут гладкими, а углы
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между ними, в силу конформности отображения, будут равны углам
между их прообразами. Перевальный контур γ∗, являющийся образом
части прямой Im ξ = 0, лежащей в окрестности V, будет касаться в точке
z0 биссектрисы угла между линиями уровня Re S(z) = Re S(z0).

§3. Нахождение главного члена асимптотики.

Выведем формулу главного члена асимптотики интеграла (3.1.1) для
наиболее типичной ситуации. Мы будем предполагать существование
перевального контура для рассматриваемого интеграла.

Теорема 3.3.1. Пусть функции f(z) и S(z) являются аналитически-
ми, z0 – простая точка перевала ( S′(z0) = 0, S′′(z0) 6= 0), являющаяся
внутренней точкой перевального контура, f(z0) 6= 0 и z = z(t) – такая
параметризация перевального контура, что z0 = z(0). Тогда

F (λ) =
∫

γ

f(z)eλS(z) dz = f(z0)eλS(z0)

√
2π

λ|S′′(z0)|e
iθ0(1 + O(λ−1/2)),

(3.3.1)
где θ0 = arg z′(0).
Доказательство. К последнему интегралу в формуле (3.1.2) при-

меним метод Лапласа, позволяющий выделить главный член асимпто-
тики

F (λ) =
∫

γ∗

f(z)eλS(z) dz = eiλ Im S(z0)

β∫

α

f∗(t)eλS∗(t) dt (1 + O(λ−∞)) =

eiλ Im S(z0)eλS∗(0)f∗(0)

√
2π

λ|S′′∗ (0)| (1 + O(λ−1/2)).

Все интересующие нас значения функции S∗(t) и ее производных,
мы можем выразить через соответствующие значения исходной функ-
ции S(z). Поскольку на перевальном контуре Im S(z(t)) ≡ const и
S′(z0) = 0, то

d2

dt2
S∗(t)|t=0 =

d2

dt2
S(z(t))|t=0 = S′′(z0)[z′(0)]2.
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Учитывая, что S∗(0) = Re S(z0), f∗(0) = f(z0)z′(0), получаем

F (λ) =
∫

γ

f(z)eλS(z) dz =

= f(z0)eλS(z0)z′(0)

√
2π

λ|S′′(z0)||z′(0)|2 (1 + O(λ−1/2)) =

f(z0)eλS(z0)

√
2π

λ|S′′(z0)|e
iθ0(1 + O(λ−1/2)).

Замечание. Основные сложности при использовании метода пере-
вала обычно бывают связаны с доказательством возможности дефор-
мации исходного контура в перевальный (с сохранением значения инте-
грала) и нахождением направления входа перевального контура в точ-
ку перевала. В случае, когда удается в явном виде найти линии уровня
функции u = Re S(z), проходящие через точки перевала, направления
перевального контура в точках перевала находятся довольно просто, по-
скольку он касается биссектрисы угла, образованного линиями уровня.
В более общей ситуации для нахождения соответствующего угла могут
быть использованы несколько иные соображения.

Предположим, что удается найти проходящий через точку перевала
z0 контур L такой, что функция Re S(z) имеет в точке z0 строгий мак-
симум при z ∈ L. Контур L, вообще говоря, не является перевальным,
но согласно лемме 2.5 в окрестности точки z0 он будет проходить через
те же секторы, через которые проходит перевальный контур. Поэтому
направления входа в точку z0 перевального контура и контура L не
могут отличаться более чем на π

2 .
Пусть z = z(t) - параметризация перевального контура и z(0) = z0.

Тогда Re S(z(t)) < ReS(z0) и Im S(z(t)) = Im S(z0). Следовательно при
t → 0

0 > S(z(t))− S(z0) =
1
2
S′′(z0)(z′(0))2t2 + o(t2).

Откуда получаем
π = arg (S′′(z0)(z′(0))2),

что позволяет найти направление входа перевального контура в точку
z0 с точностью до поворота на угол π. Учитывая имеющуюся на контуре
L ориентацию, мы можем однозначно определить искомое значение θ0 =
z′(0).
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1) Найдем главный член асимптотики функции Бесселя

Jn(λ) =
1

2πi

∫

|z|=1

e
λ
2 (z− 1

z ) dz

zn+1

при λ → +∞.

6

-
x

y

0

•

•

−

−

+

+

−

−

+

+

Рис. 3.3.1

Решение. В данном интеграле

S(z) =
1
2

(
z − 1

z

)
, f(z) = z−(n+1).

В точках перевала z1,2 = ±i = e±i π
2

вычислим необходимые для исполь-
зования формулы (3.3.1) значения:
S(± i) = ± i, f(e± i π

2 ) = ∓ i e∓i nπ
2 ,

|S′′(±i)| = 1.
Поскольку

u(x, y) = Re S(z) =
x

2

(
1− 1

x2 + y2

)
,

то линиями уровня функции u(x, y),
проходящими через точки перевала z1,2 = ±i, являются мнимая ось
x = 0 и единичная окружность |z| = 1. Из геометрических соображений
направление входа перевального контура в точки перевала находится
легко

θ1 =
3π

4
, θ2 =

π

4
, eiθ1 = −e−i π

4 , eiθ2 = ei π
4 .

Используя формулу (3.3.1) и складывая асимптотики в двух точках
перевала, получаем

Jn(λ) ∼ 1
2πi

√
2π

λ

(
eiλ (−i) e−i nπ

2 (−1) e−i π
4 + e−iλ i ei nπ

2 ei π
4

)
=

=

√
2

πλ
cos

(
λ− n

π

2
− π

4

)
. (3.3.2)

§4. Асимптотика функции Эйри на действительной оси

Функция Эйри действительного аргумента

Ai(λ) =
1
π

∞∫

0

cos
(

x3

3
+ λx

)
dx =

1
2π

∞∫

−∞
e
i

(
x3

3 +λx

)

dx (3.4.1)

102

www.phys.nsu.ru



была введена в 1838 Эйри1, изучавшим различные вопросы дифракции
волн. Функция Эйри используется в дифракции, квантовой механике,
теории поля ...

Найдем главный член асимптотики функции Эйри при λ → ±∞.

I. Пусть λ → +∞. Делая замену переменной x =
√

λ t, получаем
интеграл

Ai(λ) =

√
λ

2π

∞∫

−∞
e
iλ3/2

(
t3
3 +t

)

dt.

В данном случае f(z) ≡ 1, а функция S(z) = i

(
z3

3
+ z

)
имеет две

точки перевала z1,2 = ±i.
Рассмотрим проходящую через точку перевала z1 = i прямую

L = {z ∈ C | Im z = i} и оценим интегралы по вертикальным отрезкам
I±R = [±R,±R + i], соединяющим действительную ось и прямую L.

6

-

y

xR-R

i •

0

I I
LL

I−R IR

Рис. 3.4.1

Если z ∈ I±R, то z = ±R + iy и Re S(z) = −R2y +
y3

3
− y ≤ −R2y,

поскольку 0 ≤ y ≤ 1.
Поэтому

∣∣∣∣∣∣∣

∫

I±R

eλ3/2 S(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤

1∫

0

e−λ3/2 R2y dy =
1− e−λ3/2 R2

λ3/2 R2
→ 0 при R →∞.

(3.4.2)
1Эйри Джордж Биддель (1801-1892). Занимался небесной механикой, астрономи-

ей и оптикой. Был королевским астрономом и президентом Лондонского королев-
ского общества. Создал дифракционную теорию радуги.
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Учитывая оценку (3.4.2) и интегральную теорему Коши, получаем

Ai(λ) =

√
λ

2π

∫

L

e
iλ3/2

(
z3

3 +z

)

dz.

Остается вычислить значения величин, входящих в формулу (3.3.1):

S(i) = −2
3
,

|S′′(i)| = 2.
На прямой L функция Im S(z) 6= const, т.е. L не является переваль-

ным контуром. Однако функция u = Re S(z) = −x2 − 2
3
имеет на пря-

мой L единственный максимум в точке z1 = i, следовательно прямая L
в окрестности точки перевала z1 = i проходит через те секторы, через
которые проходит перевальный контур. Учитывая замечание предыду-
щего параграфа, равенство π = arg

(
S′′(i) [z′(0)]2

)
= π + arg

(
[z′(0)]2

)
и

направление прямой L, находим, что θ0 = 0.
В результате получаем

Ai(λ) ∼ 1
2
√

π

1
λ1/4

e−
2
3 λ3/2

. (3.4.3)

Замечание. Согласно формуле (3.4.3) при λ → +∞функция Ai(λ) →
0. В точке перевала z2 = −i при λ → +∞ значениe подинтегральной
функции eλ3/2S(z2) = e

2
3 λ3/2

экпоненциально растет, при этом мы не мо-
жем перейти от интегрирования по действительной оси к интегралу по
прямой L1 = {z ∈ C | Im z = −i}, поскольку интегралы по вертикаль-
ным отрезкам [R,R − i] и [−R,−R − i], соединяющим действительную
ось и прямую L1, в отличие от оценки (3.4.2) к нулю не стремятся.
Поэтому для нахождения асимптотики интересующего нас интеграла и
была выбрана точка перевала z1 = i.

II. При λ → −∞ замена переменной x =
√
|λ| t, приводит к инте-

гралу

Ai(λ) =

√
|λ|

2π

∞∫

−∞
e
i|λ|3/2

(
t3
3 −t

)

dt.

Функция S(z) = i

(
z3

3
− z

)
имеет две точки перевала z1,2 = ±1, ле-

жащие на контуре интегрирования, при этом Re S(±1) = 0. Уравнение
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Re S(z) = 0 имеет вид

y

(
x2 − y2

3
− 1

)
= 0.

Поэтому линиями уровня функции u = Re S(z), проходящими через

точки перевала, являются ветви гиперболы x2 − y2

3
= 1 и действи-

тельная ось. Направление входа перевального контура в точку перевала
легко находится из геометрических соображений: в точке z1 = −1 угол
θ1 = −π

4
, в точке z2 = 1 угол θ2 =

π

4
.

6

-HHHj ©©©*

−−

++

−−
++

y

x

Рис. 3.4.2

Поскольку S(±1) = ∓i
2
3
, |S′′(±1)| = 2, то складывая асимптотики в

двух точках перевала, получаем

Ai(λ) ∼ 1√
π

1

|λ|1/4
cos

(
2
3
|λ|3/2 − π

4

)
. (3.4.4)

§5. Асимптотика функции Эйри на комплексной плоскости

Функция Эйри, изначально определенная для действительных зна-
чений λ равенством

Ai(λ) =
1
2π

∞∫

−∞
e
i

(
x3

3 +λx

)

dx, (3.5.1)

допускает аналитическое продолжение на всю комплексную плоскость
C. Однако нельзя просто считать, что в формуле (3.5.1) параметр λ мо-
жет принимать произвольные комплексные значения, т.к., к примеру,
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при λ = −i модуль подинтегральной функции

∣∣∣∣∣e
i

(
x3

3 −ix

)∣∣∣∣∣ = ex экспо-

ненциально растет при x → +∞, а интеграл расходится.
Нужно так модифицировать интеграл в определении функция Эйри,

чтобы вновь полученный интеграл сходился абсолютно при всех ком-
плексных значениях λ.

Рассмотрим лучи

L1 = {z ∈ C | arg z =
π

6
}, L2 = {z ∈ C | arg z =

5π

6
},

L3 = {z ∈ C | arg z =
3π

2
}.

Чтобы отметить направление движения по соответствующему лучу бу-
дем использовать обозначение L+

k при направлении от точки z = 0 к
точке z = ∞ и L−k при движении в противоположном направлении,
рис. 3.5.1. Покажем, что в формуле (3.5.1) интегрирование по действи-
тельной оси можно заменить на интегрирование по контуру L−2 ∪ L+

1 .

6

-©©©©©©©©

HHHHHHHH

©©*HHj

x

y

0 R−R

CRC∗R

L+
1L−2

L3

Рис. 3.5.1

При положительных значениях λ на дуге окружности

CR = {z ∈ C | |z| = R, 0 ≤ arg z ≤ π

6
}

выполняется оценка
∣∣∣∣∣e

i

(
z3

3 +λz

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e
i

(
R3

3 e3iϕ+λReiϕ

)∣∣∣∣∣ ≤ e−
R3

3 sin 3ϕ.
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Поскольку при 0 ≤ ϕ ≤ π

6
выполняется неравенство sin 3ϕ ≥ 6

π
ϕ, то

∣∣∣∣∣∣

∫

CR

e
i

(
z3

3 +λz

)

dz

∣∣∣∣∣∣
≤ R

π/6∫

0

e−
R3

3 sin 3ϕ dϕ ≤ R

π/6∫

0

e−
R3

3 sin 3ϕ dϕ ≤

R

π/6∫

0

e−
2R3

π ϕ dϕ =
π

2R2

(
1− e−

R3

3

)
→ 0 при R →∞. (3.5.2)

Аналогичная оценка выполняется на дуге

C∗R = {z ∈ C | |z| = R,
5π

6
≤ arg z ≤ π}.

Учитывая интегральную теорему Коши и оценку (3.5.2), мы можем
преобразовать интеграл (3.5.1) в исходном определении функции Эйри
к виду

Ai(λ) =
1
2π

∫

L−2 ∪L+
1

e
i

(
z3

3 +λz

)

dz (3.5.3).

Если z → ∞ вдоль лучей L1 и L2, то подинтегральная функция в
формуле (3.5.3) экспоненциально стремится к нулю, поэтому интеграл
абсолютно сходится при всех λ ∈ C и определяет аналитическую во
всей комплексной плоскости функцию, которая совпадает с функцией
Эйри при действительных значениях λ. В силу теоремы единственности,
определяемая формулой (3.5.3) функция Ai(λ) является аналитическим
продолжением функции Эйри в комплексную плоскость.

Отметим некоторые свойства функции Эйри.
Дифференцируя дважды равенство (3.5.3) по переменной λ, получа-

ем

[Ai(λ)]′′ = − 1
2π

∫

L−2 ∪L+
1

z2 e
i

(
z3

3 +λz

)

dz =

= λAi(λ) +
i

2π

∫

L−2 ∪L+
1

d e
i

(
z3

3 +λz

)

= λAi(λ),
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последний интеграл равен нулю, поскольку

∣∣∣∣∣e
i

(
z3

3 +λz

)∣∣∣∣∣ → 0 при z →∞
вдоль лучей Lk.

Следовательно функция w = Ai(λ) является решением линейного
уравнения второго порядка

w′′ − λw = o. (3.5.4).

Пусть ω = e2πi/3 – кубический корень из единицы. Непосредствен-
ной проверкой легко устанавливается, что функции Ai(ωλ) и Ai(ω2λ)
являются решениями уравнения (3.5.4). Делая в интегралах, определя-
ющих функции Ai(λ), ωAi(ωλ) и ω2Ai(ω2λ), соответствующие замены
переменной z = t, ωz = t и ω2z = t, получим интегралы от одной функ-

ции e
i

(
t3
3 +λt

)

, но по различным контурам: L−2 ∪L+
1 , L−3 ∪L+

2 , L−1 ∪L+
3 .

Поскольку в совокупности по каждому лучу интегрирование происхо-
дит дважды в противоположных направлениях, то

Ai(λ) + ωAi(ωλ) + ω2Ai(ω2λ) ≡ 0. (3.5.5)

Асимптотику функции Эйри на комплексной плоскости описывает
следующее утверждение.

Теорема 3.5.1. Пусть 0 < ε < π. Тогда:
1. При λ →∞, | arg λ| ≤ π − ε

Ai(λ) ' 1
2πλ1/4

e−
2
3 λ3/2

∞∑
n=0

(−1)nΓ (3n + 1/2)
32n(2n)!

λ−3n/2, (3.5.6)

где значения λ1/2 и λ1/4 вычисляются для ветвей, определенных в дан-
ном секторе.

2. При λ →∞, |π − arg λ| ≤ ε <
2π

3

Ai(λ) ' 1
2πλ1/4

[
e−

2
3 λ3/2

∞∑
n=0

(−1)nΓ (3n + 1/2)
32n(2n)!

λ−3n/2+

+i e
2
3 λ3/2

∞∑
n=0

Γ (3n + 1/2)
32n(2n)!

λ−3n/2

]
, (3.5.7)

где λ1/2 = i|λ1/2| и λ1/4 = eiπ/4|λ1/4| при λ ∈ (−∞, 0).
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Полученные асимптотические разложения можно дифференцировать
любое число раз.

Степенная функция с дробным показателем не может быть опреде-
лена сразу на всей комплексной плоскости, поэтому мы вынуждены в
разных пунктах теоремы использовать разные ветви степенных функ-
ций. Полагая−π < arg z < π, определим в плоскости с разрезом по отри-
цательной действительной полуоси ветвь степенной функции w = zm/n

равенством (z)m/n
1 = |z|m/ne

im arg z
n , а ветвь, определенную в в плоско-

сти с разрезом по положительной действительной полуоси, обозначим
через (z)m/n

2 .
Для доказательства первого пункта теоремы, считая значение λ по-

ложительным, в интеграле (3.5.1) сделаем замену переменной x = t +
i
√

λ. Поскольку

i

(
x3

3
+ λx

)
= i

t3

3
− t2

√
λ− 2

3
λ3/2

и функция sin
t3

3
является нечетной, получаем

Ai(λ) =
1
2π

∞∫

−∞
e
i

(
x3

3 +λx

)

dx =
1
π

e−
2
3 λ3/2

∞∫

0

e−t2
√

λ cos
t3

3
dt. (3.5.8)

Интеграл в равенстве (3.5.8) абсолютно сходится при всех λ /∈ (−∞, 0)
и определяет аналитическую функцию, которая (в силу единственности
аналитического продолжения) в области C \ (−∞, 0) совпадает с функ-
цией Эйри Ai(λ), определяемой равенством (3.5.3). Для получения фор-
мулы (3.5.6) остается применить к интегралу в равенстве (3.5.8) лемму
Ватсона:

Пусть α > 0, β > 0, функция f(x) ∈ C∞([0, d]). Тогда при µ →∞,

| arg µ| ≤ π

2
− ε, справедливо асимптотическое разложение

d∫

0

xβ−1f(x)e−µxα

dx ' 1
α

∞∑

k=0

fk(0)
k!

Γ
(

β + k

α

)
µ−

β+k
α .

это асимптотическое разложение можно дифференцировать любое
число раз.
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Учитывая разложение

cos
t3

3
=

∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!32k
t6k,

принцип локализации и значения параметров α = 2, β = 1, получаем

Ai(λ) =
1
π

e−
2
3 λ3/2

∞∫

0

e−t2
√

λ cos
t3

3
dt =

=
1
π

e−
2
3 λ3/2

1∫

0

e−t2
√

λ cos
t3

3
dt

(
1 + λ−∞

)
=

1

2π(λ)1/4
1

e−
2
3 (λ)

3/2
1

∞∑
n=0

(−1)nΓ (3n + 1/2)
32n(2n)!

(λ)−3n/2
1 .

Для доказательства второго пункта теоремы воспользуемся равен-
ством (3.5.5). Пусть |π− arg λ| ≤ ε, тогда точки ωλ и ω2λ лежат в неко-
тором секторе | arg z| ≤ π − δ и к функциям Ai(ωλ) и Ai(ω2λ) можно
применить формулу (3.5.6).

Учитывая равенства

(ωλ)3/2
1 = (λ)3/2

2 , (ωλ)1/4
1 = e−iπ/3(λ)1/4

2 , (ω2λ)3/2
1 = −(λ)3/2

2 ,

(ω2λ)1/4
1 = e−iπ/6(λ)1/4

2 ,

получаем

ω Ai(ωλ) ' − 1

2π(λ)1/4
2

e−
2
3 (λ)

3/2
2

∞∑
n=0

(−1)nΓ (3n + 1/2)
32n(2n)!

(λ)−3n/2
2

ω Ai(ωλ) ' −i
1

2π(λ)1/4
2

e
2
3 (λ)

3/2
2

∞∑
n=0

Γ (3n + 1/2)
32n(2n)!

(λ)−3n/2
2 .

Теперь формула (3.5.7) может быть получена как следствие равен-
ства (3.5.5).

Из формул (3.5.6) и (3.5.7) следует, что функция Эйри Ai(λ)
1. в секторе S = {| arg λ| < π

3
} экспоненциально убывает;
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2. в секторах S1 = {π

3
< arg λ < π} и S2 = {−π < arg λ < −π

3
}

экспоненциально возрастает;
3. на лучах L1,2 = {arg λ = ±π

3
} и L3 = {arg λ = π} осцилирует.

Заметим, что функция Эйри может быть определена через ком-
плексный интеграл несколько иного вида. Сделаем в формуле (3.5.3)
замену переменной, полагая p = iz. Тогда

Ai(λ) =
1

2πi

∫

L∗

e

(
λp−p3

3

)

dp, (3.5.9)

где L∗ – контур, получаемый из контура L−2 ∪L+
1 поворотом на угол π/2

против часовой стрелки. Из интегральной теоремы Коши и экпоненци-
ального стремления подинтегральной функции к нулю при p →∞ вдоль
контура L∗ следует, что в формуле (3.5.9) можно взять произвольный
контур L, лежащий в левом секторе и асимптотически приближающий-
ся в окрестности бесконечно удаленной точки к контуру L∗, рис. 3.5.2.

6

-

££±

CCO

x

y

0
L

L1

L2

L∗

Рис. 3.5.2

Таким образом

Ai(λ) =
1

2πi

∫

L

e

(
λp−p3

3

)

dp, (3.5.10)

а через интегралы по контурам L1 и L2 выражаются функции Ai(ωλ)
и Ai(ω2λ).
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VI. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

Особая роль цилиндрических функций при решении задач, связан-
ных с круглыми и цилиндрическими объектами, объясняется тем, что
они являются решениями дифференциального уравнения, к которому
в цилиндрических координатах приводятся различные уравнения мате-
матической физики, содержащие оператор Лапласа.

Впервые цилиндрическая функция J0(x) была рассмотрена в 1732 го-
ду Д. Бернулли в работе о колебаниях тяжелых цепей. В 1738 году ци-
линдрические функции Jn(x) были использованы Л.Эйлером при изу-
чении колебаний круглой мембраны. Следует отметить, что Л. Эйлером
получены многие результаты теории цилиндрических функций и най-
дены их приложения к математической физике.

В этой главе мы рассмотрим цилиндрические функции 1-го рода,
обычно называемые функциями Бесселя. В основном мы ограничимся
рассмотрением функций Бесселя целого индекса, поскольку это позво-
ляет нам реализовать удобную и достаточно простую схему изложе-
ния учебного материала, вполне аналогичную той, которая была ранее
использована в курсе функционального анализа при изучении ортого-
нальных многочленов.

§1. Определение и свойства функций Бесселя

1. Производящая функция

Бесселевы функции Jn(x) с целыми индексами могут быть найдены
как коэффициенты в разложении производящей функции в ряд Лорана
по степеням переменной w

F (z, w) = e
z
2 (w− 1

w ) =
∞∑

n=−∞
Jn(z)wn (z, w ∈ C). (4.1.1)

Делая замену переменной w = −1
p
, получим

∞∑
n=−∞

Jn(z)wn = e
z
2 (w− 1

w ) = e
z
2 (p− 1

p ) =
∞∑

n=−∞
Jn(z) pn =

=
∞∑

n=−∞
(−1)n J−n(z)wn.
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В силу единственности разложения функции в ряд Лорана, получаем

J−n(z) = (−1)n Jn(z). (4.1.2)

Это позволяет ограничиться изучением свойств функций Бесселя с неот-
рицательными индексами.

Для произвольного целого n и комплексных z1 и z2 выполняется
равенство

Jn(z1 + z2) =
∞∑

k=−∞
Jk(z1)Jn−k(z2), (4.1.3)

называемое теоремой сложения для бесселевых функций.
Используя разложение производящей функции, получаем

∞∑
n=−∞

Jn(z1 + z2)wn = e
z1+z2

2 (w− 1
w ) = e

z1
2 (w− 1

w ) e
z2
2 (w− 1

w ) =

=
∞∑

k=−∞
Jk(z1) wk ·

∞∑
m=−∞

Jm(z2)wm =
∞∑

n=−∞

[ ∞∑

k=−∞
Jk(z1)Jn−k(z2)

]
wn,

откуда в силу единственности разложения в ряд Лорана следует равен-
ство (4.1.3).

Предположим, что в равенстве (4.1.1) переменная z является дей-
ствительным числом, т.е. z = x ∈ R, и w = eiθ, тогда мы получим
разложение в ряд Фурье функции

eix sin θ =
∞∑

n=−∞
Jn(x) einθ.

Выделяя в последнем равенстве действительные и мнимые части и
учитывая равенство (4.1.2), получаем

cos(x sin θ) =
∞∑

n=−∞
Jn(x) cos nθ = J0(x) + 2

∞∑
n=1

J2n(x) cos 2nθ,

sin(x sin θ) =
∞∑

n=−∞
Jn(x) sin nθ = 2

∞∑
n=1

J2n−1(x) sin(2n− 1)θ.
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В частности, при θ =
π

2
получаем разложение тригонометрических

функций по функциям Бесселя

cos(x) = J0(x) + 2
∞∑

n=1

(−1)n J2n(x),

sin(x) = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1J2n−1(x).

2. Интегральные представления

При фиксированном значении z производящая функция F (z, w) име-
ет только две особые точки w = 0 и w = ∞, поэтому, используя инте-
гральную формулу для нахождения коэффициентов ряда Лорана, по-
лучаем

Jn(z) =
1

2πi

∫

|w|=1

e
z
2 (w− 1

w ) dw

wn+1
. (4.1.4)

Модуль подинтегральной функции не превосходит величины e|z|, по-
этому интеграл в равенстве (4.1.4) сходится равномерно на всяком за-
мкнутом шаре BR = {|z| ≤ R} и согласно теореме об аналитической
зависимости интеграла от параметра функция Бесселя Jn(z) является
целой, т.е. аналитической во всей комплексной плоскости C.

Делая в интеграле (4.1.4) замену переменной w = eiϕ,−π ≤ ϕ ≤ π,
получаем

Jn(z) =
1
2π

π∫

−π

eiz sin ϕ e−nϕ) dϕ =
1
2π

π∫

−π

ei(z sin ϕ−nϕ) dϕ.

Выделяя в подинтегральном выражении действительную и мнимую
части и учитывая нечетность функции sin(z sin ϕ−nϕ) и четность функ-
ции cos(z sin ϕ− nϕ), приходим к интегральному представлению

Jn(z) =
1
π

π∫

0

cos(z sinϕ− nϕ) dϕ, (4.1.5)
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которое было получено немецким астрономом и математиком Ф. Бессе-
лем при изучении движения планет вокруг солнца. Интеграл (4.1.5), на-
зываемый интегралом Бесселя, фигурирует в выражении для радиуса-
вектора движущейся планеты в зависимости от угла.

3. Представление рядом

Используя разложение экспоненты и представляя производящую
функцию в виде произведения двух степенных рядов (одного по сте-
пеням wk, другого по степеням (1/w)m), получаем

F (z, w) = e
z
2 (w− 1

w ) =
∞∑

k=0

wk

k!

(z

2

)k

·
∞∑

m=0

(−1)m

m! wm

(z

2

)m

=
∞∑
−∞

Jn(z)wn.

Пусть n ≥ 0 и k −m = n. Собирая вместе получаемые в результате
умножения рядов коэффициенты при степени wn, получаем:

Jn(z) =
∞∑

m=0

(−1)m

m! (n + m)!

(z

2

)n+2m

. (4.1.6)

Разложение для функции Бесселя J−n(z) можно получить из ра-
венства (4.1.2), но можно получить и непосредственно из произведения
рядов. Положим k −m = −n, тогда

J−n(z) =
∞∑

m=n

(−1)m

m! k!

(z

2

)k+m

= (−1)n
∞∑

k=0

(−1)k

k! (n + k)!

(z

2

)n+2k

. (4.1.7)

Из формул (4.1.6) и (4.1.7) следует уже знакомое нам равенство
J−n(z) = (−1)n Jn(z) и новое соотношение Jn(−z) = (−1)n Jn(z).

Это позволяет при изучении свойств функций Бесселя Jn(x) на дей-
ствительной оси ограничиться рассмотрением функций с неотрицатель-
ными индексами на положительной полуоси.

4. Рекуретные соотношения

Используя представление (4.1.6) функции Бесселя в виде ряда, по-
лучаем

(
zn+1 Jn+1(z)

)′
=

( ∞∑
m=0

(−1)m

m! (n + 1 + m)!
z2n+2m+2

2n+2m+1

)′

=
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= zn+1
∞∑

m=0

(−1)m

m! (n + m)!

(z

2

)n+2m

= zn+1 Jn(z),

таким образом (
zn+1 Jn+1(z)

)′
= zn+1 Jn(z). (4.1.8)

Аналогичные рассуждения приводят нас к равенству

(
z−n Jn(z)

)′ =

( ∞∑
m=0

(−1)m

m! (n + m)!
z2m

2n+2m

)′

=

=
∞∑

m=1

(−1)m

(m− 1)! (n + m)!
z2m−1

2n+2m−1
=

= −z−n
∞∑

k=0

(−1)k

k! (n + 1 + k)!

(z

2

)n+1+2k

= −z−n Jn+1(z),

(в ходе преобразований мы заменили индекс суммирования, полагая
m− 1 = k), окончательно получаем

(
z−n Jn(z)

)′ = −z−n Jn+1(z). (4.1.9)

Равенство (4.1.9) легко преобразуется к виду

J ′n(z)− n

z
Jn(z) + Jn+1(z) = 0. (4.1.10)

5. Дифференциальное уравнение

Умножая равенство (4.1.10) на zn+1, дифференцируя и учитывая
соотношение (4.1.8), получаем

0 =
(
zn+1J ′n(z)− nznJn(z) + zn+1Jn+1(z)

)′
=

(n + 1)znJ ′n(z) + zn+1J ′′n(z)− n2zn−1Jn(z)− nznJ ′n(z) + zn+1Jn(z) =

zn−1
[
z2 J ′′n(z) + z J ′n(z) + (z2 − n2)Jn(z)

] ≡ 0.

Следовательно функция Jn(z) является частным решением уравне-
ния второго порядка

z2 u′′ + z u′ + (z2 − n2) u = 0. (4.1.11)
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6. Нули функции Jn(x) на действительной оси

При изучении метода перевала мы получили формулу (3.3.2), опи-
сывающую асимптотику функции Бесселя Jn(x) при x → +∞

Jn(x) ∼
√

2
πx

cos
(
x− n

π

2
− π

4

)
.

Следовательно на положительной полуоси функция Jn(x) имеет беско-
нечно много нулей в точках ak, где

ak ≈ n
π

2
+

3π

4
+ kπ.

Из равенства Jn(−x) = (−1)nJn(x) следует, что и на отрицательной
полуоси функция Jn(x) имеет бесконечно много нулей.

Если ak и ak+1 являются последовательными нулями функции Jn(x),
а функция h(x) = x−nJn(x), то из теоремы Ролля следует существова-
ние такой точки bk ∈ (ak, ak+1), что h′(bk) = 0. Согласно равенству
(4.1.9) получаем, что Jn+1(bk) = 0. Аналогичные рассуждения и ис-
пользование равенства (4.1.8) показывают, что между нулями функ-
ции Jn+1(x) находится нуль функции Jn(x), т.е. нули функций Jn(x) и
Jn+1(x) разделяют друг друга.

§2. Ортогональные системы функций Бесселя

Ортогональность системы функций Бесселя

Пусть x ∈ R, a ∈ R. Положим x = at, y(t) = Jn(at), тогда y′(t) =
aJ ′n(x), y′′(t) = a2J ′′n(x) и уравнение (4.1.11) преобразуется в

y′′ +
1
t
y′ +

(
a2 − n2

t2

)
y = 0. (4.2.1)

Рассмотрим два положительных числа α, β и две функции y1 = Jn(αt)
и y2 = Jn(βt), тогда

(a) y′′1 +
1
t
y′1 =

(
n2

t2
− α2

)
y1, (b) y′′2 +

1
t
y′2 =

(
n2

t2
− β2

)
y2. (4.2.2)

Умножим уравнение (4.2.2 (a)) для первой функции на t y2, а урав-
нение (4.2.2 (b)) для второй функции на t y1 и вычтем из первого второе.
В результате получим

(β2 − α2) y1y2 t = t (y′′1 y2 − y1y
′′
2 ) + (y′1y2 − y1y

′
2) = [t(y′1y2 − y1y

′
2)]
′
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или

(β2 − α2)Jn(αt) Jn(βt) t = [t(α J ′n(αt)Jn(βt)− b Jn(αt)J ′n(βt))]′.

Фиксируем произвольное l > 0 и проинтегрируем последнее равен-
ство по отрезку [0, l]

(β2 − α2)

l∫

0

Jn(αt) Jn(βt) t dt = [l(α J ′n(αl)Jn(βl)− b Jn(αl)J ′n(βl))].

(4.2.3)
Если предположить, что числа α и β являются решениями урав-

нения Jn(x l) = 0, то согласно равенству (4.2.3) функции
√

tJn(αt) и√
tJn(βt) будут ортогональны, т.е.

l∫

0

Jn(αt)Jn(βt) t dt = 0.

С другой стороны, если рассмотреть весовое пространство Лебега
L2,h(0, l) с весом h(t) = t и последовательность {ak} – корней уравнения
Jn(xl) = 0, то на интервале (0, l) функции Бесселя

Jn(a1t), Jn(a2t), . . . , Jn(akt), . . .

образуют ортогональную систему относительно скалярного произведе-
ния в пространстве L2,h(0, l).

Полнота системы функций Бесселя

Строгое доказательство полноты системы функций Бесселя {Jn(akt)}
выходит за рамки нашего курса. Один из вариантов доказательства это-
го факта можно найти, к примеру, в книге В.С. Владимирова [3].

Вопрос о нахождении решений ak уравнения Jn(xl) = 0 и соответ-
ствующих функций Jn(akt) сводится к нахождению собственных значе-
ний и собственных функций дифференциального оператора

Lu = −u′′ − 1
t

u′ +
n2

t2
u

с краевыми условиями: u(l) = 0 и u(t) = O(tn) при t → 0. Действи-
тельно, если функция u является решением уравнения Lu = λu, то
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согласно равенству (4.2.1) и краевым условиям u(t) = Jn(
√

λ t), а из
условия u(l) = 0 следует, что

√
λ = ak при некотором k ∈ N.

В свою очередь краевая задача для дифференциального оператора
сводится к интегральному уравнению

Av =

l∫

0

√
tsKn(t, s) v(s) ds

с симметричным ядром Kn(t, s).
Собственными значениями интегрального оператора являются чис-

ла a1, a2, . . . , ak, . . . , а собственные функции выражаются через функ-
ции Бесселя ϕk(t) =

√
t Jn(akt).

Поскольку оператор A является компактным и самосопряженным,
то согласно известной из курса функционального анализа теореме Гиль-
берта1-Шмидта2 его собственные функции ϕk(t) образуют базис в про-
странстве L2(0, l), а функции Бесселя Jn(akt) образуют базис в весовом
пространстве L2,t(0, l) со скалярным произведением

(f, g) =

l∫

0

f(t) g(t) t dt.

§3. Ряды по функциям Бесселя

С точки зрения сходимости в пространстве Лебега разложение функ-
ции f ∈ L2,t(0, l) в ряд по функциям Бесселя является частным случаем
разложения элемента гильбертова пространства в ряд Фурье по ортого-
нальному базису. Предполагая априори равномерную сходимость ряда
в равенстве

f(t) =
∞∑

k=1

ck Jn(akt), (4.3.1)

1Гильберт Давид (1862-1943) – немецкий математик, иностранный почетный член
Академии наук СССР. Оказал большое влияние на развитие многих разделов мате-
матики, в том числе, теории инвариантов, теории алгебраических чисел, вариацион-
ного исчисления, дифференциальных уравнений, теории интегральных уравнений,
основ математической физики, логических основ математики. . .

2Шмидт Эрхард (1876-1959) – немецкий математик, профессор Берлинского уни-
верситета. Основные труды по теории функций, интегральным уравнениям, функ-
циональному анализу.
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получаем

(
f(t), Jn(akt)

)
=

l∫

0

f(t)Jn(akt) t dt =

l∫

0

( ∞∑
m=1

cm Jn(amt)

)
Jn(akt) t dt =

=
∞∑

m=1

cm

(
Jn(akt), Jn(amt)

)
= ck

l∫

0

J2
n(akt) t dt = ck d2

k. (4.3.2)

Таким образом

ck =
1
d2

k

l∫

0

f(t) Jn(akt) t dt, d2
k =

l∫

0

J2
n(akt) t dt.

Для вычисления величины d2
k – квадрата нормы функции Jn(akt) в

пространстве Лебега L2,t(0, l) воспользуемся формулой (4.2.3), в кото-
рой предположим, что α = ak и β стремится к ak,

d2
k = lim

β→ak

l∫

0

Jn(akt) Jn(βt) t dt = lim
β→ak

ak l J ′n(akl)Jn(βl)
β2 − a2

k

=
l2

2
J ′2n(akl).

Поскольку Jn(akl) = 0, то полагая в формуле (4.1.9) значение z = akl,
находим J ′n(akl) = −Jn+1(akl). Следовательно

d2
k =

l2

2
J2

n+1(akl). (4.3.3)

Для ряда (4.3.1), называемого обычно рядом Фурье-Бесселя, есте-
ственным образом верны общие результаты, касающиеся рядов Фурье
в гильбертовом пространстве. В частности, выполняется неравенство
Бесселя, записываемое в данном случае в виде

l∫

0

f2(t)t dt ≥
∞∑

k=1

c2
k d2

k. (4.3.4)

Из сходимости ряда (4.3.4) следует, что

lim
k→∞

c2
k d2

k = lim
k→∞


c2

k

l∫

0

J2
n(akt) t dt


 = 0.
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Учитывая равенство (4.3.3), асимптотику функций Бесселя (3.3.2) и
используя условие Jn(akl) = 0, получаем

d2
k =

l2

2
J2

n+1(akl) ∼ l2

2
2

πak
cos2

(
akl − (k + 1)

π

2
− π

4

)
=

=
l

πak
sin2

(
akl − k

π

2
− π

4

)
=

l

πak

(
1− cos2

(
akl − k)

π

2
− π

4

))
∼

∼ l

πak
− l2

2
J2

n(akl) ∼ l

πak
.

Таким образом

l

π

c2
k

ak
∼ c2

k d2
k → 0 и

ck√
ak

→ 0.

Наконец из (4.3.2) следует, что при k →∞
l∫

0

f(t)Jn(akt) t dt = ck d2
k ∼

lck

πak
=

l

π
√

ak

ck√
ak

→ 0.

Мы получили аналог результата Римана о стремлении к нулю ин-
тегралов, содержащих тригонометрические функции кратных аргумен-
тов.

Относительно поточечной сходимости рядов Фурье-Бесселя выпол-
няются утверждения вполне аналогичные результатам для тригономет-
рических рядов Фурье.

Теорема 4.3.1. Ряд Фурье-Бесселя (4.3.1) кусочно-гладкой на [0, l]
функции f(t) сходится при 0 ≤ t ≤ l, причем для 0 < t < l его сумма
равна f(t) в точках непрерывности функции и равна значению 1

2 [f(t−
0) + f(t + 0)] в точках разрыва.

В точке t = 0 и в точке t = l ряд сходится к нулю, поскольку все
функции Бесселя Jn(akt) в этих точках равны нулю.

Пример. Найдем разложение функции f(t) = tn в ряд Фурье-
Бесселя.

Вычислим коэффициенты ряда

ck =
2

l2 J2
n+1(akl)

l∫

0

tn+1 Jn(akt) dt.
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Делая в интеграле замену переменной akt = x и применяя формулу
(4.1.8), согласно которой

d
(
xn+1 Jn+1(x)

)
= xn+1 Jn(x) dx,

получаем

l∫

0

tn+1 Jn(akt) dt =
1

an+2
k

akl∫

0

xn+1 Jn(x) dx =

=
1

an+2
k

akl∫

0

d
(
xn+1 Jn+1(x)

)
=

ln+1

ak
Jn+1(akl).

Следовательно

ck =
2ln−1

ak Jn+1(akl)
.

Поэтому при 0 ≤ t < l

tn = 2 ln−1
∞∑
1

Jn(akt)
ak Jn+1(akl)

.

Замечание. Согласно равенству (4.2.3) для ортогональности со-
ответствующих функций Бесселя вместо корней уравнения Jn(xl) =
0 можно рассмотреть значения b1, b2, . . . , bk, . . . , являющиеся корнями
уравнения J ′n(xl) = 0, и получить другую ортогональную систему функ-
ций Бесселя – {Jn(bkt)}.

Разложение по этой системе функций будет иметь вид

1
2
[f(t− 0) + f(t + 0)] =

∞∑

k=1

ck Jn(bkt), (4.3.5)

где

ck =
1
s2

k

l∫

0

f(t)Jn(bkt) t dt, s2
k =

1
2

(
l2 − n2

b2
k

)
J2

n(bkl).
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§4. Приложения

1. Задача Бернулли о колебаниях висящей цепи.

Пусть однородная тяжелая цепь длины L подвешена вертикально и
под действием силы тяжести совершает малые колебания относительно
положения равновесия. Отклонение u = u(x, t) от вертикали удовлетво-
ряет дифференциальному уравнению

∂2u

∂t2
= g

(
x

∂2u

∂x2
+

∂u

∂x

)
, (4.4.1)

где x – длина дуги от соответствующей точки цепи до ее свободного
конца.

Решение ищется в виде u(x, t) = X(x)T (t). Подставляя это в (4.4.1),
получаем

T ′′(t)
T (t)

= g
xX ′′(x) + X ′(x)

X(x)
= const = −ω2 (4.4.2)

или
T ′′(t) + ω2T (t) = 0 (4.4.3)

и

xX ′′(x) + X ′(x) +
ω2

g
X(x) = 0. (4.4.4)

В уравнении (4.4.2) постоянная выбирается отрицательной посколь-
ку решение уравнения (4.4.3) должно быть периодическим, т.е

T (t) = C sin(ωt + ϕ).

Делая замену переменной x =
g

4ω2
y2 и полагая X(y) = X

( g

4ω2
y2

)
,

преобразуем равенство (4.4.4) к уравнению Бесселя нулевого индекса,
имеющему решение X = BJ0(y) = BJ0(2ω

√
x/g).

Следовательно решение уравнения (4.4.1) имеет вид

u(x, t) = AJ0

(
2ω

√
x/g

)
sin(ωt + ϕ).

Поскольку цепь закреплена в верхней точке, соответствующей зна-
чению x = L, то u(L, t) ≡ 0, т.е. J0(2ω

√
L/g) = 0. Следовательно

ω = ωk =
ak

2

√
g

L
, где ak – одно из решений уравнения J0(x) = 0.
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Таким образом все точки цепи совершают гармонические колебания
с одинаковой частотой ωk, а амплитуда зависит от положения точки
и равна AJ0

(
ak

√
x/L

)
. Поскольку J0(0) = 1, то постоянная A равна

амплитуде колебаний свободного конца цепи.
При выборе различных значений ak получаем различные типы ко-

лебаний

•

k = 1

•

k = 2

•

k = 3

В общем случае колебания цепи представляют собой наложение ко-
лебаний с различными частотами, амплитудами и начальными фазами

u(x, t) =
∞∑

k=0

Ak J0

(
ak

√
x/L

)
sin(ωkt + ϕk).

2. Задача Эйлера о колебаниях круглой мембраны.

Прогиб u = u(x, y, t) – отклонение от равновесного состояния мем-
браны, совершающей малые колебания под действием сил натяжения,
подчиняется уравнению

∂2u

∂t2
= d2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
,

которое в полярных координатах имеет вид

d2

(
∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r
+

1
r2

∂2u

∂ϕ2

)
=

∂2u

∂t2
. (4.4.5)

Частное решение ищется в виде

u(r, ϕ, t) = R(r) sin(ωt + γ) sin(nϕ + δ).
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Подставляя в уравнение (4.4.5) и делая замену ρ =
rω

d
, получаем

ρ2 R′′ + ρ R′ + (ρ2 − n2) R = 0. (4.4.6)

Решением уравнения (4.4.6) является функция Бесселя R(ρ) = Jn(ρ)
или R(r) = Jn

(rω

d

)
, т.е.

un(r, ϕ, t) = Jn

(rω

d

)
sin(ωt + γ) sin(nϕ + δ).

Пусть радиус мембраны r0 = 1 и она закреплена на краю, тогда
un(1, ϕ, t) ≡ 0, т.е. Jn

(ω

d

)
= 0. Если an1, an2, . . . , ank, . . . – корни урав-

нения Jn(x) = 0, то ωnk = ankd.
Общий вид колебаний получается сложением всех элементарных ко-

лебаний

u(r, ϕ, t) =
∞∑

n,k=0

Cnk Jn(ankr) sin(ankd t + γnk) sin(nϕ + δnk). (4.4.7)

Колебания, соответствующие n = 0, не зависят от ϕ :

u0(r, ϕ, t) =
∞∑

k=0

Ck J0(a0kr) sin(a0kd t + γ0k),

т.е. все точки, находящиеся на одинаковом расстоянии от центра, ко-
леблются одинаково.

Значения Cnk, γnk, δnk определяются начальными данными задачи.

§5. Функции Бесселя с дробными индексами и
другие цилиндрические функции

Использование производящей функции позволяет нам рассматри-
вать функции Бесселя только лишь с целыми индексами. Однако, по-
лученные в ходе изучения другие описания бесселевых функций вполне
могут быть использованы для определения функций Бесселя с дробны-
ми индексами.
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Учитывая выполняющееся для натуральных чисел равенство (n +
k)! = Γ(n+k +1) и формулу (4.1.6), для λ ∈ R воспользуемся представ-
лением функции Бесселя соответствующим рядом

Jλ(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

k! Γ(λ + k + 1)!

(z

2

)λ+2k

. (4.5.1)

Для функций Jλ(z) выполняются рекурентные соотношения
(
zλ Jλ(z)

)′
= zλ Jλ−1(z),

(
z−λ Jλ(z)

)′
= −z−λ Jλ+1(z),

которые можно записать в виде

d

z dz

(
Jλ(z)
zλ

)
= −Jλ+1(z)

zλ+1
,

d

z dz

(
zλ Jλ(z)

)
= zλ−1Jλ−1(z).

Полагая
dn

(z dz)n
=

d

z dz
· d

z dz
· · · d

z dz︸ ︷︷ ︸
n раз

,

получаем

dn

(z dz)n

(
Jλ(z)

zλ

)
= (−1)n Jλ+n(z)

zλ+n
,

dn

(z dz)n

(
zλ Jλ(z)

)
= zλ−nJλ−n(z).

(4.5.2)
Наиболее простой вид имеют функции Бесселя с полуцелыми индек-

сами. Эти функции, как показал Эйлер, выражаются через элементар-
ные функции. Учитывая определение (4.5.1) и равенства

Γ(k +
1
2
) =

(2k − 1)!!
√

π

2k
=

(2k)!
√

π

4kk!
,

Γ(k +
3
2
) =

(2k + 1)!!
√

π

2k+1
=

(2k + 2)!
√

π

4k+1(k + 1)!
,

получаем

J 1
2
(z) =

∞∑

k=0

(−1)k4k+1(k + 1)!
k! (2k + 2)!

√
π

(z

2

) 1
2+2k

=

=

√
2
zπ

∞∑

k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
=

√
2
zπ

sin z,
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J− 1
2
(z) =

∞∑

k=0

(−1)k4kk!
k! (2k)!

√
π

(z

2

)− 1
2+2k

=

=

√
2
zπ

∞∑

k=0

(−1)kz2k

(2k)!
=

√
2
zπ

cos z.

Используя соотношения (4.5.2), находим

Jn+ 1
2
(z) = (−1)n

√
2
π

zn+ 1
2

dn

(z dz)n

(
sin z

z

)
,

J−n− 1
2
(z) =

√
2
π

zn+ 1
2

dn

(z dz)n

(cos z

z

)
.

Непосредственной проверкой устанавливается, что функция Бесселя
Jλ(z) является решением дифференциального уравнения

z2 u′′ + z u′ + (z2 − λ2)u = 0. (4.5.3)

При дробных λ функции Jλ(z) и J−λ(z) линейно независимы и общее
решение уравнения (4.5.3) может быть записано в виде

u(z) = C1 Jλ(z) + C2 J−λ(z).

Согласно равенству (4.1.2) при целых значениях индекса функции Jn(z)
и J−n(z) линейно зависимы, поэтому возникает потребность в рассмот-
рении других решений уравнения (4.5.3). Функции Бесселя называют
цилиндрическими функциями 1-го рода. Нам удобнее вначале опреде-
лить цилиндрические функции 3-го рода

H
(1)
λ (z) = i

e−iλπJλ(z)− J−λ(z)
sinλπ

, H
(2)
λ (z) = −i

eiλπJλ(z)− J−λ(z)
sin λπ

,

(4.5.4)
называемые функциями Ханкеля.1

Вообще говоря, равенства (4.5.4) определяют функции Ханкеля для
дробных индексов, а чтобы получить выражения для целых индексов

1Ханкель Герман (1839-1873) – немецкий математик, профессор Тюбингенского
университета. Основные работы по теории цилиндрических функций, основаниям
арифметики и истории математики.
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нужно перейти к пределу по переменной λ и раскрыть неопределенность

вида
0
0
.

Функции Бесселя выражаются через функции Ханкеля аналогично
тому, как cosz выражается через функции eiz и e−iz,

Jλ(z) =
H

(1)
λ (z) + H

(2)
λ (z)

2
.

Рассматриваются также функции, которые выражаются через функ-
ции Ханкеля как синус

Yλ(z) =
H

(1)
λ (z)−H

(2)
λ (z)

2i
.

Эти функции называют цилиндрическими функциями 2-го рода или
функциями Вебера.1

Общее решение уравнения (4.5.2) может быть записано в виде

u(z) = C1 H
(1)
λ (z) + C2 H

(2)
λ (z)

или
u(z) = C3 Jλ(z) + C4 Yλ(z).

Отдельно рассматриваются цилиндрические функции чисто мнимо-
го аргумента z = ix, удовлетворяющие дифференциальному уравнению

x2 y′′ + x y′ − (x2 + λ2) y = 0. (4.5.5)

Решение уравнения (4.5.5), принимающее действительные значения
при действительных λ и x, может быть записано в виде

Iλ(x) = e−λπi/2 Jλ(ix) =
∞∑

k=0

1
k! Γ(λ + k + 1)!

(z

2

)λ+2k

.

При дробных индексах функции Iλ(x) и I−λ(x) линейно независимы,
а при целых индексах In(x) = I−n(x) и для нахождения второго реше-
ния линейно независимого с In(x) используются другие цилиндрические

1Вебер Генрих (1842-1913) – немецкий математик, профессор Кенигсбергского,
Гетингенского и Страсбургского университетов. Основные труды по теории алгеб-
раических чисел, алгебраическим функциям, алгебраической геометрии и матема-
тической физике.
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функции. Чаще такое решение получают из первой функции Ханкеля
от мнимого аргумента, полагая

Kλ(x) =
πi

2
e−λπi/2 H

(1)
λ (ix).

Функция Kλ(x), называемая функцией Макдональда,1 является поло-
жительным решением уравнения (4.5.5) и экспоненциально стремится
к нулю при x → +∞.

1Масdоhаld Н. М.,"Proc. London Math. Soc. 1899, v. 30, p. 165-79.
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