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Ïðåäèñëîâèå

Îñíîâíîé öåëüþ ïîäãîòîâêè ýòîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿëîñü óëó÷øå-
íèå ñîïðîâîæäåíèÿ ÷òåíèÿ ëåêöèé è ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðîâ ïî êóðñó "Êîë-
ëåêòèâíûå ýôôåêòû â ôèçèêå ïó÷êîâ". Çàíÿòèÿ ïî ýòîìó êóðñó âåäóòñÿ íà
êàôåäðå ôèçèêè óñêîðèòåëåé ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ ñ 1987ã. Ïðè
ñîõðàíåíèè îáùåé íàïðàâëåííîñòè êóðñà âñå ýòî âðåìÿ âåëàñü ðàáîòà ïî
îïòèìèçàöèè îòáîðà ìàòåðèàëà è èçëîæåíèÿ åãî ñòóäåíòàì. ×àñòè÷íî ýòà
çàäà÷à áûëà ðåøåíà èçäàíèåì â 1996 ã. ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ îäíîãî èç àâòîðîâ
[1]. Ñ òåõ ïîð ïðîøëî îêîëî 15 ëåò. Çà ýòî âðåìÿ è ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì
èçëîæåíèå ìàòåðèàëà êóðñà ñòàëî ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò îïèñàííîãî
â [1]. Ýòî ñòàëî ñîçäàâàòü îïðåäåëåííûå íåóäîáñòâà ïðè ÷òåíèè ëåêöèé, à
òàêæå ïðè ïîäãîòîâêå ñòóäåíòîâ ê ýêçàìåíàì. Ïîýòîìó áûëî ðåøåíî çà-
ìåíèòü ïîñîáèå [1] áîëåå ñîâðåìåííûì. Â õîäå ïîäãîòîâêè íàñòîÿùåãî ïî-
ñîáèÿ òåêñò [1] áûë ñóùåñòâåííî ïåðåðàáîòàí. Èçìåíåíèÿ êîñíóëèñü âñåõ
ãëàâ òåêñòà [1]. Â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîé ðàáîòû àâòîðîâ ïîÿâèëîñü íîâîå
ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, áîëåå ïîëíî îòðàæàåò êàê
ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ýòîé îáëàñòè óñêîðèòåëüíîé íàóêè, òàê è ñîâðåìåí-
íîå ñîñòîÿíèå êóðñà.

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè îïèñàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ÿâëåíèÿ è ìåòîäû
ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ â íàêî-
ïèòåëÿõ, öèêëè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ è óñòàíîâêàõ ñî âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ìû îáñóäèì ïðîáëåìû, êîòîðûå, â ñâîå âðåìÿ, èçó÷à-
ëèñü â ñâÿçè ñ ïîïûòêàìè óëó÷øåíèÿ ðàáîòû ðåàëüíûõ ìàøèí è äîñòèæå-
íèÿ îáëàñòåé èõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìûå ñâîéñòâà ïó÷êîâ.
Â ýòîé îáëàñòè ôèçèêè óñêîðèòåëåé íàêîïëåíû çíà÷èòåëüíûå çíàíèÿ, ïîç-
âîëÿþùèå ïîìèìî óñïåøíîé ýêñïëóàòàöèè ñóùåñòâóþùèõ óñòàíîâîê ïðî-
åêòèðîâàòü ìàøèíû ñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé.

Ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì ìû áóäåì óïðîùàòü, ãäå ýòî âîçìîæíî, ïîñòà-
íîâêè êîíêðåòíûõ çàäà÷ è õîä èõ ðåøåíèÿ. Èñïîëüçóåìûå â ïîñîáèè îáî-
çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ñ ïðèíÿòûìè ñåé÷àñ â óñêî-
ðèòåëüíîé ëèòåðàòóðå. Ýòî ïîçâîëèò ÷èòàòåëþ ñêîðåå àäàïòèðîâàòüñÿ ê
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÷òåíèþ ñîâðåìåííûõ îòå÷åñòâåííûõ, èëè çàðóáåæíûõ ñòàòåé ïî óñêîðè-
òåëüíîé òåìàòèêå. Â ðÿäå ñëó÷àåâ, áîëåå óãëóáëåííîå èçëîæåíèå îáñóæ-
äàåìûõ âîïðîñîâ, à òàêæå áîëåå øèðîêîå îïèñàíèå ôèçèêè èíòåíñèâíûõ
ïó÷êîâ âêëþ÷àþùåå è êèíåòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [2],
ëèáî [3].

Ñîáðàííûå â ïîñîáèè çàäà÷è ðåøàëèñü íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ, èëè
â õîäå âûïîëíåíèÿ ñòóäåíòàìè ñåìåñòðîâûõ çàäàíèé. ×àñòî ýòî ëèáî ñàìè
ïðîáëåìû, ëèáî ôðàãìåíòû áîëåå îáùèõ ïðîáëåì, êîòîðûå ðåøàëèñü äëÿ
îïèñàíèÿ íàáëþäàåìîãî ïîâåäåíèÿ êîëåáàíèé ïó÷êîâ â ðåàëüíûõ ìàøèíàõ.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëíîå ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ ïðîñòûõ
ðàñ÷åòîâ íà ÝÂÌ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü èìååò îáùèå çíàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå è
ýëåêòðîäèíàìèêå â ïðåäåëàõ óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà, à ïî îáùèì âîïðî-
ñàì ôèçèêè öèêëè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé â ïðåäåëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà-
êîìñòâó ñ êíèãàìè [4], ëèáî [5].
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Ãëàâà 1.

Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ è

îïðåäåëåíèÿ

1. Êîëåáàíèÿ, ôàçû, êîãåðåíòíîñòü

Â öèêëè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ è íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûå ÷àñòèöû äâè-
æóòñÿ âáëèçè ò.í. çàìêíóòîé îðáèòû. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðàâèëüíûì ðàñïî-
ëîæåíèåì âäîëü æåëàåìîé òðàåêòîðèè íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ïîâîðîò-
íûõ ìàãíèòîâ. Åñëè s � ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ÷àñòèöåé âäîëü çàìêíóòîé
îðáèòû ê ìîìåíòó âðåìåíè t, òî ïîëîæåíèå çàìêíóòîé îðáèòû â ïðîñòðàí-
ñòâå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

r = r0(s). (1.1)

Â ñèëó çàìêíóòîñòè îðáèòû êðèâàÿ r0(s) îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé ïåðèîäè-
÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèìåòðó îðáèòû Π = 2πR0:

r0(s+Π) = r0(s). (1.2)

Âåëè÷èíà R0 íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ðàäèóñîì îðáèòû. Ïîñêîëüêó ôîðìèðî-
âàíèå çàìêíóòîé îðáèòû îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàãíèòíûìè ïîëÿìè, âåëè÷èíû
Π è R0 çàâèñÿò îò ýíåðãèè ÷àñòèö. Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñ ïî-
ñòîÿííîé ýíåðãèåé E ââîäÿò òàêæå âåëè÷èíû

T0 =
Π

v
(1.3)

è

ω0 =
2π

T0
, (1.4)
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ãäå E = c
√
p2 +M2c2, p = γMv � èìïóëüñ, à v � ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Âåëè÷è-

íà T0 íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû,
à ω0 � ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû. Ñîãëàñíî
ôîðìóëàì (1.3) è (1.4) âåëè÷èíû T0 è ω0 òàêæå çàâèñÿò îò ýíåðãèè ÷à-
ñòèöû. ×òîáû ýòî ïîä÷åðêíóòü, ïèøóò, íàïðèìåð, ω0(p). Îáû÷íî ðàçëè÷èÿ
ýíåðãèé íàêàïëèâàåìûõ ÷àñòèö ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèìè ýíåðãèÿìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷èÿ ïåðèîäîâ, èëè ÷àñòîò îáðàùåíèÿ ÷àñòèö ω0(p),
òàêæå ìàëû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò ðàçëîæåíèå

ω0(p) = ω0(p0) +
dω0

dp
∆p. (1.5)

Çäåñü p0 � íåêîòîðîå òèïè÷íîå çíà÷åíèå èìïóëüñà íàêàïëèâàåìûõ ÷àñòèö,
à∆p = p−p0 � îòêëîíåíèå èìïóëüñà êîíêðåòíîé ÷àñòèöû îò ýòîãî çíà÷åíèÿ
(|∆p| ≪ p0). Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (1.3) è (1.4) ïèøåì

dω0

dp
=
ω0αp
p0

, αp =
1

γ20
− α, (1.6)

ãäå ω0 = ω0(p0), à α � êîýôôèöèåíò óïëîòíåíèÿ îðáèò. ×àñòî äëÿ óïðîùå-
íèÿ çàïèñåé è òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì, ïèøóò

dω0

dp
= ω′

0. (1.7)

Â îòñóòñòâèå íà çàìêíóòîé îðáèòå ïðîäîëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ (Â×)
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ýíåðãèè ÷àñòèö ñîõðàíÿþòñÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðî-
äîëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîé îðáèòû ÷àñòèöû
ñ èìïóëüñîì p0 ââîäÿò ôàçó ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû

ϕ =
s

R0
− ω0t, (1.8)

ãäå ω0 è R0 îïðåäåëåíû äëÿ îðáèòû ñ èìïóëüñîì p0. Åñëè ýíåðãèÿ ÷àñòèöû
ñîõðàíÿåòñÿ, òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.5) âåëè÷èíà ϕ ëèíåéíî ìåíÿåòñÿ âî
âðåìåíè:

dϕ

dt
= ω′

0∆p. (1.9)

Â ýòîì ñëó÷àå ôàçà ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé.
Îïòèêà óñêîðèòåëÿ, èëè íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà, îáû÷íî óñòðîåíà òàê,

÷òîáû ïðè îòêëîíåíèè ÷àñòèöû îò çàìêíóòîé îðáèòû íà íåå äåéñòâîâàëà
áû âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âåëè÷èíå îòêëîíåíèÿ. Â ìà-
øèíå ñ òàêîé ôîêóñèðîâêîé ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîé îðáèòû è òåì ôîðìèðóþò ïó÷îê. Äëÿ ïîïåðå÷íûõ
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ê çàìêíóòîé îðáèòå íàïðàâëåíèé îïðåäåëÿþò ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé. Åñëè çàìêíóòàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé êðèâîé, à ñâÿçü êîëåáàíèé
îòñóòñòâóåò, òî ÷àñòîòó âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþò
ñîîòíîøåíèåì

ωy = ω0(p)νy, (1.10)

à ãîðèçîíòàëüíûõ ñîîòíîøåíèåì

ωx = ω0(p)νx. (1.11)

Ôàçû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé

dψy,x
dt

= ωy,x = ω0(p)νy,x (1.12)

ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Âõîäÿùèå â ýòè îïðåäåëåíèÿ âåëè-
÷èíû νy,x íàçûâàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè ÷àñòîòàìè âåðòèêàëüíûõ (y) è ãî-
ðèçîíòàëüíûõ (ðàäèàëüíûõ, x) áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Ïîñêîëüêó óãëû
îòêëîíåíèé â ôîêóñèðóþùèõ ïîëÿõ çàâèñÿò îò ýíåðãèé ÷àñòèö, ÷àñòîòû
νy,x òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èìïóëüñîâ ÷àñòèö. Ïî àíàëîãèè ñ ðàçëî-
æåíèåì (1.5) äëÿ ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p+∆p ïèøóò

νy,x(∆p) = νy,x(p) +

(
dνy,x
d ln p

)
0

∆p

p
. (1.13)

Âåëè÷èíû (dνy,x/d ln p)0 ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ õðîìàòèçìàìè âåðòè-
êàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé.

Ôîêóñèðîâêà ÷àñòèö â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ óñêî-
ðÿþùèìè èëè òîðìîçÿùèìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè Â×-ïîëÿìè. Åñëè ÷àñòî-
òà Â×-ïîëÿ ðàâíà Ω0, òî ýôôåêò ïðîäîëüíîé ôîêóñèðîâêè äîñòèãàåòñÿ äëÿ
ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö

Ω0 = qω0(p). (1.14)

Âåëè÷èíà q íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ Â×-ïîëÿ. Çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíî-
ñòè êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè íàêîïèòåëÿ (γtr = 1/

√
α, ãäå 0 < α < 1) ÷àñòîòà

îáðàùåíèÿ ω0(p) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé èìïóëüñà ÷àñòèöû. Ïðè
ýòîì ðåçîíàíñíîå óñëîâèå (1.14) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ
èìïóëüñà p = ps. ×àñòèöà ñ òàêèì èìïóëüñîì íàçûâàåòñÿ ñèíõðîííîé, à
ñàìî çíà÷åíèå ps èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå èìïóëüñà p0 â ðàçëîæåíèÿõ (1.5).
Çíà÷åíèå ôàçû ïðîõîæäåíèÿ óñêîðÿþùåãî çàçîðà ñèíõðîííîé ÷àñòèöåé íà-
çûâàåòñÿ ñèíõðîííîé ôàçîé (ϕs). Â îòñóòñòâèå óñêîðåíèÿ èëè òîðìîæåíèÿ
÷àñòèö ïó÷êà, à òàêæå â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ω′

0 çíà÷åíèå ñèíõðîííîé
ôàçû ðàâíû 2πk/q ëèáî π + 2πk/q, ãäå k = 0, 1, 2, . . . , q − 1.
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Â ñèëó ïðèíöèïà àâòîôàçèðîâêè ÷àñòèöû ñ èìïóëüñàìè, áëèçêèìè ê ps,
ñîâåðøàþò ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ. Ýòè êîëåáàíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ â ïåðè-
îäè÷åñêîì èçìåíåíèè èìïóëüñà ps + ∆p è ôàçû ϕ ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî
ñèíõðîííîãî çíà÷åíèÿ (ps, ϕs). Ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû, åñëè
êîîðäèíàòû ÷àñòèöû p è ϕ ïîïàäàþò âíóòðü ñåïàðàòðèñ. Ïðè êðàòíîñòè
Â×-ïîëÿ q íà îðáèòå èìååòñÿ q ñåïàðàòðèñ. ×àñòèöû, íå ïîïàâøèå íè â
îäíó èç ñåïàðàòðèñ, ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì ãèáíóò íà ñòåíêàõ âàêóóìíîé
êàìåðû íàêîïèòåëÿ. Çàõâà÷åííûå æå â êàêóþ-ëèáî èç ñåïàðàòðèñ ÷àñòèöû
ôîðìèðóþò ñãóñòêè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êðàòíîñòè q ïó÷îê ìîæåò ñîñòî-
ÿòü èç q ñãóñòêîâ. Ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè,
åñëè èõ àìïëèòóäû ac ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèíû âîëíû ãðóïïèðóþùå-
ãî Â×-ïîëÿ (ac ≪ Π/q). ×àñòîòó òàêèõ êîëåáàíèé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
âûðàæåíèåì

ωc = ω0νc, (1.15)

ãäå ω0 � ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ñèíõðîííîé ÷àñòèöû.
Ïåðå÷èñëåííûå îïðåäåëåíèÿ óêàçûâàþò, ÷òî â íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåí-

íûõ ÷àñòèö ñ ëèíåéíûìè ôîêóñèðóþùèìè ñèëàìè êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ñ ðàâ-
íûìè ýíåðãèÿìè (ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ïó÷îê) ÿâëÿþòñÿ êîãåðåíòíûìè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíûå âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïó÷êà íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì.

Íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ôîêóñèðóþùèõ ñèë îò êîîðäèíàò îòêëîíåíèé
÷àñòèö îò çàìêíóòîé îðáèòû ïðèâîäÿò ê àíãàðìîíè÷íîñòè êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö è, âîçìîæíî, ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé. Â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè óäàåòñÿ èçáåæàòü, îñíîâíîå âëèÿíèå íåëèíåéíî-
ñòè ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé ïðîÿâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö îò àìïëèòóä è â èçìåíåíèè õðîìàòè÷íîñòè òàêèõ êîëåáàíèé. Ñâîéñòâî
êîãåðåíòíîñòè êîëåáàíèé ÷àñòèö â ìàøèíàõ ñ òàêîé ôîêóñèðîâêîé, âîîáùå
ãîâîðÿ, òåðÿåòñÿ. Èç-çà ðàçíèöû ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷îê ðàñïëû-
âàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ôàç êîëåáàíèé è, ÷àùå âñåãî, ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü
â íåì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíàêî, ðàçëè÷èÿ
(ðàçáðîñû) ÷àñòîò â íàêàïëèâàåìûõ ïó÷êàõ íåâåëèêè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ ðàçóìíî ãîâîðèòü îá èõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ è î âëèÿíèè ðàçáðîñîâ ÷àñòîò íà ýòè êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðèìåðîâ ðåøåíèé çàäà÷ î âëèÿíèè ðàç-
áðîñà ÷àñòîò ÷àñòèö íà êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà îïèñàíî, íàïðèìåð,
â [6].
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Â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå íåâîçìóùåííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö âáëèçè
ïëîñêîé, çàìêíóòîé îðáèòû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

x = xb + η(θ)
∆p

p0
, p⊥ =

p0
R0

dr⊥
dθ

, ∆p = p− p0, (1.16)

(xb, y) =
√
Jβ(θ) cos(ψ + χ(θ))|α,

dχα
dθ

+ να =
R0

βα
,

ψ̇α = ωα = ω0(p)να(p, Jx, Jy), θ = θ0 + ϕ+ θb,

θb =
1

R2
0

(
η
dxb
dθ

− xb
dη

dθ

)
,

ϕ̇ = ω′
0∆p = ω0αp∆p/p0, αp = 1/γ2 − 1/γ2tr,

Iα =
p0Jα
2

, α = x, y.

Â íåñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå p0 � íåêîòîðîå öåíòðàëüíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà
÷àñòèö ïó÷êà. Â ñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå ïèøóò p0 = ps, ãäå ps � èìïóëüñ
ñèíõðîííîé ÷àñòèöû ïó÷êà. Â òàêîì ñëó÷àå è äðóãèå äèíàìè÷åñêèå ïåðå-
ìåííûå ñèíõðîííîé ÷àñòèöû òàêæå îòìå÷àþò èíäåêñîì s.

Âûðàæåíèÿ â (1.16) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ãåíå-
ðèðóåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö:

H0 =R0

[
p2x + p2y
2p0

+
∆p2

2γ2p0

]
(1.17)

+ p0

[
gx(θ)x

2 + gy(θ)y
2

2R0

]
− R0

R(θ)
∆px,

ãäå gx è gy - êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ áå-
òàòðîííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ ñãðóïïèðîâàííûõ ïó÷êîâ (1.16) äîëæíû áûòü
äîïîëíåíû óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷à-
ñòèö îòíîñèòåëüíî ñèíõðîííîé ÷àñòèöû ñãóñòêà:

ϕ =φ cosψc, ∆p = − ωc
|ω′

0|
φ sinψc, (1.18)

ψ̇c =ωcsgn(ω
′
0), Ic = R0

ωcφ
2

2|ω′
0|
.

Óðàâíåíèÿ (1.16) è (1.18) îñóùåñòâëÿþò êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îò
ïåðåìåííûõ P, r ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå�ôàçà íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé:

Iα = Iα(P, r, t), ψα = ψα(P, r, t).
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Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàí H0 íå çàâèñèò îò ôàç ψα, ÷òî
ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé â âèäå:

İα = −∂H0

∂ψα
= 0, ψ̇α =

∂H0

∂Iα
= ωα. (1.19)

Â ñèëó, íàïðèìåð, óðàâíåíèé (1.16) è öèêëè÷íîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö âäîëü
çàìêíóòîé îðáèòû ëþáàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé îáîáùåííîãî àçèìóòà ÷àñòèöû è
ôàç åå íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ôóíêöèè ïðåäñòàâè-
ìû ñîîòâåòñòâóþùèìè ðÿäàìè Ôóðüå.

2. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Â ôèçèêå óñêîðèòåëåé è íàêîïèòåëåé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñóùåñòâóþò
îáøèðíûå êëàññû çàäà÷, â êîòîðûõ âàæíî çíàòü ïîâåäåíèå ïó÷êà â öåëîì.
Êàê ïðàâèëî, îïèñàíèå ñîñòîÿíèé ïó÷êà â òàêèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò çàäàíèÿ
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü
äèïîëüíûå, èëè áîëåå âûñîêèå, ìîìåíòû ïó÷êà. Åñëè N � ÷èñëî ÷àñòèö
â ïó÷êå, à, íàïðèìåð, xa � îòêëîíåíèå ÷àñòèöû ñ íîìåðîì a îò çàìêíó-
òîé îðáèòû â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, òî ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà
äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dx =
1

N

N∑
a=1

xa. (2.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôîðìóëà òàêæå îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ êðàòêî-
ñòè, òàêóþ âåëè÷èíó ÷àñòî åùå íàçûâàþò (ãîðèçîíòàëüíûì) öåíòðîèäîì
ïó÷êà.

Ñàìè äèïîëüíûå, èëè áîëåå âûñîêèå, ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö
â ïó÷êå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè âåëè÷èíàìè. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðè-
ðîâàíèåì êîîðäèíàò, èëè ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàò, ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïó÷êà ñ îäíî÷àñòè÷íîé ëèáî, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìíîãî÷àñòè÷-
íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà â åãî ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Äëÿ ïåðåõîäà ê îïèñàíèþ ïó÷êà â òåðìèíàõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ñóììèðîâàíèå ïî ÷àñòèöàì â (2.1) ñóììèðîâàíèåì ïî
ýëåìåíòàì ôàçîâîãî îáú¼ìà, çàíÿòîãî ïó÷êîì. Ïðè ðàçáèåíèè íà ýëåìåí-
òàðíûå îáú¼ìû ïó÷îê îïèñûâàåòñÿ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ (fα)� ò.å. ÷èñëàìè
÷àñòèö, êîòîðûå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäÿòñÿ â ýëåìåíòàõ ôàçî-
âîãî îáú¼ìà ïó÷êà. Âîîáùå, çàâèñèìîñòü ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ
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â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è îò âðåìåíè íå îïèñûâàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.
Ïðè ïåðåñå÷åíèè ÷àñòèöàìè ãðàíèöû ýëåìåíòà ýòè ÷èñëà èçìåíÿþòñÿ ñêà÷-
êîì. Ïîìèìî ýòîãî, â ñèëó õàîòè÷íîñòè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö
â ïó÷êå, óïîìÿíóòîå ïåðåñå÷åíèå ãðàíèö ïðîèñõîäèò â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà fα, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè
ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Îïèñàíèå ñîñòîÿíèé ïó÷êà â òåðìèíàõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñòàíîâèòñÿ
öåëåñîîáðàçíûì, åñëè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå èçìåíåíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ
(δfα) îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèìè âåëè÷èíàìè fα:

δf2α ≪ f2α, δfα = fα − fα.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íàáîð ÷èñåë {fα} çàìåíÿþò ñãëàæåííîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òàêîé, ÷òî

fα = f(rα,pα, t)∆Γ, ∆Γ = d3rd3p, (2.2)

ãäå (r,p) � êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïó÷êà. Åñëè ïðè
äâèæåíèè ïó÷êà âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ÷àñòèöû íèêóäà íå ïðîïàäàþò
è íèîòêóäà íå ïîÿâëÿþòñÿ, òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå-
ðûâíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå:

∂f

∂t
+
∂(ṙf)

∂r
+
∂(ṗf)

∂p
= 0. (2.3)

Åñëè, ê òîìó æå, äâèæåíèå ÷àñòèö ãàìèëüòîíîâî, òàê ÷òî

ṙ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂r
, (2.4)

ãäå H ãàìèëüòîíèàí äâèæåíèÿ ÷àñòèö, òî óðàâíåíèå (2.3) óïðîùàåòñÿ è
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

∂f

∂t
+

(
∂H

∂p

∂f

∂r
− ∂H

∂r

∂f

∂p

)
= 0. (2.5)

Ñ ó÷åòîì (2.4) ïîñëåäíåå óðàâíåíèå òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∂f

∂t
+ ṙ

∂f

∂r
+ ṗ

∂f

∂p
=
df

dt
= 0. (2.6)

Òàêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âëàñîâà. Èíòåãðàë
f ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó äà¼ò ÷èñëî ÷àñòèö â ïó÷êå (N):∫

dΓf = N.
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×àñòî âìåñòî f èñïîëüçóþò ðàñïðåäåëåíèå (f ′), íîðìèðîâàííîå íà 1:∫
dΓf ′ = 1.

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî f = Nf ′. Íèæå, ãîâîðÿ î ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ
ìû áóäåì èìåòü â âèäó f ′, à çíàê (′) áóäåì îïóñêàòü.

Ñîãëàñíî (2.6) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâè-
æåíèÿ. Ïîýòîìó, â îáùåì ñëó÷àå, òàêèå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óðàâíåíèÿ (2.4) óäàåòñÿ
ðàçðåøèòü è íàéòè çàêîíû äâèæåíèÿ ÷àñòèö

r = r(r0,p0, t), p = p(r0,p0, t), (2.7)

ãäå r0, p0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèö, ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Âëàñîâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(p, r, t) = f (0)(p0, r0). (2.8)

Çäåñü f (0) � íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ïó÷êå. Â ïîäàâëÿ-
þùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà (2.6) äàåò íàèáîëåå èíôîðìà-
òèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîòåêàíèè â ïó÷êå êîëëåêòèâíûõ è êèíåòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Ê ñîæàëåíèþ, íàéòè òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèö, ó÷èòûâàþùèõ äåéñòâèå íà èõ òðàåêòîðèè íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé,
óäàåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîäîáíîãî ðî-
äà çàäà÷ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïî îòêëîíåíèÿì,
âûçûâàåìûì êîëëåêòèâíûì äâèæåíèåì ïó÷êà.

3. Çàäà÷è ê Ãëàâå 1

1. Ïîëîæèì, ÷òî ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ïó÷êå ñî-
çäàåòñÿ ðàçáðîñîì ÷àñòîò îáðàùåíèÿ ÷àñòèö ωx(p) = ω0(p)νx. Ïðèíÿâ, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ãàóññîâî

f(p) =
1

σ
√
2π

exp

(
− (p− p0)

2

2σ2

)
,

à ÷àñòèöû ìåæäó ñîáîé íå âçàèìîäåéñòâóþò, âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòü äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà îò âðåìåíè. Îáúÿñíèòü îòñóòñòâèå ýõà â êîãåðåíò-
íîì ñèãíàëå.
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Ãëàâà 2.

Ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå

êîëåáàíèÿ

íåñãðóïïèðîâàííûõ ïó÷êîâ

Íàèáîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñâîéñòâàõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ïó÷êà ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé Âëàñîâà. Ìû íà÷íåì ñ
ðàññìîòðåíèÿ íàèáîëåå ïðîñòûõ çàäà÷ � îá óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Ýòè çàäà÷è èìåþò ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ íàêîïèòåëåé èîíîâ. Â ìåòîäè÷åñêîì îòíîøåíèè èõ
öåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïðîâåäåíèÿ ìíîãèõ âû÷èñëåíèé äî
êîíöà.

4. Íåóñòîé÷èâîñòü îòðèöàòåëüíîé ìàññû

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíî. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòèö ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå f(∆p, θ, t). Åñëè
ïó÷îê îäíîðîäåí ïî àçèìóòó, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò f = f(∆p), òî ∆p ñîõðà-
íÿåòñÿ, à θ = ω0(p)t + ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ â àçèìóòàëüíîé ìîäóëÿöèè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè
ïó÷êà

f = f0(∆p) + δf(∆p, θ, t). (4.1)

Â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

∆̇p = eE, θ̇ = ω0, (4.2)
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äåéñòâèå íà ÷àñòèöû ïðîäîëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé E(θ, t), êîòîðûå íà-
âîäÿòñÿ äîáàâêîé δf â îêðóæàþùèõ ïó÷îê ýëåêòðîäàõ, ìîæåò ïðèâîäèòü
ê ãðóïïèðîâêå ïó÷êà. Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ýòîãî ïðîöåññà áóäåò âûðàæàòü-
ñÿ â íåóñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ íàðàñòàíèåì àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê äîáàâêè δf .

Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà êóëîíîâ-
ñêèì ðàñòàëêèâàíèåì ÷àñòèö, åñëè èõ ýíåðãèè ïðåâûøàþò êðèòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ìàøèíû (òàê íàçûâàåìàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îòðèöàòåëüíîé ìàññû;
À.À. Êîëîìåíñêèé è À.Í. Ëåáåäåâ 1958 ã. [7]). Â ýòîé îáëàñòè ýôôåêòèâíàÿ
ìàññà ôàçîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö (dω0/dp) îòðèöàòåëüíà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ðàñòàëêèâàíèå ÷àñòèö ìîæåò ïðèâîäèòü ê íàðàñòàíèþ â ïó÷êå íà÷àëüíûõ
àçèìóòàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö.

Â îòñóòñòâèè ñòîëêíîâåíèé è äðóãèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ýâîëþ-
öèÿ f îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âëàñîâà

∂f

∂t
+ ω0(p)

∂f

∂θ
+ eE(θ, t)

∂f

∂∆p
= 0. (4.3)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f0 ≫ |δf |, ëèíåàðèçóåì (4.3) ïî δf . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂δf

∂t
+ ω0

∂δf

∂θ
+ eE

∂f0
∂∆p

= 0. (4.4)

Ïîñêîëüêó f0 íå çàâèñèò îò àçèìóòà, ðåøåíèå (4.4) èùåì â âèäå

δf =
∑
n

fn(∆p)e
inθ−iωt. (4.5)

Ýòî äàåò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ fn

i(ω − nω0)fn = eEn(ω)
∂f0
∂∆p

. (4.6)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãàðìîíèê ïîëÿ En(ω) íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâ-
íåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, âàêóóìíàÿ êàìåðà íàêîïèòåëÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò äëÿ ïó÷êà âîëíîâîä. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ áîëüøåé ÷àñòè ÷àñòîò
èç ñïåêòðà êîëåáàíèé ïó÷êà ýòîò âîëíîâîä - çàêðèòè÷íûé, òî-åñòü êîëåáà-
íèÿ ïó÷êà íå ñîïðîâîæäàþòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì âäîëü âàêóóìíîé êàìåðû
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé èçëó÷åíèÿ. Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ ïðåäïîëî-
æèâ, ÷òî ñòåíêè êàìåðû îáëàäàþò èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ. Êðîìå òîãî,
ìû ïðåíåáðåæåì êðèâèçíîé çàìêíóòûõ òðàåêòîðèè ÷àñòèö, à òàêæå ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âàêóóìíàÿ êàìåðà è ïó÷îê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öèëèíäðû
ðàäèóñà l⊥ è a, ñîîòâåòñòâåííî, è ÷òî ÷àñòèöû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû
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âíóòðè ðàäèóñà a

f(r⊥,∆p) =
f(∆p)

πa2

{
1, r ≤ a,
0, r > a.

(4.7)

4.1. Âû÷èñëåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíûõ ïîëåé

Âûðàçèâ ïðîäîëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïó÷êå ÷åðåç âåêòîðíûé Aθ è
ñêàëÿðíûé A0 ïîòåíöèàëû, ïèøåì

E = −1

c

∂Aθ
∂t

− 1

R0

∂A0

∂θ
. (4.8)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå êàëèáðîâêè

1

R0c

∂Aθ,ω
∂θ

− iω

c
A0,ω = 0,

íàéäåì, ÷òî Aθ = (v/c)A0, èëè

i
nv

cR0
A0,ω,n =

iω

c
A0,ω,n.

Ïîýòîìó

En,ω = i

(
ωv

c2
− n

R0

)
A0,n,ω ≃ −i n

R0

(
1− v2

c2

)
A0,n,ω

= −i n

R0γ2
A0,n,ω, ω ≃ nω0. (4.9)

Çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà A0 íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
A0 = −4πeρ(r, θ, t),

èëè (
∆⊥ − n2

R2
0

+
ω2

c2

)
A0,n,ω(r) = −4πeρn,ω(r). (4.10)

Äëÿ ìàëûõ âåëè÷èí êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû ïèøåì ω ≃ nω0. Ïîýòî-
ìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå(

∆⊥ − n2

R2
0

(
1− v2

c2

))
A0,n,ω(r) =

(
∆⊥ − n2

R2
0γ

2

)
A0,n,ω(r).
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Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ:

1

l2⊥
≫ n2

R2
0γ

2
, n≪ γ

R0

l⊥
, nω0 <

c

l⊥
, n <

R0

l⊥(v/c)
,

ïèøåì

∆⊥A0,n,ω(r) =
1

r

d

dr

(
r
dA0

dr

)
= −4πeρn,ω(r).

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ åãî äâóêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî r:

r
dA0

dr
= −4πe

∫ r

0

drrρn,ω(r),

A0(r) = A0(0)− 4πe

∫ r

0

dr1
r1

∫ r1

0

dr2r2ρn,ω(r2).

Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå A0(l⊥) = 0, ïîëó÷èì

A0(0) = 4πe

∫ l⊥

0

dr1
r1

∫ r1

0

dr2r2ρn,ω(r2).

Äëÿ ïó÷êà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåííîé â (4.7), ïðèìåì, ÷òî
ρn,ω(r) = 0 , åñëè r > a, è

ρn,ω(r) =
N

πa2
1

2πR0

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω(∆p), r ≤ a. (4.11)

Òîãäà

A0(0) = 4πe

∫ l⊥

0

dr1
r1

∫ r1

0

dr2r2ρn,ω (r2)

= 4πe

∫ a

0

dr1
r1

∫ r1

0

dr2r2ρn,ω (r2) + 4πe

∫ l⊥

a

dr1
r1

∫ r1

0

dr2r2ρn,ω (r2)

= 4πe
N

πa2
1

2πR0

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω (∆p)

∫ a

0

dr1
r1

∫ r1

0

dr2r2

+4πe
N

2πR0

a2

2πa2

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω (∆p) ln

l⊥
a

= 4π
Ne

πa2
1

2πR0

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω (∆p)

∫ a

0

dr1
r1

r21
2

+
Ne

2πR0
2 ln

l⊥
a

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω(∆p),
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èëè

A0,n,ω(0) =
Ne

2πR0

(
1 + 2 ln

l⊥
a

)∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω(∆p).

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (4.9), ïîëó÷èì

En,ω = −i n

R0γ2
A0,n,ω(0)

= −i n

R0γ2
Ne

2πR0

(
1 + 2 ln

l⊥
a

)∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω(∆p), (4.12)

÷òî çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå äëèííîâîëíîâûõ ãàðìîíèê ïðîäîëüíîãî ïîëÿ
ïó÷êà ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíûõ ïîëåé.

4.2. Èñïîëüçîâàíèå çàêîíîâ Ôàðàäåÿ,

Ãàóññà è Àìïåðà

Åùå îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíèê E ìîæåò áûòü
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè çàêîíà Ôàðàäåÿ:∮

dlEω =
iω

c

∫
Σ

dΣHω, ω ≃ nω0. (4.13)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ l è îêðóæàåìàÿ èì ïîâåðõíîñòü Σ ïîêàçàíû íà

s s + ∆s

Σ l

Ðèñ. 1. Ê ðàñ÷åòó ïîëåé ïó÷êà äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû

ðèñ. 1. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ, s) ñ îñüþ s íàïðàâëåííîé
âäîëü îñè êàìåðû óðàâíåíèå (4.13) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆s[E(ω)− Ew(ω)] +

∫ l⊥

0

dr[Er(r, s+∆s)− Er(r, s)] =

=
inω0

c
∆s

∫ l⊥

0

drHϕ(r, s),
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èëè, ïîñëå ïåðåõîäà ê àçèìóòàëüíûì ãàðìîíèêàì,

En(ω) = Ewn (ω)−
in

R0

∫ l⊥

0

drEr,n +
inv

R0c

∫ l⊥

0

drHϕ,n(r). (4.14)

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè êàìåðû ñ èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ
ñòåíîê Ewn (ω) ðàâíî íóëþ. Êîìïîíåíòû Er,n(r) è Hϕ,n(r) äëÿ äëèííîâîë-
íîâûõ êîëåáàíèé âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíîâ Ãàóññà è Àìïå-
ðà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ãàðìîíèêè ïëîòíîñòè ïó÷êà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé
(4.11), ïèøåì:

Er(n, ω) =
Neρn(ω)

a2Π

{
r, r ≤ a,
a2/r, r > a.

Hϕ(n, ω) =
v

c
Er(n, ω),

ãäå

ρn(ω) =

∫ ∞

−∞
d∆pfn(∆p).

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â (4.14) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü En ÷åðåç ãàðìî-
íèêè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà ρn(ω)

En(ω) = − iNne

ΠR0γ2
[2 ln(l⊥/a) + 1] ρn(ω). (4.15)

4.3. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

Ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.15), èëè (4.12) óðàâíåíèå (4.6) ïðåîáðàçóåòñÿ â
îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
è ìîäû êîëåáàíèé:

(ω − nω0(∆p))fn = − Nne2

ΠR0γ2
[2 ln(l⊥/a) + 1]

∂f0
∂∆p

ρn(ω). (4.16)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.16) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ (C)
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

fn = C
∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
. (4.17)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðåøåíèÿ â (4.16) äàåò äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

1 = − Nne2

ΠR0γ2
[2 ln(l⊥/a) + 1]

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
. (4.18)
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Ðåøåíèå (4.18) â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êîãäà îíî ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷-
íî. Ïóñòü ñíà÷àëà f0 = δ(∆p) (ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ïó÷îê). Âûïîëíåíèå â
(4.18) èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ δ-ôóíêöèè ïðèâîäèò ê êâàäðàòíî-
ìó óðàâíåíèþ (ω′

0 = dω0/dp)

(ω − nω0)
2 = Ω2

n, Ω2
n = n2

Ne2ω′
0

ΠR0γ2
[2 ln(l⊥/a) + 1] . (4.19)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ íåóñòîé÷èâû (ω2 < 0) ïðè ω′
0 < 0, òî-åñòü

êîãäà ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ îòðèöàòåëüíà.
Íåóñòîé÷èâîñòü îòðèöàòåëüíîé ìàññû ìîæåò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ ðàç-

áðîñîì ÷àñòîò îáðàùåíèÿ â ïó÷êå. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà f0 åñòü ëîðåíöåâî ðàñïðåäåëåíèå

f0 =
1

π

∆

∆p2 +∆2
. (4.20)

Ïðè ýòîì (∆ωn = ω − nω0)∫ ∞

−∞

d∆p∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
= −nω

′
0

π

∫ ∞

−∞

∆

∆p2 +∆2

d∆p

(∆ωn − nω′
0∆p)

2
. (4.21)

Ïîñêîëüêó Imω > 0, èíòåãðàë â (4.21) íàèáîëåå ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ çàìû-

-i∆

i∆

∆ωn /nω'0

Ðèñ. 2. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â óðàâíåíèè (4.21)

êàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé ∆p (ðèñ. 2). Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëåíèå âû÷åòà â ïîëþñå ∆p = −i∆
ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ

1 =
Ω2
n

(∆ωn + i|n|δω)2
, δω = |ω′

0|∆. (4.22)
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Ïîñêîëüêó òåïåðü
∆ωn = −i|n|δω ±

√
Ω2
n, (4.23)

êîëåáàíèÿ ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûìè ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà òîê ïó÷êà
ïðåâûñèò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå

N ≤ Nth =
Πγ2pv

e2|αp|

(
∆p

p

)2

, αp =
1

γ2
− α. (4.24)

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíûõ ïîëåé ïîðîãîâûé òîê íåóñòîé-
÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû íå çàâèñèò îò íîìåðà ãàðìîíèêè êîëåáàíèÿ
n.

5. Èìïåäàíñû ñâÿçè

Ïðîñòîòà îïèñàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè îáóñëîâëåíà âîçìîæíîñòüþ çàïèñàòü ñâÿçü ãàðìîíèê En è ëè-
íåéíîé ïëîòíîñòè ρn ñîîòíîøåíèåì (4.15). Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ àíàëîãè÷íîãî îïèñàíèÿ íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé ñâÿ-
çàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðÿäà ïðåäïîëîæåíèé.

5.1. Îïðåäåëåíèå ïðîäîëüíîãî èìïåäàíñà ñâÿçè

Íå âäàâàÿñü ïîêà â îáîñíîâàííîñòü òåõ, èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèé, ìû
ìîæåì ïðèíÿòü, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà êàìåðû äåé-
ñòâóþùèå íà ïó÷îê ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ íàâåäåí-
íûõ ïîëåé íà âõîäå è âûõîäå ïó÷êà èç ýòîãî ýëåìåíòà. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç Un(ω) ãàðìîíèêó ýòîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ è ó÷åñòü, ÷òî ãàðìîíè-
êè òîêà ïó÷êà ðàâíû

jn(ω) = Neω0

∫ ∞

−∞
d∆pfn(ω,∆p), (5.1)

òî èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ñ òåîðèåé öåïåé, ìû ìîæåì çàïèñàòü

Un(ω) = −Zn(ω)jn(ω). (5.2)

Âõîäÿùèé â ýòî ñîîòíîøåíèå êîýôôèöèåíò Zn(ω) íàçûâàåòñÿ èìïåäàíñîì
ñâÿçè ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè. Ïîñðåäñòâîì n îí îïèñûâàåò
ëîêàëèçàöèþ íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû, à ïî-
ñðåäñòâîì ω � çàâèñèìîñòü ýòèõ ïîëåé îò âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ î óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìû îáû÷íî èìååì äåëî
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ñ ÑÂ×-ïîëÿìè, èìïåäàíñ Zn(ω), âîîáùå, çàâèñèò îò òðàåêòîðèè ïó÷êà â
ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðîäîâ. Êîíöåïòóàëüíàÿ öåííîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
èìïåäàíñîâ ñâÿçè â òåîðèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îáóñëîâëåíà óïðîùå-
íèåì îïèñàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé, à òàêæå âîçìîæíîñòüþ óïðîùåííîãî èõ
âû÷èñëåíèÿ (íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè öåïåé), èëè èçìåðåíèÿ.

Â ñèëó ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè âåëè÷èíà Zn(ω) â (5.2) ÿâëÿåòñÿ àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω.
Åñëè îíà äîñòàòî÷íî áûñòðî ñïàäàåò ïðè |ω| → ∞, òî íà äåéñòâèòåëüíîé
îñè ω äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè Zn(ω) = Z ′

n(ω) + iZ ′′
n(ω) óäîâëåòâî-

ðÿþò äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

Z ′
n(ω) =

1

π
−
∫ ∞

−∞

dω′

ω′ − ω
Z ′′
n(ω

′),

Z ′′
n(ω) =− 1

π
−
∫ ∞

−∞

dω′

ω′ − ω
Z ′
n(ω

′). (5.3)

Çäåñü ïåðå÷åðêíóòûé ñèìâîë èíòåãðàëà îçíà÷àåò åãî âû÷èñëåíèå â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

−
∫ ∞

−∞

dω′

ω′ − ω
[. . .] = lim

η→0

(∫ ω−η

−∞
+

∫ ∞

ω+η

)
dω′

ω′ − ω
[. . .].

Ïîñêîëüêó

Zn(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
Zn(ω)e

−iωt

ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé, ðåàëüíàÿ ÷àñòü Zn(ω) ÿâëÿåòñÿ ÷åò-
íîé, à ìíèìàÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé ω íà äåéñòâèòåëüíîé îñè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé ω

Z ′
n(ω) = Z ′

n(−ω), Z ′′
n(ω) = −Z ′′

n(−ω). (5.4)

Äëÿ ïàññèâíûõ ñèñòåì Z ′
n(0) > 0. Òîãäà èç (5.3) ìîæíî, íàïðèìåð, ïîëó-

÷èòü íåðàâåíñòâî ∫ ∞

0

dωZ ′′
n(ω)

ω
> 0. (5.5)

Êîëü ñêîðî íàì èçâåñòíî óñêîðÿþùåå íàïðÿæåíèå Un(ω), ìû ìîæåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íûì ñîîòíîøåíèåì òåîðèè óñêîðåíèÿ ÷àñòèö:

En(ω) =
Un(ω)

Π
,

èëè

En(ω) = −Neω0Zn(ω)

Π

∫ ∞

−∞
d∆pfn(ω,∆p). (5.6)
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Îòìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ èìïåäàíñà îò ïîëîæåíèÿ çàìêíóòîé
îðáèòû ïó÷êà ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàâèñèìîñòè Zn(ω) íå òîëüêî îò ÷àñòî-
òû êîëåáàíèÿ, íî è îò èìïóëüñà ÷àñòèöû. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (5.6)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

En(ω) = −Neω0

Π

∫ ∞

−∞
d∆pZn(∆p, ω)fn(ω,∆p). (5.7)

ãäå Zn(∆p, ω) � çíà÷åíèå èìïåäàíñà äëÿ ÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè p+∆p. Åñ-
ëè óäàåòñÿ îáåñïå÷èòü ïðàâèëüíûé çíàê èçìåíåíèÿ êîãåðåíòíûõ ïîòåðü
ýíåðãèè ïó÷êà, íàïðèìåð, ñ ðîñòîì ýíåðãèè ÷àñòèö, òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü
ïîçâîëÿåò äåìïôèðîâàòü ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ íåñãðóïïè-
ðîâàííûõ ïó÷êîâ.

5.2. Äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî

ïó÷êà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîäñòà-
âèòü (5.6) â (4.6). Â ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå, îäíàêî, ëó÷øå íà÷àòü ñ óðàâíå-
íèÿ (4.4) è ïîâòîðèòü íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Êàê è
ðàíüøå, ïèøåì

δf(∆p, θ, t) =
∞∑

n=−∞
fn(∆p, t)e

inθ, (5.8)

÷òî â ñèëó (4.4) äà¼ò

∂fn
∂t

+ inω0(∆p)fn + eEn
∂f0
∂∆p

= 0. (5.9)

Óìíîæåíèåì îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ íà eiωt è èíòåãðèðîâàíèåì ïî t
îò 0 äî ∞ ïðåîáðàçóåì åãî â óðàâíåíèå äëÿ ãàðìîíèê fn(ω,∆p). Ïðè ýòîì
ó÷ò¼ì, ÷òî∫ ∞

0

dteiωt
∂fn
∂t

= −f (0)n (∆p)− iωfn(ω,∆p), Imω > 0,

ãäå âåëè÷èíû f
(0)
n (∆p) çàäàþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé. Â

ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ äëÿ fn(ω,∆p) ïðèíèìàþò âèä

fn(ω,∆p) =
if

(0)
n (∆p)

ω − nω0(∆p)
− ieEn(ω)

∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
. (5.10)
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Â îòëè÷èå îò (4.6) óðàâíåíèå (5.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíîå èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå. Åãî ðåøåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ñïåêòðà êîëåáàíèé, òàê è äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé
(ïðè âûïîëíåíèè, êîíå÷íî, óñëîâèÿ f0 ≫ |δf |). Ïîäñòàâèâ fn(ω,∆p) â (5.6),
ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóä ïîëÿ

En(ω)εn(ω) = E(0)
n (ω), (5.11)

ãäå

E(0)
n (ω) = −iNeω0Zn(ω)

Π

∫ ∞

−∞
d∆p

f
(0)
n (∆p)

ω − nω0(∆p)
, (5.12)

à

εn(ω) = 1 +
Ω2
n

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

ω − nω0(∆p)
(5.13)

è

Ω2
n = n2

Ne2ω0ω
′
0

Π

(
−iZn(ω)

n

)
. (5.14)

Ïîñêîëüêó ââåäåííàÿ â (5.12) âåëè÷èíà E(0)
n (ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàâå-

äåííîå ïîëå ïó÷êà, âû÷èñëåííîå â ïðåíåáðåæåíèè êîëëåêòèâíûì äâèæåíè-
åì, ñîîòíîøåíèå (5.11) îïèñûâàåò óìåíüøåíèå ïîëÿ ïó÷êà åãî êîëëåêòèâ-
íîé ðåàêöèåé. Àíàëîãè÷íî, åñëè áû ìû ó÷ëè â óðàâíåíèè (5.10) äåéñòâèå
íà ïó÷îê âíåøíåãî ïîëÿ (En(ω))ext, òî ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ
íàâåäåííûõ ïîëåé ìû ïîëó÷èëè áû ñîîòíîøåíèå

En(ω) =
[En(ω)]ext
εn(ω)

.

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò èíòåðïðåòèðîâàòü ââåäåííóþ â (5.13) âåëè÷è-
íó εn(ω) êàê äèýëåêòðè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ ïó÷êà.

Êàê è ïðåæäå, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì
îäíîðîäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.10). Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå â âèäå:

εn(ω) = 0. (5.15)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ââåä¼ííîé â (5.14) âåëè÷èíû Ω2
n ïî-

ëîæèì f0 = δ(∆p). Äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

ω = nω0 ±
√

Ω2
n. (5.16)

Êðîìå òîãî, ïðèìåì, ÷òî Zn(ω) = iYn è íå çàâèñèò îò ω . Òàêîé ñëó÷àé
ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû, êîãäà,
êàê ýòî âèäíî èç (4.15),

−iZn(ω)
n

=
1

vγ2
[2 ln(l⊥/a) + 1]. (5.17)
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.16) â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ áóäóò óñòîé÷èâû (ω2 > 0)
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ω′
0Yn/n > 0, (5.18)

à óðàâíåíèå (5.16) îïðåäåëÿåò êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû (∆ωn = ω−nω0)
îòíîñèòåëüíî ãàðìîíèê nω0.

Âûðàæåíèå (5.13) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè ïó÷êà (εn(ω)) ëèøü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
ω. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ εn(ω) â îáëàñòè Imω < 0 ñëåäóåò àíàëèòè÷åñêè ïðî-
äîëæèòü (5.13) â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω. Ýòî
äîñòèãàåòñÿ òàêîé äåôîðìàöèåé êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî∆p, ÷òîáû îñî-
áåííîñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â òî÷êå nω′

0∆p = ∆ωn îáõîäèëàñü
ñíèçó (ñì. íà ðèñ. 3). Â ðåçóëüòàòå, âìåñòî (5.13) ïîëó÷àåì

Re(p)

Im(p)

0

∆p = ∆ω
n
/(ndω

0
/dp)

C

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ (C) â óðàâíåíèè (5.13) ïðè èçìåíåíèè
çíàêà Imω. Ïðè äâèæåíèè ∆ω â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü è ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ
ïîëþñîì äåéñòâèòåëüíîé îñè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äåôîðìèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû
ïîëþñ íàõîäèëñÿ âûøå êîíòóðà C

εn(ω) =1 +

∫ ∞

−∞

dνg(ν)

∆ωn − ν
− 2πig(∆ωn),

g(ν) =
Ω2
n

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0
∂∆p

δ(ν − nω′
0∆p). (5.19)

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ, íàïðèìåð, âû-
÷èñëåíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ êî-
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ëåáàíèé ïðèìåì, ÷òî Ω2
n > 0, à ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ãàóññîâî:

f0 =
1√
2πσ

exp

(
−∆p2

2σ2

)
.

Òîãäà
df0
d∆p

= − ∆p√
2πσ3

exp

(
−∆p2

2σ2

)
,

à

g(ν) = − Ω2
nν√

2πδω3
exp

(
− ν2

2δω2

)
, δω = |nω′

0|σ.

Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå Ω2
n ≫ δω2 êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
∆ωn = x− iy, |x| ≫ y.

Ïðè ýòîì ∫ ∞

−∞
dν

g(ν)

∆ωn − ν
≃ 1

(∆ωn)2

∫ ∞

−∞
dννg(ν) + iπg(x),

à äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùåå:

εn(ω) ≃ 1 +
1

(∆ωn)2

∫ ∞

−∞
dννg(ν) + iπg(x)− 2πig(x)

≃ 1− Ω2
n

∆ω2
n

+ iπ
Ω2
n√

2πδω2

x

δω
exp

(
− x2

2δω2

)
= 0. (5.20)

Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x è y ïîëó÷àåì

x = ±
√
Ω2
n

è

y =

√
π/2

2

Ω4
n

δω3
exp

(
− Ω2

n

2δω2

)
. (5.21)

Âèäíî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Ëîðåíöà, ðàçáðîñ ÷àñòîò îáðà-
ùåíèÿ ÷àñòèö ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Îä-
íàêî äëÿ ãàóññîâà (è äðóãèõ ãëàäêèõ, áûñòðîñïàäàþùèõ) ðàñïðåäåëåíèé
èìïóëüñîâ â ïó÷êå äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé çàâèñÿò îò ÷èñëà ÷à-
ñòèö â ïó÷êå. Êðîìå òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, âåëè-
÷èíû äåêðåìåíòîâ îêàçûâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàçáðîñîì ÷àñòîò îáðàùåíèÿ ÷àñòèö (δω) è âåëè÷èíîé êîãåðåíòíîãî ñäâè-
ãà ÷àñòîòû (

√
Ω2
n). Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (5.19) çàòóõàíèå
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êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïîÿâëÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ïðèñóòñòâèþ â ïó÷êå ðåçî-
íàíñíûõ ÷àñòèö, ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ êîòîðûõ ïî ôàçå ω′

0∆p ñîâïàäàåò
ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ êîãåðåíòíîãî êîëåáàíèÿ (∆ωn/n). Òàêîå çàòóõàíèå
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íàçûâàåòñÿ çàòóõàíèåì Ëàíäàó.

Êàê âèäíî èç ôîðìóë (5.19), íàéäåííûå äåêðåìåíòû êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f0 ïî èì-
ïóëüñó ÷àñòèöû

g(ν) =
Ω2
n

nω′
0 |nω′

0|

(
df0
d∆p

)
nω′

0∆p=ν

. (5.22)

Ïîýòîìó çíàê äåêðåìåíòà êîãåðåíòíîãî êîëåáàíèÿ çà ñ÷åò òàêîãî ðåçîíàíñ-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ìîäîé ìîæåò çàâèñåòü îò ôîðìû ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ
ïîïàäàåò íà ðàñòóùèé ñêëîí f0, òî äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ñòàíî-
âÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, à âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö è êîëåáàíèé ïó÷êà ïðè-
âîäèò ê àíòèçàòóõàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå âûïîëíåííî íåðàâåíñòâî |Ω2
n| ≪ δω2, îïðå-

äåëèì êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ñîãëàñíî

∆ωn = x− iy, y ≫ |x|. (5.23)

Òîãäà, âêëàä èíòåãðàëà ïî ν â (5.19) ïðåíåáðåæèìî ìàë, à äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

1 ≃ 2πig(∆ωn) ≃ −2πi
Ω2
n(x− iy)√
2πδω3

exp

(
−−y2 − 2ixy

2δω2

)
(5.24)

≃ −
√
2π

Ω2
ny

δω3
exp

(
y2

2δω2

)
exp

(
ixy

δω2

)
.

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïåðâîãî êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà

xy = πδω2, x =
πδω2

y
.

Óñëîâèå |x| ≪ y âûïîëíÿåòñÿ, åñëè çíà÷åíèÿ y âåëèêè y ≫ δω. Äåêðåìåíòû
ìîä

y = uδω (5.25)

âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèåì òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

ueu
2/2 =

1√
2π

δω2

Ω2
n

≫ 1. (5.26)
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Ðåçóëüòàò ïåðâûõ äâóõ èòåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåíüøåãî êîðíÿ çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå:

u ≃

√
2 ln

(
1√
2π

δω2

Ω2
n

− 1

2
ln

(
2 ln

(
1√
2π

δω2

Ω2
n

)))
. (5.27)

Çíà÷åíèÿ u âåëèêè â îáëàñòè |Ω2
n| ≪ δω2. Îíè ëîãàðèôìè÷åñêè çàâèñÿò

îò ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå. Êàê è â ïðåäûäóùåé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, çàòó-
õàíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö.
Îäíàêî â îáëàñòè |Ω2

n| ≪ δω2 øèðèíû ðåçîíàíñîâ âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ
çíà÷åíèåì êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû.

Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f0 èìååò ïîëþñû (íàïðèìåð, ðàñïðåäåëå-
íèå Ëîðåíöà), òî ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ
íå äîëæåí ïåðåñåêàòü ýòèõ ïîëþñîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîëþñíûõ
îñîáåííîñòåé ó εn(ω).

Õàðàêòåð ðåøåíèé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (5.15) ñóùåñòâåííî çàâè-
ñèò îò õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè èìïåäàíñà Zn îò ω, à òàêæå îò ñîîòíîøåíèÿ
âåëè÷èíû êîãåðåíòíîãî ñäâèãà (|Ω2

n|) è ÷àñòîòû îáðàùåíèÿ. Ïî ïðè÷èíàì,
êîòîðûå ìû îáñóäèì ïîçäíåå, îáû÷íî ïðèíèìàþò |Ωn| ≪ ω0. Òîãäà ìîæíî
óêàçàòü äâà âàæíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà èññëåäîâàíèå ðåøåíèé (5.15) ñóùåñòâåí-
íî óïðîùàåòñÿ. Ýòî, âî ïåðâûõ, ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ ïó÷êà ñ íèçêîäîá-
ðîòíûì îêðóæåíèåì, êîãäà ïðè ðåøåíèè (5.15) â Zn(ω) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
îòëè÷èåì ω îò nω0. Âî âòîðûõ, ýòî ñëó÷àé ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
êîãäà íàîáîðîò çàâèñèìîñòü Zn îò ∆ωn ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ñóùå-
ñòâåííûõ. Åñëè õàðàêòåðèçîâàòü äîáðîòíîñòü ýëåìåíòà âåëè÷èíîé äåêðå-
ìåíòà çàòóõàíèÿ λk, òî ñëó÷àþ ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóåò
îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ãäå |Ωn(nω0)| ≫ λk.

5.3. Ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé íåðåçîíàíñíîé çàâèñèìîñòè èìïå-
äàíñà ñâÿçè îò ÷àñòîòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì ìû çàìåíèì ω â
àðãóìåíòå Zn(ω) íà nω0 è ïîòîìó, íèæå âìåñòî Zn(ω), áóäåì ïèñàòü Zn.
Ïîñêîëüêó Zn îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé, äëÿ δ-îáðàçíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ â ïó÷êå, ñîãëàñíî (5.16), îäíà èç ìîä êîëåáàíèé
îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü çàâåäîìî áóäåò ïîäàâëÿòü-
ñÿ ðàçáðîñîì ÷àñòîò â ïó÷êå (çàòóõàíèåì Ëàíäàó), åñëè âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

1 >

∣∣∣∣ Ω2
n

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p

∣∣∣∣ , (5.28)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå âîîáùå íå èìååò êîðíåé â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωn.
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Äëÿ êîëîêîëîîáðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ øèðèíîé ∆ (f ′0 ∝ ∆p/∆, ïðè
|∆p| ≪ ∆) ìû ìîæåì îöåíèòü èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (5.28) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïîñêîëüêó∣∣∣∣∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0
∂∆p

∫ ∞

0

dseis(∆ωn−nω′
0∆p)

∣∣∣∣ , Imω > 0,

ïèøåì∣∣∣∣∫ ∞

−∞

d∆p∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p

∣∣∣∣ ≤ lim
δ→0

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0
∂∆p

∫ ∞

0

dse−is(nω
′
0∆p−iδ)

∣∣∣∣ (5.29)

≤
∣∣∣∣ 1

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆p

∣∣∣∣ .
Îïðåäåëèâ òåïåðü ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â ïó÷êå (∆) ðàâåíñòâîì∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆p
=

1

∆2
,

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (5.29) â âèäå (δω = |ω′
0|∆)∣∣∣∣ Ω2

n

nω′
0

∫ ∞

−∞

d∆p∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p

∣∣∣∣ ≤ |Ω2
n|

n2δω
.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (5.28) áóäåò çàâåäîìî ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîë-
íåíèè áîëåå ñëàáîãî íåðàâåíñòâà:

|Ω2
n| ≤ (nδω)2, (5.30)

èëè

|Zn/n| ≤
pv|αp|
eIb

∆2

p2
, (5.31)

Ib =
Neω0

2π
, αp =

1

γ2
− α.

Ýòî óïðîùåííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íîñèò íàçâàíèå Z/n-êðèòåðèÿ (èëè
êðèòåðèÿ Êàéëà-Øíåëëÿ [8]). Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (5.31) ïîðîãîâûå çíà-
÷åíèÿ èìïåäàíñà (ëèáî òîêà ïó÷êà Ib) êâàäðàòè÷íî çàâèñÿò îò ðàçáðîñà èì-
ïóëüñîâ â ïó÷êå ∆ è ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ äî êðèòè÷åñêîé
ýíåðãèè êîëüöà.

Îáû÷íî, êîðíè (5.15) äîëæíû íàõîäèòüñÿ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ (ïðèìåðû òàêèõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî íàéòè â [6]). Âìåñòå ñ òåì,
äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòî âàæíî çíàòü íå ñàìè êîðíè, à óñëîâèÿ, êîãäà ýòî
óðàâíåíèå âîîáùå íå èìååò êîðíåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé
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ïåðåìåííîé ω. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ãðàíèöû îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè, òî-åñòü êðèâîé â ïëîñêîñòè (ReΩ2

n, ImΩ2
n), èëè (Z

′
n, Z

′′
n), êî-

òîðàÿ îòäåëÿåò îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, îò îáëàñòè,
êîòîðàÿ âîîáùå íå ñîäåðæèò íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ
òàêîé ãðàíè÷íîé êðèâîé, ðàçìåùàåìûå íà çàìêíóòîé îðáèòå ýëåêòðîäû
äîëæíû ïðîåêòèðîâàòüñÿ òàê, ÷òîáû âíîñèìàÿ èìè âåëè÷èíà èìïåäàíñà
ñâÿçè ñ ïó÷êîì ïîïàäàëà âíóòðü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Òàêàÿ êðèâàÿ ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (5.13) óñòðåì-
ëåíèåì ω ê äåéñòâèòåëüíîé îñè

1

Ω2
n

= − 1

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p+ i0

,

èëè, íîðìèðóÿ Ωn íà ðàçáðîñ ÷àñòîò â ïó÷êå,

1

ζ
= −P(∆ωn) + iJ(∆ωn), ζ =

Ω2
n

n2δω2
. (5.32)

Çäåñü

P(∆ωn) =nω
′
0∆

2 −
∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p

,

J(∆ωn) =πnω
′
0∆

2

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0
∂∆p

δ(∆ωn − nω′
0∆p). (5.33)

Îòäåëèâ â (5.32) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè (ζ = ζ ′ + iζ ′′), ïîëó÷èì

ζ ′ =− P(∆ωn)

P2(∆ωn) + J2(∆ωn)
,

ζ ′′ =− J(∆ωn)

P2(∆ωn) + J2(∆ωn)
. (5.34)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ êîëîêîëîîáðàçíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëü-
ñîâ â ïó÷êå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà P(0) = 1 è J(0) = 0, à òàêæå, ÷òî
ïðè àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ∆ωn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (ñì.
òàêæå íà ðèñ. 4)

P(∆ωn) ≃
n2δω

∆ω2
n

≫ |J(∆ωn)|, |∆ωn| ≫ δω,

íàõîäèì, ÷òî âñÿ ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ (5.34) ðàñïîëîæåíà ñïðàâà îò âåðòè-
êàëüíîé ïðÿìîé ζ ′ = −1 (ðèñ. 5). Èçó÷åíèå õîäà êðèâûõ íà ðèñ. 5 ïîêàçû-
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-4 -2 0 2 4
-1.2

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

P(∆ω
n
)

J(∆ω
n
)

 

∆ω
n
/(|n|δω)

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ôóíêöèé P è J â óðàâíåíèè 5.33 îò ÷àñòîòû (∆ωn). Ðàñïðå-
äåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ãàóññîâî

âàåò, ÷òî òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ Z/n-êðèòåðèÿ ñóùåñòâåííî ñóæàåò ãðà-
íèöû äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èìïåäàíñà ñâÿçè. Ýòî óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ
îñîáåííî ÿâíûì â îáëàñòè, ãäå ζ ′ > 0.

Ïîëîæåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íîé êðèâîé ìîæ-
íî óñòàíîâèòü âû÷èñëåíèåì äåêðåìåíòîâ êîëåáàíèé â îêîëîïîðîãîâîé îá-
ëàñòè. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðÿìî íà ïîðîãå íåóñòîé÷èâîñòè äèñïåðñè-
îííîå óðàâíåíèå (ε(N,∆ωn) = 0) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ êîãåðåíòíîãî ñäâè-
ãà ÷àñòîòû (∆ωth) è ïîðîãîâîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå (Nth). Ðàçëàãàÿ ε â
îêîëîïîðîãîâîé îáëàñòè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì îòêëîíåíèé ∆N = N − Nth è
x = ∆ωn −∆ωth, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå(

∂ε

∂N

)
th

∆N +

(
∂ε

∂ω

)
th

x = 0, |∆N | ≪ Nth, |x| ≪ |∆ωth|. (5.35)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ïîðîãå íåóñòîé÷èâîñòè(
∂ε

∂N

)
th

= − 1

Nth

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (5.35) â âèäå

−∆N

Nth
+ x

(
∂ε

∂ω

)
th

= 0.

Òàêèì îáðàçîì,

x =
∆N

Nth

1(
∂ε

∂ω

)
th

, (5.36)
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-1
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(ζ

)

Re(ζ)

Ðèñ. 5. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñ-
ãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â
ïó÷êå, ïóíêòèð � îáëàñòü âûïîëíåíèÿ Z/n-êðèòåðèÿ; ζ = Ω2

n/(n∆ω)2

à äåêðåìåíò êîëåáàíèÿ ðàâåí (ε = ε′ + iε′′)

δ = −Imx = −
(
1− N

Nth

)
(∂ε′′/∂ω)th
|(∂ε/∂ω)th|2

. (5.37)

Ïîëîæåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè óêàçûâàåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ δ > 0.

5.4. Äâóõïîòîêîâûå íåóñòîé÷èâîñòè

Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â íà-
êîïèòåëå ìîæåò ïîòðåáîâàòü àíàëèçà ñïåêòðîâ êîëåáàíèé äëÿ ñëó÷àåâ, â
êîòîðûõ ÷àñòèöû ñîáðàíû â äâà, èëè áîëåå ïó÷êîâ. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò
áûòü çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ïó÷êà è âòîðè÷íûõ çàðÿäîâ, êîòî-
ðûå îáðàçóþòñÿ ïðè äâèæåíèè íàêàïëèâàåìûõ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé
îðáèòû. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ïó÷êîâ ìîæåò ðåàãèðîâàòü íà íàâåäåííûå
ïîëÿ îñòàëüíûõ, îäíîâðåìåííîå ïðèñóòñòâèå íà îðáèòå íåñêîëüêèõ ïó÷êîâ
èçìåíÿåò äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è òåì èçìåíÿåò
èõ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîãî èçìåíåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ íàêîïëåííîãî ïó÷êà ïî èìïóëüñàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé

f0(∆p) =
P (∆p+∆p0) + P (∆p−∆p0)

2
, (5.38)

34

www.phys.nsu.ru



â êîòîðîé ôóíêöèè P (∆p±∆p0) íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó∫ ∞

−∞
d∆pP (∆p±∆p0) = 1,

à ïàðàìåòð∆p0 çàäàåò ðàçëè÷èå ñðåäíèõ çíà÷åíèé èìïóëüñîâ â ïó÷êàõ. Ñî-
ãëàñíî ôîðìóëå (5.38) ïó÷îê ñ ðàñïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ f0(∆p) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äâà ïîòîêà, äâèæóùèõñÿ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ñ ôàçîâûìè
ñêîðîñòÿìè ±ω′

0∆p0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ òàêî-
ãî ïó÷êà ïðèíÿòî íàçûâàòü äâóõïîòîêîâûìè. Ìû èçó÷èì îòëè÷èÿ óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ äâóõïîòîêîâûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò òåõ,
êîòîðûå ïîëó÷àëèñü äëÿ îäíîïîòîêîâûõ ïó÷êîâ.

Â îáëàñòè Im∆ωn > 0 ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (5.13), êîòîðîå
òåïåðü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

1 = − Ω2

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂P/∂∆p

∆ωn + b− nω′
0∆p

(5.39)

− Ω2

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂P/∂∆p

∆ωn − b− nω′
0∆p

,

ãäå

Ω2 =
Ω2
n

2
= n2

Ne2ω0ω
′
0

2Π

(
− iZn

n

)
, (5.40)

N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ïó÷êå, à b = nω′
0∆p0. Ïîëó÷èì ñíà÷àëà ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (5.39) äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîòîêîâ P (∆p) = δ(∆p). Â òàêîì
ñëó÷àå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (5.39) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå:

1 =
Ω2

(∆ωn − b)2
+

Ω2

(∆ωn + b)2
. (5.41)

Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî Ω2 > 0. Òîãäà, îáîçíà÷èâ â ýòîì óðàâíåíèè

x =
∆ωn
Ω

, z =
b2

Ω2
, (5.42)

ïåðåïèøåì åãî â âèäå

1 =
1

(x−
√
z)2

+
1

(x+
√
z)2

,

èëè
(u− z)

2 − 2(u+ z) = 0, u = x2. (5.43)
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ

u1 = 1 + z +
√
1 + 4z (5.44)

è
u2 = 1 + z −

√
1 + 4z. (5.45)

Ïîñêîëüêó u = x2, èìååòñÿ 4 ñîáñòâåííûå ìîäû êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè

∆ω(1)
n = ±Ω

√
u1, ∆ω

(2)
n = ±Ω

√
u2. (5.46)

Åñëè Ω2 ïîëîæèòåëüíî, òî u1 òàêæå ïîëîæèòåëüíî. Ïîýòîìó ìîäû ñ ÷àñòî-
òàìè∆ω

(1)
n óñòîé÷èâû, à èõ àìïëèòóäû íå íàðàñòàþò âî âðåìåíè. Âåëè÷èíà

u2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ëèøü ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà z > 2, èëè

|b| >
√
2Ω2. (5.47)

Åñëè æå óñëîâèå (5.47) íàðóøåíî (|b| <
√
2Ω2), òî âåëè÷èíà u2 ñòàíîâèòñÿ

îòðèöàòåëüíîé, à ìîäà ñ ÷àñòîòîé Ω
√
u2 � íåóñòîé÷èâîé. Â îäíîïîòîêî-

âîì ïó÷êå (∆p0 = 0) òàêîé íåóñòîé÷èâîñòè íåò. Ïðè÷èíîé äâóõïîòîêîâîé
íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïîòîêîâ, îïè-
ñûâàåìàÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì (5.41).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ â äâóõïîòîêîâîì ïó÷êå ÿâëÿåòñÿ
äâóãîðáîé êðèâîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, äåéñòâèå ðàçáðîñà ÷àñòîò îáðàùåíèÿ
÷àñòèö â òàêîì ïó÷êå ìîæåò âûçûâàòü êàê çàòóõàíèå, òàê è àíòèçàòóõà-
íèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. ×òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ âû÷èñëå-
íèé, ìû ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äâóõïîòîêîâîãî ïó÷êà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëî-
æèì, ÷òî

P (∆p) =
1√
2πσ

exp

(
−∆p2

2σ2

)
. (5.48)

Òîãäà èíòåãðàëû ïî ∆p â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.39) âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç èíòåãðàëû âåðîÿòíîñòè (íàïðèìåð, â [6]). Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ýòèõ
èíòåãðàëîâ çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà y = b/|n|δω, ãäå δω = |ω′

0|σ
� ðàçáðîñ ÷àñòîò îáðàùåíèÿ â ïó÷êå. Òàê, â îáëàñòè 0 ≤ y ≤ 1 ôîðìà
ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íàïîìèíàåò âû÷èñ-
ëåííóþ äëÿ îäíîïîòîêîâîãî ïó÷êà (íàïðèìåð, ñïëîøíûå ëèíèè íà ðèñ. 5
è ðèñ. 6) Äëÿ ñðàâíèâàåìûõ êðèâûõ ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â íåêî-
òîðîì óøèðåíèè (äëÿ y = 0.9) îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âäîëü îñè Imζ è â
îáëàñòè Reζ < 0.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå âåëè÷èíû ïàðàìåòðà y, íàïðèìåð, â îáëàñòü
1 ≤ y < 1.4 ïðèâîäèò äåôîðìàöèè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ïîêàçàííîé íà
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Ðèñ. 6. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äâóõ-
ïîòîêîâîãî ïó÷êà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïîòî-
êàõ, y = 0.9, ïóíêòèð � ëèíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
Im(∆ωn) = |n|δω × 0.05

ðèñ. 7. Èìåííî, ó ãðàíè÷íîé ëèíèè ïîÿâëÿåòñÿ ñàìîïåðåñå÷åíèå. Ïîýòî-
ìó ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ âûäåëÿåò â ïëîñêîñòè ζ äâå îáëàñòè, êîòîðûå îáî-
çíà÷åíû íà ðèñ. 7 áóêâàìè A è B. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûÿñíåíèÿ ïîëîæåíèÿ
îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíà ëèíèÿ êîðíåé äèñ-
ïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ìíèìàÿ ÷àñòü ∆ωn èìååò ìàëîå, íî
íåíóëåâîå, ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå (ïóíêòèð). Ýòè êîðíè ñîîòâåòñòâóþò
íåóñòîé÷èâûì êîãåðåíòíûì êîëåáàíèÿì. Ïîýòîìó îíè íå äîëæíû ïîïà-
äàòü âíóòðü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû
Im(∆ωn) ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7 ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíè÷íîé êðèâîé
èç âíóòðåííåé ÷àñòè â îáëàñòè B, è èç íàðóæíåé ÷àñòè îáëàñòè, ñîïðÿæåí-
íîé ñ îáëàñòüþ A. Óâåëè÷èâàÿ âåëè÷èíó Im∆ωn, ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëü-
íûå ëèíèè íà ýòîì ðèñóíêå (íàïðèìåð, îêðóæíîñòè è êâàäðàòû íà ðèñ. 7).
Ïîëîæåíèÿ ýòèõ ëèíèé ÿñíî óêàçûâàþò, ÷òî åäèíñòâåííîé îáëàñòüþ, ñî-
äåðæàùåé òîëüêî óñòîé÷èâûå ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (Im∆ωn < 0),
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü A.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà y (íàïðèìåð, y ≥ 1.4) ïðèâîäèò ê ïå-
ðåõîäó îáëàñòè B, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 7, òàê, ÷òî áîëüøàÿ åå ÷àñòü íà÷èíàåò
ðàñïîëàãàòüñÿ â îáëàñòè Re(ζ) > 0 (ðèñ. 8). Äîñòðàèâàÿ íà ýòîì ðèñóíêå
ëèíèþ êîðíåé ñ Im(∆ωn) = |n|δω × 0.01, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî èñòèííàÿ
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñîâïàäàåò
ñ êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîì, îáîçíà÷åííîì íà ðèñ. 8 áóêâàìè ABCD.

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà y ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñòàíîâÿòñÿ ìåíåå âû-
ðàæåííûìè (íàïðèìåð, ðèñ. 9, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), à ôîðìà ãðàíè÷íîé êðè-

37

www.phys.nsu.ru



-30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

B A

Im
(ζ

)

Re(ζ)

Ðèñ. 7. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 6. íî y = 1.25, ïóíêòèð � ëèíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ Im(∆ωn) = |n|δω×0.025, êâàäðàòû � 2|n|δω, îêðóæíîñòè
� 4|n|δω

âîé ïðèáëèæàåòñÿ ê òîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äëÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
îäíîïîòîêîâîãî ïó÷êà (ïóíêòèðíàÿ ëèíèè íà ðèñ. 9). Îòìåòèì, ÷òî äàæå
äëÿ y = 10 øèðèíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äâóõïîòîêîâîãî ïó÷êà ïðèìåðíî
â äâà ðàçà ïðåâûøàþò øèðèíû îäíîïîòîêîâîãî. Âîîáùå, óâåëè÷åíèå ÷èñ-
ëà ïîòîêîâ â ïó÷êå óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðàíè÷íîé êðèâîé.
Íàðóøåíèå ñèììåòðèè çàïîëíåíèÿ ïîòîêîâ ÷àñòèöàìè ïó÷êà ìîæåò íàðó-
øàòü ñèììåòðèþ ãðàíè÷íîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà Im(∆ωn).

6. Çàäà÷è ê Ãëàâå 2

1. Ó÷èòûâàÿ âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö, âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè ãàðìîíèê ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f(θ,∆p) = δ(θ)
∆/π

∆2 +∆p2
,

f(θ,∆p) =
δ(θ)

2∆

 1, |∆p| ≤ ∆,

0, |∆p| > ∆,

f(θ,∆p) =
δ(θ)

(2π)1/2∆
exp

(
−∆p2

2∆2

)
.

2. Ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåíèåì ëîêàëüíîãî íàâåäåííîãî ïîëÿ, óðàâíåíè-
åì Âëàñîâà è óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà íàéòè äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
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Ðèñ. 8. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 6. íî y = 1.4, ïóíêòèð � ëèíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ Im(∆ωn) = |n|δω × 0.01
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Ðèñ. 9. Ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ
äâóõïîòîêîâîãî ïó÷êà (y = 10, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è äëÿ ïó÷êà ñ y = 0 (ïóíêòèð)

íåóñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû, íå ïðåäïîëàãàÿ ìàëîñòü ðàäèóñà
ïó÷êà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì âàêóóìíîé êàìåðû.

3. Ïðèíÿâ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ãàóññîâî

f(∆p) =
1

(2π)1/2∆
exp

(
−∆p2

2∆2

)
âû÷èñëèòü èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû â íàäïîðîãî-
âîé îáëàñòè. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü èíêðåìåíòà îò ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå.

4. Óñòàíîâèòü, ÷òî îõëàæäåíèå íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà íå âëèÿåò íà
âåëè÷èíó ïîðîãîâîãî òîêà íåóñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû. Ïî÷åìó?
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5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà çàìêíóòîé îðáèòå, íà àçèìóòå θ = 0 ðàñïîëî-
æåí óñêîðÿþùèé çàçîð, â êîòîðîì âîçáóæäåíî Â×-ïîëå

E(θ, t) = δ(θ)V sinΩt/R0.

Åñëè âåëè÷èíà íàïðÿæåíèÿ V íåâåëèêà, òî èçìåðÿÿ èíòåãðàëüíûì ïèêàï-
ýëåêòðîäîì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà (ñì. ðèñó-
íîê), ìîæíî èçó÷àòü åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïó÷îê
âçàèìîäåéñòâóåò ñ ãëàäêîé, èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé âàêóóìíîé êàìåðîé, âû-
÷èñëèòü ðåçîíàíñíóþ êðèâóþ ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Ne

p-u

Vsin(Ωt)

Ê çàäà÷å 5

6. Ïîëüçóÿñü ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Ëåîíòîâè÷à:

Ez =

(
−iω
4πσ

)1/2

Hϕ

âû÷èñëèòü ïîïðàâêó ê èìïåäàíñó ãëàäêîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé âàêóóì-
íîé êàìåðû êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Çäåñü àìïëèòóäû ãàðìîíèê ïîëåé âû÷èñ-
ëÿþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà, ω � ÷àñòîòà, σ � ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà
êàìåðû.

7. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðàíèöåé îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëîðåíöåâà ðàñïðå-
äåëåíèÿ èìïóëüñîâ â ïó÷êå

f(∆p) =
∆/π

∆2 +∆p2

ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà.
8. Ïðÿìîóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ìîæåò ìîäåëèðî-

âàòüñÿ âûðàæåíèåì (ñì. ðèñóíîê ê çàäà÷å)

f =
1

2π∆

[
arctan

(
∆p+∆

δ

)
− arctan

(
∆p−∆

δ

)]
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∆p/∆

f(∆p)

Ê çàäà÷å 8

Íàéòè óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ; ïðîàíàëèçèðîâàòü èçìåíåíèå ôîðìû ãðàíè÷íîé êðèâîé ïðè óìåíüøå-
íèè øèðèíû δ; âû÷èñëèòü äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó.

9. Ïîñòðîèòü ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïó÷êà, ñâÿçàííîãî ñ
âàêóóìíîé êàìåðîé ïîñðåäñòâîì èìïåäàíñà

Z = inZ0 +
dZ1

d∆p
∆p.

Ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ãàóññîâî

f(∆p) =
1

(2π)1/2σ
exp

(
−∆p2

2σ2

)
.

Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñïåêòð êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷-
êà.

10. Ïðîäîëüíû êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà ìîæ-
íî ïîäàâëÿòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåì îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû
äëÿ ïîäàâëåíèÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Ñ ïèêàï-
ýëåêòðîäà, ðàñïîëîæåííîãî â ìåñòå ñ íåíóëåâîé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèåé,
êîãåðåíòíûé ñèãíàë, ïðîïîðöèîíàëüíûé ðàäèàëüíîìó äèïîëüíîìó ìîìåí-
òó ïó÷êà, ÷åðåç øèðîêîïîëîñíûé óñèëèòåëü ïîäàåòñÿ íà óñêîðÿþùèé çàçîð,
ðàñïîëîæåííûé â ìåñòå ñ íóëåâîé äèñïåðñèîííîé ôóíêöèåé. Ñ÷èòàÿ, ÷òî
Ôóðüå-ãàðìîíèêè óñêîðÿþùåãî íàïðÿæåíèÿ ðàâíû

Eω(θ) = −δT (θ − θk)κ(ω)

∫ ∞

−∞
d∆p∆pfω(∆p, θ = 0),

ãäå

δT (θ) =
∞∑

n=−∞

einθ

2π
,
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κ(ω)

p-u

Ne
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è ÷òî κ(ω) = κeiωτ , à âðåìÿ çàäåðæêè â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè âûáðàíî òàê,
÷òî θk = ωsτ , ïîëó÷èòü óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Çäåñü θk àçèìóòàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïèêàï ñòàíöèåé è óñêîðÿþùèì çàçîðîì. Âëèÿíèåì ðàçáðîñà ÷àñòîò
ïðåíåáðå÷ü.

11. Èìïåäàíñ ñâÿçè ïó÷êà ñ ðåçîíàòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Z(ω) =
Zk

1 + iQk

(
ωk
ω

− ω

ωk

) ,
ãäå Zk òàê íàçûâàåìîå øóíòîâîå ñîïðîòèâëåíèå ðåçîíàòîðà, ωk � ðåçîíàíñ-
íàÿ ÷àñòîòà, à Qk � äîáðîòíîñòü ðåçîíàòîðà. Âûÿñíèòü óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè âûñîêèõ (n > ωk/ω0) è íèçêèõ (n < ωk/ω0) ãàðìîíèê ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîãî ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ òàêèì ðåçîíàòîðîì. Îáúÿñíèòü
ðàçëè÷èå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

12. Âû÷èñëèòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå Ω2
n > 0 äëÿ ïó÷êà, ñîñòîÿùåãî èç

òðåõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîòîêîâ:

f0(∆p) =
1

3
(δ(∆p+∆p0) + δ(∆p) + δ(∆p−∆p0)) .

13. Âû÷èñëèòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå Ω2
n > 0 äëÿ ïó÷êà, ñîñòîÿùåãî èç 2M

ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîòîêîâ:

f0(∆p) =
1

2M

M∑
k=−M

δ(∆p− k∆p0).
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14. Èçó÷èòü ïîâåäåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äâóõïîòîêîâîãî ïó÷êà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ:

f0(∆p) =
1

2π

[
∆

(∆p+∆p0)2 +∆2
+

∆

(∆p−∆p0)2 +∆2

]
.

15. Íà ðàññòîÿíèÿõ, ìåíüøèõ ðàäèóñà âàêóóìíîé êàìåðû, èîíû (çà-
ðÿä Qe) âçàèìîäåéñòâóþò ïî çàêîíó Êóëîíà. Â ïðèáëèæåíèè ñãëàæåííîé
ôîêóñèðîâêè èçó÷èòü óñòîé÷èâîñòü ìàëûõ êîëåáàíèé èîíîâ â íåñãðóïïè-
ðîâàííîì ïó÷êå ïðè èõ ýêâèäèñòàíòíîì ðàñïðåäåëåíèè âäîëü çàìêíóòîé
îðáèòû.

Ïðîäîëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó èîíàìè â ïó÷êå d = Π/N âåëèêî ïî
ñðàâíåíèþ ñ èõ âåðòèêàëüíûìè ym, ãîðèçîíòàëüíûìè xm è ïðîäîëüíû-
ìè sm = vt − md (m = 1, . . . , N) ñìåùåíèÿìè îò çàìêíóòîé îðáèòû è îò
óçëîâûõ òî÷åê md. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè êî-
ëåáàíèé èîíîâ â íåñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå, ëèíåàðèçîâàííûìè ïî ym, xm
è sm âáëèçè çàìêíóòîé îðáèòû:

y′′m + ν2yym =
(Qe)2

Mω2
0d

3

∑
m̸=n

ym − yn
|m− n|3

,

x′′m + ν2xxm = R
∆pm
p

+
(Qe)2

Mω2
0d

3

∑
m̸=n

xm − xn
|m− n|3

,

∆pm
p

′
= − 2

R

(Qe)2

Mω2
0d

3

∑
m̸=n

sm − sn
|m− n|3

, s′m = −xm +R
∆pm
γ2p

.

Çäåñü R � ðàäèóñ êðèâèçíû îðáèòû. Ïðîñëåäèòü ñâÿçü ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è
ñ îïèñàíèåì íåóñòîé÷èâîñòè îòðèöàòåëüíîé ìàññû.
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Ãëàâà 3.

Îáùåå èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ïó÷êà â íàêîïèòåëå (ß.Ñ. Äåðáåíåâ, Í.Ñ. Äèêàíñêèé 1969 [9]).

7. Óðàâíåíèå Âëàñîâà

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîãåðåíòíûå êî-
ëåáàíèÿ ðàçâèâàþòñÿ íàìíîãî áûñòðåå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Êàê óæå
ãîâîðèëîñü, â ýòèõ óñëîâèÿõ ýâîëþöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ïîä-
÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Âëàñîâà:

∂f

∂t
+ [H, f ] = 0, (7.1)

ãäå [H, f ] � ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèé H è f , H � ãàìèëüòîíèàí, ãåíåðè-
ðóþùèé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ïó÷êà. Â
îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ H îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

H = H0 − L = H0 −
1

c
vA+ eA0. (7.2)

Çäåñü H0 � ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé íåâîçìóùåííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö
âáëèçè çàìêíóòîé îðáèòû, à A è A0 � âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû
íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé:

E = −1

c

∂A

∂t
−∇A0, H = rotA.
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàëû óäîâëåòâîðÿþò êàëèá-
ðîâî÷íîìó óñëîâèþ Ëîðåíöà

divA+
1

c

∂A0

∂t
= 0.

Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
A0(r, t) = −4πNe

∫
d3pf, (7.3)(

∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
A(r, t) = −4πNe

∫
d3p

v

c
f.

Â ïðåíåáðåæåíèè äåéñòâèåì íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂f

∂t
+ ω(I)

∂f

∂ψ
= 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(I,ψ, t) = f1[ψ − ω(I)t]f2(I).

Ôóíêöèè f1 è f2 íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé: f1f2 = f(I,ψ, t = 0).
Ãàðìîíèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f ïî ôàçàì êîëåáàíèé ÷àñòèö îñöèë-
ëÿòîðíî çàâèñÿò îò âðåìåíè. Àìïëèòóäû òàêèõ êîëåáàíèé íå íàðàñòà-
þò è íå çàòóõàþò ñ ðîñòîì t. Âìåñòå ñ òåì, ñðåäíèå îò ïðîèçâåäåíèé
Qm,α = I

|mα|/2
α exp(imψ) çàâèñÿò îò âðåìåíè ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì

⟨Qm,α⟩(t) =
∫

dIdψ

(2π)3
Qm,αf = (f1)m

∫
dIf2(I)I

|mα|/2
α exp(−imωt).

Äëÿ âñåõ ãàðìîíèê f , çà èñêëþ÷åíèåì íóëåâîé, ìîìåíòû ⟨Qm,α⟩(t) òàêæå
îñöèëëÿòîðíî çàâèñÿò îò âðåìåíè, à èõ àìïëèòóäû, â ñðåäíåì, çàòóõàþò
ñ ðîñòîì t. Ýòè âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìóëüòèïîëè ðàñïðåäåëåíèÿ
f â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îíè îïèñûâàþò ñòàöèîíàðíûå êîãåðåíòíûå êî-
ëåáàíèÿ ïó÷êà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà, íå
ñîâåðøàþùåãî êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, íå çàâèñèò îò ôàç êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö ψ è âðåìåíè (f → f0(I)). Íèæå ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ñîñòîÿíèÿ
ñòàöèîíàðíûìè.

Äåéñòâèå íà ÷àñòèöû íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé ìîæåò ïðèâîäèòü ê
íåñòàöèîíàðíûì çàâèñèìîñòÿì îò âðåìåíè ãàðìîíèê f . Â ýòîé ñâÿçè, íà-
ïðèìåð, ïèøóò:

f(I,ψ, t) = f0(I) + f̃(I,ψ, t), (7.4)
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ãäå I, ψ � ïåðåìåííûå äåéñòâèå-ôàçà íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé ïîëÿ ïîòåíöèàëû A è A0 òàêæå ïðåä-

ñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

(A, A0) = (A, A0)0 + (Ã, Ã0). (7.5)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïó÷êà ñ íàâåäåííûìè ïîëÿ-
ìè (L) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ

L = L0 + L̃.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå (L0) îïèñûâàåò âîçìóùåíèå ÷àñòèö ñòàöèîíàðíûì òîêîì
è ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ïó÷êà. Â ñèëó öèêëè÷íîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö âåëè÷è-
íà L0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ôàç (ψ) è àçèìóòà θ. Îíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå:

L0 =
∑
m,n

(L0)mn exp(imψ + inθ). (7.6)

Ïðè ýòîì, åñëè ðàáî÷àÿ òî÷êà ïî ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ÷àñòèö ïðèáëèæåíà
ê ëèíèÿì ìàøèííûõ ðåçîíàíñîâ:

mν + n ≃ 0, (7.7)

òî ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ

İα =
∂L

∂ψα
, ψ̇α =

∂H

∂Iα
= ωα − ∂L

∂Iα
. (7.8)

ñëàãàåìîå L0, âîîáùå ãîâîðÿ, âûçûâàåò ñèñòåìàòè÷åñêîå èçìåíåíèå f0, êî-
òîðîå áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ â ìîäóëÿöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö, à òàêæå
â çàõâàòå ÷àñòèö ïó÷êà â ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè àâòîôàçèðîâêè. Íèæå
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàáî÷àÿ òî÷êà íàîáîðîò óäàëåíà îò ìàøèííûõ ðå-
çîíàíñîâ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé
âñå ñëàãàåìûå â L0 ñ m ̸= 0 è ñ n ̸= 0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áûñòðîîñ-
öèëëèðóþùèå ôóíêöèè âðåìåíè. Îíè âûçûâàþò ïîÿâëåíèå ó f0 ñòîëü æå
áûñòðîîñöèëëèðóþùåé äîáàâêè, àìïëèòóäà êîòîðîé ìàëà. Ñèñòåìàòè÷å-
ñêîå èçìåíåíèå f0 âûçûâàåò ñëàãàåìîå (L0)0,0, êîòîðîå ñîãëàñíî (7.8) îïðå-
äåëÿåò ñäâèãè ÷àñòîò ωα çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè
ýëåìåíòàìè êàìåðû

ωα → ωα − ∂(L0)0,0
∂Iα

.

Ñ÷èòàÿ ÷òî ýòè ñäâèãè óæå ó÷òåíû â ωα è èìåÿ â âèäó ðåøåíèå (7.1) â
ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü H â âèäå

H = H1 − L̃, H1 = H0 − (L0)0,0. (7.9)
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Åñëè õàðàêòåðèñòèêè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ (f0, A0 è A0) çàäàíû,
ðåøåíèå óðàâíåíèé (7.1) è (7.3) áîëåå èëè ìåíåå óïðîùàåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü ïî îòêëîíåíèÿì îò ñòàöèîíàð-
íûõ çíà÷åíèé. Â ýòîé ñâÿçè ìîãóò ðåøàòüñÿ äâà êðóãà çàäà÷. Âî-ïåðâûõ,
ýòî çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ìàëûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, êîãäà ìàëîñòü
îòêëîíåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïî óñëîâèþ. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè òàêèõ
ðàñ÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé, âåëè÷èíû ïîðîãîâûõ
òîêîâ ïó÷êà, âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò è äåêðåìåíòîâ êîëåáà-
íèé. Ðåøåíèå ýòîãî êðóãà çàäà÷ íå òðåáóåò çíàíèÿ íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé.

Âî-âòîðûõ, ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Âëàñîâà ìîãóò, êîíå÷-
íî, ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå, ïîìèìî çíàíèÿ ñïåêòðîâ êîëåáàíèé, íåîáõîäèìî âû÷èñëåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Ãðèíà:

f(Γ, t) =

∫
dΓ′R(Γ,Γ′, t)f(Γ′, t = 0).

Îáû÷íî òàêîå îïèñàíèå ñïðàâåäëèâî ëèøü íà îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ
âðåìåíè, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (7.3) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Ãðèíà ýòèõ óðàâ-
íåíèé (α, β = x, y, c)

A0(r, t) =

∫ ∞

0

dτ

∫
dΓ2G00(r1, r2, τ)f(Γ2, t− τ), (7.10)

Aα(r, t) =

∫ ∞

0

dτ

∫
dΓ2

v
(2)
β

c
Gαβ(r1, r2, τ)f(Γ2, t− τ).

Îïðåäåëèâ

G(1, 2, τ) = G00(1, 2, τ)−
v
(1)
α v

(2)
β

c2
Gαβ(1, 2, τ), (7.11)

ìû ìîæåì çàïèñàòü

L̃ = Ne2
∫
dΓ2

∫ ∞

0

dτG(1, 2, τ)f̃(2, t− τ). (7.12)

Òîãäà, ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå äëÿ f̃ èìååò âèä

∂f̃

∂t
+ ω

∂f̃

∂ψ
+
∂L̃

∂ψ

∂f0
∂I

= 0. (7.13)

Â ñèëó öèêëè÷íîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû çàâèñè-
ìîñòü ôóíêöèè L̃ îò âðåìåíè âñåãäà ñîäåðæèò ìîäóëÿöèè ñ ïåðèîäîì T0.
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Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.13) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ðÿ-
äàìè:

f̃ = e−iωt
∑
m,n

fωm,n(I)e
imψ+inω0t.

Ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ einω0t, ïîëó÷à-
åì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä fωm,n:

(ω − ωmn)f
ω
m,n = Ne2

(
m
∂f0
∂I

) ∑
n1,n2

∑
m2

∫
dΓ2f

ω
m2,n−n1+n2

(7.14)

×{Gn1,n2(1, 2, ω + (n1 − n)ω0) exp[in1∆θ1 − in2∆θ2]}m1,m2 ,

ωmn = mω + nω0, ∆θ(I,ψ) = θ − ω0t,

Xm,n =

∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3

∫ 2π

0

dθ

2π
X(ψ, θ)e−inθ−imψ

Âîçìîæíîñòü óïðîùåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî â òè-
ïè÷íûõ çàäà÷àõ î èññëåäîâàíèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ â íàêî-
ïèòåëÿõ (óñêîðèòåëÿõ) ìàëû èñêàæåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö íàâåäåííûìè
ïó÷êîì ïîëÿìè çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñïåêòðû ìàëûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé áëèçêè ê íåâîçìóùåííûì (ωmn = mαωα + nω0) è, â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèì, èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.14) â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî
ïàðàìåòðà ∆ωmn/ωmn, ãäå ∆ωmn = ω − ωmn. Ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (7.14) ýôôåêòèâíî ñîäåðæàò ÷àñòîòíûå çíàìåíàòåëè:

ω −m2ω − (n− n1 + n2)ω0 = ∆ωmn + (m1 −m2)ω + (n1 − n2)ω0.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå âêëàäû íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (n′ ̸= n) è (m′
α ̸= mα)

â èçìåíåíèå fmn áóäóò ïîäàâëåíû â |∆ωmn/ωlq| ðàç (çäåñü l è q ïðîèç-
âîëüíûå öåëûå ÷èñëà), åñëè âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû ∆ωmn
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèÿìè â íåâîçìóùåííîì ñïåêòðå |ωlq|. Ñ òà-
êîé òî÷íîñòüþ (7.14) ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìîé íåñâÿçàííûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé

∆ωmnf
ω
m,n = Ne2

(
m
∂f0
∂I

)∫
dΓ2Kn(1, 2, ω − nω0)f

ω
m,n, (7.15)

ãäå

Kn =
∑
n1

{Gn1,n1−n(1, 2, ω + (n1 − n)ω0)e
in1(∆θ1−∆θ2)}m,m. (7.16)
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Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ (7.15) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîðîäíûå èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ. Âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé òàêèõ
óðàâíåíèé ñâÿçàíà ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñïåêòðîâ èõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Åñëè
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ω íàéäåíû, òî ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè fωm,n âû÷èñëÿþòñÿ èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå
ïðîöåäóðû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ íå ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå î÷åâèäíûì ñî-
áûòèåì. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû âçàèìîäåéñòâèå ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè
çàìûêàëî îáðàòíûå ñâÿçè êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷êà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.15) îòñóòñòâóþò, à âû÷èñëåíèå àìïëè-
òóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè.

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω âõîäÿò â (7.15) â êîìáèíàöèÿõ ω −
nω0, ñïåêòðû âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñäâèãàìè ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò ω íà âåëè÷èíû nω0. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé è óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè ìîãóò íàõîäèòüñÿ ðåøåíèåì
êàêîãî-òî îäíîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé (ñêàæåì, óðàâíåíèÿ äëÿ n = 0):

∆ωmf
ω
m = Ne2

(
m
∂f0
∂I

)∫
dΓ2K0(1, 2, ω)f

ω
m. (7.17)

Óêàçàííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ñâÿçàíà ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ äåéñòâóþùåãî íà ïó÷îê âîçìóùå-
íèÿ. Êàê è â ñëó÷àå íàõîæäåíèÿ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòè-
öû â ìàøèíå ñ æåñòêîé ôîêóñèðîâêîé, îíà óñòðàíÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì β-
ôóíêöèé êîëëåêòèâíûõ ìîä ïó÷êà. Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå äåêðåìåíòîâ
(δ = −Imω) êîëåáàíèé íå ñîäåðæèò òàêîé íåîäíîçíà÷íîñòè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ (7.17) ýêâèâàëåíòíî âû-
÷èñëåíèþ fωm â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäååé ýòîãî ìåòîäà, ïîñëå âûäåëåíèÿ â (7.13) ìåä-
ëåííûõ çàâèñèìîñòåé ôóíêöèé fm è Lm îò âðåìåíè:

f̃ = f̃ +
˜̃
f, L̃ = L̃+ ˜̃L,

ãäå

X(t) =

∫ 2π

0

dθ0
2π

X(θ0, t), X̃ = X − X̄,
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è ïîäñòàíîâêè f̃m(t) = fωme
−iωt ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ñîâ-

ïàäàþùåå ñ (7.17):

∆ωmf
ω
m =

(
m
∂f0
∂I

)
Lm,ω(I) (7.18)

=Ne2
(
m
∂f0
∂I

)∫
dΓ2K0(1, 2, ω)f

ω
m(2).

8. Ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà

Óðàâíåíèå (7.17) äîïóñêàåò çíà÷èòåëüíûå óïðîùåíèÿ ïðè îïèñàíèè âçà-
èìîäåéñòâèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà ñ âíåøíèìè ýëåêòðîäàìè. Ïðè
ýòîì, â ñèëó àçèìóòàëüíîé ñèììåòðèè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

f0 = f0(I⊥,∆p),

ïðîäîëüíîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

ψ∥ = ϕ = ω′
0∆pt+ ψ0.

Â ðåçóëüòàòå, èíòåãðèðîâàíèå ïî ψ∥ â ïðàâîé ÷àñòè (7.15) ñâîäèòñÿ ê âû-
÷èñëåíèþ èíòåãðàëà: ∫ 2π

0

dϕ

2π
ei(m∥−n)ϕ = δm∥,n.

Ïîñëåäóþùåå ñóììèðîâàíèå ïî n è ïåðåîïðåäåëåíèå ω (ω → ω − nω′
0∆p)

ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå íåñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (ωmn = m⊥ω⊥ − nω0(∆p))

(ω − ωmn)fm,n = Ne2
(
m⊥

∂f0
∂I⊥

+
n

R0

∂f0
∂∆p

)
(8.1)

×
∫
dΓ⊥d∆p{Gn,n(1, 2, ω)}m⊥,m⊥fm,n.

Òàêèì îáðàçîì, êîìáèíàöèè ÷èñåë m⊥ è n â óðàâíåíèè (8.1) îïðåäåëÿþò
ðàçëè÷íûå ìîäû êîëëåêòèâíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Ýòè
ìîäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïó÷êó âäîëü, èëè ïðîòèâ, çàìêíóòîé îðáèòû ñ
äëèíîé âîëíû Π/n. Ïîýòîìó â òàêèõ çàäà÷àõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íàâåäåí-
íûìè ïîëÿìè çàâåäîìî îáåñïå÷èâàþò çàìûêàíèÿ îáðàòíûõ ñâÿçåé êîëåáà-
íèé ÷àñòèö. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (8.1) çàâåäîìî ñóùåñòâóþò.
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Ïîñêîëüêó ÷èñëà m⊥ ÿâëÿþòñÿ íîìåðàìè ãàðìîíèê ôàç áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f , îíè îïðåäåëÿþò ãåîìåòðèþ êîëåáà-
íèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ÷èñëà m⊥ íàçûâàþò íîìå-
ðàìè ìóëüòèïîëüíîñòè áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Òàê íàáîðó∑
α |mα| = 1 ñîîòâåòñòâóþò äèïîëüíûå ìîäû, íàáîðó

∑
α |mα| = 2 � êâàä-

ðóïîëüíûå,
∑
α |mα| = 3 � ñåêñòóïîëüíûå è òàê äàëåå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ãàðìîíèê fm(t) îò âðåìåíè â óðàâíåíèè
(7.14) ñëåäóåò óäåðæàòü ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:(

∂fm
∂t

)
ω

=

∫ ∞

0

dteiωt
∂fm
∂t

= −fm(I, 0)− iωfm(I, ω), (8.2)

ãäå fm(I, 0) = fm(I, t = 0) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ãàðìîíèêè fm. Â ýòîì ñëó-
÷àå óðàâíåíèÿ (7.14) è (7.17) çàìåíÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè èíòåãðàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè (∆ωm = ω − ωmn)

∆ωmf
ω
m = ifm(I, 0) +Ne2

(
m
∂f0
∂I

)∫
dΓ2K0(1, 2, ω)f

ω
m. (8.3)

Ïîñêîëüêó âõîäÿùèå â (8.2) èíòåãðàëû äîëæíû ñõîäèòüñÿ â òîì ÷èñëå è
äëÿ íàðàñòàþùèõ ðåøåíèé, ïåðåìåííàÿ ω â óðàâíåíèÿõ (8.2) è (8.3) äîëæ-
íà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Imω > δmax, ãäå δmax � çíà÷åíèå èíêðåìåíòà
íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ìîäû. Ðàñøèðåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé,
íàïðèìåð, (8.3) íà áîëåå øèðîêèå îáëàñòè â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé ω äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé.

Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8.3) àìïëèòóäû fm(I, t) íàõîäÿòñÿ îáðàòíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:

fm(I, t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtfm(I, ω), Imω > δmax.

Ïîëå ïó÷êà â âàêóóìíîé êàìåðå íàêîïèòåëÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé åãî
êóëîíîâñêîãî ïîëÿ è òåõ ïîëåé, êîòîðûå íàâîäÿòñÿ ïó÷êîì â ñòåíêàõ êà-
ìåðû è îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ. Õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû èçìåíåíèé
êóëîíîâñêîé ÷àñòè ïîïåðå÷íûõ íàâåäåííûõ ïîëåé ïðè èçìåíåíèÿõ ïîïå-
ðå÷íûõ ê çàìêíóòîé îðáèòå êîîðäèíàò ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûìè
ðàçìåðàìè ïó÷êà. Òàêèå ïîëÿ ôèãóðèðóþò, íàïðèìåð, â çàäà÷å îá óñòîé-
÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Ïîìèìî ýòîãî, íåîáõî-
äèìîñòü ó÷åòà êóëîíîâñêèõ ïîëåé ïó÷êà ìîæåò îêàçàòüñÿ âàæíîé â çàäà-
÷àõ î óñòîé÷èâîñòè ïó÷êîâ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ýíåðãèÿìè ÷àñòèö, èëè â
çàäà÷àõ î óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ÷àñòèö â ïó÷êàõ ñ ïðåäåëüíî ìàëûìè
çíà÷åíèÿìè ýìèòòàíñîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé îñíîâíîãî
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èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ è ìîæåò ïîòðåáîâàòü
ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ïðè ðåëÿòèâèñòñêèõ ýíåðãèÿõ ÷àñòèö äåéñòâèå êóëîíîâñêèõ ïîëåé íà
äâèæåíèå ÷àñòèö ïîäàâëåíî â γ2 ðàç, à íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ÿâëÿþòñÿ
âîçìóùåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëÿìè, íàâåäåííûìè â îêðóæàþùèõ ïó÷îê ýëåê-
òðîäàõ. Â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèè Ãðèíà ïðåäñòàâëÿþòñÿ õîðîøî ñõîäÿ-
ùèìèñÿ ðÿäàìè Òýéëîðà ïî ñòåïåíÿì ïîïåðå÷íûõ îòêëîíåíèé ÷àñòèö îò
çàìêíóòîé îðáèòû r⊥. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çàðÿäû-èçîáðàæåíèÿ â òà-
êèõ ñëó÷àÿõ óäàëåíû îò ïó÷êà íà ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà ðàäèóñà âàêóóì-
íîé êàìåðû, êîòîðûé ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ïó÷êà.
Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå
ãàðìîíèê G ïî ôàçàì áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè âèäà

X(x) =
∞∑
l=0

xl

l!

∂lX

∂xl
, x =

√
Jxβx cos(ψx + χx(θ)),

ãäå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå x = 0, ìû ìîæåì íàïèñàòü

Xm =

∫ 2π

0

dψx
2π

e−imxψx

∞∑
l=0

1

l!

∂lX

∂xl

(
Jxβx
2

)l/2
×

l∑
k=0

l!

k!(l − k)!
exp{i(l − 2k)(ψx + χx(θ))}.

Èñïîëüçóÿ ∫ 2π

0

dψ

2π
exp(i[l − 2k −m]ψ) = δl,m+2k,

ïèøåì (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, íàïðèìåð, mx > 0)

Xm =

(√
Jxβx
2

eiχx(θ)

)mx { 1

mx!

∂mxX

∂xmx

+
∞∑
k=1

(√
Jxβxe

iχx/2
)2k

k!(mx + k)!

∂mx+2kX

∂xmx+2k

}
.

Åñëè õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ X ïî ïåðåìåííîé x îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé l⊥ (íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ðàäèóñ âàêóóìíîé êàìåðû), à
a =

√
Jβ ≪ l⊥, òî, îöåíèâàÿ âåëè÷èíó ∂mX/∂xm ïîñðåäñòâîì ∂mX/∂xm ≈

X/(l⊥)
m è ïðåíåáðåãàÿ â Xm ïîïðàâêàìè ïîðÿäêà (a/l⊥)

2 ≪ 1, ïîëó÷àåì

Xm =

(√
Jxβx
2

eiχx(θ)

)mx 1

mx!

∂mxX

∂xmx
. (8.4)
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Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷àõ î âçàèìîäåéñòâèè ïó÷êà ñ ýëåêòðîäàìè ôóíê-
öèè Gmn(1, 2, ω) èìåþò ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü îò àìïëèòóä ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö

Gmn(1, 2, ω) ≃ (IxI
′
x)
mx/2(IyI

′
y)
my/2gmn(ω), (8.5)

ãäå ôóíêöèÿ gmn(ω) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå Gmn(1, 2, ω) íà ðàâíî-
âåñíîé îðáèòå.

Åñëè äîáðîòíîñòü ýëåêòðîäîâ òàêîâà, ÷òî âåëè÷èíó ω â àðãóìåíòå ôóíê-
öèè gmn(ω) ìîæíî çàìåíèòü íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì ω = ωmn, òî
óðàâíåíèå (8.1) ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî. Äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé
(m2

x +m2
y ̸= 0) ïèøåì

fmn = Cmn
I
mx/2
x I

my/2
y

ω − ωmn

(
m⊥

∂f0
∂I⊥

)
, m2

⊥ ̸= 0. (8.6)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (8.1) è îòáðàñûâàíèå â (8.1)
ïîïðàâîê ïîðÿäêà (a/l⊥)

2 ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ

0 = εmn(ω) = 1− Ωmn
Am

∫
d2I⊥d∆p

I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)

ω − ωmn(I⊥,∆p)
. (8.7)

Çäåñü

Am =

∫
d2I⊥d∆pI

|mx|
x I |my|

(
m⊥

∂f0
∂I⊥

)
, (8.8)

à
Ωmn = −Ne2Amgmn(ωmn). (8.9)

Ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (8.7) îñîáåííî óïðîùàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ
ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà, êîãäà ÷àñòîòû ωmn â èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (8.7) íå çàâèñÿò îò I⊥ è ∆p. Ïðè ýòîì ÷àñòîòíûé çíàìåíàòåëü â
(8.7) âûíîñèòñÿ èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà, à îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå ñîâïàäàåò
ñ Am. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∆ωmn = ω − ωmn = Ωmn

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåííàÿ â (8.9) âåëè÷èíà Ωmn èìååò ñìûñë êîãå-
ðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà.
Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íîñèò ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð â
òåîðèè ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ
íèçêîäîáðîòíûìè îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè.
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Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé (8.8) è (8.9), äëÿ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé (m2

x +m2
y = 1) çíà÷åíèÿ Ωmn íå çàâèñÿò îò ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ

ïó÷êà:
Ωmn = Ne2gmn(ωmn), A±1 = −1. (8.10)

Äëÿ ìóëüòèïîëüíûõ êîëåáàíèé (m2
x +m2

y > 1) âåëè÷èíû Ωmn ýêñïîíåíöè-
àëüíî óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè

Ωmn ∝ (a/l⊥)
2|m|−2.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò èåðàðõèþ ìîä êîëåáàíèé ðàçëè÷íîé ìóëüòè-
ïîëüíîñòè â èõ âëèÿíèè íà óñòîé÷èâîñòü ïó÷êà â öåëîì.

Â ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ïó÷êå êîëåáàíèÿ íåóñòîé÷èâû ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ ImΩmn > 0. Ïîñêîëüêó g(ω) ÿâëÿåòñÿ Ôóðüå-îáðàçîì äåéñòâèòåëü-
íîé ôóíêöèè, èìååì

g∗(ω) = g(−ω).

Êðîìå òîãî, äëÿ ïàññèâíûõ ñèñòåì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ωImg(ω) > 0.

Òîãäà, êàê âèäíî èç (8.9), óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(m⊥ω⊥ + nω0)Am < 0. (8.11)

Äëÿ îäíîìåðíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé (íàïðèìåð, mx = 0) ýòî óñëîâèå
ïðèîáðåòàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä

my(myνy + n) > 0. (8.12)

Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå n, îïèñûâàþò âîçáóæ-
äåíèå íàâåäåííûõ ïîëåé ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì ÷àñòèö. Âèäíî, ÷òî äëÿ
ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà ýòè ñëàãàåìûå ìåíÿþò çíàêè äåêðåìåíòîâ êîëå-
áàíèé ïðè n = −myνy. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, èñïîëüçîâàíèå ïàññèâíûõ ñèñòåì
íå ìîæåò îáåñïå÷èòü îäíîâðåìåííîãî ïîäàâëåíèÿ âñåõ ìîä òàêîãî ïó÷êà.

Óñòîé÷èâîñòü ìîä ñ mx,yn < 0 ìîæåò îáåñïå÷èâàòüñÿ, íàïðèìåð, çàòó-
õàíèåì Ëàíäàó. Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (8.7), ðàçáðîñ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö ìîæåò âûçûâàòüñÿ çàâèñèìîñòÿìè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö îò èõ àìïëèòóä, èëè çàâèñèìîñòÿìè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö îò èõ èìïóëüñîâ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ïèøåì:

ωy = ωy0 +
dωy
dp

∆p
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ãäå ωy0 � ÷àñòîòà áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì, êîòîðûé
âûáðàí â ïó÷êå â êà÷åñòâå öåíòðàëüíîãî, à

dωy
dp

= ωy0

(
1 +

d lnω0

dp
+
d ln νy
dp

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà d ln νy/dp íàçûâàåòñÿ õðîìàòèçìîì âåðòèêàëüíûõ
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé êîëüöà.

Ñ òàêèì ðàçáðîñîì ÷àñòîò óðàâíåíèå (8.7) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (f0 =
F (Iy)f(∆p)):

εmn(ω) = 1− Ωmn

∫ ∞

−∞

d∆pf(∆p)

∆ωmn − κ∆p
= 0, ∆ωmn = ω − ωmn(0), (8.13)

Im∆ωmn > 0, κ = n
dω0

dp
+m

dωy
dp

.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåí-

-4 -2 0 2 4

Re(ζ)

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

Im
(ζ
)

Ðèñ. 10. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçáðîñ ÷àñòîò îáóñëîâëåí ðàçáðîñîì èìïóëüñîâ â ïó÷êå. Ïåðâàÿ
ãàðìîíèêà ÷àñòîòû îáðàùåíèÿ; ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ãàóññîâî (ζ =
Ωm/|κ|σ, σ � ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â ïó÷êå).

íûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé, òàê è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè
(íàïðèìåð, ðèñ. 10):

Ωmn(∆ω) =
1

P(∆ω)− iJ(∆ω)
, (8.14)

P(∆ω) = −
∫ ∞

−∞

d∆pf(∆p)

∆ω − κ∆p
, J(∆ω) = πf(∆ω/κ)/|κ|.
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Ïðèñóòñòâèå â ðàñïðåäåëåíèè èìïóëüñîâ ÷àñòèö íåñêîëüêèõ ìàêñèìóìîâ
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ìíîãîïîòîêîâîñòè íåóñòîé÷èâîñòåé ïîïåðå÷íûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Ïîìèìî ýòîãî, ê ìíîãîïî-
òîêîâûì íåóñòîé÷èâîñòÿì ìîãóò ïðèâîäèòü ðàçáðîñû ÷àñòîò áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö èç-çà îêòóïîëüíîé íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðîâêè êîëüöà è
ïðèñóòñòâèÿ íåñêîëüêèõ ìàêñèìóìîâ â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö ïî àìïëèòó-
äàì áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ñìåùåíèå ìàêñèìóìà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïî àìïëèòóäàì áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö èç íà÷àëà êîîðäèíàò ìîæåò
ïðèâîäèòü ê àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó ïîïåðå÷íûõ áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà (íàïðèìåð, â [6]).

9. Ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà

Äëÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà mx = my = 0
óðàâíåíèå (8.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (∆ωn = ω − nω0(p))

∆ωnfn = Ne2
n

R0

∂f0
∂∆p

∫
dΓ′

⊥d∆p
′Gn(1, 2, ω)fn(∆p

′, ω). (9.1)

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, åñëè çàâèñèìîñòè ôóíêöèé Ãðèíà îò àìïëèòóä áå-
òàòðîííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, âû÷èñëåíèå ãàðìî-
íèê G ïî ôàçàì ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïðîâîäèòñÿ ðàçëîæåíèåì G â ðÿäû
Òýéëîðà ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì. Â ñòàðøåì ïðèáëèæåíèè ïî a/l⊥ ýòî
ïðèâîäèò ê çàìåíå â (9.1) âåëè÷èíû Gn(1, 2, ω) åå çíà÷åíèåì íà çàìêíóòîé
îðáèòå. Åñëè ýòî çíà÷åíèå íå ðàâíî íóëþ, òî óðàâíåíèå (9.1) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

∆ωnfn = Ne2
n

R0
Gn(ω)

∂f0
∂∆p

∫ ∞

−∞
d∆p′dΓ′

⊥fn. (9.2)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè êîýôôèöèåíò ïåðåä N∂f0/∂∆p ÿâ-

ëÿåòñÿ Ôóðüå-ãàðìîíèêîé ñêîáêè Ïóàññîíà i[L̃,∆p]. Ïîñêîëüêó â îòñóò-
ñòâèè âîçìóùåíèé ∆p ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, ïîñëåäíåå âûðàæå-
íèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

− i[H,∆p]n,ω = − i

vs

(
∂H

∂t

)
n,ω

= −ieEθ(r0(t), t)n,ω. (9.3)

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (9.2) â äâóõ ýêâèâàëåíò-
íûõ ôîðìàõ

∆ωnfn =
Ne2ω

vs
Gn(ω)

∂f0
∂∆p

∫ ∞

−∞
d∆p′dΓ′

⊥fn, (9.4)

56

www.phys.nsu.ru



ëèáî

∆ωnfnω = −ieEθ(n, ω)
∂f0
∂∆p

. (9.5)

Çäåñü

fnω(∆p) =

∫
dΓ⊥fnω(∆p,Γ⊥)

� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ïî èìïóëüñàì. Ïîäñòàíîâêà â (9.5) ñîîò-
íîøåíèÿ

Eθ(n, ω) = −Neω0Zn(ω)

Π

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω(∆p) (9.6)

è ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (9.4) è (9.5) ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ãàðìîíèêè ôóíêöèè
Ãðèíà Gnn(ω) ñ èìïåäàíñîì ñâÿçè Zn(ω)

iZn(ω)

n
=

2π

ω0
Gn(ω), (9.7)

èëè, ÷òî òî æå
iZn(ω)

ω
=

2π

ω2
s

Gn(ω). (9.8)

10. Ïîïåðå÷íûé èìïåäàíñ ñâÿçè

Ïîíÿòèå èìïåäàíñà ñâÿçè ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíî ïðè èññëåäî-
âàíèè óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó-
÷àé äèïîëüíûõ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé, êîãäà fm,n óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (8.1) (mx = 0, my = ±1):

(ω − ωm,n)fm,n = Ne2my
∂f0
∂Iy

∫
d∆p′dI ′ydI

′
xGm,n(1, 2, ω)fm,n. (10.1)

Âîîáùå, âåëè÷èíà Gm,n ñîäåðæèò ñëàãàåìûå äâóõ âèäîâ. Âûðàæåíèå

G∥ =
v2

c2
Gθ,θ −G0,0 (10.2)

îïèñûâàåò ýôôåêòû ñâÿçàííûå ñ âîçáóæäåíèåì ïîëåé ïðîäîëüíûì äâèæå-
íèåì ïó÷êà. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â G îïèñûâàþò âîçáóæäåíèå ïîëåé ïî-
ïåðå÷íûìè òîêàìè ïó÷êà (j⊥) è ðåàêöèþ ïó÷êà íà ýòè ïîëÿ. Åñëè âêëàäàìè
ïîïåðå÷íûõ òîêîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî ãàðìîíèêè Gm,n çàïèñûâàþòñÿ â
âèäå

Gm,n =
R0

2pνy

√
IyI ′y

(
∂2

∂y∂y′
Gn(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)
.

57

www.phys.nsu.ru



Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (10.1) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

(ω − ωmn)fm,n =
Ne2R0

2pνy
my

∂f0
∂Iy

√
Iy (10.3)

×

(
∂2

∂y∂y′
Gn(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)∫
d∆p′dI ′ydI

′
x

√
I ′yfm,n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà íå ñâÿçàíû,
à âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö íàâåäåííûìè ïîëÿìè îïèñûâàåòñÿ ñèëîé
F, òî, íàïðèìåð, äëÿ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïèøåì:

İy =
∂y

∂ψy
Fy.

Ïîýòîìó

(ω − ωm,n)fm,n = my
∂f0
∂Iy

(y)m(Fy)n(ω), (y)m =

√
R0Iy
2pνy

. (10.4)

Â ýòîì óðàâíåíèè ñèëà Fy îïèñûâàåò âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö íàâå-
äåííûìè ïîëÿìè. Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèÿìè (9.5) è (9.6) ìû îïðåäåëèì
ôóíêöèþ (Fy)n(ω) ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

(Fy)n(ω) = −iNe
2ω0Z

⊥
n (ω)

Π
(dy(ω))m,n , (10.5)

â êîòîðîì âåëè÷èíû (my = ±1)

(dy(ω))m,n =

∫
d∆p′dI ′ydI

′
x

√
R0I ′y
2pνy

fm,n(ω) (10.6)

ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíèêàìè âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè (öåíò-
ðîèäà) ïó÷êà, à ôóíêöèÿ Z⊥

n (ω) èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è èìïåäàíñ ñâÿçè â
çàäà÷àõ îá óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé. Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâà-
åòñÿ ïîïåðå÷íûì èìïåäàíñîì ñâÿçè ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (10.5), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (10.4) â
âèäå

(ω − ωm,n)fm,n = −imy
∂f0
∂Iy

Ne2R0

2pνy

√
Iy (10.7)

×ω0Z
⊥
n (ω + nω0)

Π

∫
d∆p′dI ′ydI

′
x

√
I ′yfm,n.
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Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (10.3) è (10.7) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïîïåðå÷íûé èì-
ïåäàíñ ñâÿçè Z⊥

n (ω) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ãðèíà íàâåäåííûõ ïîëåé
íà ðàâíîâåñíîé îðáèòå:

Z⊥
n (ω) = i

2πR0

ω0

(
∂2

∂y∂y′
Gn(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)
. (10.8)

Èñïîëüçóÿ (9.8) ìû ìîæåì ñâÿçàòü Z⊥
n ñ ïðîäîëüíûì èìïåäàíñîì (Z∥

n)

Z⊥
n (ω) =

−v
ω

(
∂2

∂y∂y′
Z∥
n(1, 2, ω)

∣∣∣∣
r⊥=0

)
. (10.9)

Äëÿ êàìåðû ñ ñå÷åíèåì áëèçêèì ê êðóãîâîìó îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ïî ïî-
ðÿäêó âåëè÷èíû äàåò

Z⊥
n (ω) ≃

v

l2⊥

(
−Z∥

n(ω)

ω

)
. (10.10)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû äèïîëü-
íûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷-
êà ÷åðåç ïîïåðå÷íûé èìïåäàíñ ñâÿçè. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì óðàâíåíèÿ (10.7):

fm,n ∝
√
Iy
∂f0
∂Iy

,

ω − ωm,n = −imy
Ne2R0

2pνy

ω0Z
⊥
n (ωm,n)

Π

∫
d∆pdIxdIyIy

∂f0
∂Iy

= imy
Ne2ω0

4πpνy
Z⊥
n (ωm,n)

ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

Ωmn(ω) = imy
Ne2ω0

4πpνy
Z⊥
n (ω). (10.11)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (10.10), ìû òàêæå ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â
òåðìèíàõ ïðîäîëüíîãî èìïåäàíñà ñâÿçè

Ωmn(ω) = my
Ne2ω0

4πpνy

v

l2⊥

(
−iZ∥

n(ω)

ω

)
. (10.12)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âåëè÷èíà êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîäû
(ReΩmn) îïðåäåëÿåòñÿ ðåàêòèâíîé, à âåëè÷èíà èíêðåìåíòà (ImΩmn) � àê-
òèâíîé ÷àñòüþ èìïåäàíñà ñâÿçè.
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10.1. Êîëåáàíèÿ ÷àñòèö è äèïîëüíûå ïîïåðå÷íûå

êîëåáàíèÿ

Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè (10.4) è (10.6), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ãàðìîíèê (âåðòèêàëüíîãî) öåíòðîèäà ïó÷êà:

(dy(ω))m,n = (Fy)n(ω)
R0my

2pνy

∫
d∆pdIxdIy

Iy(∂f0/∂Iy)

ω − ωm,n(∆p, Ix, Iy)
. (10.13)

Åñëè âëèÿíèåì ðàçáðîñîâ ÷àñòîò ÷àñòèö â ïó÷êå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî ÷à-
ñòîòíûé çíàìåíàòåëü â (10.13) âûíîñèòñÿ èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà. Ïîýòîìó
ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f0 ôîðìóëà (10.13) ïåðåïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå:

(ω − ωm,n) (dy(ω))m,n = −R0my

2pνy
(Fy)n(ω). (10.14)

×èòàòåëü ëåãêî óáåäèòñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ (10.13) è (10.14) ïîëó÷àþòñÿ
óñðåäíåíèåì ïî ïó÷êó è âûäåëåíèåì ìåäëåííûõ ñëàãàåìûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà, âîçìóùàåìûõ ñèëîé Fy(θ, t). Â òàêèõ ðàñ-
÷åòàõ ôëóêòóàöèîííûå èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÷àñòèö äîëæíû
áûòü îòíåñåíû ê áûñòðûì ïðîöåññàì. Åñëè ÷àñòèöû â ïó÷êå íóìåðóþòñÿ
÷èñëàìè a = 1, 2, . . . N , òî óðàâíåíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
è, íàïðèìåð, â ïðèáëèæåíèè ñãëàæåííîé ôîêóñèðîâêè çàïèñûâàþòñÿ â âè-
äå:

d2ya
dt2

+ ω2
y,aya =

Fy(θa, t)

γM
, (10.15)

à äèïîëüíûé ìîìåíò ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dy(t) =
1

N

N∑
a=1

ya(t). (10.16)

Ñîâïàäåíèå âåëè÷èíû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà, âû÷èñëåííîãî ðåøåíè-
åì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö èëè ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Âëàñîâà, ñàìà
ïî ñåáå íå óäèâèòåëüíà. Â óðàâíåíèå Âëàñîâà íàâåäåííûå ïîëÿ âõîäÿò êàê
âíåøíèå ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòèöàì ïó÷êà. Â ïðåíåáðåæåíèè æå ðàññåÿíè-
åì ÷àñòèö íà ôëóêòóàöèÿõ ñèëû Fy(θ, t) óðàâíåíèå Âëàñîâà ôàêòè÷åñêè
ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ âûáîð òîãî, èëè èíî-
ãî, ñïîñîáà âû÷èñëåíèé äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíî óäîáñòâîì ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö (ωy,a = ωy) óñðåäíåíèå óðàâ-
íåíèé (10.15) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ âåðòèêàëüíîé êîì-
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ïîíåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà:

d2dy
dt2

+ ω2
ydy =

⟨Fy(θ, t)⟩
γM

, (10.17)

ãäå

⟨Fy(θ, t)⟩ =
1

N

N∑
a=1

Fy(θa, t). (10.18)

Ëþáîïûòíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ óñðåäíåíèåì óðàâíåíèé Âëàñî-
âà ñ y è py â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà çàäàíà ôîðìóëîé

f = f0

[
(r⊥ − d⊥(t))

2
,

(
p⊥ − γM

dd⊥(t)

dt

)2

, θ

]
. (10.19)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàåò ïó÷îê, â êîòîðîì ïîïåðå÷íûå êî-
îðäèíàòû âñåõ ÷àñòèö ñìåùåíû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà âåëè÷èíó åãî
öåíòðîèäà è îñòàþòñÿ òàêèìè âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Âñå
èçìåíåíèÿ f ñâîäÿòñÿ ê äèïîëüíûì êîëåáàíèÿì ïó÷êà çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ
ïîëîæåíèÿ öåíòðîèäà ïó÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ôîðìà ïó÷-
êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ãîâîðÿò,
÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (10.19) îïèñûâàþò ïó÷êè ñ æåñòêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à óðàâíåíèå (10.17) îïèñûâàåò
(âåðòèêàëüíûå) êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ òàêîãî æåñòêîãî ïó÷êà, èëè êîëå-
áàíèÿ â ò.í. ìîäåëè æåñòêîãî ïó÷êà.

Õîòÿ ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì ñàìî ñóùåñòâîâàíèå æåñòêèõ ïó÷êîâ ïðîòè-
âîðå÷èò çàêîíàì ôèçèêè, ïðîñòîòà è íàãëÿäíîñòü îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé â ðàìêàõ ìîäåëè æåñòêîãî ïó÷êà ÷àñòî äåëàþò òàêèå ðàñ÷åòû
âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûìè. Ýòî îñîáåííî îòíîñèòñÿ ê íà÷àëüíûì ñòàäèÿì
èçó÷åíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ïó÷êîâ ñ ìàëûìè âåëè÷èíàìè ðàç-
áðîñîâ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ñëåäóåò ïîñòîÿííî ïîìíèòü î âíóòðåííåé
ïðîòèâîðå÷èâîñòè ìîäåëè æåñòêîãî ïó÷êà è ïîýòîìó îòíîñèòüñÿ ê åå ïðåä-
ñêàçàíèÿì ëèøü êàê ê î÷åíü ïðåäâàðèòåëüíûì.

11. Çàäà÷è ê Ãëàâå 3

1. Ïîñëå óäàðà âåðòèêàëüíûå èìïóëüñû âñåõ ÷àñòèö â ïó÷êå ñìåùàþòñÿ
íà âåëè÷èíó ∆y. Ñ÷èòàÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö â ôàçîâîì
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ïðîñòðàíñòâå âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ãàóññîâî

f =

exp

(
− y2

2σ2
−

p2y
2σ2

p

)
2πσσp

,

âû÷èñëèòü ãàðìîíèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôàçàì êîëåáàíèé.
2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì Âëàñîâà ðåøèòü çà-

äà÷ó, â êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå îðáèòû ÷àñòèöû ïó÷êà âîçìóùàþòñÿ ñèëîé

Fx = − ke2

l2⊥Π

N∑
a=1

xa,

ãäå l⊥ � ðàäèóñ âàêóóìíîé êàìåðû, à k � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èññëå-
äîâàòü âëèÿíèå ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö (ωx,a) íà
óñòîé÷èâîñòü ïó÷êà ñ òàêèì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö.

3. Âûïèñàòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñïåêòðû ìàëûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ íóëåâîé äëèíû. Âû÷èñëèòü êîãå-
ðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé, ïðåäïîëàãàÿ
óäàëåííîñòü νy îò ðåçîíàíñîâ νy = n/my (ãäå n è my � âçàèìíî ïðîñòûå
öåëûå ÷èñëà). Â êà÷åñòâå f0 ïðèíÿòü

f0(Ix, Iy) =
δ(Ix)

I0y

 1, Iy ≤ I0y

0, Iy > I0y.

4. Â çàäà÷å 3 èññëåäîâàòü ñëó÷àé, êîãäà

f0(Ix, Iy) = δ(Ix)
I0

Iy + I0
.

5. Âû÷èñëèòü ïîïåðå÷íûé èìïåäàíñ ñâÿçè èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé âàêó-
óìíîé êàìåðû êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñ ïó÷êîì. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåñòè â îáëàñòè
íèçêèõ ÷àñòîò ω ≪ c/l⊥, ãäå l⊥ � ðàäèóñ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàìåðû.

6. Òî æå äëÿ êàìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ.
7. Îöåíèòü ïîïðàâêó ê ïîïåðå÷íîìó èìïåäàíñó âàêóóìíîé êàìåðû êðóã-

ëîãî ñå÷åíèÿ çà ñ÷åò êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè ñòåíîê.
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Ãëàâà 4.

Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

ñãóñòêîâ

Åñëè ïó÷îê ñãðóïïèðîâàí â îäèí èëè íåñêîëüêî ñãóñòêîâ, òî â ðåøåíèè
çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûé ïàðàìåòð � îòíîøåíèå âåëè÷èíû êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû êî-
ëåáàíèé ê ÷àñòîòå ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Åñëè ýòî îòíîøåíèå
ìàëî, òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîä ñ ñèíõðîòðîííûìè êîëëåêòèâíûìè êî-
ëåáàíèÿìè õîðîøî ðàçäåëåíû â ñïåêòðàõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Â
ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðû êîëåáàíèé ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
(7.17), ÿäðî êîòîðîãî ñîäåðæèò ëèøü äèàãîíàëüíûå ñëàãàåìûå ïî íîìåðàì
ìóëüòèïîëüíûõ êîëåáàíèé. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî êîëåáàíèÿ ðàçâèâàþòñÿ
íà âðåìåíàõ ñðàâíèìûõ, èëè ñóùåñòâåííî êîðî÷å ïåðèîäà ñèíõðîòðîííûõ
êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, óðàâíåíèÿ (7.17) äîëæíû áûòü çàìåíåíû
áîëåå îáùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùåé ñâÿçü ñèíõðîòðîííûõ ìîä
ðàçëè÷íîé ìóëüòèïîëüíîñòè.

Ïîìèìî ýòîãî, çàïîìèíàíèå ñãóñòêàìè íàâåäåííûõ ïîëåé ïðèâîäèò ê
âîçìóùåíèÿì êîëåáàíèé ÷àñòèö ïîëÿìè íàâåäåííûìè íà ïðåäûäóùèõ îáî-
ðîòàõ, èëè ïîëÿìè, íàâåäåííûìè âïåðåäèèäóùèìè ñãóñòêàìè ïó÷êà. Äåé-
ñòâèå ýòèõ ïîëåé íà êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ çàâèñÿò îò íàáåãîâ ôàç êî-
ëåáàíèé ÷àñòèö è íàâåäåííûõ ïîëåé íà ïåðèîäàõ ñëåäîâàíèÿ ñãóñòêîâ â
ïó÷êàõ.
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12. Ìåäëåííûå ñèíõðîáåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ

Íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ îäíîãî èç ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ, êîãäà âû÷èñëÿþòñÿ
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îäèíî÷íîãî ñãóñòêà. Êðîìå
òîãî, äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàâåäåííûå ïó÷êîì ïîëÿ çàòóõàþò
ñóùåñòâåííî áûñòðåå ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â ìàøèíå 1.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äåêðåìåíòû êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòàìè ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â
òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (7.17), ÿäðî êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ãàðìîíèêè ôàç ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì
íîìåðà ìóëüòèïîëüíîñòè êîãåðåíòíûõ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé mc. Ïðè
ýòîì, ïîñêîëüêó

dψy
dt

= ωy(ps) +

(
∂ωy
∂p

)
s

∆p,

à
dϕ

dt
=

(
∂ω0

∂p

)
s

∆p,

ïèøåì

dψy
dt

= ωsy +
dϕ

dt

(
∂ωy

∂p

)
s(

∂ω0

∂p

)
s

,

èëè

ψy = ψsy +
dωy
dω0

ϕ.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåíåáðåæåíèè ìîäóëÿöèåé θ áåòàòðîííûìè êîëåáàíè-
ÿìè ÷àñòèö ÿäðî óðàâíåíèÿ (7.17) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàðìîíèêè ôàç ñèí-
õðîòðîííûõ êîëåáàíèé îò âûðàæåíèé

exp

[
±i
(
n+m⊥

dω⊥

dω0

)
ϕ

]
.

Åñëè àìïëèòóäû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ìàëû, òî ϕ = φ cosψc, à ñîîò-
âåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ∫ 2π

0

dψc
2π

exp(−imcψc ± in1ϕ) = i±mcJmc(n1φ),

ãäå

n1 = n+m⊥
dω⊥

dω0
.

1Åñëè ïó÷îê ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñãóñòêîâ, òî âðåìÿ çàòóõàíèÿ äîëæíî áûòü ñó-

ùåñòâåííî ìåíüøå ïåðèîäà ñëåäîâàíèÿ ñãóñòêîâ.
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Ñîâìåñòíî ñ ôîðìóëîé (8.5) ýòî äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ Gmn

Gmn ≃ (IxI
′
x)
mx/2(IyI

′
y)
my/2gmn(ωmn)Jmc(n1φ)Jmc(n1φ

′).

Ïîýòîìó ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7.17) îêàçûâàåòñÿ íåôàêòîðèçî-
âàííûì ïî àìïëèòóäàì ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Îíî îïèñûâàåò
ñâÿçü êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî è ïðîòèâ äâèæåíèÿ
ñãóñòêà. Êðîìå òîãî, èç-çà õðîìàòè÷íîñòè ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé ìàøèíû
óêàçàííàÿ ñâÿçü çàâèñèò îò ìîäóëÿöèè ôàç áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñèíõðî-
òðîííûìè êîëåáàíèÿìè ÷àñòèö. Âñå ýòè îáñòîÿòåëüñòâà èçìåíÿþò óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè, êîòî-
ðûå ïîëó÷àëèñü äëÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Â
÷àñòíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò õðîìàòèçìà ôîêóñèðîâêè ñîáñòâåííûå ìîäû
ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîãóò îêàçûâàòüñÿ óñòîé÷èâûìè, èëè
íåóñòîé÷èâûìè. Íà òàêóþ âîçìîæíîñòü óêàçàëè â 1969 ã. Ê. Ïåëëåãðèíè
[10] è Ì. Ñýíäñ [11].

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ (7.17) â âèäå

fm =
I
mx/2
x I

my/2
y

ω −mω

(
m
∂f0
∂I

)
χm(φ). (12.1)

Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè χm(φ) ïðèíÿòî òåïåðü íà-
çûâàòü ðàäèàëüíûìè ìîäàìè. Ýòèì ïîä÷åðêèâàåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
χm(φ) îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå ìîäû ïî "ðàäèóñó" â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïðîèçâåäåíèåì

f0(I⊥, Ic) = F0(I⊥)ρ(φ),

ãäå ρ(φ) � ðàñïðåäåëåíèå ïî àìïëèòóäàì ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, èç
(7.17) íàõîäèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ãàðìîíèê ëèíåéíîé ïëîòíîñòè
ïó÷êà (χm)

χm = ρ(φ)

∫ ∞

0

dφ′φ′K(φ,φ′)χm(φ′) (12.2)

×
∫
dΓ⊥

I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)

ω −mω(I⊥, φ′)
.

K(φ,φ′) =
∞∑

n=−∞

Ωmn
Am

Jmc(n1φ)Jmc(n1φ
′)
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Äëÿ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå

χm =
∂ρ

∂(φ2/2)

∫ ∞

0

dφ′φ′K(φ,φ′)
χm(φ′)

ω −mcωc(φ′)
. (12.3)

Èç-çà àçèìóòàëüíîé íåñèììåòðèè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö
ðàçâèòèå ìîä χm, âîîáùå, ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì çà-
ìåòíîãî êîëè÷åñòâà àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê ïîëÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿäðà
óðàâíåíèé (12.2) è (12.3), êàê óæå óïîìèíàëîñü, íå ôàêòîðèçóþòñÿ ïî àì-
ïëèòóäàì ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò
ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé
ìîæåò áûòü äîïîëíèòåëüíî óïðîùåíî, åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìû ìîæåì
ïðåíåáðåæåì ðàçáðîñîì ÷àñòîò èç-çà íåëèíåéíîñòè ñèíõðîòðîííûõ êîëåáà-
íèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, â óðàâíåíèè, íàïðèìåð, (12.2) ìíîæèòåëü∫

dΓ⊥
I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)

ω −mω(I⊥)

íå çàâèñèò îò φ′ è ïîòîìó ìîæåò áûòü âûíåñåí çà çíàê èíòåãðàëà. Â ðå-
çóëüòàòå (12.2) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ. Ïåðâîå èç ýòèõ
óðàâíåíèé:

Ωmχm(φ) = ρ(φ)
∞∑

n=−∞
Ωmn(ω + nω0)Jmc(n1φ) (12.4)

×
∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc(n1φ
′)χm(φ′)

îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå ìîäû è ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà. Âòîðîå óðàâíåíèå:

εm(ω) = 1− Ωm
Am

∫
dΓ⊥

I
|mx|
x I

|mx|
x (m⊥∂F/∂I⊥)

ω −m⊥ω⊥(I⊥)
= 0 (12.5)

ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå ïî óæå íàéäåííûì ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëàì Ωm ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîä ω. Âõîäÿ-
ùèå â ýòè óðàâíåíèÿ âåëè÷èíû Am è Ωmn îïðåäåëåíû â (8.8) è (8.9).

Óðàâíåíèå (12.4) îïèñûâàåò ñâÿçü ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö ñ àìïëèòóäàìè ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé φ è φ′. Ðåçóëüòàò òàêîé
ñâÿçè çàâèñèò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(φ). Òàê, åñëè âñå ÷àñòèöû ñãóñò-
êà èìåþò îäíó è òó æå àìïëèòóäó ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé φ = φ0, òî
ôóíêöèÿ ρ(φ) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ρ(φ) = δ

(
φ2 − φ2

0

2

)
. (12.6)
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Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.4) ïðîïîðöèîíàëüíû δ(φ−φ0). Îíè
ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ ÷àñòèö ñ àìïëèòóäàìè φ ̸= φ0. Ïîýòîìó, óïîìèíàâ-
øàÿñÿ ñâÿçü êîëåáàíèé â òî÷êàõ φ è φ′ îòñóòñòâóåò. Ïîäñòàíîâêà â (12.4)
ðåøåíèé

χ(φ) ∝ δ

(
φ2 − φ2

0

2

)
(12.7)

ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

Ωm =
∞∑

n=−∞
Ωmn(ω + nω0)J

2
mc

(n1φ0). (12.8)

Ýòè ôîðìóëû ñóùåñòâåííî óïðîùàþò âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí êîãåðåíòíûõ
ñäâèãîâ ÷àñòîòû è èíêðåìåíòîâ ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïî-
ýòîìó îíè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êà÷åñòâåííîé îöåíêè âåëè÷èí Ωm. Ðàñ-
ïðåäåëåíèþ (12.6) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñãóñòêà

λ(ϕ) =
φ0

π
√
φ2
0 − ϕ2

, |ϕ| ≤ φ0, λ(ϕ) = 0, |ϕ| > φ0. (12.9)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîäåëü, èñïîëüçóþùóþ ðàñïðåäåëåíèå (12.6), íàçûâàþò
ìîäåëüþ ïîëîãî ñãóñòêà. Ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé óðàâíåíèÿ (12.4),
ïðåäñêàçûâàåìûå ýòîé ìîäåëüþ, íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ ê
ðàñïðåäåëåíèþ (12.6) äîïîëíèòåëüíûõ δ-îáðàçíûõ ñëàãàåìûõ. Òàê, åñëè
âìåñòî (12.6) çàïèñàòü

ρ(φ) =
M∑
k=0

ρkδ

(
φ2 − φ2

k

2

)
, (12.10)

ãäå
M∑
k=0

ρk = 1,

òî óðàâíåíèå (12.4) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìóM îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

Ωmχk =
M∑
k′=0

ρk′χk′
∞∑

n=−∞
Ωmn(ω + nω0)Jmc(n1φk)Jmc(n1φk′) (12.11)

äëÿ âåêòîðîâ χk òàêèõ, ÷òî

χ(φ) =

M∑
k=0

χkδ

(
φ2 − φ2

k

2

)
. (12.12)
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Â íåâûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé òàêîé ñèñòåìû â
òî÷íîñòè ðàâíî M . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìûâàíèå ìàêñèìóìà ðàñïðåäåëå-
íèÿ â ìîäåëè ïîëîãî ïó÷êà, íàïðèìåð,M ìàêñèìóìàìè ïðèâîäèò ê ðàñùåï-
ëåíèþ ëèíèè ñïåêòðà Ωm, ðàññ÷èòàííîé ïî ôîðìóëå (12.8), íà M êîìïî-
íåíò. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíûõ è íåñèíãóëÿðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ρ(φ) ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (12.4) ñîäåð-
æàò äëÿ êàæäîãî íàáîðà íîìåðîâ ìóëüòèïîëüíîñòè m áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé. Íîìåðà òàêèõ ðåøåíèé óíèêàëüíû äëÿ êàæäîãî âè-
äà êîëåáàíèé (ìîäû). Îíè äèñêðåòíû è õàðàêòåðèçóþò ÷èñëî êîðíåé çà-
äàííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè íà èíòåðâàëå 0 ≤ φ <∞.

Âàæíûì ñâîéñòâîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.4) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿäðà ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñèììåòðè÷íîå. Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ ïîäñòàíîâêà χm = w(φ)

√
ρ/φ, ïîñëå êîòîðîé óðàâíåíèå ïðè-

îáðåòàåò âèä

Ωmw(φ) =

∫ ∞

0

dφ′K(φ,φ′)w(φ′), (12.13)

K(φ,φ′) =
√
φφ′ρ(φ)ρ(φ′)

∞∑
n=−∞

Ωm,nJmc(n1φ)Jmc(n1φ
′).

Â ñèëó ñèììåòðèè ÿäðà K(φ,φ′) = K(φ′, φ), òàê-íàçûâàåìîå, ñîþçíîå ê
(12.13) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Ω′
mw

∗(φ) =

∫ ∞

0

dφ′K∗(φ,φ′)w∗(φ′) (12.14)

ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì óðàâíåíèÿ (12.13), à åãî ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû Ωm:

Ω′
m = Ω∗

m (12.15)

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè â (12.13) íà w∗ è èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâ-
íåíèå ïî φ, ïîëó÷èì

Ωm⟨|w|2⟩ =
∫ ∞

0

dφdφ′w∗(φ)K(φ,φ′)w(φ′),

⟨|w|2⟩ =
∫ ∞

0

dφ|w(φ)|2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðèåé K, ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

Ωm⟨|w|2⟩ =
∫ ∞

0

dφdφ′w∗(φ′)K(φ,φ′)w(φ),
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èëè, ÷òî òî æå

Ωm⟨|w|2⟩ =
∫ ∞

0

dφdφ′Re{w∗(φ)w(φ′)}K(φ,φ′). (12.16)

Àíàëîãè÷íî, èç (12.14) ïîëó÷àåì

Ω′
m⟨|w|2⟩ =

∫ ∞

0

dφdφ′Re{w∗(φ)w(φ′)}K∗(φ,φ′). (12.17)

Òåïåðü, ñëîæåíèå óðàâíåíèé (12.16) è (12.17) äàåò Im(Ωm + Ω′
m) = 0, à èõ

âû÷èòàíèå � Re(Ωm − Ω′
m) = 0, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå óðàâíåíèÿ

(12.15).
Åñëè ÷èñëà α íóìåðóþò ðåøåíèÿ (12.13), à íîðìèðîâêà ýòèõ ðåøå-

íèé âûáðàíà òàê, ÷òî ⟨|wα|2⟩ = 1, òî èç óðàâíåíèé (12.15), (12.16) è
(12.17) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äåêðåìåíòîâ êîëåáà-
íèé (δm,α = −ImΩm,α)

δm,α = −
∞∑

n=−∞
ImΩm,n

∣∣∣∣∫ ∞

0

dφ
√
φρ(φ)Jmc(n1φ)wα(φ)

∣∣∣∣2 . (12.18)

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ôîðìóëû íåîáõîäèìî çíàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
wα(φ). Åñëè æå ôóíêöèè wα(φ) íåèçâåñòíû, ôîðìóëà (12.18) ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ïîëåçíîé äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ äåêðåìåíòîâ è êîãåðåíò-
íûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû ìîä ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà. Â
òàêèõ ðàñ÷åòàõ òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.13) wα(φ) â ôîðìóëå (12.18)
çàìåíÿåòñÿ íåêîòîðîé ïðîáíîé ôóíêöèåé, êîíêðåòíîå âûðàæåíèå êîòîðîé
âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç îñîáåííîñòåé ðåøàåìîé çàäà÷è. Òî÷íîñòü âû÷èñëå-
íèé áóäåò òåì âûøå, ÷åì áëèæå ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ (12.13).

Ïî óñëîâèþ ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé∑
α

w∗
α(φ

′)wα(φ) = δ(φ− φ′),

ñóììà äåêðåìåíòîâ ìîä
∑
α δm,α, êàê è äîëæíî áûòü, ñîâïàäàåò ñ ìíèìîé

÷àñòüþ ñëåäà ÿäðà K:

∑
α

δm,α = −
∞∑

n=−∞
ImΩm,n

∫ ∞

0

dφφρ(φ)J2
mc

(n1φ).
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13. Îäíîîáîðîòíûå è ìíîãîîáîðîòíûå
ýôôåêòû

Äëÿ êîððåêòíîãî âûäåëåíèÿ â ÿäðå óðàâíåíèÿ (12.4) ñëàãàåìûõ, îïèñû-
âàþùèõ çàïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé, íàì íóæíà íåêîòîðàÿ ôîðìàëü-
íàÿ ïðîöåäóðà. Îíà ìîæåò áûòü îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû ñóì-
ìèðîâàíèÿ Ïóàññîíà:

∞∑
n=−∞

bn =

∞∑
l=−∞

∫ ∞

−∞
dnb(n) exp(2πiln). (13.1)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Òîãäà, ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (13.1) â
(12.4) ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ωmχm(φ) = ρ(φ)

∫ ∞

0

dφ′φ′K(φ,φ′)χm(φ′), (13.2)

ÿäðî êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ:

K(φ,φ′) = [Kst(φ,φ
′, ω) +Kmt(φ,φ

′, ω)], (13.3)

ãäå

Kst(φ,φ
′) =

∫ ∞

−∞
dnΩm,n(nω0 + ω)Jmc(n1φ)Jmc(n1φ

′), (13.4)

à

Kmt =
∑
l ̸=0

∫ ∞

−∞
dn exp(2πiln)Ωm,n(nω0 + ω)Jmc(n1φ)Jmc(n1φ

′). (13.5)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ñëàãàåìûõ Kst è Kmt çàìåòèì, ÷òî
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13.2) ÿâëÿåòñÿ Ôóðüå-àìïëèòóäîé âûðàæåíèÿ

W =
∑
n

gmn(ω + nω0)

∫
dϕ′d∆p′

2π
ein(ϕ−ϕ

′)f(∆p′, ϕ′, ω).

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðèìåì, ÷òî äëèíà óñòðîéñòâà, ñ êîòîðûì âçà-
èìîäåéñòâóåò ïó÷îê, ìàëà è ïîòîìó ôóíêöèÿ gmn(ω + nω0) ìîæåò áûòü
çàìåíåíà íà gm(ω + nω0). Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (13.1) ñëàãàåìîìó Kmt ñîîò-
âåòñòâóþò ÷àñòü W , ðàâíàÿ

Wmt =
∑
l ̸=0

∫ ∞

−∞
dn exp(2πiln)gm(ω + nω0)

×
∫
dϕ′d∆p′

2π
ein(ϕ−ϕ

′)f(∆p′, ϕ′, ω).
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Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè gmn(ω) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω, ñëàãà-
åìûå ñ l > 0 íå äàþò âêëàäà âWmt. Âêëàäû ñëàãàåìûõ ñ l < 0 îïðåäåëÿþòñÿ
îñîáåííîñòÿìè g(ω) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðèíèìàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî
òàêîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïîëþñ â ω = Ωk

gm(ω) =
Gk

ω − Ωk
, Ωk = ωk + iλk,

ïîëó÷èì (ν = ω/ω0)

Wmt = −2πiG∥

∫
dϕ′d∆p′

2π
e−iν(ϕ−ϕ

′)f(∆p′, ϕ′, ω)

×
∞∑
l=1

exp

[
iΩk

(
ϕ− ϕ′

ω0
− lT0

)]
,

Çàìå÷àÿ òåïåðü, ÷òî ϕ = θ − ω0t, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå âû-
ðàæåíèå â âèäå ñóììû âêëàäîâ ïîëåé, íàâåäåííûõ ïó÷êîì íà îáîðîòàõ,
ïðåäøåñòâîâàâøèõ äàííîìó

Wmt =
∞∑
l=1

∫
dϕ′d∆p′

2π
W (ϕ− θ′ + ω0[t− lT0])f(∆p

′, ϕ′, ω),

W (ϕ) = −2πiG∥e
iϕΩk/ω0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûåWmt è, ñîîòâåòñòâåííî, Kmt îïèñûâàþò çà-
ïîìèíàíèå íàâåäåííûõ ïîëåé âíåøíåé ñèñòåìîé. Ïî ñóùåñòâóþùåé òåðìè-
íîëîãèè, âûçûâàåìûå èìè ýôôåêòû íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáîðîòíûìè. Åñëè
ImΩkT0 ≫ 1, òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âêëàäîì ìîíîãîîáîðîòíûõ ýôôåê-
òîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (12.4) ïðèíèìàåò âèä

Ωmχm(φ) = ρ(φ)

∫ ∞

0

dφ′φ′Kst(φ,φ
′, ω)χm(φ′), (13.6)

Òàêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò îäíîîáîðîòíûå ýôôåêòû, ò.å. ýôôåêòû ñâÿ-
çàííûå ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè, êîòîðûå ïîëíîñòüþ èñ÷åçàþò çà ïåðèîä
îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â íàêîïèòåëå.

14. Ñèíõðîòðîííûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

Ïîëó÷èì åùå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñèíõðîòðîííûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ïîëüçóÿñü îïèñàíèåì íàâåäåííûõ ïîëåé â òåðìèíàõ èìïåäàíñà
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ñâÿçè (À.Í. Ëåáåäåâ 1967 [12]). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü ìîäóëÿöèÿìè ôóíêöèè Ãðèíà ïîïåðå÷íûì äâèæåíèåì ñãóñòêà, óðàâ-
íåíèå (8.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (∆ωm = ω −mcωc)

∆ωmfm = Ne2mc
∂f0
∂Ic

∫ ∞

0

dφ′φ′K(φ,φ′)fm(φ′). (14.1)

K(φ,φ′) =

∞∑
n=−∞

[einϕ]mcGn(ω + nω0)[e
−inϕ′

]−mc (14.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ìàëûõ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ϕ = φ cosψc, à∫ 2π

0

dψ

2π
exp(inφ cosψ − imcψ) = imcJmc(nφ),

ãäå Jmc(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêàmc, ïåðåïèøåì ÿäðîK(φ,φ′) â âèäå

K(φ,φ′) =

∞∑
n=−∞

Jmc(nφ)Jmc(nφ
′)Gn(ω + nω0)

Çàìåíèâ â ýòîì óðàâíåíèè ñîãëàñíî (9.8) ãàðìîíèêè Gn(ω) íà Zn(ω)/ω,
ïîëó÷àåì èñêîìîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

∆ωmfm =
Ne2ω0

2π
mc

∂f0
∂Ic

∫ ∞

0

dφ′φ′Z(φ,φ′)fm(φ′). (14.3)

Z(φ,φ′) =
∞∑

n=−∞
Jmc(nφc)Jmc(nφ

′
c)
iZn(ω + nω0)

(ω/ω0) + n
(14.4)

15. Çàòóõàíèå Ëàíäàó çà ñ÷åò îêòóïîëüíûõ
ïîëåé

Íåóñòîé÷èâîñòü ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ìîæåò ïî-
äàâëÿòüñÿ çàòóõàíèåì Ëàíäàó. Îäíàêî, ââèäó òîãî, ÷òî ñïåêòð ìàëûõ êî-
ëåáàíèé ñîñòîèò èç ýêâèäèñòàíòíûõ ëèíèé (ωmn = mω + nω0), òðåáóåìûå
ðàçáðîñû ÷àñòîò äîëæíû îáåñïå÷èâàòüñÿ íåëèíåéíîñòüþ âåäóùèõ ïîëåé.
Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ó÷åò íåëèíåéíîñòè ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ñòàë-
êèâàåòñÿ ñ çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå, íèæå ìû ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ïðèìåð, êîãäà ñèíõðîòðîííûå
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êîëåáàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ëèíåéíûìè, à íåëèíåéíîñòü âíîñèòñÿ ñïåöèàëüíûì
ýëåìåíòîì ìàãíèòíîé ñòðóêòóðû ñ îêòóïîëüíûì ïîëåì:

Hy = B(θ)
(x3 − 3xy2)

6
, Hx = −B(θ)

(y3 − 3yx2)

6
, (15.1)

B(θ) =

(
∂3Hy

∂x3

)
x,y=0

.

Åñëè ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé äàëåêè îò ðåçîíàíñíûõ, òî äåéñòâèå
òàêîãî îêòóïîëÿ íà äâèæåíèå ÷àñòèö ïðèâîäèò ê ñäâèãó ÷àñòîò êîëåáàíèé
íà âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå êâàäðàòàì àìïëèòóä êîëåáàíèé. Íàïðè-
ìåð, ÷àñòîòà âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé çàïèøåòñÿ â âèäå

ωy(Iy, Ix) = ωy0 + aIy − bIx, ab > 0 (15.2)

Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ñãóñòêà îïðåäåëÿþòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì (12.5). Êàê è
ïðåæäå, ïîìèìî âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ýòî äèñïåðñèîííîå óðàâ-
íåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷è-
âîñòè êîëåáàíèé. Çäåñü ìû èçó÷èì ïîâåäåíèå ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâî-
ñòè äëÿ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà my = 1, à mx = mc = 0. Äëÿ
òàêîé ìîäû óðàâíåíèå (12.5) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

1 = −Ωm

∫
dIxdIy

Iy∂f0/∂Iy
∆ωm − aIy + bIx

, ∆ωm = ω − ωy0 (15.3)

Ïîëó÷åííîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ ââåäåíèåì ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò â ñãóñòêå. Îïðåäåëèâ

g(w) = −
∫
dIxdIyIy

∂f0
∂Iy

δ(w − aIy + bIx), (15.4)

ïðèâåäåì óðàâíåíèå (15.3) ê ñëåäóþùåìó âèäó

1 = Ωm

∫ ∞

−∞
dw

g(w)

∆ωm − w
, Imω > 0. (15.5)

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííàÿ â (15.4) ôóíêöèÿ g(w) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫ ∞

−∞
dwg(w) = −

∫
dIxdIyIy

∂f0
∂Iy

=

∫
dIxdIyf = 1.
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Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ðàñ÷åòîâ ïðèìåì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì

f =
1

I0xI0y
exp

(
− Iy
I0y

− Ix
I0x

)
. (15.6)

Òîãäà (δy = aI0y ,δx = bI0x)

g(w) =

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

dyy exp(−x− y)δ(w − δyy + δxx). (15.7)

Èíòåãðèðîâàíèå â (15.7) âûïîëíÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî è ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ÷àñòîò â ïó÷êå

g(w) =
A

δx + δy


exp

(
−|w|
δx

)
, w < 0

(
1 +

w

δx
+
w

δy

)
exp

(
−w

δy

)
, w ≥ 0.

(15.8)

Çäåñü A = δx/[δx + δy]. Óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷à-
åòñÿ óñòðåìëåíèåì ∆ωm â (15.5) ê äåéñòâèòåëüíîé îñè ñâåðõó. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ïðè ýòîì ∫ ∞

−∞
dw

g(w)

∆ωm − w + i0
= P(∆ωm)− iπg(∆ωm),

ãäå

P(ω) = −
∫ ∞

−∞
dw

g(w)

ω − w
, (15.9)

à çíàê −
∫

êàê è ïðåæäå îçíà÷àåò âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî

çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ãðàíè÷íîé êðèâîé

ζ(∆ωm) =
1

P(∆ωm)− iπ(δx + δy)g(∆ωm)
, ζ =

Ωm
δx + δy

. (15.10)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò (15.8) ôóíêöèÿ P ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ

P = P− + P+, (15.11)

P−(ω) = A−
∫ ∞

0

dw
exp(−w/δx)

ω + w
, (15.12)

P+(ω) = A−
∫ ∞

0

dw exp(−w/δx)
ω − w

(
1 +

w

δx
+
w

δy

)
.
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Ðèñ. 11. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé (ëåâûé ðèñóíîê) è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò â ïó÷êå
(ïðàâûé ðèñóíîê). Ðàçáðîñ ÷àñòîò âíîñèòñÿ îêòóïîëåì òàêèì, ÷òî δx ≫ δy; â
äàííîì ñëó÷àå ζ = Ωm/δω, à δω = δx

Íàïðèìåð, ñäåëàâ â (15.12) çàìåíó ïåðåìåííîé t = (w + ω)/δx, ìû ìîæåì
âûðàçèòü P− ÷åðåç òàê íàçûâàåìóþ èíòåãðàëüíóþ ïîêàçàòåëüíóþ ôóíê-
öèþ

P−(ω) = A exp(ω/δx)−
∫ ∞

ω/δx

dt

t
e−t = −A exp(ω/δx)Ei(−ω/δx), (15.13)

ãäå

Ei(x) = −−
∫ ∞

−x

dt

t
e−t.

Àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

P+(ω) = A

{
−1− δy

δx
+

(
1 +

ω

δx
+
ω

δy

)
exp(−ω/δy)Ei(ω/δy)

}
. (15.14)

Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé (15.8), (15.13) è (15.14) (ñì. òàêæå íà ðèñ. 11÷
13), õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò â ïó÷êå, à òàêæå ôîðìà ãðàíèöû îá-
ëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ðàç-
áðîñîâ δy è δx. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
β-ôóíêöèé âåðòèêàëüíûõ è ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ
îêòóïîëÿ è âåëè÷èíàìè ýìèòòàíñîâ ýòèõ êîëåáàíèé (I0y è I0x). Îáû÷íî â
ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ìàøèíàõ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷å-
íèÿ âåëè÷èíà ðàäèàëüíîãî ýìèòòàíñà âî ìíîãî ðàç ïðåâûøàåò âåëè÷èíó
âåðòèêàëüíîãî. Êàê ïðàâèëî, âåëè÷èíû β-ôóíêöèé â îêòóïîëå íå êîìïåí-
ñèðóþò ýòîé ðàçíèöû ýìèòòàíñîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â òèïè÷íûõ óñëîâèÿõ
ýëåêòðîííûå è ïîçèòðîííûå ñãóñòêè â íàêîïèòåëÿõ èìåþò ïîïåðå÷íîå ñå-
÷åíèå, êîòîðîå ñèëüíî ñïëþñíóòî â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, à ìåæäó
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Ðèñ. 12. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé (ëåâûé ðèñóíîê) è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò â ïó÷êå
(ïðàâûé ðèñóíîê). Ðàçáðîñ ÷àñòîò âíîñèòñÿ îêòóïîëåì òàêèì, ÷òî δx ≪ δy; â
äàííîì ñëó÷àå ζ = Ωm/δω, à δω = δy

δy è δx âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå δx ≫ δy. Â òàêèõ óñëîâèÿõ, à òàêæå åñëè
b > 0, ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé â îñíîâ-
íîì ñîñðåäîòî÷åíà â îáëàñòè Reζ < 0 (ðèñ. 11). Ïðè ýòîì è ñ î÷åâèäíûìè
çàìåíàìè, ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàäèàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé èìååò ôîðìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 12. Â ïðîòîííûõ (àíòèïðîòîííûõ
è èîííûõ, à òàêæå â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ â ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ) ìà-
øèíàõ ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïó÷êîâ ìîæåò áûòü áëèçêèì ê êðóãëîìó, êîãäà
δx ≈ δy. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò ïîêàçàíû
íà ðèñ. 13.

16. Çàäà÷è ê Ãëàâå 4

1. Âû÷èñëèòü äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ Ëàíäàó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçáðîñ
÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ñãóñòêå ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò âåëè÷èíó
êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû.

2. Âû÷èñëèòü óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà

∆ωy(Iy, Ix) =
∆ω0

1 + Iy/I0y
,

èëè

∆ωy(Iy, Ix) =
∆ω0√

1 + Ix/I0x
.
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Ðèñ. 13. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé (ëåâûé ðèñóíîê) è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò â ïó÷êå
(ïðàâûé ðèñóíîê). Ðàçáðîñ ÷àñòîò âíîñèòñÿ îêòóïîëåì òàêèì, ÷òî δx = δy = δ; â
äàííîì ñëó÷àå ζ = Ωm/δω, à δω = 2δ

3. Âûïèñàòü îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèÿ äëÿ äèïîëüíûõ áåòà-
òðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿ îäèíî÷íîãî, ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà, âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ ïî-
ïåðå÷íûì èìïåäàíñîì ñâÿçè Zn(ω).

4. Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèíõðîòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé Ωm îäèíî÷íîãî ñãóñòêà ñ ðàñïðåäåëåíèåì àìïëèòóä ñèíõðîòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö: ρ(φ) = 1/φ2

0 äëÿ φ ≤ φ0 è ρ(φ) = 0 äëÿ φ > φ0.
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Ãëàâà 5.

Ðåçîíàíñíûå

íåóñòîé÷èâîñòè

Ðåçîíàíñíûå íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà îáóñëîâëå-
íû åãî âçàèìîäåéñòâèåì ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè, êîòîðûå èñ÷åçàþò çà ìíî-
ãî îáîðîòîâ ÷àñòèö â ìàøèíå. Ïîýòîìó õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ íåóñòîé-
÷èâîñòåé ýòîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíàÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èí êîãåðåíò-
íîãî ñäâèãà ÷àñòîòû è äåêðåìåíòîâ ìîä îò ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö. Òàêàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü íàáëþäàëàñü, íàïðèìåð, íà óñòàíîâêå ÂÝÏÏ-2.

17. Áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñãóñòîê ñî-
âåðøàåò âåðòèêàëüíûå áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ è âçàèìîäåéñòâóåò ñ îòäåëü-
íîé ìîäîé ðåçîíàòîðà (íèæå èçëîæåíèå â îñíîâíîì ñëåäóåò ðàáîòå [13]). Òà-
êîé ðåçîíàòîð ìîæåò, íàïðèìåð, îáðàçîâûâàòüñÿ ëîêàëüíûì ðàñøèðåíèåì
âàêóóìíîé êàìåðû íàêîïèòåëÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé
ìû ìîãëè áû âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùèì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì è ðàçëî-
æåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà ïî ñîáñòâåííûì ìîäàì ðåçîíàòîðà. Ïîó÷èòåëüíî,
îäíàêî, ñíîâà ïîëó÷èòü ýòî óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèé äëÿ îñöèëëÿòîðîâ íàâåäåííûõ ïîëåé. Â ñëó÷àå ðåçîíàíñíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ îñöèëëÿòîðîâ ïîëÿ îïðàâäàíî ìåäëåííûì
çàòóõàíèåì ðåçîíàíñíûõ ìîä íàâåäåííûõ ïîëåé, à òàêæå òåì îáñòîÿòåëü-
ñòâîì, ÷òî òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì îòäåëüíîé
ìîäû ðåçîíàòîðà è îäíîé èç ìîä êîëåáàíèé ïó÷êà. Çàìå÷àÿ, ÷òî ïîñëå ëèíå-
àðèçàöèè è ïåðåõîäà ê ãàðìîíèêàì, îáùåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
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â âèäå:

(ω −myωy)fm = my
∂f0
∂Iy

∫ T0

0

dt

T0
Lm,ω. (17.1)

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ íåóñòîé÷èâîñòü îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì ïó÷êà ñ
âèõðåâîé ÷àñòüþ íàâåäåííûõ ïîëåé. Â ýòîé ñâÿçè, ïðåäñòàâèì L ñóììîé
äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëÿìè, ÿâëÿþùè-
ìèñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèìè â ñèñòåìå ïîêîÿ ïó÷êà. Ýòî ñëàãàåìîå ìîæåò èç-
ìåíèòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ïîýòîìó ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïî
ïîâîäó ðåçîíàíñíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ êîíêðåòíîé ìàøèíû òàêèå ñäâè-
ãè ñëåäóåò âû÷èñëÿòü. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñäâèãè ÷àñòîò óæå ó÷òåíû â ÷àñòîòàõ íåêî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö.

Âèõðåâàÿ ÷àñòü ïîëÿ â ðåçîíàòîðå îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì îñöèëëÿòîðîâ
ïîëÿ òàêèõ, ÷òî A0 = 0, à

A(r, t) = c
∑
k

Ak(r)qk(t), divAk = 0,

∆Ak(r) + k2Ak = 0,

∫
d3rAkAk′ = 4πδk,k′ . (17.2)

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
A = −4πNe

c

∫
d3pvf

è ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè ñ Ak, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îñöèëëÿòîðîâ
qk.

q̈k + ω2
kqk = jm(t), ω2

k = c2k2. (17.3)

jm(t) = Ne

∫
dΓ(vAk)

∗fm exp(imyψy − iωt).

Ïîòåðè â ðåçîíàòîðå èç-çà êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè ñòåíîê, èëè ïî äðóãèì
ïðè÷èíàì, ïðèâîäÿò ê çàòóõàíèþ ìîä qk(t). Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
ìîäû êîëåáàíèé èìåþò êîíå÷íóþ äîáðîòíîñòü. Äëÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ êîíå÷íîé äîáðîòíîñòè ìîäû k â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (17.3)
äîïèñûâàþò äèññèïàòèâíîå ñëàãàåìîå 2λk q̇k, ãäå λk = ωk/(2Qk), à Qk äîá-
ðîòíîñòü ìîäû. Ïîñëå òàêîé ìîäèôèêàöèè ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

q̈k + 2λkq̇k + ω2
kqk = jm(t). (17.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

vAk =
∞∑

n=−∞
(vAk)ne

inθ,
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à θ = ωst+ ϕ, èùåì ðåøåíèå (17.4) â âèäå

qk(t) =
∞∑

n=−∞
qkn exp(−iωt− inωst).

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (17.4) äà¼ò

qkn =
Ne
∫
dΓV ∗

m,nfm

ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

, (17.5)

Vmn = [(vAk)ne
inϕ]m.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ îòäåëüíîé ìîäîé ðåçîíàòîðà
k, ýòè âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü∫ T0

0

dt

T0
Lm,ω =

∞∑
n=−∞

Ne2Vmn
ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

∫
dΓV ∗

mnfm.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (17.1) ýòî âûðàæåíèå äàåò åùå îäíó çàïèñü îñíîâíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

fm =
∂f0/∂Iy

(ω −myωy)

∞∑
n=−∞

Ne2myVmn
ω2
k − (ω + nωs + iλk)2

∫
dΓV ∗

mnfm. (17.6)

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö â ïó÷êå ìîãóò çàâèñåòü îò àì-
ïëèòóä ýòèõ êîëåáàíèé. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìû áóäåì
ïèñàòü

ωy = ωy0 +∆ωy(I). (17.7)

Îòíîñèòåëüíûé âêëàä ñëàãàåìûõ ñ ðàçëè÷íûìè n â (17.6) çàâèñèò îò ñî-
îòíîøåíèÿ äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ ïîëÿ â ðåçîíàòîðå λk è ÷àñòîòû îáðàùå-
íèÿ ωs. Åñëè ωs ≪ λk, òî îòäåëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (17.6) ñëàáî
çàâèñÿò îò ω è äàþò áëèçêèå âêëàäû. Â ñâÿçè ñ êîëëåêòèâíîé óñòîé÷èâî-
ñòüþ ïó÷êà â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î âçàèìîäåéñòâèè ñ íèçêîäîáðîòíûì
ðåçîíàòîðîì.

Îáðàòíûé ñëó÷àé ωs ≫ λk ñîîòâåòñòâóåò ðåçîíàíñíîìó âçàèìîäåéñòâèþ
ïó÷êà ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè. Ïðè ýòîì èç-çà ðåçêîé çàâèñèìîñòè ñëàãàå-
ìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (17.6) îò ω âçàèìîäåéñòâèå ïó÷êà ñ ðåçîíàòîðîì ñòà-
íîâèòñÿ îñîáåííî ñèëüíûì ïðè âûïîëíåíèè ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ

ωk ≃ myωy + nωs. (17.8)
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Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè ðåçîíàíñíûõ ýôôåêòîâ âî-
îáùå îòáðîñèòü â óðàâíåíèè (17.6) íåðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïðèõîäèì ê áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ:

fm =
∂f0/∂Iy

(ω −myωy)

Ne2myVmn
[ω2
k − (ω + nωs + iλk)2]

∫
dΓV ∗

mnfm.

Âáëèçè ðåçîíàíñà (17.8) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ÷àñòîòíûé çíàìåíàòåëü â
âèäå

ω2
k − (ω + nωs + iλk)

2 ≃ 2ωk(ε−∆ωm − iλk),

ãäå
ε = ωk −myωy0 − nωs, ∆ωm = ω −myωy0.

Ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

fm = − ∂f0/∂Iy
(ω −myωy)

Ne2myVmn
2ωk(∆ωm − ε+ iλk)

∫
dΓV ∗

mnfm. (17.9)

Ïîñêîëüêó ÿäðî óðàâíåíèÿ (17.9) ôàêòîðèçîâàíî, åãî ðåøåíèå èìååò âèä

fm = Cm
Vmn∂f0/∂Iy
ω −myωy

, Imω > 0,

à ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (17.9) ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâ-
íåíèþ:

1 = −Ne
2

2ωk

my

∆ωm − ε+ iλk

∫
dΓ
∂f0
∂Iy

|Vmn|2

∆ωm −my∆ωy(I)
. (17.10)

17.1. Íåóñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêîãî òèïà

Äëÿ âûÿñíåíèÿ îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé ñïåêòðîâ ðåçîíàíñíûõ ìîä èçó-
÷èì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ. Ïðèìåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ðàçáðîñàìè ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
â ïó÷êå (∆ωy(I) = 0) è òðåíèåì â ðåçîíàòîðå (λk = 0). Òîãäà óðàâíåíèå
(17.10) ïðèîáðåòàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä:

1 =
myΩ

2
m

∆ωm(∆ωm − ε)
, Ω2

m =
Ne2

2ωk

∫
dΓf0

∂

∂Iy
|Vm,n|2. (17.11)

Åãî êîðíè ðàâíû

∆ω(±)
m =

ε± Ω

2
, Ω =

√
ε2 + 4myΩ2

m. (17.12)
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Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî â ðàçíîñòíîì ðåçîíàíñå êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ïó÷êà è êîëåáàíèé ïîëåé â ðåçîíàòîðå (my > 0) îáà êîðíÿ äåéñòâè-
òåëüíû è, ñîîòâåòñòâåííî, àìïëèòóäû êîëåáàíèé ìîä íå íàðàñòàþò. Ïðè
ýòîì, â òî÷íîì ðåçîíàíñå (ε = 0) âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò
ìîä ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó:

∆ω(±)
m = ±

√
myΩ2

m, (17.13)

à âäàëè îò ðåçîíàíñà (ε2 ≫ 4myΩ
2
m è, íàïðèìåð, ε > 0)

∆ω(+)
m ≃ ε+

myΩ
2
m

ε
, ∆ω(−)

m ≃ −myΩ
2
m

ε
. (17.14)

Â ñóììîâîì ðåçîíàíñå (my < 0) êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè
ïðè ïîïàäàíèè ÷àñòîò (ωk è ωy) âíóòðü çàïðåùåííîé ïîëîñû:

ε2 ≤ 4|my|Ω2
m. (17.15)

Â ýòîé ïîëîñå èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîé ìîäû ðàâåí

δm = Imω =
|ε|
2

√
N

Nth
− 1, (17.16)

ãäå âåëè÷èíà

Nth = |ε|ωk
e2

(∫
dΓf0

∂

∂Iy
|Vmn|2

)−1

(17.17)

îïðåäåëÿåò ïîðîãîâûé òîê íåóñòîé÷èâîñòè. Îïèñàííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íî-
ñèò íàçâàíèå íåóñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêîãî òèïà.

17.2. Äèññèïàòèâíûå íåóñòîé÷èâîñòè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ òðåíèÿ â ðåçîíàòîðå è ðàçáðîñà
÷àñòîò íà óñòîé÷èâîñòü ðåçîíàíñíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïóñòü ñíà-
÷àëà ðàçáðîñ ÷àñòîò êîëåáàíèé â ïó÷êå ðàâåí íóëþ. Òîãäà äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå (17.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

1 =
myΩ

2
m

∆ωm(∆ωm − ε+ iλk)
. (17.18)

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû

∆ω(±)
m =

ε− iλk
2

±
√

(ε− iλk)2

4
+myΩ2

m. (17.19)
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Îòäåëèâ â ýòîì óðàâíåíèè ìíèìóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì äåêðåìåíòû êîëåáàíèé

δ(±)
m = −Imω =

λk
2

∓

√√√√1

2

(√
X2 +

ε2λ2k
4

−X

)
, (17.20)

ãäå

X =
ε2 − λ2k

4
+myΩ

2
m.

Óðàâíåíèå (17.20) ïîçâîëÿåò íàéòè óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé

λk
2

≥

√√√√1

2

(√
X2 +

ε2λ2k
4

−X

)
.

Ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè:

λ2k
4

+
ε2 − λ2k

8
+
myΩ

2
m

2
≥ 1

2

√
X2 +

ε2λ2k
4

,

(
ε2 + λ2k

4
+myΩ

2
m

)2

−
(
ε2 − λ2k

4
+myΩ

2
m

)2

≥ ε2λ2k
4

ε2

4
+myΩ

2
m ≥ ε2

4

íàõîäèì, ÷òî êîëåáàíèÿ â ðàçíîñòíîì ðåçîíàíñå (my > 0) âñåãäà óñòîé÷èâû
è çàòóõàþò, à â ñóììîâîì ðåçîíàíñå (my < 0) íåóñòîé÷èâû ïðè ëþáîì òîêå
ïó÷êà. Íåóñòîé÷èâîñòè èç-çà äèññèïàöèè ýíåðãèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ïó÷êà â îêðóæàþùèõ åãî ýëåêòðîäàõ ìû áóäåì íàçûâàòü äèññèïàòèâíûìè.

ßâëåíèå çàòóõàíèÿ ðàçíîñòíûõ ìîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïî-
äàâëåíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïàññèâíûì ðåçîíàòîðîì. Ìàêñèìàëüíûé
äåêðåìåíò êîãåðåíòíûì êîëåáàíèÿì ïåðåäà¼òñÿ â òî÷íîì ðåçîíàíñå (ε = 0).
Ïðè ýòîì

∆ω(±)
m = − iλk

2
±
√
myΩ2

m − λk2

4
. (17.21)

Åñëè äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ ïîëåé â ðåçîíàòîðå íåâåëèêè myΩ
2
m > λk

2/4,
òî îáå ìîäû çàòóõàþò ñ ðàâíûìè äåêðåìåíòàìè λk/2, à âåëè÷èíû êîãåðåíò-
íûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû ðàâíû

Re(∆ω(±)
m ) = ±

√
myΩ2

m − λk2

4
. (17.22)
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Íàîáîðîò, åñëè ìîäû ñëàáî ñâÿçàíû myΩ
2
m < λk

2/4, òî èõ êîãåðåíòíûå
ñäâèãè ÷àñòîòû ðàâíû íóëþ, à àìïëèòóäû çàòóõàþò ñ äåêðåìåíòàìè

δ(±)
m =

λk
2

±
√
λ2k
4

−myΩ2
m (17.23)

Õàðàêòåðíûå çàâèñèìîñòè ∆ωm îò N èçîáðàæåíû íà ðèñ. 14.
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0.0
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0.6

0.8

1.0

-I
m

(∆
ω

m
)/

λ k

Ω2

m
/λ2

k
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-1.0

-0.5
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0.5

1.0

R
e(

∆ω
m
)/

λ k

Ω2

m
/λ2

k

Ðèñ. 14. Çàâèñèìîñòè äåêðåìåíòîâ (ëåâûé ðèñóíîê) è êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷à-
ñòîòû (� ïðàâûé) â îêðåñòíîñòè ðàçíîñòíîãî ðåçîíàíñà îò ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå.
Âåðõíÿÿ êðèâàÿ � ìîäà (+) (ïîäîáíàÿ êîëåáàíèÿì ïîëÿ), íèæíÿÿ � ìîäà (-) (ïî-
äîáíàÿ êîëåáàíèÿì ïó÷êà), ε/λk = 0.02. Åñëè ε ìåíÿåò çíàê, òî ìîäû ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè.

17.3. Äåéñòâèå ðàçáðîñà ÷àñòîò

Îäíîâðåìåííîå äåìïôèðîâàíèå ñóììîâûõ ìîä ìîæåò áûòü äîñòèãíó-
òî ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì íà êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé
ïîëåé â ðåçîíàòîðå è ïîäàâëåíèåì êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Òàêîå
ïîäàâëåíèå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì îõëàæäåíèÿ ïó÷êà, ñèñòåì
îáðàòíîé ñâÿçè, ëèáî çàòóõàíèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ ìîä ïó÷êà. Äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, ìû ïîëó÷èì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàí-
íîãî ïó÷êà çà ñ÷åò ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö îáóñëîâ-
ëåííîãî èõ çàâèñèìîñòü îò èìïóëüñîâ ÷àñòèö. Äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå ëîðåíöåâî:

f0(∆p) =
∆

π(∆p2 +∆2)
.
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Òîãäà, çàïèñûâàÿ ωy = ωy0 +∆p(dωy/dp) è âû÷èñëÿÿ â (17.10) èíòåãðàë ïî
∆p

1 =
myΩ

2
m∆

∆ωm − ε+ iλk

∫ ∞

−∞

d∆p

π(∆p2 +∆2)(∆ωm −my(dωy/dp)∆p)

=
myΩ

2
m

(∆ωm − ε+ iλk)

1

(∆ωm + iλm)
,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:

1 =
myΩ

2
m

(∆ωm + iλm)(∆ωm − ε+ iλk)
. (17.24)

Çäåñü

λm = |myδωy| =
∣∣∣∣my

dωy
dp

∣∣∣∣∆
� ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé âáëèçè ãàðìîíèêè my. Ïîäñòà-
íîâêàìè u = ∆ωm + iλm è Λ± = λk ± λm óðàâíåíèå (17.24) ïðèâîäèòñÿ ê
òîìó æå âèäó, ÷òî è óðàâíåíèå (17.18):

1 =
myΩ

2
m

u(u− ε+ iΛ−)
.

Ïîýòîìó ñðàçó ïèøåì

u =
ε− iΛ−

2
±

√
(ε− iΛ−)

2

4
+myΩ2

m

è

∆ω(±)
m =

ε− iΛ+

2
±

√
(ε− iΛ−)

2

4
+myΩ2

m, (17.25)

èëè (δ(±)
m = −Im∆ω

(±)
m )

δ(±)
m =

Λ+

2
∓

√√√√1

2

(√
X2 +

ε2Λ2
−

4
−X

)
, (17.26)

ãäå

X =
ε2 − Λ2

−
4

+myΩ
2
m.

Ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ äåêðåìåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ â äâóõ ïðåäåëü-
íûõ ñëó÷àÿõ. Âî-ïåðâûõ, ýòî îáëàñòü, ãäå ε2 + Λ2

− = ∆2
Σ ≫ |Ω2

m,n|. Òàêîå
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óñëîâèå, íàïðèìåð, âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ÷èñëî ÷àñòèö â ïó÷êå íåâåëèêî. Ðàç-
ëàãàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (17.26) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðàmyΩ

2
m/∆

2
Σ

è ó÷èòûâàÿ ñòàðøèå ÷ëåíû, íàéäåì

X2 +
ε2Λ2

−
4

≃∆4
Σ

16
+
ε2 − Λ2

−
2

myΩ
2
m,

δ(±)
m ≃ Λ+

2
∓

√√√√1

2

(
∆2

Σ

4

√
1 +

ε2 − Λ2
−

∆2
Σ

8myΩ2
m

∆2
Σ

−X

)

≃ Λ+

2
∓

√
1

2

(
∆2

Σ

4
−
ε2 − Λ2

−
4

+

(
ε2 − Λ2

−
∆2

Σ

− 1

)
myΩ2

m

)

=
Λ+

2
∓ |Λ−|

2

√
1− 4myΩ2

m

∆2
Σ

,

èëè

δ+m = λm + |Λ−|
myΩ

2
m

∆2
Σ

, (17.27)

δ−m = λk − |Λ−|
myΩ

2
m

∆2
Σ

. (17.28)

Ýòè ôîðìóëû çàïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà λk > λm. Ïðè âûïîëíåíèè îá-
ðàòíîãî óñëîâèÿ λk < λm ìîäû ñ äåêðåìåíòàìè δ+m and δ−m ìåíÿþòñÿ ìå-
ñòàìè.

Âòîðîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ÷èñ-
ëî ÷àñòèö â ïó÷êå âåëèêî ∆2

Σ ≪ |my|Ω2
m,n. Ïèøåì

δ(±)
m ≃ Λ+

2
∓

√√√√1

2

(
|myΩ2

m|

√
1 +

ε2 − Λ2
−

2myΩ2
m

−X

)

≃ Λ+

2
∓

√
1

2

(
|myΩ2

m|
(
1 +

ε2 − Λ2
−

4myΩ2
m

)
−X

)
.

Â ñóììîâîì ðåçîíàíñå my = −|my|

δ(±)
m ≃ Λ+

2
∓

√
1

2

(
|my|Ω2

m

(
1−

ε2 − Λ2
−

4|my|Ω2
m

)
−
ε2 − Λ2

−
4

+ |my|Ω2
m

)

=
Λ+

2
∓
√
|my|Ω2

m −
ε2 − Λ2

−
4

≃ ∓
√

|my|Ω2
m (17.29)
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îäíà èç ìîä îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ðàç-
íîñòíîì ðåçîíàíñå (my > 0)

δ(±)
m ≃ Λ+

2
∓

√
1

2

(
myΩ2

m(S − 1)−
ε2 − Λ2

−
4

)
,

ãäå

S =

√
1 +

ε2 − Λ2
−

2myΩ2
m

+
∆4

Σ

16 (myΩ2
m)

2

≃ 1 +
ε2 − Λ2

−
4myΩ2

m

+
∆4

Σ

32 (myΩ2
m)

2 −
(
ε2 − Λ2

−
)2

32 (myΩ2
m)

2 .

Ïîýòîìó îáå ìîäû çàòóõàþò ñ äåêðåìåíòàìè:

δ(±)
m ≃ Λ+

2
∓

√(
ε2 + Λ2

−
)2 − (ε2 − Λ2

−
)2

64myΩ2
m

=
Λ+

2
∓

√
ε2Λ2

−
16myΩ2

m

,

èëè

δ±m =
Λ+

2
∓ |Λ−|

2

√
ε2

4myΩ2
m

. (17.30)

Âåëè÷èíà Λ+ â ôîðìóëå (17.26) ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó ïðîñòûå âû-
÷èñëåíèÿ

Λ2
+

2
>

√
X2 +

ε2Λ2
−

4
−X,(

Λ2
+

2
+
ε2 − Λ2

−
4

+myΩ
2
m

)2

>

(
ε2 − Λ2

−
4

+myΩ
2
m

)2

+
ε2Λ2

−
4

,

Λ2
+

4
+
ε2 − Λ2

−
4

+myΩ
2
m >

ε2Λ2
−

4Λ2
+

,

è

ε2
Λ2
+ − Λ2

−
4Λ2

+

+
Λ2
+ − Λ2

−
4

+myΩ
2
m > 0, Λ2

+ − Λ2
− = 4λkλm

ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè (δ(+)
m > 0):

λkλm

(
1 +

ε2

Λ2
+

)
+myΩ

2
m ≥ 0. (17.31)
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Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (17.31) óêàçûâàåò, ÷òî âáëèçè ñóììîâîãî ðåçîíàíñà
(my = −|my|) ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîãóò áûòü óñòîé÷èâûìè ëèøü
ïðè îäíîâðåìåííîì è äîñòàòî÷íî ñèëüíîì äåìïôèðîâàíèè ñâÿçàííûõ êî-
ëåáàíèé λkλm ̸= 0. Âçÿâ â óñëîâèè (17.31) çíàê ðàâåíñòâà è îïðåäåëèâ

ζ =
|my|Ω2

m

λ2m
, µk =

λk
λm

,

ìû ìîæåì èçîáðàçèòü åãî â ôîðìå äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè (Fig. 15). Â

0 10 20 30 40 50 60
0

10

20

30

40

µ k

ζ

Ðèñ. 15. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
óñëîâèþ Eq.(17.31). Ñâåðõó âíèç |ε|/λm = 0, 5, 10 and 15. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷è-
âû ëåâåå ãðàíè÷íîé êðèâîé.

òàêèõ ïåðåìåííûõ óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

g(µk, ε) ≥ ζ, (17.32)

ãäå

g(µk, ε) = µk +
κµk

(1 + µk)
2 , κ =

ε2

λ2m
. (17.33)

Êàê âèäíî èç ýòèõ ôîðìóë, â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçè ðåçîíàíñà (κ ≪ 1)
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (17.32) òðåáóåò ïðîñòîãî ïðåâûøåíèÿ âåëè÷èíû µk
íàä ζ. Ïðè óäàëåíèè îò ðåçîíàíñà ïîâåäåíèå ôóíêöèè g(µk, ε) ñòàíîâèò-
ñÿ áîëåå ñëîæíûì (íàïðèìåð, ðèñ. 16). Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ζ óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè (17.32) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â îäíèõ îáëàñòÿõ µk (íàïðèìåð,
ìåæäó òî÷êàìè A è B, à òàêæå âûøå òî÷êè Ñ íà ðèñ. 16) è íå âûïîëíÿòüñÿ
â äðóãèõ (íà ðèñ. 16 ýòî çíà÷åíèÿ µk, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó òî÷êàìè B è
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Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü g(µk, κ) îò µk, κ = 100.

C). Â ïåðâûõ îáëàñòÿõ µk ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ïðèâîäèò
ê çàòóõàíèþ Ëàíäàó ñâÿçàííûõ ìîä. Âî âòîðûõ îáëàñòÿõ � ê èõ àíòèçàòó-
õàíèþ Ëàíäàó [13]).

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà âû÷èñëèì äåêðåìåíòû ñâÿçàííûõ ìîä
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé âñå åùå îïðåäå-
ëÿåòñÿ èõ õðîìàòè÷åñêèìè äîáàâêàìè, à ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå,
íàïðèìåð, ãàóññîâî:

f0(∆p) =
1√
2πσ

exp

(
−∆p2

2σ2

)
. (17.34)

Ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ óðàâíåíèå (17.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

1 =
myΩ

2
m

∆ωm − ε+ iλk

∫ ∞

−∞

dx√
2π

e−x
2/2

∆ωm − λmx
, (17.35)

ãäå

λm =

∣∣∣∣my

(
dωy
dp

)
0

∣∣∣∣σ (17.36)

� ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé âáëèçè ãàðìîíèêè my. Ïðîñòûå
âûðàæåíèÿ äëÿ äåêðåìåíòîâ ìîä óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â îáëàñòè, ãäå âûïîë-
íåíû íåðàâåíñòâà:ãäå â

|Re(∆ωm)| ≫ λm ≫ |Im(∆ωm)|, (17.37)
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Â òàêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (17.35) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå:

∆ωm − ε+ iλk =
myΩ

2
m,n

∆ωm
− iπmyΩ

2
m,n

∫ ∞

−∞

dx√
2π
e−x

2/2δ(Re∆ωm − λmx).

(17.38)
Îíî àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (17.18), åñëè ïåðåîïðåäåëèòü äåêðåìåíò çàòó-
õàíèÿ ïîëåé â ðåçîíàòîðå λk ñîãëàñíî ôîðìóëå:

λeffk = λk +

√
π

2

myΩ
2
m,n

λm
exp

(
− [Re∆ωm]2

2λ2m

)
. (17.39)

Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà λeffk óáûâàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå äëÿ
ñóììîâûõ ðåçîíàíñîâ (my < 0) è óâåëè÷èâàåòñÿ äëÿ ðàçíîñòíûõ (my > 0).
Äëÿ ðàçíîñòíûõ ðåçîíàíñîâ ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè â (17.19)

∆ωm ≃
ε− iλeffk

2
±

√
Ω2

4
−
iελeffk

2
, (17.40)

â ðÿä ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ (λeffk /Ω) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì

∆ω(±)
m ≃

ε− iλeffk

2
± Ω

2

√
1−

2iελeffk

Ω2

≃
ε− iλeffk

2
± Ω

2
∓
iελeffk

2Ω

=
ε± Ω

2
− i

λeffk

2

(
1± ε

Ω

)
, (17.41)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî îáå ìîäû çàòóõàþò ñ äåêðåìåíòàìè

δ(+)
m = −Im

(
∆ω(+)

m

)
=

1

2

(
1 +

ε

Ω

)
(17.42)

×

(
λk +

√
π

2

myΩ
2
m,n

λm
exp

(
− (ε+Ω)2

8λ2m

))
è

δ(−)
m =

1

2

(
1− ε

Ω

)(
λk +

√
π

2

myΩ
2
m,n

λm
exp

(
− (ε− Ω)2

8λ2m

))
. (17.43)

Äëÿ ñóììîâûõ ðåçîíàíñîâ (my = −|my|) âåëè÷èíà λeffk

λeffk = λk −
√
π

2

|my|Ω2
m,n

λm
exp

(
− [Re∆ωm]2

2λ2m

)
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ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Èç
ôîðìóëû (17.41) ìîæíî âèäåòü, ÷òî âíóòðè çàïðåùåííîé ïîëîñû ÷àñòîò
(17.15), ãäå Ω = iΩ′′, çàòóõàíèå Ëàíäàó çà ñ÷åò ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé íå èçìåíÿåò óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé:

∆ω(±)
m =

ε± iΩ′′

2
− i

λeffk

2

(
1± ε

iΩ′′

)
=
ε± iΩ′′

2
− i

λeffk

2
± ε

Ω′′
λeffk

2
.

Âíå çàïðåùåííîé ïîëîñû (17.15) èìååì (ImΩ = 0) è, ñîîòâåòñòâåííî,
ïèøåì

∆ω(±)
m =

ε± Ω

2
− i

λeffk

2

(
1± ε

Ω

)
,

èëè

δ(+)
m =

1

2

(
1 +

ε

Ω

)(
λk −

√
π

2

|my|Ω2
m,n

λm
exp

(
− [ε+Ω]2

8λ2m

))
(17.44)

è

δ(−)
m =

1

2

(
1− ε

Ω

)(
λk −

√
π

2

|my|Ω2
m,n

λm
exp

(
− [ε− Ω]2

8λ2m

))
(17.45)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî â òàêîé îáëàñòè ÷àñòîò ε2 > Ω2, íàõîäèì óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè êîëåáàíèé (íàïðèìåð, ε > 0)(

λeffk

)
+
= λk −

√
π

2

|my|Ω2
m,n

λm
exp

(
− [ε+Ω]2

8λ2m

)
> 0

è (
λeffk

)
−
= λk −

√
π

2

|my|Ω2
m,n

λm
exp

(
− [ε− Ω]2

8λ2m

)
< 0,

èëè√
π

2

|my|Ω2
m,n

λm
exp

(
− [ε+Ω]2

8λ2m

)
< λk <

√
π

2

|my|Ω2
m,n

λm
exp

(
− [ε− Ω]2

8λ2m

)
.

(17.46)
Âíå ýòîé îáëàñòè îäíà èç ìîä êîëåáàíèé íåóñòîé÷èâà. Ïîëó÷åííîå óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî âáëèçè ñóììîâîãî ðåçîíàíñà ðàçáðîñ ÷àñòîò
êîëåáàíèé ÷àñòèö ìîæåò ïðèâîäèòü êàê ê çàòóõàíèþ, òàê è ê àíòèçàòó-
õàíèþ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Íàïðèìåð, åñëè λk = 0, òî
ñîãëàñíî (17.44) è (17.45) ìîäà (−) çàòóõàåò (δ(−)

m > 0), à àìïëèòóäà ìîäû
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(+) íàðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è â îòñóòñòâèè
ðàçáðîñà ÷àñòîò â ïó÷êå îáå ýòè ìîäû áûëè óñòîé÷èâû (ε2 > Ω2). Ïîýòîìó
íåóñòîé÷èâîñòü ìîäû (+) ïîÿâëÿåòñÿ èìåííî áëàãîäàðÿ ðàçáðîñó ÷àñòîò
âûçûâàþùåìó â ýòîì ñëó÷àå àíòèçàòóõàíèå Ëàíäàó. Ýòî ÿâëåíèå ñâÿçàíî
íå ñ "íåóäà÷íûì"ðàñïðåäåëåíèåì ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ïó÷-
êå, à ñ ñâîåîáðàçíûì õàðàêòåðîì ïåðåäà÷è ýíåðãèè êîëåáàíèé öåíòðàëüíûõ
è "õâîñòîâûõ"÷àñòèö ïó÷êà ïîñðåäñòâîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîëåáàíèÿ-
ìè ïîëåé â ðåçîíàòîðå âáëèçè ñóììîâîãî ðåçîíàíñà. Ïðè îáùåé ïîõîæåñòè

0 5 10 15 20 25
10-6

10-4

10-2

100

102

C

B

A

µ

ζ

Ðèñ. 17. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ ãàóññîâà (ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ) è äëÿ ëîðåíöåâà (ïóíêòèð) ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ â ïó÷êå, |ε|/λm

= 7. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû ëåâåå ãðàíè÷íîé êðèâîé, äóãà ABC êà÷åñòâåííî ñîîò-
âåòñòâóåò âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ (17.46).

ñ èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 15, ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïó÷êà ñ ãàóñ-
ñîâûì ðàñïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ èäåò íåñêîëüêî ëåâåå è íèæå ãðàíèöû,
âû÷èñëåííîé äëÿ ëîðåíöåâà ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ (ðèñ. 17).

18. Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ

Îáøèðíûé êëàññ ðåçîíàíñíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ñãóñòêîâ ïîÿâëÿåòñÿ ïðè èçó÷åíèè îãðàíè÷åíèé ïðåäåëüíûõ èíòåíñèâíî-
ñòåé â óñòàíîâêàõ ñ âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè. Òàêèå ÿâëåíèÿ ñâÿçàíû ñ âçàèì-
íûìè ïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè êîëåáàíèé ÷àñòèö â ìåñòå âñòðå÷è
ïîëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ. Îíè ìîãóò
îïðåäåëÿòü îäíî èç îñíîâíûõ îãðàíè÷åíèé ñâåòèìîñòè óñòàíîâîê ñ âñòðå÷-
íûìè ïó÷êàìè ñâÿçàíî ñ âîçìóùåíèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïîëÿìè âñòðå÷-
íîãî ñãóñòêà. Ïî ïðèíÿòîé â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå òåðìèíîëîãèè ýòîò
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ìíîãîïëàíîâûé êðóã ÿâëåíèé ñîêðàùåííî íàçûâàþò ýôôåêòàìè âñòðå÷è.
Îíè âûðàæàþòñÿ â ïîÿâëåíèè íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé èíäèâèäóàëüíûõ
÷àñòèö, ëèáî ñãóñòêîâ â öåëîì.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìû èçó÷èì óñòîé÷èâîñòü äèïîëüíûõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ (Â.È. Áàëáåêîâ, À.À. Êîëîìåíñêèé 1967
[14]; áîëåå ïîëíîå è áîëåå ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ýòîãî êðóãà âîïðîñîâ
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [15]). Êðîìå òîãî ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïó÷êè
ñîäåðæàò ïî îäíîìó ñãóñòêó êðóãëîãî ñå÷åíèÿ è ÷òî ñãóñòêè äâèæóòñÿ â
èäåíòè÷íûõ êîëüöàõ (ãåîìåòðèÿ òàêèõ ñòîëêíîâåíèé ñõåìàòè÷åñêè èçîá-
ðàæåíà íà ðèñ. 18). Ìû òàêæå ïðåíåáðåæåì ðàçáðîñàìè ÷àñòîò áåòàòðîí-

N
1
e
1

N
2
e
2

b

Ðèñ. 18. Ê çàäà÷å î íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Ðàç â ïåðèîä îáðàùå-
íèÿ ïó÷êè ñ çàðÿäàìè N1e1 è N2e2 ñòàëêèâàþòñÿ â ìåñòå âñòðå÷è ñ ïðèöåëüíûì
ïàðàìåòðîì b = d1 − d2, à çàòåì ðàçâîäÿòñÿ ïî ñâîèì êîëüöàì

íûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö èç-çà ðàçáðîñà ýíåðãèé ÷àñòèö è íåëèíåéíîñòè ôî-
êóñèðîâêè. Ýíåðãèè ÷àñòèö ñ÷èòàåì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè (E = γMc2,
γ ≫ 1).

Ïîïåðå÷íîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñãóñòêà, äâèæóùåãîñÿ âäîëü ðàâíîâåñ-
íîé îðáèòû ñî ñêîðîñòüþ v2 = {0,−c, 0} è èìåþùåãî ïëîòíîñòü

ϱ(r, t) =
N

2πσ2
ρ(s+ ct) exp

(
−x

2 + y2

2σ2

)
, (18.1)

c óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

E =
r

r
E, E =

2Ne2
σ2r

ρ(s+ ct)

∫ r

0

drre−r
2/2σ2

. (18.2)

Ïîñëå ïðîñòîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

E = 2Ne2ρ(s+ ct)
1− exp[−r2/(2σ2)]

r2
r. (18.3)
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-6 -2 2 6 x/σ

F
x

Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòü (ðàäèàëüíîé) ñèëû, âîçìóùàþùåé âñòðå÷íûé ïó÷îê, îò ïî-
ïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ ÷àñòèöû. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò
âî âñòðå÷íîì ñãóñòêå ãàóññîâà

Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ ìàãíèòíîå ïîëå ñãóñòêà ðàâíî

H = [v2 ×E]/c. (18.4)

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöû âñòðå÷íîãî ñãóñòêà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ v1 = {0, c, 0}, ðàâíà

F1,2 = e1(E+ [v1 ×H]/c2) ≃ 2e1E (18.5)

= 4Ne1e2ρ(s+ ct)
1− exp[−r2/(2σ2)]

r2
r.

Îíà ëèíåéíà âáëèçè öåíòðà ñãóñòêà, îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ îò
öåíòðà îíà ñíà÷àëà ïðîõîäèò ìàêñèìóì, à çàòåì óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíî 1/r (ñì. òàêæå íà ðèñ. 19). Êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ýòà ñèëà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñåðèþ ïåðèîäè÷åñêèõ, êîðîòêèõ òîë÷êîâ. Åñëè ñãóñòêè äâè-
æóòñÿ â ðàçíûõ êîëüöàõ c ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ ω0 êàæäûé, òî ïåðèîä ýòèõ
òîë÷êîâ ðàâåí 2π/ω0. Ïðè äëèíå ñãóñòêîâ σs äëèòåëüíîñòü òîë÷êîâ åñòü
δt = σ/(2c). Êàê è âñÿêîå äðóãîå, òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ïðèâî-
äèò ê ðåçîíàíñíûì íåóñòîé÷èâîñòÿì êàê íåêîãåðåíòíûõ, òàê è êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ïó÷êà.

Åñëè ñãóñòîê (2) ñîâåðøàåò, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíûå êîãåðåíòíûå êî-
ëåáàíèÿ ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì d2(t), òàê ÷òî

ϱ(r, t) =
N

2πσ2
ρ(s+ ct) exp

(
−x

2 + (y − d2(t))
2

2σ2

)
, (18.6)
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òî âîçìóùàþùèå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (18.2) è (18.4), â êîòî-
ðûõ àðãóìåíò y äîëæåí áûòü çàìåíåí íà y − d2(t). Ïðè ýòîì äëÿ âåðòè-
êàëüíîé ïðîåêöèè ñèëû äåéñòâóþùåé íà âñòðå÷íûé ñãóñòîê âìåñòî (18.5)
ïîëó÷èì (r2 = x2 + (y − d2)

2)

Fy = 4Ne1e2ρ(s+ ct)
1− exp[−r2/(2σ2)]

r2
(y − d2(t)). (18.7)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö, â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè (r ≪ σ) ïîëó÷èì:

ÿa1 + ω2
yya1 =

Fy
γM

≃ 2Ne1e2
σ2γM

(ya1 − d2)ρ(sa(t) + ct). (18.8)

Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îá ýôôåêòàõ âñòðå÷è â ýòîì è àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿõ â
êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé îáû÷íî èñïîëüçóþò îáîáùåííûé àçèìóò
θ = ω0t. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ÷àñòèö 1-ãî ñãóñòêà sa(t) = ct + sa, à
ct ≃ R0θ, óðàâíåíèå (18.8) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

y′′a1 + ν2yya1 = sgn(e1e2)4Πξνy(ya1 − d2)ρ(2R0θ + sa), (18.9)

ãäå Π = 2πR0 � ïåðèìåòð îðáèòû, y′ = dy/dθ, à

ξ =
Ne2β0
4πpcσ2

, e2 = |e1e2|, β0 = R0/νy (18.10)

òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòð ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ.
Àíàëîãè÷íî, åñëè äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàåò ñãóñòîê (1), òî óðàâíå-
íèÿ äëÿ ÷àñòèö âòîðîãî ñãóñòêà (sa(t) = −ct+ sa) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

y′′a2 + ν2yya2 = sgn(e1e2)4Πξνy(ya2 − d1)ρ(2R0θ − sa). (18.11)

Çäåñü, äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæåíî ρ(s) = ρ(−s).
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (18.9) è (18.11) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç èí-

òåãðàëû îò äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ d1 è d2. Ñàìè óðàâíåíèÿ äëÿ d1 è d2
ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðîâàíèåì óðàâíåíèé (18.9) ëèáî (18.11):

d1,2 =
1

N

N∑
a=1

(ya)1,2ρ(sa).

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì:

d′′1 + ν2yd1 =sgn(e1e2)2ξνy(d1 − d2)K(θ),

d′′2 + ν2yd2 =− sgn(e1e2)2ξνy(d1 − d2)K(θ), (18.12)
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ãäå

K(θ) = 2Π

∫ ∞

−∞
dsρ(s+ ct)ρ(s− ct). (18.13)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî K(t) â (18.13) â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé θ ñ ïåðèîäîì 2π, ïèøåì

K =

∞∑
n=−∞

Kne
−inθ, Kn =

∫ 2π

0

dθ

2π
K(θ)einθ. (18.14)

Ðàñïðåäåëåíèå ãàðìîíèê Kn ïî íîìåðàì çàâèñèò îò øèðèí ëèíåéíûõ ïëîò-
íîñòåé ÷àñòèö â ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêàõ. Åñëè, íàïðèìåð,

ρ(s) =
exp[−s2/(2σ2

s)]√
2πσs

,

òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â (18.13) äà¼ò

K(θ) = 2Π
exp[−(ct)2/σ2

s ]

2πσs

∫ ∞

−∞
due−u

2

,

èëè

K(θ) = 2π
exp[−(θ)2/σ2

ϕ]√
πσϕ

, σϕ = σs/R0.

Òîãäà, äëÿ ñãóñòêîâ ñ äëèíàìè σs ≪ R0, èìååì

Kn =

∫ 2π

0

dθ√
πσϕ

exp

(
− θ2

σ2
ϕ

+ inθ

)
≃
∫ ∞

−∞

dθ√
πσϕ

exp

(
− θ2

σ2
ϕ

+ inθ

)
= exp[−(nσϕ)

2/4].

Ïîýòîìó äëÿ íå î÷åíü âûñîêèõ íîìåðîâ ãàðìîíèê (n≪ R0/σs) àìïëèòóäû
Kn ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò åäèíèöû (Kn ≃ 1). Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé
â (18.12) äàåò

d′′1 + ν2yd1 =sgn(e1e2)2ξνy(d1 − d2)

∞∑
n=−∞

e−inθ,

d′′2 + ν2yd2 =− sgn(e1e2)2ξνy(d1 − d2)

∞∑
n=−∞

e−inθ. (18.15)

Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü óðàâíåíèÿ (18.15) âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë âõîäÿ-
ùåãî â íèõ ïàðàìåòðà ξ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå (18.11)
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â âèäå:

y′′a2 + ν2yya2 = sgn(e1e2)2ξνy

ya2 − d1 + (ya2 − d1)
∑
n ̸=0

e−inθ

 ,

èëè, åñëè d1 = 0,

y′′a2 + (ν2y + 2νysgn(e1e2)ξ)ya2 = sgn(e1e2)2ξνyya2
∑
n̸=0

e−inθ. (18.16)

Â ýòîì óðàâíåíèè ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò èçìåíåíèå β-
ôóíêöèè â ìåñòå âñòðå÷è èç-çà ïîëåé âñòðå÷íîãî ñãóñòêà. Åñëè ýòî èçìå-
íåíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëî, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî νy íå áëèçêî ê öåëîìó, ëèáî ê
ïîëóöåëîìó ÷èñëó, òî âëèÿíèå ïîëÿ âñòðå÷íîãî ñãóñòêà â óðàâíåíèè (18.16)
ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé íà âåëè÷èíó sgn(e1e2)ξ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé çàìåòèì,
÷òî óðàâíåíèÿ (18.15) ðàçäåëÿþò äâà âèäà ðåøåíèé. Òàê íàçûâàåìàÿ o-ìîäà
îïèñûâàåòñÿ ñóììîé

X = d1 + d2. (18.17)

Îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

X ′′ + ν2yX = 0, (18.18)

à å¼ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû (X ∝ e−iνθ) ðàâíû ν = ±νy è íå çàâèñÿò îò âçà-
èìîäåéñòâèÿ ïó÷êîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ, âåëè÷èíà X îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ
öåíòðà òÿæåñòè ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ. Ñèëû, âîçìóùàþùèå êîëåáà-
íèÿ â ìåñòå âñòðå÷è, çàâèñÿò îò ðàçíîñòåé ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ÷àñòèö
âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ. Òàêèå ñèëû íå âëèÿþò íà äâèæåíèå öåíòðà òÿæåñòè
ñãóñòêîâ.

Íàïðîòèâ, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû òàê íàçûâàåìîé π-ìîäû, êîòîðàÿ îïè-
ñûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ

b = d1 − d2 (18.19)

è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

b′′ + ν2yb = sgn(e1e2)4ξνyb

∞∑
n=−∞

e−inθ, (18.20)

ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ïó÷êîâ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(18.20) èùåì â âèäå:

b = exp(−iνθ)
∞∑

n=−∞
bne

inθ. (18.21)
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Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (18.20) äàåò êîýôôèöèåíòû bn

bn = sgn(e1e2)ξ
4νy

ν2y − (ν − n)2

∞∑
k=−∞

bk. (18.22)

Ñóììèðîâàíèåì ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé:

1 = sgn(e1e2)ξ
∞∑

n=−∞

4νy
ν2y − (ν − n)2

. (18.23)

Âû÷èñëåíèå ðÿäà â (18.23) ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

cos 2πν = cos 2πνy + 4πsgn(e1e2)ξ sin 2πνy. (18.24)

Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå | cos 2πν| ≤ 1 îïðåäåëÿåò ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷è-

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.0

0.5

1.0

ξ th

ν
y

Ðèñ. 20. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåêîãåðåíòíûõ (âåðõíÿÿ ëèíèÿ) è êîãå-
ðåíòíûõ (íèæíÿÿ ëèíèÿ) êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ (e1e2 = −e2). Êîëåáàíèÿ
íåóñòîé÷èâû âûøå ãðàíè÷íîé êðèâîé. Ïðè óâåëè÷åíèè νy êðèâûå ïîâòîðÿþòñÿ
ñ ïåðèîäîì 1/2

âîñòè â ïëîñêîñòè (ξ, νy) (ðèñ. 20). Åñëè âåëè÷èíà ξ ìàëà òàê, ÷òî ðàáî÷àÿ
òî÷êà (νy) íå áëèçêà ê ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, óðàâíåíèå (18.24)
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû (ν = νy + δν, |δν| ≪ νy).
Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì

cos 2πν ≃ cos 2πνy − 2πδν sin 2πνy,

èç (18.24) ïîëó÷àåì
δν ≃ −2sgn(e1e2)ξ. (18.25)
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Îòìåòèì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå âäâîå áîëüøå ñäâèãà ÷àñòîòû íåêîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé.

Ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ îñîáåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè νy áëèç-
êî ê êàêîìó-ëèáî èç ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé (νy = k, èëè νy = k + 1/2).
Ïóñòü, íàïðèìåð, νy ≃ k. Òîãäà, îòáèðàÿ â (18.23) ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå
(n = k è n = −k), ïèøåì:

1 = sgn(e1e2)4ξνy
1

2νy

(
1

∆− ν
+

1

∆+ ν

)
, ∆ = νy − k,

èëè

1 = −4∆sgn(e1e2)ξ

ν2 −∆2
. (18.26)

Îòñþäà ïîëó÷àåì
ν = ±

√
∆2 − 4∆sgn(e1e2)ξ. (18.27)

Ïðè sgn(e1e2) < 0 (ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûå, ëèáî ïðîòîí-àíòèïðîòîííûå
âñòðå÷íûå ïó÷êè) íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ âîçìîæíû âíóòðè ïîëîñû

− 4ξ ≤ ∆ ≤ 0. (18.28)

Âåëè÷èíà èíêðåìåíòà êîëåáàíèé ìàêñèìàëüíà â öåíòðå ïîëîñû íåóñòîé÷è-
âîñòè (∆ = −2ξ), ãäå

Imνmax = 2ξ. (18.29)

Âíå ýòîé çàïðåùåííîé ïîëîñû êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êîâ íå íàðàñòà-
þò. Ïðè íåóñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ ñâåòèìîñòü óñòàíîâ-
êè óìåíüøàåòñÿ êàê

L =
N2

4πσ2T0
exp

(
− b2

4σ2

)
, (18.30)

ãäå T0 = ω0/2π. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàáî÷àÿ òî÷êà íàêîïèòåëÿ (νy, νx), âîîáùå
ãîâîðÿ, íå äîëæíà ïîïàäàòü â ïîëîñû (18.28) ïîä öåëûìè è ïîëóöåëûìè ðå-
çîíàíñàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íåëèíåéíàÿ (è óáûâàþùàÿ íà áîëüøèõ àì-
ïëèòóäàõ êîëåáàíèé) çàâèñèìîñòü îòêëîíÿþùåé ñèëû îò b ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî äàæå âíóòðè çàïðåùåííîé ïîëîñû ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ýêñïîíåí-
öèàëüíîå íàðàñòàíèå îòêëîíåíèé ÷àñòèö ñìåíÿåòñÿ êîëåáàíèÿìè b âáëèçè
íåêîòîðîãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ bs. Ïðè ìàëûõ ðàññòðîéêàõ îò ðåçî-
íàíñà |∆| ≪ ξ, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû bs ∼

√
ξ/|∆| ≫ σ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ

îñíîâíîé âêëàä â ñâåòèìîñòü äàþò îáëàñòè ôàç áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé
ïîðÿäêà ∆ψ ∼ σ/bs, ÷òî ïðè âîçáóæäåíèè îäíîìåðíûõ êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêîìó óìåíüøåíèþ ñâåòèìîñòè óñòàíîâêè
ïðîïîðöèîíàëüíî L ∝ σ/bs ∝

√
|∆|/ξ.
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Ïðèâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ óêàçûâàþò íà îñîáóþ ðîëü òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà
÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö ïðèáëèæàþòñÿ ê ðåçîíàíñíûì çíà÷åíèÿì. Ëó÷-
øåå ïîíèìàíèå ïðèðîäû íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷-
íûõ ïó÷êîâ ïîÿâëÿåòñÿ â òåõ çàäà÷àõ, êîãäà ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáà-
íèé ÷àñòèö ñòàëêèâàþùèõñÿ ñãóñòêîâ íå ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, åñëè ÷àñòî-
òû êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêà (1) èëè (2) ðàâíû ν

(1)
y è ν(2)y ñîîòâåòñòâåííî,

à âåëè÷èíû ξ ðàâíû, òî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (18.23) ïåðåõîäèò ñ ñëå-
äóþùåå:

1 = sgn(e1e2)ξ

∞∑
n=−∞

 2ν
(1)
y(

ν
(1)
y

)2
− (ν − n)2

+
2ν

(2)
y(

ν
(2)
y

)2
− (ν − n)2

 . (18.31)

Â ýòîì óðàâíåíèè ðåçîíàíñíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ ñóììîâîãî:

ν(1)y + ν(2)y = n,

èëè ðàçíîñòíîãî:
ν(1)y − ν(2)y = n

ðåçîíàíñîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå ÷àñòîò ν(1,2)y ê òî÷êàì ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðîçíü íå âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèÿ èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñãóñòêîâ â ìåñòå âñòðå÷è.

Êîëåáàíèÿ âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ â ðàçíîñòíîì ðåçîíàíñå óñòîé÷èâû âñå-
ãäà. Âçàèìîäåéñòâèå ñãóñòêîâ ñ òàêèìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé ÷àñòèö ïðèâî-
äèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñâÿçàííûõ ñãóñò-
êîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.

Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ â ñóììîâîì ðåçîíàíñå îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷è-
âûìè âíóòðè çàïðåùåííûõ ïîëîñ, ïðèëåãàþùèõ ê ðåçîíàíñíûì çíà÷åíè-
ÿì. Ïîäàâëåíèå íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé òðåáóåò îäíîâðåìåííîãî è, äî-
ñòàòî÷íî ñèëüíîãî, ïîäàâëåíèÿ ñâÿçàííûõ ìîä. Ýòè è äðóãèå îñîáåííîñòè
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ñãóñòêîâ (íàïðèìåð, â [15]) âîîáùå õà-
ðàêòåðíû äëÿ ðåçîíàíñíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, èëè
äëÿ íåóñòîé÷èâîñòåé èç-çà ñâÿçè ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â ÷àñòíîñòè,
ðàçáðîñû ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö â ñãóñòêàõ ìîãóò ïðèâîäèòü êàê ê çàòó-
õàíèþ, òàê è ê àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ
ïó÷êîâ.
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19. Çàäà÷è ê Ãëàâå 5

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîäîëüíûé èìïåäàíñ ñâÿçè ïó÷êà ñ ìîäîé k ðåçîíà-
òîðà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Z(ω) =
Zk

1 + iQk

(
ωk

ω − ω
ωk

) ,
ãäå Zk òàê íàçûâàåìîå øóíòîâîå ñîïðîòèâëåíèå ðåçîíàòîðà, Qk � äîáðîò-
íîñòü. Âûðàçèòü Zk ÷åðåç ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîä ðåçîíàòîðà.

2. Èññëåäîâàòü ðåçîíàíñíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ìî-
íîõðîìàòè÷åñêîãî íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà.

3. Âû÷èñëèòü äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó äëÿ ðåçîíàíñíîé íåóñòîé-
÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà.
Ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå:

f0(∆p) =
∆/π

∆p2 +∆2
.

4. Âû÷èñëèòü äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó äëÿ ðåçîíàíñíîé íåóñòîé-
÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà.
Ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ â ïó÷êå:

f0(∆p) =
1√
2πσ

exp

(
−∆p2

2σ2

)
.

Ne

-Ne

-Ne

Ne

Ê çàäà÷å 5

5. Äëÿ êîìïåíñàöèè íåêîãåðåíòíûõ ýôôåêòîâ âñòðå÷è ïðåäëàãàëîñü
ñòàëêèâàòü ïó÷êè ïàðàìè, êîòîðûå ïðè èäåàëüíîì ñîâìåùåíèè ïó÷êîâ èìå-
þò íóëåâîé ïðîñòðàíñòâåííûé çàðÿä (ñì. ðèñóíîê ê çàäà÷å). Òàêèå ñõå-
ìû ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñõåì ñ êîìïåíñèðîâàííûìè âñòðå÷íûìè ïó÷êàìè.
Íàéòè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé êîìïåíñè-
ðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàòü îòëè÷èÿ ãðàíèö îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè êîìïåíñèðîâàííûõ è íåêîìïåíñèðîâàííûõ âñòðå÷íûõ ïó÷-
êîâ.
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6. Âñòðå÷íûå ïó÷êè â ìåñòå âñòðå÷è ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 2α. Ïî-
ñêîëüêó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðåëÿòèâèñòñêîãî ñãóñòêà íàïðàâëåíî ïîïåðåê
åãî ñêîðîñòè, ïðè òàêîì ïåðåñå÷åíèè ÷àñòèöû èñïûòûâàþò óäàð êàê â ïî-
ïåðå÷íîì, òàê è â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. Âû÷èñëèòü óñëîâèå óñòîé÷è-
âîñòè äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé êîðîòêèõ, îäèíàêîâûõ ñãóñòêîâ
ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ âáëèçè ñèíõðîáåòàòðîííûõ ðåçîíàíñîâ νx±νc = n,
νc � áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå
ñãóñòêîâ ñ÷èòàòü êðóãëûì.

-Ne Ne

π − 2α

Ê çàäà÷å 6

7. Ñïåêòðû êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ ìîæíî èçó÷àòü, ðàñêà÷èâàÿ
êîëåáàíèÿ ñãóñòêà â îäíîì êîëüöå è èçìåðÿÿ êîëåáàíèÿ ñãóñòêà âî âòî-
ðîì (ñì. ðèñóíîê ê çàäà÷å). Âû÷èñëèòü ðåçîíàíñíóþ êðèâóþ êîëåáàíèé
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ; êà÷åñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè
ïîëÿ âñòðå÷íîãî ñãóñòêà íà ôîðìó ðåçîíàíñíîé êðèâîé.

(Ne)
1

(Ne)
2

p-u

Ê çàäà÷å 7

8. Âû÷èñëèòü ñïåêòðû ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ íóëå-
âîé äëèíû âáëèçè ðåçîíàíñîâ νx ≃ n/mx (ãäå n è mx � âçàèìíî ïðîñòûå
öåëûå ÷èñëà), ïðèíÿâ

f0(Ix, Iy) =
δ(Iy)

I0x

 1, Ix ≤ I0x

0, Ix > I0x.
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Ãëàâà 6.

Îäíîîáîðîòíûå ÿâëåíèÿ

20. Ýôôåêò áûñòðîãî çàòóõàíèÿ

Ïðè èçó÷åíèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â íàêîïèòåëå ÂÝÏÏ-2 áûëî çà-
ìå÷åíî, ÷òî äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ äèïîëüíûõ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ïðåâûøàþò ðàäèàöèîííûå. Ïðè ýòîì äîáàâêè ê äåêðåìåíòàì
óâåëè÷èâàëèñü ïðîïîðöèîíàëüíî òîêó ïó÷êà è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
ýíåðãèè ÷àñòèö. Äëÿ êîðîòêîãî ñãóñòêà ýòà äîáàâêà íå çàâèñåëà îò äëèíû
ïó÷êà. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ýôôåêòà áûñòðîãî çàòóõàíèÿ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé. Îíî áûëî îáúÿñíåíî âçàèìîäåéñòâèåì ïó÷êà ñ èìåâ-
øèìèñÿ â êàìåðå ÂÝÏÏ-2 ñîãëàñîâàííûìè ïëàñòèíàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè äëèíà ïó÷êà lb ïðåâûøàåò õàðàêòåðíûé ïîïåðå÷-
íûé ðàçìåð âàêóóìíîé êàìåðû l⊥, òî äëÿ ÷àñòîò ω ≤ c/l⊥, âíîñÿùèõ îñíîâ-
íîé âêëàä â êîãåðåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå, âàêóóìíàÿ êàìåðà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàïðåäåëüíûé âîëíîâîä. Ïðè èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ñòåíîê êàìå-
ðû íàâåäåííûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè â ñèñòåìå ïîêîÿ ïó÷êà, ÷òî
ìîæåò âûçâàòü ëèøü ñäâèã ÷àñòîò êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Åñëè â êàìå-
ðó ïîìåùåíà ïëàñòèíà äëèíû l (ðèñ.21), òî îòðåçîê êàìåðû, ñîäåðæàùèé
ýòó ïëàñòèíó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óæå äâóñâÿçíûé âîëíîâîä. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ñòàíîâÿòñÿ âîçìîæíûìè ìîäû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó êîòîðûõ
ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íà-
ïðàâëåíî îò ïëàñòèíû ê ñòåíêàì êàìåðû, à ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàìû-
êàþòñÿ âîêðóã ïëàñòèíû. Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà ñïåêòð òàêèõ
ÒÅÌ-êîëåáàíèé íåïðåðûâåí ω = kc â îáëàñòè |k|l⊥ < 1. Åñëè ïëàñòèíà
íàãðóæåíà íà âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå Z0, òî ðåàêöèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé íà èçëó÷åíèå èìè ÒÅÌ-âîëí ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â óñèëåíèè çàòóõàíèÿ
ýòèõ êîëåáàíèé.
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Z0 Z0

Ne

Ðèñ. 21. Ê çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè ñãóñòêà ñ ñîãëàñîâàííîé ïëàñòèíîé. Äëèíà
ïëàñòèíû l, äëèíà ñãóñòêà lb, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ïëàñòèíû Z0

Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïèñàíèåì íàâå-
äåííûõ ïîëåé â òåðìèíàõ îñöèëëÿòîðîâ ïîëÿ, à äëÿ çàïèñè îñíîâíîãî èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (7.18).

Â áåñêîíå÷íîì äâóñâÿçíîì âîëíîâîäå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ ÒÅÌ-
âîëíû çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

A(r, t) = cA0(r⊥)

∫ ∞

−∞

dk

2π
qk(t)e

iks, (20.1)

ãäå A0(r⊥) îïèñûâàåò ïîïåðå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå íàâåäåííîãî ïîëÿ, à qk(t)
åãî êîëåáàíèÿ. Âåëè÷èíà A0 ñâÿçàíà ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì ïëàñòè-
íû, ñîçäàâàåìûì ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ U0 ìåæäó ïëàñòèíîé è âàêóóìíîé
êàìåðîé,

A0 =
√
cZ0

E⊥(r⊥)

U0
, ∆⊥E⊥(r⊥) = 0.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ îòðåçêîì äâóñâÿçíîãî âîë-
íîâîäà. Äëÿ äëèííîâîëíîâûõ êîëåáàíèé ωl⊥ ≪ c ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ
óðàâíåíèåì (20.1), åñëè çàìåíèì ôóíêöèþ A0 ðåàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ïîëÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùèì ïðè óäàëåíèè îò ó÷àñòêà, ñîäåðæàùåãî
ïëàñòèíó. Ïðè ýòîì âìåñòî (20.1) ïèøåì

A(r, t) = cA0(r)

∫ ∞

−∞

dk

2π
qk(t)e

iks,

A0 =
√
cZ0

E(r)

U0
, ∆E(r) = 0. (20.2)

Ñîãëàñíî ýòèì âûðàæåíèÿì, âáëèçè êðàåâ ïëàñòèíû ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ÒÅÌ-âîëíû èìååò ïðîäîëüíóþ êîìïîíåíòó. Ïîýòîìó âîçìîæíî åå âîçáóæ-
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äåíèå ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì ÷àñòèö. Ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòè-
öû ñ ïîëåì ãëàâíîé ÒÅÌ-âîëíû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

L = e (vA0 (r))

∫ ∞

−∞

dk

2π
qk(t)e

iks. (20.3)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ A0 íîðìèðîâàíà óñëîâèåì∫
d3r|A0(r)|2ei(k−k

′)s = 8π2δ(k − k′),

èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îñöèëëÿòîðîâ
ïîëÿ

q̈k + c2k2qk = jm(t), (20.4)

jm(t) = Ne

∫
dΓvA0(r) exp(−iks)fm exp(imψ − iωt).

Çàïèñûâàÿ

qk(t) =
∞∑

n=−∞
qkne

−i(ω+nω0)t,

ïîëó÷èì

qkn =
Ne
∫
dΓfmωV

∗
mn(k)

k2c2 − (ω + nω0 + i0)2
,

Vmn(k) =

∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3
dθ

2π
vA0(r)e

iks exp(i[kR0 − n]θ − imαψα). (20.5)

Ïîñêîëüêó ïîëå E ïîòåíöèàëüíî

E(r) = − U0√
cZ0

∂U

∂r
, (20.6)

ïèøåì

Vmn = −
∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3
dθ

2π

(
v
∂U

∂r

)
exp(i[kR0 − n]θ − imαψα). (20.7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

v
∂U

∂r
=
dU

dt
=

(
v
∂U

∂s
+ ω

∂U

∂ψ

)
,
dI

dt
= 0

è èíòåãðèðóÿ â (20.7) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Vmn(k) = i(kv − nω0 −mω)(Ueiks)m,n, (20.8)
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ãäå

(Ueiks)m,n =

∫ 2π

0

d3ψ

(2π)3
e−imαψα

∫ 2π

0

dθ

2π
U(r⊥, θ) exp(i[kR0 − n]θ). (20.9)

Â ýòîì âûðàæåíèè âû÷èñëåíèÿ àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê ôóíêöèè U exp(iks)
äëÿ äëèííîâîëíîâûõ êîëåáàíèé ïîëÿ (|k|l⊥ ≪ 1) ìîæíî óïðîñòèòü, çàìå-
íèâ U(θ) ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé (θ0 = l/R0):

U(r⊥, θ) = U(r⊥)

{
1, |θ| ≤ l/(2R0),
0, |θ| > l/(2R0).

Òîãäà
(Ueiks)mn = bknUm(I), (20.10)

ãäå

bkn =

∫ θ0

0

dθ

2π
eiθ[kR0−n] =

1

π

sin(θ0[kR0 − n])

kR0 − n
. (20.11)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ñðåäíèå ïî ïåðèîäó îá-
ðàùåíèÿ ãàðìîíèêè Ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñ ïîëåì ãëàâ-
íîé ÒÅÌ-âîëíû

Lm,ω = Ne2Um(I⊥)
∑
n

∫ ∞

−∞

dk

2π

(kv − nω0 −mαωα)
2b2kn

k2c2 − (ωmn + i0)2

×
∫
dΓU∗

m(I′⊥)fm,ω(I
′)ein(ϕ−ϕ

′). (20.12)

Êàê âèäíî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, â çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè ïðîòÿæåííîãî
ïó÷êà ñ ñîãëàñîâàííîé ïëàñòèíîé çàâèñèìîñòè ÿäðà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ
îò ïåðåìåííûõ I⊥ è ϕ ôàêòîðèçóþòñÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ íåñãðóïïèðî-
âàííîãî ïó÷êà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.1) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

fmn = Cmn
Um(I⊥)m⊥∂F0/∂I⊥

ω − ωmn
,

à Ωmn îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Ωmn = Ne2
⟨
m⊥

∂|Um|2

∂I⊥

⟩∫ ∞

−∞

dk

2π

(kv − ωmn)
2b2kn

k2c2 − (ωmn + i0)2
. (20.13)

Âõîäÿùèé â ýòî âûðàæåíèå èíòåãðàë ïî k ìîæåò áûòü âû÷èñëåí òî÷íî.
Èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå

b2kn = 2

(
θ0
2π

)2 ∫ 1

0

dz(1− z) cos(2θ0z[kR0 − n]),
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ïåðåïèøåì ýòîò èíòåãðàë â âèäå

In =

(
θ0
2π

)2 ∫ 1

0

dz(1− z)

∫ ∞

−∞

dk

2π

(kv − ωmn)
2

k2c2 − (ωmn + i0)2

× [exp(2iθ0z[kR0 − n]) + c.c.] .

Èíòåãðàë ïî k îïðåäåëÿåòñÿ âû÷åòàìè â ïðîñòûõ ïîëþñàõ kc = ±(ωmn+i0).
Ïðè ýòîì ïîëþñ kc = ωmn îïðåäåëÿåò âêëàä èçëó÷åíèÿ ãëàâíîé ÒÅÌ-
âîëíû âïåðåä, ò.å. ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïó÷êà.
Ïîëþñ â òî÷êå kc = −ωmn äàåò âêëàä èçëó÷åíèÿ ÒÅÌ-âîëíû íàçàä ò.å.
ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â íàïðàâëåíèè ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèþ äâè-
æåíèÿ ïó÷êà. Îñòàâøååñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî z òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíî. Â ðåçóëüòàòå äëÿ, íàïðèìåð, âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé (m = {0,my}) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå, õîòÿ è äîâîëüíî ãðîìîçäêîå,
íî âïîëíå îáîçðèìîå âûðàæåíèå

In = −
(
θ0
π

)2
ωs(myνy + n)

4c

{
(1− β)2

2ν−θ0

(
1− sin 2θ0ν−

2ν−θ0

)
+

(1 + β)2

2ν+θ0

(
1− sin 2θ0ν+

2ν+θ0

)
− i

[
(1− β)2

(
sin θ0ν−
ν−θ0

)2

+ (1 + β)2
(
sin θ0ν+
ν+θ0

)2
]}

.

Çäåñü
ν± = β(myνy + n)± n, β = v/c.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (20.13) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïðèáëèæåíèè ñãëà-
æåííîé ôîêóñèðîâêè Iy = psνya

2
y/2R0, ïåðåïèøåì Ωm,n â âèäå

Ωm,n =
Nr0c

4γνy

⟨
my

∂

∂a2y
|Um⊥ |2

⟩
(myνy + n)

(
θ0
π

)2

×
{
(1− β)2

2ν−θ0

(
1− sin 2θ0ν−

2ν−θ0

)
+

(1 + β)2

2ν+θ0

(
1− sin 2θ0ν+

2ν+θ0

)
(20.14)

− i

[
(1− β)2

(
sin θ0ν−
ν−θ0

)2

+ (1 + β)2
(
sin θ0ν+
ν+θ0

)2
]}

,

ãäå r0 = e2/Mc2. Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ óëüòðàðåëÿ-
òèâèñòñêèõ ÷àñòèö âêëàä èçëó÷åíèÿ âïåðåä â Ωmn ïîäàâëåí â 1/γ2 ðàç.
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20.1. Âåðòèêàëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà

Â ïðåíåáðåæåíèè ðàçáðîñîì ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îäèíî÷íî-
ãî ñãóñòêà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ïîëåì ãëàâíîé ÒÅÌ-âîëíû, íàõîäÿòñÿ
ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∆ωmfm = Ne2my
∂f0
∂Iy

ρ(φ)

∫ ∞

−∞
dn

∫ ∞

−∞

dk

2π

Vm,n(I)Jmc (n1φ)

k2c2 − (ωmn + i0)
2 (20.15)

×
∫ ∞

0

dI ′yV
∗
m,n(I

′)

∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc (n1φ
′) fm(I ′y, φ

′),

ãäå ∆ωm = ω−myωy−mcωc. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (20.8) � (20.11),
ïèøåì

∆ωmfm = Ne2my
∂f0
∂Iy

Um(Iy)ρ(φ)
ω2
0Z0c

π2

∫ ∞

−∞
dnJmc (n1φ) (20.16)

×
∫ ∞

−∞

dk

2π

([kR− n]−myνy)
2

k2c2 − (ωmn + i0)
2

sin2 (θ0 [kR− n])

[kR− n]
2

×
∫ ∞

0

dI ′yUm(I ′y)
∗
∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc (n1φ
′) fm(I ′y, φ

′).

Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èùåòñÿ â âèäå;

fm =
∂f0
∂Iy

Um(Iy)χ(φ), (20.17)

ãäå íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ χ(φ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∆ωmχ(φ) = ρ(φ)

∫ ∞

−∞
dnJmc (n1φ)Ωmn (ωmn)

∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc (n1φ
′)χ(φ′).

(20.18)
Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðÿìîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20.18) âîç-
ìîæíî ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ρ(φ). Òàê, â ìîäåëè
ïîëîãî ñãóñòêà

ρ(φ) = δ

(
φ− a2

2

)
(20.19)

ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (20.18) ñîñòîèò èç îäíîãî êîëå-
áàíèÿ, êîòîðîå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñãóñòêà â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé (χ(φ) ∝ δ([φ2 − a2]/2)). Ýòî ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ êîìïëåêñíîãî êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû
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ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñãóñòêà:

∆ωm =

∫ ∞

−∞
dnJ2

mc
(n1a)Ωmn(ωmn). (20.20)

Äåêðåìåíòû ýòèõ êîëåáàíèé (δm = −Im∆ωm) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

δm =
2Nr0cmy

π2γνy

⟨
∂ |Um|2

∂a2y

⟩∫ ∞

−∞
dnJ2

mc
(n1a) (20.21)

× (myνy + n)
sin2 (θ0 [myνy + 2n])

[myνy + 2n]
2 .

Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü áåòàòðîííûå (mc = 0) è ñèíõðîáåòà-
òðîííûå (mc ̸= 0). Äëÿ ïó÷êà íóëåâîé äëèíû (a = 0) êîãåðåíòíûå ñäâèãè
÷àñòîòû ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ðàâíû íóëþ, à äëÿ áåòàòðîííîé ðàâíû

∆ωm =

∫ ∞

−∞
dnΩmn(ωmn). (20.22)

Äåêðåìåíò áåòàòðîííîé ìîäû ñãóñòêà íóëåâîé äëèíû ðàâåí

δm =
2Nr0cmy

π2γνy

⟨
∂ |Um|2

∂a2y

⟩∫ ∞

−∞
dn (myνy + n)

sin2 (θ0 [myνy + 2n])

[myνy + 2n]
2 .

(20.23)
Âû÷èñëåíèå ïðîñòûõ èíòåãðàëîâ:

S =
1

2

∫ ∞

−∞
dx
x+myνy

2

sin2 θ0x

x2

=
myνy
2

∫ ∞

0

sin2 θ0x

x2
dx

=
myνyθ0

2

∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx =

myνyθ0
2

1

2
π

ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

δm =
Nr0c

2γ

⟨
∂ |Um|2

∂a2y

⟩
m2
y

(
l

2πR

)
. (20.24)

Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè äåêðåìåíòà áåòàòðîííîé ìîäû êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ñãóñòêà íóëåâîé äëèíû ñîãëàñóþòñÿ ñ çàâèñèìîñòÿìè äåêðåìåíòà
áûñòðîãî çàòóõàíèÿ, íàáëþäàâøåãîñÿ íà óñòàíîâêå ÂÝÏÏ-2.

109

www.phys.nsu.ru



20.2. Ãëàäêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî àìïëèòóäàì ñèíõðî-

òðîííûõ êîëåáàíèé

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåêðåìåíòîâ êîãåðåíòíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñãðóï-
ïèðîâàííîãî ïó÷êà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (12.18):

δm,α = −
∫ ∞

−∞
dnImΩm,n

∣∣∣∣∫ ∞

0

dφ
√
φρ(φ)J0(n1φ)wα(φ)

∣∣∣∣2 . (20.25)

Ïîñêîëüêó ïîëå íàä ïëàñòèíîé ñóùåñòâóåò ëèøü â òå÷åíèå âðåìåíè ïðîëåòà
ñãóñòêîì ïëàñòèíû (∆t ∼ l/c), âçàèìîäåéñòâèå êîëåáàíèé ñ ïëàñòèíîé ñó-
ùåñòâåííî îäíîîáîðîòíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñóììèðîâàíèå ïî n â (20.25) çà-
ìåíåíî èíòåãðèðîâàíèåì. Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö (γ ≫ 1) ïîä-
ñòàíîâêà â (20.25) Ωmn èç (20.14) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

δm,α = −Nr0c
2γνy

⟨
my

∂|Um|2

∂a2y

⟩(
θ0
π

)2 ∫ ∞

−∞
dν+(myνy + ν+)

×
(
sin θ0ν+
ν+θ0

)2 ∣∣∣∣∫ ∞

0

dφ
√
φρ(φ)J0(n1φ)wα(φ)

∣∣∣∣2 . (20.26)

Åñëè âåëè÷èíà φ0 îïðåäåëÿåò äëèíó ïó÷êà (lb = 2R0φ0), òàê ÷òî ρ(φ) ñïà-
äàåò ïîñëå φ ≃ φ0, òî èç âûðàæåíèÿ (20.26) âèäíî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â
èíòåãðàë ïî n äàþò ãàðìîíèêè èíòåðâàëà |n|φ0 ≤ 1. Ïîýòîìó, åñëè äëèíà
ñãóñòêà ìàëà (lb ≪ l, lbd ln νy/dR0 ≪ 1), òî â îñíîâíîé îáëàñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ (|n|θ0 < 1) ìû ìîæåì çàìåíèòü ôóíêöèþ J0(n1φ) åå çíà÷åíèåì â
íóëå (J0 ≃ 1). Ïîñëå ýòîãî èíòåãðèðîâàíèå ïî ν+ âûïîëíÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî:∫ ∞

−∞
dν+(myνy + ν+)

(
sin θ0ν+
ν+θ0

)2

=
πmyνy
θ0

,

à ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (20.26) äàåò

δm,α = −Nr0c
2γ

⟨
m2
y

∂|Um|2

∂a2y

⟩
l

Π

∣∣∣∣∫ ∞

0

dφ
√
φρ(φ)wα(φ)

∣∣∣∣2 . (20.27)

Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû wα ∼ √
φρ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî∫ ∞

0

dφφρ(φ) = 1,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äåêðåìåíòîâ áûñòðîãî çàòóõàíèÿ ìîä

δm,α = −Nr0c
2γ

⟨
m2
y

∂|Um|2

∂a2y

⟩
l

Π
. (20.28)
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21. Âçàèìîäåéñòâèå ñ ëîêàëèçîâàííûì
èìïåäàíñîì

Êàê óïîìèíàëîñü â �10., â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âîçáóæäåíèå íàâåäåí-
íûõ ïîëåé ïîïåðå÷íûì òîêîì ïó÷êà ïðåíåáðåæèìî ìàëî, âçàèìîäåéñòâèå
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñ îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè ìîæåò
îïèñûâàòüñÿ â òåðìèíàõ ïîïåðå÷íûõ èìïåäàíñîâ ñâÿçè. Â òàêîì ñëó÷àå
ñîãëàñíî (10.11) ïèøåì

Ωmn = iNe2
ω0

2Π
Z⊥
n (ωmn),

à, íàïðèìåð, óðàâíåíèå (12.18) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå (my = ±1):

δm = −my
Ne2ω0

4πpνy

∫ ∞

−∞
dnRe

[
Z⊥
n (ωmn)

]
h(n|w). (21.1)

Çäåñü

h(n|w) =
∣∣∣∣∫ ∞

0

dφ
√
φρ(φ)Jmc(n1φ)wα(φ)

∣∣∣∣2 .
Ïîñêîëüêó

ReZ⊥
n (−ω) = −ReZ⊥

n (ω), Jm(−x) = (−1)mJm(x),

à

n1 = n+myνy +my
dνy
d lnω0

,

òî äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ íàâåäåííûõ ïîëåé (Zn(ω) = Z(ω)) èç (21.1) ïîëó-
÷àåì, ÷òî äåêðåìåíò áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (mc = 0) îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü, åñëè ðàâíû íóëþ äëèíà ïó÷êà φ0, èëè õðîìàòèçì ìàøèíû
ζ = φ0dνy/d lnω0. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ëîêàëèçîâàííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè â äåêðåìåíòå
îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ýôôåêò áûñòðîãî çàòóõàíèÿ. Ïðè÷è-
íà ýòîãî ïîíÿòíà. Ýôôåêò áûñòðîãî çàòóõàíèÿ îáÿçàí äåéñòâèþ íà ïó÷îê
ñèëû ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ (âîîáùå, ðàäèî èëè ÑÂ× âîëí) â îêðóæàþùèå
ýëåêòðîäû, à äëÿ ýòîãî ïó÷îê äîëæåí ïðîéòè ñ ïîëåì ïî êðàéíåé ìåðå
ðàññòîÿíèå ðàâíîå äëèíå ôîðìèðîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ.

Äëÿ âàêóóìíîé êàìåðû êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà l⊥ ïîïåðå÷íûé è ïðî-
äîëüíûé èìïåäàíñû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (10.10). Òîãäà 1

δm,α = my
Ne2ω0R0

4πpνyl2⊥

∫ ∞

−∞
dn

Re{Z∥
n(n+myνy)}
n+myνy

h(n|w). (21.2)

1Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè îòíîøåíèå Zn(ω)/ω ∝ Gmn(ω) ÿâëÿåòñÿ íåñèíãóëÿðíîé

ôóíêöèåé ω ïðè ω = 0.
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Åñëè àçèìóòàëüíàÿ ïðîòÿæåííîñòü ýëåêòðîäîâ íå ðàâíà íóëþ, à äëèíà
ñãóñòêà ìàëà, òî ñíîâà ïîëàãàåì â (21.2) J0 ≃ 1 è wα ∼ √

φρ. Òîãäà òðåáî-
âàíèå δm,α > 0 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äèïîëüíûõ âåð-
òèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé â ñëåäóþùåì âèäå∫ ∞

0

dn

[
Re{Z∥

n(n+ νy)}
n+ νy

− Re{Z∥
n(n− νy)}
n− νy

]
> 0. (21.3)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî ïðè âîçáóæäåíèè íàâåäåííûõ ïîëåé ïðî-
äîëüíûì äâèæåíèåì óñëîâèå çàòóõàíèå çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé òðåáóåò ïðå-
âûøåíèÿ âêëàäîâ â δm ðàçíîñòíûõ ðåçîíàíñîâ íàä âêëàäàìè ñóììîâûõ.

22. Head-Tail ýôôåêò

Äðóãîé âàæíûé êëàññ îäíîîáîðîòíûõ ýôôåêòîâ ñâÿçàí ñ âçàèìîäåé-
ñòâèåì ÷àñòèö ñãóñòêà ïîñðåäñòâîì íàâåäåííûõ èìè ïîëåé è ñ âîçáóæ-
äåíèåì êîãåðåíòíûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà (mc ̸= 0) (Ê.
Ïåëëåãðèíè è Ì. Ñýíäñ 1969 [10, 11]). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñíèòü õàðàêòåð
ïðîòåêàþùèõ â ïó÷êå ÿâëåíèé îáñóäèì ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ïîñðåä-
ñòâîì íàâåäåííûõ ïîëåé êàêèõ-ëèáî äâóõ ÷àñòèö. Ïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò ÷àñòèöû 1 è 2 çàíèìàþò êðàéíèå ïðîäîëüíûå ïîëîæåíèÿ íà
ñâîèõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, à íàâåäåííûå èìè
ïîëÿ çàòóõàþò íàìíîãî áûñòðåå ïåðèîäà îáðàùåíèÿ â ìàøèíå. Åñëè ÷à-
ñòèöà 1 íàõîäèòñÿ âïåðåäè, òî èç-çà çàïàçäûâàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé îíà
âîçìóùàåò êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû 2, òîãäà êàê ÷àñòèöà 2 íå âîçìóùàåò êîëå-
áàíèé ÷àñòèöû 1. Ñèëà, âîçìóùàþùàÿ (áåòàòðîííûå) êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû
2, ïðîïîðöèîíàëüíà (âåðòèêàëüíîìó) îòêëîíåíèþ ÷àñòèöû 1, à êîýôôè-
öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîïåðå÷íûé èìïåäàíñ ñâÿçè
[F1,2 ∝ z1w(s1−s2) ñì. òàêæå ðèñ. 22]. ×åðåç ïîëîâèíó ïåðèîäà ñèíõðîòðîí-
íûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû 1 è 2 çàéìóò â ñãóñòêå òàêèå ïîëîæåíèÿ, êîãäà ÷à-
ñòèöà 2 îêàæåòñÿ âïåðåäè ÷àñòèöû 1 è ñîîòâåòñòâåííî íà÷íåò ðàñêà÷èâàòü
åå êîëåáàíèÿ ñ ñèëîé F2,1 ∝ z2w(s2 − s1). Òàêèì îáðàçîì, èç-çà çàïàçäûâà-
íèÿ ïîëåé êîëåáàíèÿ ãîëîâíûõ ÷àñòèö ñãóñòêà áóäóò ðàñêà÷èâàòü êîëåáà-
íèÿ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ â õâîñòå ñãóñòêà, à ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ
÷àñòèö çàìûêàþò îáðàòíóþ ñâÿçü êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ÷àñòåé ñãóñòêà.
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåóñòîé÷èâîñòè êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Ïî ïðåäëîæåíèþ àâòîðîâ (Ê. Ïåëëåãðèíè è
Ì. Ñýíäñ) òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïîëó÷èëà íàçâàíèå head-tail ýôôåêòà, èëè
head-tail íåóñòîé÷èâîñòè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì çàäà÷è, â êîòîðûõ ïîðîãîâûå òîêè íåóñòîé-
÷èâîñòåé (ëèáî ïðîñòî òîêè ñãóñòêîâ) òàêîâû, ÷òî âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ
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s

12

F1,2(z, s) ∼  z1w(s1-s)

z
F2,...(z,s)

Ðèñ. 22. Ê çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ñãóñòêà ïîñðåäñòâîì íàâåäåííûõ â
îêðóæàþùèõ ýëåêòðîäàõ ïîëåé

ñäâèãîâ ÷àñòîò ìîä (∆ωm = ω−myωy−mcωc) ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé
ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì ñèíõðîáåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ ñãóñò-
êà õîðîøî ðàçäåëåíû ïîmc, à èõ àìïëèòóäû è ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (13.6). Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé, à òàêæå äëÿ
èëëþñòðàöèè ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è äåêðåìåíòîâ êîëå-
áàíèé, âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ, â êîòîðîé áåòàòðîííûå êîëåáàíèÿ äèïîëü-
íû, à âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Ωmn =
iΩm

π[n+myνy + i0]
. (22.1)

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (13.6) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆ωmχm = ρ(φ)

∫ ∞

−∞

dn

π

iΩm
n−myζ + i0

Jmc(nφ)

×
∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc(nφ
′)χm(φ′). (22.2)

Çäåñü ζ = dνy/d lnω0 � õðîìàòèçì êîëüöà, à ïàðàìåòð Ωm õàðàêòåðèçóåò
ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ñãóñòêà ñ íàâåäåííûìè èì ïîëÿìè. Ýòà âåëè÷èíà ìî-
æåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç èìïåäàíñ ñâÿçè ïó÷êà ñ ýëåêòðîäàìè. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ, íàïðèìåð, óðàâíåíèåì (10.12)

Ωm,n(ω) = my
Ne2ω0

2πpv

R2
0

2νyl2⊥

[
−iZ∥(ω)

(ω/ω0)

]
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è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ ýëåêòðîäàìè, êîòîðûå ýëåê-
òðîäèíàìè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïàðàëëåëüíîìó LR-êîíòóðó. Òîãäà

Z∥(ω) =
−iωZ0

−iω + c2Z0

L

=
ωZ0

ω + i c
2Z0

L

,

ãäå L �èíäóêòèâíîñòü, Z0 � àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà, à

Ωm,n(ωm,n) = −imy
Ne2ω0

4πpνy

v

l2⊥

Z0

ωm,n + i c
2Z0

L

= −imy
Ne2ω0R0

4πpνyl2⊥

Z0

n+myνy + i/θ0
, θ0 =

Lω0

c2Z0
.

Âõîäÿùàÿ â ýòî âûðàæåíèå âåëè÷èíà θ0 õàðàêòåðèçóåò çàòóõàíèå íàâåäåí-
íûõ ïîëåé ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ñãóñòêîì ýëåêòðîäîâ. Äëÿ îäíîîáîðîòíîñòè
âçàèìîäåéñòâèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 2π ≫ θ0. Ñðàâíåíèå ýòîé
ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ (22.1) ïîçâîëÿåò íàïèñàòü

Ωm = −my
Ne2ω0R0

4pνyl2⊥
Z0. (22.3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ωm ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Ïîñêîëüêó äëÿ
ïàññèâíûõ ñèñòåì Z0 > 0, èç (22.3) ñëåäóåò, ÷òî çíàê Ωm ïðîòèâîïîëîæåí
çíàêó my (myΩm < 0).

22.1. Ìîäåëü ïîëîãî ñãóñòêà

Ïðîâåäåì ñíà÷àëà ðàñ÷åò äåêðåìåíòîâ head-tail íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ
óïðîùåííîé ìîäåëè, â êîòîðîé âñå ÷àñòèöû ñãóñòêà èìåþò ðàâíûå àìïëè-
òóäû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé:

ρ(φ) = δ(φ2 − φ2
0). (22.4)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (22.2) ñóùåñòâóþò òîëüêî íà ïîâåðõ-
íîñòè ñãóñòêà â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóä ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé χm ∝
δ(φ2 − φ2

0). Ïîýòîìó ïèøåì

∆ωm =
iΩm
π

∫ ∞

−∞
dn

J2
mc

(nφ0)

n−mzζ + i/θ0
,

èëè, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (22.3),

∆ωm =
−imyNe

2ω0Z0

4πp

(
βz
l2⊥

)∫ ∞

−∞

dnJ2
mc

(n)

n−mzξ + ib
, b =

φ0

θ0
. (22.5)
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Ïîñðåäñòâîì ξ ìû îáîçíà÷èëè íàáåã ôàçû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé íà äëèíå
ïó÷êà:

ξ = φ0
dνy
d lnω0

. (22.6)

Ñîãëàñíî (22.5) äåêðåìåíòû ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé

1

τm
= − Im∆ωm =

Ne2ωsZ0

4πp

(
βy
l2⊥

)∫ ∞

−∞

dx(x− ξ)J2
mc

(x)

(x− ξ)2 + b2
. (22.7)

Ìàëàÿ õðîìàòè÷íîñòü ôîêóñèðîâêè

Ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ äåêðåìåíòîâ ìîä óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â îáëàñòè,
ãäå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ξ ìàëî (|ξ| ≪ min{b, |mc|}). Â òàêîé îáëàñòè ïàðà-
ìåòðîâ èíòåãðàë â (22.7) âû÷èñëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ξ.
Ñòàðøèé ÷ëåí òàêîãî ðàçëîæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

1

τm
=
Ne2ω0Z0

4πp

(
βy
l2⊥

)
F, F =

∫ ∞

−∞

dxxJ2
mc

(x+ ξ)

x2 + b2
≃ 2ξHmc , (22.8)

Hmc =

∫ ∞

0

dxx

x2 + b2
d

dx
J2
mc

(x). (22.9)

Âû÷èñëåíèå ôàêòîðà Hmc óïðîùàåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Íà-
ïðèìåð, åñëè äëèíà ñãóñòêà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèö (b≪ |mc|+1), òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà â ôîðìóëå (22.9) ìîæ-
íî ïîëîæèòü b = 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, çàïèñàòü

Hmc =

∫ ∞

0

dx

x

d

dx
J2
mc

(x).

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë:

J2
m(x) =

1

π

∫ π

0

dαJ0 (2x sinα) exp (−2imα) ,

d

dx
J2
mc

(x) = − 2

π

∫ π

0

dαJ1 (2x sinα) sinα exp (−2imα) ,

è

Hmc
=

∫ ∞

0

dx

x

d

dx
J2
mc

(x)

= − 2

π

∫ π

0

dα sinα exp (−2imα)

∫ ∞

0

J1 (2x sinα)

x
dx.
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Íî ∫ ∞

0

dx

x
J1(2x sinα) =

∫ ∞

0

dx

x

[
2

π

∫ π/2

0

sin θ sin(2x sinα sin θ)dθ

]

=
2

π

∫ π/2

0

dθ sin θ

∫ ∞

0

sin(2x sinα sin θ)

x
dx =

∫ π/2

0

dθ sin θ = 1.

Ïîýòîìó

Hmc = − 2

π

∫ π

0

sinα exp (−2imα) dα =
1

π (m2 − 1/4)
. (22.10)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ ñèíõðîáåòàòðîííûõ (mc ̸= 0),
òàê è äëÿ áåòàòðîííîé (mc = 0) ìîä. Ïîäñòàâèâ (22.10) â ôîðìóëó (22.8),
íàõîäèì

1

τm
≃ Ne2ω0Z0

2π2p

(
βy
l2⊥

)
ξ

mc − 1/4
. (22.11)

Ïðè ýíåðãèÿõ ÷àñòèö, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìàøèíû, èìå-
åì ζ ∝ −dνy/d ln p. Ïîýòîìó ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ õðîìàòè÷íîñòü êîëüöà
ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ áåòàòðîííûõ ìîä êîëåáàíèé è ê àíòèçàòóõàíèþ
âñåõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ñãóñòêà.

Åñëè äëèíà ñãóñòêà âåëèêà (b≫ |mc|+1), òî ãëàâíûé âêëàä â Hmc äàåò
àñèìïòîòè÷åñêàÿ îáëàñòü ôóíêöèé Áåññåëÿ (x > |mc|+ 1), ãäå

Hmc =

∫ ∞

0

dxJ2
mc

(x)
x2 − b2

(x2 + b2)2
≃ 1

π

∫ ∞

|mc|+1

dx

x

x2 − b2

(x2 + b2)2
.

= − 1

πb2

[
ln

√
b2 + (|mc|+ 1)2

|mc|+ 1
− b2

b2 + (|mc|+ 1)2

]
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (22.8), ïîëó÷èì

1

τm
= −Ne

2ω0Z0

2πp

(
βy
l2⊥

)
2ξ

πb2

[
ln

√
b2 + (|mc|+ 1)2

|mc|+ 1
− b2

b2 + (|mc|+ 1)2

]
.

(22.12)
Äëÿ áåòàòðîííûõ ìîä (mc = 0) òî÷íîñòü ýòîé ôîðìóëû íå ïðåâûøàåò 20%,
åñëè b > 15. Äëÿ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä, íàïðèìåð, äëÿ |mc| = 3, òî÷íîñòü
ôîðìóëû (22.12) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 10%, åñëè b > 26. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
ïîëîæèòåëüíîé õðîìàòè÷íîñòè êîëüöà çàòóõàþò âñå ìîäû, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ b≫ |mc|+ 1.
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Áîëüøàÿ õðîìàòè÷íîñòü ôîêóñèðîâêè

Åñëè õðîìàòè÷åñêèé íàáåã ôàçû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé íà äëèíå ñãóñò-
êà âåëèê (|ζ| ≫ min{b, |mc|+1}), òî ñ óâåëè÷åíèåì |ξ| äåêðåìåíòû ìîä, âîîá-
ùå, óìåíüøàþòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ êîðîòêèõ ïó÷êîâ (b≪ |mc|+1) ãëàâíûé
âêëàä â äåêðåìåíòû äàåò îáëàñòü, ãäå |x| ≫ mc. Îöåíèâàÿ èíòåãðàë â (22.7)
ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ, ïîëó÷èì

1

τm
≃ −Ne

2ω0Z0

4πpξ

(
βy
l2⊥

)
2

π
ln

(
|ξ|

|mc|+ 1

)
. (22.13)

Ïðèìåðíûå çàâèñèìîñòè äåêðåìåíòîâ îò ξ â áîëåå øèðîêèõ îáëàñòÿõ ïà-
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 ms=1
 ms=3
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m
s2 /[ τ

ξ]
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rb
. u

ni
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]

ξ

Ðèñ. 23. Çàâèñèìîñòè äåêðåìåíòîâ îò õðîìàòè÷åñêîãî íàáåãà ôàçû áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé íà äëèíå ñãóñòêà ξ. Êîðîòêèé ñãóñòîê φ0 ≪ (|ms|+ 1)θ0

ðàìåòðîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 23 è ðèñ. 24.

22.2. Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä ñèíõðîòðîííûõ

êîëåáàíèé

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî àìïëèòóäàì ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé
îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé, òî êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
ñãóñòêà âáëèçè çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ñïåêòðà íåâîçìóùåííûõ êîëå-
áàíèé ωm ñòàíîâÿòñÿ ñòàíîâÿòñÿ ìíîãîìîäîâûìè, à ñïåêòðû òàêèõ êîëåáà-
íèé � ìíîãî÷àñòîòíûìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èçó÷åíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è
âû÷èñëåíèÿ äåêðåìåíòîâ êîëåáàíèé è èõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìîæåò áûòü
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Ðèñ. 24. Çàâèñèìîñòè äåêðåìåíòîâ îò õðîìàòè÷åñêîãî íàáåãà ôàçû áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé íà äëèíå ñãóñòêà ξ. Câåðõó âíèç mc èçìåíÿåòñÿ îò mc = 0 äî mc = 7,
b = 3

ñóùåñòâåííî îáëåã÷åíî, åñëè ñðåäè ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èìååòñÿ
òàê íàçûâàåìàÿ ëèäèðóþùàÿ ìîäà, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîòîðîé çàìåòíî
îòäåëåíû îò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îñòàëüíûõ ìîä. Ïî àíàëîãèè ñ äðóãèìè
ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ ìîäó êàê îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà âáëèçè ÷àñòîòû ωm. Ïðè ðåøå-
íèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèå ëèäèðóþùåé ìîäû îáû÷íî ñòàíîâèòñÿ
ÿñíûì èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è îæèäàåìûõ îñîáåííîñòåé ãåî-
ìåòðèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Íàïðèìåð, åñëè êîëåáàíèÿ íåóñòîé÷èâû,
òî ýòî ìîæåò áûòü ìîäà ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì èíêðåìåíòà (äåêðåìåíòà)
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

Â òàêèõ óñëîâèÿõ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (22.2), êàê ïðàâèëî, íå ìîæåò
áûòü ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè. Òåì íå ìåíåå, ÷àñòî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòà-
òî÷íî ïðîñòûå è äîâîëüíî íàäåæíûå îöåíêè äåêðåìåíòîâ head-tail íåóñòîé-
÷èâîñòè èñõîäÿ èç îáùèõ ñâîéñòâ ðåøàåìûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, êîãäà âåëè÷èíà õðîìà-
òèçìà íå âåëèêà òàê, ÷òî ζφ0 ≪ |mc| (φ0 = lb/2R0), à |mc| ≥ 1. Â ýòîé
îáëàñòè ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (22.2) ìîæíî ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû∫ ∞

−∞

dx(. . .)

x+ i0
= −
∫ ∞

−∞

dx(. . .)

x
− iπ

∫ ∞

−∞
dx(. . .)δ(x) (22.14)
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ïåðåïèøåì (22.2) â âèäå

χm =
iΩmρ(φ)

π∆ωm
−
∫ ∞

−∞

dnJmc(nφ)

n− ζ

∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc(nφ
′)χm(φ′)

− Ωmρ(φ)

∆ωm
Jmc(ζφ)

∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc(ζφ
′)χ(φ′). (22.15)

Â îáëàñòè φ0|ζ| ≪ |mc| âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî (ζφ0)

|mc| ≪ 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà êîëåáàíèé
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî φ0|ζ| âêëàäîì ýòîãî ñëàãàåìîãî ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü. Ðàçëîæåíèå æå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ðÿä ïî ñòåïåíÿì φ0ζ ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ (|mc| ≥ 1)

∆ωmχm = ρ(φ)
iΩmmyζ

π

∫ ∞

−∞

dnJmc
(nφ)

n2

×
∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc(nφ
′)χm(φ′), (22.16)

èëè, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ∆ωm = 2ΛmiΩmmyφ0ζ/π è wm = χm
√
φ/ρ,

Λmwm =

∫ ∞

0

dφ′K(φ,φ′)wm(φ′),

K(φ,φ′) =
√
φφ′ρ(φ)ρ(φ′)

∫ ∞

0

dn

φ0n2
Jmc(nφ)Jmc(nφ

′). (22.17)

Òåïåðü çàìåòèì,÷òî ÿäðî ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïîìèìî ñèììåòðèè ïî φ
è φ′ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì â òîì ñìûñëå, ÷òî

J(w) =

∫ ∞

0

dφdφ′w(φ)K(φ,φ′)w(φ′) ≥ 0.

Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû è ìèíèìèçèðóþò
ôóíêöèîíàë J(w) òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè Λα è wα ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûì
÷èñëîì è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé, òî

Λα = min{J(w)} = lim
w→wα

J(w),∫ ∞

0

dφw2(φ) = 1. (22.18)

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé è ÷àñòîò çàäà÷è íå ðåøàÿ íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèå
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(22.17). Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðîâåäåì ðàñ÷åò äåêðåìåíòîâ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ρ(φ) = 2
exp[−φ2/φ2

0]

φ2
0

(22.19)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

K(u, u′) = 2 exp

(
−u

2 + u′2

2

)√
uu′

∫ ∞

0

dx

x2
Jmc(xu)Jmc(xu

′).

Ñîãëàñíî îáùèì òåîðåìàì àíàëèçà ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ íå äîëæíà èìåòü êîðíåé âåçäå èñêëþ÷àÿ òî÷êó φ = 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî
îáñòîÿòåëüñòâà è èç ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ K(u, u′) ìû âûáåðåì ïðîáíóþ
ôóíêöèþ w â âèäå (m = |mc|)

wm = Amu
m+1/2e−βu

2/2, A2
m =

2βm+1

m!
. (22.20)

Ïàðàìåòð β ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü èíòåãðàë J(w). Âû-
÷èñëèâ J(w) ïðè çàäàííîì β, ïîëó÷èì

J =2A2
m

∫ ∞

0

dx

x2

(∫ ∞

0

duum+1Jm(xu) exp

[
−u

2

2
(1 + β)

])2

=
2A2

m

(1 + β)2m+2

∫ ∞

0

dxx2m−2 exp

(
− x2

1 + β

)
=

2βm+1

(1 + β)m+5/2

Γ(m− 1/2)

m!
. (22.21)

Ôóíêöèÿ J(β) äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

dJ

dβ
=
βm
(
m+ 1− 3

2β
)

(1 + β)
m+5/2+1

2Γ
(
m− 1

2

)
m!

= 0,

ðàâíîãî

Jmin =
2
(
2
3 (m+ 1)

)m+1(
1 + 2

3 (m+ 1)
)m+5/2

Γ
(
m− 1

2

)
Γ(m+ 1)

=
3
√
3√
2

(m+ 1)
m+1(

m+ 5
2

)m+5/2

Γ
(
m− 1

2

)
Γ(m+ 1)

, (22.22)
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â òî÷êå β = 2(m+1)/3. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β â (22.20)
è (22.21) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì:

wm = Amu
m+1/2e−(m+1)u2/3, (22.23)

Λm ≥ [Λm]min,

[Λm]min =
3
√
3√
2

Γ(m− 1/2)

m!

(m+ 1)m+1

(m+ 5/2)m+5/2
. (22.24)

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà Λm îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óðàâíåíèÿ
(22.17):

ΛΣ =

∫ ∞

0

duu2e−u
2/2

∫ ∞

0

dx

x2
J2
m(x) =

1√
2π

4

4m2 − 1
. (22.25)

Òàêèì îáðàçîì, äåêðåìåíòû (δ = −Imω) ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä êîðîò-
êîãî ñãóñòêà îöåíèâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

δm = −2φ0ζ

π
ΛmRe(myΩm), |mc| ̸= 0,

[Λm]min ≤ Λm ≤ 1√
2π

4

4m2 − 1
. (22.26)

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå Ωm èç (22.3), ïîëó÷èì

δm = Λm
Ne2ω0Z0

2πpv

βylb
2l2⊥

dνy
d lnω0

, βy ≃ R0

νy
. (22.27)

Çàìåíà R0/νy íà βy ïðîâåäåíà íå ñëó÷àéíî. Òàêîé ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ è
ïðè áîëåå îáùåì ðàññìîòðåíèè. Çàâèñèìîñòü äåêðåìåíòà head-tail íåóñòîé-
÷èâîñòè îò β-ôóíêöèè â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðîäîâ îïèñûâàåò òîò
ôàêò, ÷òî ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ñâÿçàíà ñ âîçáóæäåíèåì ïîëåé ïðîäîëüíûì
äâèæåíèåì ñãóñòêà.

Âåëè÷èíà δm â (22.26) áóäåò ïîëîæèòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèíõðîáå-
òàòðîííûå ìîäû áóäóò óñòîé÷èâû, åñëè Re(myΩm)ζ < 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåêðåìåíòà áåòàòðîííîé ìîäû óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïîñêîëüêó

∞∑
mc=−∞

J2
mc

(x) = 1,

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóììà äåêðåìåíòîâ áåòàòðîííîé ìîäû è âñåõ ñèíõðîáå-
òàòðîííûõ ìîä óðàâíåíèÿ (22.2) ðàâíà íóëþ:

∞∑
mc=−∞

δmc = Ωm −
∫ ∞

−∞

dn

n−myζ
= 0. (22.28)
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Ïîýòîìó ïèøåì
δmy,0 = −

∑
mc ̸=0

δmy,mc . (22.29)

23. Çàäà÷è ê Ãëàâå 6

1. Âû÷èñëèòü ëèíåéíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäå-
ëåíèþ àìïëèòóä ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ρ(φ) = δ(φ2 − φ2

0), à òàêæå
ðàñïðåäåëåíèþ

ρ(φ) =
1

φ2
0

{
1, φ ≤ φ0

0, φ > φ0.

2. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî àìïëèòóäàì ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö:

ρ(φ) =
1

φ2
0

{
1, φ ≤ φ0

0, φ > φ0

âû÷èñëèòü äåêðåìåíòû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé êîðîòêîãî (R0φ0 ≪ l),
óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ñãóñòêà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ñîãëàñîâàííîé ïëà-
ñòèíîé.

3. Ïðèíÿâ, ÷òî ρ(φ) = δ(φ2 − φ2
0), ïîêàçàòü, ÷òî äåêðåìåíòû áûñòðî-

ãî çàòóõàíèÿ äèïîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (mc = 0) íå
çàâèñÿò îò ìîäóëÿöèè β-ôóíêöèé âäîëü äëèíû ïëàñòèíû.

4. Ïðèíÿâ, ÷òî ρ(φ) = δ(φ2 − φ2
0), âû÷èñëèòü äåêðåìåíòû âåðòèêàëü-

íûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä (ω ≃ myωy +mcωc) êîðîòêîãî, óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêîãî ñãóñòêà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ñîãëàñîâàííîé ïëàñòèíîé. Äëèíà
ïëàñòèíû l, R0φ0 ≪ l, ðàçáðîñîì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ è ñèíõðîòðîííûõ êî-
ëåáàíèé ïðåíåáðå÷ü.

5. Äëÿ ìîäåëüíîãî èìïåäàíñà, ïðèâîäÿùåãî ê ôîðìóëå (22.1), íàéòè
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà ñîñòàâëåííîãî èç
äâóõ ÷àñòèö çàðÿäà Ne/2 êàæäàÿ è ñîâåðøàþùèõ ïðîòèâîôàçíûå ñèíõðî-
òðîííûå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé φ0.

6. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ýêñòðåìàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì è ñèììåòðè÷íûì
ÿäðîì è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî àìïëèòóäàì ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö

ρ(φ) = 2
exp(−φ2/φ2

0)

φ2
0

âû÷èñëèòü äåêðåìåíòû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êî-
ðîòêîãî (R0φ0 ≪ l), óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ñãóñòêà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî
ñ ñîãëàñîâàííîé ïëàñòèíîé.
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Ãëàâà 7.

Ñâÿçü ñèíõðîáåòàòðîííûõ

ìîä

Åùå îäèí âèä íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà, íîñÿ-
ùèõ ãëîáàëüíûé õàðàêòåð, ìîæåò âûçûâàòüñÿ ñâÿçüþ ñèíõðîáåòàòðîííûõ
ìîä ïó÷êà (Ð. Êîõàóïò 1980 [16]). ßñíî, ÷òî òàêèå íåóñòîé÷èâîñòè áóäóò
ïðîÿâëÿòüñÿ ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òîêàõ ñãóñòêîâ, êîãäà âåëè÷è-
íû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò îòäåëüíûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ñðàâ-
íèâàþòñÿ, èëè ïðåâûøàþò ÷àñòîòó ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé 1.

24. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê óïîìèíàëîñü â ãëàâå 3., â òàêèõ óñëîâèÿõ ìû íå ìîæåì ïðåíåáðå÷ü
â óðàâíåíèè (7.14) ñâÿçüþ ìîä ñ îòëè÷àþùèìèñÿ mc. Â ðåçóëüòàòå, ñïåê-
òðû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé áåñêîíå÷íîé
ñèñòåìîé ñâÿçàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(∆ωm −mcωc)χm = ρ(φc)

∫ ∞

−∞
dnΩm(n)Jmc(n1φ)

∞∑
mc=−∞

∫ ∞

0

dφ′φ′Jm′
c
(n1φ

′)χm′(φ′) (24.1)

1Òàêàÿ ñâÿçü ìîæåò òàêæå âûçûâàòüñÿ ðàçáðîñàìè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ è ñèíõðî-

òðîííûõ êîëåáàíèé ïðåâûøàþùèìè, ëèáî ñðàâíèìûìè ñ ωc
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Ïîñêîëüêó òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â îáùåì âèäå,
íèæå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé

ρ(φ) = δ(φ2
0 − φ2), Ωm(n) =

iΩm
π(n+ i∆)

, (24.2)

à õðîìàòè÷íîñòü ôîêóñèðîâêè ðàâíà íóëþ (dνy/d lnω0 = 0).
Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (24.1) çàïèñûâàþòñÿ â

âèäå:
χm(φ) = Cmδ(φ

2
0 − φ2). (24.3)

Ïîýòîìó èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (24.1) çàìåíÿþòñÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìîé
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä Cm

(∆ωm −mcωc)Cm =
iΩm
π

∞∑
m′

c=−∞
Cm′

∫ ∞

−∞

dnJmc(nφ0)Jm′
c
(nφ0)

n+ i∆
. (24.4)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

x =
∆ωm
ωc

, w =
Ωm
ωc

,

ìû ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â âèäå

(x−mc)Cm =
iw

π

∞∑
m′

c=−∞
Cm′

∫ ∞

−∞

dn

n+ i∆
Jmc(n)Jm′

c
(n). (24.5)

25. Ñâÿçü ñîñåäíèõ ìîä

Õîòÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (24.5) ìîæåò áûòü íàéäåíî òî÷-
íî (íàïðèìåð, [17]), ïîëåçíî íà÷àòü èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé ðåøåíèé ýòîé
ñèñòåìû â îáëàñòè |w| < 1. Ìû îæèäàåì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé
ñâÿçàíà ñ ñáëèæåíèåì ÷àñòîò ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä. Â ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè, â îáëàñòè 0 ≤ w ≤ 1, ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü èç-çà ïðèáëèæåíèÿ
÷àñòîòû áåòàòðîííîé ìîäû (ω ≈ ωy + Ωm) ê ÷àñòîòå ïåðâîé ñèíõðîáåòà-
òðîííîé ìîäû (ω ≈ ωy + ωc). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýòî ñáëèæåíèå ìîæåò áûòü
ó÷òåíî ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (24.5), îñòàâèâ â íåé
ëèøü òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå îïèñûâàþò ñâÿçü ýòèõ ìîä

xC0 =
iw

π

[
C0

∫ ∞

−∞
dn

J2
0 (n)

n+ i∆
+ C1

∫ ∞

−∞
dn
J0(n)J1(n)

n+ i∆

]
,

(x− 1)C1 =
iw

π

[
C0

∫ ∞

−∞
dn
J0(n)J1(n)

n+ i∆
+ C1

∫ ∞

−∞
dn

J2
1 (n)

n+ i∆

]
. (25.1)
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (22.14), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî J0(n) ÿâëÿåòñÿ
÷åòíîé, à J1(n) � íå÷åòíîé ôóíêöèåé n, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ
(25.1) â âèäå

(x− w)C0 = i
4w

π2
C1,

(x− 1)C1 = i
4w

π2
C0. (25.2)

Â ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ ïîäñòàâëåíî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ ∞

−∞

dn

n
J0(n)J1(n) =

4

π
.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (25.2), ÷àñòîòû ñâÿçàííûõ ìîä îïðåäåëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèåì

(x− w)(x− 1) = −16w2

π4
, (25.3)

ñ êîðíÿìè

x1,2 =
1 + w

2
±
√

(1− w)2

4
− 16w2

π4
. (25.4)

Îáå ìîäû óñòîé÷èâû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(1− w)2 − 64w2

π4
≥ 0. (25.5)

Çíàêó ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóåò ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî
ïîëó÷åííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé âîîáùå íå çàâèñèò îò çíàêà
Ωm. Åñëè Ωm < 0, òî íåóñòîé÷èâûìè îêàçûâàþòñÿ áåòàòðîííàÿ è (-1)-ÿ
ñèíõðîáåòàòðîííàÿ ìîäû. Ïîñêîëüêó ôàêò ïîÿâëåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä
íå çàâèñèò îò çíàêà w, ïîðîãîâîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

|w| ≤ wth, wth =
1

1 + 8/π2
≈ 0.552. (25.6)

Âûøå ýòîãî ïîðîãà ÷àñòîòû ñâÿçàííûõ ìîä ñîâïàäàþò (ðèñ. 25), à îäíà èç
ìîä êîëåáàíèé ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ íåóñòîé÷èâîñòü èç-çà ñâÿçè ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä
ÿâëÿåòñÿ îäíîîáîðîòíîé è îáóñëîâëåíà áûñòðîçàòóõàþùèìè íàâåäåííû-
ìè ïîëÿìè, ýòà íåóñòîé÷èâîñòü îòíîñèòñÿ ê íåóñòîé÷èâîñòÿì äèíàìè÷å-
ñêîãî òèïà. Ïîýòîìó óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îãðàíè÷èâàåò äîïóñòèìóþ âå-
ëè÷èíó êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû êîëåáàíèé, à èíêðåìåíò íåóñòîé÷è-
âîé ìîäû âáëèçè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî√

|w| − wth.
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Ðèñ. 25. Çàâèñèìîñòè êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû áåòàòðîííîé è ïåðâûõ ñèí-
õðîáåòàòðîííûõ ìîä îò òîêà ïó÷êà (Ωm)

26. Âëèÿíèå çàòóõàíèÿ ñâÿçàííûõ ìîä

Åñëè ∆1 è ∆0 ñäâèãè ÷àñòîò ñâÿçàííûõ ìîä, òî íåóñòîé÷èâû ìîäû, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ "óñëîâèå ñóììîâîãî ðåçîíàíñà"

ωc ≈ ∆1 +∆0.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî äåìïôè-
ðîâàíèå îáåèõ ñâÿçàííûõ ìîä. Ïóñòü, íàïðèìåð, λ0 äåêðåìåíò áåòàòðîííîé,
à λ1 � ñèíõðîáåòàòðîííîé ìîäû. Òîãäà óðàâíåíèå (25.3) ïðèíèìàåò âèä

(x− w + iλ0)(x− 1 + iλ1) = −16w2

π4
. (26.1)

Òàêîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè

x1,2 =
1 + w − iΛ+

2
±
√

(1− w − iΛ−)2

4
− 16w2

π4
, (26.2)

ãäå Λ± = λ1 ± λ0. Äåêðåìåíòû êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

− Imx =
Λ+

2
±

√√√√1

2

[√
X2 +

Λ2
−(1− w)2

4
−X

]
, (26.3)
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X =
(1− w)2 − Λ2

−
4

− 16w2

π4
.

Êàê âèäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé, íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
äåêðåìåíòû áåòàòðîííîé è ñèíõðîáåòàòðîííîé ìîä ðàâíû (λ0 = λ1 = λ).
Ïðè ýòîì âìåñòî (26.2) ïèøåì

x1,2 = −iλ+
1 + w

2
±
√

(1− w)2

4
− 16w2

π4
,

à ïîðîãîâûé òîê îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

λ2 =
16w2

π4
− (1− w)2

4
.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ âåëè÷èíàõ λ0 è λ1, íî ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè âåëè-
÷èíû Λ+, îáà äåêðåìåíòà ïîëîæèòåëüíû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

Λ+

2
≥

√√√√1

2

[√
X2 +

Λ2
−(1− w)2

4
−X

]
.

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà â êâàäðàò è ïðîâîäÿ íåñëîæíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

Λ2
+

4
+
X

2
≥ 1

2

√
X2 +

Λ2
−(1− w)2

4
,(

Λ2
+

4
+
X

2

)2

− X2

4
≥

Λ2
−(1− w)2

16
,

Λ2
+

(
Λ2
+

4
+X

)
≥

Λ2
−(1− w)2

4
,

Λ2
+

(
(1− w)2

4
+ λ0λ1 −

16w2

π4

)
≥

Λ2
−(1− w)2

4
,

ïîëó÷èì

(1− w)2
λ0λ1
Λ2
+

+ λ0λ1 −
16w2

π4
≥ 0. (26.4)

Åñëè îäèí èç äåêðåìåíòîâ ðàâåí íóëþ (λ0λ1 = 0), ýòî óñëîâèå âñåãäà íà-
ðóøåíî. Ïîýòîìó, êàê óæå ãîâîðèëîñü, äëÿ ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâîñòè
ñâÿçàííûõ ìîä íåîáõîäèìî äåìïôèðîâàíèå îáåèõ ìîä. Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ (26.4) áåòàòðîííàÿ è ïåðâàÿ ñèíõðîáåòàòðîííàÿ ìîäû çàòóõàþò.
Ýòî, îäíàêî, òîëüêî îòîäâèãàåò ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðûé òåïåðü áó-
äåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê ìîäå âòîðîé ñèíõðîáåòàòðîííîé ìîäû.
Ïîâûøåíèå ïîðîãà óñòîé÷èâîñòè íîâîé êîíôèãóðàöèè, â ñâîþ î÷åðåäü, ïî-
òðåáóåò äåìïôèðîâàíèÿ ýòîé ìîäû.
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27. Âëèÿíèå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îáñóäèì âëèÿíèå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó íà
óñòîé÷èâîñòü ñâÿçàííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä (íàïðèìåð, â [18]). Íà-
ïîìíèì, ÷òî çàòóõàíèå Ëàíäàó ñèíõðîáåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ñãóñòêà (mc ̸= 0) ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ðàçáðîñîì ÷àñòîò áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé, èëè ðàçáðîñîì ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö.
Ïðè ýòîì ðàçáðîñ ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé íå âûçûâàåò çàòóõà-
íèÿ Ëàíäàó áåòàòðîííûõ ìîä ñãóñòêà (mc = 0). Ïîñêîëüêó ïîäàâëåíèå
íåóñòîé÷èâîñòè ñâÿçàííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä òðåáóåò îäíîâðåìåííî-
ãî äåìïôèðîâàíèÿ áåòàòðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà,
çàòóõàíèå Ëàíäàó áóäåò ïîäàâëÿòü íåóñòîé÷èâîñòü èç-çà ñâÿçè ñèíõðîáåòà-
òðîííûõ ìîä òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñãóñòîê îáëàäàåò ðàçáðîñîì ÷àñòîò
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â ñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå òàêîé ðàçáðîñ
÷àñòîò îáåñïå÷èâàåòñÿ îêòóïîëüíîé íåëèíåéíîñòüþ ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé
íàêîïèòåëÿ.

Â èñïîëüçóåìîé çäåñü ìîäåëè è äëÿ äèïîëüíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé
âëèÿíèå ðàçáðîñà ÷àñòîò íà óñòîé÷èâîñòü ìîä îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

C0[1− wF (x)] =
4iw

π2

∞∑
k=0

C2k+1M2k+1

(2k + 1)2
,

C2k+1 =
4iw

π2

C0F (x)

(2k + 1)2
+

4iw

π2

∞∑
p=1

C2pM2p

(2k + 1)2 − 4p2
, (27.1)

C2p =
4iw

π2

∞∑
k=0

C2k+1M2k+1

(2k + 1)2 − 4p2
,

C−2k−1 = −C2k+1, C−2p = C2p,

ãäå Mp = F (x− p) + F (x+ p), à

F (ω) = −
∫ ∞

0

dI
I∂f0/∂I

ω − ωy(I)
, Imω > 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ, îäíàêî, íå ìîãóò áûòü ðåøåíû òàê æå ëåãêî, êàê òå, ÷òî
îïèñûâàëè ñïåêòðû êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå ðàçáðîñà ÷àñòîò. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå íèæå ìû ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ðåøåíèé ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ îáðûâîì ñèñòåìû (27.1) íà íåêîòîðîì mc = M . Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (27.1) çàìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè

M∑
m′

c=0

Qmc,m′
c
(x)Cm′

c
= 0,
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à äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Φ(x) = det(Q(x)) = 0. (27.2)

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìîä, îïèñûâàåìûõ ýòèì óðàâíåíèåì ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ò.í. êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà. Ýòîò êðèòåðèé îñíîâàí íà
âû÷èñëåíèè íàáåãà ôàçû ôóíêöèè Φ(x) ïðè èçìåíåíèè x âäîëü è ñëåãêà
âûøå äåéñòâèòåëüíîé îñè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ íåñèíãóëÿðíîé ôóíêöèåé I, òî F è Φ � òàêæå
íåñèíãóëÿðíûå ôóíêöèè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé x. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, à òàêæå ïîñêîëüêó

lim
|x|→∞

Φ(x) = 1,

÷èñëî êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè x ðàâ-
íî óïîìÿíóòîìó íàáåãó ôàçû Φ, äåëåííîìó íà 2π. Ôóíêöèÿ Φ(x) îòîáðà-
æàåò äåéñòâèòåëüíóþ îñü x â íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ â ïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé Φ (òàê íàçûâàåìûé ãîäîãðàô Φ). Êðèòåðèé Íàé-
êâèñòà óòâåðæäàåò, ÷òî ìîäû óñòîé÷èâû, åñëè ãîäîãðàô Φ íå îõâàòûâàåò
íà÷àëî êîîðäèíàò.

-2 -1 0 1 2 3

Re[Φ(x)]

-3

-2

-1

0

1

2

Im
[Φ

(x
)]

1

2

Ðèñ. 26. Ãîäîãðàô Φ(x) äëÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (27.2). 1: ωc = 3 × δωy,
Ωm = 1.7× δωy; 2: ωc = 3× δωy, Ωm = −1.7× δωy

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû ðàññìîòðèì îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ
ñëó÷àåâ, êîãäà ωy ëèíåéíî èçìåíÿåòñÿ ñ I (ωy = ωy0 + κI, κ = ∂ωy/∂Iy), à
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Ðèñ. 27. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä (òî÷-
êè), âû÷èñëåííàÿ ñ ó÷åòîì ðàçáðîñà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé (ωy =
ωy0 + Iy(∂ωy/∂Iy)). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâî-
ñòè, îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèåì (25.6). Êîëåáàíèÿ íåóñòîé÷èâû â îáëàñòÿõ 1 è 3

f0 ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé (f0 = exp(−I/I0)/I0). Ïðè ýòîì

F (x) =

∫ ∞

0

du
ue−u

x− zu+ i∆
, z =

δωy
ωc

, δωy = κI0,

= ve−v[Ei(v)− iπθ(v)]− 1, v = x/z, (27.3)

ãäå Ei(x) òàê íàçûâàåìàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ei(x) = −
∫ ∞

−x
dt
e−t

t
,

à

θ(x) =

{
1, x > 1,
0, x < 0.

Äâà òàêèõ ãîäîãðàôà ïðèâåäåíû â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 26. Êàê âèä-
íî, ãîäîãðàô 1, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëîæèòåëüíîìó êîãåðåíòíîìó ñäâèãó
÷àñòîòû, íå îêðóæàåò íà÷àëà êîîðäèíàò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâûì ìî-
äàì. ×èñëåííîå çíà÷åíèå w â ýòîì ñëó÷àå íå ïðîòèâîðå÷èò ïîðîãó â (25.6).
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ãîäîãðàô 2 íà ðèñ. 26, âû÷èñëåííûé äëÿ òàêî-
ãî æå ïî âåëè÷èíå íî îòðèöàòåëüíîãî w ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâûì êîëå-
áàíèÿì. Íåñèììåòðèÿ ïîâåäåíèÿ ìîä äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
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Ωm îáÿçàíà ïðèíÿòîé çäåñü óïðîùåííîé ìîäåëè íåëèíåéíîñòè áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé. Íàïîìíèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå èìååò ãðàíèöà îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè íåñâÿçàííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä (íàïðèìåð, íà ðèñ. 12).
Â áîëåå ðåàëèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé çàâèñèìîñòè ωy îò Iy è Ix,
íàïðèìåð (15.2):

ωy = ωy0 +

(
∂ωy
∂Iy

)
0

Iy +

(
∂ωy
∂Ix

)
0

Ix,

òàêàÿ íåñèììåòðèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíåå âûðàæåííîé çà ñ÷åò ñáëèæåíèÿ
ïàðöèàëüíûõ ðàçáðîñîâ ÷àñòîò Iy0|(∂ωy/∂Iy)0| è Ix0 |(∂ωy/∂Iy)0|.

Èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ãîäîãðàôîâ ïðè èçìåíåíèè Ωm è ωc ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ äèñïåðñèîííîìó
óðàâíåíèþ (27.2). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îíà íåñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
îñè Ωm = 0 (ðèñ. 27). Êðîìå òîãî, øèðèíà ïîëîñû, â êîòîðîé êîëåáàíèÿ
çàòóõàþò, óâåëè÷èâàåòñÿ (ïðè Ωm > 0) â îáëàñòÿõ, ãäå ωc ≫ δωy, ëèáî
ωc ≪ δωy. Äëÿ âûñîêèõ ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé óñëîâèå óñòîé÷è-
âîñòè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê îïðåäåëÿåìîìó (25.6). Óâåëè÷åíèå
øèðèíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ ñèíõðîòðîííûõ êîëå-
áàíèé ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëîãè÷íûì ïîâåäåíèåì ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâî-
ñòè áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Îäíàêî, î÷åíü ñèëüíîå óìåíüøåíèå ÷àñòîòû
ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé (ωc ≪ δωy) ìîæåò ïîìåíÿòü õàðàêòåð ðàçâèòèÿ
íåóñòîé÷èâîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ìîä ñòàíîâèòñÿ
ìàëîñóùåñòâåííûì. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí ïîäðîáíåå â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

28. Çàäà÷è ê Ãëàâå 7

1. Ïîñòðîèòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïåðâûõ ñâÿçàííûõ âåðòèêàëüíûõ
ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ωy(Iy, Ix) = ωy0 + κIx. Ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî àìïëèòóäàì ðàäèàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ðàâíà
f(Ix) = exp(−Ix/I0x)/I0x. Îöåíèòü äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ñâÿçàí-
íûõ ìîä â îáëàñòè, ãäå êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò
ðàçáðîñ ÷àñòîò.

2. Èçó÷èòü âëèÿíèå ñëàáîãî õðîìàòèçìà ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáà-
íèé íà íåóñòîé÷èâîñòü ñâÿçàííûõ áåòàòðîííîé è ïåðâîé ñèíõðîáåòàòðîí-
íîé ìîä.

3. Èçó÷èòü óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðâûõ ñâÿçàííûõ âåðòèêàëüíûõ ñèí-
õðîáåòàòðîííûõ ìîä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàâåäåííûå ñãóñòêîì ïîëÿ îïðåäå-
ëÿþòñÿ êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ ñòåíîê âàêóóìíîé êàìåðû.
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4. Ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìà óðàâíåíèé (24.5) ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåé:

(x− w)C0 = iW
∞∑
k=0

C−
2k+1

(2k + 1)2
,

C−
2k+1 = iW

2x

x2 − (2k + 1)2

[
C0

(2k + 1)2
+

∞∑
p=1

C+
2p

(2k + 1)2 − 4p2

]
,

C+
2p = iW

2x

x2 − 4p2

∞∑
k=0

C−
2k+1

(2k + 1)2 − 4p2
.

Çäåñü W = (4w/π2) à

C+
2k = C2k + C−2k, C−

2k+1 = C2k+1 − C−(2k+1).

Íàéòè äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ðåøå-
íèé ñèñòåìû (24.5).

5. Èçó÷èòü äåéñòâèå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó çà ñ÷åò îêòóïîëüíûõ êîìïîíåíò
ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé íà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áåòàòðîííîé è îäíîé èç
ïåðâûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä.
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Ãëàâà 8.

Áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå

íåóñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ

êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ïàðàìåòðû ñãóñòêîâ è íà-
âåäåííûõ ïîëåé îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |Ωm| ≫ ωc. Â
ýòèõ óñëîâèÿõ íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ðàçâèâà-
þòñÿ íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî çà âðåìÿ íàðàñòàíèÿ êîëåáàíèé (τm) ÷àñòè-
öû íå óñïåâàþò çàìåòíî ñìåñòèòüñÿ ïî ôàçàì ϕ (íàïðèìåð, äëÿ ÷àñòèöû
ñ àìïëèòóäîé ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé φ òàêîå ñìåùåíèå íå ïðåâûøà-
åò ∆ϕ ∼ ωcτφ ≪ σs, ãäå σs äëèíà ñãóñòêà â åäèíèöàõ ñðåäíåãî ðàäèóñà
çàìêíóòîé îðáèòû).

Ðàçâèòèå áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé îáëàäàåò öåëûì ðÿ-
äîì îñîáåííîñòåé. Íàèáîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñïåêòðà íîðìàëü-
íûõ ðåøåíèé îñíîâíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ôèçè÷åñêè ýòîò ôàêò
çàðàíåå î÷åâèäåí. Îòñóòñòâèå ïåðåìåøèâàíèÿ ÷àñòèö â ñãóñòêå çà âðåìÿ
ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê ðàçðûâàíèþ îáðàòíîé ñâÿçè êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ãîëîâíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé ïó÷êà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
êîëåáàíèÿ ãîëîâíûõ ÷àñòèö ñãóñòêà îêàçûâàþòñÿ íèêàê íå ñâÿçàííûìè ñ
êîëåáàíèÿìè õâîñòîâûõ ÷àñòèö, ÷òî îáóñëàâëèâàåò îòñóòñòâèå ñïåêòðà ñîá-
ñòâåííûõ ìîä ñãóñòêà.

Ïåðâîíà÷àëüíî áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå íåóñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé áûëè îáíàðóæåíû è îáñóæäàëèñü â ñâÿçè ñ òðàíñ-
ïîðòèðîâêîé èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ â ëèíåéíûõ óñêîðèòåëÿõ (òàê íàçûâàå-
ìûé ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà, íàïðèìåð, â [19]). Ïîçæå áûëî âûÿñíåíî,
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÷òî àíàëîãè÷íûå ÿâëåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòî è äëÿ ñãóñòêîâ â íàêîïèòåëÿõ
[20].

29. Ýôôåêò ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà

Ñóùåñòâóåò îáøèðíûé êëàññ íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé,
êîãäà îáðàòíàÿ ñâÿçü êîëåáàíèé ïî ïó÷êó îêàçûâàåòñÿ íåçàìêíóòîé. Â òà-
êèõ óñëîâèÿõ, èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðèíöèïè-
àëüíî íå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ðåøåíèþ êàêîãî-ëèáî äèñïåðñèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ. Èñòîðè÷åñêè, òàêèå íåóñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ
âïåðâûå áûëè îáíàðóæåíû â ëèíåéíûõ óñêîðèòåëÿõ (íàïðèìåð, â [19]) è
ïîëó÷èëè íàçâàíèå ýôôåêòà ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Ïîçæå áûëî îáíàðóæåíî
(íàïðèìåð, â [20]), ÷òî àíàëîãè÷íûå ÿâëåíèÿ ìîãóò îãðàíè÷èâàòü âåëè÷èíó
íàêîïëåííîãî òîêà è â öèêëè÷åñêèõ ìàøèíàõ.

Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðåäïîëî-
æèâ, ÷òî ïó÷îê ñîñòîèò èç Mb ñãóñòêîâ íóëåâîé äëèíû, ÷òî ñãóñòêè ñîäåð-
æàò ðàâíîå ÷èñëî ÷àñòèö Nb è çàïîëíÿþò ïó÷îê ñ ïåðèîäîì τ = T0/M ,
ãäå T0 = Π/c �ïåðèîä îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â ìàøèíå, à M � öåëîå ÷èñëî
(M ≥ Mb). Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïó÷êå âçàèìîäåéñòâóþò
ëèøü ñîñåäíèå ñãóñòêè, à âîçìóùåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèëîé

(Fx)a = −γMωxW (xa[t] + xa−1[t− τ ]). (29.1)

Çäåñü a = 2, 3, . . . ,Mb íóìåðóåò ñãóñòêè â ïó÷êå, xa � îòêëîíåíèå öåíòðà
òÿæåñòè ñãóñòêà a îò çàìêíóòîé îðáèòû. Êîëåáàíèÿ ïåðâîãî ïî ñ÷åòó ïó÷êà
âîçìóùàþòñÿ ñèëîé (29.1) ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñãóñòêè ðàâíîìåðíî
çàïîëíÿþò çàìêíóòóþ îðáèòó íàêîïèòåëÿ (Mb =M).

Îáîçíà÷èâ x′ = dx/dt, çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ öåíòðîâ òÿ-
æåñòè ñãóñòêîâ

x′′a + (ω2
x + 2ωxW )xa = −2ωxWxa−1(t− bτ). (29.2)

Êàê âèäíî èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñàìîäåéñòâèå ñãóñòêà ïðèâîäèò ê èçìåíå-
íèþ ÷àñòîòû êîëåáàíèé íà âåëè÷èíó ∆ωx =W , à âçàèìîäåéñòâèå ñãóñòêîâ
ïðèâîäèò ê ðàñêà÷êå êîëåáàíèé ïîñëåäóþùèõ ñãóñòêîâ ïó÷êà êîëåáàíèÿìè
âïåðåäèèäóùèõ. Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû âñåõ ñãóñòêîâ ñäâèãàþòñÿ íà îäíó âå-
ëè÷èíó, íèæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé ñäâèã óæå ó÷òåí â ÷àñòîòå ωx
çàìåíÿÿ ωx +W íà ωx.

Äëÿ äàëüíåéøåãî, óäîáíåå ïåðåéòè ê âðàùàòåëüíûì êîîðäèíàòàì â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå

ξ± = x′ ∓ iωxx. (29.3)

134

www.phys.nsu.ru



Òîãäà, íàïðèìåð,

ξ′+ = x′′ − iωx[ξ+ + iωxx] = −iωxξ+ + x′′ + ω2
xx

è ïîýòîìó

ξ′+a + iωxξ+a = iW (ξ−,a−1 − ξ+,a−1). (29.4)

ξ′−a − iωxξ−a = iW (ξ−,a−1 − ξ+,a−1). (29.5)

Ñâÿçü êîëåáàíèé ξ± ìàëà, åñëè ìàëà âåëè÷èíà W (èìåííî, åñëè W ≪ ωx).
Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (29.4) è (29.5) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

ξ± = A±e
∓iωxt.

Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, âåëè÷èíà A+ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

A′
+,a = −iW (A+,a−1 −A−,a−1e

2iωxt).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ W ≪ ωx ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî
óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ñèñòåìàòè÷åñêîå èçìåíåíèå âåëè÷èíû A+, à âòîðîå
� åå áûñòðûå îñöèëëÿöèè. Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà òàêèõ îñöèëëÿöèé
îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì W/ωx è ïîòîìó ìàëà. Èíòåðåñóÿñü ñèñòåìàòè÷å-
ñêèì èçìåíåíèåì A+, ìû óñðåäíèì ýòî óðàâíåíèå ïî èíòåðâàëó âðåìåíè
òàêîìó, ÷òî

1

ωx
≪ ∆t≪ 1

W
.

Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ

ξ′+a + iωxξ+a =− iWξ+,a−1, (29.6)

ξ′−a − iωxξ−a =iWξ−,a−1. (29.7)

îïèñûâàþò íåñâÿçàííûå êîëåáàíèÿ ìîä (+) è (−). Òàêèå óðàâíåíèÿ ðåøà-
þòñÿ ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå∫ ∞

0

dteiωtξ′ = −ξ(0)− iωξ(ω), Imω > 0,

çàìåíèì, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ (29.6) ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèÿ äëÿ
Ôóðüå-àìïëèòóä ξ+,a(ω) (çíàê + äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì)

− i[ω − ωx]ξa(ω) = ξa(0)− iWλξa−1(ω), λ = exp(iωτ). (29.8)

Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ëåãêî íàõîäèòñÿ ïî èíäóêöèè. Äëÿ ïåð-
âîãî ñãóñòêà èìååì

ξ1 =
iξ1(0)

ω − ωx
. (29.9)
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Äëÿ âòîðîãî

ξ2 =
iξ2(0)

ω − ωx
+

Wλ

ω − ωx
ξ1(ω)

=
iξ2(0)

ω − ωx
+

Wλ

ω − ωx

iξ1(0)

ω − ωx
. (29.10)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîëó÷àåì

ξ3(ω) =
iξ3(0)

ω − ωx
+

Wλ

ω − ωx

[
iξ2(0)

ω − ωx
+

Wλ

ω − ωx

iξ1(0)

ω − ωx

]
=

iξ3(0)

ω − ωx
+

Wλ

ω − ωx

iξ2(0)

ω − ωx

+

(
Wλ

ω − ωx

)2
iξ1(0)

ω − ωx
,

è

ξ4(ω) =
4∑
a=1

(
Wλ

ω − ωx

)4−a
iξa(0)

ω − ωx
. (29.11)

Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñãóñòêà ïó÷êà ïèøåì

ξa(ω) =
i

ω − ωx

a∑
p=1

(
Wλ

ω − ωx

)a−p
ξp(0). (29.12)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ω ̸= ωx. Çàâèñèìîñòü
àìïëèòóä êîëåáàíèé îò âðåìåíè íàõîäèòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-
ðüå

ξa(t) =

∫
C

dω

2π
e−iωtξa(ω), (29.13)

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ èäåò èç ω = −∞ â ω = +∞ âûøå äåéñòâèòåëü-
íîé îñè ω. Ïîäñòàâèâ â (29.13) àìïëèòóäû èç (29.12), íàéäåì (λ[ωx] = eiωxτ )

ξa(t) = e−iωxt
a∑
p=1

ξp(0)(Wλ[ωx])
a−p (29.14)

×
∫
C

dωe−iω[t−(a−p)τ ]

(−2πi)ωa−p+1
.

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà ïî ω äëÿ t > MbT0.
Òîãäà âñå ñãóñòêè äàþò âêëàä â ïðàâóþ ÷àñòü (29.14), à èíòåãðàëû âû-
÷èñëÿþòñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü
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ω. Â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ïà-
ðàãðàôå, çíà÷åíèå èíòåãðàëà â (29.14) îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíûìè ïîëþñàìè
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â òî÷êàõ ω = 0. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðè-
âîäÿò ê ðåçóëüòàòó∫

C

dωe−iω[t−(a−p)τ ]

(−2πi)ωa−p+1
=

(−i[t− (a− p)τ ])a−p

(a− p)!
.

Ïîýòîìó

ξa(t) = e−iωxt
a∑
p=1

ξp(0)
(−i[t− (a− p)τ ]Wλ[ωx])

a−p

(a− p)!
. (29.15)

Íåýêñïîíåíöèàëüíîå íàðàñòàíèå àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñî âðå-
ìåíåì ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé íåóñòîé÷èâî-
ñòåé ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà. Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, íåóñòîé÷è-
âîñòü îáóñëîâëåíà ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êîé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ
êîëåáàíèÿìè âïåðåäèèäóùèõ è íàêîïëåíèåì ýòîé ðàñêà÷êè âäîëü ïó÷êà (â
çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå òàêîå íàêîïëåíèå íàçûâàþò êóìóëÿòèâíûì). Äðó-
ãîé îñîáåííîñòüþ òàêîé íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðà
íàðàñòàíèé êîëåáàíèé îò ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ñãóñòêîâ â ïó÷êå.

30. Áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå íåóñòîé÷èâîñòè
îäèíî÷íûõ ñãóñòêîâ

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé îäèíî÷íîãî ñãóñòêà. Êîëü ñêîðî îæèäàåìûå âðåìåíà ðàç-
âèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé êîðî÷å ïåðèîäà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, óìåñòíî
â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ÷àñòèö â ïðîäîëüíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âçÿòü ïå-
ðåìåííûå (∆p, ϕ). Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ äëÿ äèïîëüíûõ
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Òîãäà, â ïðåíåáðåæåíèè ïðîäîëüíîé ïîäâèæíî-
ñòüþ ÷àñòèö, îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(ω − ωm)fm = if (0)m −
√
Iy
∂f0
∂Iy

∫
dI ′yd∆p

′dϕ′K(ϕ− ϕ′)
√
I ′yfm. (30.1)

Çäåñü f0 = ρ0(ϕ)F0(Iy,∆p) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñãóñòêà â ñòàöèîíàð-
íîì ñîñòîÿíèè, ρ0(ϕ) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ñãóñòêå, à

K(ϕ− ϕ′) =

∫ ∞

−∞
dnΩmne

in(ϕ−ϕ′). (30.2)
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Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ, â êîòîðîé
âåëè÷èíà ïîïåðå÷íîãî êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî
ñãóñòêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Ωmn =
iΩm

π(n+myνy + i0)
. (30.3)

Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â (30.2) äà¼ò

K(ϕ) = Ωme
−imyνyϕ

{
1, ϕ ≤ 0,
0, ϕ > 0.

(30.4)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ, à òàêæå ðåøåíèé â ôîðìå

fm =
if

(0)
m

ω − ωm
− ρ0(ϕ)χ(ϕ)e

imyνyϕ

√
Iy∂F0/∂Iy

ω − ωm
(30.5)

â óðàâíåíèå (30.1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ íîâîé íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèè χ:

χ(ϕ) = iΩm

∫ ∞

ϕ

d(0)m (ϕ′)dϕ′ + Λm

∫ ∞

ϕ

ρ0(ϕ
′)χ(ϕ′). (30.6)

Çäåñü

d(0)m =

∫
dIyd∆p

√
Iyf

(0)
m

ω − ωm
(30.7)

-Ôóðüå-àìïëèòóäà íà÷àëüíîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè äèïîëüíîãî ìîìåíòà
ñãóñòêà, à

Λm = −Ωm

∫
dIyd∆p

Iy∂F0/∂Iy
ω − ωm

. (30.8)

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé, êîòîðûå íàì ïðèõîäèëîñü ðåøàòü äî ýòîãî, óðàâ-
íåíèå (30.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Âîëüòåððà. Îòíîñèòåëüíî ýòèõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî îäíîðîäíûå èí-
òåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà íå èìåþò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Ïî-
ñëåäíåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ, íàïðèìåð, çàìåíîé â îäíîðîäíîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (30.6) èíòåãðàëîâ ïî ϕ ñóììàìè Äàðáó, âû÷èñëåíèåì äå-
òåðìèíàíòîâ ïîëó÷åííûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïîñëå-
äóþùèì óñòðåìëåíèåì èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèé ïî ϕ ê íóëþ. Ýòèì äîêàçû-
âàåòñÿ îòñóòñòâèå ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò áûñòðûõ ïîïåðå÷íûõ êî-
ãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ ïðè èõ âîçìóùåíèè íàâåäåííûìè ïîëÿìè,
êîòîðûå ïîëíîñòüþ çàòóõàþò çà âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà ÷àñòèö â ìàøèíå.
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Óðàâíåíèå (30.6) ðåøàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì åãî â äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå. Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷àåì

dχ

dϕ
= −iΩmd(0)m − Λmρ0(ϕ)χ. (30.9)

Çàïèñûâàÿ

χ = A(ϕ) exp

(
Λm

∫ ∞

ϕ

dϕ′ρ0(ϕ
′)

)
,

è èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå A(∞) = 0, ïîëó÷àåì

A = iΩm

∫ ∞

ϕ

dϕ′d(0)m (ϕ′) exp

(
−Λm

∫ ∞

ϕ′
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)

)
,

èëè îêîí÷àòåëüíî

χ(ϕ) = iΩm

∫ ∞

ϕ

dϕ′d(0)m (ϕ′) exp

(
−Λm

∫ ϕ′

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
. (30.10)

31. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä îò âðåìåíè

Çàâèñèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îò âðåìåíè ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíèðîâà-
íèåì âûðàæåíèé (30.5), (30.10) è âûïîëíåíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå:

fm(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtfm(ω), Imω > 0.

Àíàëèç ðåøåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü ðàçáðîñàìè ÷àñòîò â ïó÷êå. Ïðè ýòîì

d(0)m =
Dm

ω − ωm
, Dm =

∫
dIyd∆p

√
Iyf

(0)
m ,

à Λm = Ωm/(ω−ωm). Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ àìïëèòóäû äèïîëüíîãî ìîìåíòà

dm =

∫
dIyd∆p

√
Iyfm

ïîëó÷àåì:

dm(ϕ, t)eiωmt = Dm(ϕ) + ρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′Dm(ϕ′)Rm(ϕ, ϕ′, t), (31.1)

Rm(ϕ, ϕ′, t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtRm(ϕ, ϕ′, ω),

Rm(ϕ, ϕ′, ω) =
iΩm
ω2

exp

(
−Ωm

ω

∫ ϕ′

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′)

)
.
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Âõîäÿùàÿ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ ôóíêöèÿ Rm(ϕ, ϕ′, ω) íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåí-
òîé èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (30.6). Êàê èçâåñòíî, äëÿ çàäà÷, äîïóñêàþ-
ùèõ íàõîæäåíèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îñîáåííîñòÿìè ðåçîëüâåí-
òû êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω ÿâëÿþòñÿ ëèáî ïðîñòûå ïîëþ-
ñû, ëèáî ïîëþñû êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Â îòëè÷èå îò ýòîãî åäèíñòâåííîé îñî-
áîé òî÷êîé ôóíêöèè Rm(ω) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ïðè ω = 0.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî åùå ðàç óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò â îáñóæäàåìîé çàäà÷å. Îïðåäåë¼ííûå çàêëþ÷åíèÿ î õàðàêòåðå ðàç-
âèòèÿ êîëåáàíèé äà¼ò ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Rm(ω) â ðÿä Òýéëîðà

Rm(ϕ, ϕ′, ω) =
iΩm
ω2

∞∑
k=0

(−ξ)k

k!

1

ωk
, ξ = Ωm

∫ ϕ′

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ
′′) (31.2)

Â ýòîì óðàâíåíèè ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ðåçîíàíñíóþ ðàñêà÷êó ÷à-
ñòèö â òî÷êå ϕ ÷àñòèöàìè â òî÷êå ϕ′, êàê åñëè áû ìåæäó íèìè íå áûëî ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö. Ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ðàñêà÷êó ÷àñòèö â
òî÷êå ϕ ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå ϕ < ϕ′′ < ϕ′,
êîëåáàíèÿ êîòîðûõ âîçáóæäåíû ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êîé ÷àñòèöàìè â òî÷êå
ϕ′. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ïîðÿäêà ïîëþñà íà åäèíèöó è ò.ä. Òàêèì
îáðàçîì, âûðàæåíèå (31.2) îïèñûâàåò ðåçîíàíñíóþ ðàñêà÷êó êîëåáàíèé ÷à-
ñòèö â òî÷êå ϕ ñ ó÷åòîì êîëëåêòèâíîé ðåàêöèè ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.

Èíòåãðàë ïî ω, îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ Rm(ϕ, ϕ′, t), âû÷èñëÿåòñÿ ïîä-
ñòàíîâêîé ðàçëîæåíèÿ (31.2) â (31.1)

Rm(ϕ, ϕ′, t) = Ωm

∞∑
k=0

(−ξ)k

k!

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

ω(k+2)
. (31.3)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

ω(k+2)
=

1

(k + 1)!

d(k+1) exp(−iωt)
dω(k+1)

∣∣∣∣
ω=0

=
(−it)(k+1)

(k + 1)!
,

ïåðåïèøåì (31.3) â âèäå

Rm(ϕ, ϕ′, t) = −iΩmt
∞∑
k=0

(iξt)k

k!(k + 1)!
. (31.4)

Êàê è îæèäàëîñü, íà ìàëûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè (|Ωm|t ≪ 1) ýòî âûðà-
æåíèå îïèñûâàåò ëèíåéíûé ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ, ñïåöèôè÷íûé äëÿ
ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êè. Äëÿ âûÿñíåíèÿ îáðàòíîé àñèìïòîòèêè (|Ωm|t ≫ 1)
âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

J1(z) =
z

2

∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

k!(k + 1)!
,
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ãäå J1(z) ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà (31.4) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

Rm(ϕ, ϕ′, t) = −iΩmt
J1(2

√
−iξt)√

−iξt
. (31.5)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ Imz ôóíêöèÿ J1(z) ðàñòåò êàê J1 ∝ exp(Imz),
ñ òî÷íîñòüþ äî íåýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ ïèøåì

Rm(ϕ, ϕ′, t) ∝ exp

{√
|Ωm|t
2

∫ ϕ′

ϕ

dϕ′′ρ0(ϕ′′)

}
, |Ωm|t≫ 1. (31.6)

Êàê âèäíî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, â îòëè÷èå îò ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä âðå-
ìåíà íàðàñòàíèÿ áûñòðûõ íåóñòîé÷èâîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé
÷àñòüþ Ωm, à òàêæå çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ äî ãîëîâíîé ÷àñòè ñãóñòêà. Òà-
êîå ïîâåäåíèå êîëåáàíèé îòðàæàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü
îáóñëîâëåíà ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êîé êîëåáàíèé ÷àñòèö ñãóñòêà ïðåäøåñòâó-
þùèìè è îòñóòñòâèåì îáðàòíîé ñâÿçè êîëåáàíèé åãî ãîëîâíîé è õâîñòîâîé
÷àñòåé.

32. Ìåòîäû ïîäàâëåíèÿ áûñòðûõ
îäíîîáîðîòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé

Ðàçâèòèå îïèñàííîé íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò îãðàíè÷èâàòüñÿ òðåíèåì
(îõëàæäåíèåì ïó÷êà, èëè îáåñïå÷åíèåì ýôôåêòà áûñòðî çàòóõàíèÿ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé), ðàçáðîñîì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, à
òàêæå ðàçâåäåíèåì ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïî äëèíå ñãóñò-
êà (ωy(ϕ)). Ïîñëåäíèé ìåõàíèçì áûë ïðåäëîæåí äëÿ ïîäàâëåíèÿ òàêèõ
íåóñòîé÷èâîñòåé â ëèíåéíûõ óñêîðèòåëÿõ (Â.Å. Áàëàêèí, À.Â. Íîâîõàò-
ñêèé, Â.Ï. Ñìèðíîâ, 1978 [21]) è ïî ôàìèëèÿì àâòîðîâ ïîëó÷èë íàçâàíèå
ÁÍÑ-ïîäàâëåíèå (BNS�damping). Ïðè àíàëèçå ýòèõ äåéñòâèÿ ýòèõ ÿâëåíèé
íà áûñòðûå îäíîîáîðîòíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî,
ïîñêîëüêó â çàäà÷å îòñóòñòâóþò ñîáñòâåííûå ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé, ðàçáðîñû ÷àñòîò íå ïðèâîäÿò ê çàòóõàíèþ Ëàíäàó êîëåáàíèé ñãóñòêà.
Â ñëó÷àå áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
çàòóõàþò çà ñ÷åò ïðîöåññîâ èõ ðàñôàçèðîâêè. Â èíòåíñèâíûõ ñãóñòêàõ âçà-
èìîäåéñòâèå ÷àñòèö âäîëü ïó÷êà êóìóëÿòèâíî èçìåíÿåò õàðàêòåð ðàñôà-
çèðîâêè ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé ñãóñòêà è òåì èçìåíÿåò çàâèñèìîñòè àìïëèòóä
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì êðàòêî âëèÿíèå çàòóõàíèÿ çà ñ÷åò ðàçáðîñà ÷àñòîò è çà ñ÷åò
òðåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé îáóñëîâëåí ðàçáðîñîì èìïóëüñîâ â ïó÷êå, à â êà÷åñòâå ôóíêöèè

141

www.phys.nsu.ru



ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìïóëüñàì âîçüì¼ì ëîðåíöåâî ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà, ïî-
âòîðåíèå âû÷èñëåíèé ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñ óäåðæàíèåì óñðåäíåíèÿ ÷à-
ñòîòíûõ çíàìåíàòåëåé ïî èìïóëüñàì ïðèâîäèò ê çàìåíå â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôîðìóëàõ ÷àñòîòíûõ çíàìåíàòåëåé 1/(ω − ωm) íà∫ ∞

−∞

∆

π(∆p2 +∆2)

d∆p

ω − ωm − ζ∆p
=

1

(ω − ωm + iδm)
,

ζ = my
dωy
d∆p

, δm = |ζ|∆.

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî, íàïðèìåð, ïåð-
âîå óðàâíåíèå â (31.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

dm(ϕ, t)eiωmt+δmt = Dm(ϕ) + ρ0(ϕ)

∫ ∞

ϕ

dϕ′Dm(ϕ′)Rm(ϕ, ϕ′, t). (32.1)

Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé íà ìàëûõ âðåìåíàõ (|Ωm|t ≪ 1) ñîâïà-
äàåò ñ óæå îáñóæäàâøèìèñÿ. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (δmt ≫ 1), ïîñêîëü-
êó Rm ðàñò¼ò íå áûñòðåå exp(

√
t/τm), âåëè÷èíû dm(ϕ, t) ýêñïîíåíöèàëüíî

çàòóõàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå åñëè |Ωm| > δm, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ðàçáðîñ ÷àñòîò àáñîëþòíî ïîäàâëÿåò ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì
òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ ïîòåðü ïó÷êà ëèøü óñòàíàâëèâàåò íèæíèé ïðåäåë
íà àïåðòóðó âàêóóìíîé êàìåðû.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äåéñòâóåò òðåíèå. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â
òîì, ÷òî åñëè λy � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëå-
áàíèé, òî ïðè λy ≫ δm âåëè÷èíà δm â (32.1) äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà
|my|λy.

32.1. ÁÍÑ � çàòóõàíèå

Èçó÷åíèå ÁÍÑ�ïîäàâëåíèÿ, âîîáùå, òðåáóåò áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âû-
÷èñëåíèé. Åñëè, äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæèòü ωy(ϕ) = ωy+κϕ, ôîðìóëà (30.10)
ïåðåõîäèò â ñëåäóþùóþ:

χ(ϕ) = iΩm

∫ ∞

ϕ

dϕ′
Cm(ϕ′)ρ0(ϕ

′)

∆ωm −myκϕ′
exp

(
Ωm

∫ ϕ′

ϕ

dϕ′′
ρ0(ϕ

′′)

∆ωm −myκϕ′′

)
,

(32.2)
ãäå ∆ωm = ω −myωy è ìû ïîëîæèëè

Dm(ϕ) = Cm(ϕ)ρ0(ϕ).
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Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â (30.5) è ïîñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå àìïëèòóä
dm(ϕ, t) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = Cm(ϕ) + Ωm

∫ ∞

ϕ

dϕ′Cm(ϕ′)ρ0(ϕ
′)Rm(ϕ′ − ϕ, t), (32.3)

ãäå (Imω > 0)

Rm(ϕ′ − ϕ, t) =

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

exp
(
−iωt+Ωm

∫ ϕ′

ϕ
dϕ′′ρ0(ϕ

′′)
ω−myκ(ϕ′′−ϕ)

)
ω (ω −myκ(ϕ′ − ϕ))

. (32.4)

Âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ýòèõ ôîðìóëàõ óïðîùàåòñÿ â ñïåöèàëüíîì ñëó-
÷àå, êîãäà ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñãóñòêà çàäà¼òñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

ρ0(ϕ) =
1

ϕb

{
1, |ϕ| ≤ ϕb/2,
0, |ϕ| > ϕb/2.

Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (íàïðèìåð, â [3]) ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

Rm(ϕ′ − ϕ, t) = −itΦ(1− αm, 2,−irt) , r = myκ(ϕ
′ − ϕ), (32.5)

èëè

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = Cm(ϕ) + Cm(ϕb)Φ (−αm, 1,−imyκ(ϕb − ϕ)t) (32.6)

−Cm(0)−
∫ ϕb

ϕ

dϕ′Φ(−αm, 1,−imyκ(ϕ
′ − ϕ)t)

dCm(ϕ′)

dϕ′
.

Çäåñü Φ(a, b, z) � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à

αm = − Ωm
myκϕb

. (32.7)

Ôîðìóëû (32.3) è (32.6) ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðàìêàõ èçó÷åííîé ìîäåëè õà-
ðàêòåð ðàçâèòèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ
åãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âäîëü ñãóñòêà. Òàê, åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå Cm(ϕ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîðîòêèé, îäèíî÷íûé èìïóëüñ

Cm(ϕ) = Cδ(ϕ− ϕ1), ϕ ≤ ϕ1 ≤ ϕb,

òî

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = Cδ(ϕ− ϕ1) + C
Ωm
ϕb

Rm(ϕ1 − ϕ, t)

= Cδ(ϕ− ϕ1)− C
iΩmt

ϕb
Φ(1− αm, 2,−imyκ(ϕ1 − ϕ)t) .
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Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó

Φ(a, c, x) ≃ Γ (c)

Γ (c− a)
e−iπax−a +

Γ (c)

Γ (a)
exxa−c, |x| ≫ 1, (32.8)

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîäîëüíûõ êîîðäèíàò ϕ < ϕ1 è â ïðåäåëå

|myκ|(ϕ1 − ϕ)t≫ 1,

çàâèñèìîñòü äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t îò âðåìåíè
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (u = ϕ1 − ϕ, ωu = myκu):

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = C
iΩmt

ϕb

eiπαm (−iωut)αm−1

Γ (1 + αm)
(32.9)

−C iΩmt
ϕb

e−iωut (−iωut)−αm−1

Γ (1− αm)

= C
Ωm

myκuϕb

(
eiπαm (−iωut)αm

Γ (1 + αm)
− e−iωut (−iωut)−αm

Γ (1− αm)

)
.

Ïðè ëþáîì çíàêå ïàðàìåòðà αm ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ, àì-
ïëèòóäà êîòîðûõ íàðàñòàåò âî âðåìåíè ïî ñòåïåííîìó çàêîíó. Òàêîé ðîñò
çàìåäëÿåòñÿ â îáëàñòè |αm| ≪ 1.

Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷å-
íèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñãóñòêà Cm(ϕ) âîîáùå íå ìåíÿåòñÿ âäîëü ñãóñòêà
(Cm(ϕ) = C). Òîãäà, ôîðìóëà (32.6) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = CΦ (−αm, 1,−iωut) , ωu = myκ(ϕb − ϕ),

÷òî íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ âðåìåíàõ äàåò:

Dm(ϕ, t)eimyωy(ϕ)t = C

(
eiπαm (−iωut)αm

Γ (1 + αm)
+
e−iωut (−iωut)−1−αm

Γ (−αm)

)
.

(32.10)
Òàêîå âûðàæåíèå îïèñûâàåò çàòóõàþùèå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé

αm < 0, −1− αm < 0, −αm < 1,

èëè, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (32.7),

0 ≤ Ωm
my∆ωy

≤ 1, ∆ωy = κϕb. (32.11)
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Ïðè íàðóøåíèè êðèòåðèÿ (32.11) êîëåáàíèÿ â ïó÷êå íàðàñòàþò ïî ñòåïåí-
íîìó çàêîíó. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ïðåäïîëî-
æåííîé ñòóïåí÷àòîé çàâèñèìîñòüþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà ñãóñòêà îò
ϕ. Âûÿñíåíèå äåòàëåé çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû äèïîëüíîãî ìîìåíòà îò âðå-
ìåíè ïðè ÁÍÑ-ïîäàâëåíèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà, îáëàäàþùåãî
ãëàäêîé çàâèñèìîñòüþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè îò ϕ òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ ñ
ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Òåõíè÷åñêèå îñîáåííîñòè îáåñïå÷åíèÿ â íàêîïèòåëå òðåáóåìîé çàâèñè-
ìîñòè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé îò ïîëîæåíèé ÷àñòèö â ñãóñòêå ìîãóò
áûòü ðàçëè÷íû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ îñîáåííîñòÿìè ôîðìèðîâàíèÿ ñàìèõ íàâåäåííûõ ïîëåé (íàïðèìåð,
â [22], èëè â [23]).

33. Çàäà÷è ê Ãëàâå 8

1. Ïîëó÷èòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ âåð-
òèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

2. Âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè áûñòðûõ îäíîîáîðîòíûõ êîëåáà-
íèé äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ó÷àñòêîì âàêóóì-
íîé êàìåðû êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, îïèñûâàåìîãî èìïåäàíñîì

Zn(ω) = Z0

(
iω0

ω

)s
, 0 < s < 1.
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Ãëàâà 9.

Ìíîãîîáîðîòíûå

íåóñòîé÷èâîñòè

34. Êîëåáàíèÿ îäíîãî ñãóñòêà

Èçó÷èì òåïåðü îñîáåííîñòè ñïåêòðîâ êîëåáàíèé ñãóñòêà ñâÿçàííûå ñ
íåïîëíûì çàòóõàíèåì íàâåäåííûõ ïîëåé çà âðåìÿ îáîðîòà ïó÷êà â ìàøèíå.
Êàê óæå óïîìèíàëîñü â ãëàâå 6., â ýòîì ñëó÷àå äåêðåìåíòû êîëåáàíèé ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ñóììîé ñëàãàåìûõ, îïèñûâàþùèõ ñîîòâåòñòâåííî îäíîîáîðîò-
íûå è ìíîãîîáîðîòíûå ÿâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ïðîâåäåì ðàñ÷åò
ñïåêòðà êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ îòäåëüíîé
ìîäîé ðåçîíàòîðà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

λk ≫ ω0. (34.1)

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðîâåäåì ðàñ÷åò ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì ðàç-
áðîñîâ ÷àñòîò â ïó÷êå. Ñ òîé æå öåëüþ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü äëèíó
ñãóñòêà äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü âîçìîæíîñòüþ
âîçáóæäåíèÿ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä è âëèÿíèåì õðîìàòèçìà ìàøèíû íà
óñòîé÷èâîñòü ïó÷êà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ãîâîðèòü î âåðòèêàëüíûõ
äèïîëüíûõ êîëåáàíèÿõ, êîãäà ω ≃ myωy (my = ±1).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (34.1) âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(17.6) ïðèìåðíî ðàâíîçíà÷íû. Ïîýòîìó ïèøåì

fm =
∂f0/∂Iy

(ω −myωy)

∞∑
n=−∞

Ne2myVmn
ω2
k − (ω + nω0 + iλk)2

∫
dΓV ∗

mnfm. (34.2)

146

www.phys.nsu.ru



Ñîãëàñíî óñëîâèþ (34.1) ÷àñòîòó ω â çíàìåíàòåëå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìîæíî çàìåíèòü íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì myωy. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî Vmn ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé Iy

Vmn =
√
Iyvmn, (34.3)

èùåì ðåøåíèå (34.2) â âèäå

fm = χ(φ)Vmn
∂F0

∂Iy
, f0 = F0(Iy)ρ(φ).

Ýòî äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóä χm

(ω −myωy)χ = −ρ(φ)
∞∑

n=−∞

Ne2my|vmn|2J0(nφ)
ω2
k − (myωy + nω0 + iλk)2

×
∫ ∞

0

dφ′φ′J0(nφ
′)χ(φ′). (34.4)

Åñëè α íóìåðóåò ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû (ωα) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (12.18), êîòîðîå çäåñü ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå:

ωα −myωy = −
∞∑

n=−∞

Ne2my|vmn|2hnα
ω2
k − (myωy + nω0 + iλk)2

, (34.5)

ãäå

hnα =

∣∣∣∣∫ ∞

0

dφ
√
φρ(φ)J0(nφ)χα(φ)

∣∣∣∣2 . (34.6)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ (13.1), ïðåäñòàâèì ωα ñóììîé
îäíîîáîðîòíîãî è ìíîãîîáîðîòíîãî ñëàãàåìûõ

ωα = (ωα)st + (ωα)mt, (34.7)

ãäå

(ωα)st −myωy = −
∫ ∞

−∞
dn

Ne2my|vmn|2hnα
ω2
k − (myωy + nω0 + iλk)2

, (34.8)

à

(ωα)mt −myωy = −
∑
l ̸=0

∫ ∞

−∞
dn

Ne2my|vmn|2hnαe2πiln

ω2
k − (myωy + nω0 + iλk)2

. (34.9)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèì äåêðåìåíòû êîëåáàíèé
(δ = −Imω). Ñîãëàñíî (34.7) ïèøåì

δ = δst + δmt. (34.10)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |vm,n|2 = |vm,−n|2 è hn,α = h−n,α, ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé èç (34.8) ïîëó÷èì

δst = δ− − δ+, (34.11)

ãäå

δ− =
Ne2λk
2ωk

∫ ∞

−∞
dn

|vmn|2hnα
(ωk − ωy − nω0)2 + λ2k

,

δ+ =
Ne2λk
2ωk

∫ ∞

−∞
dn

|vmn|2hnα
(ωk + ωy − nω0)2 + λ2k

.

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî îäíîîáîðîòíîå ñëàãàåìîå íå óõóäøàåò
óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ñãóñòêà (δst > 0), åñëè âêëàäû ðàçíîñòíûõ ðå-
çîíàíñîâ â δst ïðåâûøàþò âêëàäû ñóììîâûõ. Êàê è äîëæíî áûòü, îäíî-
îáîðîòíîå ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ðåàêöèþ èçëó÷åíèÿ ïó÷êà, ïðîïîðöèî-
íàëüíî äåêðåìåíòó çàòóõàíèÿ ìîäû ïîëÿ ðåçîíàòîðà.

Ìíîãîîáîðîòíîå ñëàãàåìîå äåêðåìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

δmt = Im

∑
l ̸=0

∫ ∞

−∞
dn

Ne2my|vmn|2hnαe2πiln

ω2
k − (myωy + nω0 + iλk)2

 . (34.12)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ ñþäà èíòåãðàëîâ çàìåòèì, ÷òî ìàñøòàá èçìåíå-
íèÿ âåëè÷èí vmn ïî ïåðåìåííîé n îïðåäåëÿåòñÿ àçèìóòàëüíîé ïðîòÿæåííî-
ñòüþ ðåçîíàòîðà (θ0), à ñîîòâåòñòâóþùèé ìàñøòàá ôóíêöèè hnα � äëèíîé
ïó÷êà (σb). Åñëè ýòè äëèíû òàêîâû, ÷òî θ0 ≪ 2π è σb ≪ 2πR0, òî èíòåãðàë
ïî n â (34.12) ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â
âåðõíþþ èëè íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòè ïåðåìåííîé n. Ïîñêîëüêó â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå èìååò îñîáåííîñòåé, ñëàãà-
åìûå ñ íîìåðàìè l > 0 íå äàþò âêëàäà â δmt. Âêëàäû æå ñëàãàåìûõ ñ
íîìåðàìè l < 0 îïðåäåëÿþòñÿ âû÷åòàìè â ïîëþñàõ

n = ±νk − νy − iµk, νk = ωk/ω0, µk = λk/ω0. (34.13)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì åñòåñòâåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ωk ≫ ωy, λk, âû÷èñ-
ëåíèå èíòåãðàëà ïî n äàåò

S =

∫ ∞

−∞
dn

|vmn|2hnαe2πiln

ν2k − (myνy + n+ iµk)2

= −2πi|vm,νk |2hνk,α exp[−2πlµk + 2πimyνyl]

×
[
exp(−2πilνk)

−2νk
+

exp(2πilνk)

2νk

]
=

2π|vm,νk |2hνk,α
νk

sin(2πlνk) exp[−2πlµk + 2πimyνyl].
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Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (34.12) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæå-
íèþ äëÿ ìíîãîîáîðîòíîãî ñëàãàåìîãî äåêðåìåíòà

δmt =
Ne2T0|vm,νk |2hνk,α

ωk

∞∑
l=1

e−lλkT0 sin(2πlνy) sin(2πlνk), (34.14)

ãäå T0 = 2π/ω0 ïåðèîä îáðàùåíèÿ ðàâíîâåñíîé ÷àñòèöû. Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ (34.1) ðÿä ïî l áûñòðî ñõîäèòñÿ1. Ïîýòîìó çíàê δmt ôàêòè÷åñêè
îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî:

δmt ≃
Ne2T0|vm,νk |2hνk,α

ωk
e−λkT0 sin(2πνy) sin(ωkT0). (34.15)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà δmt ïîëîæèòåëüíà ïðè âûïîëíåíèÿ ñëåäóþ-
ùåãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

sin(2πνy) sin(2πνk) > 0,

èëè

n− 1− rk
4

≤ νy ≤ n+
1 + rk

4
, n = 0, 1, 2, . . . , rk = sgn(sinωkT0). (34.16)

Çàâèñèìîñòü äåêðåìåíòîâ è óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé îò ïîëîæå-
íèÿ ðàáî÷åé òî÷êè îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì ñãóñòêà ñ ïîëÿìè, íàâå-
äåííûìè íà ïðåäûäóùèõ îáîðîòàõ, è âîîáùå ñâîéñòâåííà ìíîãîîáîðîòíûì
ýôôåêòàì.

1Ýòîò ðÿä ìîæåò áûòü âû÷èñëåí òî÷íî. Çàïèñûâàÿ

S =
∞∑
l=1

pl sin(2πlνy) sin(2πlνk)

=
1

2

∞∑
l=0

pl cos(lα−)−
1

2

∞∑
l=0

pl cos(lα+),

ãäå

p = e−λkT0 , α± = 2π(νk ± νy),

è èñïîëüçóÿ

S1 =
1

2

∞∑
l=0

pl cos(lα−) =
1

2
Re

( ∞∑
l=0

pleilα−

)
,

à òàêæå
∞∑
l=0

pleilα− =
1

1− p exp(iα−)
=

1− p exp(−iα−)

1− 2p cosα− + p2
,

ïîëó÷àåì

S =
1

2

[
1− p cosα−

1− 2p cosα− + p2
−

1− p cosα+

1− 2p cosα+ + p2

]
.

Ýòî âûðàæåíèå åù¼ ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé δmt > 0 òðåáó-
åò ïðåâûøåíèÿ âêëàäîâ â äåêðåìåíòû ðàçíîñòíûõ ðåçîíàíñîâ íàä âêëàäàìè ñóììîâûõ.
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35. Ìíîãîñãóñòêîâûå ìîäû

Ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì ïó÷êè ÷àñòèö â íàêîïèòåëÿõ ìîãóò áûòü ñîñòàâëå-
íû èç ñãóñòêîâ. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñãóñòêîâ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû
äèêòóåòñÿ êðàòíîñòüþ Â×-ñèñòåìû íàêîïèòåëÿ, à òàêæå õàðàêòåðîì ðåøà-
åìîé òàêèì ðàçáèåíèåì ôèçè÷åñêîé çàäà÷è. Âìåñòå ñ òåì, íàèáîëåå ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ ïó÷êè, â êîòîðûõ ñãóñòêè áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî çà-
ïîëíÿþò çàìêíóòóþ îðáèòó, à ÷èñëî ÷àñòèö â ñãóñòêàõ ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðåõîäå îò îäíîãî ñãóñòêà ïó÷êà ê äðóãîìó. Âîçìîæíîñòü ñãóñòêîâ ñî-
âåðøàòü ðàçëè÷íûå îòíîñèòåëüíûå äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì íàâåäåííûõ
ïîëåé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òàêîãî ïó÷êà äî-
ïîëíèòåëüíûõ êîëëåêòèâíûõ ìîä. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî, åñëè
ïó÷îê ñîñòàâëåí, íàïðèìåð, èç q ñãóñòêîâ, òî è îáùåå ÷èñëî ìîä óâåëè÷è-
âàåòñÿ â q ðàç.

35.1. Ïó÷îê ñ ðàâíîìåðíûì çàïîëíåíèåì ñãóñòêàìè

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è ìíî-
ãîîáîðîòíûå ÷àñòè äåêðåìåíòîâ êîëåáàíèé ïó÷êà, ñîñòàâëåííîãî èç èäåí-
òè÷íûõ è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî îðáèòå ñãóñòêîâ. Åñëè êðàòíîñòü
Â×-ñèñòåìû ðàâíà q è âñå ñåïàðàòðèñû çàïîëíåíû, òî ÷èñëî ÷àñòèö â êàæ-
äîì ñãóñòêå ðàâíîN/q, à àçèìóòàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî 2π/q.
Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå òàêîãî ïó÷êà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îäíîâðå-
ìåííîãî ñìåùåíèÿ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû âñåõ åãî ñãóñòêîâ íà óãîë 2π/q.
Ïî àíàëîãèè ñ êîëåáàíèÿìè â íåñãðóïïèðîâàííûõ ïó÷êàõ òàêàÿ ñèììåòðèÿ
ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âäîëü ïó÷êà êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè

ka =
2πa

q
, a = 0, 1, 2, . . . , q − 1. (35.1)

Ýòè ìîäû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ôàçèðîâàíèåì êîëåáàíèé îòäåëüíûõ
ñãóñòêîâ ïó÷êà. Òàê, â ìîäå k0 âñå ñãóñòêè êîëåáëþòñÿ ñèíôàçíî, à â ìîäå
kq/2 ôàçû êîëåáàíèé ñîñåäíèõ ñãóñòêîâ ñäâèíóòû íà π. Êàê âèäíî, íà-
ïðèìåð, èç óðàâíåíèÿ (34.15) âåëè÷èíà ìíîãîîáîðîòíîé ÷àñòè äåêðåìåíòà
îïðåäåëÿåòñÿ íàáåãîì ôàçû ìîäû çà ïåðèîä ïðîõîæäåíèÿ ïó÷êîì ýëåêòðî-
äîâ. Äëÿ îäíîãî ñãóñòêà ýòî ïåðèîä îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â êîëüöå. Ïîýòîìó
íàáåã ôàçû ìîäû çà ïåðèîä ðàâåí 2πmyνy.

Â ñëó÷àå äèïîëüíûõ êîëåáàíèé (my = ±1), ìîäàì â (35.1) ñîîòâåòñòâó-
þò êîìáèíàöèîííûå ÷àñòîòû myωy + aω0, à ÷àñòîòà ïðîõîæäåíèÿ ïó÷êîì
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ýëåêòðîäîâ ðàâíà qω0. Ïðè ýòîì, íàáåã ôàçû êîëåáàíèÿ çà ïåðèîä ðàâåí

2π(myωy + aω0)

qω0
= 2π

myνy + a

q
.

Ïóñòü ìíîãîîáîðîòíàÿ ÷àñòü äåêðåìåíòà îäíîãî ñãóñòêà îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì

δ = myΦ(2πmyνy), Φ(−x) = −Φ(x). (35.2)

Ìíîãîîáîðîòíûå ÷àñòè äåêðåìåíòîâ q èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ñ òîé æå ñèñòåìîé ýëåêòðîäîâ, ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ
çàìåíîé 2πmyνy íà 2π(myνy + a)/q. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáîðîòíàÿ ÷àñòü äå-
êðåìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûì òîêîì ïó÷êà (N), äëÿ äåêðåìåíòîâ ìîä q
èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ ïèøåì

δa = qmyΦ

(
2π
myνy + a

q

)
, a = 0, 1, . . . , q − 1. (35.3)

Åñëè ôóíêöèÿ Φ ïðè êàêîì-òî çíà÷åíèè ν ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé,
òî çíà÷åíèÿ ν äîëæíû âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òî áû óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
myΦ(2π[myνy + a]/q) > 0 âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ ìîä. Ïóñòü, íàïðèìåð,
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îäíîãî ñãóñòêà èìååò âèä (â óðàâíåíèè (34.15) ýòî
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà sin(2πνk) > 0)

0 < νy < 1/2.

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìîä q èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

0 < νy + a < q/2, a = 0, 1, . . . , q − 1. (35.4)

Ïîñêîëüêó νy > 0, ýòî óñëîâèå çàâåäîìî íàðóøàåòñÿ äëÿ ìîä ñ a > q/2.
Òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü öåïî÷êè èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ îáóñëîâëåíà ñâÿçüþ
èõ êîëåáàíèé ÷åðåç íàâåäåííûå ïîëÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îíà ìîæåò ïîäàâ-
ëÿòüñÿ íåðàâíîìåðíûì çàïîëíåíèåì ñåïàðàòðèñ, ðàçâåäåíèåì ÷àñòîò êî-
ëåáàíèé ñãóñòêîâ (â îáîèõ ñëó÷àÿõ èçìåíÿåòñÿ ñâÿçü êîëåáàíèé ñãóñòêîâ),
ëèáî óñèëåíèåì áûñòðîãî çàòóõàíèÿ â îäíîîáîðîòíûõ ÷àñòÿõ äåêðåìåíòîâ.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî èñïîëüçîâàíèåì äîñòàòî÷íî øèðî-
êîïîëîñíûõ (â èäåàëå, îäíîñãóñòêîâûõ) äåìïôèðóþùèõ ñèñòåì îáðàòíûõ
ñâÿçåé.

35.2. Ïó÷îê ñ êâàçèðàâíîìåðíûì çàïîëíåíèåì

Â ïîñëåäíèå ïðèìåðíî äâà äåñÿòêà ëåò âñå ÷àùå ñòàëè îáñóæäàòüñÿ è èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òàêèå êàðòèíû çàïîëíåíèÿ ïó÷êà, â êîòîðûõ ðàâíîìåðíîå çà-
ïîëíåíèå ñåïàðàòðèñ ñãóñòêàìè ïðåðûâàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷å-
íèÿ íîìåðà ñãóñòêàMb. Ïðè ýòîì â ïó÷êå îáðàçóåòñÿ çàçîð âMg =M−Mb
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ñãóñòêîâ. Íåîáõîäèìîñòü â èñïîëüçîâàíèè òàêîãî çàçîðà â çàïîëíåíèè ïó÷-
êà ÷àñòî îáóñëîâëåíà òåìè, èëè èíûìè, òåõíè÷åñêèìè ïðè÷èíàìè. Íàïðè-
ìåð, â êîëëàéäåðå KEKB 10%-é çàçîð â çàïîëíåíèè ïó÷êà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
óäàëåíèÿ èç ïó÷êà âòîðè÷íûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (ýëåêòðîíîâ, èîíîâ), êî-
òîðûå ÷àñòèöû ñãóñòêà ìîãëè îáðàçîâàòü ïðè èõ äâèæåíèè âäîëü çàìêíó-
òîé îðáèòû. Ïðè èäåíòè÷íîñòè ñãóñòêîâ, ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ êàðòè-
íó çàïîëíåíèÿ ïó÷êà êâàçèðàâíîìåðíîé, à çàïîëíåííóþ ÷àñòü ïó÷êà áóäåì
íàçûâàòü öóãîì ñãóñòêîâ, èëè ïðîñòî öóãîì.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âåð-
òèêàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé èäåíòè÷íûõ Mb ñãóñòêîâ íóëåâîé äëè-
íû, êîòîðûå ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþò ïó÷îê ñ ïåðèîäîì ñëåäîâàíèÿ ñãóñò-
êîâ Tb = T0/M . Çäåñü T0 � ïåðèîä îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû âäîëü çàìêíóòîé
îðáèòû. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî M > Mb, òî êàðòèíà çàïîëíåíèÿ
ïó÷êà ñãóñòêàìè îêàí÷èâàåòñÿ çàçîðîì äëèíîé Mg =M −Mb ìåæñãóñòêî-
âûõ ðàññòîÿíèé. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìû ïðåíåáðåæåì ñàìîäåéñòâèåì
ñãóñòêîâ â ïó÷êå. Êðîìå òîãî, êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêîâ áóäóò îïè-
ñûâàòüñÿ ïîëîæåíèÿìè èõ öåíòðîâ òÿæåñòè (öåíòðîèäîâ) ya, ãäå èíäåêñ
a = 1, 2, . . . ,Mb íóìåðóåò ñãóñòêè â ïó÷êå. Ìû ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ
äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó íàâåäåííûå ñãóñòêàìè ïîëÿ
áóäóò îïèñûâàòüñÿ â òåðìèíàõ ëîêàëèçîâàííûõ, ïîïåðå÷íûõ èìïåäàíñîâ
ñâÿçè.

Â ïó÷êå, ñîñòàâëåííîì èç ñãóñòêîâ, ìû äîëæíû ó÷åñòü â óðàâíåíèÿõ
äâèæåíèÿ ÷àñòèö òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðàçëè÷íûå ñãóñòêè ïó÷êà áóäóò
ïðîõîäèòü ýëåêòðîäû, âûçûâàþùèå íåóñòîé÷èâîñòü êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé, â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Åñëè àçèìóòàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñãóñòêàìè â öóãå ðàâíî 2π/M è åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïåðâûé ñãóñòîê â öóãå
ïðîõîäèò íåêîòîðûé àçèìóò íà çàìêíóòîé îðáèòå θ â íóëåâîé ìîìåíò âðå-
ìåíè, òî ñãóñòîê öóãà ñ íîìåðîì a, ãäå 0 ≤ a ≤ Mb − 1, áóäåò ïðîõîäèòü
ýòó òî÷êó íà çàìêíóòîé îðáèòå â ìîìåíò âðåìåíè aTb. ×òîáû ôîðìàëüíî
ó÷åñòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìû áóäåì îïèñûâàòü êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ñãóñòêà
ñ íîìåðîì a óðàâíåíèÿìè:

y =

√
R0I

pνy
cosψ, py = −

√
pνyI

R0
sinψ, (35.5)

dψ

dt
=ωy, θa = ω0 (t− aTb) + ϕ,

dϕ

dt
=
ω0αp
p

∆p.

Èçìåíåíèÿ öåíòðîèäîâ ñãóñòêîâ âî âðåìåíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ÿa + ω2
yya =

1

p/c
Fa, (35.6)
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ãäå Fa � ñèëà, îïèñûâàþùàÿ âîçìóùåíèÿ êîëåáàíèé ñãóñòêà a íàâåäåííû-
ìè ïîëÿìè ïó÷êà. Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé óäîáíî ïåðåéòè
â (35.6) ê âðàùàòåëüíûì êîîðäèíàòàì öåíòðîèäîâ ñãóñòêîâ â èõ ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ξ(a)m = ẏa − imyωyya, ãäå my = ±1. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâ-
íåíèå (35.6) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ξ̇(a)m = ÿa − imyωy

(
ξ(a)m + imyωyya

)
= −imyωyξ

(a)
m +

Fa
p/c

. (35.7)

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé èùåì â âèäå

ξ(a)m (t) = ξ(a)m (ω) exp(−imyωyt− i∆ωmt).

Êðîìå òîãî, äëÿ âûäåëåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé àìïëèòóä êî-
ëåáàíèé ξ(a)m (t) exp(imyωyt) îò âðåìåíè, óñðåäíèì â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ
óðàâíåíèÿ (35.7) áûñòðîîñöèëëèðóþùèå ñëàãàåìûå. Ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé óðàâíåíèå (35.7) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå:

∆ωmξ
(a)
m (ω) = i

(Fa)ω
p/c

, (35.8)

ãäå ÷åðòà íàä âåëè÷èíîé îáîçíà÷àåò åå óñðåäíåíèå ïî èíòåðâàëó âðåìåíè,
êîòîðûé äîñòàòî÷íî êîðîòîê äëÿ âûäåëåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ çàâèñèìî-
ñòåé àìïëèòóä îò âðåìåíè, íî äîñòàòî÷íî äëèíåí äëÿ óñðåäíåíèÿ áûñòðûõ
îñöèëëÿöèé âåëè÷èí.

Èñïîëüçóÿ äëÿ îïèñàíèÿ íàâåäåííûõ ïîëåé ôîðìóëó (10.5), ïèøåì

Fa
p/c

= −iNe
2ω0c

Πp

∞∑
n=−∞

Z⊥(ωmn)

Mb∑
b=1

exp

(
2πi[b− a]n

M

)
ξ
(a)
m (t)− ξ

(a)
−m

−2imyωy
.

Óäåðæèâàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ëèøü òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå
âûçûâàþò ñèñòåìàòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ ξ(a)m , ïîñëå ïîäñòàíîâêè èõ â óðàâ-
íåíèå (35.8) ïîëó÷àåì

∆ωmξ
(a)
m (ω) = i

myNe
2c

2Πpνy

∞∑
n=−∞

Z⊥(ωmn)

Mb∑
b=1

exp

(
2πi[b− a]n

M

)
ξ(a)m (ω).

(35.9)
Çäåñü N � ÷èñëî ÷àñòèö â îäíîì ñãóñòêå, ωmn = nω0+myωy. Ïåðåîïðåäåëèâ
â ýòîì óðàâíåíèè âåëè÷èíó êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ∆ωm ñîãëàñíî

∆ωm =
myNe

2

2pνy
u (35.10)
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è ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

Ba,b =
iω0

2π

∞∑
n=−∞

exp

(
2πi[b− a]n

M

)
Z⊥(nω0 +myωy), (35.11)

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (35.9) â âèäå:

uξ(a)m (ω) =

Mb∑
b=1

Ba,bξ
(b)
m (ω). (35.12)

Ñóììèðîâàíèå ïî n â (35.11) âûïîëíÿåòñÿ èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììèðî-
âàíèÿ (13.1) â êîòîðîé óäîáíî âûïîëíèòü ïîäñòàíîâêó n = lM + p, ãäå
p = 0, 1, . . . ,M − 1, à l èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå |l| < ∞. Ïîñëå ïðîñòûõ
âû÷èñëåíèé:

Ba,b =
iω0

2π

M−1∑
p=0

exp

(
2πi[b− a]p

M

)
Sp,

Sp =

∞∑
l=−∞

Z⊥(ωm,lM+p) =

∞∑
k=−∞

∫ ∞

−∞
dl exp(2πikl)Z⊥(ωm,lM+p)

=
∞∑
k=1

∫ ∞

−∞
dl exp(−2πikl)Z⊥(lMω0 + pω0 +myωy),

ν = (Ml + p+ νm)ω0, l =
ν/ω0 − p− νm

M
,

Sp =
2π

Mω0

∞∑
k=1

exp

(
2πik[p+ νm]

M

)∫ ∞

−∞

dν

2π
exp (−iωkTb)Z⊥(ν),

Sp =
2π

ω0M

∞∑
k=1

exp

(
2πik[p+ νm]

M

)
Z⊥(kTb),

ãäå

Z⊥(kTb) =

∫ ∞

−∞

dν

2π
exp (−iνkTb)Z⊥(ν),

íàõîäèì

Ba,b = i
∞∑
k=1

exp

(
2πikνm
M

)
Z⊥(kTb)Qa−b,k. (35.13)
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Çäåñü νm = myνy, Z⊥(t) � ïîïåðå÷íûé èìïåäàíñ ñâÿçè ñãóñòêà è ýëåêòðîäîâ
â ïðåäñòàâëåíèè âðåìåíè, à

Qa−b,k =
1

M

M−1∑
p=0

exp

(
2πip[b− a+ k]

M

)
. (35.14)

Îòäåëèâ â (35.12) ñóììèðîâàíèå ïî ñãóñòêàì îò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïåðèîäàì
îáðàùåíèÿ ñãóñòêîâ â ìàøèíå è îïðåäåëèâ âåëè÷èíû

Xb = ξ(b)m (ω) exp

(
−2πibνm

M

)
, (35.15)

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé. Îíî òè-
ïè÷íî äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ïó÷êà, ñîñòîÿùåãî èç ìíîãèõ ñãóñòêîâ:

uXa = Ha

a−1∑
b=1

XbiZ
⊥([a− b]Tb) +

Mb∑
b=1

Xb

∞∑
k=1

e2πikνmiZ⊥(kT0 + [a− b]Tb).

(35.16)
Çäåñü H1 = 0, à Ha>1 = 1. Äëÿ ïó÷êà ñ çàçîðîì â çàïîëíåíèè ñãóñòêàìè
ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò ñâÿçü êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ íàâåäåííûìè ïîëÿìè íà òåêóùåì îáîðîòå â
ìàøèíå. Îíî îïèñûâàåò îäíîîáîðîòíûå ÿâëåíèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå àìïëè-
òóäû êîëåáàíèé ïåðâîãî ñãóñòêà â öóãå âîçìóùàþòñÿ òîëüêî ìíîãîîáîðîò-
íîé ÷àñòüþ íàâåäåííûõ ïîëåé.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (35.16) îïèñûâàåò ìíîãîîáîðîòíûå
âçàèìîäåéñòâèÿ ñãóñòêîâ ïó÷êà. Áåç ìíîãîîáîðîòíîé ÷àñòè âçàèìîäåéñòâèÿ
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøå-
íèé. Â òàêîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîñòü ïó÷êà ðàçâèâàåòñÿ òàê æå, êàê àíàëî-
ãè÷íûå íåóñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíûõ óñêîðèòåëÿõ, à åå ñâîéñòâà àíàëîãè÷íû
ñâîéñòâàì íåóñòîé÷èâîñòè ïðåðûâàíèÿ ïó÷êà.

Â íàêîïèòåëüíûõ êîëüöàõ ìíîãîîáîðîòíàÿ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (35.16)
âñåãäà èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Åñëè íîìåðà ýòèõ ðåøåíèé îáîçíà-
÷èòü áóêâîé q = 0, 1, . . . ,Mb − 1, òî öåíòðîèäû ñãóñòêîâ â ïó÷êå ìîæíî
îïðåäåëèòü ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

ξ(a)m (t) = exp

(
−imyωyt+

2πiaνm
M

)
Xa(t), (35.17)

ãäå

Xa(t) =

Mb−1∑
q=0

CqXa,q exp(−i∆ωm,qt), (35.18)
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Xa,q � ñîáñòâåííûå âåêòîðû çàäà÷è, à êîýôôèöèåíòû Cq íàõîäÿòñÿ óäîâëå-
òâîðåíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñãóñòêîâ:

exp

(
−2πiaνm

M

)
ξ(a)m (0) =

Mb−1∑
q=0

Xa,qCq. (35.19)

Çäåñü ξ(b)m (0)� íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ öåíòðîèäîâ ñãóñòêîâ.
Â îáùåì ñëó÷àå, ðåøåíèå óðàâíåíèé (35.16) è (35.19) òðåáóåò ïðèìåíå-

íèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðîñòîå ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà iZ⊥(t) = −Z0e

−λt. Âåëè÷èíà
ïàðàìåòðà λ â ýòîì ñîîòíîøåíèè îïðåäåëÿåò äëèòåëüíîñòü çàïîìèíàíèÿ
íàâåäåííûõ ïîëåé. Èçìåíÿÿ çíà÷åíèå λ ìû ìîæåì èçìåíèòü â ýòîé ìîäåëè
÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñãóñòêîâ, à òàêæå çíà÷èìîñòü ìíîãîîáîðîòíûõ
ýôôåêòîâ. Îïðåäåëèâ ∆ωm,q = −myNe

2Z0uq/(2pνy), ïîñëå ïðîñòûõ âû-
÷èñëåíèé (íàïðèìåð, â [24]) íàõîäèì:

ξ(a)q = Aq exp

(
−2πiqa

Mb

)
Ka, (35.20)

Ka(Mg) = exp

{
[λT0 − 2πiνm]a

Mb

(
Mg

M

)}
, (35.21)

uq =
F

1− F
, F = exp

(
2πi[νm + q]− λT0

Mb

)
. (35.22)

ÇäåñüMg =M−Mb � äëèíà çàçîðà â çàïîëíåíèè ñãóñòêàìè ïó÷êà â åäèíè-
öàõ ìåæñãóñòêîâûõ ðàññòîÿíèé, à àìïëèòóäû Aq îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì
íîðìèðîâêè

Mb∑
a=1

|ξa,q|2 = 1. (35.23)

Èñïîëüçóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ öåíòðîè-
äîâ ñãóñòêîâ ïî èõ íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì:

ξ(a)m (t) =
1

Mb

Mb∑
b=1

Ga,b(t)Ka−b(Mg)ξ
(b)
m (0), (35.24)

ãäå

Ga,b(t) =

Mb−1∑
q=0

exp

{
−i∆ωm,qt+

2πiq[b− a]

Mb

}
. (35.25)
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Â ýòèõ ôîðìóëàõ ìíîæèòåëèKa(Mg) îïèñûâàþò îòëè÷èÿ ìíîãîñãóñòêîâûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ çàçîðîì â çàïîëíåíèè ñãóñòêàìè îò êîëå-
áàíèé ïó÷êà ñ åãî ðàâíîìåðíûì çàïîëíåíèåì ñãóñòêàìè. Ïîñêîëüêó äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé a âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Ka| > 1, àìïëèòóäû
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè ïðèáëè-
æåíèè íîìåðà a ê êîíöó öóãà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óâåëè÷èâàåò âêëàäû â
àìïëèòóäó êîëåáàíèé çàäàííîãî ñãóñòêà êîëåáàíèé ïðåäøåñòâóþùèõ åìó
â öóãå è óìåíüøàåò âêëàäû ïîñëåäóþùèõ. Äëÿ ïó÷êà â íàêîïèòåëå òàêîå
óñèëåíèå òåì áîëüøå, ÷åì äëèííåå çàçîð è ÷åì êîðî÷å ðàäèóñ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñãóñòêîâ â ïó÷êå. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (35.22) äëÿ ïó÷êà, â êîòîðîì
Mb ≫Mg, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïó÷êà ñ ðàâíîìåðíûì çàïîëíåíèåì ñãóñòêàìè.

Â íàêîïèòåëÿõ ñ çàìåòíîé íåëèíåéíîñòüþ ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé îä-
íîâðåìåííóþ óñòîé÷èâîñòü ìíîãîñãóñòêîâûõ ìîä ìîæåò îáåñïå÷èâàòü èõ
çàòóõàíèå Ëàíäàó. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûõ
êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò âñåõ ìîä äîëæíû íàõîäèòüñÿ âíóòðè ãðàíèö
îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà. Íàïîìíèì, ÷òî ïî-
ëîæåíèÿ è ôîðìà ýòèõ ãðàíèö îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòèö â ñãóñòêàõ. Â ñëó÷àå äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïó÷êà, ñîñòîÿùåãî
èç èäåíòè÷íûõ ñãóñòêîâ, âñå ãðàíè÷íûå êðèâûå ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó îêà-
çûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì ïîìåñòèòü êîìïëåêñíûå êîãåðåíòíûå ñäâèãè ÷àñòîò
ìîä âíóòðü ýòîé åäèíñòâåííîé ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè.

36. Çàäà÷è ê Ãëàâå 9

1. Êîëëåêòèâíàÿ ðåàêöèÿ ïó÷êà âîîáùå èçìåíÿåò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
ðåçîíàòîðà è òåì ðàññòðàèâàåò åãî îò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû. Ñ÷èòàÿ êîãå-
ðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà ìàëûìè, âû÷èñëèòü ñäâèã ÷àñòîòû óñêîðÿþùåãî
ðåçîíàòîðà. Ðàçáðîñîì ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ïðåíåáðå÷ü.

2. Ñ÷èòàÿ, ÷òî êðàòíîñòü óñêîðÿþùåãî Â×-ïîëÿ âåëèêà (q ≫ 1), âû÷èñ-
ëèòü äåêðåìåíòû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ïó÷êà âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ
îñíîâíîé ìîäîé óñêîðÿþùåãî ðåçîíàòîðà. Âëèÿíèåì ðàçáðîñà ÷àñòîò ñèí-
õðîòðîííûõ êîëåáàíèé ïðåíåáðå÷ü.

3. Èçó÷èòü óñòîé÷èâîñòü áåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé 3-õ êî-
ðîòêèõ ñãóñòêîâ, äâèæóùèõñÿ â Â× êðàòíîñòè q = 3 (q = 5).

4. Äëÿ ñãóñòêà íóëåâîé äëèíû ïîëó÷èòü óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âåðòè-
êàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðè åãî âçàèìîäåéñòâèè ñ âàêóóìíîé êà-
ìåðîé êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñ êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ ñòåíîê.
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Ãëàâà 10.

Î ýôôåêòå óäëèíåíèÿ

ñãóñòêîâ

Ïîìèìî ïðî÷åãî, äåéñòâèå íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé ìîæåò âûðàæàòü-
ñÿ â óâåëè÷åíèè äëèíû ñãóñòêîâ. Òàêîé ýôôåêò íàáëþäàëñÿ íà ìíîãèõ
íàêîïèòåëÿõ è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì. Âìåñòå ñ
òåì, ïîñêîëüêó îïèñàíèå ýôôåêòà óäëèíåíèÿ ÷àñòî òðåáóåò âûõîäà ðàñ÷å-
òîâ çà ðàìêè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ
ýòîãî ÿâëåíèÿ íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòà. Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðè-
ìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ âîçìîæíîñòè ðàñ÷åòîâ, à òàêæå íåêîòîðûå õàðàê-
òåðíûå îñîáåííîñòè ýòîãî ÿâëåíèÿ.

37. Óäëèíåíèå çà ñ÷åò èñêàæåíèÿ Â×-ÿìû
íàâåäåííûìè ïîëÿìè

Íàèáîëåå î÷åâèäíîé ïðè÷èíîé óäëèíåíèÿ ñãóñòêà ìîæåò áûòü óìåíüøå-
íèå æåñòêîñòè ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé íàâåäåííû-
ìè ïîëÿìè ïó÷êà. ×òîáû óïðîñòèòü ðàñ÷åòû, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñãóñòîê
âçàèìîäåéñòâóåò ñ ëîêàëèçîâàííûì îäíîîáîðîòíûì ýëåìåíòîì. Ïîýòîìó
íàâåäåííîå ñãóñòêîì ïîëå ìû çàïèøåì â ñëåäóþùåé ôîðìå:

E(ϕ) = −Ne
2ω0

Π

∫ ∞

−∞
dnZnρne

in(ϕ−ϕs), (37.1)

èìåÿ â âèäó, ÷òî Zn íà ñàìîì äåëå îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü íàâåäåííîãî
ïîëÿ îò âðåìåíè. Åñëè ìîùíîñòü ïîòåðü ýíåðãèè ÷àñòèöû íà ñèíõðîòðîííîå

158

www.phys.nsu.ru



èçëó÷åíèå åñòü W (E), òî ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû
ðàâíà

dEs
dt

=
eV ω0 cosϕs

2π
−W (Es)− vs

Ne2ω0

Π

∫ ∞

−∞
dnZnρn,

à çíà÷åíèå ðàâíîâåñíîé ôàçû (ϕs) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

eV ω0 cosϕs
2π

=W + vs
Ne2ω0

Π

∫ ∞

−∞
dnZnρn. (37.2)

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè (Zn = Z ′
n + iZ ′′

n)

Z ′
n = Z ′

−n, Z ′′
n = −Z ′′

−n,

âèäèì, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ρ(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé, òîëüêî
àêòèâíàÿ ÷àñòü èìïåäàíñà (Z ′

n) âíîñèò âêëàä â èçìåíåíèå ϕs.
Ñ ó÷åòîì íàâåäåííûõ ïîëåé ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö îïèñû-

âàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

dϕ

dt
= ∆ω,

d∆ω

dt
+ 2λ∆ω + (ω2

c )0ϕ =

− Ne2ω2
0αp

Πp

∫ ∞

−∞
dnZnρn(e

inϕ − 1) +X(t). (37.3)

Çäåñü ϕ � îòêëîíåíèå ôàçû ÷àñòèöû îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ,

∆ω =
ω0αp
pv

∆E , λ =
1

2

∂W

∂Es
,

(ω2
c )0 = ω2

0

eV sinϕsαp
2πpv

(37.4)

� ÷àñòîòà ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû ïðè íóëåâîì òîêå ñãóñòêà, à
X(t) ñëó÷àéíàÿ ñèëà òàêàÿ, ÷òî

⟨X(t)⟩ = 0, ⟨X(t)X(t′)⟩ = ⟨X2⟩δ(t− t′).

Îíà îïèñûâàåò âîçáóæäåíèå ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö êâàíòîâû-
ìè ôëóêòóàöèÿìè èçëó÷åíèÿ. Äëÿ îöåíêè èçìåíåíèÿ äëèííû ïó÷êà íàâå-
äåííûìè ïîëÿìè ìû ïðèìåì, ÷òî àìïëèòóäû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé
÷àñòèö ìàëû, à ñàìè ïîëÿ ñëàáû è ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïëàâíûìè ôóíê-
öèÿìè ϕ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ðÿäû Òýéëîðà ïî ñòåïåíÿì ϕ.
Òîãäà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì

ϕ̈+ 2λϕ̇+ ω2
cϕ = X(t),

ω2
c = (ω2

c )0

{
1− Ne2ω0

vseV sinϕs

∫ ∞

−∞
dn

(
−iZ(n)

n

)
n2ρ(n)

}
. (37.5)
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Âûíóæäåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ϕ(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π

X(ω)e−iωt

ω2
c − 2iλω − ω2

,

èëè

ϕ(t) =

∫ t

0

dt1X(t1)e
−λ(t−t1) sinωc(t− t1)

ωc
.

Ïðè ýòîì ñðåäíèé êâàäðàò ϕ èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå:

⟨ϕ2(t→ ∞)⟩ = 1

ω2
c

⟨X2⟩
2λ

.

Ïîñêîëüêó äëÿ ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ ⟨ϕ2⟩ = σ2
ϕ, òî îïðåäåëÿÿ äëèíó ïó÷-

êà ïðè íóëåâîì òîêå ïó÷êà ñîîòíîøåíèåì

σ2
0 =

1

(ω2
c )0

⟨X2⟩
2λ

,

ìîæåì çàïèñàòü
σ2
ϕ

σ2
0

=
(ω2
c )0
ω2
c

,

èëè
σ2
ϕ

σ2
0

=

[
1− Ne2ω0

vseV sinϕs

∫
dn

(
−iZ(n)

n

)
n2ρ(n)

]−1

. (37.6)

Ïðåäïîëîæèâ, íàïðèìåð, ÷òî

−iZ
n

=

(
−iZ
n

)
0

n20
n2 + n20

, ρ(n) = exp

(
−
n2σ2

ϕ

2

)
,

äëÿ êîðîòêèõ ïó÷êîâ (n0σϕ ≪ 1) ïîëó÷èì∫ ∞

−∞
dn

(
−iZ(n)

n

)
n2ρ(n) ≃

(
−iZ
n

)
0

n20

√
2π

σϕ
.

Ïîäñòàíîâêà ýòîé ôîðìóëû â (37.6) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

σ2
ϕ

(σ2
ϕ)0

=

[
1− Ne2ω0

vseV sinϕs

(
−iZ
n

)
0

n20

√
2π

σϕ

]−1

. (37.7)

Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö sinϕs < 0. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (37.7)
ïðåäñêàçûâàåò óäëèíåíèå ñãóñòêà, åñëè îí âçàèìîäåéñòâóåò ñ èíäóêòèâíûì
èìïåäàíñîì (

−iZ
n

)
0

< 0.
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Íàîáîðîò, åñëè ñãóñòîê âçàèìîäåéñòâóåò ñ åìêîñòíûì èìïåäàíñîì, óðàâíå-
íèå (37.7) ïðåäñêàçûâàåò åãî óêîðî÷åíèå. Òàêîé ðåçóëüòàò íå î÷åíü óäèâè-
òåëåí, ïîñêîëüêó èíäóêòèâíàÿ ñâÿçü óìåíüøàåò, à åìêîñòíàÿ óâåëè÷èâàåò
æåñòêîñòü Â×-ÿìû. Åñëè ýôôåêò óäëèíåíèÿ ìàë, óðàâíåíèå (37.7) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

σ2
ϕ

σ2
0

= 1 +
Ne2ω0

vseV sinϕs

(
−iZ
n

)
0

n20

√
2π

σϕ
. (37.8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ðåëÿòèâèñòñêèõ ýíåðãèÿõ ÷àñòèö íàïðÿæåíèå íà óñêî-
ðÿþùåì ðåçîíàòîðå äîëæíî íàðàùèâàòüñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî γ4, ïåðåïè-
øåì (37.8) â âèäå

σ2
ϕ

(σ2
ϕ)0

= 1 + C
N

γ4σϕ
, (37.9)

ãäå C � áåçðàçìåðíûé ôàêòîð, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ ìàøèíû. Ïîëó-
÷åííàÿ ôîðìóëà çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî èìåííî îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ
ïîäãîíêè äàííûõ â ïåðâîíà÷àëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî óäëèíåíèþ.

38. Óðàâíåíèå Õàéñèíñêîãî

Ïðèâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ óêàçûâàþò íà æåëàòåëüíîñòü áîëåå ñèñòåìà-
òè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðàñ÷åòó âëèÿíèÿ èñêàæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû íà
ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ïó÷êà. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïî-
äîáíîé çàäà÷è áàçèðóåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïó÷îê
äîñòèãàåò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ áîëüöìàíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÷à-
ñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé

f ∝ exp[−h(∆p, ϕ)/T ]. (38.1)

ãäå h � ãàìèëüòîíèàí ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, ó÷èòûâàþùèé äåéñòâèå
íàâåäåííûõ ïîëåé

h =
∆ω2

2
− (ω2

c )0ϕ
2

2
+ ω0

Ne2αp
Πp

∫ ∞

−∞
dn

−iZn
n

ρne
inϕ, (38.2)

à T � ïðîäîëüíàÿ òåìïåðàòóðà ïó÷êà, âûðàæåííàÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ åäè-
íèöàõ. Åñëè ìû ïðèíèìàåì òàêîå ïðåäïîëîæåíèå, òî ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà (σ∆ = ωcσ0)

f(∆ω, ϕ) ∝ exp

(
− h

2σ2
∆

)
= exp

(
−∆ω2

2σ2
∆

− ϕ2

2σ2
0

− Ne2ω0

eV sinϕsσ2
0

∫
dn

−iZn
n

ρne
inϕ

)
, (38.3)

161

www.phys.nsu.ru



ãäå σ∆ ðàâíîâåñíûé ðàçáðîñ ÷àñòîò ñãóñòêà, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ íå
çàâèñÿùèì îò N . Èíòåãðèðîâàíèå f ïî ∆ω ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðà-
æåíèþ äëÿ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà

ρ(ϕ) = ρ0 exp

(
− ϕ2

2σ2
0

−
∫ ∞

−∞
dϕ′w(ϕ′ − ϕ)ρ(ϕ′)

)
,

w(ϕ) =
Ne2ω0

eV sinϕsσ2
0

∫ ∞

−∞
dn

−iZn
n

e−inϕ. (38.4)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ
ρ(ϕ), (38.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Ýòî
òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Õàéñèíñêîãî [25], êîòîðîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ðåãóëÿðíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà óäëèíåíèÿ èç-çà èñêàæåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíîé ÿìû. Â ñèëó óñëîâèÿ ïðè÷èííîñòè w(ϕ < 0) = 0. Ïîýòîìó óðàâ-
íåíèå Õàéñèíñêîãî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà. Õîòÿ
âîçìîæíîñòü ïðÿìîãî ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé äîâîëüíî ðåäêà, èìåþò-
ñÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé,
åñëè íàâåäåííûå ïîëÿ íåñèíãóëÿðíû

w2 =

∫ ∞

0

dϕw2(ϕ) <∞. (38.5)

Âìåñòå ñ òåì ÿñíî, ÷òî â òàêèõ ñëó÷àÿõ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðè-
ìåðû, êîãäà óðàâíåíèå Õàéñèíñêîãî ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî.

38.1. Ðåçèñòèâíûé èìïåäàíñ

Îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ áûë óêàçàí À. Ã. Ðóææåðî [26], êîòîðûé ïî-
ëó÷èë ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õàéñèíñêîãî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñãóñòîê âçàèìî-
äåéñòâóåò ñ óñòðîéñòâîì, èìåþùèì ÷èñòî àêòèâíûé èìïåäàíñ

Z(n) = Z0.

Ïðè ýòîì

w(ϕ) =
Ne2ω0πZ0

eV sinϕsσ2
0

sgn(ϕ),

à óðàâíåíèå (38.4) ïðèíèìàåò âèä (x = ϕ/σ0):

ln ρ = −x
2

2
− Ne2ω0Z0αp

2ν2c pvσ0

[∫ x

−∞
−
∫ ∞

x

]
dx′ρ(x′),

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî x, ïîëó÷èì

ρ′

ρ
= −x− ξρ, ξ =

Ne2ω0Z0αp
2ν2c pvσ0

. (38.6)
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Ïîäñòàâèâ ñþäà ρ = exp(−x2/2)χ(x) è èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ

χ′

χ2
= −ξ exp(−x2/2)

ïî x, íàéäåì
1

χ(0)
− 1

χ(x)
= ξ

∫ x

0

dx′e−x
′2/2,

èëè

ρ(x) =
ρ(0) exp(−x2/2)

1 + ξρ(0)
∫ x
0
dx′ exp(−x′2/2)

. (38.7)

Ïîñòîÿííàÿ ρ(0) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè∫ ∞

−∞
dϕρ(ϕ) = 1.

Âû÷èñëåíèå íîðìèðîâî÷íîãî èíòåãðàëà

σ0

∫ ∞

−∞
dx

ρ(0) exp(−x2/2)
1 + ξρ(0)

∫ x
0
dx′ exp(−x′2/2)

îáëåã÷àåòñÿ òåì, ÷òî ÷èñëèòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â òî÷íîñòè
ðàâåí ïðîèçâîäíîé çíàìåíàòåëÿ. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

ρ(x) =
exp(−x2/2)/(

√
2πζσ0)

coth(ζ) + erf(x/
√
2)

, ξ = 2σ0ζ = 2σ0
N

N0
. (38.8)

Çäåñü erf(x) èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

dte−t
2

.

Åñëè äåéñòâèå íàâåäåííûõ ïîëåé ìàëî ζ ≪ 1, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áëèçêî
ê ðàñïðåäåëåíèþ Ãàóññà

ρ(x) ≃ exp(−x2/2)/(
√
2πσ0)[1− ζerf(x/

√
2)],

à óâåëè÷åíèå äëèííû ïó÷êà ìàëî.
Ýôôåêò óäëèíåíèÿ âåëèê â îáëàñòè ζ ≫ 1, ãäå ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü

ïó÷êà ρ(x) ïðèíèìàåò ôîðìó, áëèçêóþ ê òðåóãîëüíîé (ðèñ. 28)

ρ(x) =

{
0, x > 0,
|x|
ξ

g(x)
1+g(x)(1−1/x2) , x < 0.

(38.9)
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x
)

-4

0

4

8

12

-x
-2

ζρ
(x
)

Ðèñ. 28. Ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ïó÷êà (ëåâàÿ îñü) è ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëüíîãî
ïîëÿ â ïó÷êå (ïðàâàÿ îñü: −x− 2ζρ(x)), ζ = 9

Çäåñü

g(x) =
exp(−x2/2 + 2ζ)√

2π|x|
.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 28, ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ âíóòðè ïó÷êà â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè âûïîëàæèâàåòñÿ. Øèðèíà ρ(x) â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò
îöåíèâàòüñÿ íåðàâåíñòâàìè

−2
√
ζ ≤ x ≤ 0,

÷òî äàåò

σϕ(N) ≃

√
Ne2ω0Z0αp

ν2c pv
≫ σ0. (38.10)

Êàê âèäíî èç ðèñ. 29, òàêàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü êà÷åñòâåííî ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ âû÷èñëåíèåì äëèíû ïó÷êà ïî ôîðìóëå

σ2

σ2
0

=

∫ ∞

−∞
dx (x− x)

2
ρ(x),

ãäå

x =

∫ ∞

−∞
dxxρ(x).
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Ðèñ. 29. Çàâèñèìîñòü äëèíû ïó÷êà îò ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå ïðè åãî âçàèìîäåé-
ñòâèè ñ ðåçèñòèâíûì ýëåìåíòîì êàìåðû

38.2. Èíäóêòèâíûé èìïåäàíñ

Äðóãîé ðåøàåìûé ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ ïó÷êà ñ ÷èñòî
èíäóêòèâíûì ýëåìåíòîì, êîãäà

−iZn
n

= −Lω0

è, ñîîòâåòñòâåííî,

w(ϕ) =
2πNeω2

0L

V | sinϕs|σ2
0

δ(ϕ),

à óðàâíåíèå Õàéñèíñêîãî ïðåâðàùàåòñÿ â òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ρ

χ(x) = exp

(
−x

2

2
− ζ[χ(x)− 1]

)
, (38.11)

ãäå χ = ρ/ρ(0), à

ζ =
2πNeω2

0L

V | sinϕs|σ2
0

ρ(0) =
N

N0
ρ(0).

Ïîñòîÿííàÿ ρ(0) â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè∫ ∞

−∞
dxρ(x) = 1.

Ïîñêîëüêó ìû âåäåì ðàñ÷åò äëÿ èíäóêòèâíîãî èìïåäàíñà, ïëîòíîñòü ρ(x)
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé x [ρ(−x) = ρ(x)].
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Â âèäó íåÿâíîé çàâèñèìîñòè χ îò x â òàêîé ìîäåëè ïðè âû÷èñëåíèè
èíòåãðàëîâ ïî x óäîáíåå ïðîâîäèòü çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ñî-
ãëàñíî u = χ(x). Òîãäà, íàïðèìåð, íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

1 =
√
2ρ(0)

∫ 1

0

dχ
1 + ζχ√

ζ(1− χ)− lnχ
, (38.12)

à äëèíà ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

σ2

σ2
0

=

∫ ∞

−∞
dxx2ρ(x)

=2
√
2ρ(0)

∫ 1

0

dχ(1 + ζχ)
√
ζ(1− χ)− lnχ. (38.13)

Êàê âèäíî èç ðèñ. 30, â îáëàñòè N ≫ N0 äëèíà ñãóñòêà óâåëè÷èâàåòñÿ
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Ðèñ. 30. Çàâèñèìîñòü äëèíû ïó÷êà îò òîêà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ èíäóêòèâíûì
ýëåìåíòîì êàìåðû

ñîãëàñíî
σ

σ0
∝
(
N

N0

)1/3

. (38.14)

Â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ çíà÷åíèå äëèíû ñãóñòêà ïðè áîëüøèõ N
íàõîäèòñÿ â õîðîøåì êà÷åñòâåííîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì î âû-
ïîëàæèâàíèè ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé íàâåäåííûìè
ïîëÿìè.
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39. Ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ â èñêàæåííîé
ÿìå

Óìåíüøåíèå êðóòèçíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé
íàâåäåííûì ïîëåì ïó÷êà èñêàæàåò ôàçîâûå òðàåêòîðèè è ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â ðàññìîòðåííûõ
ïðèìåðàõ èçìåíåíèå ÷àñòîò ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî òî÷íî. Ïîñêîëüêó äâè-
æåíèå ïðîèñõîäèò â ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì Ueff = − ln ρ(x), òî îïðåäåëèâ
ãàìèëüòîíèàí âûðàæåíèåì

h =
q2

2
+ Ueff (x), q = p/νc0,

íàéäåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ äåéñòâèå âîçìóùåííûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì

J(h) =

√
2

π

∫ x1

x2

dx
√
h+ ln ρ, h+ ln ρ(x1,2) = 0. (39.1)

Ïðè ýòîì ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðàâíû

νc(J) = νc0
∂h

∂J
. (39.2)

Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ÷àñòîò ïîëåì ïó÷êà, íàâåäåííûì â ðåçèñòèâíûõ è èí-
äóêòèâíûõ ýëåìåíòàõ, âîîáùå, îòëè÷àåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðîñëåæè-
âàåòñÿ óæå ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòîò ìàëûõ êîëåáàíèé â èñêàæåííûõ ÿìàõ.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé Ueff , âû÷èñëåííîé â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ

Ueff (x) ≃ U0 +
k

2
(x− x0)

2,

k =
d2Ueff
dx2

∣∣∣∣
x=x0

,
dUeff
dx

∣∣∣∣
x=x0

= 0. (39.3)

Ïðè ýòîì
ν2c = kν2c0. (39.4)

Åñëè ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ ðåçèñòèâíûì ýëåìåíòîì (Zn = Z0), òî ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

dUeff
dx

∣∣∣∣
x=x0

= − ρ′

ρ

∣∣∣∣
x=x0

= x0 + ξρ(x0) = 0, (39.5)
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à âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé äàåò

U ′′
eff (x0) = 1 + ξρ′(x0) (39.6)

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (39.5) ρ′(x0) = 0 èç (39.4) ïîëó÷àåì

ν2c = ν2c0. (39.7)

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ÷àñòîòû ìàëûõ ñèíõðîòðîííûõ êîëåáà-
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Ðèñ. 31. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé îò äåéñòâèÿ. Ñâåðõó
âíèç N/N0 = 1, 4, 9; J0 = R0pνs0σ

2
0/(2α)

íèé â èñêàæåííîé è íåèñêàæåííîé ÿìàõ ñîâïàäàþò ïðè âñåõ òîêàõ ïó÷-
êà. Âëèÿíèå èñêàæåíèÿ ÿìû íàâåäåííûìè ïîëÿìè ïðîÿâëÿåòñÿ â çàìåòíîì
óâåëè÷åíèè íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñâîåîáðàçíîé çàâèñè-
ìîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé îò äåéñòâèÿ J (ðèñ. 28 è ðèñ. 31), êîãäà ÷àñòîòà νc
ñíà÷àëà óìåíüøàåòñÿ è ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ïîñòåïåííî âîçâðà-
ùàåòñÿ ê íåâîçìóùåííîìó çíà÷åíèþ νc0. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 31 ãëóáèíà
ïðîâàëà νc(J) óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè òîêà ïó÷êà N , îäíàêî â àá-
ñîëþòíûõ ÷èñëàõ îíà íåâåëèêà.

Ñîâñåì èíóþ çàâèñèìîñòü îò J è òîêà ïó÷êà (N) èìååò ÷àñòîòà ñèíõðî-
òðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû ïðè èñêàæåíèè ÿìû èíäóêòèâíûìè íàâåäåí-
íûìè ïîëÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì Ueff ïðèõîäèòñÿ íà òî÷êó x0 = 0,
â êîòîðîé χ′(0) = 0. Âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé Ueff â ýòîé òî÷êå
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ÷àñòîòû ìàëûõ ñèíõðîòðîííûõ
êîëåáàíèé

ν2c =
ν2c0

1 +N/N0
. (39.8)
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Ðèñ. 32. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû (
√
J) ïðè

âçàèìîäåéñòâèè ïó÷êà ñ èíäóêòèâíûì ýëåìåíòîì. Ñâåðõó âíèç N/N0 = 1, 4, 16;
J0 = R0pνc0σ

2
0/(2α)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ïðè
óâåëè÷åíèè òîêà ïó÷êà N . Òàêàÿ òåíäåíöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ êîëåáàíèé
áîëüøîé àìïëèòóäû (ðèñ. 32).

Óìåíüøåíèå ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïðè óâåëè÷åíèè
òîêà ïó÷êà, à òàêæå íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îò àìïëèòóäû â
ñëó÷àå, êîãäà ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ ðåçèñòèâíûì ýëåìåíòîì, â öåëîì,
óõóäøàþò óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíå-
íèåì Õàéñèíñêîãî è íàðóøàþò ïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè åãî
ïîëó÷åíèè. Ââèäó ðàçëè÷èÿ â çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû ñèíõðîòðîííûõ êîëå-
áàíèé îò àìïëèòóäû ìîæíî îæèäàòü, ÷òî õàðàêòåð íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò
áûòü ðàçëè÷åí äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ èíäóêòèâíûì,
èëè ðåçèñòèâíûì ýëåìåíòàìè âàêóóìíîé êàìåðû. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç-çà
óìåíüøåíèÿ ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñëåäóåò îæèäàòü óñèëåíèÿ
ðîëè íåóñòîé÷èâîñòåé ïðîäîëüíûõ èëè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé èç-çà ñâÿçè
ñèíõðîòðîííûõ ìîä ñãóñòêà. Ðàçáðîñ ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé, ñî-
ïðîâîæäàþùèé èñêàæåíèå ÿìû, âîîáùå, íåïðîñòî âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü
êîëëåêòèâíûõ ìîä ïó÷êà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, óâåëè÷åíèå ðàçáðîñîâ ÷àñòîò
êîëåáàíèé óñèëèâàåò çàòóõàíèå Ëàíäàó ìîä è òåì ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷å-
íèþ ïîðîãîâûõ òîêîâ íåóñòîé÷èâîñòåé. Ýòî ñïðàâåäëèâî, ïî êðàéíåé ìåðå,
ïîêà ìîäû íå ñâÿçàíû.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä, êàê
ìû óæå âèäåëè â ãëàâå 7., íåîáõîäèì òàêæå ðàçáðîñ ÷àñòîò áåòàòðîííûõ

169

www.phys.nsu.ru



0 2 4 6 8 10

0.5

1.0

1.5

2.0

(N
c
)

mm
ν c/ν

c0

N/N
0

Ðèñ. 33. Çàâèñèìîñòè ÷àñòîò ïåðâûõ äâóõ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
(m=1, 2) îò ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå. Èìïåäàíñ ýëåêòðîäîâ èíäóêòèâíûé

êîëåáàíèé. Äàëåå, ñîãëàñíî ôîðìóëå (39.8) è êðèâûì, èçîáðàæåííûì íà
ðèñ. 33 è ðèñ. 32, ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö â ñãóñòêå (N) ÷àñòîòà
[(m+ 1)νc(N)] ìîäû ñ íîìåðîì ìóëüòèïîëüíîñòè m+ 1 ìîæåò ñòàòü ìåíü-
øå ÷àñòîòû ìîäû ñ íîìåðîì ìóëüòèïîëüíîñòè m, êîòîðàÿ ðàâíà mνc(0)
(íàïðèìåð, ðèñ. 33), åñëè

N ≥ (Nc)m = N0
2m+ 1

m2
. (39.9)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ìîäà m + 1 â îáëàñòè ìàëûõ àìïëèòóä è
ìîäà m â îáëàñòè áîëüøèõ àìïëèòóä ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé îêàçûâà-
þòñÿ ðåçîíàíñíî ñâÿçàííûìè (íàïðèìåð, íà ðèñ. 34). Õîòÿ èññëåäîâàíèå
óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå çàòðóäíåíî, ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé íàñòîëüêî, ÷òî
νc(0) < (νc)0/2, èñêàæåíèå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñâÿçûâàåò âñå ñèíõðîòðîí-
íûå ìîäû, à êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà ñòàíîâÿòñÿ áûñòðûìè. Â òàêîì
ñëó÷àå, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïåðåñòàþò çàâèñåòü
îò ðàçáðîñà ÷àñòîò ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé è ñêîðåå îïðåäåëÿþòñÿ ðàç-
áðîñîì èìïóëüñîâ â ïó÷êå.

Íàêîíåö, åñëè ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ ðåçèñòèâíûì ýëåìåíòîì, òî ïî-
ìèìî (áîëåå ñëàáîé) âîçìîæíîñòè ïåðåêðûòèÿ ìîä, èç-çà ìèíèìóìà â çà-
âèñèìîñòè νc(J) ðåçîíàíñíûìè îêàçûâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ìàëûõ è áîëüøèõ
àìïëèòóä îäíîé è òîé æå ìîäû. Êðîìå òîãî, ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, êîòîðîå, íàïîìíèì, âû÷èñëÿëîñü â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïî
áåòàòðîííûì êîëåáàíèÿì, áóäåò ÷óâñòâèòåëüíî ê âëèÿíèþ òàêæå è íåêîãå-
ðåíòíûõ ðåçîíàíñíûõ âîçìóùåíèé. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò áûòü
îñîáåííî ñóùåñòâåííûì, íàïðèìåð, äëÿ óñòîé÷èâîñòè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ.
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Ðèñ. 34. Çàâèñèìîñòè ÷àñòîò ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
îò àìïëèòóä ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé (öèôðû îêîëî êðèâûõ óêàçûâàþò íîìåðà
ìóëüòèïîëüíîñòè). Èìïåäàíñ ýëåêòðîäîâ èíäóêòèâíûé; N/N0 = 4

40. "Òóðáóëåíòíîå"óäëèíåíèå ñãóñòêîâ

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ è, ÷òî áîëåå âàæíî, ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó-
÷åíèå ýôôåêòà óäëèíåíèÿ ñãóñòêîâ â ðåàëüíûõ ìàøèíàõ óêàçûâàåò íà òî,
÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî òîêà óâåëè÷åíèå äëèíû ñãóñòêà ìî-
æåò îïðåäåëÿòüñÿ âîçìîæíîñòüþ ðàçâèòèÿ â íåì (íåóñòîé÷èâûõ) êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé. Â îòëè÷èå îò óäëèíåíèÿ çà ñ÷åò èñêàæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû òàêîé ïðîöåññ ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì ïðîäîëüíîé òåìïåðàòóðû ïó÷-
êà. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàíî
ñ âîçáóæäåíèåì êîëåáàíèé ïó÷êà ñ áîëüøèìè àìïëèòóäàìè. Ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî íàëè÷èå ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâîñòè, çàâèñÿùèõ îò òåìïåðàòóðû
ïó÷êà, âîîáùå ïðåïÿòñòâóåò îõëàæäåíèþ ïó÷êà ïîä ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè
(ñì. íàïðèìåð, â [2]). Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíûé ðîñò óðîâ-
íÿ êîãåðåíòíûõ ôëóêòóàöèé ïó÷êà â îêîëîïîðîãîâîé îáëàñòè è ðàññåÿíèå
÷àñòèö íà ýòèõ ôëóêòóàöèÿõ. Óäëèíåíèå ñãóñòêà èç-çà ðàçâèòèÿ â í¼ì êîë-
ëåêòèâíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ïðèíÿòî íàçûâàòü òóðáóëåíòíûì, èìåÿ ââèäó,
÷òî â òàêîé ïðîöåññ âíîñèò âêëàä áîëüøîå ÷èñëî êîëëåêòèâíûõ ìîä ïó÷êà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îïèñàíèå íàãðåâà ïó÷êà âáëèçè ïîðîãîâ íåóñòîé÷èâî-
ñòè åãî êîëëåêòèâíûõ ìîä âîîáùå ãîâîðÿ òðåáóåò ðàñ÷åòîâ, âûõîäÿùèõ çà
ðàìêè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé. Òàêàÿ çàäà÷à îñëîæíÿåòñÿ åùå
è òåì, ÷òî â èíòåðåñóþùèõ çäåñü ñëó÷àÿõ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà ñèíõðîòðîí-
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íûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö äàëåêà îò ïàðàáîëè÷åñêîé. Ïîýòîìó âåëè÷èíà ðàâ-
íîâåñíîé òåìïåðàòóðû ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì èçìåíåíèåì ïðîèñ-
õîäÿùèõ â íåì êèíåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â ýòîé ñâÿçè, äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ óñòàíîâèâøèõñÿ äëèí ïó÷êîâ çà ñ÷åò òóðáóëåíòíîãî
óäëèíåíèÿ îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ïðîäîëüíàÿ òåìïåðàòóðà
ïó÷êà (T ) ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò âûõîäó ïó÷êà íà ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè.
Ïîñêîëüêó â ñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå òåìïåðàòóðà è äëèíà ïó÷êà ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

T = R0
∆ω2

0

|ω′
0|

= R0
ω2
cθ

2
b

|ω′
0|
, (40.1)

óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû ñîïðîâîæäàåòñÿ óäëèíåíèåì ïó÷êà lb = 2R0θb.
Âîîáùå, äàæå òàêîé óïðîùåííûé ñïîñîá ðàñ÷åòà ìîæåò ïîòðåáîâàòü

äîâîëüíî ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîðîãîâûõ òîêîâ ïó÷êà. Òåì íå ìåíåå, äëÿ
îöåíêè ýôôåêòà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ïðè ðåëÿòèâèñò-
ñêèõ ýíåðãèÿõ ÷àñòèö áîëüøàÿ ÷àñòü ìàøèí ðàáîòàåò âûøå ñâîåé êðèòè-
÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîýòîìó òàê, èëè èíà÷å, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â îñíîâíîì
ñîîòâåòñòâóþò âûïîëíåíèþ Z/n-êðèòåðèÿ. Êàê ìû âèäåëè â �5., âåëè÷èíà
ïîðîãîâîãî òîêà â ýòîì êðèòåðèè çàâèñèò îò íîìåðà àçèìóòàëüíîé ãàð-
ìîíèêè ìîäû. Äëÿ ñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà â ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé
óñòîé÷èâîñòè âõîäÿò ñóììû Zn/n ñ íåêîòîðûìè âåñàìè, çàâèñÿùèìè îò
óñòðîéñòâà ìîä. ×òîáû èçáåæàòü ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé è îöåíèòü ïðîäîëü-
íóþ òåìïåðàòóðó ñãóñòêà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû, ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ãàðìîíèêàìè ñ |n|θb ≤ 1. Äëÿ äîñòàòî÷íî äëèí-
íûõ ïó÷êîâ ïðèíèìàåòñÿ òàêæå, ÷òî âõîäÿùàÿ â Z/n-êðèòåðèé âåëè÷èíà
Z/n íà÷èíàåò èçìåíÿòüñÿ ïîñëå òàêîãî |n| = n0, ÷òî n0θb ≫ 1, à íàâå-
äåííûå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ïó÷êà. Â ýòîì ñëó÷àå
Z/n-êðèòåðèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∆ω2
0 =

Ne2ω0ω
′
0

lb

(
−iZn
n

)
, |n| < n0, (40.2)

Âîñïîëüçîâàâøèñü (40.1), ìû ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

θ2b =
Ne2ω0ω

′
0

lbω2
c

(
−iZn
n

)
. (40.3)

Ïðè ýòîì äëèíà ïó÷êà (lb = 2R0θb) óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî N1/3

lb ∝ y1/3, y =
Nα

pcν2c
.
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Ãëàâà 11.

Ñóììû äåêðåìåíòîâ

êîëëåêòèâíûõ ìîä

41. Òåîðåìà î ñóììå äåêðåìåíòîâ

Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëëåêòèâíûõ ìîä ïó÷êà ÷àñòî òðå-
áóåò ðåøåíèÿ âåñüìà ñëîæíûõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Âñòðå-
÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè äåëàþò îñîáåííî ïðèâëå-
êàòåëüíûìè ìåòîäû àíàëèçà òàêèõ îáùèõ ñâîéñòâ ñïåêòðîâ è âû÷èñëåíèÿ
òàêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå íå òðåáóþò íåïîñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé òàêèìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòû, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç
ñâåðòêè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ÿäðà äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîñòåéøåé âåëè-
÷èíîé òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ñóììà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè èíòåðåñóþùèå
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

λwm(x) =

∫ ∞

−∞
dx′
∑
m′

Km,m′(x, x′)wm′(x′), (41.1)

à α íóìåðóåò ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ, òî èñêîìàÿ ñóììà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñëåä ÿäðà:

λΣ =
∑
α

λα =
∑
m

∫ ∞

−∞
dxKm,m(x, x). (41.2)

Âàæíîñòü òàêîãî èíâàðèàíòà îáóñëîâëåíà åãî ñâÿçüþ ñ ñóììàìè äåêðå-
ìåíòîâ êîëëåêòèâíûõ ìîä ïó÷êà, õàðàêòåðèçóþùèìè âîçìîæíîñòü, èëè
íåâîçìîæíîñòü äåìïôèðîâàíèÿ ýòèõ êîëåáàíèé "â ñðåäíåì". Èç îïðåäåëå-
íèÿ ñóìì äåêðåìåíòîâ ÿñíî, ÷òî ðàçóìíî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñâîéñòâà
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ñóìì äåêðåìåíòîâ ìîä â îòñóòñòâèå ðàçáðîñîâ ÷àñòîò è ñóìì äåêðåìåí-
òîâ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìû îáñóäèì ñâîéñòâà
ñóìì äåêðåìåíòîâ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà (îáñóæäåíèå ñâîéñòâ ñóìì
äåêðåìåíòîâ ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [2] èëè
[3]). Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîä íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (7.17), êîòîðîå ìû ïåðåïèøåì â âèäå

∆ωmfm = Ne2m
∂f0
∂I

∑
m′

c

∑
n

∫
dΓ′Gm,n(I, I

′, ω + nωs)fm′(I′). (41.3)

Â ýòîì óðàâíåíèè ó÷òåíî, ÷òî ðåàëüíî êîëëåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ñâÿ-
çûâàåò ëèøü ñèíõðîòðîííûå ìîäû ïó÷êà. Åñëè íàâåäåííûå ïîëÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ "õîðîøèì"íàáîðîì îñöèëëÿòîðîâ, òî óðàâíåíèå (41.3) çàìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä

∆ωmfm = m
∂f0
∂I

∑
k

∑
n

(vAk)m,nqk,n,

[
ω2
k − (ω + nωs + iλk)

2
]
qk,n = Ne2

∫
dΓ′

∑
m

(vAk)
∗
m,nfm(I′). (41.4)

Ñóììà äåêðåìåíòîâ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé î÷åâèäíî ðàâíà ñóììå äåêðå-
ìåíòîâ îñöèëëÿòîðîâ ïîëÿ∑

α

(−Im∆ωα) =
∑
k

λk. (41.5)

Ýòà âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ è ïîýòîìó èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ïðèí-
öèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè âñåõ ìîä. Ïîñêîëüêó
ñâÿçü ïó÷êà ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè ïåðåðàñïðåäåëÿåò äåêðåìåíòû λk ìåæ-
äó îñöèëëÿòîðàìè ïîëÿ è êîëëåêòèâíûìè ìîäàìè ïó÷êà, òî÷íîå ñîîòíî-
øåíèå (41.5), ê ñîæàëåíèþ, íå äàåò ïðåäñòàâëåíèÿ î îòíîñèòåëüíîé äîëå
λk âíîñèìîé â êîëëåêòèâíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïðè
íåðåçîíàíñíîì âçàèìîäåéñòâèè ýòà äîëÿ âîîáùå íåâåëèêà. Â ýòîé ñâÿçè,
îöåíêà ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòè äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ
òîé èëè èíîé ñèñòåìû äîëæíà ïðîâîäèòüñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñóììû
äåêðåìåíòîâ óðàâíåíèé (41.4). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ
íèçêîäîáðîòíîé ñèñòåìîé ýëåêòðîäîâ è èñïîëüçóÿ (41.2), ïèøåì

∆ωΣ = Ne2
∑
m,n

∫
dΓ

(
m
∂f0
∂I

)
Gmn(1, 1, ωmn). (41.6)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ω

ReG(ω) = ReG(−ω), ImG(ω) = −ImG(ω),
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ïîëó÷àåì, ÷òî ∆ωm = −∆ω−m. Ïîýòîìó ∆ωΣ = −iδΣ, à

δΣ = −Ne2
∑
m,n

∫
dΓ

(
m
∂f0
∂I

)
ImGmn(I, I, ωmn)

= Ne2
∑
m,n

∫
dΓf0m

∂

∂I
ImGmn(I, I, ωmn). (41.7)

×òîáû ïîíÿòü ñìûñë ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ, âû÷èñëèì äåêðåìåíòû ïî-
òåðü ýíåðãèè ÷àñòèöû çà ñ÷åò ðåàêöèè åå èçëó÷åíèÿ â òó æå ñèñòåìó ýëåê-
òðîäîâ. Ïîñêîëüêó Iα � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé, â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ïèøåì

dIα
dt

=
∂L

∂ψα
, Γ = (p, r),

∂L

∂ψ
= e2 lim

T→∞

∫ T

0

dt
∂

∂ψ

∫ ∞

0

dτG(Γ(t),Γ(t− τ), τ). (41.8)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

G(Γ(t),Γ′(t− τ), τ) =
∑
m,m′

∑
n,n′

Gn,n
′

m,m′

× exp(i[mψ(t)−m′ψ(t− τ) + nθ(t)− n′θ(t− τ)]),

óáåæäàåìñÿ, ÷òî â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå (mν ̸= l), óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè
îòáèðàåò â (41.8) ãàðìîíèêè m = m′ è n = n′. Ïîñëå ýòîãî L çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

∂L

∂ψ
= ie2

∑
m,n

m

∫ ∞

0

dτGm,n(I, I, τ)e
(iτ [mω+nωs])

= ie2
∑
m,n

mGm,n(I, I, ωm,n)

= −e2
∑
m,n

mImGm,n(I, I, ωm,n), (41.9)

÷òî äàåò
dI

dt
= −e2

∑
m,n

mImGm,n(I, I, ωm,n). (41.10)

Åñëè òåïåðü îïðåäåëèòü ìãíîâåííûå äåêðåìåíòû ÷àñòèö ñîîòíîøåíèåì

δa = −∂İa
∂Ia

,
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òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (41.10) ñóììà ìãíîâåííûõ äåêðåìåíòîâ âñåõ ÷àñòèö
ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ñèñòåìîé íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ðàâíà

δΣ =

N∑
a=1

δa =

N∑
a=1

e2
∑
m,n

m
∂

∂I
ImGm,n(Ia, Ia, ωm,n)

Çàìåíèâ â ýòîì ñîîòíîøåíèè ñóììèðîâàíèå ïî ÷àñòèöàì óñðåäíåíèåì ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö, ïîëó÷èì, ÷òî âåëè÷èíà

δΣ = Ne2
∫
dI
∑
m,n

m
∂

∂I
ImGm,n(Ia, Ia, ωm,n) (41.11)

òî÷íî ðàâíà ñóììå äåêðåìåíòîâ ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà ñóììà äåêðå-
ìåíòîâ ìîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ðàâíà ñóììå äåêðåìåíòîâ îòäåëüíûõ
÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ òîé æå ñèñòåìîé íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
(ß.Ñ. Äåðáåíåâ, Í.Ñ. Äèêàíñêèé, Ä.Â. Ïåñòðèêîâ 1970 [27]).

Ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû î ñóììå äåêðåìåíòîâ êîëëåê-
òèâíûõ êîëåáàíèé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îòëè÷èå îò äåìïôèðî-
âàíèÿ çà ñ÷åò ðåàêöèè ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ ÷àñòèö, ñóììû äåêðå-
ìåíòîâ êîãåðåíòíûõ ìîä îïðåäåëÿþòñÿ íå ïîëíîé ìîùíîñòüþ èçëó÷åíèÿ,
à ìîäóëÿöèåé ïàðöèàëüíûõ ìîùíîñòåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ðàçóìíîå óñèëå-
íèå äåìïôèðîâàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íå óñóãóáëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèõ
ïðîáëåì óñòàíîâîê.

Ïîñêîëüêó ⟨∑
α

∂İα
∂Iα

⟩
= −⟨divpF(p, r, t)⟩ , (41.12)

ñóììû äåêðåìåíòîâ êîëëåêòèâíûõ ìîä ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ íèç-
êîäîáðîòíîé ñèñòåìîé, ñëàáî çàâèñÿò îò îñîáåííîñòåé êîëåáàíèé ÷àñòèö
îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîé îðáèòû. Â ÷àñòíîñòè, ñóììû äåêðåìåíòîâ äèïîëü-
íûõ ìîä íå çàâèñÿò îò ñâÿçè ðàäèàëüíîãî è ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö.
Ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèìè ïðîñòû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè.

42. Âëèÿíèå ðàäèàëüíîé ìîäóëÿöèè ïîòåðü

Ïóñòü ïó÷îê âçàèìîäåéñòâóåò ñ íèçêîäîáðîòíîé ñèñòåìîé, èìïåäàíñ êî-
òîðîé òî÷íî ðàâåí íóëþ íà ðàâíîâåñíîé îðáèòå, à ðàäèàëüíûé ãðàäèåíò
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ýòîãî èìïåäàíñà íå ðàâåí íóëþ. Ïðè ýòîì ãàðìîíèêè ïðîäîëüíîãî íàâå-
äåííîãî ïîëÿ ðàâíû

E(n, ω) = −eωs
Π

∫
dΓZn(x, ω)fn,ω, (42.1)

à óðàâíåíèå äëÿ ñèíõðîòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðèíèìàåò âèä

∆ωmfm =
Ne2ωs
2π

mc
∂f0
∂Ic

∫ ∞

−∞
dnJmc(nφ)

×
∫ ∞

0

dφ′φ′fm

{
iZn(x, nωs +mcωc)

n+mcνc
einφ cosψc

}
mc

. (42.2)

Òåïåðü ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî

Zn(x, ω) =

(
∂Z ′

∂x

)
s

x =

(
∂Z ′

∂x

)
s

η
∆p

p
,

à òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àêòèâíûì èìïåäàíñîì (Z =
Z ′ + iZ ′′, Z ′′ = 0) è íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ω∣∣∣∣∂Z ′

∂ω

∣∣∣∣≪ ∣∣∣∣Z ′

ω

∣∣∣∣ .
Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ãàðìîíèê â (42.2) äàåò

[∆p/p exp(inφ cosψc]mc =

=

∫ 2π

0

dψc
2π

∆p

p
exp(inφ cosψc − imψc)

= −
∫ 2π

0

dψc
2π

νc
αp
φ sinψc exp(inφ cosψc − imψc)

=
mcνc
αpn

Jmc(nφ).

Óäåðæèâàÿ â (42.2) íèçøèå ñòåïåíè mcνc, âìåñòî (42.2) ïîëó÷èì

∆ωmfm = i
Ne2ωs
2π

m2
cνc
αp

∂f0
∂Ic

η

∫ ∞

−∞

dn

n2

(
∂Z ′

n

∂x

)
s

× Jmc(nφ)

∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc(nφ
′)fm, |mcνc| ≪ 1. (42.3)

Ïîäñòàíîâêè u =
√
φ2/2, fm = χm

√
−∂f0/∂u è

∆ωm = −iΛNe
2ωs

2πp

m2
c

R0
, (42.4)
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ïîçâîëÿþò ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ äåé-
ñòâèòåëüíûì, ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì

Λχm = η

∫ ∞

−∞

dn

n2

(
∂Z ′

n

∂x

)
s

∫ ∞

0

du′Km(u, u′)χm(u′),

Km(u, u′) =

√
∂f0
∂u

∂f0
∂u′

Jmc(n
√
u)Jmc(n

√
u′). (42.5)

ßäðî ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì∫ ∞

0

dxdx′w(x)K(x, x′)w(x′) > 0

è ñëåäîâàòåëüíî âñå Λ � ïîëîæèòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, åñëè∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′

n

∂x

)
s

> 0. (42.6)

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (42.4) â ýòîì ñëó÷àå âñå ñèíõðîòðîííûå êîãåðåíò-
íûå ìîäû ïó÷êà áóäóò çàòóõàòü. Ñóììû äåêðåìåíòîâ ìîä ñ çàäàííûì mc

äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

δ
(m)
Σ = −ωs

Ne2ωs
2πpv

m2
c

∫ ∞

0

du
∂f0
∂u

∫ ∞

−∞

dn

n2

(
η
∂Z ′

n

∂x

)
s

J2
mc

(n
√
u), (42.7)

à ïîëíàÿ ñóììà äåêðåìåíòîâ ñèíõðîòðîííûõ ìîä ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâà-
íèåì δ

(m)
Σ ïî mc. Íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî ñóììà

S2 =

∞∑
m=−∞

m2J2
m(x)

âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ

exp(ix cosψ) =

∞∑
m=−∞

Jm(x)eimψ,

èëè
d

dψ
exp(ix cosψ) = i

∞∑
m=−∞

mJm(x)eimψ.

Îòñþäà, ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êâàäðàò ïî ìîäóëþ è
óñðåäíåíèÿ ïî ψ, ïîëó÷àåì

S2 = x2
∫ 2π

0

dψ

2π
sin2 ψ =

x2

2
,
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à

δ
(c)
Σ =

∞∑
mc=−∞

δ
(m)
Σ = ωs

Ne2ωs
2πpv

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′

n

∂x

)
s

. (42.8)

Òåïåðü, äëÿ âûÿñíåíèÿ çàâèñèìîñòè ñóììû äåêðåìåíòîâ ñèíõðîòðîí-
íûõ è ðàäèàëüíûõ ìîä îò ðàäèàëüíî-ïðîäîëüíîé ñâÿçè êîëåáàíèé ÷àñòèö
íàì íóæíî âû÷èñëèòü ñóììó äåêðåìåíòîâ äèïîëüíûõ (mx = ±1) ðàäèàëü-
íûõ áåòàòðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â äàííîì
ñëó÷àå êàæåòñÿ óäîáíûì èñõîäèòü èç îáùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, çà-
ïèñàííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ

İα =
∂Iα
∂p

F.

Ïðè ýòîì

(ω −mxωx −mcωc)fm = −i
(
∂Ix
∂∆p

eEθ

)
mx,mc

∂f0
∂Ix

. (42.9)

Ïðåäïîëàãàÿ êàê è ïðåæäå, ÷òî â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðîäîâ η′ = 0,
ïèøåì

Ix =
pνxa

2
x

2R0
,

∂Ix
∂∆p

= −νxη
R0

ax cosψx. (42.10)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (42.9) ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ãàðìîíèê ïðèâî-
äèò ê ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∆ωmfm = −i∂f0
∂Ix

Ne2ωs
2Πp

√
Ix

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′

n

∂x

)
s

× Jmc(n1φ)

∫
dΓ′√I ′xJmc(n1φ

′)fm

ãäå ∆ωm = ω − mxωx − mcωc. Ïîäñòàâèâ ñþäà f0 = F0(Ix)ρ(φ) è fm =
χm(φ)

√
Ix∂F0/∂Ix, ïîëó÷èì

∆ωmχm = iρ(φ)
Ne2ωs
2Πp

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′

n

∂x

)
s

× Jmc(n1φ)

∫ ∞

0

dφ′φ′Jmc(n1φ
′)χm(φ′). (42.11)

Ñëåä ÿäðà ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äàåò èñêîìóþ ñóììó äåêðåìåíòîâ áåòà-
òðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∞∑
m=−∞

J2
m(x) = 1,
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ïîëó÷àåì

δ
(x)
Σ =

∞∑
mc=−∞

(δ1,mc + δ−1,mc)

= −ωs
Ne2ωs
2πpv

∫ ∞

−∞
dn

(
η
∂Z ′

n

∂x

)
s

. (42.12)

Òåïåðü, ñëîæåíèå âûðàæåíèé (42.8) è (42.12) äàåò

δΣ = δ
(c)
Σ + δ

(x)
Σ = 0, (42.13)

÷òî äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.

43. Çàäà÷è ê Ãëàâå 11

1. Ïðåîáðàçîâàíèåì ê ýêâèâàëåíòíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
ðåøèòü óðàâíåíèå (42.11) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ρ(φ) =
φ0

φ2
0 + φ2

.

2. Âû÷èñëèòü ïîïðàâêó ê äåêðåìåíòó ðàäèàëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé, îïèñûâàþùóþ ýôôåêò ðàäèàëüíî-ïðîäîëüíîé ñâÿçè äëÿ ñãóñòêà, âçà-
èìîäåéñòâóþùåãî ñ âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîé ñîãëàñîâàííîé ïëàñòèíîé.
Äëèíà ïëàñòèíû âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñãóñòêà.
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