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АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПО ВЕЕРУ ТОРИЧЕСКОГО

МНОГООБРАЗИЯ∗

В настоящей работе приводится алгоритм построения торического многообразия по его ве-
еру, а также алгоритм построения интегрального представления в пространстве Cd, связанного
с данным торическим многообразием.
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Введение

Как известно, ядро интегрального представления Бохнера–Мартинелли в Cn+1 тесно
связано с формой Фубини–Штуди для проективного пространства Pn = CPn следую-
щим образом:

ω(z) =
1

2πi

dλ

λ
∧ ω0([ξ]) (1)

(см., например, [1. C. 400; 2. C. 162]). Здесь ω — форма Бохнера–Мартинелли

ω(z) =
n!

(2πi)n+1

n+1∑
k=1

(−1)k−1 z̄k

|z|2n+2
dz̄[k] ∧ dz,

dz = dz1∧ . . .∧dzn+1, dz̄[k] получается из dz̄ вычеркиванием дифференциала dz̄k. Форма
ω0([ξ]) есть форма объема для метрики Фубини–Штуди в Pn (см.: [3. C. 21])

ω0([ξ]) =
n!

(2πi)n

E(ξ) ∧ E(ξ)
|ξ|2(n+1)

,

где E(ξ) =
n+1∑
k=1

(−1)k−1ξkdξ[k] — форма Эйлера, ξ = (ξ1, . . . , ξn+1) — однородные коор-

динаты точки [ξ] ∈ Pn. При этом ξ, z ∈ Cn+1, λ ∈ C связаны соотношением z = λξ.
Форма Бохнера–Мартинелли есть «эталонная» форма степени 2n + 1 в множестве

Cn+1 r {0}. А это множество есть расслоение над Pn, слой которого является одномер-
ным тором C∗. Другими словами, Pn = [Cn+1 r {0}]/G, где G = { (λ, . . . , λ) ∈ Cn+1 :
λ ∈ C∗ } — группа преобразований, образованная диагональными матрицами. Проек-
тивное пространство есть частный случай торического многообразия. В общем случае
n-мерное торическое многообразие является фактор-пространством (см.: [4])

X =
[
Cd r Z(Σ)

]
/G. (2)
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Здесь Z(Σ) представляет собой объединение некоторых координатных подпространств
в Cd, построенных по вееру Σ ⊂ Rn с d образующими, а G — группа, изоморфная тору
(C∗)r, r = d − n, также построенная по вееру Σ.

Произвольное компактное торическое многообразие X = Xn комплексной размерно-
сти n определяется по полному симплициальному примитивному вееру Σ ⊂ Rn, который
порождается набором векторов v1, . . . , vd ∈ Zn (одномерных образующих веера).

В конструкции X важную роль играет решетка соотношений между векторами vk.
Пусть 

a11v1 + . . . + a1dvd = 0
...
ar1v1 + . . . + ardvd = 0,

(3)

где r = d − n — все независимые линейные соотношения над Zn между vk. Каждому
вектору vk сопоставляется комплексная переменная zk так, что z = (z1, . . . , zd) играет
роль однородных координат соответствующего торического многообразия X.

В работе [4] автором было построено интегральное представление для голоморфных
функций в d-круговом полиэдре W = Wρ, определенном системой неравенств

a11|z1|2 + . . . + a1d|zd|2 < ρ1

...
ar1|z1|2 + . . . + ard|zd|2 < ρr

(4)

с интегрированием по остову этого полиэдра и с ядром ω(z). Указанный остов полу-
чается из (4) заменой всех неравенств на равенства. Интегральное представление спра-
ведливо в случае, когда радиус-вектор ρ = (ρ1, . . . , ρr) взят из конуса Кэлера для X
(см.: [4]), а веер является выпуклым.

Ядро интегрального представления ω(z) обобщает упомянутую выше дифференци-
альную форму Бохнера–Мартинелли; оно имеет вид G-инвариантной дифференциаль-
ной (d, n)-формы

ω(z) =
h(z̄) ∧ dz

g(z, z̄)
, (5)

где h(z) — обобщение формы Эйлера, а g(z, z̄) — полином с множеством нулей, совпа-
дающим с Z(Σ).

Основной результат работы [4. Теорема 1] гласит, что вблизи точки ζ = 0 всякая
голоморфная в полиэдре Wρ функция f(ζ) представляется интегралом

f(ζ) =
1
C

∫
Γ(ρ)

f(z)ω(z − ζ), (6)

где C — коэффициент нормировки, не зависящий от f .
Целью данной работы является построение алгоритма, реализующего конструкцию

торического многообразия и интегрального представления, связанного с ним по задан-
ному вееру (одномерным образующим веера и конусам максимальной размерности).

Для описания алгоритма приведем конструкцию торического многообразия по его
вееру и конструкцию интегрального представления в пространстве Cd.
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§ 1. Конструкция торического многообразия

Напомним основные определения, используемые в работе.
Конусом, порожденным системой векторов v1, . . . , vk ∈ Zn r {0}, называется множе-

ство σ = {
k∑

j=1
bjvj : bj > 0} в Rn. Вектора v1, . . . , vk называются образующими конуса.

Гранью конуса σ называется подмножество σ, для которого некоторые bj = 0. Размер-
ностью конуса называется размерность минимального подпространства, содержащего
данный конус.

Веером Σ называется всякая совокупность конусов такая, что 1) пересечение любых
двух конусов из этой совокупности есть конус из этой совокупности, являющийся гра-
нью каждого из этих конусов; 2) если конус принадлежит данной совокупности, то все
его грани также принадлежат данной совокупности. Размерностью веера называется
максимальная размерность конусов, принадлежащих вееру.

Определение 1. Конус веера называется симплициальным, если его размерность сов-
падает с числом его образующих. Веер называется симплициальным, если в нем все
конусы симплициальные.

Определение 2. n-мерный веер Σ ⊂ Rn, порожденный набором векторов v1, . . . , vd,
называется примитивным, если матрица из вектор-столбцов всякого набора векторов
vi1 , . . . , vin , составляющих конус максимальной размерности, унимодулярна.

Определение 3. n-мерный веер Σ ⊂ Rn называется полным, если объединение всех
его конусов есть Rn.

Определение 4. n-мерный веер Σ ⊂ Rn, порожденный набором векторов v1, . . . , vd,
назовем выпуклым, если все концы векторов v1, . . . , vd лежат на границе своей выпуклой
оболочки.

Следует отметить, что выпуклость веера является важным понятием в торической
геометрии. Всякий выпуклый веер является двойственным к рефлексивному много-
граннику.

Как уже отмечалось выше, важную роль в конструкции торического многообразия X
играют соотношения (3). В работе [4] было доказано, что для всякого полного n-мерного
веера Σ ⊂ Rn систему (3) независимых линейных соотношений между vk можно запи-
сать с неотрицательными коэффициентами aij . Поэтому везде далее без ограничения
общности считаем, что в системе (3) все коэффициенты aij неотрицательные.

Каждому вектору vk сопоставляется переменная zk.

Определение 5. Набор векторов vk1 , . . . , vkm веера Σ называется примитивным, если
он не определяет конуса в Σ, но любой его собственный поднабор определяет конус в Σ.

Всякий примитивный набор векторов vk1 , . . . , vkm веера определяет координатную
плоскость из Z(Σ) (см.: [4]), так что

Z(Σ) =
⋃

vk1
,...,vkm−прим.

{zk1 = . . . = zkm = 0} .
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Также Z(Σ) можно представить как пересечение (см.: [4])

Z(Σ) =
⋂
σ∈Σ

{ ∏
vj /∈σ

zj = 0
}

,

эквивалентное предыдущей конструкции.
Группа G определяется соотношениями (3), тем самым базис решетки соотношений

составляют векторы ai = (ai1, . . . , aid), i = 1, . . . , r. Группа G есть r-параметрическая
поверхность {(λa11

1 · . . . · λar1
r , . . . , λa1d

1 · . . . · λard
r ) : λj ∈ C∗} ⊂ (C∗)d, так что

z ∼ η ⇔ ∃(λ1, . . . , λr) : z = (z1, . . . , zd) = (λa11
1 · . . . · λar1

r η1, . . . , λ
a1d
1 · . . . · λard

r ηd).

Моментное отображение (см.: [4]) µ : Cd → Rd/Rn ' Rr будет выглядеть следующим
образом:

µ(z1, . . . , zd) = (ρ1, . . . , ρr),

где 
a11|z1|2 + . . . + a1d|zd|2 = ρ1

...
ar1|z1|2 + . . . + ard|zd|2 = ρr.

(7)

При фиксированном ρ = (ρ1, . . . , ρr) ∈ Rr соотношения (7) определяют множество
Γ(ρ) = µ−1(ρ).

Конус Кэлера [4] для торического многообразия X определяется следующим обра-
зом. Припишем каждому вектору vi из Σ число bi ∈ R, т. е. рассмотрим функцию
ψ : {v1, . . . , vd} → R на конечном множестве векторов vi. Эту функцию можно про-
должить до кусочно-линейной функции во всем пространстве Rn, полагая ее линейной
на каждом конусе σ ∈ Σ. Нас интересуют те векторы (b1, . . . , bd) ∈ Rd, для которых
указанные кусочно-линейные функции строго выпуклые. Совокупность таких векторов
образует многогранный конус K̃ в Rd (т. е. конус, ограниченный конечным числом ги-
перплоскостей).

Обозначим через µ̃ : Rd → Rr линейное отображение с матрицей (aij) из (7).

Определение 6. Внутренность K образа µ̃(K̃) в пространстве Rr называется конусом
Кэлера.

Фактически конус K̃ описывается следующим образом [4]. Для каждого примитив-
ного набора векторов vk1 , . . . , vkm представляем их сумму в виде

vk1 + . . . + vkm = ci1vi1 + . . . + cinvin , ci1 , . . . , cin ∈ Q+, (8)

где vi1 , . . . , vin образуют конус, в который попадает эта сумма. Тогда каждый такой
набор vk1 , . . . , vkm определяет неравенство на векторы b = (b1, . . . , bd) ∈ K̃:

bk1 + . . . + bkm > ci1bi1 + . . . + cinbin . (9)

Тем самым K̃ задается системой неравенств (9), пробегающих по всем наборам векторов
vk1 , . . . , vkm , не принадлежащих какому-либо конусу веера, где i1, . . . , in и ci1 , . . . , cin

зависят от выбранного набора vk1 , . . . , vkm .
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Отождествляя bj с |zj |2 и рассматривая образы µ(z1, . . . , zd) = (ρ1, . . . , ρr), получим,
что конус Кэлера K задается системой неравенств на ρj :

|zk1(ρ)|2 + . . . + |zkm(ρ)|2 > ci1 |zi1(ρ)|2 + . . . + cin |zin(ρ)|2, (10)

причем неравенств столько, сколько примитивных наборов [4]. Неравенства (10) будем
называть условиями кэлеровости. Для ρ ∈ K цикл Γ(ρ) = µ−1(ρ) не пересекает Z(Σ)
(см.: [4]).

§ 2. Конструкция интегрального представления

Форма в CdrZ(Σ), являющаяся ядром интегрального представления (аналог формы
Бохнера–Мартинелли), была построена автором в работе [4]. Она имеет бистепень (d, n),
является замкнутой и представляется в виде (5). Числитель — форма типа (d, n), где
dz = dz1 ∧ . . . ∧ dzd, а

h(z) =
∑
J

′
vJz[J ]dzJ (11)

— аналог формы Эйлера. Здесь J = (j1, . . . , jn) — мультииндекс. Штрих означает, что
суммирование ведется по строго возрастающим индексам 1 6 j1 < . . . < jn 6 d, |J | =
= j1 + . . . + jn, vJ = vj1...jn = det(vj1 , . . . , vjn); z[J ] = z[j1, . . . , jn] — произведение zl,
l = 1, . . . , d, l 6= j1, . . . , jn; dzJ = dzj1 ∧ . . . ∧ dzjn .

Для построения знаменателя g формы (5) введем следующие обозначения. Пусть
σ

(n)
m , m = 1, . . . ,M — все конусы веера максимальной размерности, равной n. Далее

для краткости будем писать просто σm и везде далее, если размерность конуса не будет
оговорена, считаем ее равной n.

Пусть конус σm порожден векторами vm1 , . . . , vmn . В силу примитивности веера
det(vm1 , . . . , vmn) = ±1. Везде далее будем считать, что для каждого n-мерного ко-
нуса σm порядок векторов vm1 , . . . , vmn задан так, что det(vm1 , . . . , vmn) = 1. Введем
обозначение

νσm
l := −

n∑
i=1

det(vm1 , . . . , vmi−1 , vl, vmi+1 , . . . , vmn). (12)

Если веер выпуклый, то для любого конуса σm максимальной размерности выполнено
следующее условие:

νσm
l > −1, ∀ 1 6 l 6 d, (13)

причем при l ∈ {m1, . . . ,mn} выполнено равенство, поскольку в этом случае все слагае-
мые, кроме одного, равны нулю в силу линейной зависимости столбцов в определителях.

Теперь мы можем определить знаменатель g в виде полиномиальной по z и z̄ функ-
ции

g(z, z̄) =
M∑

m=1

cm(zz̄)νσm+1̄,

где

(zz̄)νσm+1̄ =
∏

16l6d

(zlz̄l)ν
σm
l +1.



66 А.А. Кытманов

Рассмотрим область D = Dρ:

D :=
{

z ∈ Cd : |zk1 |2 + . . . + |zkm |2 < |zk1(ρ)|2 + . . . + |zkm(ρ)|2 −

− ci1 |zi1(ρ)|2 − . . . − cin |zin(ρ)|2, ∀k1, . . . , km : vk1 , . . . , vkm − примитивный
}
. (14)

Заметим, что область D непуста, если выполнены условия кэлеровости (10). Сформу-
лируем основной результат работы [4].

Теорема 1. Пусть функция f(z) голоморфна в области W , определяющейся неравен-
ствами (4), и непрерывна в замыкании W . Тогда в пересечении D ∩ W , где область
D определяется неравенствами (14), справедливо интегральное представление (6), где
цикл Γ определяется равенствами (7), а C — константа нормировки: C =

∫
Γ

ω > 0.

§ 3. Описание алгоритма

Основная процедура ToricVariety реализует конструкцию торического многообра-
зия и связанного с ним интегрального представления. Входными данными процедуры
являются набор векторов (одномерных образующих) веера Σ и набор из номеров векто-
ров, образующих конусы максимальной размерности в Σ. Процедура последовательно
вычисляет размерность d, строит множество Z(Σ) и группу G, участвующие в конструк-
ции торического многообразия X (2).

Для конструкции множества Z(Σ) используется процедура PrimColl, которая по за-
данному набору номеров векторов cone_list, составляющих конусы максимальной раз-
мерности в веере, вычисляет все примитивные наборы векторов веера.

Для построения группы G используется процедура LinRel, которая по заданному
набору векторов vec_list вычисляет все независимые линейные соотношения на них. На
выходе процедура выдает список векторов-строк матрицы линейных соотношений.

Далее в основной процедуре производится построение формы ω, являющейся ядром
интегрального представления. Для построения знаменателя формы используется проце-
дура nu_sigma, которая вычисляет показатели νσm

l по формуле (12). Она использует
процедуру Permut, которая, получая на входе вектор и число, выдает список векто-
ров, получающихся из данного путем подстановки заданного числа, на первое, второе,
и так далее, места. На входе nu_sigma получает список векторов веера и результат
подстановки числа l в вектор (m1, . . . ,mn) из (12).

Для построения области D в основной процедуре приводится алгоритм, вычисляю-
щий конус Кэлера данного торического многообразия X.

Процедуры SubsetsMinus1 и SetOfAllSubsets, также участвующие в алгорит-
ме, можно отнести к разряду вспомогательных. Процедура SubsetsMinus1 получает
на входе множество и выдает множество всех подмножеств данного множества с чис-
лом элементов на единицу меньшим числа элементов входного множества. Процедура
SetOfAllSubsets получает на входе множество и неотрицательное целое число K. Если
K = 0, то процедура выдает множество всех подмножеств данного множества. Если
K > 0, то процедура выдает множество всех подмножеств данного множества, состоя-
щих из K элементов.
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Подробное описание алгоритма приводится в работе [7].

§ 4. Примеры

Проверка вышеописанного алгоритма, реализующего конструкцию торического мно-
гообразия по его вееру, а затем и интегрального представления, связанного с торическим
многообразием, проводилась на следующих двух примерах. Алгоритм был реализован
в среде Maple 12. Вычисления производились на машине Intel Core 2 Duo E6550 (2,33
GHz) c 1 Gb RAM под управлением Windows XP SP 3. Время счета для обоих примеров
составило 0,0 сек.

В первом примере рассматривается полный выпуклый веер в R2 с образующими

v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (−1, 0), v4 = (−1,−1), v5 = (0,−1).

Для конуса σ, построенного на векторах vi1 , . . . , vin , будем использовать обозначение

σ = 〈vi1 , . . . , vin〉.

Тогда конусами максимальной размерности 2 будут конусы

σ1 = 〈v1, v2〉, σ2 = 〈v2, v3〉, σ3 = 〈v3, v4〉, σ4 = 〈v4, v5〉, σ5 = 〈v5, v1〉.

Таким образом, основная процедура ToricVariety получает на входе список векто-
ров [[1, 0], [0, 1], [−1, 0], [−1,−1], [0,−1]] и список конусов [[1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5], [5, 1]].

Рассматриваемое торическое многообразие является фактор-пространством (2), где

d = 5, Z(Σ) =

= {z1 = z3 = 0} ∪ {z1 = z4 = 0} ∪ {z2 = z4 = 0} ∪ {z2 = z5 = 0} ∪ {z3 = z5 = 0}.

Независимыми соотношениями между vi являются следующие:
v1 + v2 + v4 = 0,

v1 + v3 = 0,

v2 + v5 = 0,

тем самым базис решетки соотношений составляют вектора µ1 = (1, 1, 0, 1, 0), µ2 =
= (1, 0, 1, 0, 0), µ3 = (0, 1, 0, 0, 1). Группа действия G есть 3-параметрическая поверхность

{(λ1λ2, λ1λ3, λ2, λ1, λ3) : λj ∈ C∗} ⊂ (C∗)5,

изоморфная тору (C∗)3.
Цикл интегрирования Γ(ρ) = µ−1(ρ) определяется системой:

ρ1 = |z1|2 + |z2|2 + |z4|2

ρ2 = |z1|2 + |z3|2

ρ3 = |z2|2 + |z5|2.
(15)
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Конус Кэлера для данного торического многообразия будет задаваться следующими
неравенствами: 

ρ2 > 0
ρ1 > ρ3

ρ1 > ρ2

ρ3 > 0
ρ2 + ρ3 > ρ1.

Эталонная форма ω в C5 r Z(Σ) имеет бистепень (5, 2) и представляется в виде (5),
где

dz = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 ∧ dz4 ∧ dz5,

а

h(z) = −z3z4z5dz1 ∧ dz2 + z2z3z5dz1 ∧ dz4 + z2z3z4dz1 ∧ dz5 − z1z4z5dz2 ∧ dz3−

− z1z3z5dz2 ∧ dz4 − z1z2z5dz3 ∧ dz4 − z1z2z4dz3 ∧ dz5 − z1z2z3dz4 ∧ dz5

— аналог формы Эйлера. Знаменатель g — полином:

g(z, z̄) = |z1|2|z2|4|z3|2 + |z1|4|z2|2|z5|2 + |z1|4|z4|2|z5|4 + |z2|4|z3|4|z4|2 + |z3|4|z4|6|z5|4.

Область D и полиэдр W , участвующие в формулировке теоремы 1, задаются, соот-
ветственно, системами неравенств:

D :



|z1|2 + |z3|2 < ρ2

|z1|2 + |z4|2 < ρ1 − ρ3

|z2|2 + |z4|2 < ρ1 − ρ2

|z2|2 + |z5|2 < ρ3

|z3|2 + |z5|2 < ρ2 + ρ3 − ρ1

и

W :


|z1|2 + |z2|2 + |z4|2 < ρ1

|z1|2 + |z3|2 < ρ2

|z2|2 + |z5|2 < ρ3.

Данные результаты совпадают с результатами, полученными в работе [5].
Во втором примере рассматривается полный невыпуклый веер в R2 с образующими

v1 = (1, 0), v2 = (−2, 1), v3 = (−1, 0), v4 = (−2,−1).

Конусами максимальной размерности 2 являются

σ1 = 〈v1, v2〉,σ2 = 〈v2, v3〉, σ3 = 〈v3, v4〉, σ4 = 〈v4, v1〉.

Таким образом, основная процедура ToricVariety получает на входе список векто-
ров [[1, 0], [−2, 1], [−1, 0], [−2,−1]] и список конусов [[1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 1]].

Рассматриваемое торическое многообразие является фактор-пространством (2), где
d = 4,

Z(Σ) = {z1 = z3 = 0} ∪ {z2 = z4 = 0}.
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Независимыми соотношениями между vi являются следующие:{
4v1 + v2 + v4 = 0

v1 + v3 = 0,

тем самым базис решетки соотношений составляют вектора µ1 =(4,1,0,1), µ2 = (1,0,1,0).
Группа действия G есть 2-параметрическая поверхность

{(λ4
1λ2, λ1, λ2, λ1) : λj ∈ C∗} ⊂ (C∗)4,

изоморфная тору (C∗)2.
Цикл интегрирования Γ(ρ) = µ−1(ρ) определяется системой{

ρ1 = 4|z1|2 + |z2|2 + |z4|2

ρ2 = |z1|2 + |z3|2.
(16)

Конус Кэлера для данного торического многообразия будет задаваться следующими
неравенствами: {

ρ2 > 0
ρ1 > 4ρ2.

Эталонная форма ω в C4 r Z(Σ) имеет бистепень (4, 2) и представляется в виде (5),
где

dz = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 ∧ dz4,

а

h(z) = −z3z4dz1 ∧ dz2 + z2z3dz1 ∧ dz4 − z1z4dz2 ∧ dz3−

− 4z1z3dz2 ∧ dz4 − z1z2dz3 ∧ dz4

— аналог формы Эйлера. Знаменатель g — рациональная функция

g(z, z̄) = |z3|4|z4|12 + |z1|4|z4|−4 + |z1|4|z2|−4 + |z2|12|z4|4.

Область D и полиэдр W , участвующие в формулировке теоремы 1, задаются, соот-
ветственно, системами неравенств:

D :

{
|z1|2 + |z3|2 < ρ2

|z2|2 + |z4|2 < ρ1 − 4ρ2

и

W :

{
4|z1|2 + |z2|2 + |z4|2 < ρ1

|z1|2 + |z3|2 < ρ2.

Данные результаты совпадают с результатами, полученными в работе [6]. Следу-
ет, однако, отметить, что в [6] знаменатель g(z, z̄) был выписан в виде единой дроби,
поскольку в нем присутствуют отрицательные степени.
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