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ОДНА ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ АБСОЛЮТНЫХ РЕТРАКТОВ

И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ. II

Приведены утверждения, относящиеся к вопросу нахождения топологических характериза-
ций пространств Q и l2. Установлены некоторые свойства абсолютных(окрестностных) ретрактов.
В доказательствах полученных результатов использовано равенство ANR(M)∩ARǫ(M)=AR(M).
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Настоящая работа является продолжением статей [1; 2]. Методами теории ретрактов

в [1] доказана

Теорема 1. Метрическое пространство Y принадлежит классу ANR(M) ∩ ARε(M) в

том и только в том случае, когда Y ∈ AR(M).

В [3. С. 138] указано, что «...остающаяся проблема— получить полезные и простые то-

пологические характеризации Q и l2, не зависящие явным образом от свойств линейных

пространств или от структуры пространства как произведения пространств». В данной

работе получены с помощью теоремы 1 некоторые такие характеризации пространств

Q и l2 (теоремы 4, 5).

Установлены также некоторые свойства абсолютных (окрестностных) ретрактов.

Отметим, что Келлер доказал в 1931 г., что любое компактное выпуклое бесконечно-

мерное подмножество l2 гомеоморфно Q. Из недавних работ Веста и Эдвардса следует,

что любое счетное бесконечное произведение компактов гомеоморфно Q тогда и толь-

ко тогда, когда каждый сомножитель является абсолютным ретрактом и бесконечное

число из них не вырождено. Принадлежащие Андерсону и Кадецу результаты харак-

теризуют l2 как топологическое пространство, гомеоморфное любому сепарабельному

бесконечномерному пространству Фреше.

Результаты Торунчика утверждают, что X× l2 гомеоморфно l2 тогда и только тогда,

когда X — топологически полное сепарабельное AR(M)-пространство. Характеризации

пространств Q и l2 получены также Торунчиком в [4; 5].

Торунчик доказал в [4], что если X — компактный метрический абсолютный ретракт,

допускающий сколь угодно близкое к тождественному отображение на Z-множество, то

X гомеоморфен Q.

Сформулируем определение абсолютного ε-ретракта из [1; 2], которое будет далее

использовано.

Замкнутое подмножество A метрического пространства X называется ε-ретрактом

X, если для всякого δ > 0 существует такое непрерывное отображение rδ : X → A, что

ρ (x, rδ(x)) ≤ δ для всех x ∈ A. Метрическое пространство Y называется абсолютным
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ε-ретрактом, если всякое замкнутое подмножество A любого метрического пространства

X, изометричное Y , является ε-ретрактом X.

Совокупность всех абсолютных ε-ретрактов обозначим через ARε(M).

Замкнутое подмножество A метрического пространства X называется Z-множеством

в X, если для произвольного открытого покрытия α пространства X найдется непре-

рывное отображение X в Xr A, α— близкое к тождественному отображению idX [3].

Имеют место

Теорема 2 [3. С. 143]. Если X есть метрический ANR-компакт, A ⊂ X — такое Z-мно-

жество, что Xr A является Q-многообразием, то X также является Q-многообразием.

Теорема 3 [3. С. 148]. Если X есть топологически полное ANR(M)-пространство,

A ⊂ X — такое Z-множество, что XrA является l2-многообразием, то X также является

l2-многообразием.

Докажем следующую лемму.

Лемма 1. Если в метрическом пространстве Y найдется такое Z-множество B, что

Y r B ∈ AR(M), то Y ∈ ARε(M).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть X — метрическое пространство, A— замкнутое подмно-

жество X, f : A → Y — непрерывное отображение, δ > 0. Поскольку B — Z-множество

в пространстве Y , то найдется такое непрерывное отображение hδ : Y → Y r B, что

ρ(hδ(x), x) ≤ δ для всех x ∈ Y . Рассмотрим непрерывное отображение f ′ = hδf ;

f ′ : A → Y r B. Так как пространство Y r B принадлежит AR(M), то существует

такое непрерывное отображение gδ : X → Y r B, что gδ(x) = f ′(x) для всех x ∈ A.

Следовательно,

ρ (f(x), gδ(x)) ≤ δ

для всех x ∈ A. Согласно предложению 1 из [2] получаем, что Y ∈ ARε(M). Лемма

доказана.

Отметим, что в условиях леммы метрическое пространство Y не будет, вообще гово-

ря, абсолютным ретрактом. Приведем

Пример 1. Пусть C = C1 ∪ C2, где

C1 =
{
(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1, x = 0

}
,

C2 =

{
(x, y) ∈ R2 : y = sin

1

x
, 0 < x ≤ 1

}
.

Множество C1 является Z-множеством в компакте C; C2 ∈ AR(M). При этом

C /∈ AR(M), C ∈ ARε(M).

Теорема 4. Если X есть метрический ANR-компакт, A ⊂ X — такое Z- множество, что

XrA является стягиваемым Q-многообразием, то X гомеоморфен гильбертову кубу Q.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме 2 пространство X является Q-многообразием. Со-

гласно лемме 1 имеем X ∈ ARε(M). Так как X ∈ ANR(M) ∩ ARε(M), то по теореме 1

X — абсолютный ретракт. По теореме 22.1 из [3] стягиваемое компактное Q-многообразие

гомеоморфно гильбертову кубу Q, т. е. X ≈ Q. Теорема доказана.
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Теорема 5. Если X есть топологически полное ANR(M)-пространство, A ⊂ X — такое

Z-множество, что XrA является стягиваемым l2-многообразием, то X гомеоморфно l2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме 3 X является l2-многообразием. Согласно лемме 1

имеем X ∈ ARε(M). Поскольку X ∈ ANR(M) ∩ARε(M), то по теореме 1 пространство

X стягиваемо. Согласно результату Хендерсона [6] стягиваемое l2-многообразие гомео-

морфно пространству l2, т. е. X ≈ l2.

Теорема доказана.

Теорема 4 обобщает теорему 22.1 из [3]; теорема 5 обобщает теорему Хендерсона из [6].

При доказательстве теорем 4 и 5 была использована

Теорема 6 [7]. Если X — стягиваемое ANR(M)-пространство, то X ∈ AR(M).

Приведем обобщение теоремы 6.

Теорема 7. Пусть X ∈ ANR(M) и существует такое Z-множество B ⊂ X, что подпро-

странство Xr B стягиваемо. Тогда X ∈ AR(M).

Доказательство аналогично доказательству теорем 4,5.

Отметим также следующее. В связи с требованием топологической полноты в тео-

реме 3 возникает вопрос: пусть X — метрическое пространство, B — Z-множество в X и

пусть пространство Xr B топологически полно. Будет ли тогда X топологически пол-

ным? Покажем, что ответ на этот вопрос отрицательный. Далее потребуются такие две

теоремы из [8].

Теорема 8. Любое непустое Gδ-множество полного метрического пространства топо-

логически полно.

Теорема 9. Если подмножество X0 метрического пространства X гомеоморфно полно-

му метрическому пространству, то X0 является Gδ-подмножеством X.

Приведем

Пример 2. Пусть K0 = (0, 1)× (0, 1) ⊂ R2, A— множество всех рациональных чисел на

интервале (0, 1) × {0} ,K = K0 ∪A. Множество A является, очевидно, Z-множеством в

пространстве K. По теореме 8 открытый квадрат K0 есть топологически полное метри-

ческое пространство.

Пространство K топологически полным не является. Действительно, если бы K было

топологически полным, то тогда по теореме 9 множество K было бы Gδ-подмножеством

плоскости R2 и, значит, множество A было бы Gδ-подмножеством прямой R1,что не

верно [9].

Теорема 10. Пусть X есть ANR(M)-пространство, Y ⊂ X плотно в X, и пусть для

всякого δ > 0 существует такое непрерывное отображение hδ : X → Y , что ρ(hδ(x), x) ≤
≤ δ для всех x ∈ X. Тогда если Y ∈ ARε(M), то всякое открытое подмножество X0

пространства X, содержащее Y , является AR(M)-пространством.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть δ > 0, Z0 — метрическое пространство, A— замкнутое под-

множество Z0, f : A → X0 — непрерывное отображение. Для данного δ > 0 найдется

такое непрерывное отображение hδ : X → Y , что ρ(hδ(x), x) ≤ δ для всех x ∈ X.
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Рассмотрим непрерывное отображение gδ = hδf ; gδ : A → Y . Так как Y — абсолютный

ε-ретракт, то по предложению 1 из [2] существует непрерывное отображение fδ : Z0 → Y

такое, что

ρ (fδ(x), gδ(x)) ≤ δ

для всех x ∈ A. Следовательно,

ρ (f(x), fδ(x)) ≤ 2δ

для всех x ∈ A. Согласно предложению 1 из [2] имеем X0 ∈ ARε(M). По теореме Хан-

нера [7] X0 ∈ ANR(M). Поскольку X0 ∈ ANR(M) ∩ARε(M), то по теореме 1 получаем

X0 ∈ AR(M).

Теорема доказана.

Теорема 10 обобщает теорему 1.

Отметим, что теорема 7 является также следствием теоремы 10.

Далее ε-ретрактом метрического пространства X будем называть такое подмноже-

ство A пространства X (не обязательно замкнутое), что для всякого δ > 0 существу-

ет δ-ретракция rδ : X → A (т. е. такое непрерывное отображение rδ : X → A, что

ρ(x, rδ(x)) ≤ δ для всех x ∈ A). Если B — Z-множество в метрическом пространстве X,

то очевидно, что Xr B — ε-ретракт X.

Теорема 11. Пусть U — открытое подмножество гильбертова пространства l2, являю-

щееся его ε-ретрактом. Тогда U гомеоморфно l2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть X — метрическое пространство, X0 — замкнутое подмно-

жество X, f : X0 → U — непрерывное отображение, δ > 0. Существует непрерывное

отображение f ′ : X → l2 такое, что f ′|X0 = f . Найдется непрерывное отображе-

ние rδ : l2 → U , для которого ρ(x, rδ(x)) ≤ δ для всех x ∈ U . Положим fδ = rδf
′;

fδ : X → U — непрерывное отображение. Если x ∈ X0, то

ρ (f(x), fδ(x)) = ρ (f(x), rδf(x)) ≤ δ.

Согласно предложению 1 из [2] имеем U ∈ ARε(M). По теореме Ханнера [7]

U ∈ ANR(M). По теореме 1 получаем, что U ∈ AR(M). Таким образом, U — стяги-

ваемое l2-многообразие и, значит, U гомеоморфно l2 по теореме 5.

Теорема доказана.

Следствие 1. Если A и B — Z-множества в l2, то пространства l2 r A и l2 r B гомео-

морфны.

Приведенное следствие хорошо известно.

Автор благодарен профессору B.И. Кузьминову за обсуждение результатов.
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