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БЕСКОНЕЧНОЕ СЕМЕЙСТВО Σ−1
a -МНОЖЕСТВ

С ЕДИНСТВЕННОЙ ВЫЧИСЛИМОЙ НУМЕРАЦИЕЙ∗

В статье построен пример бесконечного семейства Σ−1
a -множеств с единственной Σ−1

a -вы-
числимой нумерацией, где a — конструктивный ординал.
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1. Основные результаты

В этой работе речь пойдет о вычислимых нумерациях. Нумерации дают возмож-
ность алгоритмического изучения свойств счетных семейств произвольных объектам
через присвоение этим объектам некоторых «имен» (натуральных чисел). В работах
А.И. Мальцева [1] и Ю.Л. Ершова [2; 3] можно найти изложение основных результатов
этой теории.

В работе С.С. Гончарова и А. Сорби [4] были предложены общие подходы, позво-
ляющие говорить о вычислимой характеризации для классов алгебраических структур.
В частности, одна из идей, предложенных в [4], приводит к нумерациям, обладающим
той или иной алгоритмической сложностью в одной из общепринятых иерархий (как,
например, иерархия Ершова).

Приведем определение множества A из уровня Σ−1
a иерархии Ершова для любого

конструктивного ординала a (следуя [5]).

Определение 1. Для любого a ∈ O множество A является Σ−1
a множеством, если су-

ществуют вычислимая функция f(x, s) и частично вычислимая функция g(x, s), такие
что для любого x:

1) A(x) = lim
s

f(x, s), f(x, 0) = 0;

2) g(x, s) ↓→ g(x, s + 1) ↓6o g(x, s) <o a;

3) f(x, s) 6= f(x, s + 1) → g(x, s + 1) ↓6= g(x, s).

Тогда, согласно работе [4], можно дать определение Σ−1
a -вычислимой нумерации ν.

Определение 2. Нумерация ν является Σ−1
a -вычислимой нумерацией, если существу-

ют вычислимая функция f(n, x, s) и частично вычислимая функция g(n, x, s), такие что
для любых x, n:
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1) ν(n, x) = lim
s

f(n, x, s), f(n, x, 0) = 0;

2) g(n, x, s) ↓→ g(n, x, s + 1) ↓6o g(n, x, s) <o a;

3) f(n, x, s) 6= f(n, x, s + 1) → g(n, x, s + 1) ↓6= g(n, x, s).

В работе [6] представлены некоторые результаты, связанные с вычислимыми нуме-
рациями семейств множеств иерархии Ершова. В частности, была доказана следующая
теорема.

Теорема 1 (С.С. Гончаров, С. Лемп, Д.Р. Соломон). Существует бесконечное семейст-
во вычислимо перечислимых множеств с единственной вычислимой нумерацией, рас-
сматриваемой как Σ−1

2 -вычислимая нумерация Σ−1
2 -множеств.

В данной работе предлагается обобщение этого результата на все конструктивные
ординалы.

Теорема 2. Пусть a ∈ O. Существует бесконечное семейство Σ−1
a -множеств с един-

ственной вычислимой нумерацией.

2. Доказательство теоремы

Для начала сформулируем и докажем одну техническую лемму.

Лемма 1. Существует эффективный список всех вычислимых нумераций семейств
Σ−1

a -множеств.

Пусть Ξ−1
a — m-универсальное множество для класса Σ−1

a (Существование такого мно-
жества показано, например, в [7]). Тогда для любого натурального n множество κn(Ξ−1

a )
является Σ−1

a -множеством, где κ — клиниевская нумерация частично вычислимых функ-
ций. Так как κ — полная нумерация, то для любой частично вычислимой функции f

найдется вычислимая функция g, такая что:

κg(n) = κf(n), если f(n) определено, и κg(n) = κ0 иначе.

Тогда определим нумерацию µe:

µe(n) = κϕ′
e(n)(Ξ−1

a ),

где ϕe(n) — какая-нибудь универсальная функция для класса частично вычислимых
функций, ϕ′

e(n) — полученная по описанному выше алгоритму вычислимая функция.
Каждая из построенных нумераций µe является вычислимой нумерацией; так, каж-

дая ϕ′
e(n) — вычислима, а каждое множество κn(Ξ−1

a ) принадлежит классу. Σ−1
a .

¤
Перейдем к доказательству основного результата. Зафиксируем эффективное пере-

числение вычислимых нумераций {µe}e∈ω Σ−1
a -множеств и построим вычислимую нуме-

рацию ν, перечисляющую семейство S Σ−1
a -множеств. Следуя приведенному выше опре-

делению, из того, что у нас есть эффективный список нумераций {µe}e∈ω, мы можем
указать набор вычислимых функций φe(n, x, s) и набор частично вычислимых функций
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ψe(n, x, s), где каждая пара 〈φe, ψe〉 определяет нумерацию µe. Для того чтобы получить
вычислимую нумерацию ν, нам необходимо построить вычислимую функцию f(n, x, s)
и частично вычислимую функцию g(n, x, s). Будем строить также наборы вычислимых
функций {αe}e∈ω и {βe}e∈ω.

Для каждого e ∈ ω будем действовать следующим образом:

1) для каждого натурального n и s > 0 определим f(n, 〈n, e〉, s) = 1, где 〈n, e〉 —
номер пары (n, e) (т. е., мы помещаем все номера пар (n, e) во множества ν(n)
соответственно);

2) для всех чисел k, n ∈ ω, таких что значения αe(n) и βe(k) пока не определены,
ожидаем такого шага s > 0, что φ(k, 〈n, e〉, s) = 1. Тогда полагаем αe(n) = k и
βe(k) = n (тем самым мы обеспечиваем сводимость µe к ν и наоборот);

3) если αe(n) = k и βe(k) = n и найдется такой шаг вычисления s, что φ(k, 〈n, e〉, s) =
= 0 (т. е. номер пары (n, e) сначала попал во множество µe(k), а затем покинул его),
то полагаем для всех n′ 6= n:

f(n′, 〈n, e〉, s′) = 0, g(n′, 〈n, e〉, s′) не определена для всех s′ 6 s,

f(n′, 〈n, e〉, s′) = sg(φ(k, 〈n, e〉, s′)), g(n′, 〈n, e〉, s′) = ψ(k, 〈n, e〉, s′) для всех s′ > s.

Этот шаг позволяет нам быть уверенными в том, что если номер пары (n, e) когда-
нибудь покинет и уже не вернется во множество µe(k), то нумерация µe не сможет
быть вычислимой нумерацией семейства S.

Пусть µe является вычислимой нумерацией семейства S, а значит, в ходе выполнения
шагов 2 и 3 конструкции мы получим, что ν(n, 〈n, e〉) = 1 и ν(n′, 〈n, e〉) = 0, где n′ 6=
n. Другими словами, каждое множество ν(n) содержит ровно один номер вида 〈n′, e〉,
а именно номер пары (n, e). Так как µe является вычислимой нумерацией семейства
S, то каждое множество µe(k) должно содержать ровно один элемент вида 〈n, e〉, и
для каждого натурального n должно существовать по крайней мере одно такое k, что
множество µe(k) содержит элемент 〈n, e〉. Таким образом, функции αe и βe являются
сводящими и свидетельствуют об эквивалентности нумераций ν и µe. ¤

Отметим, что, вообще говоря, для каждого натурального e число ошибок, соверша-
емых при построении нумерации ν, меньше, чем аналогичное число для нумерации µe.
Это следует из того, что в шаге 3 мы начинаем строить нумерацию ν уже после того, как
в нумерации µe произошло одно изменение (элемент 〈n, e〉 сначала попал во множество
µe, а затем покинул его). Отсюда мы можем сформулировать следующее следствие.

Следствие 1. Пусть a, b ∈ O, причем a является последователем b. Существует беско-
нечное семейство Σ−1

b -множеств с единственной вычислимой нумерацией, рассматрива-
емой как вычислимая нумерация Σ−1

a -множеств.
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