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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ
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Рассматривается задача интегральной геометрии, состоящая в определении заданного в еди-
ничном круге симметричного 2-тензорного поля по его известным лучевым преобразованиям.
Построены сингулярные разложения операторов продольного, поперечного и смешанного лу-
чевых преобразований, представляющих собой интегралы от проекций поля на прямую, вдоль
которой они вычисляются. Результаты получены с существенным использованием теоремы раз-
ложения тензорных полей и их представления через потенциалы. Полученные сингулярные
разложения конструктивны и, в сущности, являются основой для алгоритма восстановления
тензорного поля по его известным лучевым преобразованиям.
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Введение

Развитие математических инструментов, с одной стороны, и систем сбора и обработ-
ки данных — с другой, привели к новым томографическим постановкам и математиче-
ским моделям, таким как термо- и диффузионная, векторная и тензорная томография
и многим другим. Так, векторная и тензорная томография возникли с целью определе-
ния нескалярных характеристик сред, таких как, например, скорости течения жидкости
или газа, анизотропные свойства твердых тел и земных пород. Если по отношению к
векторным полям можно смело использовать термин «векторная томография», так как
разработаны методы измерений соответствующих томографических данных, то по от-
ношению к тензорным полям термин «тензорная томография» можно применять лишь
к ограниченному числу задач, так как физические методы измерений необходимых дан-
ных для широкого круга задач отсутствуют или недостаточно развиты. По этой причине
корректнее говорить о «задаче интегральной геометрии тензорных полей», в которой ис-
ходные данные продиктованы постановкой задачи, но не с физической возможностью
их измерений.

Рассматривается задача интегральной геометрии симметричных 2-тензорных полей,
состоящая в определении поля или его частей по известным лучевым преобразованиям.
Иными словами, требуется обратить операторы продольного, поперечного или смешан-
ного лучевых преобразований, примененных к тензорному полю, т. е. требуется решить
операторное уравнение вида Af = g, где A — линейный ограниченный (в нашем случае
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интегральный) оператор, f — неизвестное тензорное поле, а g — известная правая часть,
являющаяся значениями лучевых преобразований и исходными данными в поставлен-
ной задаче.

Для обращения операторов часто используется метод разложения по сингулярным
числам (метод SVD, singular value decomposition). Суть метода заключается в том, что
оператор A представляется в виде ряда по сингулярным числам и базисным элемен-
там в пространстве образов, тогда обратный оператор будет представлять собой ряд
со схожей структурой, где задействованы прообразы этих базисных элементов и те же
сингулярные числа. В скалярном и векторном случаях задача решена ранее, построены
разложения как оператора Радона [1–5], так и некоторых операторов лучевых преобразо-
ваний векторных полей [6; 7]. В работе [8] построено сингулярное разложение оператора
продольного лучевого преобразования веерного типа, действующего на соленоидальные
тензорные поля. Решение задачи в векторном (см. [7]) и тензорном случаях, предлагае-
мое в данной работе, основано на возможности представления соответствующих полей
с использованием потенциалов, которые строятся в виде произведения гармонических
функций и классических ортогональных полиномов.

1. Структура, свойства и лучевые преобразования
симметричных 2-тензорных полей

2Введем обозначения B = {(x, y) ⇒ R2 | x2 + y < 1} для единичного круга, ∂B =
= {(x, y) ⇒ R2 | x2 + y2 = 1} для единичной окружности и Z = {(ξ, s) ≥ R3 | ξ ⇒ ∂B, s ⇒
(−1, 1)}, Z = ∂B × (−1, 1) для цилиндра. Единичные векторы ξ ⇒ ∂B, ξ = (cos α, sin α),
η := ξ∞ ⇒ ∂B, η = (− sinα, cos α) и вещественное число s ⇒ R задают прямую Lξ,s

в форме либо нормального уравнения x cos α + y sinα − s = 0, либо параметрических
уравнений x = s cos α − t sinα, y = s sinα + t cos α.

Функции (скалярные поля) обозначаем через f(x), g(x), . . . За потенциалами, кото-
рые задают тензорные поля, закрепляем обозначения ϕ(x), ψ(x), χ(x), . . . Считаем их

1 1определенными в B ≥ R2; при этом обозначения x = (x , x2), y = (y , y2),. . . удоб-
ны для постановки задачи и формулировок необходимых свойств тензорных полей, но
иногда мы будем использовать и обозначения (x, y) для координат точек на плоскости.
Множество симметричных m-тензорных полей w(x) = (wi1...im(x)), u(x) = (ui1...im(x)),
v(x) = (vi1...im(x)), . . ., i1, . . . , im = 1, 2, определенных в B, обозначается Sm(B). Скаляр-
ное произведение в Sm(B) вводится формулой

i1...im(x),∧u(x), v(x)∨ = ui1...im(x)v (1)

где по повторяющимся сверху и снизу одноименным индексам подразумевается сумми-
рование от 1 до 2. Напомним, что в евклидовом пространстве с заданной в нем декар-
товой прямоугольной системой координат различия между контравариантными и кова-
риантными компонентами нет. В дальнейшем мы будем пользоваться ковариантными
компонентами.

Напомним обозначения для функциональных пространств. Прежде всего, это про-
странство интегрируемых с квадратом функций L2(B) или симметричных m-тензорных
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полей L2(Sm(B)), а также весовое L2-пространство L2(Z, ρ), где ρ(s) > 0 задана на ци-
линдре Z. Симметричные m-тензорные поля u, v являются элементами из L2(Sm(B)) со
скалярным произведением

(u, v)L2(Sm(B)) = ∧u(x), v(x)∨ dx. (2)
B

Пространства дифференцируемых, с конечным порядком k, симметричных m-тензор-
ных полей обозначаем через Ck(Sm(B)), Ck(Sm(B)); пространства Соболева — через0

Hk(Sm(B)), Hk(Sm(B)), Hk(Z), m = 0, 1, 2; k = 0, 1, . . .0

1.1. Дифференциальные операторы

Наряду с известными операторами градиента d : Hk(B) - Hk−1(S1(B)) и диверген-
ции δ : Hk(S1(B)) - Hk−1(B), � ∂ϕ ∂ϕ ∂u1 ∂u2dϕ = (dϕ)1, ( dϕ)2 = , , (δu) = + ,

∂x1 ∂x2 ∂x1 ∂x2

определим операторы ортогонального градиента d∞ : Hk(B) - Hk−1(S1(B)) и ортого-
нальной дивергенции δ∞ : Hk(S1(B)) - Hk−1(B),

∂ϕ ∂ϕ ∂u2 ∂u1d∞ϕ = (d∞ϕ)1, ( d∞ϕ)2 = − , , δ∞ u = − .
∂x2 ∂x1 ∂x1 ∂x2

Напомним, что векторное поле u ⇒ Hk(S1(B)) потенциально, если существует функция
ϕ ⇒ Hk+1(B) (потенциал) такая, что u = dϕ. Поле v ⇒ Hk(S1(B)) соленоидально, если
δv ⇒ Hk−1(B) = 0. Для всякого соленоидального векторного поля v, также существует
потенциал ψ ⇒ Hk+1(B) такой, что d∞ψ ⇒ Hk(S1(B)).

Определенные выше операторы естественным образом обобщаются. Так, операторы
внутреннего дифференцирования d и внутреннего ∀-дифференцирования d∞ являются
композициями операторов ковариантного дифференцирования и симметризации, d, d∞ :
Hk(S1(B)) - Hk−1(S2(B)), действуют на векторные поля по правилам

1�∂wi ∂wj 1 ∂wi ∂wj
uij := (dw)ij = + , vij := (d∞ w)ij = (−1)j + (−1)i ,

2 ∂xj ∂xi 2 ∂x3−j ∂x3−i

и в результате дают симметричные 2-тензорные поля, где w ⇒ Hk(S1(B)),
u, v ⇒ Hk−1(S2(B)). Операторы дивергенции δ и ∀-дивергенции δ∞ , δ, δ∞ : Hk(S2(B)) -
- Hk−1(S1(B)), действуют на симметричное 2-тензорное поле w,

∂wij ∂wi1 ∂wi2 ∂wi1 ∂wi2
ui := (δw)i = = + , vi := (δ∞ w)i = − + ,

∂xj ∂x1 ∂x2 ∂x2 ∂x1

и дают векторные поля u, v.
С использованием потенциалов из пространства H0

k, k ⊆ 2, и операторов d, d∞ можно
построить три типа симметричных 2-тензорных полей [12].

Потенциальное симметричное 2-тензорное поле u ⇒ Hk−2(S2(B)),

1�∂(dψ)i ∂(dψ)j ∂2ψ
uij := d2ψ = + = , (3)

2 ∂xj ∂xi ∂xi∂xj

задается потенциалом ψ ⇒ Hk(B). Потенциальное симметричное 2-тензорное поле uu ⇒0

⇒ Hk−2(S2(B)) имеет вид
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1�∂(d∞χ)i ∂(d∞χ)j
uuij := d(d∞χ) = d∞(dχ) = + =

2 ∂xj ∂xi

1
= (−1)j ∂(dχ)i + (−1)i ∂(dχ)j =

2 ∂x3−j ∂x3−i

1 ∂2χ ∂2χ
= (−1)i + (−1)j (4)

2 ∂x3−i∂xj ∂x3−j∂xi

и определяется потенциалом χ ⇒ Hk(B). Соленоидальное симметричное 2-тензорное0

поле v ⇒ Hk−2(S2(B)),

1 ∂2ϕ
vij := (d∞)2ϕ = (−1)j ∂(d∞ϕ)i + (−1)i ∂(d∞ϕ)j = (−1)i+j , (5)

2 ∂x3−j ∂x3−i ∂x3−i∂x3−j

задается потенциалом ϕ ⇒ H0
k(B).

Следующие связи между скалярными произведениями (1) симметричных 2-тензор-
ных полей, определенных (3)–(5), легко проверяются непосредственно (через ∆ обозна-
чается оператор Лапласа),

∧d2ϕ , d2ψ∨ = ∧(d∞)2ϕ , (d∞)2ψ∨; ∧d2ϕ , (d∞)2ψ∨ = ∧(d∞)2ϕ , d2ψ∨;

∧d2ϕ , d2ψ∨ = ∆ϕ∆ψ − ∧d2ϕ , (d∞)2ψ∨;
1∧(d∞d)ϕ , (d∞d)ψ∨ = ∆ϕ∆ψ − ∧d2ϕ , (d∞)2ψ∨.
2

Теоремы разложения на соленоидальную и потенциальную части играют важную роль в
исследованиях тензорных полей. Общая теорема разложения симметричного m-тензор-
ного поля, определенного на римановом многообразии размерностью n, доказана в [13].
Мы приводим ее в терминах наших постановок.

Теорема 1. Для каждого поля w ⇒ Hk−m(Sm(B)), k ⊆ m, существуют потенциальное
u ⇒ Hk−m+1(Sm−1(B)) и соленоидальное v ⇒ Hk−m(Sm(B)) симметричные m-тензорные0

поля такие, что
w = v + du, δv = 0.

Это разложение единственно.

Используя эту теорему при m = 1, 2, теорему о разложении векторного поля [9; 10] и
представление соленоидального поля через потенциал [11], получаем один из вариантов
теоремы разложения симметричного 2-тензорного поля (см. также [12]), приведенной
ниже. Ортогональность соответствующих подпространств проверяется с помощью тео-
ремы Гаусса–Остроградского.

Теорема 2. Для каждого поля w ⇒ Hk−2(S2(B)), k ⊆ 2, существует единственное раз-
ложение на потенциальное u, uu ⇒ Hk−2(S2(B)) и соленоидальное v ⇒ Hk−2(S2(B)) сим-
метричные 2-тензорные поля, образуемые потенциалами ϕ, χ,ψ ⇒ Hk(B),0

w = v + uu+ u = (d∞)2ϕ + (dd∞)χ + d2ψ, δv = 0, δ∞ u = 0. (6)

Разложение (6) ортогонально в L2(S2(B)) в смысле скалярного произведения (2). Ины-
ми словами,

d2ψ , (d∞)2ϕ = 0; d2ψ , (dd∞)χ = 0; (d∞)2ϕ , (dd∞)χ = 0.
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1.2. Преобразование Радона и лучевые преобразования

Пусть на плоскости R2 задано скалярное поле (функция) f ⇒ L2(B), f : B - R.
Преобразование Радона R : L2(B) - L2(Z) функции f задается формулой

→ 

(Rf)(ξ, s) = f x(s, t, α), y(s, t, α) dt,

−→ 

где, напомним, ξ = (cos α, sinα) — нормальный вектор прямой Lξ,s, и

x(s, t, α) = s cos α − t sinα, y(s, t, α) = s sin α + t cos α.

Для направляющего вектора прямой Lξ,s используем обозначение

η := ξ∞ = (− sinα, cos α).

Существует три типа лучевых преобразований симметричных 2-тензорных полей.
Это продольное лучевое преобразование симметричного 2-тензорного поля w = (wij),
w ⇒ Hk(S2(B)), которое определяется формулой

→ → 

(Pw)(η, s) =
 
w(sξ + tη),η2

 
dt = wijη

iηj dt, (7)
−→ −→ 

поперечное лучевое преобразование поля w, которое задается формулой
→ → 

(P∞ w)(ξ, s) =
 
w(sξ + tη), ξ2

 
dt = wijξ

iξj dt, (8)
−→ −→ 

и смешанное лучевое преобразование поля w, определяемое формулой
→ → 

(P† w)(ξ, s) =
 
w(sξ + tη),ηξ

 
dt = wijη

iξj dt. (9)
−→ −→ 

Следующее предложение устанавливает связи операторов, лучевых преобразований
симметричных 2-тензорных полей и преобразования Радона их потенциалов. Соотноше-
ния проверяются непосредственно, для чего необходимо воспользоваться определениями
лучевых преобразований симметричных 2-тензорных полей (3)–(5) и свойствами преоб-
разования Радона, см. [12; 14].

Предложение 1. Пусть задано симметричное 2-тензорное поле w, w = v + uu + u, где
v = (d∞)2ϕ, uu = (dd∞)χ, u = d2ψ, и потенциалы ϕ, χ,ψ обращаются в 0 на ∂B вместе со
своими первыми производными. Тогда

(Puu)(η, s) = (Pu)(η, s) = 0, (P∞v)(ξ, s) = (P∞uu)(ξ, s) = 0,

(P†v)(ξ, s) = (Pu)(ξ, s) = 0, Pw = Pv,

P†w = P†u,u P∞w = P∞u.

Лучевые преобразования симметричных 2-тензорных полей u, v, uu связаны с их потен-
циалами ψ, ϕ, χ соотношениями

∂2

P∞ w (ξ, s) = P∞ u (ξ, s) = Rψ(ξ, s) = R ∆ψ ,
∂s2
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∂2

Pw (η, s) = Pv (η, s) = Rϕ(ξ, s) = R ∆ϕ ,
∂s2

1 ∂2 1P† w (ξ, s) = P† uu (ξ, s) = Rχ(ξ, s) = R ∆χ .
2 ∂s2 2

В частности, для u = d2ϕ, v = (d∞)2ϕ, uu = (dd∞)ϕ

∂2

P∞ u = Pv = 2 P† uu = Rϕ = R ∆ϕ .
∂s2

Соотношения первой группы описывают ядра и области значений операторов лу-
чевых преобразований. Следующие соотношения связывают образы лучевых преобра-
зований между собой и с образами преобразований Радона их потенциалов. Наконец,
последнее свойство связывает образы лучевых преобразований между собой и образами
преобразования Радона их потенциала при условии, что они обладают одним и тем же
потенциалом.

1.3. Метод сингулярного разложения

Одним из методов решения операторных уравнений, в частности интегральных урав-
нений первого рода вида (7)–(9), является метод сингулярного разложения, краткое
описание которого приводится ниже.

Пусть H, K — гильбертовы пространства, и A — линейный ограниченный оператор,
действующий из H в K. Рассматривается операторное уравнение

Af = g. (10)

Ставится задача по известной (как правило, с ошибкой) правой части g ⇒ K найти эле-
мент f ⇒ H, удовлетворяющий уравнению (10). Для решения некорректно поставленных
задач типа (10) строится обобщенное решение Мура–Пенроуза, обозначаемое A+g и ми-
нимизирующее норму IAf − gIK . Линейный оператор A+ : K - H, определенный на
ImA + (ImA)∞, называется обобщенным обратным оператором Мура–Пенроуза. В об-
щем случае, когда область значений A является бесконечномерным подпространством,
оператор A+ не является непрерывным. Поэтому строится семейство (Tγ)γ>0 опреде-
ленных на всем пространстве K непрерывных линейных операторов Tγ : K - H, для
которого

lim Tγg = A+g
γ�0

на всей области определения оператора A+. Очевидно, если оператор A+ не ограничен,
то ITγI - ⇐ при γ - 0. Регуляризирующее семейство операторов позволяет найти при-
ближенное решение задачи (10) в следующем смысле. Пусть gε ⇒ K аппроксимирует g,
т. е. Igε − gIK ≡ ε. Пусть функция γ(ε) такова, что при ε - 0

(i) γ(ε) - 0; (ii) ITγ(ε)Iε - 0.

Тогда (см. [15]) при ε - 0
ITγ(ε)g

ε − A+gIH - 0 .

Таким образом, элемент Tγ(ε)g
ε близок к A+g, если близки элементы gε и g.
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Для операторов, допускающих SVD-разложение, одним из методов регуляризации
является усеченное сингулярное разложение. Сингулярное разложение оператора A со-
стоит в его представлении в виде ряда

→

Af = σk(f, fk)Hgk, (11)
k=1

где (fk), (gk) суть нормированные ортогональные базисы в пространствах H и K, а
величины σk > 0 — сингулярные числа оператора A. Будем считать последовательность
{σk} ограниченной. Тогда A представляет собой непрерывный линейный оператор из H

в K с сопряженным оператором
→

A∪ g = σk(g, gk)Kfk .
k=1

Операторы
→ →

A∪Af = σ2(f, fk)Hfk, AA∪f = σ2(g, gk)Kgkk k

k=1 k=1

являются самосопряженными в H и K соответственно. Спектр оператора A∪A содержит
собственные значения σ2, которым соответствуют собственные элементы fk и, возмож-k

но, собственное значение 0, кратность которого может быть бесконечной. То же самое
справедливо для оператора AA∪ с собственными элементами gk. При этом собственные
элементы связаны соотношениями

A∪ gk = σkfk, Afk = σkgk. (12)

Обратно, если (fk), (gk) — ортонормированные системы собственных элементов опе-
раторов A∪A и AA∪, удовлетворяющие соотношениям (12), то оператор A допускает
представление (11). В частности, компактные операторы всегда допускают сингулярное
разложение [16]. Следующая теорема приводится без доказательства, которое может
быть найдено, например, в [15].

Теорема 3. Если оператор A допускает сингулярное разложение (11), то
→

σ−1A+g = (g, gk)Kfk .k
k=1

Согласно этой теореме, оператор A+ не ограничен в том случае, когда σkj
- 0 для

некоторой последовательности kj - ⇐. Тогда оператор A+ можно регуляризовать с
помощью усеченного сингулярного разложения,

σ−1Tγg = (g, gk)Kfk.k

k∗1/γ

Из теоремы 3 следует, что Tγg - A+g при γ - 0 и

σ−1ITγI ≡ sup .k
k∗1/γ

В задачах томографии метод сингулярного разложения позволяет также сконструиро-
вать приближенное обращение, в котором используется априори вычисленное ядро ре-
конструкции, см. [17; 18]. Кроме того, описанный метод существенно используется при
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анализе задач томографии, в которых имеются ограничения в данных [5], и очень по-
лезен при прямом восстановлении по преобразованию Радона особенностей решения,
см. [19].

2. Ортогональные базисы потенциальных
и соленоидальных симметричных 2-тензорных полей

Построение сингулярных разложений операторов поперечного P∞, продольного P
и смешанного P† лучевых преобразований, действующих из пространства L2(S2(B)) в
L2(Z, (1− s2)−1/2), осуществляется по той же схеме, что и для лучевых преобразований,
действующих на векторные поля [7].

Ядра лучевых преобразований известны (предложение 1), поэтому оператор попе-
речного лучевого преобразования P∞ достаточно рассматривать лишь на множестве
потенциальных тензорных полей вида d2ψ, оператор продольного лучевого преобразо-
вания P — на соленоидальных тензорных полях, а смешанное лучевое преобразование
P† — на потенциальных полях вида (dd∞). Напомним, что поля обладают носителем,
лежащем в единичном круге B, а образующие их потенциалы обращаются вместе со
своими первыми производными в 0 на границе ∂B.

Базисные тензорные поля в исходном пространстве L2(S2(B)) строим на основе по-
тенциалов, т. е. выбираем определенную систему функций в пространстве потенциалов
H2(B) и далее путем применения дифференциальных операторов d2 и (dd∞) (для по-0

строения потенциальных полей) или (d∞)2 (для построения соленоидальных полей) по-
лучаем ортогональные базисы подпространств потенциальных и соленоидальных тен-
зорных полей в пространстве L2(S2(B)).

Исходная система потенциалов выбирается следующим образом:

Φcos,sin 2)2Hcos,sin (k+3,k+1)(x, y) = (1 − x2 − y (x, y)Pn (x2 + y2), k, n = 0, 1, 2, . . .k,n k

или, в полярной системе координат,

Φ̃cos cos kϕ2)2 k (k+3,k+1)(r,ϕ) = (1 − r r Pn (r2).
Φ̃sin sin kϕ

k,n

Применяя к потенциалам оператор d2, получим семейство потенциальных тензорных
полей

(Tcos,sin d2Φcos,sin)pot(x, y)
def
= (x, y); (13)k,n k,n

оператор (dd∞) приводит к семейству потенциальных полей другого типа

Tcos,sin (dd∞)Φcos,sin(a )pot(x, y)
def

(x, y);= (14)k,n k,n

а применение оператора (d∞)2 дает семейство соленоидальных тензорных полей

(Tcos,sin (d∞)2Φcos,sin)sol(x, y)
def
= (x, y). (15)k,n k,n

Для построения сингулярного разложения операторов лучевых преобразований необхо-
димо нормировать систему базисных тензорных полей. Исходя из определений потен-
циальных и соленоидальных полей, путем непосредственной проверки можно показать,
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что

I(Tcos )potI2 = I(Tcos )solI2 Tcos )potI2= 2I(ak,n L2(S2(B)) k,n L2(S2(B)) k,n L2(S2(B)),

I(Tsin )potI2 = I(Tsin )solI2 Tsin )potI2= 2I(ak,n L2(S2(B)) k,n L2(S2(B)) k,n L2(S2(B)).

Ниже мы убедимся в том, что

I(Tcos )potI2 = I(Tsin )potI2
k,n L2(S2(B)) k,n L2(S2(B)),

)potI2поэтому достаточно вычислить лишь одну из норм, например I(Tcos . Далееk,n L2(S2(B))

мы будем опускать индекс у знака нормы, если это не вызовет путаницы.
По определению, ��∂2Φcos �∂2Φcos �∂2Φcos �2��2 �2

I(Tcos )potI2 k,n k,n k,n= + 2 + dx dy.k,n ∂x2 ∂x∂y ∂y2

B

Переходя к полярной системе координат, получим

∂2Φcos
k,n = S cos2 ϕ + R sin2 ϕ + Q sin 2ϕ,

∂x2

∂2Φcos
k,n = S sinϕ cos ϕ − R sinϕ cos ϕ − Q cos 2ϕ, (16)

∂x∂y

∂2Φcos
k,n 2= S sin2 ϕ + R cos ϕ − Q sin 2ϕ,

∂y2

где

∂2Φucos Φcos ∂2Φucos Φcos ∂2Φucos∂u ∂uk,n 1 k,n 1 k,n 1 k,n 1 k,n
S = , R = +

2
, Q =

2
− .

∂r2 r ∂r r ∂ϕ2 r ∂ϕ r ∂r∂ϕ

Так как �∂2Φcos �∂2Φcos �∂2Φcos�2 �2 �2k,n k,n k,n+ 2 + = S2 + R2 + 2Q2,
∂x2 ∂x∂y ∂y2

то   �∂2Φcos �∂2Φcos �∂2Φcos�2 �2 �2
I(Tcos )potI2 k,n k,n k,n

k,n = + 2 + dx dy =
∂x2 ∂x∂y ∂y2

B

2π 1 2π 1
1

= S2 + R2 + 2Q2 r dr dϕ = S2 + R2 + 2Q2 dr2 dϕ.
2

0 0 0 0

(k+3,k+1)До тех пор пока это не вызывает недоразумений, введем обозначение Pn (r2) =
= Pn, подразумевая аргумент r2 у функции Pn. Дифференцирование по аргументу, как

Φcosобычно, будем обозначать через «штрих». Тогда uk,n примет вид

Φucos = rk(1 − r2)2Pn cos kϕ.k,n

Подставляя последнее выражение в S, R, Q, получим

∂2

S = rk(1 − r2)2Pn cos kϕ =: S1 cos kϕ,
∂r2
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�1 � � �∂ 1
R = rk(1 − r2)2Pn + (−k2)rk(1 − r2)2Pn cos kϕ =: R1 cos kϕ,

2r ∂r r� � �� 
2)2Pn

k ∂ 2)2PnQ = − krk−2(1 − r + rk(1 − r sin kϕ =: Q1 sin kϕ,
r ∂r

и, таким образом,
2π 1

I(Tcos )potI2 1
= (S1)2 cos2 kϕ + (R1)2 cos2 kϕ + 2(Q1)2 sin2 kϕ dr2 dϕ =k,n 2

0 0
1

=
π

(S1)2 + (R1)2 + 2(Q1)2 dr2 .
2

0

Сформулируем полученный результат.

∂2

Лемма 1. Пусть S1 = rk(1 − r2)2Pn ,
∂r2

1 ∂ 1
R1 = rk(1 − r2)2Pn + (−k2)rk(1 − r2)2Pn,

2r ∂r r

Q1 = −krk−2(1 − r2)2Pn +
k ∂

rk(1 − r2)2Pn ,
r ∂r

1

I(Tcos )potI2 π
тогда k,n = (S1)2 + (R1)2 + 2(Q1)2 dr2.

2
0

Следствие 1. Норма потенциального тензорного поля, построенного на основе потен-
Φsinциала вида uk,n, совпадает с нормой тензорного поля, построенного через потенциал

Φcosu
k,n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно,
2π 1

I(Tsin )potI2 =
1

(S1)2 sin2 kϕ + (R1)2 sin2 kϕ + 2(Q1)2 cos2 kϕ dr2 dϕ =k,n 2
0 0

1
π

= I(Tcos )potI2= (S1)2 + (R1)2 + 2(Q1)2 dr2 . Dk,n2
0

Лемма 2. Справедливы следующие соотношения:

1 1

r2k(1 − r2)2Pn Pn dr2 = IPnI2, r2k+2(1 − r2)3Pn
� Pn

� dr2 = IPn
� I2, (17)

0 0

1

2)4P �� P �� = IP �� r2k+4(1 − r dr2 I2 . (18)n n n

0

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Эти формулы легко получить, используя следующие свойства
полиномов Якоби:

1

IP p,q q−1(1 − t)p−qP p,q(t)P p,q
n (t)I2 = t (t) dt =n n

(19)0
n!Γ(q)Γ(p − q + n + 1)

= ,
q(q + 1) . . . (q + n − 1)(p + 2n)Γ(p + n)
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d
(P p,q n(n + p)

P p+2,q+1(t)) = − (t) . (20)n n−1dt q

Ограничимся проверкой второго из соотношений (17), формула (18) доказывается ана-
логично. Используя сначала (20), затем (19) и, наконец, снова (20), получаем

�� � �� 
2)3 P (k+3,k+1) P (k+3,k+1)r2k+2(1 − r (r2) (r2) dr2 =n n

1
n(n + k + 3) n(n + k + 3)(k+5,k+2)

n−1 (r (k+5,k+2)
n−1

2k+2(1 − r2)3 2) (r2) dr2 =− −P P= r
k + 1 k + 1�2n(n + k + 3)

P
(k+5,k+2)
n−1

2) P (k+3,k+1)
n (r2) � 22 = IP � 

nI2.(r−= =
k + 1

D

Лемма 3. Выражение (S1)2 + (R1)2 + 2(Q1)2 имеет вид

(S1)2 + (R1)2 + 2(Q1)2 =
2)P ��= aPn(r2)Pn(r2) + bPn(r2)P � (r2) + cPn(r (r2) +n n

2)P �� 2)P ��+ dP � (r2)P � (r2) + eP � (r (r2) + fP ��(r (r2), (21)n n n n n n

где

=a 64r2k+4 + 32k2(1 − k)r2k−2(1 − r2)3 + 16(7k2 + 3k + 2)r2k(1 − r2)2 −
2)4−64(2k + 1)r2k+2(1 − r2) + 4k2(k − 1)2r2k−4(1 − r ,

b = 16k2(k − 1)r2k−2(1 − r2)4 + 160(2k + 1)r2k+2(1 − r2)2 −

−32(4k2 + k + 1)r2k(1 − r2)3 − 256r2k+4(1 − r2),

c = 8k(k − 1)r2k(1 − r2)4 − 32(2k + 1)r2k+2(1 − r2)3 + 64r2k+4(1 − r2)2,

d = 256r2k+4(1 − r2)2 − 64(2k + 1)r2k+2(1 − r2)3 + 8(3k2 + 2k + 1)r2k(1 − r2)4,

e = 16(2k + 1)r2k+2(1 − r2)4 − 128r2k+4(1 − r2)3,

f = 16r2k+4(1 − r2)4.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Исходя из определений S1, R1, Q1 (см. лемму 1), производя диф-
ференцирования по r, возводя полученные выражения в квадрат и приводя подобные
члены, получим утверждение леммы. D

Теорема 4. Норма потенциального тензорного поля вычисляется по формуле

2 8π(n + 1)2(n + 2)2
(Tcos )pot

k,n = .
(k + 2n + 3)(Ck )2n+k

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Запишем исходное выражение для квадрата нормы:

2

1
π

)pot P �� P �� P ��P � + cPn + dP � P � + eP � + fP �� (r2) dr2
n n n n n n n n+ bPn= aPn Pn .(Tcos

k,n 2
0
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Подставляя в подынтегральное выражение значение f и используя (18), получим

1
π2

P � P �� I2+ dP � + eP � dr2 + 8πIP �� .n n n n n

Далее, представляя выражение справа в виде двух слагаемых,

1 1

)pot P ��P � (r2) + cPnn n+ bPn += aPn Pn(Tcos
k,n 2

0

2

0 0

P ��+ (d − c)P � P � + eP � dr2 + 8πIP ��I2,n n n n n

интегрируя первое из них по частям, принимая во внимание c(0) = c(1) = 0 и замечая,
что

π π
)pot P �� + P � P � 

n n n P � 
ndr2 + + bPn +Pn aPn Pn= c(Tcos

k,n 2 2

1 1 1

e(P � 
n)2

1 � 1 1 1
P ��eP � 

n n (r2) dr2 = e (P � 
n e�P � P � 

n n dr2 =)2 dr2 −=
2 2 20

0 0 0
1

1 �P � P �= − e dr2,n n2
0

поскольку e(0) = e(1) = 0, получим

1

I(Tcos )potI2 π 1
= aPn Pn + (b − c�)Pn P � + (d − c − e�)P � P � dr2 + 8πIP ��(r2)I2.k,n n n n n2 2

0

1
Вычисляя коэффициент перед слагаемым P � P � , d− c− e� = 64(k + 2)r2k+2(1− r2)3 иn n 2используя (17), получаем

1
1

(d − c − e�)P � P � dr2 = 64(k + 2)IP � I2.n n n2
0

Наконец, интегрирование по частям,

1 1

(b − c�)Pn P � 
n dr2 =

1
2
(b − c�) Pn

2 1 1 1�)�Pn (b − c�)�Pn Pndr2 dr2,(b − c− = −Pn2 20
0 0 0

приводит к следующему выражению для квадрата нормы:
1

(Tcos
k,n)pot 2 π 1

(b − c�)� I2Pn Pn dr2 + 32π(k + 2)IP � (r2)I2 + 8πIP �� 
n na −= .

2 2
0

1
Вычисляя коэффициент перед слагаемым Pn Pn, a− (b−c�)� = 32(k+1)(k+2)r2k(1−r2)2,

2с использованием (19) получим
1

1 �)� I2a − (b − c Pn Pn dr2 = 32(k + 1)(k + 2)IPn ,
2

0
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что в итоге приводит к выражению для квадрата нормы в следующей форме:

I(Tcos )potI2 = π 16(k + 1)(k + 2)IPnI2 + 32(k + 2)IP � I2 + 8IP ��I2 . (22)k,n n n

(k+3,k+1)Используя (19) и (20) и возвращаясь к прежним обозначениям Pn (r2) для Pn,
вычислим значения норм полиномов Якоби и их производных:

n!k!(n + 2)!IP (k+3,k+1)IPnI2 = I2 = ,n (k + 1) . . . (k + n)(k + 2n + 3)(k + n + 4)!� n(n + k + 3) (k+5,k+2)��2IP � I2 = � − Pn k + 1 n−1

n2(n + k + 3)2 (n − 1)!(k + 1)!(n + 2)!
= ,

(k + 1)2 (k + 2) . . . (k + n)(k + 2n + 3)(k + n + 3)!

IP �� � n(n + k + 3) (n − 1)(n + k + 4) (k+7,k+3)��2I2 �= − − Pn n−2k + 1 k + 2
n2(n + k + 3)2(n − 1)2(n + k + 4)2

=
(k + 1)2(k + 2)2

×

(n − 2)!(k + 2)!(n + 2)!×
(k + 3) . . . (k + n)(k + 2n + 3)(k + n + 4)!

.

Подставляя значения норм в (22), получим

n! 2
k! 2�8π(n + 1)(n + 2) 2(k + 1)(k + 2)I(Tcos )potI2

k,n =
(k + 2n + 3) (n + k)! 2 (k + n + 1)(k + n + 2)

+

4n(k + 2)(n + k + 3) n(n − 1)(n + k + 3)(n + k + 4)� 
+ + .

(k + n + 1)(k + n + 2) (n + k + 1)(n + k + 2)

Выражение в скобках справа, после приведения к общему знаменателю и упрощения,
оказывается равным (n + 1)(n + 2). В итоге получаем утверждение теоремы:

8π(n + 1)2(n + 2)2 n! 2
k! 2

8π(n + 1)2(n + 2)2I(Tcos )potI2 = = .k,n )2(k + 2n + 3) (n + k)! 2 (k + 2n + 3)(Cn
k
+k D

Перейдем к доказательству ортогональности тензорных полей. Достаточно доказать
ортогональность системы потенциальных тензорных полей (13), ортогональность систем
потенциальных полей (14) и соленоидальных тензорных полей (15) будет тогда следо-
вать автоматически, как это отмечалось выше.

Φcos,sin Φcos,sinРассмотрим потенциалы u и u , где k1 ⇔ k2 или n1 ⇔ n2. По аналогии с= =k1,n1 k2,n2

соотношениями (16)) имеем для j = 1, 2

∂2Φcos,sin
kj ,nj 2= Sj cos ϕ + Rj sin2 ϕ + Qj sin 2ϕ,

∂x2

∂2Φcos,sin
kj ,nj = Sj sinϕ cos ϕ − Rj sinϕ cos ϕ − Qj cos 2ϕ,

∂x∂y

∂2Φcos,sin
kj ,nj = Sj sin2 ϕ + Rj cos2 ϕ − Qj sin 2ϕ,

∂y2

где
Φcos,sin∂2u

kj ,njSj = ,
∂r2
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Φcos,sin Φcos,sin
1 ∂ukj ,nj 1 ∂2u

kj ,njRj = + ,
r ∂r r2 ∂ϕ2

Φcos,sin Φcos,sin∂u ∂2u1 kj ,nj 1 kj ,njQj = − .
2r ∂ϕ r ∂r∂ϕ

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что

∂2Φcos,sin ∂2Φcos,sin ∂2Φcos,sin ∂2Φcos,sin ∂2Φcos,sin ∂2Φcos,sin
k1,n1 k2,n2 k1,n1 k2,n2 k1,n1 k2,n2+ 2 = S1S2 + R1R2 + 2Q1Q2.

∂x2 ∂x2 ∂x∂y ∂x∂y ∂y2 ∂y2

Тогда

2π 1

(Tcos,sin)pot, (Tcos,sin)pot
1

= (S1S2 + R1R2 + 2Q1Q2) dr2 dϕ.k1,n1 k2,n2 L2(S2(B)) 2
0 0

Далее значок функционального пространства, в котором вычисляется скалярное произ-
ведение, опускаем.

Пусть k1 ⇔= k2. Тогда, представляя функции Sj , Rj , Qj , j = 1, 2, в виде произведенияa � �функций, зависящих только от ϕ и только от r, и замечая, что величины Si, Ri, Qi ,
i = 1, 2, не зависят от ϕ, получим

2π 1

(Tcos )pot, (Tcos )pot = (S1S2 + R1R2 + 2Q1Q2) r dr dϕ =k1,n1 k2,n2

0 0

2π 1

= cos k1ϕ cos k2ϕS�1S�2 + cos k1ϕ cos k2ϕR�1R�2 +
0 0

+ 2 sin k1ϕ sin k2ϕQ�1Q�2 r dr dϕ = 0 .

Аналогично доказывается, что

(Tsin )pot, (Tsin )pot (Tcos )pot, (Tsin )pot= 0, = 0 .k1,n1 k2,n2 k1,n1 k2,n2

Пусть теперь k1 = k2, ⇔n1 = n2. Поскольку

2π 2π

1
cos kϕ sin kϕ dϕ = sin 2kϕ dϕ = 0,

2
0 0

(Tcos )pot , (Tsin )potто = 0. Так как из следствия 1k1,n1 k1,n2

(Tcos )pot , (Tcos )pot (Tsin )pot , (Tsin )pot= ,k1,n1 k1,n2 k1,n1 k1,n2

)pot , (Tcos )potто достаточно проверить, что (Tcos = 0.k1,n1 k1,n2

Лемма 4. Пусть

∂2
kaSi = r (1 − r2)2Pni(r

2) ,
∂r2 1

1 ∂ k 1
Ri = r (1 − r2)2Pni(r

2) + (−k1
2)rk1(1 − r2)2Pni(r

2),1 2r ∂r r
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k1−2(1 − r2)2Pni(r
2) +

k1 ∂
rk1(1 − r2)2Pni(r

2)= −k1r ,
r ∂r

Qi

тогда
1

π
S1S2 + R1R2 + 2Q1Q2

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Это утверждение доказывается так же, как и лемма 1. D

Лемма 5. Для n ⇔= m имеют место следующие равенства:

1 1

r2k(1 − r2)2Pn(r2)Pm(r2) dr2 = 0, r2k+2(1 − r2)3P � 
n(r2)P � 

m(r2) dr2 = 0,

0 0

1

2)4P �� 2)P �� r2k+4(1 − r (r (r2) dr2 = 0.n m

0

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство этого утверждения аналогично приведенному в
лемме 2. D

Используя обозначения для S1, R1, Q1 (лемма 1), вычисленные при доказательстве
леммы 3, нетрудно показать, что

aSi��Ri

Qi

(Tcos )pot , (Tcos )pot
k1,n1 k1,n2

dr2= .
2

0

(r2) + b1P
� (r2) + c1P

�� (r2),ni ni
= a1Pni

(r2) + e1P
� (r2), (23)ni

= d1Pni

(r2) + g1P
� (r2) для i = 1, 2,ni

= f1Pni

где

k+2a1 = −k(1 − k)rk−2(1 − r2)2 − 4(2k + 1)rk(1 − r2) + 8r ,

b1 = 2(2k + 1)rk(1 − r2)2 − 16rk+2(1 − r2),
2)2c1 = 4rk+2(1 − r ,

d1 = k(1 − k)rk−2(1 − r2)2 − 4rk(1 − r2),
2)2e1 = 2rk(1 − r ,

f1 = −k(1 − k)rk−2(1 − r2)2 − 4krk(1 − r2),
2)2g1 = 2krk(1 − r .

Лемма 6. Справедливы следующие соотношения:

2a + d2 + f2 = a, 2(a1b1 + d1e1 + f1g1) = b,1 1 1

b2 2 2 22a1c1 = c, 1 + e1 + g = d, 2b1c1 = e, c = f.1 1

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть в равенствах (23) n1 = n2, тогда

(S1)2 + (R1)2 + 2(Q1)2 = (a1Pni(r
2) + b1P

� (r2) + c1P
�� (r2))2 +ni ni

+ (d1Pni(r
2) + e1P

� (r2))2 + 2(f1Pni(r
2) + g1P

� (r2))2 =ni ni

2= (a1 + d1
2 + f2)Pn1(r

2)Pn1(r
2) + 2(a1b1 + d1e1 + f1g1)Pn1(r

2)P � (r2) +1 n1
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2)P �� 2 2+ 2a1c1Pn1(r (r2) + (b2
1 + e1 + g )P � (r2)P � (r2) +n1 1 n1 n1

2)P �� 2
1P

�� 2)P ��+ 2b1c1P
� (r (r2) + c (r (r2) .n1 n1 n1 n1

Сравнивая с (21), получим требуемое. D

Теорема 5. Системы потенциальных (13), (14) и соленоидальных (15) тензорных полей
ортогональны в L2(S2(B)).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства теоремы осталось показать, что

(Tcos )pot , (Tcos )pot = 0.k1,n1 k1,n2

Пользуясь леммой 4, имеем

1

(Tcos )pot , (Tcos )pot
π �� � �= S1S2 + R�1R2 + 2Q�1Q2 dr2. (24)k1,n1 k1,n2 2

0

Подставляя (23) в (24) и группируя члены подынтегрального выражения необходимым
образом, получим

1

(Tcos )pot , (Tcos )pot
π 2

k1,n1 k1,n2
= (a1 + d1

2 + f1
2)Pn1(r

2)Pn2(r
2)+

2
0

+ (a1b1 + d1e1 + f1g1) P � (r2)Pn2(r
2) + Pn1(r

2)P � (r2) +n1 n2

P �� 2)P �� 2)+ a1c1 (r2)Pn2(r
2) + Pn1(r (r +n1 n2

2 2+ (b2
1 + e1 + g )P � (r2)P � (r2) +1 n1 n2

P �� 2)P ��+ b1c1 (r2)P � (r2) + P � (r (r2) +n1 n2 n1 n2

2 2)P �� 2)1P
��+ c (r (r dr2 .n1 n2

Интегрирование по частям и преобразования подынтегрального выражения, аналогич-
ные тем, что использовались при доказательстве теоремы 4, приводят к выражению

1

(Tcos )pot , (Tcos )pot
π 2= a1 + d2

1 + f1
2 − (a1b1 + d1e1 + f1g1)� + (a1c1)�� ×k1,n1 k1,n2 2

0

2 2× Pn1(r
2)Pn2(r

2) + b1
2 + e1 + g1 − 2a1c1 − (b1c1)� ×

2 2)P �� 
1P

��× P � (r2)P � (r2) + c (r (r2) dr2,n1 n2 n1 n2

которое, с применением соотношений из леммы 6, преобразуется к следующему:

1

(Tcos )pot , (Tcos )pot =
π

a − 1
(b − c�)� Pn1(r

2)Pn2(r
2) +k1,n1 k1,n2 2 2

0

+ d − c − 1
e� P � (r2)P � (r2) + fP �� (r2)P �� (r2) dr2 =n1 n2 n1 n22

1

=
π

32(k1 + 1)(k1 + 2)r2k1(1 − r2)2Pn1(r
2)Pn2(r

2) +
2

0
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+ 64(k1 + 2)r2k1+2(1 − r2)3P � (r2)P � (r2) +n1 n2

2k1+4(1 − r2)4P �� 2)P �� 2)+ 16r (r (r dr2 .n1 n2

Использование леммы 5 приводит к требуемому утверждению:

(Tcos )pot , (Tcos )pot = 0.k1,n1 k1,n2

D
Таким образом, мы показали, что система потенциалов

� F cos � � � �u 1 k + 2n + 3 Cn
k
+k 2)2 k cos kϕ (k+3,k+1)(r,ϕ) := (1 − r r Pn (r2)

Fusin k,n 2π2 (n + 1)(n + 2) sin kϕ

образует ортонормированную в пространстве L2(S2(B)) систему потенциальных 2-тен-
зорных полей

(Fk,n)pot(x, y) := d2Fk,n(x, y), k, n = 0, 1, . . . ,

ортонормированную в том же пространстве систему потенциальных полей

(Fak,n)pot(x, y) := (dd∞)Fk,n(x, y), k, n = 0, 1, . . . ,

и ортонормированную систему соленоидальных полей

(Fk,n)sol(x, y) := (d∞)2Fk,n(x, y), k, n = 0, 1, . . .

3. Ортогональный базис в пространстве образов лучевых преобразований

Ортогональность, в весовом пространстве L2(Z, (1 − s2)−1/2), системы функций, яв-
ляющейся образами систем потенциальных (13), (14) и соленоидальных (15) симмет-
ричных 2-тензорных полей, проще всего устанавливается с использованием результата,
полученного в [2]. Заметим, что достаточно установить лишь ортогональность образов
системы потенциальных полей (13). Ортогональность образов остальных систем (14) и
(15) следует из предложения 1.

Предложение 2. Пусть k, n ⊆ 0, −1 ≡ s ≡ 1, 0 ≡ β < 2π, и заданы функции

2)5/2C
(3)Ψ(β, s) = (1 − s (s)Yk(β), (25)k+2n

где C
(3) (s) — полиномы Гегенбауэра и Yk(β) — сферические гармоники в единичномk+2n

круге B. Тогда прообразы Φ = R−1Ψ функций Ψ(β, s) задаются формулой

kP (k+3,k+1)Φ(β, r) = c(k, n)(1 − r2)2r (r2)Yk(β), (26)n

(p,q)где Pn — полиномы Якоби степени n с индексами p, q, и

Γ(k + 2n + 6)Γ(n + 1)(k + n)!
c(k, n) = (−1)n2−5 .

Γ(k + 2n + 1)Γ(3)Γ(n + 3)k!n!

Анонсируемое свойство ортогональности базируется на свойствах полиномов Геген-
бауэра [20], которые мы приводим в следующей лемме.
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Лемма 7. Имеют место следующие свойства полиномов Гегенбауэра:

d
(1 − t2) C(µ)(t) = (n + 2µ)tC(µ)(t) − (n + 1)C(µ) (t), (27)n n n+1dt

(t) − 2µ C(µ+1) (µ+1)(n + 2µ)C(µ) (t) − tC (t) = 0, (28)n n n−1

1
π21−2µΓ(n + 2µ)

C(µ)(t)C(µ)(t)(1 − t2)µ−1/2 dt = (29)n m δnm.
n!(n + µ)Γ(µ)Γ(µ)

−1

Сформулируем основной результат.

Теорема 6. Система функций

� � Fcos �pot � 
P∞ (x, y) (α, s) =

Fsin k,n � � � � Ψcos �cos kα
= a(k, n) 1 − s2C

(1) (s) =: (α, s),k+2n+2 Ψsinsin kα k,n

2
где a(k, n) = (−1)n2 , образует ортогональную систему в пространстве

π(k + 2n + 3)
L2(Z, (1− s2)−1/2) образов поперечного (продольного, смешанного) лучевого преобразо-
вания. При этом норма Ψcos,sin задается формулойk,n

IΨcos,sin 4πI2 = .k,n L2(Z,(1−s2)−1/2) k + 2n + 3

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из предложения 2, устанавливающего связи между системой
потенциалов (26) и ее преобразованиями Радона (25), и предложения 1, связывающего
лучевые преобразования с второй производной от преобразования Радона соответству-
ющего потенциала, следует, что достаточно установить свойство ортонормированности
системы, состоящей из вторых производных по s от функций из системы (25). Для этого
сначала продифференцируем Ψ(α, s) по s:� � �5 �∂ (3) 2)5/2 (3)Ψ(α, s) = (1 − s2)3/2(−2s)C (s) + (1 − s C (s) � 

Yk(α).2n+k 2n+k∂s 2

Используя (27), а затем (28), получим

∂ (3) (3)Ψ(α, s) = (1 − s2)3/2(2n + k + 1) sC (s) − C (s) Yk(α) =2n+k 2n+k+1∂s

2)3/2 1 (2)= −(1 − s (2n + k + 1)(2n + k + 5)C (s)Yk(α).2n+k+14

При вычислении второй производной по s от Ψ(α, s)

∂2 1
Ψ(α, s) = − (2n + k + 1)(2n + k + 5) ×

∂s2 4 � �
2)1/2 (2) (2)× (1 − s − 3sC (s) + (1 − s2) C (s) � 

Yk(α)2n+k+1 2n+k+1

вновь используем сначала (27) а затем (28), и получаем

∂2 1
Ψ(α, s) = (2n + k + 1)(2n + k + 2)(2n + k + 4)(2n + k + 5) ×

∂s2 8
2)1/2C

(1)× (1 − s (s)Yk(α).2n+k+2
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Введем обозначение:
∂2 ∂2

Jk,n := Ψ(α, s) = (1 − s2)5/2C
(3) (s)Yk(α) .

∂s2 ∂s2 k+2n

(1)Используя свойство ортогональности на (−1, 1) полиномов Гегенбауэра Cm (s) с весом
(1−s2)−1/2 (29) и тригонометрических функций Yk(α) на [0, 2π), получаем, что скалярное
произведение в L2(Z, (1− s2)−1/2) функций Jk,n и Jl,m при k ⇔= l или n ⇔= m равно нулю.

Перейдем к вычислению нормы IΨcos,sinI2 (опуская в дальнейшем зна-k,n L2(Z,(1−s2)−1/2)

чок функционального пространства):

1 2π� �2� � 2�Ψcos,sin�2 2)1/2C
(1)= (−1)n2 (1 − s (s)Yk(α) ×k,n k+2n+2π(k + 2n + 3)

0 0

× (1 − s2)−1/2 dα ds =
1

8 (1)= C (s) 2(1 − s2)1/2 ds.k+2n+2k + 2n + 3
0

Используя формулу (29), окончательно получаем искомое значение нормы:

IΨcos,sin 8 π2−1Γ(k + 2n + 2 + 2) 4πI2 = = .k,n Dk + 2n + 3 (k + 2n + 2)!(k + 2n + 2 + 1)Γ(1)Γ(1) k + 2n + 3

Мы показали, что система функций

Gcos,sin k + 2n + 3
Ψcos,sin 2 (1) cos kα

(α, s) := (α, s) = (−1)n 1 − s2C (s)k,n k,n k+2n+24π π sin kα

является ортонормированной в пространстве образов L2(Z, (1 − s2)−1/2) поперечного,
смешанного и продольного лучевых преобразований. Таким образом, имеют место пред-
ставления, k, n = 0, 1, 2, . . .:

P∞(Fcos,sin P(Fcos,sin)pot(x, y) (α, s) = )sol(x, y) (α, s) =k,n k,n

Fcos,sin= 2 P†(a )pot(x, y) (α, s) = σk,nGcos,sin(α, s),k,n k,n

где величины

σk,n = 2
π

k + 2n + 3

суть сингулярные числа операторов P∞ , P† и P. Следовательно, сингулярное разложе-
ние оператора P∞ имеет вид

→ � � 
U, (Fcos )pot Gcos )pot Gsing := P∞U = σk,n + (1 − δk0) U, (Fsin ,k,n L2(S2(B)) k,n k,n L2(S2(B)) k,n

k,n=0

где через δjk обозначен символ Кронекера, а значение обратного оператора вычисляется
по формуле

→ � 
σ−1 (Fcos )pot +U = (P∞)−1g = g,Gcos

k,n k,n L2(Z,(1−s2)−1/2) k,n

k,n=0
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(Fsin )pot+ (1 − δk0) g,Gsin .k,n L2(Z,(1−s2)−1/2) k,n

Сингулярное разложение оператора P† имеет вид
→ � � 

Fcos )pot Gcos Fsin )pot Gsing := 2P†W = σk,n W, (ak,n L2(S2(B)) k,n + (1 − δk0) U, (ak,n L2(S2(B)) k,n ,
k,n=0

а значение обратного оператора вычисляется по формуле

→ � 
σ−1 (Facos )pot +2W = (P†)−1g = g,Gcos

k,n k,n L2(Z,(1−s2)−1/2) k,n

k,n=0

Fsin )pot+ (1 − δk0) g,Gsin (a .k,n L2(Z,(1−s2)−1/2) k,n

Сингулярное разложение оператора P имеет вид
→ � � 

V, (Fcos )sol Gcos )sol Gsing := PV = σk,n + (1 − δk0) V, (Fsin ,k,n L2(S2(B)) k,n k,n L2(S2(B)) k,n

k,n=0

а значение обратного оператора вычисляется по формуле
→ � 

(Fcos )sol +V = P−1g = σ−1 g,Gcos
k,n k,n L2(Z,(1−s2)−1/2) k,n

k,n=0

(Fsin )sol+ (1 − δk0) g,Gsin .k,n L2(Z,(1−s2)−1/2) k,n

Заключение

Полученные в работе сингулярные разложения операторов лучевых преобразований,
действующих на симметричные 2-тензорные поля, по-существу, являются уже готовы-
ми алгоритмами приближенного решения задачи восстановления всего тензорного поля
или его частей по известным лучевым преобразованиям. При этом следует использовать
усеченное сингулярное разложение, являющееся регуляризацией задачи. Возникающая
при этом проблема выбора параметра регуляризации, т. е. количества членов конечной
суммы, которым заменяется бесконечный ряд в формуле обращения, хорошо известна и
исследована как в теоретическом аспекте, так и во многих публикациях практической
направленности. В данной работе авторы не ставят себе целью рассмотрение этой про-
блемы, так как ее исследование естественным образом возникает в рамках численной
реализации полученных сингулярных разложений для лучевых преобразований.
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