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К ВОПРОСУ О СТРУКТУРЕ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКИХ ПЛЕНОЧНЫХ ТЕЧЕНИЙ 

Представлены результаты теоретического изучения и численного моделирования возникновения трехмерной 
упорядоченной структуры пленочного течения в неизотермических условиях. Показано, что при достаточно вы-
сокой интенсивности локального источника тепла двумерная структура течения пленки является неустойчивой. 
Получено выражение для спектра инкрементов линейных возмущений, проанализирована зависимость длины 
волны возмущения с максимальным инкрементом от основных физических параметров. На основе аналитических 
результатов выполнено численное моделирование формирования периодической структуры течения и поля тем-
пературы свободной поверхности. Проведено сопоставление теоретических результатов с данными эксперимен-
тов, выполненных на установках в лаборатории интенсификации процессов теплообмена ИТ СО РАН и в лаборато-
рии нестандартного физического практикума кафедры общей физики физического факультета НГУ. Результаты ра-
боты могут быть использованы в учебном процессе при выполнении учебно-научных и научно-исследовательских 
работ студентами и аспирантами, в том числе проходящими подготовку на базе Научно-образовательного центра 
в области энергетики и энергосберегающих технологий, созданного НГУ, ИТ СО РАН и ЦТТ СО РАН. 

 
Введение 

В экспериментах обнаружено, что струк-
тура течения тонкой пленки жидкости (тол-
щина h ~ 0,1 мм) при действии локального 
нагревателя, расположенного в подложке, 
имеет характерную пространственную струк-
туру [1]. При низких значениях плотности 
теплового потока формируется стационар-
ная двумерная структура течения. Выходя-
щий на свободную поверхность жидкости 
тепловой пограничный слой приводит к не-
однородности поля температуры (T) по-
верхности пленки и, как следствие, к неод-
нородному распределению поверхностного 
натяжения (σ). Термокапиллярное воздейст-
вие тормозит гравитационно стекающую 
жидкость и формирует локальное утолще-
ние пленки – «валик», ориентированный 
вдоль линии верхней кромки нагревателя 
поперек потока. При высоких значениях 
плотности теплового потока двумерная 
структура течения преобразуется в трехмер-
ную: валик распадается на периодические 
узкие струи, разделенные широкими облас-
тями тонкой пленки жидкости. Аналогичный 
эффект наблюдается при распространении 
волны горения по пленке горючей жидкости 
на тонкой теплопроводной подложке [2]. 
Данное явление может оказывать сущест-
венное влияние на режим и показатели ра-

боты технологических тепло- и массооб-
менников. Оно также представляет фунда-
ментальный научный интерес.  

В основе этого явления лежит комплекс 
физических процессов: динамика вязкой 
пленки в гравитационном поле, межфазный 
теплообмен, термокапиллярность, массооб-
мен. Физический механизм, приводящий к 
формированию упорядоченных структур, свя-
зан с неустойчивостью и нелинейностью в 
системе. Имеющиеся экспериментальные 
данные [1], как и результаты аналитического 
изучения и численного моделирования [3–9] 
свидетельствуют о сложной взаимосвязи 
основных физических факторов, опреде-
ляющих условия переходов между различ-
ными режимами течения, а также основные 
параметры его структуры (такие как период 
трехмерной структуры, интенсивность меж-
фазного теплообмена и др.). Кроме этого, в 
силу многопараметричности задачи в экспе-
риментах, как правило, бывает затрудни-
тельно выявить роль отдельных факторов. 
Прямые численные расчеты также сталки-
ваются со значительными трудностями в 
задачах о термокапиллярной конвекции 
вследствие того, что граничные условия 
приходится ставить на свободной поверхно-
сти, форма которой заранее не известна. Все 
это обусловливает высокий научный инте-
рес и актуальность темы исследований. 
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Описание двумерной структуры 

Исходными уравнениями, описывающи-
ми гидродинамику пленки, служат уравне-
ния Навье–Стокса и уравнение неразрывно-
сти несжимаемой жидкости. Граничные  
условия включают: условие прилипания на 
подложке (y = 0); условие баланса сил на 
свободной поверхности с учетом поверхно-
стного натяжения (y = h) [10. § 62] и кине-
матическое условие  

( ) ( )t x zy h y h
v dh dt h uh wh

= =
= = + + , (1)

которое совместно с уравнением неразрыв-
ности эквивалентно условию сохранения 
расхода жидкости. Здесь u, v, w – компонен-
ты вектора скорости, ось x лежит в плоско-
сти подложки и направлена вниз по тече-
нию, ось z – перпендикулярно течению, ось 
y – перпендикулярно плоскости подложки.  

Теоретическое изучение динамики тон-
ких слоев жидкости существенно упрощает-
ся в длинноволновом приближении, в кото-
ром характерная длина деформации свобод-
ной поверхности (L) считается намного пре-
восходящей амплитуду деформации. Это 
приближение позволяет приводить исход-
ные уравнения и граничные условия к уп-
рощенной асимптотической форме, которая 
может представлять собой одно нелинейное 
дифференциальное уравнение в частных 
производных для локальной толщины плен-
ки. Все остальные переменные (скорость, дав-
ление, температура) определяются как функ-
ции решения этого уравнения. Ряд подобных 
эволюционных уравнений приводится в обзо-
ре [11], а также в работах [12; 13 и др.].  

В двумерном стационарном случае урав-
нение для толщины пленки при локальном 
нагреве от движущегося источника тепла 
имеет вид [14; 15] 

3 3

3 3
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h h

h C h
hh h
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−

(2)

здесь толщина пленки вдалеке от на-
гревателя вверх по потоку; 

h∞ −
const=ρ  

плотность жидкости; const= −ν  кинемати-
ческая вязкость жидкости; −g  ускорение 
свободного падения; −θ  угол наклона под-
ложки к горизонту; С – скорость движения 
источника тепла вдоль оси x. При условии 

C = 0 уравнение (2) совпадает с уравнением, 
полученным в работах [3; 16]. Это уравне-
ние записано с точностью до членов второго 
порядка малости по параметру 

1h L∞=μ .  
Давление (p) и компоненты скорости 

жидкости выражаются через : ( )h x

( ) cosg
xxp p h y h= + − −gρ θ σ , 

( 2 )
2

xy t h yu G−
= +

σ
ν ρν

, 

2 2 2( 3)
2 2 2

x xx
x

y h y h y yv G G−
= + −

σ
ν ν ρν

, 

где constgp = −  давление в газовой фазе; 

( )1
xcos sinx x xG h h= − −g gθ θ ρ σ− .  

Гидродинамическая задача связана с теп-
ловой только через условие баланса сил на 
свободной поверхности (поскольку 

const=ρ , ( )T=σ σ ). Как следствие, в 
уравнение (2) входит переменное поверхно-
стное натяжение, для определения которого 
следует решать уравнение переноса тепла 

( )t xx yy zz x yT T T T uT vT w= + + − − −χ zT , 

где −χ  температуропроводность жидкости 
(будем считать const=χ ) с тем или иным 
набором граничных условий, например: на 
свободной поверхности (y = h) нормальная 
компонента вектора теплового потока равна 
нулю, т. е. не учитывается теплообмен меж-
ду жидкой и газовой фазами; температура 
жидкости вдали от нагревателя вверх по по-
току равна constT∞ = ; вне нагревателя тем-
пература на подложке (y = 0) равна T∞ ; на 
нагревателе задан тепловой поток (или тем-
пература).  

Если распределение ( )xσ  считается из-
вестным (например, через измерение темпе-
ратуры свободной поверхности на основе 
методов инфракрасной термографии [1]), то 
уравнение (2) позволяет рассчитать функ-
ции ( )h x , ( )u x , ( )v x , ( )p x , зная для дан-
ной жидкости зависимость поверхностного 
натяжения от температуры. На рис. 1 пред-
ставлены решения, полученные для задан-
ного распределения ( )T x , близкого к экс-
периментальным данным [1]. Значения па-
раметров выбраны для случая 25 % раствора 
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этилового спирта в воде: 303 KT∞ = , 

, 41,26 10  мh −
∞ ≈ ⋅ 2=θ π , 956=ρ кг/м3, 

41,1 10d dT −= − ⋅σ кг/(с2К), 0,034∞ =σ кг/с2, 
м61,8 10−= ⋅ν 2/с, координате x = 0 соответ-

ствует максимальное значение xσ .  
При прочих равных условиях при более 

высоких значениях плотности теплового 
потока достигаются более высокие значения 
градиента температуры на свободной по-
верхности. Усиление термокапиллярного 
эффекта приводит к торможению потока 
вплоть до режима с локальным остановом 
течения на поверхности пленки. Решения, 
приведенные на рис. 1, а также представ-
ленный ниже анализ устойчивости двумер-
ной структуры течения относятся именно к 
этому («критическому») режиму. 

Неустойчивость  
двумерной структуры течения 

Линейный анализ устойчивости предпо-
лагает представление всех переменных в 
исходных уравнениях и в условиях на воз-
мущенной свободной поверхности в виде 
суммы стационарного решения двумерной 
задачи и периодических по координате z не-
стационарных возмущений, имеющих бес-
конечно малую амплитуду, что позволяет 
 

пренебречь нелинейными слагаемыми. 
В работе [6] было показано, что для крити-
ческого режима в окрестности x = 0 спра-
ведливо уравнение Орра–Зоммерфельда, 
записанное для возмущения y-компоненты 
скорости ( )'v . В отличие от [6], используем 
предположение о том, что в рассматривае-
мой области x L≤ μ  амплитуда возмуще-
ний не зависит от координаты x. Тогда 
уравнение Орра–Зоммерфельда преобразу-
ется в обыкновенное дифференциальное 
уравнение с постоянными коэффициентами: 

 
( )

( )

2

2 2

' ' 2

' 0

yyyy yyv v

v ,

− Ω + +

+ Ω + =

ν κ

ν κ κ
 (3) 

 
где Ω−  инкремент возмущения;  вол-
новое число возмущения, периодического в 
направлении оси z.  

−κ

Решение уравнения (3) при условии не-
протекания на стенке имеет вид: 

 

( ) (
2

1
' sh ss

s
v v

=
= ∑ δ γ )y , 

где ( )sv −δ  амплитуда s-ой моды решения, 
2

1 = Ω +γ ν κ , 2 =γ κ .  
 

 

Рис. 1. Зависимости ( )x ∞σ σ  (а); ( )h x h∞  (б); 1 2( ) y hu x h− −
∞= g ν  (в); 1 2( ) y hv x h− −

∞= g ν  (г) 



ÿ‡р˚ÔÓ‚ Œ. ¬., ÃÂ‰‚Â‰ÍÓ  . ¿. Œ ÒÚрÛÍÚÛрÂ ÌÂËÁÓÚÂрÏË˜ÂÒÍËı ÔÎÂÌÓ˜Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ 
 

51

Уравнения и граничные условия позволяют 
определить константы интегрирования и 
записать решения для возмущений осталь-
ных переменных, а также получить диспер-
сионное соотношение: 

( )
( )

2 3 2 2 2
2 2

2 3 2 4
2 2 2

2 4

 2 4

γ γ

γ γ γ

Ω Ω − + Ω +

+ Ω + + Ω =

B

A B B 0
, (4) 

где ( )
2

2 2
2 cos

hh
A l∞= +

g
σκ θ

ν
, 

1 2

l
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠gσ
σ
ρ

−  

капиллярная постоянная жидкости, 
2

max
2

xh
B ∞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ
ρν

, 2h∞Ω = Ω ν , h h h∞= , 

2 h∞=γ κ .  
Уравнение (4) записано для предельного 

случая тонкого слоя жидкости 1shγ . 
В изотермическом случае (B = 0) уравнение 
(4) описывает распространение гравитаци-
онно-капиллярных волн на поверхности 
тонкого слоя вязкой жидкости [10]:  

( )2 2 2 2 24 h lΩ + Ω+ + =g σνκ κ κ θcos 0 . 

Корни этого уравнения указывают на то, что 
возмущения распространяются с опреде-
ленной фазовой скоростью и затухают под 
действием вязкости: 

( )1 22 2 4 4 22 4 cosh hνκ ν κ σ κ ρ κ θΩ = − ± − − g .  

При 0x ≠σ  будем полагать мнимую 
часть инкремента равной нулю, что соответ-
ствует экспериментальным данным (отсут-
ствие у возмущений фазовой скорости) и не 
противоречит уравнению (4). Это позволяет 
делать предположения относительно вели-
чины инкремента. Пусть справедливы нера-
венства: 

2
2AΩ 2γ ,  2

2Ω γ . 

Тогда из (4) получим, отбрасывая тривиаль-
ное решение:  

3 2
0 22 ,BΩ = γ  

где 0 1 1 0 0,  ,  Ω ≡ Ω +Ω Ω Ω Ω −  «нулевое 
приближение» решения. Подставляя выра-
жение для 0Ω  в уравнение (4) и сохраняя 
только слагаемые первой степени по 1Ω , 
получим приближенное решение в виде: 

2 2
2 2

0
0

22
3
A hh ∞

∞Ω ≈ Ω − −
Ω
κκ . (5)

Первое слагаемое в решении (5) связано 
с действием локального источника тепла и 
обеспечивает неустойчивость малых воз-
мущений двумерного стационарного реше-
ния, второе слагаемое связано с эффектом 
диссипации энергии возмущений за счет вяз-
кости, а третье описывает стабилизирующее 
воздействие капиллярности и гидростатики. 
Согласно (5), роль стабилизирующих эффек-
тов нарастает с увеличением волнового числа 
возмущения, и зависимость ( )Ω κ  носит не-
монотонный характер: при  инкремент 
максимален, при 

∗=κ κ

c<κ κ  инкремент положи-
телен, при c>κ κ  – отрицателен.  

С учетом полученного приближенного 
решения (5) очевидно, что использованные 
предположения справедливы в длинновол-
новой части спектра, т. е. при . Тем 
самым можно сделать вывод о неустойчиво-
сти базового решения по отношению к 
длинноволновым линейным возмущениям.  

1h∞κ

Из (5) можно определить длину волны 
нейтрально устойчивого ( )cΛ  и наиболее 
быстро растущего неустойчивого возмуще-
ния ( )∗Λ . Пренебрегая эффектами вязкости 
и гидростатики, получим: 

( )( )1 83 3 2 4

, 0
2 250 3 x

y h x
h −

∗
= =

Λ = π σ ν ρσ , 

0,55c ∗Λ ≈ Λ . 
(6)

Для условий эксперимента, указанных вы-
ше, оценка величины ∗Λ  дает 7,7 мм, что 
согласуется со значением периода структу-
ры, наблюдаемой в эксперименте (7 мм).  

На основе стационарного решения дву-
мерной задачи и зависимости (6) можно 
проанализировать, как зависит значение ∗Λ  
от угла наклона при одном и том же рас-
ходе жидкости (т. е. постоянном числе 
Рейнольдса). Аналитический результат 

 оказывается в хорошем со-
ответствии с экспериментальными данны-
ми, согласно которым период структуры 
обратно пропорционален 

( ) 0,46~ sin −
∗Λ θ

sinθ .  
Результаты проведенного линейного ана-

лиза устойчивости относятся к критическо-
му режиму течения, когда за счет термока-
пиллярного воздействия достигается ло- 
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Рис. 2. Установившаяся двумерная поверхность  
пленки (одно деление горизонтальных осей  

соответствует 1 мм, вертикальной оси – 0,25 мм) 

 

Рис. 3. Температура свободной поверхности  
(по горизонтальным осям отложены миллиметры,  
по вертикальной – градусы по шкале Кельвина) 

 

Рис. 4. Распределение модуля градиента температуры 
на поверхности пленки, К/мм (по осям отложены 

миллиметры) 

кальный останов жидкости на поверхности 
пленки. С физической точки зрения, значе-
ние критического условия заключается в 
том, что в области покоящейся жидкости 
слабые трехмерные возмущения получают 
возможность увеличения своей амплитуды 
до уровня, сопоставимого с характеристи-
ками основного течения. Дело в том, что 
неустойчивость возмущений в принципе 
возможна лишь в относительно узкой по 
координате x области ( )x L , в которой 
градиент температуры поверхности жидко-
сти достаточно велик. Вне этой области 
диссипативные эффекты преобладают над 

эффектом накачки, и возмущения затухают. 
Если критическое условие не выполняется 
(т. е. на свободной поверхности всюду 
u > 0), то неустойчивые возмущения выно-
сятся потоком жидкости из области, в кото-
рой возможно их усиление, не успевая дос-
тигнуть заметной амплитуды. Можно сделать 
вывод о том, что обсуждаемое критическое 
условие, строго говоря, следует рассматри-
вать не как необходимое условие неустойчи-
вости двумерного стационарного режима, а 
как критерий перехода к качественно ново-
му – «струйному» – режиму течения. Крити-
ческое условие означает предел, до которого 
можно абстрагироваться от возможного на-
личия мелкомасштабной трехмерной струк-
туры течения и приближенно описывать его 
с помощью двумерной модели. 

Численное моделирование  
периодической структуры 

При моделировании структуры поверх-
ности пленки можно выделить три харак-
терные области. В первой ( )x L< −  течение 
можно считать невозмущенным и описы-
вать решением стационарной двумерной 
задачи (см. выше). Во второй области 
( )x L<  будем строить описание на основе 
решений, полученных с учетом неустойчи-
вости слабых возмущений. Для третьей об-
ласти ( )x L> , где 0x →σ , неустойчивость 
не характерна, в ней будем учитывать толь-
ко снос потоком возмущений, развившихся 
в окрестности 0x = .  

В качестве начального условия исполь-
зовалось численное решение двумерной ста-
ционарной задачи ( )0h x  со слабыми слу-
чайными возмущениями, полное решение 
представлялось в виде суммы 
( ) ( ) ( )0, , ' , ,h x z t h x h x z t= + . В качестве гра-

ничного условия использовалась периодич-
ность решения по координате z.  

Изменение толщины пленки во второй 
области рассчитывалось на основе возму-
щенного уравнения (1) (кинематического 
условия на свободной поверхности): 

0' ' ' ' 't x xh v u h u h w hz= − − − . 

Линейный анализ позволяет выразить в нем 
возмущения компонент скорости через , 
получив нелинейное эволюционное уравне-
ние для координаты поверхности пленки. 
(При этом полученное уравнение не являет-
ся асимптотически точным, поскольку учи-

'h
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тывает лишь часть квадратичных нелиней-
ных слагаемых.)  

Численное решение осуществлялось на 
основе сочетания спектральных и конечно-
разностных методов с использованием по-
лученной аналитической зависимости 
( )Ω κ , количество учитываемых гармоник 

27 и более.  
Слабые начальные возмущения с волно-

выми числами  усиливаются в окре-
стности , формируя гребни и впадины. 
По мере увеличения их амплитуды прояв-
ляются нелинейные эффекты, гребни стано-
вятся уже, впадины расширяются, толщина 
пленки изменяется в пределах 

. Период стационарного ре-
шения показан на рис. 2.  

c<κ κ
0x =

(0,3  0,5 ∞÷ h)

Полученное решение для толщины плен-
ки позволяет построить на основе аналити-
ческих зависимостей поля скорости и тем-
пературы на свободной поверхности 
(рис. 3). В верхней части впадин формируют-
ся зоны с возвратным течением, аналогично 
тому, что наблюдалось в экспериментах [5].  

Во впадинах температура жидкости при-
близительно на 10 К выше, чем на поверх-
ности струй, максимальный градиент тем-
пературы создается в верхней части впадин 
и достигает 13 К/мм (рис. 4). Сопоставление 
расчетов с данными инфракрасной термо-
графии [3] дает хорошее соответствие, что 
свидетельствует о продуктивности предло-
женной модели.  
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