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В первых двух частях книги описываются общие математи-
ческие понятия и некоторые разделы теории операторов. В тре-
тьей части излагаются элементы теории вероятностей. Четвер-
тая часть посвящена некорректным задачам математической фи-
зики. Эта часть имеет самостоятельное значение и вместе с тем
служит важным примером применения методов математического
и функционального анализа. Первые три части книги написаны
Л. Я. Савельевым, четвертая часть — М. М. Лаврентьевым (пер-
вые две главы этой части написаны С. И. Кабанихиным).

В части Основные nонятия кратко описываются язык тео-
рии множеств, элементы общей, линейной и полилинейной ал-
гебр. Вводится топологический язык и подробно рассматривают-
ся фундаментальные понятия анализа: предел, дифференциал,
интеграл. Специальный раздел посвящен анализу на многообра-
зиях.

В части Операторы описываются основные пространства
функций и классы операторов — линейных и нелинейных. Рас-
сматриваются различные виды обобщенных функций и их пре-
образований. Излагаются элементы теории линейных операто-
ров. Особое внимание уделяется спектральной теории. Дока-
зываются основные теоремы о неподвижных точках нелинейных
преобразований, кратко излагается теория степени отображения.
Отдельная глава посвящена матричным операторам на бесконеч-
номерных нормированных пространствах.

В части Теория вероятностей кратко описываются элемен-
ты этой теории. Прослеживается ее связь с теорией операторов.
Рассматриваются дискретные, непрерывные и общие вероятност-
ные пространства. Отдельная глава посвящена случайным про-
цессам, среди которых выделяются марковские процессы и мар-
тингалы, тесно связанные с операторами.
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Часть Некорректные задачu посвящена задачам математи-
ческой физики, интегральным и операторным уравнениям, эво-
люционным уравнениям и задачам интегральной геометрии. Рас-
сматриваются также вопросы аналитического продолжения.

Детальная проработка отдельных тем, многочисленные при-
меры и задачи позволяют использовать книгу как учебное посо-
бие по некоторым разделам математического и функционального
анализа. А широкий охват материала и подробные ссылки с ком-
ментариями — как справочное пособие. К научной части книги
относятся параграфы, содержащие ряд новых результатов. Там
описана общая модель линейного и непрерывного продолжения
векторной меры до интеграла. Доказана теорема единственности
для нового типа уравнений с интегродифференциальными опе-
раторами. Приведены примеры некорректности задачи Радона,
доказана слабая некорректность задачи, рассмотрена задача с не-
полными данными. Доказана теорема единственности для спе-
циальной задачи интегральной геометрии.

Новое издание книги дополнено и переработано. В нем ис-
правлены погрешности, замеченные в первом издании.
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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

В этой части книги описываются разделы теории множеств,
общей и линейной алгебр, геометрии пространств, широко при-
меняемые в математическом и функциональном анализе.

Глава «Теория множеств» посвящена абстрактному матема-
тическому языку, который используется в современном матема-
тическом анализе. В ней определяются нужные понятия и со-
общаются нужные сведения из теории множеств. Абстрактный
математический язык позволяет просто формулировать предло-
жения, кратко излагать рассуждения и пояснять суть дела. Его
абстрактность компенсируется конкретностью примеров. Логи-
ческие связки если — то, только если, если и только если (ко-
ротко ессли или эквивалентно) часто заменяются стрелками ⇒,
⇐, ⇔. Вместо выражений для каждого и для некоторого исполь-
зуются символы ∀ и ∃. Формулируется общий принцип индукции
и эквивалентные ему предложения, использующиеся при доказа-
тельствах многих важных теорем.

Глава «Алгебра» посвящена элементам общей, линейной
и полилинейной алгебр. В ней описываются те разделы, кото-
рые часто используются в математическом и функциональном
анализе. Много внимания уделено алгебраическим системам: по-
лугруппам, группам, кольцам, полям, векторным пространствам
и алгебрам. Описываются нормированные и евклидовы простран-
ства, их геометрия. В отдельном пункте излагаются элементы
полилинейной алгебры и тензорного исчисления.

Глава «Анализ» посвящена теории пределов, дифферен-
циальному и интегральному исчислениям. Описываются сходи-
мость по направлению в топологических пространствах, диффе-
ренцирование в векторных пространствах и интегрирование по
мере. Отдельный параграф посвящен анализу на многообразиях.



1. ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ

В книге используется наивная теория множеств. Эта теория
основана на предположении, что множества обладают всеми нуж-
ными свойствами. Глава посвящена краткому описанию теорети-
ко-множественного языка и правил операций с множествами.

1.1. Множества

Понятие множества формально не определяется. Считается,
что приписываемые множествам свойства не противоречат друг
другу и соответствуют содержанию.

1.1.1. Элементы и части множеств

Каждое (непустое) множество определяется своими элемен-
тами. Рассматривается также пустое множество O, не имею-
щее элементов. Множества обычно обозначаются прописными
латинскими буквами, а их элементы — строчными.

1. Запись a ∈ E читается: элемент a принадлежит мно-
жеству E. Отрицание этой принадлежности записывается как
a /∈ E. Если элементы a, b, c, . . . множества E определяются пере-
числением, то говорят, что множество E состоит из элементов
a, b, c, . . . , и пишут E = {a, b, c, . . .}. Порядок, в котором записы-
ваются элементы, не играет роли.

Равными считаются множества, состоящие из одних и тех же
элементов. Равенство множеств A и B записывается A = B, а его
отрицание A �= B.

Множества, состоящие из одного элемента, называются эле-
ментарными и часто отождествляются со своими элементами.

2. Множество A, каждый элемент которого принадлежит
множеству B, называется частью (или подмножеством) B.
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Говорят также, что A содержится в B или B содержит A, и пи-
шут A ⊆ B или B ⊇ A. Отрицание этого записывается A � B
или B �⊇ A. Если A ⊆ B и A �= B, то говорят, что A строго
содержится в B или B строго содержит A, и пишут A ⊂ B или
B ⊃ A.

Считается, что пустое множество O содержится в каждом
множестве E.

Вместо содержится и содержит говорят также включается
и включает.

Из определений следует, что равенство A = B эквивалентно
включениям A ⊆ B и B ⊆ A.

Нередко часть множества E удобно записывать {x ∈ E | . . .},
указывая после черты определяющее эту часть свойство. Иногда
черта заменяется двоеточием. Если ясно, какое множество E
имеется в виду, то вместо x ∈ E пишут просто x.

Непустые и неравные E части множества E называются соб-
ственными.

Для каждого множества E существует класс P = P(E),
составленный из всех частей E. Термин класс, как правило, упо-
требляется здесь для множеств, элементы которых сами являют-
ся множествами. Это позволяет избегать сочетаний множество
множеств или множество подмножеств.

Пример. Рассмотрим множество F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} цифр. Ча-
стями F являются, например, множество A = {0, 2, 4, 6, 8} четных цифр

и множество B = {1, 3, 5, 7, 9} нечетных. Множество C = {2, 4, 6, 8} строго
содержится в A. Множество D = {0, 1} не содержится ни в A, ни в B.

1.1.2. Алгебра множеств

Для класса P = P(E) всех частей множества E определены
операции объединения, пересечения и дополнения.

1. Обозначим через X , Y , Z произвольные множества клас-
са P . Множество X ∪ Y = {x | x ∈ X или y ∈ Y } ∈ P , со-
ставленное из всех элементов, принадлежащих множеству X или
множеству Y , называется объединением X , Y .

Множество X ∩ Y = {x | x ∈ X и y ∈ Y } ∈ P , составленное
из всех элементов, принадлежащих множеству X и множеству Y ,
называется пересечением X , Y .

Множество Y \X = {y | y ∈ Y и y /∈ X} ∈ P , составленное
из всех элементов, принадлежащих множеству Y , но не принадле-
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жащих множеству X , называется дополнением X до Y . Дополне-
ние X до E называется просто дополнением X и обозначается X ′
или Xc. Ясно, что Y \X = Y \ (X ∩ Y ) = Y ∩X ′.

2. Если X ∩ Y = O, то говорят, что множества X и Y не
пересекаются или дизъюнктны. Из определений следует, что
X ∩ Y = O эквивалентно Y ⊆ X ′.

Класс, каждые два множества которого не пересекаются, бу-
дем называть дизъюнктивным. По определению, пустой класс
и класс, состоящий ровно из одного множества, дизъюнктивны.

3. Объединение, пересечение и дополнение подчинены пра-
вилам, которые легко проверить:

X ∪X ′ = E, X ∩X ′ = O (1)

— разбиение;
X ∪X = X, X ∩X = X (2)

— идемпотентность;

X ∪ Y = Y ∪X, X ∩ Y = Y ∩X (3)

— коммутативность;

(X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z), (X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z) (4)

— ассоциативность;

(X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z),
(X ∩ Y ) ∪ Z = (X ∪ Z) ∩ (Y ∪ Z)

(5)

— дистрибутивность;

X ∪ (X ∩ Y ) = X, X ∩ (X ∪ Y ) = X (6)

— поглощение;

(X ∪ Y )′ = X ′ ∩ Y ′, (X ∩ Y )′ = X ′ ∪ Y ′ (7)

— двойственность;
(X ′)′ = X (8)

— инволютивность.
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Класс P с операциями ∪, ∩, ′ образует булеву алгебру мно-
жеств.

4. Операции объединения и пересечения можно обобщить.
Рассмотрим произвольный класс C ⊆ P . Множество

∪C = {x | x ∈ C для некоторого C ∈ C } ∈P ,

составленное из всех элементов, принадлежащих хотя бы од-
ному множеству класса C , называется объединением множеств
класса C .

Класс C , объединение множеств которого содержит A, на-
зывается покрытием множества A. Дизъюнктивный класс D
такой, что ∪D = A, называется разбиением множества A. (При
этом часто предполагается еще, что все множества класса D не-
пустые.)

Множество

∩C = {x | x ∈ C для каждого C ∈ C } ∈ P ,

составленное из всех элементов, принадлежащих каждому из мно-
жеств класса C , называется пересечением множеств класса C .

Если класс C состоит из множеств A,B, C, . . . , то их объеди-
нение и пересечение записываются так:

A ∪B ∪ C ∪ . . . , A ∩ B ∩C ∩ . . . .
В частности, если C = {A,B}, то

∪{A,B} = A ∪ B, ∩{A,B} = A ∩B
в соответствии с определениями объединения и пересечения мно-
жеств X = A, Y = B.

5. Пример. Для множеств A, B, C , D, F из примера в 1.1.1 верны
равенства

A ∪ B = F, A ∩B = O, A′ = B, B′ = A,

A \ C = {0}, A \D = C, A ∩C = C, A ∩D = {0},
B ∪C ∪D = F, B ∩C ∩D = O.

Замечание. Так как в книге используется наивная теория
множеств, то корректность предлагаемых определений не обсуж-
дается. В формализованных теориях она обеспечивается аксио-
мами (см. [53, гл. 2]).
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1.1.3. Декартовы произведения

Это понятие больше связано с геометрией, чем с алгеброй.
Оно формализует переход от прямой к плоскости и простран-
ству. Определение декартова произведения основано на понятии
упорядоченной пары.

1. Рассмотрим: произвольный элемент a множества A, про-
извольный элемент b множества B, элементарные множества {a}
и {b}, множество {a, b}.

Класс (a, b) = {{a}, {a, b}}, составленный из множеств {a}
и {a, b}, называется упорядоченной парой с первым элементом a
и вторым элементом b. Подчеркнем, что в этом определении ис-
пользуется только понятие множества. Термин первый для эле-
мента a ∈ A, a �= b оправдывается тем, что {a} ∈ {{a}, {a, b}}, но
{b} /∈ {{a}, {a, b}}. Условимся вместо упорядоченная пара иногда
говорить коротко пара и вместо (a, b) писать ab.

Пусть x ∈ A, y ∈ B. Тогда равенство (x, y) = (a, b) упорядо-
ченных пар эквивалентно равенству x = a их первых элементов
и равенству y = b их вторых элементов.

Упражнение. Доказать это утверждение.

Если a �= b, то (a, b) �= (b, a). По определению, (a, a) = {{a}}
для каждого a ∈ A ∩B.

2. Множество A × B = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}, составленное
из всех упорядоченных пар с первыми элементами из A и вто-
рыми элементами из B, называется декартовым произведением
множества A на множество B. Если A �= B и A �= O, B �= O, то
A ×B �= B × A.

Пример. Пусть A = B = F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Тогда декартово
произведение A×B = F × F состоит из упорядоченных пар 00, 01, . . . , 09, 10,

11, . . . , 19, . . . , 90, 91, . . . , 99.

3. Будем непустые классы непустых множеств называть
невырожденными. Рассмотрим невырожденный дизъюнктивный
класс D . Всякое множество Y , составленное из элементов мно-
жеств класса D так, что каждому множествуX ∈ D принадлежит
ровно один элемент y ∈ Y , назовем выборкой для D .

Предположим, что верна
Аксиома выбора. Для каждого невырожденного дизъюнк-

тивного класса множеств существует хотя бы одна выборка.
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Множество
∏

D всех выборок для D называется декартовым
произведением множеств класса D . Аксиома выбора утверж-
дает, что

∏
D �= O для каждого невырожденного дизъюнктивного

класса D . Если класс D состоит из множеств A,B, C, . . . , то
декартово произведение

∏
D записывается также A×B×C×· · · .

Пример. Пусть F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} и класс D состоит из мно-
жеств A = {1} × F , B = {2} × F , C = {3} × F . Тогда∏

D = {{(1, x), (2, y), (3, z)} | x, y, z ∈ F}.

Произвольный элемент множества F × F × F удобно записывать в виде по-
следовательности xyz = 000, 001, . . . , 999.

1.2. Соответствия

Формально соответствие определяется как множество упоря-
доченных пар. Содержание этого понятия интуитивно понятно.

1.2.1. Образы и прообразы

Каждая часть S декартова произведения A × B называется
соответствием между множеством A и множеством B. Вместо
(x, y) ∈ S часто пишут xSy или S : x → y. Вместо S ⊆ A × B
пишут также S : A→ B.

1. Множество S(x) = {y | (x, y) ∈ S} ⊆ B называется образом
элемента x ∈ A при соответствии S. Этот образ может быть
пустым. Объединение S(X) = ∪{S(x) | x ∈ X} образов S(x) всех
элементов x ∈ X называется образом множества X ⊆ A при
соответствии S. В частности, множество S(A) ⊆ B называет-
ся образом соответствия S. Это множество обозначают еще
RanS.

2. Соответствие S−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ S} ⊆ B × A назы-
вается обратным к S. Образ S−1(y) ⊆ A элемента y ∈ B при S−1

называется прообразом y при S. Он может быть пустым. Образ
S−1(Y ) ⊆ A множества Y ⊆ B при S−1 называется прообразом
Y при S. Ясно, что S−1(Y ) = ∪{S−1(y) | y ∈ Y }. Множество
S−1(B) ⊆ A называется областью определения соответствия S.
Говорят также, что S определено на множестве S−1(B). Это
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множество обозначают еще DomS и коротко называют областью
соответствия S.

3. Из определений следует, что

DomS = {x ∈ A | y ∈ S(x) для некоторого y ∈ B},
RanS = {y ∈ B | y ∈ S(x) для некоторого x ∈ A}.

(Условие в первом равенстве означает, что S(x) �= O, а во вто-
ром — что S−1(y) �= O.) Если DomS = A, то соответствие S на-
зывают всюду определенным. Если RanS = B, то соответствие S
называют накрывающим или накрытием.

Пусть S ⊆ T ⊆ A×B. Тогда говорят, что S есть сужение со-
ответствия T , а T есть продолжение соответствия S. Включение
S ⊆ T эквивалентно включениям DomS ⊆ DomT и S(x) ⊆ T (x)
для каждого x ∈ DomS.

4. Рассмотрим множества A, B, C и соответствия S ⊆ A×B,
T ⊆ B × C. Равенствo (TS)(x) = T (S(x)) (x ∈ A) определяет
соответствие TS ⊆ A × C, которое называется композицией со-
ответствий S и T . Область Dom(TS) может быть пустой, если
RanS и область DomT не пересекаются.

Из определений следует, что (TS)−1 = S−1T−1.
Композицию соответствий S

и T можно изобразить диаграм-
мой: это особенно удобно, когда
приходится составлять компози-
ции из нескольких соответствий.
Вместо композиция часто гово-
рят произведение.

Пример. Пусть F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} и F × F = {00, 01, . . . , 09;
10, 11, . . . , 19; . . . 90, 91, . . . , 99}. Соответствие S = {01, 02, . . . , 09, 12, . . . , 19,
. . . , 89} ⊆ F × F устанавливает строгий порядок для F : при нем y ∈ S(x)
означает, что y > x. Соответствие S−1 = {10, 21, 20, . . . , 98, . . . , 91, 90} ⊆
F ×F устанавливает обратный порядок для F : при нем y ∈ S−1(x) означает,
что y < x.

Соответствие T = {00, 11, 24, 39} ⊆ F × F определяет возведение цифры
в квадрат: при нем z ∈ T(y) означает, что z = y2. Заметим, что T(S(0)) =

T({1, 2, 3, . . . , 9}) = {1, 4, 9}, T(S(1)) = T({2, 3, . . . , 9}) = {4, 9}, T(S(2)) =

T({3, . . . , 9}) = {9}, T(S(3)) = · · · = T({9}) = O. Поэтому композиция TS =

{01, 04, 09, 14, 19, 29} ⊆ F × F .
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1.2.2. Функции

Среди соответствий выделяются однозначные, у которых об-
раз каждого элемента либо пуст, либо состоит ровно из одного
элемента. Их называют функциями.

1. Соответствие f ⊆ A × B, при котором для каждого
x ∈ Dom f ⊆ A существует единственный y ∈ Ran f ⊆ B, со-
ставляющий образ f(x), называется однозначным. Однозначное
соответствие f ⊆ A × B называется также функцией из A в B.
Говорят еще, что функция f ⊆ A×B определена в A и изменяет-
ся в B. Вместо {y} = f(x) обычно пишут y = f(x). Элемент y
называется значением функции f , соответствующим элементу x.

Упражнение. Доказать, что композиция функций есть функция.

Замечание. По данному определению функция есть некото-
рое множество упорядоченных пар. Если пользоваться нагляд-
ными представлениями, то можно сказать, что это определение
отождествляет функцию с ее графиком. Иногда график f ⊆ A×B
выделяют и соответствие между A и B определяют как тройку
(A,B, f). Все это позволяет оперировать с функциями как с мно-
жествами, что часто бывает удобно.

2. Всюду определенные функции называют отображениями.
Если функция f ⊆ A × B имеет область Dom f = A, то говорят,
что f отображаетA в B. Если, кроме того, Ran f = B, то говорят,
что f отображает A на B. Когда f отображает A в B, вместо
f ⊆ A ×B обычно пишут f : A→ B или A

f→ B. Множество всех
отображений A в B обозначается BA.

3. Обратное к функции f ⊆ A×B соответствие f−1 ⊆ B×A
может не быть функцией. Однозначное соответствие, обратное
к которому тоже однозначно, называется взаимно однозначным.
Взаимно однозначное отображение множества A в множество B
называется вложением A в B. Взаимно однозначное отображе-
ние множества A на B называют наложением A на B. Такое
отображение называется еще изоморфизмом A на B. Множества,
для которых существует изоморфизм, называются изоморфными.
Изоморфизм A на B называют еще подстановкой A на B, а изо-
морфизм A на A — автоморфизмом или перестановкой A. Все
это — взаимно однозначные накрытия.

Примеры. 1) Пусть F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} и F ×F = {00, 01, . . ., 09;
10, 11, . . . , 19; . . . 90, 91, . . . , 99}. Соответствие f = {00, 12, 24, 36, 48} есть
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функция с областью Dom f = {0, 1, 2, 3, 4} и образом Ran f = {0, 2, 4, 6, 8}.
Обратное соответствие f−1 = {00, 21, 42, 63, 84} тоже есть функция с об-
ластью Dom f−1 = Ran f и образом Ran f−1 = Dom f . Соответствие f вза-
имно однозначно. Оно отображает множество A = {0, 1, 2, 3, 4} на множество
B = {0, 2, 4, 6, 8}. Эти множества изоморфны.

2) Отображение X → y (X ∈ D, y ∈ X) дизъюнктивного класса D на
свою выборку Y есть изоморфизм (1.1.3, 3).

Замечание. Подчеркнем, что важно указывать множества,
между которыми устанавливается соответствие. Одно и то же
множество пар f в примере содержится в декартовых произве-
дениях A × B и F × F . Но в A × B соответствие f является
изоморфизмом, а в F × F — нет.

4. Рассмотрим множества A, B, C, вложения f : A → B,
g : B → C и их композицию h = gf : A→ C.

Предложение. Композиция h вложений f , g есть вло-
жение.

� Докажем, что h является вложением. Пусть h(x) = h(y)
для некоторых x, y ∈ A. Это значит, что g(f(x)) = g(f(y)). Так
как g взаимно однозначно, то f(x) = f(y). И так как f взаимно
однозначно, то x = y. Композиция h взаимно однозначна. �

Следствие. Композиция h изоморфизмов f , g есть изо-
морфизм.

� По доказанному остается показать, что композиция h = gf
накрывающих отображений g, f является накрытием. Возьмем
произвольный элемент z ∈ C. Так как g накрывает C, то g(y) =z
для некоторого y ∈ B. Так как f накрывает B, то f(x) =y для
некоторого x ∈ A. Следовательно, h(x) = g(f(x)) = z и h накры-
вает C. �

5. Часто удобно заменять множества некоторыми функция-
ми, называемыми индикаторами.

Рассмотрим множество U , класс P = P(U) всех частей U
и множество B = {0, 1}. Для каждого множества X ∈ P опре-
делена функция indX : U → B со значениями indX(u) = 1 при
u ∈ X и indX(u) = 0 при u /∈ X . Функции на U со значениями
в B называются индикаторами на U . Функция indX называется
индикатором части X множества U . Обозначим I = I (U)
множество всех индикаторов на U .

Соответствие ind между P и I , при котором каждому мно-
жеству X ∈ P соответствует его индикатор indX ∈ I , есть
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изоморфизм P на I . Изоморфизм ind: P → I позволяет отож-
дествлять множества из P с их индикаторами из I .

Упражнение. Доказать, что ind: P → I есть изоморфизм.

Замечание. Таким образом, функции можно считать мно-
жествами специального типа, а множества — функциями спе-
циального типа.

6. Функции можно считать операторами общего типа, аб-
страктными операторами. Изучаемые в дальнейшем операторы
выделяются специальными областями определения и изменения,
а также специальными свойствами устанавливаемого соответст-
вия между этими областями.

Все общие понятия и утверждения для соответствий и функ-
ций переносятся в теорию операторов. Особенно часто там ис-
пользуются свойства образов, прообразов и композиции. Слож-
ные композиции хорошо поясняются диаграммами со стрелками.

1.2.3. Семейства множеств

Термин семейство является синонимом термина функция.
Он употребляется обычно при специальной записи значений функ-
ции с помощью индексов, которая часто бывает удобна.

1. Рассмотрим множество I . Его элементы будем назы-
вать индексами. Отображение f : I → B множества I в множе-
ство B условимся называть также семейством элементов мно-
жества B, имеющим множество индексов I. Вместо f(i) будем
также писать fi (i ∈ I), а вместо f писать (fi). Таким образом,
f = (fi). Когда нужно, указывают множество индексов и пишут
(fi) (i ∈ I).

Для каждого семейства множеств Xi ∈ P = P(E) можно
определить объединение ∪Xi и пересечение ∩Xi:

∪Xi = {x | x ∈ Xi для некоторого i ∈ I},
∩Xi = {x | x ∈ Xi для каждого i ∈ I}.

Эти определения согласуются с данными в 1.1.2 для объедине-
ния и пересечения класса множеств. Когда нужно, указывают
множество индексов и пишут

⋃
i∈I

,
⋂
i∈I

.

Из определений следуют равенства

∪Xi = O, ∩Xi = E (i ∈ O)
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для частей семейства E с пустым множеством индексов I . Се-
мейство с пустым множеством индексов называется пустым се-
мейством.

Семейство непустых множеств Xi, объединение которых
X = ∪Xi содержит множество A, называется покрытием A. Если
X = A и среди множеств Xi нет пересекающихся, то покрытие
(Xi) называют разбиением A.

Каждый дизъюнктивный класс D непустых множеств X ⊆ E
можно считать также семейством — тождественным отображе-
нием D на себя. В этом случае роль индексов играют сами множе-
стваX ∈ D . Если ∪D = E, то класс D тоже называют разбиением
множества E. Иногда для упрощения рассуждений покрывающие
множества не предполагаются непустыми.

Декартово произведение дизъюнктивного класса D, соста-
вленного из множеств {i} × Xi = {(i, xi) | xi ∈ Xi} (i ∈ I),
называется декартовым произведением семейства множеств Xi

(i ∈ I) и обозначается
∏
Xi или

∏
i∈I

Xi. Элементами этого произ-

ведения являются семейства x = (xi) элементов xi ∈ Xi (i ∈ I):∏
Xi = {x = (xi) | xi ∈ Xi для каждого i ∈ I}

или, что то же самое,∏
Xi = {f : I → X | f(i) ∈ Xi для каждого i ∈ I}.

Элементами этого произведения являются функции f : I → X со
значениями f(i) ∈ Xi для каждого индекса i ∈ I . По определению,
декартово произведение пустого семейства множеств пусто.

2. Действия с семействами множеств подчинены правилам,
которые легко проверить. Запишем их в виде тождеств. Рассмо-
трим: множества индексов A и B, семейства множеств Xα (α ∈ A)
и Yβ (β ∈ B), перестановку p : A → A, множество индексов C
и семейство частей A(γ) (γ ∈ C) множества A, покрывающее A.
Верны правила:⋃

α∈A
Xp(α) =

⋃
α∈A

Xα,
⋂
α∈A

Xp(α) =
⋂
α∈A

Xα (1)

— коммутативность;⋃
α∈A

Xα =
⋃
γ∈C

( ⋃
α∈A(γ)

Xα

)
,
⋂
α∈A

Xα =
⋂
γ∈C

( ⋂
α∈A(γ)

Xα

)
(2)
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— ассоциативность;( ⋃
α∈A

Xα

)
∩
( ⋃
β∈B

Yβ

)
=

⋃
(α,β)∈A×B

(Xα ∩ Yβ),

( ⋂
α∈A

Xα

)
∪
( ⋂
β∈B

Yβ

)
=

⋂
(α,β)∈A×B

(Xα ∪ Yβ)
(3)

— дистрибутивность;( ⋃
α∈A

Xα

)′
=
⋂
α∈A

X ′
α,

( ⋂
α∈A

Xα

)′
=
⋃
α∈A

X ′
α (4)

— двойственность;( ⋃
α∈A

Xα

)
×
( ⋃
β∈B

Yβ

)
=

⋃
(α,β)∈A×B

(Xα × Yβ),

( ⋂
α∈A

Xα

)
×
( ⋂
β∈B

Yβ

)
=

⋂
(α,β)∈A×B

(Xα × Yβ)
(5)

— декартова дистрибутивность.
Если A = B, то последнее равенство можно упростить:( ⋂

α∈A
Xα

)
×
( ⋂
α∈A

Yα

)
=
⋂
α∈A

(Xα × Yα). (6)

Упражнение. Доказать эти тождества.

4. Рассмотрим: множества E и F , семейство Xi ⊆ E, мно-
жество Y ⊆ F и семейство Yj ⊆ F , отображение f : E → F . Для
образов и прообразов верны равенства

f(∪Xi) = ∪f(Xi); (7)

f−1(∪Yj) = ∪f−1(Yj), f−1(∩Yj) = ∩f−1(Yj); (8)

f−1(Y ′) = f−1(Y )′. (9)
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Для образа пересечения верно только включение

f(∩Xi) ⊆ ∩f(Xi). (10)

Упражнение. Доказать соотношения (7)–(10).

Пример. Пусть E = F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, X1 = {1, 3, 5, 7, 9},
X2 = {0, 2, 4, 6, 8} и f : E → F определяется равенствами f(0) = f(1) = 1,
f(2) = f(3) = 3, f(4) = f(5) = 5, f(6) = f(7) = 7, f(8) = f(9) = 9. Тогда
f(X1) = f(X2) = X1, X1 ∩X2 = O и f(X1 ∩X2) = f(O) = O ⊂ X1 = f(X1) =
f(X2) = X1.

Рассмотрим еще Y1 = {1, 2, 3, 4, 5}, Y2 = {2, 3, 4, 5, 6}, Y3 = {3, 4, 5, 6, 7}.
Заметим, что f−1(Y1) = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, f−1(Y2) = {2, 3, 4, 5}, f−1(Y3) =
{2, 3, 4, 5, 6, 7} и

Y1 ∩ Y2 ∩ Y3 = {3, 4, 5}, f−1(Y1) ∩ f−1(Y2) ∩ f−1(Y3) = {2, 3, 4, 5}.

Следовательно, f−1(Y1 ∩ Y2 ∩ Y3) = {2, 3, 4, 5} = f−1(Y1)∩ f−1(Y2) ∩ f−1(Y3).

Этот пример поясняет тождества (8) и включение (10).
6. Объединение ∪ и пересечение ∩ семейства множеств могут

служить примерами абстрактных операторов. Областью опреде-
ления этих операторов служит множество F (I,P) отображений
множества индексов I в класс P = P(E) всех частей данного
множества E. А областью изменения — сам класс P . Каж-
дому отображению f : I →P ставятся в соответствие множества
∪f =

⋃
i

fi и ∩f =
⋂
i

fi, принадлежащие P .

Равенства (1)–(10) описывают свойства операторов ∪ и ∩.

1.3. Отношения

Соответствия в E×E называются отношениями для множе-
ства E. Среди них выделяют эквивалентности и порядки. Заме-
тим, что соответствие между множествами A и B есть отношение
для E = A ∪B.

1.3.1. Рефлексивность, транзитивность,
симметричность

Эти свойства отношений часто встречаются. Их можно счи-
тать главными.
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1. Отношение R ⊆ E×E, при котором x ∈ R(x) для каждого
x ∈ E, называется рефлексивным. При нем каждый элемент мно-
жества соответствует самому себе (и, возможно, еще некоторым
другим): x→ x.

Отношение R ⊆ E×E, при котором для каждых x, y, z ∈ E из
y ∈ R(x) и z ∈ R(y) следует z ∈ R(x), называется транзитивным.
При нем соответствие передается через каждый промежуточный
элемент: x→ y, y → z ⇒ x→ z.

Отношение R⊆E × E, при котором для каждых x, y ∈ E
из y ∈ R(x) следует x ∈ R(y), называется симметричным:
x → y ⇒ y → x. Симметричное отношение совпадает с обрат-
ным к нему: R = R−1.

Отношение R⊆E × E, при котором для каждых x, y∈E из
y ∈ R(x) и x ∈ R(y) следует x = y, называется антисимметрич-
ным: x → y, y → x ⇒ x = y. При нем могут соответствовать
друг другу только равные элементы.

2. Примеры. В примере п. 1.2.1 отношения S, T транзитивны и анти-
симметричны. Их композиция TS тоже.

Рассмотрим отношение R = {00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99} равенства
цифр. Оно рефлексивно, транзитивно и симметрично. Отношение R ∪ S
порядка для цифр рефлексивно и транзитивно.

В примере 1 из п. 1.2.2 отношение f не транзитивно: если y = 2x и
z = 2y, то z �= 2x при x �= 0.

1.3.2. Эквивалентности

Рефлексивное, транзитивное и симметричное отношение на-
зывается эквивалентностью. Если R — эквивалентность для
множества E, то вместо y ∈ R(x) и x→ y часто пишут x ∼ y.

1. Эквивалентности характеризует

Теорема. Каждая эквивалентность для множества опре-
деляет некоторое его разбиение на непустые части. Обратно:
каждое такое разбиение множества определяет некоторую эк-
вивалентность для него.

� Рассмотрим эквивалентность R для множества E и класс D
всех различных образов R(x) элементов x ∈ E. Докажем, что
D есть разбиение E. В самом деле, так как R рефлексивно, то
x ∈ R(x), и поэтому D покрывает E. Возьмем a, b ∈ E и R(a), R(b)
∈ D . Пусть x ∈ R(a), y ∈ R(b) и существует c ∈ R(a) ∩ R(b), т. е.
x ∼ a, y ∼ b и c ∼ a, c ∼ b. Тогда, так как R симметрично и
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транзитивно: c ∼ a, c ∼ b ⇒ a ∼ c, c ∼ b ⇒ a ∼ b и x ∼ a,
a ∼ b ⇒ x ∼ b ⇔ x ∈ R(b) ⇒ R(a) ⊆ R(b). Точно так же y ∼ b,
a ∼ b⇒ y ∼ b, b ∼ a ⇒ y ∼ a⇔ y ∈ R(a) ⇒ R(b) ⊆ R(a). Значит,
R(a) = R(b). Следовательно, если R(a) �= R(b), то R(a)∩R(b) = O.
Класс D дизъюнктивен и является разбиением множества E.

Докажем обратное. Рассмотрим разбиение D множества E
на непустые части и определяемое им отношение R для E, при
котором каждому элементу x ∈ E соответствуют все элементы
из покрывающего x множества X ∈ D . По определению, R равно
объединению декартовых квадратов X × X множеств X ∈ D .
Так как x ∈ X = R(x), то R рефлексивно. Если y ∈ X = R(x),
то X = R(y), x ∈ R(y) и R симметрично. Равенство R(x) = R(y)
при y ∈ R(x) дает z ∈ R(x) для z ∈ R(y). Значит, R транзитивно.
Таким образом, R есть эквивалентность. �

Определяемое эквивалентностью R разбиение множества E
называется фактор-классом, полученным факторизацией E по R,
и обозначается E/R. Множества класса E/R называются фак-
тор-множествами. Эквивалентными являются элементы, при-
надлежащие одному и тому же фактор-множеству.

2. Примеры. 1) Простейшей эквивалентностью является равенство
элементов. Ему соответствует разбиение множества на элементарные части:

R = {(x, x) | x ∈ E}, D = {{x} | x ∈ E}.

2) Соответствие цифр по четности есть эквивалентность, определяемая
разбиением

D = {{0, 2, 4, 6, 8}, {1, 3, 5, 7, 9}}

множества F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
3) Рассмотрим множество высказываний, которые отождествлены с ча-

стями некоторого множества U так, что логическая связка A ⇒ B означает
A ⊆ B. В этом случае логическая эквивалентность A ⇔ B высказываний
A и B означает равенство A = B множеств. Это равенство есть эквивалент-

ность для класса P = P(U) всех частей множества U .

3. Более сложный пример эквивалентности связан с опреде-
лением мощности множества, которая формализует интуитивное
представление о числе элементов множества.

Рассмотрим множество U и классP = P(U) всех его частей.
Обозначим символом ↔ отношение для P , определяемое изомор-
физмом множества на множество: запись X ↔ Y означает, что
множества X и Y из P изоморфны (т. е. существует взаимно
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однозначное отображение X на Y ). Отношение ↔ есть эквива-
лентность. В самом деле, оно рефлексивно (так как тождествен-
ное отображение X на X является изоморфизмом), транзитивно
(так как композиция изоморфизмов X на Y и Y на Z есть изо-
морфизм X на Z) и симметрично (так как обратное соответствие
для изоморфизма X на Y является изоморфизмом Y на X).

Значит, класс P разбивается на непустые попарно непере-
секающиеся классы, каждый из которых состоит из изоморфных
друг другу множеств. Изоморфные множества называют равно-
мощными, а составленные из них классы — мощностями. В част-
ности, класс 0 = {O}, составленный из пустого множества O,
и 1 = {{x} | x ∈ U}, составленный из всех элементарных мно-
жеств {x} ∈ P , есть мощности.

Класс множеств, изоморфных X , называется мощностью или
кардинальным числом множества X и обозначается |X |. Этот
класс зависит от выбранного универсального множества U , ча-
стями которого являются множества, составляющие |X |. Чтобы
подчеркнуть такую зависимость, можно писать |X |U вместо |X |.
По определению Дедекинда, множество X , не изоморфное ника-
кой своей части, называют конечным и пишут |X | <∞. В против-
ном случае его называют бесконечным и пишут |X | = ∞. Ясно,
что каждая часть конечного множества конечна. Правила дей-
ствий с кардинальными числами подробно описаны в [53, гл. 5]
и [11, гл. 3].

Упражнение. Доказать, что если множество A конечно, а множество B
бесконечно, то |A ∪B| = |B|.

Критерий равенства мощностей формулирует

Теорема Берштейна. Множества A и B эквивалентны
ессли A вкладывается в B и B вкладывается в A.

Доказательство можно найти в книге [53, гл. 1, следствие 4.4].

Замечание. В описываемой наивной теории множеств счи-
тается, что введение универсального множества позволяет избе-
жать некоторых парадоксов, связанных с множеством всех мно-
жеств [53, II.3]. Существование класса всех частей данного мно-
жества обеспечивается аксиомой степени [53, II.2]. Поэтому, как
правило, в книге термин класс множеств означает класс частей
некоторого универсального множества. Формально все эти по-
нятия не определяются.
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1.3.3. Порядки

Отношение, которое рефлексивно и транзитивно, назовем по-
рядком. Как правило, рассматриваются порядки, обладающие не-
которыми дополнительными свойствами. Но эти свойства в раз-
ных случаях разные. Например, симметричный порядок есть
эквивалентность. Каждое транзитивное отношение можно пре-
вратить в порядок, объединив это отношение с равенством. Не
предполагается, что порядок определен для всех элементов. По-
этому его иногда называют частичным.

1. Рассмотрим порядок R на множестве E. Вместо (x, y)∈R
будем писать y � x и говорить, что элемент y следует за элемен-
том x.

Среди порядков выделяются антисимметричные. Обычно
именно они и называются порядками. А рефлексивные и тран-
зитивные отношения называют предпорядками. Условимся для
антисимметричных порядков писать y ≥ x вместо y � x и го-
ворить, что y больше x. По определению антисимметричного
отношения из x ≥ y и y ≥ x следует y = x.

Обратное к порядку R для E отношение R−1 есть тоже по-
рядок для E. Вместо (x, y) ∈ R−1 будем писать y � x и говорить,
что элемент y предшествует элементу x. Если порядок R анти-
симметричен, то обратный порядок R−1 тоже антисимметричен.
Условимся в этом случае писать y ≤ x вместо y � x и говорить,
что y меньше x.

Отрицание, как всегда, записывается перечеркиванием.
Порядок, который в данном случае считается прямым и обо-

значается �, в другом может считаться обратным и обозначать-
ся �. Эти термины и обозначения очень условны.

Когда y � x и y �� x, будем писать y � x и говорить, что
элемент y строго следует за элементом x. Вместо y ≥ x и y �≤ x
будем писать y > x и говорить, что элемент y строго больше
элемента x. Заметим, что благодаря антисимметричности усло-
вие y �≤ x можно записать y �= x. Аналогичный смысл имеют
записи y ≺ x и y < x и термины строго предшествует, строго
меньше.

Элементы x и y , для которых y � x или x � y, называются
сравнимыми. Порядок, при котором каждые два элемента срав-
нимы, называется линейным. При линейном антисимметричном
порядке имеет место трихотомия: y >x либо y=x, либо y <x.
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Пример. Множество мощностей подмножеств данного множества ли-
нейно упорядочено [53, гл. 1, следствие 5.5].

Элементы x и y , для которых y � x и x � y, называются по-
рядково эквивалентными или, коротко, просто эквивалентными.
Легко проверить рефлексивность, транзитивность и симметрич-
ность такой эквивалентности. Она обозначается ≡.

Упражнение. Проверить, что ≡ есть эквивалентность.

Множество E и порядок � для него образуют упорядоченное
множество (E,�). Его часто обозначают просто E.

Примеры. Обычный порядок для цифр можно записать 0 < 1 < 2 <
3 < 4 < 5 < 6 < 7 < 8 < 9. Он линеен и антисимметричен.

Пары цифр можно упорядочить по их первым элементам: для каждых
цифр a, b, x, y отношение ab ≤ xy означает, что a ≤ x. Этот порядок не
антисимметричен. При нем, в частности, 12 ≤ 13 и 13 ≤ 12, хотя 12 �= 13.

Включение ⊇ есть порядок для класса P = P(U) всех ча-
стей множества U . Он антисимметричен, но нелинеен, когда в U
существуют различные элементы.

2. Рассмотрим произвольную часть X множества E и поря-
док � для E.

Про элемент b ∈ E, следующий за каждым x ∈ X , говорят,
что он следует за множеством X , и пишут b � X . Про эле-
мент a ∈ E, предшествующий каждому x ∈ X , говорят, что он
предшествует множеству X , и пишут a � X .

Порядок для множества E, при котором за каждыми эле-
ментами x и y следует некоторый элемент z, называется напра-
влением. Множество с направлением называется направленным.
Иногда вместо направленное множество говорят сеть. (Это свя-
зано с изображением элементов в виде узлов сети.)

Подчеркнем, что направление может не быть антисиммет-
ричным, а быть только рефлексивным и транзитивным.

3. Если порядок для E антисимметричен, то вместо b сле-
дует за X говорят, что b ограничивает X сверху или что b ма-
жорирует X , является мажорантой X . И вместо a предше-
ствует X говорят, что a ограничивает X снизу или что a являет-
ся минорантой X . Принадлежащую множеству X мажоранту на-
зывают его наибольшим элементом и обозначают maxX . А при-
надлежащую множеству X миноранту называют его наименьшим
элементом и обозначают minX . Наименьший элемент называют
часто начальным, а наибольший — последним или конечным. Эти
элементы не всегда существуют.
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Наименьшая мажоранта множества X называется его верх-
ней гранью и обозначается supX . Наибольшая миноранта мно-
жества X называется его нижней гранью и обозначается infX .
Грани множества X могут не принадлежать ему и могут не суще-
ствовать. Понятия граней обобщают понятия наибольшего и наи-
меньшего элементов.

Элемент, для которого в E не существует строго большего,
называется максимальным. А элемент, для которого в E не суще-
ствует строго меньшего, называется минимальным. Эти понятия
обобщают понятия наибольшего и наименьшего элементов упоря-
доченного множества.

Если наибольший и наименьший элементы для упорядочен-
ного множества существуют, то они единственны. А максималь-
ных и минимальных элементов может быть много. Но для мно-
жества {x, y} из двух сравнимых элементов x, y эти понятия со-
впадают. Наименьший из них обозначается min{x, y} или x ∧ y,
а наибольший — max{x, y} или x ∨ y. Использование всех этих
понятий для частичных порядков требует аккуратности.

Примеры. Рассмотрим класс P = P(U) всех частей множества U
и порядок ⊇ для P. Ясно, что U = max P и O = min P.

Из определений вытекает, что sup{X,Y } = X ∪ Y , inf{X,Y } = X ∩ Y
для каждых X,Y ∈ P и что supC = ∪C , infC = ∩C для каждого класса
C ⊆ P.

В множестве E = {00, 01, . . . , 09, 10, 20, . . . , 90} с порядком 00 < 01 <

· · · < 09; 10 < 20 < · · · < 90 есть два максимальных и два минимальных
элемента.

4. Рассмотрим упорядоченные множества E, F . Условимся
порядки для них обозначать одинаково �. Отображение f :E→F ,
при котором f(y) � f(x) для всех y � x из E, называется моно-
тонным. Говорят еще, что монотонное отображение сохраняет
порядок. Если f(y) � f(x) для всех y � x из E, то f называется
антимонотонным. Оно меняет порядок на обратный.

Монотонные отображения множеств с антисимметричными
порядками называют еще возрастающими, а антимонотонные —
убывающими. Рассмотрим множества E, F с антисимметрич-
ными порядками ≥. Отображение f : E → F , при котором f(y) >
f(x) для всех y > x из E, называется строго возрастающим.
Если f(y) < f(x) для всех y > x из E, то отображение f назы-
вается строго убывающим.

Строго возрастающее взаимно однозначное отображение f
упорядоченного множества E в упорядоченное множество F , для
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которого f−1 строго возрастает, называется вложением E в F .
Если f(E) = F , то такое вложение называется изоморфизмом E
на F , а сами упорядоченные множества E и F изоморфными. Все
эти понятия для упорядоченных множеств получаются из анало-
гичных понятий для множеств добавлением требования о сохра-
нении порядка.

Порядки для E и F , при которых существует изоморфизм
упорядоченного множества E на упорядоченное множество F , на-
зываются эквивалентными.

Примеры. Пусть для множеств E = {α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ, ι,κ} и
F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} определены порядки α < β < γ < δ < ε < ζ <

η < θ < ι < κ и 0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < 6 < 7 < 8 < 9. Тогда отображение
f : E → F , при котором f(α) = 0, f(β) = 1, f(γ) = 2, f(δ) = 3, f(ε) = 4,

f(ζ) = 5, f(η) = 6, f(θ) = 7, f(ι) = 8, f(κ) = 9, есть сохраняющий порядок
изоморфизм E на F . Эти упорядоченные множества изоморфны. Алфавит-
ный порядок для букв из E и обычный порядок для цифр F эквивалентны.

5. Порядки для множеств A, B и порядок для элементов каж-
дой пары (x, y), принадлежащий декартову произведению
A × B, позволяют определить порядок для A × B. Обычно это
делается одним из двух способов: координатным или лексикогра-
фическим.

При координатном порядке неравенство (x, y) � (a, b) в A×B
означает, что x � a в A и y � b в B. При лексикографическом
порядке неравенство (x, y) � (a, b) в A×B означает, что: (1) x � a
в A или (2) x ≡ a в A и y � b в B (сначала устанавливается по-
рядок по первой координате, а потом уже по второй, если первые
координаты порядково эквивалентны). Легко проверить рефлек-
сивность и транзитивность таких порядков для A× B.

Упражнение. Сделать это.

При координатном порядке A × B называется декартовым
произведением упорядоченных множеств A и B, а при лексико-
графическом порядке — их лексикографическим произведением.
Ясно, что если неравенство (x, y) � (a, b) верно покоординатно,
то оно верно и лексикографически. Но не наоборот.

Пример. Пусть A = {1, . . . , 9}, B = {0, 1, . . . , 9} и 0 < 1 < 2 < 3 <

4 < 5 < 6 < 7 < 8 < 9. Тогда A × B = {10, 11, . . . , 19; . . . ; 90, 91, 99}
и лексикографический порядок определяется неравенствами 10 < 11 < . . .

< 19 . . . 90 < 91 < 99. При координатном порядке неравенства 10 < 11 <

· · · < 19 и < 90 < 91 < 99 верны, а неравенство 19 < 90 — нет. Покоорди-
натно пары 19 и 90 не сравнимы.
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Определим отношение порядка для мощностей |X |, |Y | мно-
жеств X , Y следующим образом: |X | ≤ |Y | означает, что X вкла-
дывается в Y . Ясно, что отношение ≤ рефлексивно. Из пред-
ложения о композиции вложений и теоремы Берштейна следует,
что оно транзитивно и антисимметрично.

По определению, мощность декартова произведения A × B
множеств A, B равна произведению их мощностей

|A×B| = |A| · |B|.

Если хотя бы одно из этих множеств бесконечно, то |A×B| = |A|
∨|B|. В частности, если A бесконечно, а B счетно, то |A×B| = |A|
[11, гл. 3, § 6, п. 3, следствие 4].

Следовательно, класс D(A) всех счетных частей бесконеч-
ного множества A (|A| = ∞) имеет ту же мощность, что и A.
Это верно и для класса K (A) ⊆ D(A) всех конечных частей K :

|A| = |K (A)| = |D(A)| (|A| = ∞).

Если |X | ≥ 1 и |Y | ≥ 2, то мощность множества Y X =
F (X, Y ) всех отображений X в Y строго больше мощности X :
|Y X | > |X |. В частности, при Y = {0, 1} множество индикато-
ров на X эквивалентно классу 2X = P(X) частей X и |2X | =
|P(X)| > |X | по теореме Кантора [53, гл. 5, § 3, теорема 2]
и [11, гл. 3, § 3, теорема 2].

Легко проверить, что если порядки для A и B антисимме-
тричны, то координатный и лексикографический порядки для
A × B тоже антисимметричны. В этом случае условие x ≡ a
в определении лексикографического порядка можно заменить ус-
ловием x = a. Если порядки для A и B линейны, то лексико-
графический порядок для A × B тоже линеен. Но координатный
может не быть линейным, как в примере.

Нетрудно убедиться в том, что декартово и лексикографи-
ческое произведения направленных множеств тоже являются на-
правленными множествами.

6. Порядки для попарно непересекающихся множеств и ан-
тисимметричный порядок для составленного из них класса D по-
зволяют определить порядок для объединения ∪D . При этом по-
рядке неравенство y � x для элементов x ∈ X , y ∈ Y множеств
X ∈ D , Y ∈ D означает, что: (1) Y > X в классе D или (2) Y = X
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и y � x в множестве X . Объединение ∪D с таким порядком назы-
вается порядковой суммой множеств класса D . Будем обозначать
ее также

∑
D .

Пример. Рассмотрим класс D, составленный из множеств X = F =

{0, 1, . . . , 9}, Y = (F \{0})×F = {10, 11, . . . , 99}, Z =Y ×X={100, 101, . . . , 999}.
Для множеств X, Y , Z порядки определены неравенствами 0 < 1 < · · · < 9,

10 < 11 < · · · < 99, 100 < 101 < · · · < 999, а порядок для класса D — нера-
венствами X < Y < Z. Объединение ∪D = X ∪ Y ∪Z становится порядковой
суммой

∑
D = X +Y +Z, если к выписанным неравенствам добавить 9 < 10

и 99 < 100.

Легко проверить, что если порядки для множеств антисим-
метричны, то предлагаемый порядок для объединения тоже анти-
симметричен. Так же сохраняется порядковая линейность: если
каждое множество, сам класс линейно упорядочены, то и объеди-
нение линейно упорядочено.

Упражнение. Доказать эти утверждения.

Замечание. Порядок, предложенный при определении по-
рядковой суммы множеств дизъюнктивного класса D , связан
с лексикографическим. При нем сначала устанавливается поря-
док между множествами, которым принадлежат выбранные эле-
менты, и только потом, если эти множества равны, сравниваются
сами элементы, т. е. используется лексикографический порядок
для специальных пар (X, x) из D×∪D , в которых X ∈ D и x ∈ X .
Пары (X, y), в которых X ∈ D и y �∈ X , не рассматриваются.

1.4. Индукция

Здесь доказаны несколько теорем для множеств с некото-
рыми специальными порядками. Эти теоремы часто используют-
ся в математических рассуждениях. Все рассматриваемые по-
рядки антисимметричны.

1.4.1. Хорошо упорядоченные множества

Множество E с порядком ≥, при котором каждая непустая
часть E имеет наименьший элемент, называется вполне или хо-
рошо упорядоченным. Порядок ≥ в этом случае называется хоро-
шим. Ясно, что каждый хороший порядок линеен.



1.4.1. Хорошо упорядоченные множества 39

Обратный для хорошего порядка ≥ порядок ≤ может не быть
хорошим. В частности, порядок ≤ не хороший, когда при по-
рядке ≥ в непустом множестве E нет наибольшего элемента.

Пустое множество хорошо упорядочено пустым порядком.
1. Каждые элементы a, b множества E с линейным поряд-

ком ≥, удовлетворяющие неравенству a ≤ b, определяют интер-
валы

]a, b[ = {x | a < x < b}, [a, b[ = {x | a ≤ x < b},
]a, b] = {x | a < x ≤ b}, [a, b] = {x | a ≤ x ≤ b}

в E, имеющем начало a и конец b. Интервал [a, b] называется еще
отрезком. Произвольный интервал с началом a и концом b будем
обозначать |a, b|. Элементы a и b называют еще левым и правым
концами такого интервала.

Заметим, что при a = b отрезок [a, a] = {a} точечный, а все
остальные интервалы ]a, a[ = [a, a[ = ]a, a] = O пустые. Интер-
валы ]a, b[ могут быть пустыми и при a �= b.

Для каждого элемента a ∈ E определены интервалы

]a,→[ = {x | a < x}, [a,→[ = {x | a ≤ x}
в E с началом a. Произвольный интервал с началом a будем
обозначать |a,→|. Заметим, что такой интервал может быть
отрезком [a, b], если множество E имеет наибольший элемент
b = maxE. Рассматриваются еще интервалы

]←, b[ = {x | x < b}, ]←, b] = {x | x ≤ b}
в E с концом b.

2. Рассмотрим непустое хорошо упорядоченное множест-
во E, его первый элемент a = minE и произвольную часть X .

Теорема. Пусть для каждого x ∈ E из [a, x[ ⊆ X следует
x ∈ X . Тогда X = E.

� Возьмем дополнение X ′ = E \X . Если X �= E, то X ′ �= O,
и так как E хорошо упорядочено, есть b = minX ′ ∈ X ′. Вместе
с тем [a, b[ ⊆ X и по условию b ∈ X . Предположение X �= E
приводит к противоречию. �

Доказанная теорема выражает принцип индукции для хорошо
упорядоченных множеств.

Замечание. Так как [a, a[ = O ⊆ X , то в условии принципа
индукции содержится требование a ∈ X .
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1.4.2. Дискретные множества

По общему определению, дискретным называется линейно
упорядоченное множество E, в котором для каждого элемента
x �= a = minE, x �= b = maxE существуют непосредственно
предшествующий x− = max ]←, x[ и непосредственно следующий
x+ = min ]x,→[ элементы. Кроме того, если a �= b, то суще-
ствуют a+ и b−. Пустое и одноэлементное множества считаются
дискретными. Если в E нет наименьшего и наибольшего элемен-
тов, то сказанное верно для всех x ∈ E.

Здесь определение дискретности будет сформулировано для
хорошо упорядоченных множеств, чтобы не усложнять термино-
логию. Там, где встретятся линейно упорядоченные дискретные
множества и понадобится общее определение, это будет оговари-
ваться.

1. В хорошо упорядоченном множестве E для каждого эле-
мента x (кроме наибольшего b) существует непосредственно сле-
дующий за x элемент x+ = min ]x,→[.

Хорошо упорядоченное множество E, для каждого элемен-
та x которого (кроме наименьшего a) существует непосредствен-
но предшествующий элемент x− = max ]←, x[, называется дис-
кретным. По определению, в дискретном множестве E для каж-
дого элемента x �= a = minE, x �= b = maxE существуют не-
посредственно предшествующий x− и непосредственно следую-
щий x+ элементы. Кроме того, если a �= b, то существуют
a+ и b−. Порядок, при котором множество дискретно, называется
дискретным.

Упражнение. Доказать теорему Данжуа о том, что все линейные по-
рядки для данного множества эквивалентны и дискретны ессли это множе-
ство конечно [80, Введение, п. 2.11.1].

Дискретное множество, у которого есть последний элемент
(конец), называется конечным дискретным множеством. Пустое
множество с пустым порядком считается дискретным. Непустые
дискретные множества, у которых нет последнего элемента, на-
зывают бесконечными дискретными множествами.

Элементы x+, x− называют коротко следующими за x и пред-
шествующими x, когда не рассматриваются другие элементы.

Лемма. Лексикографическое произведение A × B конечных
дискретных множеств A, B есть конечное множество.
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� Возьмем множество Z ⊆ A × B, Z �= O, составленное из
пар z = xy, и множество X = {x | xy ∈ Z при некотором y ∈ B}
⊆ A. Существуют a = minX , c = maxX . Рассмотрим множества
Y (a) = {y | ay ∈ Z}, Y (c) = {y | cy ∈ Z} и элементы b = minY (a),
d = maxY (c). При лексикографическом порядке ab = minZ, cd =
maxZ. Следовательно, при нем A× B есть конечное дискретное
множество. �

Пример. Множество E = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} с обычным порядком
0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < 6 < 7 < 8 < 9 дискретное. По определению,

0 = minE, 9 = maxE и 0+ = 1, 9− = 8. Для всех остальных цифр непосред-
ственно предшествующие и следующие выписаны рядом в строке: 1− = 0,

1+ = 2, 2− = 1, 2+ = 3, . . . .

2. Рассмотрим: непустое дискретное множество E с поряд-
ком ≥, наименьший элемент a = minE, произвольную часть X
множества E.

Теорема. Пусть (1) a = minE ∈ X и (2) для каждого x ∈ E
x �= b = maxE из x ∈ X следует x+ ∈ X . Тогда X = E.

� Эта теорема вытекает из доказанной теоремы п. 1.4.1,2.
В самом деле, по условию (1) выполнено необходимое условие
a ∈ X при x = a этой теоремы. А для каждого x > a из [a, x[ =
[a, x−] ⊆ X следует x− ∈ X и, по условию (2), x = (x−)+ ∈ X . �

Теорема выражает принцип индукции для дискретных мно-
жеств.

Если множество E бесконечно, то оговорка x �= b = maxE
в теореме не нужна.

3. На бесконечном дискретном множестве E определен опе-
ратор сдвига T , ставивший в соответствие каждому x ∈ X непо-
средственно следующий за ним элемент x+. Образом оператора T
является множество T (E) = E \ {a} (a = minE).

На множестве E \ {a} определен оператор S, который каж-
дому не равному a элементу y ∈ E ставит в соответствие непо-
средственно предшествующий ему элемент y−. Образом опера-
тора S является множество S(E \ {a}) = E.

Из определений следует, что S(T (x)) = (x+)− = x (x ∈ E),
T (S(y)) = (y−)+ = y (y ∈ E, y �= a), т. е. оператор S является
обратным для оператора T . В связи с этим оператор S называют
оператором обратного сдвига.
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1.4.3. Теорема Цорна

Эта теорема часто применяется при индуктивных рассужде-
ниях. Она утверждает, что при определенных условиях в упоря-
доченном множестве каждый элемент мажорируется некоторым
максимальным элементом.

1. Рассмотрим множество E и порядок ≥ для него. Этот
порядок определяет порядок для каждой части D множества E.
Такой индуцированный порядок для D может быть линейным.
Тогда D называется линией в E. Линия, не содержащаяся ни
в какой другой, называется максимальной. Она является макси-
мальным элементом в упорядоченном по включению множестве
всех линий в E.

Следующее утверждение эквивалентно аксиоме выбора.
Принцип Хаусдорфа. Каждая линия в упорядоченном

множестве содержится в некоторой максимальной линии.
Принцип не указывает, как нужно продолжать линию до мак-

симальной.
2. Упорядоченное множество, в котором каждая линия огра-

ничена сверху, условимся называть линейно мажорированным.
Из принципа Хаусдорфа следует

Теорема Цорна. В линейно мажорированном множестве
каждый элемент меньше некоторого максимального.

� Рассмотрим множество E и порядок ≥. Пусть a ∈ E. То-
гда L = {a} — линия в E. По принципу Хаусдорфа в E есть
максимальная линия M ⊇ L. Если множество E линейно ма-
жорировано, то существует элемент b ∈ E, ограничивающий M
сверху. В частности, a ≤ b.

Элемент b максимальный. В самом деле, если b < c для
некоторого c ∈ E, то x ≤ b < c для всех x ∈ M и N = M ∪ {c} —
линия в E. Это противоречит максимальности линии M . �

Замечание. Аксиома выбора, принцип Хаусдорфа и теоре-
ма Цорна эквивалентны. Краткое доказательство этой эквива-
лентности дано в [39].
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1.5. Натуральные числа

Эти числа позволяют описывать порядок элементов в хорошо
упорядоченных множествах и количество этих элементов. Роль
натуральных чисел в математике выражает знаменитое выска-
зывание Л. Кронекера: «Натуральные числа создал Бог. Все
остальные — дело рук человеческих». Формально натуральные
числа определяются системой аксиом [53, гл. 3]. Здесь дано их
краткое описание на языке наивной теории множеств. Подробнее
см. [80, Введение, гл. 2].

1.5.1. Десятичные натуральные числа

Представление натуральных чисел с помощью десяти цифр
из множества F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} наиболее употребитель-
но. Поэтому целесообразно использовать его и для описания этих
чисел.

Рассмотрим еще множество F0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ненуле-
вых цифр. Опишем множество N десятичных натуральных чисел
индуктивно как дискретное бесконечное множество.

Сперва определим бесконечный дискретный класс множеств,
составленный с помощью F0 и F . Начальным элементом этого
класса служит множество a = F0. Каждый следующий эле-
мент x+ является декартовым произведением данного элемента x
на множество F : x+ = x× F (x ∈ N). В частности,

a+ = F0 × F = {10, 11, . . . , 19; 20, 21, . . . , 29; . . .90, 91, . . . , 99},
(a+)+ = F0 × F × F, ((a+)+)+ = F0 × F × F × F.

Будем предполагать, что начальный элемент a и правило
перехода x→ x+ определяют хорошо упорядоченный класс

N = {F0, F0 × F, F0 × F × F, . . .}.
Ясно, что этот класс дизъюнктивный. Для каждого из множеств
класса N можно определить лексикографический порядок. По-
рядковая сумма

N =
∑

N

и есть упорядоченное множество десятичных натуральных
чисел.
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1.5.2. Теорема об изоморфизме

Кроме десятичной, существуют много других записей нату-
ральных чисел. Основанием для этого служит

Теорема. Для каждых бесконечных дискретных множеств
A и B существует единственный монотонный изоморфизм
A на B.

� 1) Существование. Обозначим a = minA, b = minB
и рассмотрим соответствие ϕ : A → B, при котором ϕ(a) = b
и ϕ(x+) = ϕ(x)+ (x ∈ A). Возьмем множество X , составленное из
всех тех x ∈ A, для которых ϕ определено и строго монотонно на
отрезке [a, x]. Пусть ϕ(x) = Y . Из определения ϕ вытекает, что
a ∈ X , b ∈ Y . Кроме того, для каждых x ∈ A, y ∈ B из x ∈ X ,
y ∈ Y вытекает, что (x+) ∈ X , (y+) ∈ Y . По принципу индук-
ции из сказанного следует, что X = A, Y = B и ϕ есть нужный
изоморфизм.

2) Единственность. Рассмотрим произвольный монотонный
изоморфизм ψ, отображающий A на B. Из определений вытекает,
что ψ(a) = b = ϕ(a) и для каждого x ∈ A равенство ψ(x) = ϕ(x)
влечет ψ(x+) = ψ(x)+ = ϕ(x)+ = ϕ(x+). По принципу индукции
отсюда следует, что ψ = ϕ. �

Из теоремы вытекает

Следствие. Каждое бесконечное дискретное множество
изоморфно упорядоченному множеству десятичных натуральных
чисел.

Поэтому в качестве упорядоченного множества натуральных
чисел можно выбрать любое бесконечное дискретное множество.
В частности, можно взять множество двоичных натуральных чи-
сел, определяемое по аналогии с помощью множеств B0 = {1}
и B = {0, 1}.

Как правило, говоря о натуральных числах, не отмечают
способ их записи и называют N упорядоченным множеством на-
туральных чисел или натуральным рядом. Элементы N называют
также номерами, когда с их помощью упорядочивают элементы
какого-либо множества.

1.5.3. Счетные множества

По мощности множества делятся на конечные и бесконечные,
счетные и несчетные.
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Каждое конечное множество изоморфно некоторому отрезку
натурального ряда. Если конечное множество K изоморфно от-
резку [1, n] ⊆ N, то говорят, что K состоит из n элементов,
и пишут |K| = n.

Счетным называется каждое множество, изоморфное множе-
ству N натуральных чисел. Мощность произвольного счетного
множества D, равная мощности N, обозначается символом ω:
|D| = |N| = ω. Будем вместо ω использовать также символ ∞.

Несчетным называется каждое множество, не изоморфное
никакой части множества N натуральных чисел. Примером слу-
жит множество F (N) всех преобразований N [53, V.5].

Замечание. Конечные и счетные множества обладают об-
щим свойством: они изоморфны частям множества N натураль-
ных чисел. Элементы каждого конечного или счетного множе-
ства можно занумеровать. В связи с этим удобно включать класс
конечных множеств в класс счетных и делить счетные множества
на конечные и бесконечные.

Упражнения. Доказать следующие утверждения. 1) Образ счетного
множества при всяком отображении есть счетное множество. 2) Образ конеч-
ного множества при всяком отображении есть конечное множество. 3) Мно-
жество N × N изоморфно N. 4) Объединение счетного семейства счетных
множеств есть счетное множество.



2. АЛГЕБРА

Абстрактный алгебраический язык позволяет сжато и точно
формулировать многие важные утверждения теории операторов.
Глава посвящена его описанию.

2.1. Общая алгебра

В параграфе описываются некоторые основные алгебраиче-
ские системы.

2.1.1. Полугруппы

Так называются самые простые из широко используемых в
математике алгебраических систем — в них только одна опе-
рация, которая предполагается ассоциативной. Алгебраическая
теория полугрупп подробно изложена в книге [44].

1. Полугруппой называется пара (H, h), составленная из мно-
жества H и отображения h : H ×H → H (операции). Чаще всего
операция h называется сложением или умножением и обозна-
чается соответственно + или · . Результат сложения называется
суммой, результат умножения — произведением. Для них исполь-
зуются стандартные обозначения: h(x, y) = x+y или h(x, y) = x·y.
Вместо x · y часто пишут просто xy. Полугруппа с операцией
сложения называется аддитивной, полугруппа с операцией умно-
жения — мультипликативной.

Будем вместо (H, h) использовать также краткое обозначе-
ние H .

Предполагается, что операция в полугруппе ассоциативна:

h(h(x, y), z) = h(x, h(y, z)) (x, y, z ∈ H).
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Для аддитивной и мультипликативной полугрупп ассоциатив-
ность выражается равенствами

(x+ y) + z = x+ (y + z), (xy)z = x(yz) (x, y, z ∈ H).

Она позволяет в суммах и произведениях группировать члены
произвольным образом. Естественно в соответствии со свойства-
ми операции h разделить пары (H, h) на ассоциативные и неас-
социативные полугруппы. Первые кратко называются полугруп-
пами, а вторые — группоидами.

Примеры. 1) Аддитивная и мультипликативная полугруппы (N,+)
и (N, ·) множества N натуральных чисел. Аналогичные полугруппы для
множеств Z, Q, R, C целых, рациональных, вещественных, комплексных
чисел.

2) Полугруппа (F , ◦), составленная из множества F = F (E) всех пре-
образований данного множества E и композиции ◦ таких преобразований.
Для этой полугруппы часто используется мультипликативная запись, и ком-
позиция β ◦ α преобразований β, α обозначается βα.

3) Полугруппы (P,∪) и (P,∩), составленные из множества P = P(E)

всех частей данного множества E, объединения ∪ и пересечения ∩ таких
частей соответственно.

2. Полугруппа (H, h) называется коммутативной или абе-
левой, если ее операция h симметрична:

h(x, y) = h(y, x) (x, y ∈ H).

Для аддитивной и мультипликативной полугрупп коммутатив-
ность выражается равенствами

x + y = y + x, xy = yx (x, y ∈ H).

По индукции определяются сумма
∑
xi и произведение

∏
xi ко-

нечного семейства элементов xi (1 ≤ i ≤ n).
Полугруппы в примерах 1 и 3 абелевы, а полугруппа пре-

образований в примере 2 не абелева.
Элемент e ∈ H называется нейтральным для полугруппы

(H, h), если
h(e, x) = h(x, e) = x (x ∈ H).

Ясно, что он единственный. В аддитивном случае нейтральный
элемент называется нулем и обозначается 0, а в мультипликатив-
ном — единицей и обозначается 1:

x+ 0 = 0 + x = x, 1 · x = x · 1 = x (x ∈ H).
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В мультипликативной полугруппе (H, ·) нуль определяется ра-
венством

0 · x = x · 0 = 0 (x ∈ H).

Пусть в полугруппе (H, h) есть нейтральный элемент e. То-
гда для некоторых элементов x ∈ H существуют обратные эле-
менты x−1 ∈ H , определяемые равенствами

h(x, x−1) = h(x−1, x) = e.

Если обратный элемент x−1 существует, то он единственный.
В частности, e−1 = e. В мультипликативной записи опреде-
ляющее обратный элемент равенство имеет вид xx−1 = x−1x= 1.
В аддитивной записи вместо x−1 пишут −x и определяющее об-
ратный элемент равенство имеет вид x+ (−x) = (−x) + x = 0.

Примеры. 1) (N,+) не имеет нейтрального элемента.
2) Нейтральным элементом полугруппы (F , ◦) служит тождественное

преобразование id, определяемое равенством id(x) = x (x ∈ E). Обратным
элементом для автоморфизма f ∈ F является обратный автоморфизм f−1,
определяемый равенствами f(f−1(x)) = f−1(f(x)) = x (x ∈ E).

3) В (P,∪) и (P,∩) нейтральными элементами являются соответствен-

но пустое множество O и все множество E. Обратные в этих полугруппах
существуют только для нейтральных элементов.

3. Пусть (G, g) и (H, h) — полугруппы. Если G ⊆ H и g ⊆ h
(g есть сужение h), то говорят, что (G, g) является подполугруп-
пой (H, h), и пишут (G, g) ⊆ (H, h). Таким образом, по определе-
нию,

(G, g)⊆ (H, h) ⇐⇒ G ⊆ H, g ⊆ h.

Множество (G, g) ⊆ G × G × G × G = G4 является частью
множества (H, h) ⊆ H ×H ×H ×H = H4.

Если h(H ×G) ⊆ G или h(G ×H) ⊆ G, то полугруппа (G, g)
называется левым или правым идеалом полугруппы (H, h) соот-
ветственно расположению H . Левый идеал, являющийся одновре-
менно и правым, называется двусторонним или просто идеалом.
В коммутативной полугруппе левые и правые идеалы не разли-
чаются.

В аддитивной и мультипликативной полугруппах определяю-
щее правый идеал включение можно заменить соотношениями

x+ y ∈ G, xy ∈ G (x ∈ G, y ∈ H).
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Примеры. 1) Пусть (2N, ·) и (N, ·) — мультипликативные полугруппы
четных и всех натуральных чисел. Ясно, что (2N, ·) является идеалом в (N, ·).
Но аддитивная полугруппа (2N,+) не является идеалом в (N,+).

2) Выберем элемент c ∈ E и преобразование γ ∈ F = F (E) с образом
γ(E) = c. Ясно, что γ ◦ α = γ для любого α ∈ F и (γ, ◦) есть правый идеал
в (F , ◦). В то же время, если в E есть элемент b �= c, то β ◦ γ = β �= γ для
β ∈ F с образом β(E) = b, и (γ, ◦) не является левым идеалом в (F ,◦).

3) Выберем множество C ⊆ E и класс P(C) всех частей C . Ясно, что
C ∩X ⊆ C для любого X ⊆ E и (P(C),∩) есть идеал в (P(E),∩). В то же
время (P(C),∪) не является идеалом в (P(E),∪).

4. Среди идеалов в полугруппе (H, h) выделяются собствен-
ные идеалы (G, g), для которых O ⊂ G ⊂ H (т. е. G �= O и G �= H).
А среди них выделяются максимальные, не содержащиеся ни в ка-
ких других собственных идеалах полугруппы (H, h).

Предложение. Каждый собственный идеал полугруппы
с нейтральным элементом содержится в некотором макси-
мальном.

� Рассмотрим упорядоченное по включению множество
(E ,⊆) всех собственных идеалов полугруппы (H, h), содержащих
данный идеал (G, g). Каждая линия L ⊆ E имеет мажоранту
M = ∪L , равную объединению всех идеалов L ∈ L . В самом
деле, L ⊆ M , и если a1 ∈ L1, a2 ∈ L2, то, так как L1 ⊆ L2 или
L1 ⊇ L2, верно h(a1, a2) ∈ L1 или h(a1, a2) ∈ L2 и h(a1, a2) ∈ M .
Так как нейтральный элемент не принадлежит ни одному соб-
ственному идеалу L ∈ L , то он не принадлежит и их объеди-
нению M . Значит, M ∈ E . По теореме Цорна в множестве E
есть наибольший элемент. Он и является нужным максимальным
идеалом. �

Замечание. Данное доказательство типично. Так доказы-
ваются многие аналогичные предложения.

Пример. Пусть B = {0, 1}, а сложение и умножение определяются та-
блицами

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

В полугруппе (B,+) нет собственных идеалов. В полугруппе (B, ·) единствен-
ным собственным идеалом является ({0}, ·). Он поэтому и максимальный.

5. Элементы x полугруппы (H, h), для которых верно равен-
ство h(x, x) = x, называются идемпотентами. Название связано
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с мультипликативной записью x2 = x ·x = x. Ясно, что нейтраль-
ный элемент e является идемпотентом. В полугруппах (P ,∪)
и (P ,∩) все элементы являются идемпотентами:

X ∪X = X, X ∩X = X (X ∈ P).

Для множества I = I(H) идемпотентов полугруппы (H, h)
существует естественный порядок:

x ≤ y ⇔ h(x, y) = h(y, x) = x (x, y ∈ J).

Так определенное отношение рефлексивно, транзитивно и анти-
симметрично.

Упражнение. Доказать это утверждение.

Для полугрупп (P ,∪) и (P ,∩) естественными порядками
являются ⊇ и ⊆:

X ∪ Y = X ⇔ X ⊇ Y, X ∩ Y = X ↔ X ⊆ Y.

6. Сохраняющее операцию отображение ϕ : G→ H называет-
ся гомоморфизмом полугруппы (G, g) в полугруппу (H, h):

ϕ(g(x, y)) = h(ϕ(x), ϕ(y)) (x, y ∈ G).

Будем использовать для таких гомоморфизмов запись ϕ : (G, g)→
(H, h). Если гомоморфизм ϕ накрывающий (ϕ(G) = H), то гово-
рят, что (H, h) гомоморфна (G, g).

Аддитивный гомоморфизм α : (G,+) → (H,+) определяется
равенством

α(x+ y) = α(x) + α(y) (x, y ∈ G).

Мультипликативный гомоморфизм β : (G, ·)→ (H, ·) опреде-
ляется равенством

β(xy) = β(x)β(y) (x, y ∈ G).

Встречаются также гомоморфизмы ϕ : (G,+) → (H, ·) и
ψ : (G, ·)→ (H,+), которые определяются равенствами

ϕ(x+ y) = ϕ(x)ϕ(y), ψ(xy) = ψ(x) + ψ(y) (x, y ∈ G).
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На гомоморфизмы переносятся определения для произволь-
ных отображений: взаимно однозначные гомоморфизмы назы-
ваются вложениями, накрывающие вложения называются нало-
жениями или изоморфизмами, изоморфизмы полугруппы на се-
бя — автоморфизмами. Запись (G, g) � (H, h) или G � H озна-
чает, что эти полугруппы изоморфны: существуют изоморфизм
ϕ : G→ H и обратный изоморфизм ϕ−1 : H → G.

Упражнение. Доказать, что отображение, обратное изоморфизму по-
лугруппы на полугруппу, является изоморфизмом.

Примеры. 1) Отображение ϕ(n) = 2n является изоморфизмом (N,+)
на (2N,+).

2) Отображение ϕ(X) = X ′ является изоморфизмом (P,∪) на (P,∩)
и (P,∩) на (P,∪). Это следует из правила двойственности

(X ∪ Y )′ = X ′ ∩ Y ′, (X ∩ Y )′ = X ′ ∪ Y ′ (X,Y ∈ P).

Изоморфизм ϕ равен обратному изоморфизму ϕ−1 благодаря инволю-

тивности операции дополнения для множеств.

7. Каждая полугруппа (H, h) изоморфна некоторой подпо-
лугруппе (T (H), ·) полугруппы (F (H), ·) преобразований множе-
ства H [44, § 1.3].

Элементами множества T (H) служат операторы левого
сдвига, определяемые для каждого x ∈ H равенством τx(z) =
h(x, z) (z ∈ H). Так как благодаря ассоциативности h

τx(τy(z)) = h(x, h(y, z)) = h(h(x, y), z) = τh(x,y)(z) (x, y, z ∈ H),

то (T (H), ·) есть полугруппа. Ясно, что T (H) ⊆ F (H). Выпи-
санные для операторов τx, τy, τh(x,y) равенства означают, что
τh(x,y) = τx · τy (x, y ∈ H). Следовательно, отображение τ :
H → T (H) есть гомоморфизм (H, h) на (T (H), ·) или в (F (H), ·).

Упражнение. Найти условия, при которых этот гомоморфизм является
изоморфизмом.

Пример. Для (N,+) и (N, ·) операторные представления изоморфны
этим полугруппам. Так что натуральные числа можно считать операторами.

Вместо операторов левого сдвига можно рассматривать опе-
раторы правого сдвига. В коммутативном случае они равны и на-
зываются просто операторами сдвига.

8. С каждым множеством E естественно связывается полу-
группа, составленная из множества R = R(E) всех отношений
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для E и композиции ◦ для этих отношений. Будем использовать
мультипликативную запись и вместо T ◦ S писать TS (или ST ),
вместо R(x) писать Rx (или xR) для R, S, T ∈ R. Правая или
левая записи выбираются по соглашению. Чаще используются
TS и Rx.

Заметим, что R = P(E × E): каждое отношение R есть
часть множества E×E. Отношение R можно рассматривать как
отображение E → P(E), при котором R(x) = {y | (x, y) ∈ R} для
x ∈ E, и считать, что R = F (E,P(E)).

Проверим ассоциативность произведения отношений. Возь-
мем произвольные отношения R, S, T ∈ R и элемент x ∈ E. Из
определения композиции соответствий следует, что

((TS)R)(x) = (TS)(R(x)) = T (S(R(x))) = T ((SR)(x)),

и, значит, (TS)R = T (SR). Таким образом, (R, ◦) = (R, ·) есть
полугруппа.

Полугруппа (F , ◦) = (F , ·) преобразований множества E
вкладывается в полугруппу (R, ·) и является ее подполугруппой.
Тождественное преобразование I служит единицей (R, ·). Пустое
отношение O является нулем (R, ·).

Полугруппа (R, ·) некоммутативна: в общем случае ST �=TS.
Пример. Пусть E = B = {0, 1}, R(E) = R(B) = P(B × B) =

P{00, 01, 10, 11} (всего 24 = 16 отношений), S = {00, 01}, T = {00, 10}. То-
гда ST = {00} �= {00, 01, 10, 11} = TS. Такие композиции можно пояснить
диаграммами.

Этот пример поясняет также двойственность функциональ-
ной и операторной записей (ST )(x) = S(T (x)) и x(ST ) = (xS)T .

Заметим еще, что в примере S и T как соответствия обратны
друг другу: (0, 0) ↔ (0, 0), (0, 1) ↔ (1, 0). Но они не являются
обратными элементами друг для друга в полугруппе (R(E), ·).
Обращение соответствий может не совпадать с их алгебраиче-
ским обращением.
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Соответствия и, в частности, отношения иногда называют
многозначными функциями или многозначными абстрактными
операторами. Их значениями являются множества.

10. Предложение. Композиция гомоморфизмов полугрупп
есть гомоморфизм.

� Рассмотрим полугруппы F , G, H , гомоморфизмы α :
F → G, β : G → H и их композицию γ = βα : F → H . Дока-
жем, что γ является гомоморфизмом. Используем аддитивную
запись:

γ(x+ y) = β(α(x+ y))
= β(α(x) + α(y)) = β(α(x)) + β(α(y)) = γ(x) + γ(y)

для всех x, y ∈ F . Значит, γ есть гомоморфизм. �
Композиция изоморфизмов множеств есть изоморфизм мно-

жеств (1.2.3,4). Поэтому из доказанного предложения вытекает

Следствие. Композиция изоморфизмов полугрупп есть
изоморфизм.

Упражнения. Доказать для произвольных отношений R,S, T ∈ R(E)
утверждения:

1) R ⊆ S ⇒ RT ⊆ ST , TR ⊆ TS.
2) RS ⊆ SR ⇒ RS = SR для симметричных R, S.

3) Если S−1 — обратный S автоморфизм множества E, то S−1 — обрат-
ный S элемент полугруппы (R(E), ·).

2.1.2. Группы

Полугруппа, в которой есть нейтральный элемент и для каж-
дого элемента есть обратный, называется группой. Группам по-
священы главы 2 и 7 книги [17]. Различные определения группы
обсуждаются в [44, § 1.1].

1. Все общие определения и предложения, сформулирован-
ные для полугрупп, переносятся на группы.

Подполугруппа группы, сама являющаяся группой, называ-
ется подгруппой рассматриваемой группы. Так как подгруппе
вместе с каждым элементом принадлежит обратный ему, то ей
принадлежит и нейтральный элемент группы, равный результату
операции с ними.
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Примеры. 1) Полугруппы (P,∪) и (P,∩) не являются группами:
X ∪ Y = O только при X = Y = O и X ∩ Y = U только при X = Y = U
(P = P(U), U �= O).

2) Полугруппа (R, ·), составленная из всех преобразований универсаль-
ного множества U и их композиций, не является группой. А полугруппа
(A , ·), составленная из автоморфизмов U , является группой, так как обрат-
ным для R ∈ A элементом служит обратный автоморфизм R−1 ∈ A .

3) Аддитивная полугруппа (B,+) c B = {0, 1} есть группа: 0 + 0 = 0,

1+1 = 0. Назовем (B,+) бинарной группой. Мультипликативная полугруппа
(B, ·) не является группой. А полугруппа (B \ {0}, ·) = ({1}, ·) — является.

2. Классическим примером абелевой группы служит адди-
тивная группа (Z,+) целых чисел. Она получается из полугруп-
пы (N,+) с помощью стандартных приемов — добавлением нуля
и обратных элементов.

Каждому натуральному числу n ставится в соответствие це-
лое отрицательное число −n. Множество всех таких чисел обо-
значается −N. Множеством целых чисел называется объединение
Z = (−N) ∪ {0} ∪ N. Сложение для Z определяется по известным
правилам. Вместе они составляют абелеву группу (Z,+).

Порядок для −N определяется порядком для N: отношение
−m ≤ −n эквивалентно m ≥ n. Кроме того, −m < 0 < n для
любых −m ∈ −N и n ∈ N. Порядок для Z согласован со сложе-
нием: x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z (x, y, z ∈ Z). Вместе они образуют
упорядоченную группу (Z,+,≤).

Четные натуральные числа 2n определяют отрицательные
числа −2n. Их объединение 2Z = (−2N) ∪ {0} ∪ (2N) с индуциро-
ванным сложением составляют подгруппу (2Z,+) четных целых
чисел.

Кроме сложения для Z по известным правилам определяется
умножение. Вместе они составляют мультипликативную полу-
группу (Z, ·). Она тоже коммутативна, как и (Z,+), но не яв-
ляется группой.

Упражнение. Доказать, что множество Z целых чисел счетно.

3. В дальнейшем для большей ясности вместо общей будут,
как правило, использоваться аддитивная или мультипликативная
записи операций.

Легко проверить единственность нейтрального элемента e
группы (G, ·): если ax = xa = x для каждого x ∈ G, то
a = ae = e. Для каждого элемента x ∈ G обратный элемент
x−1 тоже единственный: если yx = xy = e для некоторого y ∈ G,
то y = y(xx−1) = (yx)x−1 = x−1. В группе (G, ·) уравнения ax = b



2.1.2. Группы 55

и ya = b для каждых элементов a, b имеют единственные решения
x = a−1b, y = ba−1. Можно сказать, что эти уравнения корректно
разрешимы. Разрешимость уравнений ax = b и ya = b выделяет
мультипликативные группы из полугрупп.

Существование и однозначная определенность обратных эле-
ментов в группе позволяет определить обратную операцию. Для
сложения — вычитание, для умножения — деление. Результаты
соответственно называются разностями и частными: x+ (−y) =
x− y, x · y−1 = x/y.

Благодаря существованию обратных элементов единствен-
ным идемпотентом группы является нейтральный элемент.

Для аддитивной и мультипликативной групп определяются
также автоморфизмы α : x→ −x и β : x→ x−1 (x ∈ G). В группе
(Z,+) при таком автоморфизме положительные числа переходят
в отрицательные и наоборот. Автоморфизмы α и β являются
инволюциями: α2 = α ◦ α = id, β2 = β ◦ β = id.

С помощью целых чисел определяются целые кратные и це-
лые степени элементов. Это делается индуктивно:

0 · x = 0, 1 · x = x, (n+ 1) · x = n · x+ x, (−n) · x = −(n · x);

x0 = 1, x1 = x, xn+1 = xn · x, x−n = (xn)−1

для всех элементов группы x и натуральных чисел n. Здесь эле-
менты группы (Z,+) являются операторами, действующими на
группах (G,+) и (G, ·). По индукции выводятся и правила дей-
ствия с кратными и степенями: (m+n)x = mx+nx, xm+n = xmxn

для всех элементов группы x и целых чисел m, n.
4. Среди подгрупп (F,+), (F, ·) групп (G,+), (G, ·) выде-

ляются нормальные подгруппы или нормальные делители (F,+),
(F, ·) групп (G,+), (G, ·), определяемые равенствами

x+ F = F + x, x · F = F · x (x ∈ G).

В абелевой группе все подгруппы нормальные.
Пример. Элемент xyx−1y−1 называется коммутатором элементов x, y

мультипликативной группы (G, ·). Подгруппа (K, ·), порожденная множе-
ством всех коммутаторов, называется коммутантом группы (G, ·). Эта под-
группа нормальна.
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Замечание. Каждая подгруппа содержит нейтральный эле-
мент группы. Поэтому в группе нет собственных идеалов: равен-
ства F + G = F , FG = F или G + F = F , GF = F возможны
только при F = G.

5. Гомоморфизмы групп вместе с операцией сохраняют ней-
тральный элемент и обратные элементы. Для аддитивного гомо-
морфизма α : (F,+) → (G,+) верны равенства

α(x+ y) = α(x) + α(y), α(0) = 0, α(−x) = −α(x) (x ∈ F ).

Определяющим является первое, остальные из него следуют:

α(0) + α(x) = α(0 + x) = α(x) = α(x+ 0) = α(x) + α(0),
α(−x) + α(x) = α(−x + x) = α(0) = α(x− x) = α(x) + α(−x).

Для мультипликативного гомоморфизма β : (F, ·) → (G, ·) верны
аналогичные равенства

β(xy) = β(x)β(y), β(1) = 1, β(x−1) = ((β(x))−1 (x ∈ F ).

Вместе с понятием гомоморфизма с полугрупп на группы перено-
сятся понятия вложения, изоморфизма и автоморфизма.

Примеры. 1) Отображение α : n → 2n (n ∈ Z) является изоморфизмом
(Z,+) на (2Z,+).

2) Отображение α : Z → B с образами α(2n) = 0 и α(2n+ 1) = 1 (n ∈ Z)
является гомоморфизмом (Z,+) на (B,+).

3) Отображение β : x → x−1 (x ∈ G) взаимно однозначно, но (xy)−1 =

y−1x−1. Если (G, ·) абелева, то β — автоморфизм.

Прообраз ϕ−1(e) ⊆ F нейтрального элемента e ∈ G при гомо-
морфизме ϕ : F → G называется ядром гомоморфизма ϕ и обозна-
чается Kerϕ. Для аддитивных и мультипликативных гомомор-
физмов α, β ядра определяются равенствами

Kerα = α−1(0) = {x ∈ F | α(x) = 0},
Ker β = β−1(1) = {x ∈ F | β(x) = 1}.

В примерах 1–3: Kerα = {0}, Kerα = 2Z, Ker β = {1}.
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Лемма. Гомоморфизм является вложением ессли его ядро
состоит из нейтрального элемента.

� Пусть α : (F,+) → (G,+) и x, y, z ∈ F . Тогда если α(x) =
α(y) ⇒ x = y, то, в частности, α(z) = 0 = α(0) ⇒ z = 0 и
Kerα = {0}. Обратно, если α(z) = 0 ⇒ z = 0, то α(x) = α(y) ⇒
0 = α(x)− α(y) = α(x− y) ⇒ x − y = 0 ⇒ x = y. Гомоморфизм α
взаимно однозначен. �

Упражнение. Провести доказательство для β : (F, ·) → (G, ·).
6. Лемма. Ядро гомоморфизма составляет нормальную

подгруппу.
� Пусть α : (F,+) → (G,+), N = Kerα, u ∈ N , v ∈ N , x ∈ G.
1) Так как α(u + v) = α(u) + α(v) = 0 + 0 = 0, то u + v ∈ N .

Кроме того, α(0) = 0 влечет 0 ∈ N и α(−u) = −α(u) = −0 = 0
влечет −u ∈ N . Значит, (N,+) — подгруппа F .

2) Пусть x + u = y — произвольный элемент x + N . Тогда
u = −x+y и 0 = α(u) = −α(x)+α(y), α(x) = α(y). Следовательно,
0 = α(y)−α(x) = α(y−x) и y−x = v ∈ N , y = v+x ∈ N+x, x+N ⊆
N + x. Аналогично доказывается противоположное включение.
Значит, x+N = N + x и N — нормальная подгруппа. �

Упражнение. Доказать, что каждая нормальная подгруппа является
ядром некоторого гомоморфизма.

7. Каждая нормальная подгруппа N определяет некоторое
отношение эквивалентности для группы G, согласованное с опе-
рацией. И тем самым определяет новую группу G/N , гомоморф-
ную G. Эта конструкция очень важна. Поэтому она описывается
подробно.

Лемма A. Отношение x ∼ y ⇔ x − y ∈ N (x, y ∈ G) есть
согласованная со сложением эквивалентность для (G,+).

� 1) В самом деле, 0 = x− x ∈ N ⇒ x ∼ x, x ∼ y ⇒ y − x =
−(x− y) ∈ N ⇒ y ∼ x и x ∼ y, y ∼ z ⇒ x− y, y − z ∈ N ⇒ x− z =
(x−y)+(y−z) ∈ N ⇒ x ∼ z. Отношение ∼ есть эквивалентность.

2) Пусть a, b, x, y ∈ G и x ∼ a, y ∼ b, x − a = u ∈ N ,
y − b = v ∈ N , v − a = −a + w для некоторого w ∈ N (так
как N + (−a) = (−a) +N ). Тогда (x+y)− (a+ b) = x+y− b−a =
x + v − a = x− a +w = u+ w ∈ N и x + y ∼ a+ b. Отношение ∼
согласовано со сложением. �

Лемма B. x ∼ y ⇔ xy−1 ∈ N (x, y ∈ G) есть согласованная
с умножением эквивалентность для (G, ·).
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Упражнение. Доказать лемму B по аналогии с леммой A.

Введем удобные обозначения:

ā = a +N (a ∈ (G,+)), ā = aN (a ∈ (G, ·)), –
G = G/N.

Из определений следует, что элементы a, b группы G эквива-
лентны, если и только если соответствующие элементы ā, b̄ фак-
тор-группы –

G равны: a ∼ b⇔ ā = b̄.

Следствие A. Класс
–
G = G/N множеств ā = a+N (a ∈ G)

является разбиением множества G элементов группы (G,+).
Равенство

ā+ b̄ = a+ b (a, b ∈ G)

определяет сложение для
–
G. Сложение ассоциативно, для него

существуют нейтральный и обратные элементы.
� 1) То, что –

G есть разбиение G, вытекает из леммы A и тео-
ремы 1.3.2, 1.

2) Однозначность определения суммы для
–
G следует из со-

гласованности эквивалентности ∼ со сложением для G: x̄ = ā, ȳ =
b̄⇒ x+ y = a+ b⇒ x+ y = a+ b (a, b, x, y ∈ G).

3) Ассоциативность сложения для G обеспечивает ассоциа-
тивность сложения для

–
G: ā+ (b̄+ c̄) = ā+ (b+ c) = a+ (b+ c) =

(a+ b) + c = (a+ b) + c̄ = (ā+ b̄) + c̄ (a, b, c ∈ G).
Так как ā+0̄ = a + 0 = ā = 0 + a = 0̄+ā (a ∈ G), то 0̄ является

нейтральным элементом для сложения. А так как ā + (−a) =
a + (−a) = 0̄ = (−a) + a = (−a) + ā, то −a = −ā (a ∈ G). �

Следствие B. Класс
–
G = G/N множеств ā = aN

(a ∈ G) является разбиением множества G элементов группы
(G, ·). Равенство

āb̄ = ab (a, b ∈ G)

определяет умножение для
–
G. Умножение ассоциативно, для

него существуют нейтральный и обратные элементы.
Упражнение. Доказать следствие B по аналогии со следствием A.

Следствия A и B означают, что (G/N,+) и (G/N, ·) являют-
ся группами. Они называются фактор-группами групп (G,+)
и (G, ·) по нормальным подгруппам (N,+) и (N, ·).
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Примеры. 1) Пусть (G,+) = (Z,+) и (N,+) = (2Z,+). Тогда фактор-
группа (G/N,+) = (Z/2Z,+) изоморфна бинарной группе (B,+).

2) Для каждой нормальной подгруппы F группы G определена фактор-
группа G/F . В частности, для подгруппы F = {e}, составленной из ней-
трального элемента, G/{e} изоморфна G. А фактор-группа G/G изоморфна
тривиальной группе {e}.

3) Для каждого гомоморфизма ϕ : F → G определена фактор-группа
F/Kerϕ. В частности, такой группой является (Z/2Z,+).

Замечание. Из определений следует, что мощности фактор-
множеств, являющихся элементами фактор-группы G/N , равны
мощности нормальной подгруппы N . Пусть множества G, N и

–
G

состоят соответственно из p, n и p̄ элементов. Тогда p = p̄ · n,
p̄ = p/n. Этим и объясняется термин нормальный делитель для
нормальной подгруппы N .

8. Для группы G и фактор-группы –
G существует естествен-

ный гомоморфизм –ϕ : x→ x̄ (x ∈ G). В аддитивном и мультипли-
кативном случаях верны равенства

–ϕ(x+ y) = x + y = x̄ + ȳ = ϕ̄(x) + –ϕ(y) (x, y ∈ (G,+)),
–ϕ(xy) = xy = x̄ȳ = –ϕ(x) –ϕ(y) (x, y ∈ (G, ·)).

С помощью естественного гомоморфизма удобно описывать
общие свойства эквивалентных элементов группы. В частности,
гомоморфизм (Z,+) на группу (Z/2Z,+), изоморфную (B,+), хо-
рошо описывает свойства четности.

В связи с естественными гомоморфизмами часто исполь-
зуется

Предложение. Композиция гомоморфизмов групп являет-
ся гомоморфизмом.

� Рассмотрим группы F , G, H , гомоморфизмы α : F → G,
β : G → H и их композицию γ = βα : F → H . По предложению
в 2.1.1, 10 отображение γ является гомоморфизмом соответствую-
щих полугрупп. По сказанному в п. 5 гомоморфизм γ сохраняет
нейтральный и обратный элементы. �

Следствие. Композиция изоморфизмов групп является
изоморфизмом.

Пример. Пусть F = G = H = Z и α(x) = 2x, β(y) = 2y. Тогда γ(x) =

2(2x) = 4x (x ∈ Z).
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9. Рассмотрим группу G, ее нормальную подгруппу N , фак-
тор-группу G/N и группу

–
G. Если отождествлять изоморфные

группы, то гомоморфными образами данной группы будут ее фак-
тор-группы и только они.

Теорема. 1) Пусть ϕ : G → –
G — гомоморфизм G на

–
G

и N = Kerϕ. Тогда
–
G изоморфна G/N .

2) Пусть
–
G изоморфна G/N . Тогда существует накрываю-

щий гомоморфизм ϕ : G→ –
G с ядром Kerϕ = N .

� 1) По лемме п. 6 ядро N = Kerϕ есть нормальная под-
группа и поэтому определена фактор-группа G/N . Возьмем есте-
ственный гомоморфизм –ϕ : G → G/N , обратное соответствие
ϕ−1 : –

G→ G и композицию γ = –ϕϕ−1 : –
G→ G/N .

Соответствие γ однозначно. В самом деле, по
условию для каждого ā ∈ –

G существует a ∈ G
такой, что ϕ(a) = ā. Если x ∈ G и ϕ(x) = ā,
то ϕ(x) = ϕ(a), x ∼ a и –ϕ(x) = –ϕ(a). Поэтому
γ(ā) = { –ϕ(x) | ϕ(x) = ā} = –ϕ(a).

Отображение γ вместе с ϕ и –ϕ является гомоморфизмом. Дей-
ствительно, пусть ā = ϕ(a) и b̄ = ϕ(b). Тогда ā+ b̄ = ϕ(a) +ϕ(b) =
ϕ(a+ b) = a+ b и γ(ā+ b̄) = γ(a+ b) = –ϕ(a+ b) = –ϕ(a) + –ϕ(b).

Гомоморфизм γ имеет нулевое ядро: Ker γ = γ−1(N ) =
ϕ( –ϕ−1(N )) = ϕ(0) = 0̄. По лемме п. 5 отсюда следует, что γ есть
изоморфизм

–
G на G/N .

2) Пусть γ : –
G → G/N — изоморфизм и γ−1 : G/N → –

G —
обратный ему. Тогда по предложению 2.1.1, 10 композиция ϕ =
γ−1 –ϕ : G → –

G гомоморфизмов –ϕ и γ−1 есть гомоморфизм. Так
как –ϕ отображает G на G/N , а γ−1 отображает G/N на G,
то ϕ отображает G на

–
G. Ядро Kerϕ = ϕ−1(0̄) = ϕ−1(γ(0̄)) =

–ϕ−1(N ) = N . �
Из теоремы о гомоморфизмах вытекают эффективные след-

ствия.
10. Рассмотрим группу G, ее подгруппу F и нормальный де-

литель N . Будем использовать мультипликативную запись и обо-
значения AB = {xy | x ∈ A, y ∈ B} для A,B ⊆ G.

Теорема. F/(F ∩N ) � FN/N .

� Из определений следует, что F ∩ N , FN — подгруппы
группы G, F ⊆ FN , N ⊆ FN , а F ∩ N и N — нормальные де-
лители F и FN . Рассматриваемые фактор-группы определены.
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Доказательство теоремы поясняет диаграмма на следующей стра-
нице. На диаграмме γ обозначает естественный гомоморфизм
группы G на фактор-группу G/N , а α и β — его сужения на F
и FN . Отображения ı, j, ı̄, j̄ обозначают тождественные вложе-
ния, которые являются гомоморфизмами. Равенство Ker γ = N
следует из определения γ.

По теореме о гомоморфизмах
–
F � F/Kerα, FN � FN/Ker β.

При этом Ker β = β−1(0̄) = (j−1γj)−1(0̄) = j−1γ−1j(0̄) = j−1γ−1(0̄)
= j−1(N ) = FN ∩ N = N , Kerα = α−1(0̄) = (ı−1βı)−1(0̄) =
ı−1β−1ı(0̄) = ı−1β−1(0̄) = ı−1(N ) = F ∩ N . Горизонтальные ра-
венства доказаны.

Из определений следует, что γ−1( –
F ) = FN . Поэтому FN =

γ(FN ) = γ(γ−1( –
F )) = –

F . Значит, ı̄ : –
F → FN — тождественный

изоморфизм и F/(F ∩N ) � –
F = FN � FN/N . �

Это следствие теоремы о гомоморфизмах называется первой
теоремой об изоморфизме.

Упражнение. Доказать, что FN — подгруппа, а F ∩N — нормальный
делитель группы G.

11. Рассмотрим группу G, ее нормальный делитель N и нор-
мальный делитель M ⊆ N .

Теорема. G/N � (G/M)/(N/M).
� Ясно, что M — нормальный делитель и группы N . Дока-

зательство поясняется диаграммой
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Здесь γ и β обозначают естественные гомоморфизмы на фактор-
группы, а α = γβ−1 — композицию обратного к β соответствия
β−1 с гомоморфизмом γ. Докажем, что α :

=
G → –

G есть гомо-
морфизм. Пусть x ∈ G и β(x) = ¯̄x ∈ =

G . Тогда β−1(¯̄x) = xM
и α(¯̄x) = γ(β−1(¯̄x)) = γ(xM) = xM · N = x ·MN = xN = γ(x) =
x̄ ∈ –

G (так как M ⊆ N и 1 ∈ M , то MN = N ). Соответствие α
однозначно. Пусть x, y ∈ G и ¯̄x = β(x), ¯̄y = β(y). Тогда ¯̄x¯̄y =
β(x)β(y) = β(xy) = xy и α(¯̄x¯̄y) = α(xy) = γ(β−1(xy)) = γ(xyM) =
γ(xM · yM) = γ(xM) · γ(yM) = γ(β−1(x)) · γ(β−1(y)) = α(¯̄x)α(¯̄y).
Значит, α — гомоморфизм

=
G в

–
G. По теореме о гомоморфизмах

–
G � =

G/Kerα. Ядро Kerα = α−1(0̄) = (γβ−1)−1(0̄) = β(γ−1(N )) =
β(N ) = {β(x) | x ∈ N} = {x ∈M | x ∈ N} = N/M . �

Это следствие теоремы о гомоморфизмах называется вто-
рой теоремой об изоморфизме. Она описывает последовательную
факторизацию группы. Такая факторизация бывает полезна при
описании общих решений уравнений.

Пример. Z/2Z � (Z/4Z)/(2Z/4Z).
Упражнение. Используя теоремы об изоморфизмах, доказать, что

(FM/M)/((F ∩ N)/(F ∩M)) � FN/N.

Получить такие теоремы как следствия этого равенства при M = {1} (пер-
вую) и при F = G (вторую).

Из доказанных теорем вытекает следующее полезное предло-
жение. Рассмотрим группы F , G, H и накрывающие гомомор-
физмы β : G→ F , γ : G→ H .

Предложение. Гомоморфизм α : F → H такой, что
αβ = γ существует ессли Ker β ⊆ Ker γ. Когда этот гомо-
морфизм существует, он единственный.

� Пусть M = Ker β, N = Ker γ. По по теореме о гомомор-
физмах существуют изоморфизмы ϕ : F → G/M , ψ : H → G/N .
Если M ⊆ N , то существует естественный гомоморфизм G/M →
(G/M)/(N/M) и по второй теореме об изоморфизме существует
гомоморфизм (G/M)/(N/M) � G/N . Следовательно, существует
накрывающий гомоморфизм ᾱ : G/H → G/N . Нужный гомомор-
физм α = ψ−1ᾱϕ.

Если гомоморфизм α, для которого верно равенство αβ = γ,
существует, то β(x) = 0 ⇒ γ(x) = α(β(x)) = α(0) = 0 (x ∈ G)
и Ker β ⊆ Ker γ.
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Единственность гомомор-
физма α следует из равенств
ᾱ = ψαϕ−1 и α = ψ−1ᾱϕ. �

Доказательство поясняет
диаграмма (β̄ : G → G/M ,
γ̄ : G → G/N — естественные
гомоморфизмы).

12. Каждая группа G изоморфна группе T = T (G) опера-
торов левого сдвига. Сдвиг τa на элемент a ∈ G в аддитивной
и мультипликативной записях определяется равенствами

τa(x) = a+ x, τa(x) = ax (x ∈ G).

В п. 2.1.1,7 было доказано, что (T ,+) и (T , ·) являются полу-
группами. Когда G — группа, они тоже являются группами. Ней-
тральным является сдвиг на нейтральный элемент, обратными —
сдвиги на обратные элементы:

τ0(x) = 0 + x = x, τ1(x) = 1 · x = x;

τa(τ−a(x)) = a+ (−a + x) = x, τa(τa−1(x)) = a(a−1x) = x;
τaτ−a = τ0 = id, τaτa−1 = id .

Вместо левых сдвигов можно рассматривать правые. Для
абелевых групп они совпадают.

13. Рассмотрим множество E, абелеву группу (F,+) и свя-
занную с ними абелеву группу (F ,+), составленную из множе-
ства F = F (E, F ) всех отображений E в F и сложения, опреде-
ляемого для f, g ∈ F равенством

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (x ∈ E).

Нейтральным элементом для F служит постоянная 0. Обрат-
ным для f ∈ F является отображение −f ∈ F , для которого
(−f)(x) = −f(x) (x ∈ E). Коммутативность сложения для F
обеспечивается коммутативностью сложения для F .

Если (E,+) — полугруппа, то для группы (F ,+) каждый
элемент a ∈ E с помощью сдвига задает разностный оператор
Δa : f → Δaf (f ∈ F ), для которого функция Δaf определяется
равенством

Δaf(x) = f(a+ x)− f(x) (x ∈ E).
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Оператор Δa аддитивен (является гомоморфизмом группы
(F ,+) в себя):

Δa(f + g)(x) = (f(a+ x) + g(a+ x))− (f(x) + g(x))
= (f(a+ x)− f(x)) + (g(a+ x)− g(x))

= Δaf(x) + Δag(x) (f, g ∈ F ).

Из определений следует, что

Δaf = fτa − f (f ∈ F ).

14. Пусть (E,+) = (N,+), (F,+) = (Z,+), F = F (N,Z)
и a = 1. Тогда для разностного оператора Δ = Δ1 и функции
f ∈ F функция Δf ∈ F определяется равенством

Δf(x) = f(x+ 1)− f(x) (x ∈ N).

В частности, если f(x) = x, то Δf(x) = 1, а если f(x) = x2, то
Δf(x) = 2x+ 1.

Рассмотрим функцию g ∈ F и решим разностное уравнение

Δf = g, Δf(x) = g(x) (x ∈ N).

Из определений следует, что f(2) = f(1) + g(1) и f(x+ 1) =
f(x) + g(x) (x ∈ N). По принципу индукции функция f опреде-
ляется своим значением f(1) и равенством

f(x+ 1) = f(1) +
∑

1≤n≤x
g(n) (x ∈ N).

Таким образом, при любой правой части g ∈ F решение урав-
нения Δf = g существует, но не единственно. В частности,
решением однородного разностного уравнения Δf = 0 является
любая постоянная f(x) = f(1) = c ∈ Z (x ∈ N). Говорят, что
задача о решении уравнения Δf = g некорректно поставлена.

Для того чтобы поставить задачу корректно, т. е. обеспе-
чить существование и единственность решения f ∈ F уравне-
ния Δf = g при любой правой части g ∈ F , нужно добавить
начальное условие f(1) = c. Оно вместе с равенством для f(x+1)
определяет единственное решение уравнения Δf = g. Обозначим
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Fc множество всех f ∈ F , у которых f(1) = c. Сказанное озна-
чает, что при любой правой части g ∈ F уравнение Δf = g имеет
решение f ∈ Fc, единственное в этом множестве.

При c = 0 множество F0={f ∈ F | f(1) = 0} образует под-
группу группы F . Сужение Δ0 : F0 → F оператора Δ: F → F
является изоморфизмом: Ker Δ0 = {f0 ∈ F0 | Δ0f0 = 0} = 0. При
любом g ∈ F уравнение Δ0f0 = g имеет единственное решение
f0 = Δ−1

0 g ∈ F0. Оно определяется равенствами

f0(1) = 0, f0(x+ 1) =
∑

1≤n≤x
g(n) (x ∈ N).

Оператор Δ−1
0 , обратный разностному оператору Δ0, является

оператором суммирования.
Упражнение. Решить уравнения Δf = g для g(x) = xm (x ∈ N) при

m = 1, 2, 3.

Группа (C ,+) постоянных последовательностей целых чисел
является ядром разностного оператора Δ. Она изоморфна группе
(Z,+) целых чисел. Таким образом, Ker Δ � Z. Рассмотрим
фактор-группу ( –

F ,+) = (F/C ,+) группы (F ,+) по подгруппе
(C ,+) постоянных. Элементами –

F = F/C являются множества
f̄ = f + C , составленные из последовательностей f + c целых
чисел f(n) + c (n ∈ N). Для них тоже определен разностный
оператор

–Δ. Он преобразует f̄ в
–Δf̄ = Δf . Из сказанного об

уравнении Δf = g следует, что решение f̄ ∈ –
F уравнения

–Δf̄ = g
при любой правой части g ∈ F существует и единственно. Задача
теперь поставлена корректно.

Оператор
–Δ: –

F → F является изоморфизмом. В самом
деле, –Δ — гомоморфизм, как и Δ. Его ядро Ker –Δ = {f̄ ∈ –

F |
–Δf̄ = 0} = {f + c | f ∈ F , c ∈ C ,Δf = 0} = C = 0̄.

Замечание. Таким образом, можно корректировать поста-
новку задачи двумя способами: добавляя условия и тем самым ог-
раничивая множество допустимых решений или переходя к фак-
тор-множествам. Уравнение Δf = g без начального условия
f(1) = c иногда называют неопределенным или некорректным.
Добавление начального условия делает его определенным или кор-
ректным.

15. Прямое произведение (P,+) семейства абелевых полу-
групп с нулем (G(i),+) (i ∈ I) составляется из декартова произ-
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ведения P =
∏
G(i) множеств G(i) и поиндексного сложения:

(x+ y)(i) = x(i) + y(i) (x = (x(i)), y = (y(i)) ∈ P ).

Ясно, что (P,+) — абелева полугруппа.
Если G(i) — абелевы группы, то и их прямое произведение

абелева группа: x = 0 ⇔ x(i) = 0 и −x = (−x(i)) (i ∈ I).
Прямой суммой абелевых полугрупп (G(i),+) (i ∈ I) с нулем

называется подполугруппа S =
∑
G(i) полугруппы P =

∏
G(i),

образованная финитными семействами x = x(i) ∈ P (|{i : x(i)
�= 0}| <∞). Если G(i) — абелевы группы, то и их прямая сумма
S =

∑
G(i) — абелева группа (подгруппа группы P ).

Упражнение. Проверить корректность данного определения и сформу-
лированное утверждение.

Пример 1. Пусть E — множество, (F,+) — абелева полугруппа с нулем
и G(x) = F (x ∈ E). Тогда

∏
G(x) = F = F (E,F ) — множество всех

функций f : E → F , а сложение определяется равенством (f + g)(x) = f(x) +
g(x) (x ∈ E; f, g ∈ F ). Вместо F = F (E, F ) пишут также F = FE . Прямую
сумму

∑
G(x) образуют финитные функции f : E → F (| supp f | < ∞).

Пример 2. Пусть K — бесконечное поле, sn : K → K — n-я степень
со значениями sn(ξ) = ξn (ξ ∈ K) и G(n) = Ksn = {αsn | α ∈ K} —
порожденная ею аддитивная группа: (α + β)sn = αsn + βsn (α, β ∈ K). Ад-
дитивная группа G = M (K) полиномов является прямой суммой степенных
групп G(n) = Ksn (n = 0, 1, 2, . . . ).

Группа M (K) полиномов является подгруппой аддитивной группы
F (K,K) функций. Полином p : K → K со значениями p(ξ) = α0 + α1ξ + . . .

+ αnξn (αn �= 0) однозначно определяет свои коэффициенты αi (0 ≤ i ≤ n),

когда поле K бесконечное.

Говорят, что аддитивная абелева группа G является прямой
суммой конечного семейства подгрупп G(i), и пишут G =

∑
G(i),

если для каждого x̄ ∈ G существует единственное семейство x =
(x(i)) ∈∏G(i) такое, что x̄ =

∑
x(i).

Прямые суммы групп и подгрупп связывает изоморфизм

ϕ :
∏

G(i)→ G, ϕ(x) = x̄ =
∑

x(i) (x = (x(i)) ∈
∏

G(i)).

Докажем это. По правилам сложения для групп
∏
G(i) и G

получаются равенства:

ϕ(x+ y) = ϕ(x(i) + y(i)) =
∑

(x(i) + y(i))

=
∑

x(i) +
∑

y(i) = ϕ(x) + ϕ(y) (x, y ∈
∏

G(i)).
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Значит, ϕ — гомоморфизм
∏
G(i) на G. Так как равенство

0̄ =
∑
x(i) верно для единственного семейства x = 0 со значе-

ниями x(i) = 0, то Kerϕ = {0} и ϕ является изоморфизмом. Это
оправдывает использование термина прямая сумма и обозначения∑
G(i) для конечных семейств групп и подгрупп G(i).
Если группа G является прямой суммой подгрупп A и B, то

B = Aac называют (алгебраическим) дополнением A до G. Обо-
значим через L(X) подгруппу группы G, порожденную множе-
ством X ⊆ G.

Рассмотрим конечное семейство подгрупп G(i) аддитивной
абелевой группы G, объединение ∪G(i) элементов которых порож-
дает G: для каждого x̄ ∈ G существует семейство x = (x(i)) ∈∏
G(i) такое, что x̄ =

∑
x(i). При этом не требуется, чтобы

семейство x = (x(i)) было единственным.

Предложение. G =
∑
G(i)⇔ G(i) ∩ ∑

j �=i
G(j) = {0}.

� Если семейство состоит только из самой группы G, то
предложение верно. Пусть оно верно для 1 ≤ i ≤ n. Рассмо-
трим семейство из (n + 1)-й подгруппы G(1), . . . , G(n), G(n+ 1).
Если x̄ =

∑
1≤i≤n

x(i) + x(n + 1) =
∑

1≤i≤n
y(i) + y(n+ 1), то элемент

z =
∑

1≤i≤n
x(i)− ∑

1≤i≤n
y(i) = x(n + 1) − y(n + 1) принадлежит пе-

ресечению Z =
( ∑

1≤i≤n
G(i)

)
∩ G(n + 1). Пусть Z = {0}. Тогда

x(n + 1) = y(n + 1),
∑
x(i) =

∑
y(i) (1 ≤ i ≤ n). Представление

x̄ =
∑
x(i) (1 ≤ i ≤ n+1) единственно и G =

∑
G(i) (1 ≤ i ≤ n+1).

По принципу индукции отсюда следует, что утверждение если
верно для любого конечного семейства подгрупп G(i).

Утверждение только если сразу следует из единственности
представления. Пусть a ∈ G(j) ∩ G(k) при j �= k. Тогда a =∑
x(i) =

∑
y(i) при x(j) = a, x(i) = 0 (i �= j) и y(k) = a, y(i) = 0

(i �= k). Так как для прямой суммы x(i) = y(i) при всех i, то
a = x(j) = y(j) = 0. �

Пример 3. Возьмем бесконечное поле K и группу G = Mn(K) полино-
мов, порожденную степенями si (0 ≤ i ≤ n). Каждая степень si порождает
подгруппу G(i) = Ksi = {αsi | α ∈ K}. Так как Ksi ∩

∑
Ksj = {0} (j < i)

для каждого i, то группа G = Mn(K) полиномов есть прямая сумма под-
групп Ksi (0 ≤ i ≤ n) степеней. Группа G = Mn(K) является подгруппой
группы G = M (K).
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16. Рассмотрим изоморфные множества X, Y, Z и выберем
изоморфизмы j : X → Y , k : X → Z, l = kj−1 : Y → Z. Обозначим
S = I(Y, Z) и P = I(X,X) множества подстановок s : Y → Z
и p : X → X . Определим обобщенную симметрическую группу
(S, ∗), изоморфную симметрической группе (P, ·) автоморфизмов
множества X . Связь между рассматриваемыми отображениями
поясняет диаграмма.

Равенство s = kpj−1 (p ∈ P , s ∈ S) определяет изомор-
физм ϕ : P → S множества P на множество S. Произведение
s ∗ t подстановок s = ϕ(p), t = ϕ(q) ∈ S определим равенством
ϕ(p)∗ϕ(q) = ϕ(pq). При таком определении ϕ становится изомор-
физмом группы (P, ·) на (S, ∗).

Заметим, что для тождественной перестановки e : X → X
и выбранной подстановки l : Y → Z верны равенства ϕ(e) = kej−1

= kj−1 = l. Подстановка l является единицей группы (S, ∗).
Обратным элементом для подстановки s = ϕ(p) служит подста-
новка s−1 = ϕ(p−1). (Ее нужно отличать от обратного отображе-
ния s−1 : Z → Y .) Группа (S, ∗) некоммутативна вместе с (P, ·).

Подчеркнем, что в определении умножения ∗ существенную
роль играет выбор изоморфизмов j и k. Но при любом их выборе
получается группа, изоморфная группе перестановок (P, ·).

17. Обозначим через (S(n), ·) симметрическую группу для
упорядоченного множества X из n элементов. По сказанному
в п. 16 можно считать, что X = {1, . . . , n}. Группа S(n) часто
встречается и поэтому заслуживает подробного описания.

Прежде всего заметим, что |S(n)| = n!. Это следует из ком-
бинаторного правила сложения.

Упражнение. Доказать равенство |S(n)| = n!.

Для каждой перестановки p ∈ S(n) определим знак:

sgn p =
∏

sgn(p(j)− p(i)) (1 ≤ i < j ≤ n).

Если sgnp = 1, то p называется четной, если sgn p = −1 — не-
четной.
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Среди перестановок выделяются транспозиции tij , опреде-
ляемые для каждых номеров i �= j равенствами tij(i) = j, tij(j) = i
и tij(k) = k для всех k �= i, k �= j (1 ≤ i, j, k ≤ n). Ясно, что
t−1
ij = tij = tji. Пусть p ∈ S(n). Для каждого номера положим
p0(i) = i, pj(i) = p(pj−1(i)). Обозначим (i, p(i), . . . , pl−1(i)) и назо-
вем циклом длины l > 1 с началом в i перестановку i → p(i) →
· · · → pl−1(i) → i, pj(i) �= pk(i) (0 < j < k < l). В частности,
tij = (ij). Если p(i) = i, то номер i образует цикл (i) длины 1.
Циклы с непересекающимися множествами номеров называются
независимыми. Независимые циклы коммутируют.

Лемма. Каждая перестановка разлагается в произведение
независимых циклов.

� Применяя индукцию, убеждаемся в том, что для каждой
перестановки p ∈ S(n) верно равенство

p = (i(1)p(1) . . . pn(1)−1(1)) . . .(i(m)p(m) . . .pn(m)−1(m)),

где i(1), . . . , i(m) — выбранные номера, pj(k) = pj(i(k)) (1 ≤ k
≤ m). Выписанные циклы независимы и n(1) + · · ·+n(m) = n. �

Разложения перестановки на независимые циклы могут от-
личаться только порядком множителей. Поэтому с каждой пере-
становкой p ∈ S(n) можно связать число n −m, где m — число
циклов в разложении p. Число n − m называется декрементом
подстановки p.

Заметим, что (ip(i) . . .pl−1(i)) = (ip(i)) . . . (ipl−1(i)).
Упражнение. Дать подробные доказательства утверждений о незави-

симых циклах.

Предложение. Перестановка четная ессли она равна про-
изведению четного числа транспозиций.

� Каждая транспозиция t = (ij) нечетна: sgn t = (−1)2(j−i)−1

= −1. Поэтому sgn(tu) = − sgnu для любой перестановки u,
так как в произведении tu просто транспонируются другие но-
мера. По лемме перестановка p равна произведению циклов. Сле-
довательно, p равна произведению транспозиций, имеющих от-
рицательные знаки и меняющих знак остального произведения.
Поэтому знак перестановки p равен произведению знаков состав-
ляющих p транспозиций. �
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Следствие. Перестановка четная ессли она имеет четный
декремент.

� Пусть перестановка p равна произведению m циклов
длин n(1), . . . , n(m). Тогда, так как цикл длины l равен произ-
ведению l − 1 транспозиций, перестановка p равна произведению
(n(1)− 1) + · · ·+ (n(m)− 1) = n−m транспозиций. �

Упражнение. Доказать, что каждая перестановка равна произведению
транспозиций, переставляющих соседние номера.

Из доказанных предложений вытекает, что sgn(pq) = sgnp ·
sgn q для любых перестановок p, q. Произведение четных пе-
рестановок есть четная перестановка. Поэтому четные пере-
становки составляют подгруппу симметрической группы S(n).
Эта подгруппа обозначается A(n) и называется знакопеременной
группой для упорядоченного множества X из n элементов. Так
как четных перестановок X столько же, сколько и нечетных, то
|A(n)| = n!/2.

Упражнение. Доказать это.

Замечание. Отображение sgn: S(n) → {+1,−1} является
гомоморфизмом группы (S(n), ·) на мультипликативную группу
({+1,−1}, ·). Знакопеременная группа A(n) является ядром этого
гомоморфизма.

2.1.3. Кольца и поля

Эти алгебраические системы имеют две согласованные опе-
рации. Кольцо образуется из группы и полугруппы, а поле — из
двух групп. Кольцам и полям посвящены главы 3 и 6 книги [17].

1. Сначала рассмотрим более общую алгебраическую си-
стему с двумя операциями. Полугруппы (H, f) и (H, g) с одним
и тем же множеством H и операциями, согласованными с по-
мощью правил дистрибутивности

g(f(x, y), z) = f(g(x, z), g(y, z)), g(x, f(y, z)) = f(g(x, y), g(x, z)),

составляют полукольцо (H, f, g). В этом полукольце правила оп-
ределяют только дистрибутивность g по f . Дистрибутивность f
по g не требуется.

Полугруппа (H, f) предполагается абелевой. Если (H, g) то-
же коммутативна, то и полукольцо (H, f, g) называется комму-
тативным.
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Примеры. 1) Полугруппы (P,∪) и (P,∩) составляют полукольцо
(P,∪,∩), элементами которого являются части данного множества.

2) Полугруппы (N,+) и (N, ·) составляют полукольцо (N,+, ·), элемен-
тами которого являются натуральные числа.

3) Группа (Z,+) и полугруппа (Z, ·) составляют полукольцо (Z,+, ·),
элементами которого являются целые числа.

2. Полукольцо (R,+, ·), составленное из абелевой группы
(R,+) и полугруппы (R, ·), называется кольцом. В кольце умно-
жение дистрибутивно по сложению:

(x+ y)z = xz + yx, x(y + z) = xy + xz.

Вместе со своей мультипликативной полугруппой (R, ·) оно мо-
жет быть коммутативным или некоммутативным.

Замечание. В определение полугруппы обычно включается
ассоциативность операции. Соответственно в кольце обе опера-
ции предполагаются ассоциативными. Существует теория и неас-
социативных колец, в которых умножение может не быть ассо-
циативным. Отказ от ассоциативности умножения существенно
усложняет дело. Ее заменяют некоторыми более слабыми требо-
ваниями.

Вместе со своей аддитивной группой (R,+) кольцо (R,+, ·)
имеет нуль 0. Вместе со своей мультипликативной полугруп-
пой (R, ·) кольцо (R,+, ·) может иметь или не иметь единицу 1.
Кольцо с единицей называется унитарным.

Примеры. 1) Тривиальное кольцо ({0},+, ·): 0 + 0 = 0 · 0 = 0. Един-
ственный элемент этого кольца является одновременно нулем и единицей:
0 = 1.

2) Бинарное кольцо (B,+, ·), действия в котором определены таблицами
примера в 2.1.1, 4.

3) Кольцо (Z,+, ·) целых чисел.

Каждая аддитивная абелева группа (R,+) является аддитив-
ной группой некоторого коммутативного кольца (R,+, ·). Напри-
мер, нулевого кольца с тождеством xy = 0 (x, y ∈ R). Поэтому
абелевы группы можно считать частным случаем коммутатив-
ных колец.

Все общие понятия и утверждения для групп и полугрупп при
соответствующем согласовании переносятся на кольца. В част-
ности, гомоморфизм ϕ : R → S кольца (R,+, ·) в (S,+, ·) есть
гомоморфизм группы (R,+) в (S,+) и полугруппы (R, ·) в (S, ·).
Он определяется равенствами

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) (x, y ∈ R).
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Композиции гомоморфизмов и изоморфизмов колец являются
соответственно гомоморфизмами и изоморфизмами.

Говорят, что кольцо (R,+, ·) является подкольцом (S,+, ·),
и пишут (R,+, ·)⊆ (S,+, ·), если группа (R,+) является подгруп-
пой группы (S,+) и полугруппа (R, ·) является подполугруппой
группы (S, ·). Таким образом, по определению,

(R,+, ·)⊆ (S,+, ·)⇐⇒ (R,+) ⊆ (S,+), (R, ·) ⊆ (S, ·).

Пример. Кольцо (2Z,+, ·) четных целых чисел является подкольцом
кольца (Z,+, ·) всех целых чисел.

Замечание. Каждое кольцо (R,+, ·) можно вложить в неко-
торое унитарное кольцо. Рассмотрим кольцо (Z × R,+, ∗) с опе-
рациями (m, x) + (n, y) = (m+n, x+ y), (m, x)∗ (n, y) = (mn,my+
nx+xy) (m, n ∈ Z, x, y ∈ R) и его подкольцо ({0}×R,+, ∗). Легко
проверить, что ϕ : x → (0, x) является изоморфизмом (R,+, ·)
и ({0} × R,+, ∗). В кольце (Z ×R,+, ∗) есть единица (1, 0). Если
существует единица e ∈ R, то (0, e) является единицей подкольца
({0} ×R,+, ∗), но не является единицей кольца (Z×R,+, ∗). Это
надо учитывать при вложении.

3. Важным примером коммутативного кольца служит бу-
лево кольцо множеств (P ,+, ·). Оно тесно связано с описанной
в 1.1.2,10 булевой алгеброй множеств (P ,∪,∩, ′). Элементами
этих систем являются части данного множества E. Сложение
и умножение для кольца (P ,+, ·) определяются тождествами

X + Y = (X ∪ Y ) ∩ (X ∩ Y )′, XY = X ∩ Y.

Упражнения. 1) Проверить ассоциативность сложения и правило дис-
трибутивности.

2) Доказать тождество X + Y = (X ∩ Y ′) ∪ (Y ∩X ′).
3) Доказать тождества X ∪ Y = X + Y +XY , X ′ = E −X.

Нулем кольца (P ,+, ·) служит пустое множество O, едини-
цей — множество E. Противоположным (обратным по сложению)
элементом для X ∈ P является сам этот элемент: −X = X . Это
следует из тождеств X + X = (X ∪X) ∩ (X ∩X)′ = X ∩X ′ = O.
Сложение для (P ,+, ·) совпадает с вычитанием: X+Y = X−Y =
Y − X = Y + X . Поэтому сумму множеств часто называют их
симметрической разностью. Заметим, что X +Y = X ∪Y , когда
X∩Y = O: сумма дизъюнктных множеств равна их объединению.
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Каждый элемент X ∈ P является мультипликативным идем-
потентом: X2 = X . Естественный порядок для P совпадает
с включением ⊆: X ⊆ Y ⇐⇒ XY = X . Наименьшим и наи-
большим элементами P являются пустое множество O и множе-
ство E: O = minP , E = max P . Каждые два элемента X, Y ∈ P
имеют верхнюю и нижнюю грани:

X ∨ Y = sup{X, Y } = X + Y +XY = X ∪ Y,
X ∧ Y = inf{X, Y } = XY = X ∩ Y.

Упражнение. Доказать сформулированные в этом абзаце утверждения.

Рассмотрим класс B = {0, E}. Он образует подкольцо
(B,+, ·) кольца (P ,+, ·), изоморфное бинарному кольцу (B,+, ·).

Другим важным примером служит кольцо функций.
Рассмотрим аддитивную абелеву группу (F ,+) функций на

множестве X , принимающих значение в кольце (R,+, ·). По ана-
логии со сложением умножение функций определяется равен-
ством

(fg)(x) = f(x) · g(x) (x ∈ X, f, g ∈ F ).

Это умножение ассоциативно и согласовано со сложением

((f + g)h)(x) = (f(x) + g(x)) · h(x)
= f(x) · h(x) + g(x) · h(x) = (fh)(x) + (fh)(x),

(f(g + h))(x) = (fg)(x) + (fh)(x) (x ∈ X, f, g, h ∈ F ).

Группа (F ,+) с умножением для F составляет кольцо функций
(F ,+, ·).

Замечание. Композиция функций тоже часто называется
произведением. Здесь при X �= R композиция функций может
быть вообще не определена. А при X = R не будет согласованно-
сти композиции со сложением: f ◦ (g + h) �= f ◦ g + f ◦ h в общем
случае.

Если кольцо R унитарно, то среди функций множества
F = F (X,R) выделяются индикаторы f с образами f(X) ⊆
{0, 1} ⊆ R. Множество I = I(X) таких индикаторов изоморфно
множеству P(X) частей X . Но эти индикаторы не образуют
подкольцо кольца (F ,+, ·) в общем случае.
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Пусть 0 < 1 и булева сумма f ⊕ g индикаторов f, g ∈ I опре-
деляется равенством

(f ⊕ g)(x) = max{f(x), g(x)}− f(x) · g(x) (x ∈ X).

Тогда (I,⊕, ·) есть булево кольцо, изоморфное (P(X),+, ·).
Упражнение. Доказать это.

4. Подкольцо (N,+, ·) кольца (R,+, ·) называется его идеа-
лом, если полугруппа (N, ·) является идеалом полугруппы (R, ·):
xy, yx ∈ N (x ∈ N , y ∈ R). Как и для полугрупп, среди идеалов
колец выделяются собственные и максимальные. Определяются
также правые и левые идеалы кольца.

Пример. Подкольцо (2Z,+, ·) четных целых чисел является максималь-
ным идеалом кольца (Z,+, ·) всех целых чисел. В самом деле, (2m)n =

2(mn) ∈ 2Z (2m ∈ 2Z, n ∈ Z) и 2Z �= Z. Значит, 2Z — собственный идеал
кольца Z. Его максимальность доказывается следующим образом. Среди
элементов каждого идеала кольца Z, который строго содержит 2Z, есть
хотя бы одно нечетное число 2m + 1. Поэтому такому идеалу принадле-

жит 1 = (2m+ 1) − 2m. И, следовательно, все целые числа. Такой идеал —

несобственный.

Каждое множество A ⊆ R порождает некоторый идеал
(J(A),+, ·) в кольце (R,+, ·). По определению, он равен пере-
сечению всех идеалов кольца (R,+, ·), содержащих A.

Упражнение. Доказать, что пересечение любого семейства идеалов
кольца есть идеал.

Идеал J(a), порожденный одним элементом a ∈ R, называет-
ся главным. В коммутативном кольце (R,+, ·) главный идеал
(J(a),+, ·) образуется из элементов y = xa + na (x ∈ R, n ∈ Z).
Если в кольце есть единица, то y = xa (x ∈ R).

Упражнение. Доказать эти утверждения.

Пример. 2Z = J(2).

5. Рассмотрим кольцо (R,+, ·), его идеал (N,+, ·). Так как
по определению кольца группа (R,+) абелева, то (N,+) является
ее нормальным делителем и определена фактор-группа ( –

R,+) =
(R/N,+), элементами которой служат фактор-множества x̄ =
x+ N (x ∈ R).

В 2.1.2, 7 было показано, что ā + b̄ = a+ b (a, b ∈ R). Опре-
делим для

–
R умножение равенством āb̄ = ab. Такое определение
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корректно, так как это произведение не зависит от выбора эле-
ментов a и b рассматриваемых фактор-множеств. В самом деле,
пусть x ∼ a, y ∼ b, т. е. x = a + u, y = b + v для некоторых
u, v ∈ N . Тогда

xy = (a+ u)(b+ v) = ab+ ub+ av + uv = ab+ w

для w = ub + av + uv ∈ N , так как (N,+, ·) — идеал в (R,+, ·).
Значит, xy ∼ ab. Проверим правило дистрибутивности:

(ā+ b̄)c̄ = (a+ b)c = ac+ bc = āc̄+ b̄c̄

и аналогично ā(b̄ + c̄) = āb̄ + āc̄ (a, b, c ∈ R). Таким образом,
( –
R,+, ·) = (R/N,+, ·) есть кольцо. Оно называется фактор-коль-
цом кольца (R,+, ·) по идеалу (N,+, ·). Если (R,+, ·) коммута-
тивно, то и (R/N,+, ·) коммутативно.

Примеры. 1) Элементами фактор-кольца Z/2Z являются множества
0̄ = 2Z и 1̄ = 2Z + 1 четных и нечетных целых чисел. Фактор-кольцо Z/2Z
изоморфно бинарному кольцу B.

2) Пусть m ∈ N и J(m) = {ml | l ∈ Z}. Тогда элементами фактор-
кольца Z/J(m) являются множества k̄ ={n = ml+k | l ∈ Z} (k = 0, . . . ,m−1).
Они называются вычетами по модулю m. В частности, 0̄ и 1̄ — вычеты по
модулю 2.

3) Пусть P = P(E) и K = K (E) — класс всех конечных частей множе-
ства E. Он образует идеал в булевом кольце (P,+, ·). Класс множеств, яв-
ляющихся элементами фактор-кольца P/K , составляется из частей X мно-
жества E, отличающихся друг от друга на произвольное конечное множе-
ство:

–
X = X + K (X ∈ P). Если множество E конечно, то P(E) = K (E),

и фактор-кольцо P/K = K /K тривиально.

6. Коммутативное унитарное кольцо, в котором каждый не-
нулевой элемент имеет обратный по умножению, называется по-
лем. Поле (F,+, ·) составляется из двух абелевых групп: адди-
тивной (F,+) и мультипликативной (F \ {0}, ·). Операции в этих
группах согласовываются правилом дистрибутивности. Добав-
ляются равенства 0x = x0 = 0 (x ∈ F ).

Замечание. В общей теории рассматриваются и некомму-
тативные поля. Они называются телами.

С элементами поля можно производить все естественные опе-
рации: складывать и вычитать, умножать и делить (не на нуль).
В поле нет делителей нуля — ненулевых элементов, произведение
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которых равно нулю. Это обеспечивается существованием обрат-
ных для таких элементов: если ab = 0 и a �= 0, то b = a−1 · 0 = 0.

Примерами полей служат некоторые фактор-кольца. Рассмо-
трим унитарное коммутативное кольцо R с собственным
идеалом N .

Теорема. Фактор-кольцо –
R = R/N является полем ессли

идеал N максимальный.
� Максимальность N означает, что для каждых a ∈ R \ N

и b ∈ R существуют x ∈ R и y ∈ N такие, что ax + y = b, и по-
этому āx̄ = b̄ для соответствующих ā, b̄, x̄ ∈ –

R. Это эквивалентно
утверждению, что при ā �= 0 существует x̄ = ā−1. �

Пример. Фактор-кольцо Z/2Z есть поле.

Упражнение. Доказать, что в примере 2 п. 5 фактор-кольцо Z/J(m) =

{0̄, . . . ,m− 1} является полем ессли натуральное число m простое.

7. Каждое ненулевое и не имеющее делителей нуля унитар-
ное коммутативное кольцо R можно вложить в некоторое поле
Q = Q(R), определив для любых a ∈ R и b ∈ R, b �= 0 дробь a/b.
Опишем это вложение подробно.

Так как в R нет делителей нуля, то для каждых x, y ∈ R
и z ∈ R, z �= 0 из xz = yz следует (x−y)z = xz−yz = 0 и x−y = 0,
x = y.

Рассмотрим множество P = R×(R\{0}), составленное из пар
(x, y) с первым элементом x ∈ R и вторым элементом y ∈ R \ {0}
(y ∈ R, y �= 0). Определим для P отношение эквивалентности:
(x, y) ∼ (a, b) ⇔ ay = bx. Его рефлексивность и симметричность
следуют из коммутативности умножения для R, а транзитив-
ность вытекает из соотношений (x, y) ∼ (a, b), (a, b) ∼ (u, v) ⇔
ay = bx, av = bu ⇒ abyu = abxv ⇒ yu = xv ⇔ (x, y) ∼ (u, v),
a, u, x ∈ R и b, v, y ∈ R \ {0}. (Если a = 0, то ay = bx, av = bu ⇒
x = 0, u = 0 ⇒ yu = 0 = xv.) Элементы (a, b) фактор-множества
Q = –

P = P/ ∼ будем обозначать a/b и называть дробями. Равен-
ство a/b = x/y означает ay = bx. Сложение и умножение дробей
определяются по известным правилам:

(a/b) + (x/y) = (ay + bx)/by, (a/b)(x/y) = ax/by.

Теорема. (Q,+, ·) есть поле.
� 1) (Q,+) есть абелева группа. Ясно, что сложение дробей

коммутативно. Легко убедиться в его ассоциативности. Нулем
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является дробь 0/1. Противоположным элементом для a/b слу-
жит (−a)/b.

2) (Q, ·) есть абелева полугруппа с единицей. Коммутатив-
ность и ассоциативность умножения дробей следуют из комму-
тативности и ассоциативности умножения в кольце R. Единицей
служит дробь 1/1.

3) (Q,+, ·) есть коммутативное унитарное кольцо. Нужно
только проверить правило дистрибутивности. Это легко сделать.

4) (Q,+, ·) есть поле. Для каждой дроби a/b �= 0/1 суще-
ствует обратная дробь (a/b)−1 = b/a. В самом деле, a/b �= 0/1 ⇔
a �= 0 и (a/b)(b/a) = ab/ab = 1/1. �

Упражнение. Провести доказательство подробно, не используя 1 ∈ R.

Поле Q = Q(R) называется полем дробей, порожденным коль-
цом R. Отображение ϕ : R→ Q, ϕ : x→ x/1 (x ∈ R) является вло-
жением кольца R в поле Q. В самом деле, ϕ взаимно однозначно:
x/1 = y/1 ⇔ x = y. Оно сохраняет операции: x/1+y/1 = (x+y)/1,
(x/1)(y/1) = (xy)/1. Кольцо R отождествляется со своим образом
ϕ(R) ⊆ Q и считается, что R ⊆ Q. Вместо x/1 пишут x.

8. Поле Q = Q(Z) называется полем рациональных чисел.
Считается, что Z ⊆ Q и n/1 = n (n ∈ Z).

Предложение. Множество Q счетно.
� 1) Множество Z целых чисел счетно: отображение

α : N → Z, α(2n) = n, α(2n − 1) = −n + 1 (n ∈ N) является
изоморфизмом.

2) Множество Z × Z счетно вместе с N × N: отображение
β : N × N → N, β(m, n) = (m + n)(m + n + 1)/2 + n (m, n ∈ N)
является изоморфизмом.

3) Так как N вкладывается в Q, то |N| ≤ |Q|. Вместе с тем
отображение γ : Z × (Z \ {0}) → Q, γ(a, b) = a/b накрывает Q
и поэтому |N| = |Z × Z| ≥ |Z × (Z \ {0})| ≥ |Q|. Следовательно,
|N| = |Q|. �

Порядок для Z позволяет определить порядок для Q: a/b ≤
x/y ⇔ ay ≤ bx(a/b, x/y ∈ Q, b > 0, y > 0). Он антисимметричен:
a/b ≤ x/y,x/y ≤ a/b ⇔ a/b = x/y. И линеен: каждые два рацио-
нальных числа a/b и x/y сравнимы (a/b ≤ x/y или x/y ≤ a/b).
Порядок для Q согласован с операциями:

p < q ⇔ p+ z < q + z (z ∈ Q) ⇔ pz < qz (z ∈ Q, z > 0).

Эта согласованность следует из согласованности с операциями
порядка для Z.
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Лемма. Каждое рациональное число меньше некоторого
натурального.

� Пусть q = a/b ∈ Q. Можно считать, что b > 0, так как
(−a)/(−b) = a/b. Если a ≤ 0, то q ≤ 1. Пусть a > 0. Тогда
1 ≤ b⇒ q ≤ a. �

Теорема Архимеда. Для каждых рациональных чисел
p > 0 и q существует натуральное число n такое, что np ≥ q.

� По лемме существует натуральное число n ≥ r = q/p. Это
неравенство эквивалентно доказываемому. �

Ясно, что в теореме неравенство np ≥ q можно заменить на
строгое np > q.

Имея в виду согласованность порядка с операциями и тео-
рему Архимеда, говорят, что (Q,+, ·,≤) является архимедовым
полем. Линейность порядка позволяет называть (Q,≤) рацио-
нальной прямой. В отличие от (Z,≤) прямая (Q,≤) не дискретна:
между любыми двумя неравными рациональными числами есть
другие. Это можно вывести из теоремы Архимеда, но проще за-
метить, что p < r = (p+ q)/2 < q для любых рациональных p < q.

9. Недостатком архимедова поля рациональных чисел яв-
ляется его неполнота: в нем существуют ограниченные множе-
ства, не имеющие граней.

Пример. Множество A = {x ∈ Q | x2 ≤ 2} не имеет нижней и верхней
граней в Q.

Предположим, что существуют q = a/b = sup A ∈ Q. Тогда q2 = 2.
В самом деле, если q2 < 2, то (q + 1/n)2 < 2 для некоторого n ∈ N: по
теореме Архимеда есть n ∈ N такое, что 2q+1 < n(2−q2), откуда (q+1/n)2 =
q2 +2q/n+(1/n)2 ≤ q2 +2q/n+1/n = q2 +(2q+1)/n < q2 +2− q2 = 2. Таким
образом, q < q + 1/n ∈ A. Это противоречит q = supA.

Но равенство q2 = 2 для q = a/b ∈ Q невозможно. Докажем это. Так
как (−q)2 = q2, то можно считать, что a > 0 и b > 0. Можно также предполо-
жить, что дробь a/b несократима. Равенство q2 = 2 эквивалентно a2 = 2b2.
Следовательно, a = 2m при некотором m ∈ N (квадрат нечетного числа тоже
нечетное число). Откуда 4m2 = 2b2, 2m2 = b2 и b = 2n при некотором n ∈ N.
Таким образом, a/b = (2m)/(2n) = m/n в противоречии с предположением
о несократимости. Следовательно, равенство q2 = 2 невозможно и в Q нет
числа supA.

По симметрии относительно нуля нижняя грань infA должна равняться
− supA и поэтому в Q ее тоже нет.

10. Рассмотрим бесконечное поле (F,+, ·) и семейство эле-
ментов ai ∈ F (0 ≤ i ≤ n). Функция p : F → F со значениями

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n (x ∈ F )
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называется полиномиальной функцией или, коротко, полиномом.
Если an �= 0, то n называется степенью полинома p. Долгое время
основной задачей алгебры считалась задача: решить уравнение
p(x) = 0.

Легко решить уравнение первой степени: a0 + a1x = 0
(a1 �= 0). Его корректная разрешимость обеспечивается существо-
ванием в поле противоположных и обратных элементов.
Единственным решением этого уравнения является элемент x =
−a−1

1 a0. В самом деле, a0 + a1(−a−1
1 a0) = a0 − a0 = 0. Решение

существует. Оно единственно: a0 + a1x = 0 ⇒ a1x = −a0 ⇒ x =
−a−1

1 a0.
Но уже среди уравнений второй степени есть неразрешимые

в некоторых полях. Примерами служат уравнения −2 + x2 = 0
и 1 + x2 = 0 в поле Q. Неразрешимость первого была доказана
в п. 9, а неразрешимость второго следует из правила знаков: бла-
годаря согласованности порядка с операциями, если x ∈ Q, y ∈ Q
и x > 0, y > 0 или x < 0, y < 0, то xy > 0. Следовательно, x2 > 0
при x �= 0.

Замечание. Всюду дальше, как правило, рассматриваются
ненулевые группы, кольца и поля. Это не оговаривается особо.

2.1.4. Решетки

Упорядоченные множества с бинарными гранями естественно
связываются с алгебраическими системами. Общей теории таких
множеств посвящена книга Г. Биркгофа [8].

1. Верхняя полурешетка (L,∨,≤) составляется из абеле-
вой полугруппы идемпотентов (L,∨) и упорядоченного множе-
ства (L,≤), согласованных условием x ≤ y ⇔ x ∨ y = y. Ниж-
няя полурешетка (L,∧,≤) составляется из абелевой полугруппы
(L,∧) и упорядоченного множества (L,≤), согласованных усло-
вием x ≤ y ⇔ x ∧ y = x.

Из определений следует, что x ∨ y = sup{x, y} и x ∧ y =
inf{x, y}. Это объясняет названия полурешеток. Докажем ра-
венство x ∨ y = sup{x, y} для верхней полурешетки (L,∨,≤):
x ≤ (x∨ y), так как x ∨ (x ∨ y) = (x ∨ x) ∨ y = x ∨ y, и если x ≤ z,
y ≤ z, то (x ∨ y) ≤ z , так как (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) = x ∨ z = z.
Аналогично доказывается, что x∧ y = inf{x, y} для нижней полу-
решетки (L,∧,≤).
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Вместо (L,∨,≤) и (L,∧,≤) будем часто писать (L,∨) и (L,∧)
или просто L.

Примеры. 1) (P,∪) и (P,∩). 2) (Z,max), (Z,min). 3) (Q,max),
(Q,min). 4) (Z × Z, sup), (Z × Z, inf). 5) (Q × Q, sup), (Q × Q, inf).

В двух последних примерах порядок поэлементный: (x, y) ≤ (a, b) ⇔
x ≤ a, y ≤ b.

Упражнение. Пусть для множества H элементов мультипликативной
абелевой полугруппы (H, ·) определены: отношение порядка a ≤ b ⇔ ax = b

разрешимо (a делит b) и операция a∨ b = ab. Доказать, что они согласованы
и (H,∨,≤) есть верхняя полурешетка.

2. Решетка (L,∨,∧) составляется из верхней и нижней по-
лурешеток (L,∨) и (L,∧), согласованных условием поглощения:

x ∨ (x ∧ y) = x ∧ (x∨ y) = x.

Эти равенства являются ослабленным вариантом правил дистри-
бутивности.

Примеры. 1) (P,∪,∩). 2) (Z,max,min). 3) (Q,max,min).

4) (Z× Z, sup, inf). 5) (Q × Q, sup, inf).

Решетка называется (относительно) полной, если в ней для
каждой (ограниченной) части существуют нижняя и верхняя
грани.

Примеры. 1) (P,∪,∩) полная. 2) (Z,max,min) относительно полная.
3) (Q,max,min) не полная: множество A = {x ∈ Q | x2 ≤ 2} не имеет в Q
граней (2.1.3, 9).

Если нужно явно указать порядок для решетки, то его вста-
вляют в обозначение и вместо (L,∨,∧) пишут (L,∨,∧,≤). Если
явно указывать операции и порядок не нужно, то пишут просто L.

3. Назовем орторешеткой (L,∨,∧, \) решетку (L,∨,∧)
с наименьшим элементом 0 = minL и третьей операцией \, со-
гласованной с ∨ и ∧ условиями

y \ x = y \ (x ∧ y), (y \ x) ∨ (x ∧ y) = y,

(y \ x) ∧ (x ∧ y) = 0, y \ (y \ x) = x ∧ y.
Операция \ называется разностью или относительным до-

полнением.
Пример. (P,∪,∩, \).
Упражнение. Проверить для этой орторешетки условия согласован-

ности.
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Название (L,∨,∧, \) связано с определением отношения ⊥ ор-
тогональности для множества L: x ⊥ y ⇔ (x ∨ y) \ y = x. Симме-
тричность ⊥ следует из равенств (y∨x)\x = (x∨y)\((x∨y)\y) =
(x∨y)∧y = y. Заметим, что y\x ⊥ x∧y. Это следует из равенств
((y \ x) ∨ (x∧ y)) \ (x ∧ y) = y \ (x ∧ y) = y \ x.

Пример. Для решетки (P,∪,∩, \) ортогональность означает дизъюнкт-
ность: X ⊥ Y ⇐⇒X ∩ Y = O.

Если в орторешетке (L,∨,∧, \) кроме 0 = minL есть и
1 = maxL, то для каждого x ∈ L можно определить дополне-
ние x′ = 1 \ x. Верны равенства:

x ∧ x′ = 0, x ∨ x′ = 1, (x′)′ = x.

Среди таких орторешеток выделяются ортомодулярные решетки,
в которых разность связана с дополнением тождеством

y \ x = y ∧ (x ∧ y)′.

Упражнение. Доказать для элементов ортомодулярной решетки сле-
дующие соотношения: y \ 0 = y 0 \ x = 0, y \ y = 0, x ⊥ y ⇒ x ∧ y = 0,

x ⊥ y ⇐⇒ x ≤ y′.

4. Решетка (L,∨,∧) называется дистрибутивной, если опе-
рации ∨ и ∧ дистрибутивны друг по другу:

(x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ (y ∧ z), (x ∧ y) ∨ z = (x ∨ z) ∧ (y ∨ z).
Упражнение. Доказать, что эти тождества эквивалентны.
Примеры. 1) Решетка (P,∪,∩) дистрибутивна. 2) Решетка

(L (G),∨,∧) подгрупп группы G недистрибутивна. По определению, F ∨H =
G(F ∪H) — подгруппа, порожденная в G множеством F ∪H и F ∧H = F ∩H
(F, Y ∈ L (G)). 3) Решетка (I(R),∨,∧) идеалов кольца R недистрибутивна.
По определению, A ∨B = I(A ∪B) и A ∧B = A ∩ B (A,B ∈ I(R)).

Упражнение. Проверить недистрибутивность решеток L (G) и I(R).

5. Дистрибутивная орторешетка называется булевой. Среди
булевых решеток выделяются решетки с наибольшим элементом.
Их называют булевыми алгебрами.

Пример. Решетка (P,∪,∩, \) является булевой алгеброй.
По аналогии с булевым кольцом множеств (P ,+, ·), описан-

ным в 2.1.3,3, для булевой решетки (B,∨,∧, \) тождествами
x+ y = (x ∨ y) \ (x∧ y), xy = x ∧ y
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определяются сложение и умножение. Вместе с B они составляют
коммутативное кольцо (B,+, ·) мультипликативных идемпотен-
тов: x2 = x ∧ x = x (x ∈ B). Такие кольца называются булевыми
алгебрами.

Это оправдывается тем, что каждое булево кольцо (B,+, ·)
с помощью тождеств

x ∨ y = x+ y + xy, x ∧ y = xy, y \ x = y + xy

определяет булеву решетку (B,∨,∧, \). При этом 0 = minB и
1 = maxB, если в кольце (B,+, ·) есть единица. Кроме того,
x+ y = (x ∨ y) \ (x ∧ y).

Упражнение. Доказать эти утверждения.

Для булевых алгебр верны правила двойственности

(x ∨ y)′ = x′ ∧ y′, (x ∧ y)′ = x′ ∨ y′.

Они эквивалентны тождествам 1 + (x + y + xy) = (1 + x)(1 + y)
и 1 + xy = (1 + x) + (1 + y) + (1 + x)(1 + y).

Пример. Рассмотрим класс K = K (E) всех конечных частей множе-
ства E. Он образует булевы решетку (K ,∪,∩) и кольцо (K ,+, ·). Они
являются булевыми алгебрами ессли множество E конечно.

В булевом кольце противоположным (обратным по сложе-
нию) элементом для x является сам этот элемент: −x = x. Дей-
ствительно, x+x = (x+x)(x+x) = x+x+x+x и, следовательно,
x + x = 0. Сложение в булевом кольце совпадает с вычитанием:
x + y = x − y = y − x = y + x. Поэтому сумму элементов булева
кольца часто называют их симметрической разностью.

Замечание. Коммутативность булева кольца есть след-
ствие идемпотентности его элементов: x + y = (x + y)(x + y) =
x + xy + yx + y ⇒ xy + yx = 0 ⇒ xy = −yx = yx. Поэтому бу-
лево кольцо можно определить как кольцо мультипликативных
идемпотентов, не требуя заранее его коммутативности.

Так как xy = −xy, то x ∨ y = x + y − xy = x 
 y есть звезд-
ное произведение элементов булева кольца [17, § 97]. Его можно
определить еще равенством (1− x)(1− y) = 1− (x ∨ y).

6. Рассмотрим булевы решетки (A,∨,∧, \), (B,∨,∧, \) и оп-
ределяемые ими булевы кольца (A,+, ·), (B,+, ·). Гомоморфизм



2.1.4. Решетки 83

ϕ : A→ B кольца (A,+, ·) в кольцо (B,+, ·) является гомоморфиз-
мом решетки (A,∨,∧, \) в решетку (B,∨,∧, \). Это следует из
тождеств

ϕ(x ∨ y) = ϕ(x+ y + xy) = ϕ(x) + ϕ(y) + ϕ(xy) = ϕ(x) ∨ ϕ(y),
ϕ(x∧ y) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(x) ∧ ϕ(y),

ϕ(y \ x) = ϕ(y + xy) = ϕ(y) + ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(y) \ ϕ(x).

Гомоморфизм ϕ : A→ B является монотонным отображением
решетки A в решетку B:

x ≤ y ⇒ xy = x⇒ ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(x) ⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y).

Пример. Рассмотрим класс P = P(E) всех частей множества E и мно-
жество F = F (E,B) всех отображений E в B = {0, 1}. По правилам действий
для булевой алгебры (B,+, ·) определим сложение и умножение для F :

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x) (x ∈ E).

Множество F с этими операциями составляет булеву алгебру (F ,+, ·). Ну-
лем и единицей для нее служат тождественные нуль и единица.

Отображение ϕ : P → F ставит в соответствие каждому множеству
A ∈ P функцию ϕA ∈ F со значениями ϕA(x) = 1 при x ∈ A и ϕA(x) = 0 при
x /∈ A. Такое отображение ϕ есть изоморфизм булевой алгебры (P,+, ·) на
булеву алгебру (F ,+, ·).

Упражнение. Доказать сформулированные в примере утверждения.

7. Соответствия между множествами A и B были опре-
делены как части декартова произведения A × B. Они соста-
вляют булеву алгебру P(A × B). Порядок по включению для
соответствий определяет их сужения и продолжения. Различные
специальные соответствия тоже образуют решетки, но не обяза-
тельно булевы. Особенно часто встречаются решетки, составлен-
ные из эквивалентностей. Это связано с тем, что эквивалентно-
сти равносильны разбиениям.

Рассмотрим класс S = S (E) ⊆ P(E × E) всех эквивалент-
ностей для E. Пусть R, S ∈ S . Тогда R ∧ S = R ∩ S. Если
R и S определяют разбиения E на множества Ri и Sj , то R ∩ S
определяет разбиение E на множества Ri ∩ Sj . А R ∨ S есть
эквивалентность, порожденная в E × E объединением R ∪ S.

Наименьшей эквивалентностью является равенство Δ =
{(x, x) | x ∈ E}, а наибольшей — тривиальная эквивалентность
E ×E.
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Класс S и операции ∨, ∧ составляют решетку (S ,∨,∧). Она
не является булевой.

Упражнение. Доказать сформулированные утверждения.

Замечание. Решетка (S (E),∨,∧) не является подрешеткой
P(E ×E),∪,∩): ∨ �= ∪, хотя ∧ = ∩.

2.1.5. Числа

Среди полей вещественного и комплексного типов выделяют-
ся поля вещественных и комплексных чисел. Они описаны в гла-
ве 11 книги [17].

1. Полем вещественных чисел называется всякое относи-
тельно полное архимедово поле. Все такие поля порядково и ал-
гебраически изоморфны и поэтому отождествляются. Для них
принято общее обозначение R. Поле Q рациональных чисел отож-
дествляется с изоморфным ему подполем R, порожденным це-
лыми кратными единицы, и считается частью поля вещественных
чисел: Q ⊂ R.

Существует много конкретных представлений поля R. Наи-
более удобной для математического анализа является канторов-
ская модель, основанная на понятии сходимости. Рассмотрим
кольцо R = F (N,Q) последовательностей рациональных чисел.
Абсолютная величина |x| числа x ∈ Q определяется равенствами
|x| = x (x ≥ 0) и |x| = −x (x < 0). Назовем последовательность
f ∈ R сходящейся (в себе), если для каждого рационального
числа ε > 0 найдется номер n(ε) такой, что |f(p) − f(n)| ≤ ε
(p, n ≥ n(ε)). Сходящиеся последовательности образуют под-
кольцо K кольца R. Назовем последовательность α ∈ R бес-
конечно малой, если для каждого рационального числа ε > 0
найдется номер n(ε) такой, что |α(n)| ≤ ε (n ≥ n(ε)). Бесконечно
малые последовательности образуют максимальный идеал V
в кольце K сходящихся последовательностей. Его максималь-
ность следует из того факта, что для каждой f ∈ K \ V су-
ществует g ∈ K такая, что fg = (1) + α для тождественной
единицы (1) ∈ K и бесконечно малой α ∈ V . Поэтому доба-
вление f к V влечет (1) ∈ I и равенство I = K для идеа-
ла I , порожденного множеством {f} ∪ V . По теореме 2.1.3, 6
фактор-кольцо R = K /V является полем. Вещественными чи-
слами в этой модели являются множества f̄ = f +V эквивалент-
ных (отличающихся на бесконечно малую) сходящихся последо-
вательностей рациональных чисел. Рациональное число q ∈ Q
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отождествляется с вещественным числом q̄ = (q) + V , где (q) —
постоянная последовательность со значением q.

Порядок для Q позволяет определить порядок для R. Пусть
f̄ = f+V , ḡ = g+V ∈ R. Тогда ḡ > f̄ означает, что g(n)−f(n) > ε
(n ≥ n(ε)) для некоторых рационального ε > 0 и номера n(ε). Это
определение корректно: оно не зависит от выбора представляю-
щих последовательностей f, g ∈ K . Установленный для R поря-
док согласован с операциями. Поле R с таким порядком является
относительно полным архимедовым полем.

Упражнение. Доказать эти утверждения.

Вещественные числа позволяют решить уравнение xm = b
при любых m ∈ N и b ∈ R, b ≥ 0.

Пример. Пусть b > 0, b ∈ Q. Решение x = b1/m > 0 уравнения xm = b
определяется тогда рекуррентной последовательностью

f(n+ 1) = f(n) + (b − fm(n))/mfm−1(n) (n ≥ 0)

рациональных чисел с произвольным начальным членом x(0) = a ∈ Q. Ис-
пользуя биноминальную формулу Ньютона, можно доказать, что

|f(p) − f(n)| ≤ ε (p, n ≥m2bm−1|am − b|ε−1 + 1)

для каждого рационального ε > 0. Последовательность f(n) сходится. Кроме

того, f(n + 1) ≤ f(n) и 0 ≤ fm(n) − b ≤ (1 − 1/m)n|am − b| (n ≥ 1). Значит,
x = b1/m = f+V . Правило, определяющее последовательность f , называется
алгоритмом Ньютона. Этот алгоритм удобно применять для вычисления
конкретных корней (например,

√
2 ). Он пригоден и для вещественных чисел

b > 0.

2. Поле комплексных чисел C получается из поля веществен-
ных чисел R присоединением мнимой единицы i, являющейся ре-
шением уравнения x2 = −1. Комплексные числа можно отожде-
ствить с точками вещественной плоскости R2 = R × R. При
этом R × {0} отождествляется с вещественной прямой R и счи-
тается, что R ⊂ C. Мнимая единица i отождествляется с точкой
(0, 1), а {0} × R называется мнимой прямой и обозначается Ri.
Отождествление C и R × R приводит к равенству C = R + Ri и
удобной записи комплексных чисел: c = (a, b) = a + bi (a, b ∈ R).
Числа bi = (0, b) называются мнимыми.

Сумма комплексных чисел c = a + bi, z = x + yi равна
c + z = (a + x) + (b + y)i. Произведение определяется правилом
дистрибутивности и равенством i2 = −1:

cz = (a+ bi)(x+ yi) = (ax− by) + (ay + bx)i.



86 2.1. Общая алгебра

Равенство i2 = −1 показывает, что для поля комплексных чи-
сел не выполняется правило знаков и поэтому нет согласованного
с операциями линейного порядка.

Абсолютной величиной комплексного числа z = x+ yi назы-
вается положительное число |z| = (x2 + y2)1/2. Верны соотноше-
ния

|z| > 0 (z �= 0) и |0| = 0, |c+ z| ≤ |c|+ |z|, |cz| = |c||z|.

Среднее соотношение называется неравенством треугольни-
ка. Из него следует, что

||c| − |z|| ≤ |c− z|.

Комплексное число z∗ = x− yi называется сопряженным для
z = x+ yi. Верны равенства

(c+ z)∗ = c∗ + z∗, (cz)∗ = z∗c∗, c∗c = |c|2, c∗∗ = c.

Сопряжение имеет ясный геометрический смысл: оно осу-
ществляет зеркальное отражение плоскости относительно веще-
ственной прямой R, оставляя точки R неподвижными. Равенство
c∗ = c означает, что c есть вещественное число.

В связи с отождествлением комплексного числа z с точкой
плоскости (x, y) равенство z = x+ iy называют декартовым раз-
ложением числа z. Соответственно re z = x и im z = y называют
его вещественной и мнимой частями. Кроме декартова для z �= 0
используется полярное разложение z = |z|w, где w = u+iv = z/|z|
характеризуется равенством |w| = 1. Такое разложение един-
ственное. В самом деле, пусть z = rc, где r > 0 и |c| = 1 для
c = a + bi. Тогда |z|u = ra, |z|v = rb и |z| = r|c| = r, откуда
u = a, v = b. Декартово и полярное разложения комплексного чи-
сла имеют ясный геометрический смысл: первое описывает раз-
ложение вектора z по координатным осям, а второе — длину
вектора z и угол, который он образует с горизонтальной осью.

Замечание. Рассмотрим комплексные числа c0, c1, . . . , cm
(m ≥ 1) и определяемый ими полином p : C → C со значения-
ми p(z) = c0 + c1z + · · · + cmz

m (z ∈ C). Будем предполагать,
что cm �= 0. Основная теорема алгебры комплексных чисел ут-
верждает, что алгебраическое уравнение p(z) = 0 имеет решение
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z = z0 ∈ C. В частности, уравнение z2 + 1 = 0 имеет решение
z = i.

3. Поле Q рациональных чисел служит примером архимедова
поля, не являющегося относительно полным. С ним связано поле
G = Q + Qi гауссовых чисел, полученных из Q присоединением
мнимой единицы i. По определению, G есть векторная алгебра со
скалярным полем Q, базой {1, i} и таблицей умножения 1 · 1 = 1,
1 · i = i = i ·1, i · i = −1. Так как таблица умножения симметрична
и в ней есть единица 1, то (G,+, ·) является унитарным комму-
тативным кольцом. Это кольцо является полем: если a + bi �= 0
(a, b ∈ Q), то a2 + b2 �= 0 и (a+ bi)−1 = (a2 + b2)−1a− (a2 + b2)−1bi.
Из определений следует,что 12 + i2 = 1− 1 = 0.

Поля Q и G имеют нулевую характеристику: n · 1 �= 0 при
n ∈ N. Примером поля с ненулевой характеристикой служит поле
Z/I(5) = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄} вычетов по модулю 5. Для этих вычетов
верны равенства 5 · 1̄ = 0̄ и 1̄2 + 2̄2 = 0̄.

Операторные уравнения для функций со значениями в Q, G
и различных конечных полях используются при решении некото-
рых теоретических и прикладных задач.

4. В нестандартном анализе применяются другие веществен-
ные числа. Этот анализ строится как логическая модель. Но об
используемых там числах определенное представление можно по-
лучить, оставаясь в стандартных алгебраических рамках.

Множество N = F0(N,Q) финитных последовательностей
образует идеал в кольце R = F (N,Q). Он не максимальный, так
как содержится, например, в идеале M = {h ∈ R | h(2n) = 0
(n ≥ n(0))} последовательностей с финитной четной частью. По-
этому фактор-кольцо –Q = R/N не является полем. Его элемен-
тами служат множества f̄ = f + N последовательностей, отли-
чающихся от f только на конечном числе номеров: g ∈ f + N
означает, что g(n) − f(n) = 0 (n ≥ n(0)). Назовем элементы –Q
обобщенными рациональными числами. Отождествляя q ∈ R
c q̄ = (q) + N ∈ –Q, можно считать, что R ⊂ –Q.

Среди обобщенных рациональных чисел есть делители нуля.
Пусть, например, a(2n) = 0, a(2n−1) = 1 и b(2n) = 1, b(2n−1) = 0
(n ≥ 1). Тогда ā �= 0̄, b̄ �= 0̄ и āb̄ = 0̄. Для существования обрат-
ного числа ḡ = 1/f̄ необходимо и достаточно, чтобы составляю-
щие число f̄ последовательности f не имели нулевых подпосле-
довательностей: f(n) �= 0 (n ≥ n(0)). В частности, не существует
чисел 1/ā и 1/b̄.
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Используя порядок для Q, можно определить порядок для –Q:
ḡ ≤ f̄ означает, что f(n) ≤ g(n) (n ≥ n(0)). Этот порядок не ли-
нейный: ā и b̄ могут быть не сравнимы. Кроме того, ā > 0 и b̄ > 0,
но āb̄ = 0̄: порядок не согласован с умножением.

Заметим, что N ⊆ V : каждая финитная последовательность
бесконечно мала. Из второй теоремы об изоморфизме (2.1.2,11)
следует, что R = K /V = –

K /
–

V для
–

K = K /N , –
V = V /N .

Стандартные вещественные числа можно отождествлять с мно-
жествами f̄ + –

V , где f̄ = f + N (f ∈ K ) и –
V = {α + N |

α ∈ V }. Назовем элементы f̄ ∈ –
K обобщенными вещественными

числами, а элементы ᾱ ∈ –
V — бесконечно малыми числами. При

отождествлении R с
–

K /
–

V каждое вещественное число предста-
вляется множеством обобщенных. Они позволяют более детально
различать сходящиеся последовательности рациональных чисел.

В соответствии с представляющими их последовательностя-
ми обобщенные рациональные числа делятся на ограниченные
и неограниченные. Ограниченность f̄ = f + N ∈ –Q означает,
что |f(n)| ≤ r для всех n ∈ N и некоторого r > 0, r ∈ Q. Все
обобщенные вещественные числа ограничены. Среди них выде-
ляются рациональные и бесконечно малые. Среди неограничен-
ных чисел выделяются бесконечно большие, обратные бесконечно
малым. Бесконечно малые числа меньше любого рационального,
а бесконечно большие — больше.

Замечание. Рассмотрим произвольный максимальный иде-
ал M , содержащий N , и поле

=
Q = R/M � –Q/ –M для

–Q = R/N ,–M = M /N . Если считать аксиомой гипотезу континуума, то
можно доказать, что все такие поля

=
Q изоморфны. Недостат-

ком такой модели является неопределенность множества M бес-
конечно малых чисел. Например, из максимальности идеала M

следует, что ровно одно из чисел ¯̄a = a+M и ¯̄b = b+M с рассма-
тривавшимися a и b бесконечно мало, но нужно уточнять, какое.

Аналогичную конструкцию нестандартных вещественных
чисел можно построить, заменив поле Q рациональных чисел по-
лем R стандартных вещественных чисел и кольцо Q — кольцом R.

5. В неархимедовом анализе вместо вещественных рассма-
триваются p-адические числа, получающиеся пополнением поля Q
при замене абсолютной величины p-адической нормой (p — про-
стое натуральное число). Такое пополнение описано в гл. 18
книги [17].
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Пусть m ∈ Z, n ∈ N, x = m/n ∈ Q и m = pau, n = pbv, где
u ∈ Z, v ∈ N не делятся на p и a, b ∈ {0} ∪N. Тогда x = pa−b · u/v,
где a−b = c ∈ Z. Числа a = ordm, b = ordn, c = ordx называются
порядками a, b, x. Когда нужно явно отметить p, то говорят
p-порядок и пишут ordp. Удобно считать, что ord 0 = ∞. Как
нетрудно проверить, ord(lm) = ord l + ordm и поэтому ord(lm)−
ord(ln) = ordm − ordn для любых l, m, n ∈ Z. Порядок дроби
определен корректно: он не зависит от ее представления.

Определим p-норму числа x ∈ Q равенством

|x|p = p− ordx.

Для всех x, y ∈ Q верны соотношения

|x|p > 0 (x �= 0) и |0|p = 0, |x+ y|p ≤ |x|p ∨ |y|p, |xy|p = |x|p|y|p.

Среднее соотношение называется неравенством равнобедренного
треугольника. Из него следует, что

|x− y|p = |y|p (|x|p < |y|p).

Нормы, для которых верно неравенство равнобедренного тре-
угольника, называются неархимедовыми, а остальные — архиме-
довыми.

Упражнение. Доказать, что |x|p ≤ 1 (x ∈ Z).

По аналогии с K и V при замене абсолютной величины на
p-норму определяется кольцо Kp p-cходящихся последовательно-
стей и его максимальный идеал Vp бесконечно p-малых последо-
вательностей рациональных чисел. Поле Qp = Kp/Vp называется
полем p-адических чисел. Этими числами являются множества
f + Vp p-эквивалентных (отличающихся на бесконечно p-малую)
p-cходящихся последовательностей рациональных чисел.

Подчеркнем, что p-сходимость имеет совсем другой харак-
тер, чем обычная. Она отражает делимость на число p.

Примеры. 1) Пусть f(n) = pn. Тогда ord f(n) = n, |f(n)|p = p−n → 0.
В частности, 2n → 0 при p = 2.

2) Пусть g(n) = p−n. Тогда ord g(n) = −n, |g(n)|p = pn → ∞. В частно-
сти, 2−n → ∞ при p = 2.

Замечание. Нестандартный и неархимедов анализы не бу-
дут использоваться в книге. Нестандартные вещественные и



90 2.2. Линейная алгебра

p-адические числа описаны здесь только для того, чтобы пока-
зать неединственность стандартной модели. По нестандартному
и неархимедову анализу имеется обширная литература [140, 142].

6. В главе 2 книги [63] вводится коммутативное упорядо-
ченное кольцо (A,⊕,",≤) с нейтральными элементам и 0̄ и 1̄:
x " 0̄ = 0̄, x " 1̄ = x, x ⊕ 0̄ = x (x ∈ A). Согласованность по-
рядка с операциями выражается соотношениями для сравнимых
элементов x"x ≥ 0̄, x⊕z ≤ y⊕z (x ≤ y), x"z ≤ y"z (x ≤ y, z ≥ 0̄).

В качестве примеров рассматриваются полукольца, элемен-
тами которых являются числа из расширенной вещественной пря-
мой [−∞,∞], и алгебраические операции смешиваются с поряд-
ковыми. Порядок всюду индуцируется из [−∞,∞].

Пример 1. A = [−∞,∞], ⊕ = ∨, � = +, 0̄ = −∞, 1̄ = 0.

Пример 2. A =] −∞,∞], ⊕ = ∧, � = +, 0̄ = ∞, 1̄ = 0.

Пример 3. A = [0,∞], ⊕ = ∨, � = ∧, 0̄ = 0, 1̄ = ∞.

Пример 4. A = [0,∞], ⊕ = ∧, � = ∨, 0̄ = ∞, 1̄ = 0.

Пример 5. A = [0,∞[, ⊕ = ∨, � = ·, 0̄ = 0, 1̄ = 1.

Упражнение. Проверить дистрибутивность и согласованность опера-
ций с порядком в этих примерах.

Заметим, что в примерах 1–5 все элементы идемпотентны по
сложению, а в примерах 3, 4 — и по умножению.

2.2. Линейная алгебра

Основными объектами линейной алгебры служат векторные
пространства и векторные алгебры. Изучаются их гомоморфиз-
мы. Векторным пространствам и алгебрам посвящены главы
12 и 13 книги [17]. Различные приложения линейной алгебры
в математике и физике описаны в [50]. В ней много интересных
задач. Связь линейной алгебры с геометрией детально показана
в томе II книги [73].

2.2.1. Векторные пространства

Так называются аддитивные абелевы группы с мультипли-
кативными операторами из поля.
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1. Рассмотрим множество K, абелеву группу (E, g) и внешнее
умножение ·: K×E → E, согласованные правилом дистрибутив-
ности

αg(x, y) = g(αx, αy) (α ∈ K, x, y ∈ E).

Они составляют группу с левыми операторами (K, E) =
(K, E, g, ·). Операторами называются элементы множества K.
Элементы группы (E, g) называются векторами. Аналогично
определяется группа с правыми операторами (E,K, g, ·), внеш-
ним умножением ·: E ×K → E и правилом

g(x, y)α = g(xα, yα) (α ∈ K, x, y ∈ E).

Правила дистрибутивности в левой аддитивной и левой
мультипликативной записях имеют вид

α(x+ y) = αx+ αy, α(xy) = (αx)(αy) (α ∈ K, x, y ∈ E).

В дальнейшем будем, как правило, использовать левую аддитив-
ную запись и левые операторы называть просто операторами.

Заметим, что α0 = 0 (α ∈ K, 0 ∈ E.) В самом деле, α0 +α0 =
α(0+0) = α0. Поэтому α(−x) = −α(x): α(x)+α(−x) = α(x−x) =
α0 = 0 (α ∈ K, x, y ∈ E).

Пример. Множество Z целых чисел, аддитивная абелева группа (E,+)

и внешнее умножение nx = x + · · · + x (n раз), (−n)x = −nx(n ∈ N), 0x = 0

(x ∈ E) составляют группу с операторами (Z, E). Так как внешнее умноже-

ние для (Z, E) определяется сложением для E, то группу E можно отожде-
ствить с (Z, E). Каждую группу можно считать группой с целочисленными
операторами.

В мультипликативной записи вместо nx используется xn =
x · · ·x (n раз), x−n = (xn)−1 (n ∈ N), x0 = 1 (x ∈ E). Целые
кратные nx и степени xn рассматривались в 2.1.2,3.

Общие определения и предложения для групп переносятся на
группы с операторами. Подгруппа (K, A) группы (K, E) состав-
ляется из множества K и подгруппы A группы E, инвариантной
по внешнему умножению: KA ⊆ A. Фактор-группа (K, E/N ) со-
ставляется из множества K и фактор-группы E/N по инвариант-
ной подгруппе N группы E. Нормальность N позволяет произво-
дить факторизацию, а инвариантность делает (K, N ) и (K, E/N )
группами с операторами.
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При K = Z для каждой нормальной группы N верно равен-
ство ZN = N и фактор-группа (Z, E/N ) отождествляется с E/N .

2. Рассмотрим мультипликативную группу (K, ·), аддитив-
ную группу (E,+) и внешнее умножение K × E → E, которое
тоже будем обозначать ·. Они составляют группу с мультипли-
кативными операторами (K, E) = (K, E,+, ·), если для внеш-
него умножения, кроме правил дистрибутивности, выполняется
еще правило ассоциативности:

α(βx) = (αβ)x (α, β ∈ K, x ∈ E).

Мультипликативные операторы коротко называют мультипли-
каторами.

Пример. Мультипликативная полугруппа (Z, ·) целых чисел, аддитив-
ная группа (E,+) и внешнее умножение (n, x) → nx (n ∈ Z, x ∈ N) соста-
вляют группу с мультипликаторами (Z, E) = (Z, E,+, ·).

3. Рассмотрим кольцо (K,+, ·), аддитивную абелеву группу
(E,+) и внешнее умножение ·: K×E → E. Они составляют левый
K-модуль (K, E) = (K, E,+,+, ·, ·), если для внешнего умножения,
кроме правил ассоциативности и дистрибутивности по сложению
для E, выполняется еще правило дистрибутивности по сложе-
нию для K:

(α+ β)x = αx+ βx (α, β ∈ K, x ∈ E).

Если кольцо K унитарно и внешнее умножение сохраняет
нейтральность единицы

1x = x (1 ∈ K, x ∈ E),

то K-модуль (K, E) называется унитарным. Левый K-модуль бу-
дем называть K-модулем или просто модулем, если ясно, ка-
кое кольцо K имеется в виду. Аналогично определяется правый
K-модуль (E,K) = (E,K,+,+, ·, ·). В нем используются правые
операторы.

Пример. Кольцо (Z,+, ·) целых чисел, аддитивная абелева группа
(E,+) и внешнее умножение (n, x) → nx составляют модуль (Z, E). Из
определения целых кратных следует, что (m + n)x = mx + nx (m, n ∈ Z,

x ∈ E). Модуль (Z, E) унитарный. Таким образом, каждую аддитивную
абелеву группу можно считать Z-модулем.
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Подмодуль (K, N ) модуля (K, E) составляется из кольца K
и инвариантной подгруппы N группы E: αN ⊆ N (α ∈ K).

Фактор-модуль (K, E/N ) модуля (K, E) по подмодулю (K, N )
составляется из кольца K и фактор-группы E/N . Внешнее умно-
жение определяется по формуле α(x+N ) = αx+N (α ∈ K, x ∈ E).

Упражнение. Проверить согласованность такого внешнего умножения
с остальными операциями.

Замечание. Используя вложение произвольного кольца в
унитарное, можно каждый модуль вложить в некоторый унитар-
ный. Это позволяет, как правило, рассматривать только унитар-
ные модули.

Упражнение. Описать вложение модуля в унитарный подробно.

4. Если кольцо операторов (K,+, ·) является полем, то уни-
тарный модуль (K, E) называется векторным пространством.
Элементы поля K называют скалярными операторами или ска-
лярами.

В векторном пространстве нет делителей нуля: если αβ = 0
или αx = 0, где α, β — скаляры, а x — вектор, то соответственно
α = 0 или β = 0 и α = 0 или x = 0. В самом деле, αβ = 0, α �= 0 ⇒
β = α−10 = 0 и α �= 0, αx = 0 ⇒ α−1(αx) = (α−1α)x = 1x = x = 0.
В модуле делители нуля могут быть.

Пример. В модуле (K,K), где K = Z/4Z = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} — кольцо выче-
тов (2.1.3, 5), есть делители нуля: 2̄ · 2̄ = 0̄.

Замечание. В общей теории векторными пространствами
называются и модули с операторами из некоммутативного поля.
В некоторых задачах приходится рассматривать неассоциатив-
ные кольца операторов и частично отказываться от дистрибу-
тивности. Действия с векторами тогда значительно сложнее.

Спецификой действий выделяются также векторные прост-
ранства с конечными скалярными полями (в частности, с буле-
вым полем B = {0, 1}). В дальнейшем, как правило, рассматри-
ваются бесконечные скалярные поля. Некоторые предложения
верны только для них.

Пример 1. Пусть (K,+, ·) — поле, X — множество и F = F (X,K) —
множество функций на X со значениями в K (скалярных функций на X).
Сложение и умножение для K определяют сложение и умножение для F :

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x) (f, g ∈ F , x ∈ X).

Верны утверждения. 1) (F ,+, ·) — коммутативное унитарное кольцо.
2) (K,F ) = (K,F ,+,+, ·, ·) — векторное пространство. 3) Отображение
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ϕ : K → F , ϕ(α) = ᾱ, ᾱ(x) = α (x ∈ X) есть вложение поля K в кольцо F .
4) Постоянная 0̄ является нулем кольца F . 5) Постоянная 1̄ является едини-
цей кольца F . 6) Если |X| > 1, то в кольце F есть делители нуля.

Упражнение. Проверить утверждения 1–6.

Пример 2. Пусть (K, E) — векторное пространство, X — множество
и G = F (X,E) — множество функций на X со значениями в E (векторных
функций на X). Сложение и внешнее умножение для E определяют сложение
и умножение для G :

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (α · f)(x) = α · f(x) (f ∈ F , α ∈ K).

Поле K и множество G векторных функций с этими операциями составляют
векторное пространство (K, G ) = (K,G ,+,+, ·, ·).

Упражнение. Проверить это утверждение.

5. Геометрия векторного пространства тесно связана с фун-
даментальным понятием линейной независимости векторов.

Рассмотрим векторное пространство (K, E). Назовем семей-
ство скаляров αi (i ∈ I) финитным, если αi = 0 для всех i ∈ I \K,
где K — некоторая конечная часть множества индексов I . В част-
ности, возможно K = O и αi = 0 для всех i ∈ I . Такое семейство
называется нулевым. Если αi �= 0 для некоторых индексов i ∈ I ,
то семейство αi называется ненулевым. Для каждых финитного
семейства скаляров αi и семейства векторов xi определена ли-
нейная комбинация

∑
αixi, равная сумме конечного множества

ненулевых векторов αixi. Скаляры αi называются коэффициен-
тами линейной комбинации

∑
αixi. Линейная комбинация с ну-

левым и ненулевым семейством коэффициентов называется соот-
ветственно нулевой и ненулевой.

Если вектор x равен некоторой линейной комбинации векто-
ров xi (i ∈ I), то говорят, что x линейно выражается через xi.
В частности, вектор x = 0 линейно выражается через любые век-
торы xi. Говорят, что семейство векторов xi линейно свободно,
если каждая их ненулевая линейная комбинация не равна нулю.
Векторы линейно свободного семейства называются линейно неза-
висимыми. Ясно, что среди линейно независимых векторов не мо-
жет быть равных. Поэтому вместо линейно свободных семейств
можно рассматривать линейно свободные множества векторов.

Примеры. Пустое множество векторов и ненулевое элементарное мно-
жество векторов (состоящее из единственного вектора x �= 0) линейно сво-
бодны. Всякое множество векторов, среди которых есть вектор x = 0, ли-
нейно несвободно.
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В дальнейшем будем часто вместо линейно свободное и ли-
нейно независимые писать просто свободное и независимые.
А вместо векторное пространство писать пространство.

Лемма. Векторы семейства (xi) (i ∈ I, |I | > 1) линейно
независимы ессли ни один из них не выражается линейно через
остальные.

� Это следует из эквивалентности равенств
∑
αixi = 0 и

xi(0) = −∑α−1
i(0)αixi (i �= i(0) при αi(0) �= 0 для некоторого ин-

декса i(0)). �
Замечание. Для модулей аналогичное утверждение не вер-

но: из
∑
αixi = 0 может не следовать xi(0) = −∑α−1

i(0)
αixi

(i �= i(0)), если среди ненулевых коэффициентов нет обратимых.
Пример. В модуле (Z,Z) верно равенство (−3) · 2+2 · 3 = 0, но ни один

из векторов 2 и 3 не выражается линейно через другой.

6. Максимальные свободные семейства векторов (не содер-
жащиеся ни в каких других свободных семействах) называются
базами рассматриваемого векторного пространства. Составляю-
щие базу векторы называются базовыми.

Рассмотрим векторное пространство (K, E) и семейство (ei)
векторов ei ∈ E (i ∈ I).

Лемма. Пусть векторы ei независимы. Семейство (ei) яв-
ляется базой (K, E) ессли каждый вектор x ∈ E равен некото-
рой линейной комбинации векторов ei.

� 1) Пусть (ei) — база. Тогда x, (ei) линейно зависимы и по
лемме п. 5 α(x)x+

∑
αiei = 0 для некоторого ненулевого финит-

ного семейства скаляров α(x), αi. Равенство α(x) = 0 невозможно
из-за независимости векторов ei. Следовательно, x =

∑
αi(x)ei

при αi(x) = −α−1(x)αi.
2) Если каждый вектор x ∈ E линейно зависит от векто-

ров (ei) и семейство векторов (ei) свободно, то оно максимально
и по определению является базой. �

Теорема. Пусть (ei) — база. Тогда для каждого вектора
x ∈ E существует единственное финитное семейство скаляров
αi(x) такое, что x =

∑
αi(x)ei.

� По лемме такое семейство (αi(x)) существует. Рассмотрим
произвольное семейство скаляров βi, для которых x =

∑
βiei.

Из равенства
∑
αi(x)ei =

∑
βiei следует, что

∑
(αi(x) − βi)ei
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= 0. Откуда по лемме п. 5 αi(x) − βi = 0 и αi(x) = βi для всех
индексов i. Семейство (αi(x)) единственное. �

Скаляр αi(x) называется i-й координатой вектора x в базе
(ei). В частности, αi(0) = 0 для всех индексов i и αi(ej) = δij , где
δij — символ Кронекера, δii = 1 и δij = 0 при i �= j.

Замечание. Определение максимального свободного семей-
ства векторов сохраняет смысл и для модулей. Но аналогичная
теорема для модулей не верна. При определении базы для модуля
представимость каждого вектора некоторой линейной комбина-
цией базовых векторов нужно требовать дополнительно.

Подпространство (K, N ) векторного пространства (K, E) со-
ставляется из поля K и инвариантной по внешнему умножению
подгруппы (N,+) группы (E,+), т. е. (K, N ) есть подгруппа
группы с операторами (K, E). Так как по определению вектор-
ного пространства группа E абелева, то каждая ее подгруппа N
нормальна. Поэтому определено фактор-пространство (K, E/N )
пространства (K, E) по подпространству (K, N ). Векторами про-
странства Ē = E/N являются фактор-множества x̄ = x + N
(x ∈ E).

Пример. Рассмотрим составленное из финитных скалярных функций
на X подпространство F0 = F0(X,K) пространства F = F (X,K) всех ска-
лярных функций на множестве X. Обозначим Supp f конечное множество, на
котором функция f ∈ F0 имеет ненулевые значения: f(x) �= 0 (x ∈ Supp f),

f(x) = 0 (x /∈ Supp f). Множество S(f) = Supp f называется носителем
функции f . Вместо финитная функция говорят также функция с конечным
носителем.

Будем употреблять обозначения Y X = F (X, Y ) для множе-
ства всех функций f : X → Y и Y X0 = F0(X, Y ) для множества
финитных функций f0 : X → Y при любых множестве X и адди-
тивной абелевой группе Y .

Каждому i ∈ X соответствует скалярная финитная функция
χi ∈ F , являющаяся индикатором i: χi(x) = 1 (x = i), χi(x) = 0
(x �= i). Каждая скалярная финитная функция f линейно выра-
жается через индикаторы: f =

∑
f(i)χi (i ∈ X). Сумма справа

конечна вместе с носителем функции f : если i /∈ S(f), то f(i) = 0.
Из определения индикаторов χi следует, что∑

f(i)χi(x) = f(x)χx(x) = f(x) (x ∈ X).

Индикаторы χi линейно независимы: равенство
∑
αiχi = 0

для некоторого финитного семейства скаляров αi означает, что
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αi = 0 для каждого i ∈ X . По лемме семейство (χi) есть база
векторного пространства (K,F0). Если множество X бесконечно,
то и эта база бесконечна.

7. Докажем, что в каждом векторном пространстве E суще-
ствуют базы и все они имеют одну и ту же мощность.

Множество L(C) = LinC всех линейных комбинаций векто-
ров множества C ⊆ E называется линейной оболочкой C в E.
Если B — база, то L(B) = E. Ясно, что L(E) = E.

Упражнение. Доказать, что линейная оболочка LinC множества
C ⊆ E равна пересечению всех содержащих C подпространств векторного
пространства E.

Если L(C) = E, то говорят, что множество C порождает
пространство E или является системой образующих для E.

Рассмотрим свободное множество A ⊆ E и порождающее
пространство E множество C ⊇ A. (В частности, можно взять
C = E.)

Лемма. Существует база B пространства E такая, что
A ⊆ B ⊆ C.

� Рассмотрим класс A всех свободных множеств X ⊆ E,
удовлетворяющих условию A ⊆ X ⊆ C. Если C свободно, то
B = C, и лемма верна. Будем предполагать, что C несвободно.

Упорядочим класс A по включению. Пусть L — линия в A .
Тогда объединение L = ∪L всех свободных множеств X ∈ L
свободно, принадлежит классу A и мажорирует L . По теореме
Цорна в классе A есть максимальное множество B. Оно и являет-
ся нужной базой: A ⊆ B ⊆ C, B свободно и L(B) = E. В самом
деле, если L(B) �= E = L(C), то существует c ∈ C \ L(B) (из
C ⊆ L(B) следует E = L(C) = L(B)). Значит, X = B ∪ {c} ∈ A ,
что противоречит максимальности B в A . �

Теорема. В каждом векторном пространстве есть база.
Все базы пространства имеют одну и ту же мощность.

� При A = O и C = E из леммы следует, что в простран-
стве E существует база B.

1) Пусть в пространстве E есть конечная база A и |A| = m.
Возьмем произвольную базу B ⊆ E. Если m < |B|, то существует
вложение ϕ : A → B с образом ϕ(A) �= B. Так как ϕ(A) ⊂ B и B
свободно, то и ϕ(A) свободно.
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Перенумеруем векторы A, B так, чтобы ϕ(ai) = bi (1≤i≤m).
Равенства

–ϕ(x) =
∑

ξiϕ(ai) =
∑

ξibi (x =
∑

ξiai)

определяют продолжение –ϕ : E → E с образом –ϕ(E) = L(ϕ(A))
для вложения ϕ : A→ B.

Докажем, что –ϕ(E) = E. Для этого нужно решить урав-
нение –ϕ(x) = y для каждого y =

∑
ηjaj (1 ≤ j ≤ m). Пусть

bi = ϕ(ai) =
∑
αijaj . Тогда –ϕ(x) =

∑
i

ξi
∑
j

αijaj =
∑
j

(∑
i

ξiαij

)
aj

и уравнение –ϕ(x) = y эквивалентно системе линейных уравнений∑
i

ξiαij = ηj (1 ≤ i, j ≤ m).

Так как A — база, то эта система корректна и ее единствен-
ное решение ξ = (ξj) находится методом последовательного ис-
ключения неизвестных [17, § 22].

Таким образом, L(ϕ(A)) = –ϕ(E) = E и ϕ(A) является ба-
зой E. Это противоречит ϕ(A) ⊂ B. Следовательно, предполо-
жение m < |B| приводит к противоречию. Точно так же приводит
к противоречию неравенство m > |B|. Значит, m = |B|.

2) Пусть в пространстве E нет конечных баз. Возьмем произ-
вольные базы A и B в E. Для каждого a ∈ A определено конечное
множество B(a) ⊆ B векторов базы B, через которые a линейно
выражается. Рассмотрим объединение B(A) всех таких множеств
B(a). Так как A бесконечно, а B(a) конечны, то |A| = |B(A)|. Но
B(A) ⊆ B, и поэтому |B(A)| ≤ |B|. Следовательно, |A| ≤ |B|. По
симметрии и |B| ≤ |A|. Значит, |A| = |B|. �

Доказанная теорема позволяет определить размерность про-
странства как мощность (кардинальное число) его произвольной
базы. Размерность пространства E обозначается dimE. Она мо-
жет быть конечной (dimE <∞) и бесконечной (dimE = ∞). Со-
ответственно E называют конечномерным и бесконечномерным.
Если dimE = n ∈ P = {0} ∪ N, то пространство E называет-
ся n-мерным. Среди бесконечномерных выделяют счетномерные
пространства. Правила действий с кардинальными числами по-
дробно описаны в [11, гл. 3].

Упражнение. Доказать, что |K (I)| = |I | для бесконечного I и класса
K (I) его конечных частей.
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Пример. Рассмотрим бесконечное поле K и подпространство полино-
мов M = M (K) пространства функций F = F (K). Векторами M являются
функции p : K → K со значениями p(ξ) = α0 + α1ξ + · · · + αnξn (ξ ∈ K),
определяемые семействами коэффициентов αi ∈ K (0 ≤ i ≤ n; n = 0, 1, 2, . . . ).
Последовательность степеней sn : K → K (n = 0, 1, 2, . . . ), имеющих значения
sn(ξ) = ξn (ξ ∈ K), является базой для пространства M . Линейная незави-
симость степеней sn следует из теоремы о числе корней полинома [17, § 28],
а каждый полином является линейной комбинацией степеней.

Полиномы образуют линейную оболочку множества S степеней в про-
странстве F : M = Lin S ⊆ F . При каждом n ∈ P = {0} ∪ N степени si

(0 ≤ i ≤ n) порождают (n + 1)-мерное подпространство Mn = Mn(K) про-
странства M = M (K). В частности, при n = 0 подпространство M0 = Ks0

изоморфно полю K.

8. Отметим два следствия теоремы о размерности.

Следствие 1. Если X , Y — подпространства простран-
ства F и X ⊆ Y , то dimX ≤ dimY .

� Пусть E = Y и A — база подпространства X . По лемме
существует база B подпространства Y , содержащая A. Так как
A ⊆ B, то dimX = |A| ≤ |B| = dimY . �

Примеры. 1) dim F0(U,K) ≤ dim F (U,K). 2) dim Mn(K) = n + 1 ≤
∞ = dimM (K) (n ∈ N).

Рассмотрим свободное множество A и систему образующих C
в пространстве E.

Следствие 2. Существует не пересекающееся с A множе-
ство D ⊆ C, дополняющее A до базы B = A∪D пространства E.

Это утверждение эквивалентно лемме п. 7. Его часто назы-
вают теоремой о замене, так как оно позволяет частично или
полностью заменять векторы базы другими.

Пример. Рассмотрим множество I , поле K, пространства KI и KI
0 .

База B∗ = {χi | i ∈ I} пространства KI
0 вместе с ним содержится в KI .

По следствию 2 существует не пересекающееся с B∗ свободное множество
D∗ ⊆ KI , дополняющее B∗ до базы G∗ = B∗∪D∗ пространства KI . База G∗

называется базой Хамеля. В общем случае о ней известно только, что она
существует (даже при K = Q и I = N).

Упражнение. Доказать, что
∣∣KN

0

∣∣ = |K|, если K бесконечно [11, гл. 3,

§ 6, п. 4].

9. Кольца K = (K,+, ·) и E = (E,+, ·) составляют левую
K-алгебру (K, E) = (K, E,+,+, ·, ·, ·), если кольцо K и группа
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(E,+) составляют левый K-модуль, а векторное умножение со-
гласовано с остальными условиями ассоциативности:

α(xy) = (αx)y (α ∈ K, x, y ∈ E).

Как правило, требуется еще, чтобы (αx)y = x(αy), т. е.
чтобы в алгебре (K, E) выполнялись тождества

α(xy) = (αx)y = x(αy) (α ∈ K, x, y ∈ E).

Всюду, где нет специальных оговорок, такая билинейность умно-
жения будет предполагаться.

Аналогично определяется правая K-алгебра (E,K) =
(E,K,+,+, ·, ·, ·). Рассматриваемые алгебры получаются из мо-
дулей добавлением векторного умножения. Все общие определе-
ния и предложения для модулей переносятся на алгебры. Если
векторное кольцо E коммутативно, то алгебра (K, E) называется
коммутативной. Если скалярное кольцо K является полем, то
алгебра (K, E) называется векторной. Как правило, предпола-
гается, что 1 ∈ K и 1 · x = x (x ∈ E).

Подалгебра (K,А) алгебры (K, E) составляется из кольца K
и подкольца A кольца E, инвариантного по внешнему умноже-
нию: KА ⊆ А. Фактор-алгебра (K, E/N ) составляется из коль-
ца K и фактор-кольца E/N по инвариантному идеалу N кольца E.

При K = Z для каждого идеала N верно равенство ZN = N
и фактор-алгебра отождествляется с фактор-кольцом.

Замечание. Введя нулевое умножение xy = 0 (x, y ∈ E) для
абелевой группы (E,+), можно превратить ее в нулевое кольцо
(E,+, ·). Таким образом, можно модуль (K, E) считать алге-
брой и общие предположения, верные для всех алгебр, применять
и к модулям. Точно так же векторное пространство можно отож-
дествить с нулевой векторной алгеброй.

Пример 1. Каждое кольцо K определяет алгебру (K,K), в которой
векторное умножение совпадает со скалярным. Кольцо K отождествляется
с алгеброй (K,K). Если кольцо K некоммутативно, то тождество (αx)y =
x(αy) не выполняется.

Пример 2. Поле K и кольцо F = F (X,K) составляют векторную ал-
гебру (K,F ).

Пример 3. Поле K и кольцо F0 = F0(X,K) финитных скалярных
функций составляют векторную алгебру (K,F0). Она является подалгеброй
алгебры (K,F ).
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Пример 4. Рассмотрим поле K, множество A ⊆ X и кольцо AF =
AF (X,K) скалярных функций на X с носителями в A. Векторная алгебра
(K, AF ) является подалгеброй алгебры (K,F ).

Пример 5. Поле K и кольцо M = M (K) полиномов составляют век-
торную алгебру (K,M ). Произведение pq полиномов p =

∑
αisi, q =

∑
βjsj

определяется равенствами pq =
∑

γksk, γk =
∑

i+j=k

αiβj. Такое произведе-

ние часто называют сверткой. Векторное пространство полиномов является
подпространством векторного пространства F = F (K) скалярных функций.
Но алгебра полиномов не является подалгеброй алгебры F : у них разные
умножения.

10. Базами векторной алгебры (K, E) служат базы опреде-
ляющего ее векторного пространства. Умножение векторов мож-
но определять с помощью базовых таблиц умножения.

Выберем в алгебре (K, E) базу B = {ei | i ∈ I}. Рассмотрим
произвольные векторы x =

∑
αiei и y =

∑
βjej (i, j ∈ I). Их

произведение

xy =
(∑

αiei

)(∑
βjej

)
=
∑
ij

(αiβj)(eiej)

линейно выражается через произведения eiej базовых векторов.
Семейство {eiej | i, j ∈ I} и составляет таблицу умножения алге-
бры (K, E) с базой B. Ясно, что коммутативные алгебры имеют
симметричные таблицы умножения: eiej = ejei.

Примеры. 1) Таблица умножения для алгебры F0 финитных функций
с базой из индикаторов ei имеет диагональный вид: eiei = ei, eiej = 0 при
i �= j.

2) Таблица умножения для алгебры полиномов M с базой из степеней sn

имеет вид: smsn = sm+n (m,n ∈ P = {0} ∪ N).

Обе эти таблицы симметричны.

11. Множество [a, b] = {x = (1 − t)a + tb | 0 ≤ t ≤ 1} на-
зывается отрезком, соединяющим точки a, b вещественного или
комплексного пространства E. Множество в E, которое вместе
с каждыми двумя своими точками содержит соединяющий их от-
резок, называется выпуклым.

Пример. Пустое множество O и множество E всех точек пространства
выпуклы.

Предложение. Выпуклыми множествами в R являются
интервалы и только они.
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� 1) Пусть A ⊆ R выпукло и a = infA, b = supA ∈ –R. Пустое
множество A = O и каждое элементарное множество A = {a} ⊆ R
являются интервалами. Предположим, что a < b. В этом случае
для каждого x ∈ ]a, b[ существуют u, v ∈ A такие, что a ≤ u ≤ x ≤
v ≤ b. Так как A выпукло, то [u, v] ⊆ A и, следовательно, x ∈ A.
Значит, ]a, b[⊆ A и A есть интервал с началом a и концом b.

2) Пусть A — интервал в R с началом a и концом b (a, b∈ –R).
Пустое множество A = O и каждое элементарное множество A =
{a} ⊆ R выпуклы. Предположим, что a < b. В этом случае
вследствие транзитивности порядка из неравенств a ≤ u ≤ v ≤ b
вытекает включение [u, v]⊆ A. Множество A выпукло. �

Примеры. 1) Шары B(c, r) = {z : |z − c| < r}, –
B(c, r) = {z : |z − c| ≤ r}

в комплексной плоскости C выпуклы. 2) Прямоугольники в комплексной
плоскости C выпуклы. 3) Окружности S(c, r) = {z : |z − c| = r} в комплекс-
ной плоскости C не выпуклы.

Лемма. Пересечение любого семейства выпуклых мно-
жеств выпукло.

� Пусть множества Ai ⊆ E выпуклы и A = ∩Ai. Тогда для
каждых a, b ∈ A из [a, b] ⊆ Ai при каждом i следует [a, b] ⊆ A. �

Упражнение. Привести примеры выпуклых множеств, объединение ко-
торых не выпукло.

Пересечение ConX всех выпуклых множеств в E, содержа-
щих множество X ⊆ E, называется выпуклой оболочкой X . Из
леммы вытекает

Следствие. Множество выпукло ессли оно совпадает со
своей выпуклой оболочкой.

Пример. Выпуклой оболочкой множества X={(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}
⊆ C является квадрат с вершинами из этого множества: ConX = [0, 1]×[0, 1].

12. Объединение L(a, b) = ∪[a(i), b(i)] отрезков [a(i), b(i)]⊆ E
(1 ≤ i ≤ n) таких, что a(1) = a, b(i) = a(i + 1) (1 ≤ i < n),
b(n) = b, называется ломаной, соединяющей точки a, b в про-
странстве E. Множество в E, которое вместе с каждыми своими
двумя точками содержит некоторую соединяющую их ломаную,
называется линейно связным.

Пример. Каждое выпуклое множество линейно связно.

Лемма. Объединение семейства линейно связных мно-
жеств, имеющих непустое пересечение, линейно связно.
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� Пусть множества Ci ⊆ E линейно связны, C = ∪Ci и D =
∩Ci �= 0 (i ∈ I). Возьмем произвольные точки a, b ∈ C, c ∈ D
и индексы i(a), i(b) ∈ I , при которых a ∈ Ci(a), b ∈ Ci(b). Так как
c ∈ Ci(a) и c ∈ Ci(b), то существуют содержащиеся соответственно
в Ci(a) и Ci(b) ломаные, соединяющие точки a, c и c, b. Следова-
тельно, существует содержащаяся в Ci(a) ∪ Ci(b) ломаная L(a, b),
соединяющая точки a, b. �

Пример. Объединение семейства ломаных, соединяющих точку a ∈ E
с каждой точкой множества B ⊆ E, линейно связно.

Упражнение. Привести примеры линейно связных множеств, пересече-
ние которых нелинейно связно.

Пусть A ⊆ E и x ∈ A. Множество A(x) всех точек y ∈ A,
которые соединяются с точкой x содержащимися в множестве A
ломаными, называется линейно связной компонентой точки x
в множестве A. Множества A(x) называются линейно связными
компонентами множества A. Из леммы следует, что они ли-
нейно связны.

Предложение. Линейно связные компоненты множества
составляют его разбиение.

� Каждая точка x ∈ A принадлежит своей линейно связной
компоненте A(x) в A. Если A(x), A(y) для x, y из A пересекаются,
то A(x) = A(y). В самом деле, если c ∈ A(x) ∩ A(y), то объеди-
нение ломаных в A, соединяющих x, c и c, y, соединяет точ-
ки x, y. Поэтому y ∈ A(x), x ∈ A(y) и, следовательно, A(y) ⊆
A(x), A(x) ⊆ A(y). Значит, различные линейно связные компо-
ненты множества A попарно не пересекаются и в объединении
дают A. �

Пример. Линейно связными компонентами множества A = [0, 1] ∪ [2, 3]

являются отрезки [0, 1], [2, 3].

2.2.2. Линейные операторы

Так называются аддитивные однородные отображения мо-
дулей и векторных пространств. Линейные операторы играют
важную роль в математике. Как правило, рассматриваются уни-
тарные модули.

1. Рассмотрим кольцо L и его подкольцо K, модули (K, E)
и (L, F ), гомоморфизм T : (E,+)→ (F,+). По определению,

T (x+ y) = Tx+ Ty (x, y ∈ E).
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Будем называть такие гомоморфизмы аддитивными отображе-
ниями. Согласованность с внешним умножением отображения
T : E → F выражается равенством T (αx) = α · Tx (α ∈ K, x ∈ E).
Такие отображения называются однородными. Благодаря предпо-
ложению K⊆L произведение α·Tx определено. Аддитивные и од-
нородные отображения называются линейными отображениями
или линейными операторами. Если K = Z, то линейность опера-
тора эквивалентна его аддитивности для унитарных модулей.

Линейность оператора T : E → F можно выразить равен-
ством

T (αx+ βy) = α · Tx+ β · Ty (α, β ∈ K; x, y ∈ E).

Линейный оператор T переводит линейную комбинацию векторов
в линейную комбинацию их образов. Отсюда и его название.

Из определений следует, что T0 = 0: нуль модуля E перево-
дится в нуль модуля F .

Множество всех линейных операторов T : E → F обозначает-
ся L = L (E, F ). Если нужно явно указать скалярное кольцо K
модуля (K, E), то говорят о K-линейности. Если используются
только скаляры из K, то кольцо скаляров L модуля (L, F ), содер-
жащее K, можно заменить на K и рассматривать модуль (K, F )
вместо (L, F ).

Расширим понятие подмодуля. Будем называть модуль
(K, E) подмодулем модуля (L, F ), если K и E являются подколь-
цом и подгруппой L и F соответственно, а внешнее умножение
для (L, F ) продолжает внешнее умножение для (K, E). Вместо
подмодуль (K, E), будем говорить также K-подмодуль E. Под-
черкнем, что K-подмодуль может не быть L-модулем при K �= L.
Будем использовать запись (K, E) ⊆ (L, F ).

Пусть K = E = Z и L = F = Q. Тогда (K, E) = (Z,Z) ⊆
(Q,Q) = (L, F ).

Аналогично расширяется понятие подалгебры и определяет-
ся K-подалгебра L-алгебры. При нулевом векторном умножение
они отождествляются с K-подмодулями L-модуля.

Пример 1. Пусть (K, E) — подмодуль модуля (L, F ): (K, E) ⊆ (L, F ).
Каждый скаляр γ ∈ L определяет линейный оператор T : E → F равенством
Tx = γx (x ∈ E). Этот оператор называется гомотетией с коэффициентом γ.

Если K = E, L = F и кольцо K унитарно, то Tx = T(1x) = T(1)x

(x ∈ K) и γ = T(1).
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Пример 2. Пусть (K, E) — подалгебра алгебры (L, F ): (K, E) ⊆
(L, F ). Каждый скаляр c ∈ L определяет оператор T : E → F равенством
Tx = cx (x ∈ E). Оператор T называется мультипликатором с коэффициен-
том c. Если c = 0, то Tx = 0 (x ∈ E). Если кольцо E унитарно и c = 1, то
T — тождественное вложение: Tx = x (x ∈ E).

Пример 3. Пусть E = F = F (X,K), a ∈ X и K = L = F . Равенство
δaf = f(a) (f ∈ F ) определяет функционал δa : F → K. Этот функционал
линеен:

δa(f + g) = (f + g)(a) = f(a) + g(a) = δaf + δag,

δa(αf) = (αf)(a) = α · f(a) = α · δaf (α ∈ K, f, g ∈ F ).

Функционал δa называется дельта-функцией в точке a. Дельта-функции на-
зываются также точечными функционалами. Они играют существенную

роль в анализе.

Замечание. Каждый гомоморфизм T : E → F алгебры
(K, E) в алгебру (L, F ) является линейным оператором. Обрат-
ное не верно: линейность не предполагает мультипликативность
оператора и тождество T (xy) = Tx · Ty может не быть верным.
В частности, в примере 1 линейный оператор является гомомор-
физмом тогда и только тогда, когда его коэффициент γ является
идемпотентом. В примере 2 к идемпотентности коэффициента c
нужно добавить его перестановочность с каждым вектором x ∈ E.

2. Важными характеристиками линейного оператора
T ∈ L (E, F ), отображающего K-модуль E в L-модуль F , слу-
жит его образ R(T ) = RanT = T (E) ⊆ F и ядро K(T ) = Ker T =
T−1(0) ⊆ E. (Эти характеристики важны для всякого гомомор-
физма группы.)

Лемма. Образ T (E) является K-модулем.
� Пусть x, y ∈ T (E). Тогда x = Tu, y = Tv для некоторых

u, v ∈ E. Следовательно, αx+ βy = α · Tu+ β · Tv = T (αu+ βv) ∈
T (E) для любых α, β ∈ K. �

Предложение. Линейный оператор взаимно однозначен,
если и только если он имеет нулевое ядро.

� По определению, линейный оператор является гомоморфиз-
мом абелевых групп. Сформулированное утверждение следует из
леммы в п. 2.1.2, 5. �

Пример 1. Пусть K — поле и (K, E) — векторное пространство. Для
гомотетии T : E → F с коэффициентом γ равенство K(T) = {0} эквивалентно
γ �= 0.
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Следствие. Пусть T ∈ L (E, F ) и K(T ) = {0}. Тогда T−1 ∈
L (R(T ), E).

� По предположению, обратное соответствие T−1 : R(T )→ E
однозначно. Покажем, что оно линейно. Возьмем произвольную
линейную комбинацию z = αx + βy (α, β ∈ K, x, y ∈ R(T )). По
лемме z ∈ R(T ). Пусть u = T−1x, v = T−1y и w = T−1z. То-
гда вследствие взаимной однозначности и линейности T имеем
T−1(αx + βy) = T−1z = w ⇒ αx + βy = z = Tw ⇒ T (αu + βv) =
α ·Tu+β ·Tv = αx+βy = Tw⇒ α ·T−1x+β ·T−1y = αu+βv = w.
Следовательно, T−1(αx+ βy) = w = α · T−1x+ β · T−1y. �

Пример 2. Обратным оператором для гомотетии с обратимым коэффи-

циентом γ является гомотетия с коэффициентом γ−1.

Пример 3. Рассмотрим подпространство N векторного пространства E
и естественный гомоморфизм –ϕ : E → –

E группы (E,+) на фактор-группу
–
E =

E/N . Гомоморфизм –ϕ является линейным оператором: –ϕ(x+y) = –ϕ(x)+ –ϕ(y)

(x, y ∈ E) и –ϕ(αx) = α(x+N) = α–ϕ(x) (α ∈ K, x ∈ E).

3. Пусть (K, E) ⊆ (L, F ) ⊆ (M, G) — модули, S : E → F
и T : F → G — линейные операторы. Композиция TS : E → G
называется произведением линейных операторов S, T .

Предложение. Произведение TS линейных операторов
S, T является линейным оператором.

� Так как S и T являются гомоморфизмами аддитивных
групп, то их произведение TS аддитивно. Его однородность сле-
дует из однородности S и T : TS(αx) = T (S(αx)) = T (α · Sx) =
α · TSx (α ∈ K, x ∈ E). �

Следствие. Произведение линейных изоморфизмов есть ли-
нейный изоморфизм.

Кроме того, верна

Лемма. Сумма R + S линейных операторов R : E → F и
S : E → F есть линейный оператор.

� В самом деле, (R+S)(αx+βy) = R(αx+βy)+S(αx+βy) =
α · Rx + β · Ry + α · Sx + β · Sy = α(Rx + Ry) + β(Rx + Ry) =
α · (R+ S)x+ β · (R+ S)y (α, β ∈ K; x, y ∈ E). �

Рассмотрим пространство (K, E) и множество L = L (E) его
линейных преобразований. Они составляют подпространство век-
торного пространства F = F (E) всех преобразований простран-
ства (K, E). Умножение для линейных операторов согласовано
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с другими операциями:

(R+ S)T = RT + ST, R(S + T ) = RS +RT,

α(ST ) = (αS)T = S(αT ) (α ∈ K, R, S, T ∈ F ).

Первое из этих равенств верно для произведения (композиции)
любых преобразований R, S, T ∈ F . При проверке остальных
используется линейность:

R(S + T )x = R(Sx+ Tx) = RSx+RTx,

((αS)T )x = (αS)(Tx) = S(αTx) = (S(αT ))x

при всех α ∈ K, x ∈ E.
Упражнение. Привести примеры функций f, g, h ∈ F , для которых

f ◦ (g + h) �= f ◦ g + f ◦ h и (αf) ◦ g �= f ◦ (αg).

Таким образом, множество L = L (E) линейных операторов
для пространства (K, E) с указанными операциями составляет
алгебру. Нулем алгебры является нулевой оператор O: Ox = 0
(x ∈ E). Единицей алгебры L является тождественный опера-
тор I : Ix = x (x ∈ E). Выделяются скалярные операторы αI ,
которые часто отождествляют со скалярами α ∈ K и обозначают
также α.

Так как операторы изL определены на всем пространстве E,
то обратимыми операторами являются только изоморфизмы: ес-
ли T — линейный изоморфизм E на E, то и T−1 — линейный
изоморфизм E на E и TT−1 = T−1T = I .

Алгебра L некоммутативна: в общем случае ST �= TS.
Пример. Пусть E = K. Возьмем f, b ∈ K (a �= 0, b �= 1) и рассмотрим

операторы S и T аддитивного и мультипликативного сдвигов: Sx = a + x,

Tx = bx (x ∈ K). Для этих операторов STx = S(bx) = a + bx �= ba + bx =

T(a + x) = TSx (x ∈ K).

Заметим, что скалярный оператор αI коммутирует с любым
оператором S ∈ L :

(αI)Sx = α · Sx = S(αx) = S(αIx) (x ∈ E),
αI · S = S · αI (αS = Sα).

4. Для векторных пространств размерность r(T ) образаR(T )
линейного оператора называется его рангом: r(T ) = dimR(T ).
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Размерность d(T ) ядра K(T ) линейного оператора называется его
дефектом: d(T ) = dimK(T ). Эти размерности могут быть конеч-
ными или бесконечными.

В пространстве L (E, F ) линейных операторов T : E → F вы-
деляется подпространство K (E, F ) операторов конечного ранга:
T ∈ K (E, F ) ⇔ r(T ) < ∞. Если dimF < ∞, то K (E, F ) =
L (E, F ). В алгебре L = L (E) линейных операторов T : E → F
выделяется подалгебра K = K (E) операторов конечного ранга.
Пусть S, T ∈ K (E). Тогда (S + T )(E) ⊆ L (S(E) ∪ T (E)) и
поэтому r(S + T ) = dim(S + T )(E) ≤ dim L (S(E) ∪ T (E)) ≤
dimS(E) + dimT (E) = r(S) + r(T ) < ∞. Кроме того, r(ST ) ≤
r(S) <∞ и r(αS) ≤ r(S) (α ∈ K). Неравенства для размерностей
вытекают из следствия 1 в п. 2.2.1, 8.

Пример. Пусть E = K∞ = F (N,K) — пространство последователь-
ностей элементов поля K. Обозначим K (n, E) множество всех операто-
ров T ∈ L (E) с образами в Kn × {0}∞ (множестве последовательностей
(xi) ∈ K∞ таких, что xi = 0 при i > n). Ясно, что ∪K (n,E) ⊆ K (E).

В частности, среди операторов в K (E) будут проекторы Pn, опреде-
ляемые равенствами Pn(xi) = (δnixi), δnn = 1 и δni = 0 при i �= n. Эти
проекторы являются идемпотентами и попарно ортогональны: P2

n = Pn

и PmPn = PnPm = 0 при m �= n. В самом деле, Pn(Pn(xi)) = Pn(δnixi) =
(δ2nixi) = (δnixi) = Pn(xi) и Pm(Pn(xi)) = Pm(δnixi) = (δmiδnixi) = (0) =

O(xi) = Pn(Pm(xi)) ((xi) ∈ K∞).

Ясно, что для каждой финитной последовательности (αn) ∈ K∞ линей-
ная комбинация T =

∑
αnPn имеет конечный ранг.

Вопрос. Есть ли в L (K∞) другие операторы конечного ранга?

5. Докажем еще несколько утверждений, связанных с раз-
мерностями.

Рассмотрим пространство (K, E) с базой B = {ei | i ∈ I}
и пространство

(
K,KI

0

)
финитных функций на I .

Лемма. E � KI
0.

� Множество {χi | i ∈ I} индикаторов на I составляет базу
KI

0 . Отображение ϕ : E → KI
0, определяемое равенством

ϕ(x) =
∑

αiχi (x =
∑

αiei, (αi) ∈ KI
0),

является линейным изоморфизмом. В самом деле, ϕ(x + y) =
ϕ (
∑

(αi + βi)ei) =
∑

(αi + βi)χi =
∑
αiχi +

∑
βiχi = ϕ(x) + ϕ(y),

ϕ(αx) = ϕ (
∑

(ααi)ei) =
∑

(ααi)χi = α
∑
αiχi = αϕ(x) для всех

α ∈ K и x =
∑
αiei, y =

∑
βiei ∈ E. А ядро Kerϕ = {0}, так как
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вследствие линейной независимости индикаторов χi из ϕ(x) =∑
αiχi = 0 вытекает, что αi = 0 и x =

∑
αiei = 0. Кроме

того, каждый вектор f =
∑
αiχi ∈ KI

0 является образом вектора
x =

∑
αiei. �

Таким образом, вместо векторного пространства (K, E) с ба-
зой B = {ei | i ∈ I} можно рассматривать его координатное
пространство

(
K,KI

0

)
с базой {χi | i ∈ I}. По определению,

dimE = |I |. Если конкретный вид множества индексов не ва-
жен, то вместо KI пишут K|I| или KdimE . В частности, если
dimE = n ∈ N, то E � Kn (I = {1, . . . , n}).

Рассмотрим пространства (K, E) и (K, F ).

Предложение. E � F ⇔ dimE = dimF .
� Пусть ϕ : E → F — линейный изоморфизм и A = {ai |

i ∈ I} — база пространства E. Тогда ее образ ϕ(A) = B = {bi |
i ∈ I} есть база пространства F . В самом деле, B свободно:
0 =

∑
αibi =

∑
αiϕ(ai) = ϕ (

∑
αiai) ⇒

∑
αiai = 0 ⇒ αi = 0

для каждого финитного семейства αi ∈ K. Множество B порож-
дает F :

y ∈ F ⇒ y = ϕ
(∑

αiai

)
=
∑

αi(bi) =
∑

αibi

для некоторого финитного семейства αi ∈ K. Следовательно,
dimE = |A| = |B| = dimF .

Обратно, пусть dimE = dimF . Возьмем базы A и B про-
странств E и F . Так как |A| = dimE = dimF = |B|, то KA

0 � KB
0

и по лемме E � KA
0 � KB

0 � F . �
Пусть (K, E), (K, G) — линейные пространства, T ∈ L (E,G).

Следствие. Если T : E → G — линейное вложение, то
dim T (E) = dimE.

� В п. 2 доказано, что F = T (E) является подпространством
пространства G. Если T — линейный изоморфизм E на F , то
равенство dimE = dimF следует из доказанного предложения. �

Замечание. Если T : E → G — произвольный линейный
оператор, то dimT (E) ≤ dimE. В самом деле, пусть A — база
пространства E и B = T (A) — ее образ в G. Ясно, что T (E) =
L (B), и поэтому dimT (E) ≤ |B| ≤ |A| = dimE. При произ-
вольном линейном отображении независимые векторы могут ото-
бражаться в зависимые:

∑
βiTei = 0 возможно при некоторых
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βi �= 0, даже если
∑
αiei = 0 только при всех αi = 0 (например,

если Tei = 0 при некоторых i). Но зависимые векторы не могут
отобразиться в независимые:

∑
αiei = 0 ⇒∑ βiTei = 0.

6. Рассмотрим пространство E и его подпространства X , Y .
В соответствии с определениями для аддитивных абелевых групп
Y называется (линейным) дополнением X , если E является их
прямой суммой: E = X + Y и X ∩ Y = {0}.

Пример. Подпространство Y = L{si | i > n} является дополнением
подпространства X = L{si | i ≤ n} в пространстве E = M (K) полиномов.

Замечание. В пространстве E может быть много подпро-
странств Y , имеющих нулевое пересечение с данным простран-
ством X и в сумме с ним дающих все пространство: X ∩Y = {0},
X + Y = E. Если выбрать в Y базу B, то можно говорить о до-
полнении по базе B и писать Y = Xc = Xc(B).

Пример. Пусть E = K3, X = K2 ×{0}, b = (0, 0, 1) и c = (1, 1, 1). Тогда
Y = Kb и Z = Kc являются дополнениями X по базам B = {b} и C = {c}.

Лемма. E = X + Y , X ∩ Y = {0} ⇒ dimE = dimX + dim Y .

� Пусть A = (ai) и B = (bj) — базы X и Y . Тогда A ∪ B =
C = (ck) — база E. В самом деле, C свободно: 0 =

∑
γkck =∑

αiai +
∑
βjbj ⇒

∑
αiai = −∑βjbj ∈ X ∩ Y ⇒ ∑

αiai =∑
βjbj = 0 ⇒ αi = 0, βj = 0 ⇒ γk = 0 для любого финит-

ного семейства γk = (αi, βj). Кроме того, C порождает E: z ∈
E ⇒ z = x + y ⇒ z =

∑
γkck =

∑
αiai +

∑
βjbj для некоторых

x =
∑
αiai, y =

∑
βjbj .

Так какX∩Y = {0} и 0 /∈ A∩B, то A∩B = O. Следовательно,
dimE = |C| = |A|+ |B| = dimX + dim Y [53, гл. V, § 4]. �

Пример. Если dimX < ∞ и dim Y = ∞, то dimE = dim Y (п. 1.3.3, 5).

В частности, dim M (K) = dimL{si | i ≥ 0} = dimL{si | i > n} при любом
n ≥ 0. А dimL{si | 1 ≤ i ≤ m+n} = m+n = dimL{si | 1 ≤ i ≤m}+dimL{si |
m+ 1 ≤ i ≤ m+ n}.

7. Рассмотрим: пространства (K, E) и (K, F ), оператор T ∈
L (E, F ), его образ R(T ) = T (E) и ядро K(T ) = T−1{0}, ранг
r(T ) = dimR(T ) и дефект d(T ) = dimK(T ). Верна

Теорема. dimE = r(T ) + d(T ).
� Пространство E есть прямая сумма подпространства

X = K(T ) и его дополнения Y = Xc по выбранной базе. По-
этому dimE = dimX + dimY , где dimX = d(T ). Докажем, что
dim Y = r(T ).
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Пусть A = (ai) и B = (bj) — базы X и Y , а C = A ∪ B =
(ck) — составленная из них база E. Образ T (B) базы B является
базой для R(T ) = T (E). В самом деле, T (B) свободно: 0 =∑
βjTbj = T (

∑
βjbj) ⇒

∑
βjbj ∈ X ∩ Y = {0} ⇒ ∑

βjbj = 0 ⇒
βj = 0. Кроме того, T (B) порождает R(T ): y ∈ R(T ) ⇒ y =
Tx = T (

∑
γkck) = T (

∑
αiai +

∑
βjbj) = 0 +

∑
βjTbj . Значит,

dimR(T ) = |T (B)| = |B| = dimY . �
Следствие. Если dimE < ∞, то оператор T ∈ L (E, F )

взаимно однозначен тогда и только тогда, когда dimE = r(T ).
� По предложению п. 2 взаимная однозначность T эквива-

лентна равенству нуль его дефекта. А по теореме равенство
d(T ) = 0 эквивалентно dimE = r(T ) при dimE <∞. �

В частности, если dimE <∞, то T : E → F является изомор-
физмом ессли dimE = r(T ) = dimF .

Замечание. Если dimE > dimF , то оператор T ∈ L (E, F )
не может быть взаимно однозначным. В этом случае образ T (A)
базы A пространства E не может быть свободным множеством:
тогда было бы dimE = |A| = |T (A)| ≤ dimF .

Для баз действует принцип Дирихле [53, гл. III, §4]: ото-
бражение на множество строго меньшей мощности не взаимно
однозначно. (Комбинаторная формулировка: если m > n, то m
предметов нельзя разместить по одному в n ячейках.)

8. Возьмем еще фактор-пространство –
E = E/K(T ).

Предложение. r(T ) = dimE/K(T ).
� При доказательстве теоремы о гомоморфизмах групп в

2.1.2, 9 было показано, что композиция –
ψ = –ϕT−1 : R(T ) → –

E
обратного соответствия T−1 : R(T ) → E с естественным гомомор-
физмом –ϕ : E → –

E есть изоморфизм группы (R(T ),+) на (Ē,+).
Отображение

–
ψ линейно вместе с –ϕ. Действительно, пусть a ∈ E,

b = Ta и α ∈ K. Тогда –ϕ(u) = –ϕ(b), –ϕ(v) = –ϕ(αb) для каждых
u ∈ T−1(b), v ∈ T−1(αb) и, следовательно, –

ψ(αb) = –ϕ(T−1(αb)) =
–ϕ(αb) = α · –ϕ(b) = α · –ϕ(T−1(b)) = α · –

ψ(b). Таким образом,
R(T ) � E/K(T ) и, значит, dimR(T ) = dimE/K(T ). �

Пусть X — подпространство пространства E, Xc — допол-
нение X по какой-нибудь базе. Тогда X = K(T ) и Xc = R(T ) для
оператора T ∈ L (E,E), определяемого равенством T (x + y) = y
(x ∈ X , y ∈ Xc). Из доказанного предложения вытекает

Следствие 1. Xc � E/X .
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Из предложения и теоремы п. 7 вытекает

Следствие 2. dimE = dimE/X + dimX .
Это равенство верно и для ядра X = K(T ) каждого опера-

тора T ∈ L (E, F ). Подчеркивая изоморфизм E/K(T ) � R(T ),
фактор-пространство CR(T ) = E/K(T ) называют кообразом. По
доказанному размерность кообраза CR(T ) равна размерности об-
раза R(T ), т. е. рангу r(T ) оператора T . Размерность E/X назы-
вают коразмерностью X и обозначают codimX . По следствию 1

codimX = dimE/X = dimXc.

Вместе с равенством

dimE = dimE/K(T ) + dimK(T )

естественно рассматривать двойственное равенство

dimF = dimF/R(T ) + dimR(T ).

Фактор-пространство CK(T ) = F/R(T ) называется коядром,
а его размерность c(T ) = dimF/R(T ) — кодефектом опера-
тора T .

Ранг r(T ), дефект d(T ) и кодефект c(T ) оператора T могут
быть конечными или бесконечными.

Лемма. Линейный оператор накрывающий ессли он имеет
нулевое коядро.

� Пусть T ∈ L (E, F ) и CK(T ) = F/R(T ) = {0}. Тогда
R(T ) = F . Обратно, если T накрывающий, то CK(T ) = F/F
= {0}. �

Таким образом, равенство c(T ) = 0 характеризует накрытие
точно так же, как d(T ) = 0 характеризует взаимную однознач-
ность оператора T .

Пример. Пусть E = F = K∞
0 (= KN

0 ) и en = (δnj) (j = 1, . . . ) —

стандартные базовые последовательности: x = (αn) ∈ K∞
0 ⇔ x =

∑
αnen.

Рассмотрим операторы S, T, U, V ∈ L (E), определенные равенствами

S(en) = en, Ten = e2n, Ue2n−1 = Ue2n = en, V e2n−1 = V e2n = e2n (n ∈ N).

Все эти операторы имеют бесконечный ранг: r(S) = r(T) = r(U) = r(V ) = ∞.

Тождественный оператор S = I накрывающий и взаимно однозначный. Для
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него R(I) = F , c(I) = 0 и d(I) = 0. Оператор T не накрывающий и взаимно
однозначный. Для него R(T) = L{e2n | n ∈ N}, CK(T) = L{e2n−1 | n ∈ N},
c(T) = ∞ и d(T) = 0. Оператор U накрывающий и не взаимно однозначный.

Для него R(U) = F , K(U) = {x = (αn) | α2n−1 + α2n = 0, n ∈ N}, c(U) = 0

и d(U) = ∞. Оператор V не накрывающий и не взаимно однозначный. Для
него R(V ) = R(T), CK(V ) = CR(T), K(V ) = K(U), c(V ) = ∞ и d(V ) = ∞.

9. Рассмотрим пространства E, F и оператор A ∈ L (E, F ).
Он может быть накрывающим или ненакрывающим, взаимно од-
нозначным или не взаимно однозначным. Из предложения п. 2
и леммы п. 7 следует

Теорема. Верны следующие утверждения.
(1) Оператор T накрывающий и взаимно однозначный

⇐⇒ c(T ) = 0 и d(T ) = 0.
(2) Оператор T накрывающий и не взаимно однозначный

⇐⇒ c(T ) = 0 и d(T ) �= 0.
(3) Оператор T ненакрывающий и взаимно однозначный

⇐⇒ c(T ) �= 0 и d(T ) = 0.
(4) Оператор T ненакрывающий и не взаимно однозначный

⇐⇒ c(T ) �= 0 и d(T ) �= 0.
В теореме перечислены все логические возможности. Для

линейного уравнения Tx = y они формулируются так:
(1) Для каждого y ∈ F существует единственное решение

x ∈ E.
(2) Для каждого y ∈ F существует не единственное реше-

ние x ∈ E.
(3) Для некоторых (не всех) y ∈ F существует единствен-

ное решение x ∈ E, а для остальных y ∈ F решений
x ∈ E не существует.

(4) Для некоторых (не всех) y ∈ F существует не един-
ственное решение x ∈ E, а для остальных y ∈ F реше-
ний x ∈ E не существует.

В случае (1) говорят, что уравнение Tx = y корректно или
корректно разрешимо. Во всех остальных случаях его называют
некорректным.

Замечание. Для нелинейного оператора T ∈ F (E, F ) в слу-
чаях (2)–(4) нужно было бы различать возможности некоторым
существующим решениям нелинейного уравнения Tx = y быть
единственными, а некоторым — не единственными. Для линей-
ных уравнений Tx = y это невозможно. При y = 0 такое уравне-
ние называется однородным, а при y �= 0 неоднородным. Прообраз
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T−1(y) называется общим решением, а каждый x(y) ∈ T−1(y) —
частным решением. Общим решением однородного уравнения
Tx = 0 является ядро K(T ) = T−1(0) оператора T . Всегда суще-
ствующим частным решением однородного уравнения является
нулевое решение x(0) = 0. Взаимоотношения между этими реше-
ниями описывает

Предложение. Общее решение линейного уравнения
Tx = y равно сумме любого частного решения x(y) и общего ре-
шения K(T ) однородного уравнения Tx = 0: T−1(y) = x(y)+K(T ).

� В самом деле, если Tx(y) = y и z ∈ K(T ), то T (x(y) + z) =
Tx(y) + Tz = y + 0 = y. Значит, x(y) + K(T ) ⊆ T−1(y). Обратно,
для каждого x ∈ T−1(y) из равенств Tx = y и Tx(y) = y выте-
кает, что T (x − x(y)) = Tx − Tx(y) = y − y = 0. Следовательно,
x − x(y) = z ∈ K(T ) и x = x(y) + z ∈ x(y) + K(T ). Значит,
T−1(y) ⊆ x(y) + K(T ). �

Замечание. Каждые вектор a и подпространство N про-
странства E образуют линейное многообразие M = a + N в E.
Размерность N считается и размерностью M . Общее решение
T−1(y) = x(y) + K(T ) разрешимого линейного уравнения Tx = y
является линейным многообразием. Все эти многообразия имеют
одну и ту же размерность d(T ) = dimK(T ).

10. Линейный оператор T ∈ L (E, F ), для которого c(T ) <∞
и d(T ) < ∞, называется фредгольмовым. Разность i(T ) = c(T )−
d(T ) называется индексом фредгольмова оператора T . Равенство
i(T ) = 0 означает c(T ) = d(T ).

Примеры. 1) Если dimE < ∞ и dimF < ∞, то все операторы
T ∈ L (E, F ) фредгольмовы.

2) Пусть E = F и M — подпространство c размерностью dimM =

m < ∞. Рассмотрим тождественный оператор I и оператор S ∈ L (E) такой,
что R(S) ⊆ M и K(S) ⊇ E −M (Sx = 0 при x �∈ M). Оператор T = I − S

фредгольмов. В самом деле, 0 = Tx = x − Sx ⇒ x = Sx ∈ R(S) и поэтому
K(T) ⊆ R(S) ⊆ M , d(T) ≤ m < ∞. Если y �∈ M , то Ty = y − Sy = y − 0 = y

и y ∈ R(T). Следовательно, дополнение E−R(T) ⊆ M и c(T) = dimE/R(T) =

dim(E −R(T)) ≤ m < ∞. Дополнения E −X берутся по выбранной базе.

Вопрос. Есть ли в L (E) другие фредгольмовы операторы?

Рассмотрим пространства E, F с размерностями dimE < ∞
и dimF < ∞ и оператор T ∈ L (E, F ). Так как E и F конечно-
мерны, то оператор T фредгольмов. Для конечномерного случая
верна
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Лемма. i(T ) = dimF − dimE.

� Это сразу следует из равенств dimE = r(T ) + d(T ) и
dimF = r(T ) + c(T ). �

Следствие. c(T ) = d(T )⇔ dimF = dimE.

Рассмотрим произвольные пространства E, F и оператор T ∈
L (E, F ). Он может либо быть, либо не быть изоморфизмом.
В теореме п. 9 вторая возможность описывается случаями (2)–(4).
Для фредгольмова оператора T с индексом i(T ) = 0 возможен
только случай (4). Это выражает

Альтернатива Фредгольма. Фредгольмов оператор с ну-
левым индексом либо является изоморфизмом, либо ненакрываю-
щий и не взаимно однозначный.

� Если i(T ) = 0, то c(T ) = d(T ) = a. При a = 0 оператор T
является изоморфизмом пространства E на пространство F . При
a �= 0 оператор T не накрывающий и не взаимно однозначный. �

Предложение. Если dimE = dimF < ∞, то каждый T ∈
L (E, F ) либо является изоморфизмом, либо не накрывает F и не
взаимно однозначен.

� По доказанному из условия следует, что оператор T —
фредгольмов и i(T ) = 0. �

Пример. Возьмем пространства E = F = K∞
0 , стандартную базу {ei |

i ≥ 1}, натуральное число m, подпространство M = L{ei | 1 ≤ i ≤ m}
и семейство (αij) (1 ≤ i, j ≤ m) элементов поля K. Определим оператор
S ∈ L (K∞

0 ) равенствами Sei =
∑

1≤j≤m

αijej (1 ≤ i ≤ m), Sei = 0 (i > m).

Так как R(S) ⊆ M и K(S) ⊇ E−M , то оператор T = I−S фредгольмов.
Он либо изоморфизм (если det(δij − αij) �= 0), либо ненакрывающий и не
взаимно однозначный (если det(δij − αij) = 0). В частности, если αii = α

и αij = 0 (i �= j), то K(T) = M и R(T) = Mc (дополнение M по стандартной
базе) при α = 1 и K(T) = {0}, R(T) = E при α �= 1.

Упражнение. Вычислить индекс оператора T в примере.

Линейное уравнение Tx = y с фредгольмовым оператором T
называется фредгольмовым. Альтернатива для таких уравнений
формулируется следующим образом: если оператор T имеет ну-
левой индекс, то либо уравнение Tx = y корректно, либо оно
разрешимо не для всех y и уравнение Tx = 0 имеет ненулевые
решения.
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Замечание. Таким образом, при нулевом индексе единст-
венность решения однородного фредгольмова уравнения обеспе-
чивает существование решения для любой правой части (тоже
единственного).

2.2.3. Линейные функционалы

Линейными функционалами называются линейные операто-
ры со скалярными значениями. Они играют роль координат для
векторного пространства.

1. Пространство (K, E∗), векторами которого служат линей-
ные функционалы f : E → K, называется (алгебраическим) сопря-
женным для (K, E): E∗ = L (E,K).

Докажем несколько утверждений для сопряженных прост-
ранств. Для любых пространств (K, E) и (K, F ) верна

Лемма 1. E � F ⇒ E∗ � F ∗.
� Пусть T : E → F — линейный изоморфизм. Рассмотрим

отображение T ∗ : E∗ → F ∗, определяемое равенством T ∗g = gT
(g ∈ F ∗), которое эквивалентно (T ∗g)x = g(Tx) (x ∈ E).

Отображение T ∗ линейно: T ∗(g + h) = (g + h)T = gT + hT =
T ∗g + T ∗h, T ∗(αg) = (αg)T = α(T ∗g) (α ∈ K; g, h ∈ F ∗). Оно
взаимно однозначно: T ∗g = 0 ⇔ gT = 0 ⇔ g(Tx) = 0 (x ∈ E) ⇔
g(y) = 0 (y ∈ F ), так как T (E) = F . Кроме того, T ∗ накрывает
E∗: для каждого f ∈ E∗ верны равенства T ∗(fT−1) = (fT−1)T =
f(T−1T ) = f . �

Для пространства KI
0 финитных семейств элементов αi ∈ K

(i ∈ I) верна

Лемма 2.
(
KI

0

)∗ � KI .

� Каждое семейство a = (αi) ∈ KI определяет функционал
fa ∈

(
KI

0

)∗
со значениями fa(x) =

∑
αiξi, x =

∑
ξiei ((ξi) ∈ KI

0):
так как семейство x = (ξi) финитно, то множество ненулевых
слагаемых αiξi конечно. Функционал fa ∈

(
KI

0

)∗:

fa(αx+ βy) =
∑

αi(αξi + βηi) = α
∑

αiξi + β
∑

αiηi

= αfa(x) + βfa(y) (α, β ∈ K; x = (ξi), y = (ηi) ∈ KI
0).
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Отображение S : KI → (
KI

0

)∗, Sa = fa (a = (αi) ∈ KI) ли-
нейно:

S(αa+ βb)x =
∑

(ααi + ββi)ξi = (αSa+ βSb)x

(α, β ∈ K; a = (ξi), b = (ηi) ∈ KI , x = (ξi) ∈ KI
0).

Отображение S имеет нулевое ядро: Sa = 0 ⇔ ∑
αiξi = 0

(x = (ξi) ∈ KI
0) ⇔ αj =

∑
αiδij (j ∈ I ; суммирование по по-

вторяющемуся индексу i). Отображение S взаимно однозначно.
Отображение S накрывает

(
KI

0

)∗. В самом деле, каждый функ-
ционал f ∈ (KI

0

)∗
определяется своими значениями αi = f(ei) для

базовых семейств ei = (δij):

f(x) =
∑

αiξi (x = (ξi) =
∑

αiei ∈ KI
0).

Значит, f = Sa для a = (αi) ∈ KI . Таким образом, S является
изоморфизмом KI на

(
KI

0

)∗
. �

Следствие. Если dimE <∞, то E∗ � E.

� Пусть dimE = m < ∞. Так как Km
0 = Km, то E � Km

(п. 2.2.2, 5). По леммам 1 и 2 отсюда следует, что E∗ � (Km)∗ �(
Km

0

)∗ � E. �

Предложение 2. dimE ≤ dimE∗.
� Пусть {ei | i ∈ I} — база пространства E и e∗i ∈ E∗ опре-

деляется равенством e∗i (x) = ξi (x =
∑
ξiei ∈ E). Семейство{

e∗i | i ∈ I
}
линейно свободно. По лемме 2.2.1, 7 существует

база B∗ пространства E∗, содержащая это семейство. Следова-
тельно, dimE = |I | ≤ |B∗| = dimE∗. �

Пример. Пусть K = Q и I = N. Тогда
∣∣KI

0

∣∣ =
∣∣QN

0

∣∣ =
∑

|Qn| =

|Q| · |N| = |N| · |N| = |N| и множество финитных рациональных последова-
тельностей счетно. А по теореме Кантора |N| < |QN| = |KI | и множество
всех рациональных последовательностей несчетно. Изоморфизм невозможен
даже между множествами QN

0 и QN, а не только между пространствами.

Упражнение. Доказать, что dimE∗ = |Kdim E | и, следовательно,
dimE < dimE∗ при dimE = ∞.
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Замечание. Правила действий с кардинальными числами
[53, гл. V, §8, теорема 7] и теорема Кантора приводят к соотно-
шениям, верным для каждых бесконечных поля K и множества I :∣∣KI

0

∣∣ =
∑

|KK | = |K| · |I | (K ∈ K (I)), |I | < |KI |.

Здесь K (I) обозначает класс всех конечных частей множества I .
Используется равенство |KK | = |K| для |K| = ∞ [11, гл. III, § 6,
теорема 2 и следствие 1).

Замечание. Множество точек E пространства (K, E) с по-
мощью отображения a → χa (χa(a) = 1, χa(x) = 0 при x �= a,
a ∈ X , x ∈ X) вкладывается в векторное пространство F =
F (E,K) скалярных функций на E. Образ E содержится в подпро-
странстве F0 = F0(E,K) финитных функций, которое отделяет
точки E. Можно рассматривать сопряженные пространства F ∗

0
и F ∗. Подчеркнем, что индикаторы χa не являются линейными
функционалами на E (χa /∈ L (E,K)).

2. Сопряжение пространств можно продолжить и рассмо-
треть для E второе сопряженное пространство E∗∗ = (E∗)∗, со-
пряженное к первому.

Среди функционалов x∗∗ ∈ E∗∗ выделяются функционалы δx,
определяемые для x ∈ E равенством δx(x∗) = x∗(x) (x∗ ∈ E∗).
Рассмотрим отображение δ : E → E∗∗, при котором каждой точке
x ∈ E соответствует функционал δx ∈ E∗∗. Оно называется есте-
ственным вложением E в E∗∗. Отображение δ линейно и взаимно
однозначно. Образ δ(E) является подпространством простран-
ства E∗∗. Этот образ часто отождествляют с E и считают, что
E ⊆ E∗∗.

Верны неравенства dimE ≤ dimE∗ ≤ dimE∗∗. Если dimE
<∞, то dimE = dimE∗ = dimE∗∗ и E � E∗ � E∗∗.

Функционалы из ненулевого E∗ отделяют точки простран-
ства E: если a, b ∈ E и a �= b, то x∗a �= x∗b для некоторого
x∗ ∈ E∗ (для которого x∗(a − b) �= 0). Это позволяет использо-
вать значения функционалов E∗ в качестве координат точек E:
каждой точке a соответствует семейство (линейных) координат
x∗(a) ∈ K (x∗ ∈ E∗). При этом благодаря свойству функцио-
налов отделять точки, различным точкам a �= b соответствуют
различные семейства координат E∗a �= E∗b.

Замечание. Так как среди функционалов x∗ ∈ E∗ есть ли-
нейно зависимые, то семейство E∗a линейных координат можно
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было бы заменить меньшим семейством B∗a базовых координат
для любой базы B∗ пространства E∗. Но в общем случае при
dimE = ∞ известно только, что такие базы существуют. А при
m = dimE < ∞ так и поступают: как правило используют базо-
вые координаты e∗i (1 ≤ i ≤ m).

Каждое отделяющее точки пространства E подпространство
E ′ ⊆ E∗ назовем системой координат для E. Благодаря линей-
ности функционалов x′ ∈ E ′ подпространство E ′ является систе-
мой координат для E ессли для каждого z ∈ E, z �= 0 существует
x′ ∈ E ′ такой, что x′(z) �= 0 (x′ отделяет точку z от точки 0).

Пусть E ′ ⊆ E∗ — система координат для E. Рассмотрим
некоторую систему координат E ′′ ⊆ (E ′)∗ для E ′. В частности,
можно взять E ′′ = δ(E): если z �= 0, то δa(z) = z′(a) �= 0 для
некоторой точки a ∈ E. Отождествление E с δ(E) позволяет
в этом случае считать E системой координат для E ′ и говорить
о рефлексивности: повторный переход к координатам возвращает
к исходной точке. Условимся пространство E с системой коорди-
нат E ′ для E и системой координат E ′′ = δ(E) для E ′ называть
рефлексивным и обозначать (E,E ′) или тоже E, добавляя скаляр-
ное поле K, если нужно.

Пример. Если dimE < ∞, то E � E∗ и E′ = E∗, E′′ = E∗∗ определяют
рефлексивное пространство.

Замечание. Каждый функционал x′′ ∈ L (E ′,K) можно
продолжить до функционала x∗∗ ∈ L (E∗,K) с помощью равенств
x∗∗(x′ + z∗) = x′′(x′) для x′ ∈ E ′ и z∗ ∈ Z∗, где Z∗ = (E ′)c —
дополнение E ′ до E∗ по выбранной базе.

3. Рассмотрим пространства (K, E), (K, F ) и линейный опе-
ратор T ∈ L (E, F ). При переходе от точек к их координатам
этим пространствам и оператору соответствуют сопряженные
пространства (K, E∗), (K, F ∗) и оператор T ∗ ∈ L (F ∗, E∗), ко-
торый координаты точки Tx = y ∈ F переводит в координаты
точки x ∈ E. Определим соответствие T ∗ : F ∗ → E∗ равенством
T ∗y∗ = y∗T (y∗ ∈ F ∗). Заметим, что y∗T = x∗ ∈ E∗.

Лемма. T ∗ ∈L (F ∗, E∗).

� Соответствие T ∗ однозначно: T ∗y∗1 # x∗1 �= x∗2 ∈ T ∗y∗2 ⇒
y∗1(Ta) = x∗1a �= x∗2a = y∗2(Ta) для некоторого a ∈ E ⇒ y∗1 �= y∗2 .
Отображение T ∗ линейно: T ∗(α1y

∗
1 + α2y

∗
2

)
=
(
α1y

∗
1 + α2y

∗
2

)
T =

α1

(
y∗1T
)
+α2

(
y∗2T
)

= α1 ·T ∗y∗1 +α2 ·T ∗y∗2 (α1, α2 ∈ K; y∗1 , y
∗
2 ∈ F ∗). �



120 2.2. Линейная алгебра

Линейный оператор T ∗ называется сопряженным для T . Ра-
венства x∗a = (T ∗y∗)a = y∗(Ta) = y∗b показывают, что опера-
тор T ∗ переводит координату y∗b образа Ta = b ∈ F точки a ∈ E
в координату x∗a этой точки. Если R(T ∗) �= E∗, то при этом
получаются не все координаты точки a.

Примеры. 1) O∗ — нулевой оператор: O∗y∗ = y∗O = o∗ (y∗ ∈ F∗).

2) Пусть E = F и T = I . Тогда I∗ — тождественный оператор: I∗y∗ =

y∗I = y∗ (y∗ ∈ F∗).

Рассмотрим пространства (K, E), (K, F ), (K, G), операторы
T, U ∈L (E, F ) и V ∈ L (F,G), скаляры α, β ∈ K.

Теорема. (αT + βU)∗ = αT ∗ + βU∗, (V U)∗ = U∗V ∗.
� Действительно, (αT + βU)∗y∗ = y∗(αT + βU) = α(y∗T ) +

β(y∗U) = α · T ∗y∗ + β · U∗y∗ (y∗ ∈ F ∗) и (V U)∗z∗ = z∗(V U) =
(z∗V )U = (V ∗z∗)U = U∗(V ∗z∗) = (U∗V ∗)z∗ (z∗ ∈ G∗). �

Следствие. Если T — изоморфизм E на F , то T ∗ — изо-
морфизм F ∗ на E∗ и (T ∗)−1 = (T−1)∗.

� Применяя теорему к F = R(T ), G = E и U = T , V = T−1,
получаем T ∗(T−1)∗ = I∗ : E∗ → E∗. Точно так же, применяя
теорему к пространствам F, E = R(T−1), G = F и операторам
V = T−1 : F → E и U = T = V −1 : E → F , получаем (T−1)∗T ∗ =
(TT−1)∗ = I∗ : F ∗ → F ∗. �

Замечание. Если F �= R(T ), то T−1 : R(T ) → E при вза-
имной однозначности T : E → F и T ∗ : F ∗ → E∗, (T−1)∗ : E∗ →
R(T )∗, а соответствие (T ∗)−1 : R(T ∗) → F ∗ определено на подпро-
странстве R(T ∗) пространства E∗. Для того чтобы сравнивать
оператор (T−1)∗ с соответствием (T ∗)−1, нужно рассматривать
сужение (T−1)∗ на R(T ∗) и вложить R(T ∗) в F ∗, продолжая функ-
ционалы на R(T ) до функционалов на F .

Сопряжение операторов можно продолжать и рассматривать
второй сопряженный оператор T ∗∗ = (T ∗)∗ ∈ L (E∗∗, F ∗∗). При
естественном вложении пространств E, F в E∗∗, F ∗∗ и отождест-
влении x = x∗∗, y = y∗∗ сужение оператора T ∗∗ можно отожде-
ствить с T :

Tx = y ⇒ x∗ = T ∗y∗ ⇒ T ∗∗x∗∗ = y∗∗.

Если dimE = dimF < ∞, то при таком отождествлении
T ∗∗ = T .
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4. Выберем в пространстве (K, E), (K, F ) базы A =
{ai | i ∈ I}, B = {bj | j ∈ J}. Рассмотрим произвольные век-
торы x =

∑
ξiai ∈ E, y =

∑
ηjbj ∈ F и оператор T ∈ L (E, F ).

Благодаря линейности T равенство Tx = y эквивалентно равен-
ствам

Tx =
∑

ξiTai =
∑
j

(∑
i

ξiαij

)
bj ,

Tai =
∑
j

αijbj, ηj =
∑
i

ξiαij .

Семейство M = (αij) называется матрицей оператора T в ба-
зах A, B. По определению, M : I × J → K. Элементы ма-
трицы M будем также обозначать α(i, j). Частные отображе-
ния α(i, ·) : J → K и α(·, j) : I → K называются соответственно
i-й строкой и j-м столбцом матрицы M . Это связано с тради-
ционной записью матрицы в виде таблицы. Как семейства ко-
ординат образов Tai базовых векторов ai строки α(i, ·) являются
финитными семействами. Семейство координат (ξi) вектора x
также финитно. Поэтому во всех выписываемых суммах множе-
ства ненулевых слагаемых конечны.

Условимся финитные семейства координат

ξ = {ξ(1, i) = ξi | i ∈ I}, η = {η(1, j) = ηj | j ∈ J}

называть координатными строками. По определению, ξ ∈ KI
0,

η ∈ KJ
0 и α(i, ·) ∈ KI

0, α(·, j) ∈ KI (столбцы матрицы M могут не
быть финитными).

Действия с операторами определяют действия с матрицами.
Сложение и умножение на скаляр производится поэлементно:

α(αij) + β(βij) = (ααij + ββij)

для α, β ∈ K и M = (αij), N = (βij). Умножение строки на
матрицу производится по правилу строка на столбец:

η = ξM ⇐⇒ ηj = ξ · α(·, j)⇔ ηj =
∑
i

ξiαij .
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Это же правило применяется при умножении матрицы на ма-
трицу. Рассмотрим множества I , J, K и матрицы M = (αij),
N = (βjk), i ∈ I , j ∈ J, k ∈ K. Произведением матриц M , N
с финитными строками называется матрица MN = (γik) с эле-
ментами

γ(i, k) = α(i, ·) · β(·, k)⇔ γik =
∑
j

αijβjk.

Финитность α(i, ·) обеспечивает суммирование, а финитность
β(j, ·) — финитность строк γ(i, ·). Заметим, что γ(i, ·) = α(i, ·) ·N ,
γ(·, k) = M · β(·, k).

Когда нужно явно отметить множества индексов или их мощ-
ности, матрицу M : I × J → K называют I × J- или |I | × |J|-
матрицей. Иногда рассматривают матрицы с нескалярными эле-
ментами. Часто эти элементы сами являются матрицами.

5. Рассмотрим пример с числами Гаусса. Пусть I = J =
{1, 2} и K = Q. Рассмотрим множество M (2, 2) всех 2×2-матриц,
элементами которых являются рациональные числа. Выделим
матрицы

1 =
(

1 0
0 1

)
, i =

(
0 1

−1 0

)
и рассмотрим множество C(Q) их линейных комбинаций

c = α1 + βi =
(

α β
−β α

)
(α, β ∈ Q).

Будем отождествлять скалярную матрицу α1 с ее коэффициен-
том α и обозначать тоже α. Тогда c = α + βi. Матрица i назы-
вается мнимой единицей.

Применяя правила действий с матрицами, легко проверить,
что (C(Q),+, ·) является полем:

c1 + c2 = (α1 + α2) + (β1 + β2)i,
c1c2 = (α1α2 − β1β2) + (α1β2 + α2β1)i,

c−1 = (α2 + β2)−1(α− βi) (c �= 0 ⇔ α2 + β2 �= 0)

и выполняются законы коммутативности, ассоциативности и дис-
трибутивности. Поле Q вкладывается в C (Q) с помощью отобра-
жения α → α1 (α ∈ Q). Отождествляя Q с Q1, можно сказать,
что C(Q) = Q + Qi. Числа Qi называются мнимыми.
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Каждая 2×2-матрица с элементами из Q описывает линейное
преобразование плоскости Q×Q. Векторы e1 = (1, 0) и e2 = (0, 1)
составляют ее базу. Можно рассматривать матрицы линейных
преобразований в этой базе. Скалярные матрицы α1 описывают
гомотетии плоскости Q×Q. Матрица i описывает поворот плос-
кости Q× Q, при котором e1 → e2 и e2 → −e1:

e1i = (1, 0)
(

1 0
0 1

)
= (0, 1) = e2,

e2i = (0, 1)
(

0 1
−1 0

)
= (−1, 0) = −e1

(поворот на прямой угол против часовой стрелки). Числа
Гаусса описывают преобразования плоскости Q×Q, являющиеся
линейными комбинациями тождественного преобразования с та-
ким поворотом. Заметим, что

i2 =
(

0 1
−1 0

)(
0 1

−1 0

)
=
(−1 0

0 −1

)
= −

(
1 0
0 1

)
= −1.

Мнимая единица i является решением уравнения i2 + 1 = 0.
Поле K, в котором

∑
α2
i = 0 эквивалентно αi = 0 для каж-

дого непустого конечного семейства элементов αi, называется по-
лем вещественного типа. Эквивалентное условие:

∑
β2
i �= −1

для любого конечного семейства βi ∈ K. Поле Q рациональных
чисел является полем вещественного типа. Это следует из упо-
рядоченности поля Q и согласованности порядка с операциями:
если в конечном семействе рациональных чисел αi есть число
αi(0) = α �= 0, то

∑
α2
i ≥ α2 > 0.

Поле C(Q) не вещественного типа. Для каждого поля K веще-
ственного типа можно по аналогии с C(Q) определить поле C(K),
образованное 2 × 2-матрицами с элементами из K. Оно тоже не
будет полем вещественного типа и в нем уравнение x2 + 1 = 0
тоже будет иметь решение. Вещественный тип поля K нужен
для определения обратных элементов в C(Q) с использованием
(α2 + β2)−1 для α, β ∈ K. Поле C(Q) можно назвать полем ком-
плексного типа.

6. Рассмотрим пространства (K, E), (K, F ), (K, G), простран-
ства операторов L (E, F ), L (F,G) и пространства имеющих фи-
нитные строки матриц M (I, J), M (J,K) для множеств индексов
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I , J, K баз A = {ai | i ∈ I}, B = {bj | j ∈ J}, C = {ck | k ∈ K}
пространств E, F , G.

Пусть операторам T, U ∈ L (E, F ) и V ∈ L (F,G) при вы-
бранных базах соответствуют матрицы matT = M = (αij),
matU = N = (βij), matV = P = (γjk). Для операторов и для
матриц в п. 4 были определены сложение, умножение на скаляр
и умножение (при подходящих строках и столбцах).

Лемма. Соответствие L (E, F ) → M (I, J) является со-
храняющим операции изоморфизмом векторных пространств.

� Рассмотрим равенства Tai =
∑
j

αijbj , Uai =
∑
j

βijbj ,

V bj =
∑
k

γjk и Tx =
∑
j

(∑
i

ξiαij

)
bj, Ux =

∑
j

(∑
i

ξiβij

)
bj ,

V y =
∑
k

(∑
j

ηjγjk

)
ck для x =

∑
ξiai, y =

∑
ηjbj . Первые три ра-

венства по операторам T , U , V определяют их матрицыM , N , P .
Существование элементов αij , βij, γjk обеспечивается базами
A, B, C. При этом разным операторам соответствуют разные
матрицы: если T �= U , то Tai(0) �= Uai(0) для некоторого индекса
i(0) ∈ I и, следовательно, αi(0)j(0) �= βi(0)j(0) для некоторого ин-
декса j(0) ∈ J, а значит, M �= N .

Равенства для Tx и Ux по матрицам определяют операторы
T, U ∈L (E, F ). Таким образом, mat взаимно однозначно отобра-
жает L (E, F ) на M (I, J). Равенства

mat(αT + βU) = α ·matT + β ·matU,
mat(V U) = (matU)(matV )

следуют из определения действий с операциями и матрицами. �
Замечание. При переходе от композиции операторов к про-

изведению их матриц порядок множителей меняется. Это соот-
ветствует равенствам (V U)x = V (Ux) = (xN )P = x(NP ) (x ∈ E).

Пусть E = F = G, L (E, F ) = L (F,G) = L , A = B = C,
I = J = K и M (I, J) = M (J,K) = M . Тогда из леммы вытекает

Следствие. Соответствие mat: L → M является анти-
симметричным изоморфизмом алгебры операторов L на алгебру
матриц M .
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Антисимметричность изоморфизма означает перестановку
множителей в произведении. Антисимметричные изоморфизмы
называют антиизоморфизмами. При равных множествах индек-
сов матрицы называются квадратными.

7. Для сопряженного пространства E∗ удобно обобщить по-
нятие базы.

Выберем базу A = {ei | i ∈ I} в пространстве (K, E). Каждый
базовый вектор ei определяет функционал e∗i ∈ E∗, e∗i (x) = ξi
(x =

∑
ξiei ∈ E). Сопряженное пространство E∗ изоморфно про-

странству KI семейств αi ∈ K (i ∈ I). Каждое такое семейство
определяет обобщенную линейную комбинацию f =

∑
αie

∗
i функ-

ционалов e∗i :

fx =
∑

αi
(
e∗i x
)

=
∑

αiξi (x =
∑

ξiei).

Так как семейство координат ξi вектора x финитно, то множество
ненулевых слагаемых в этих суммах конечно, хотя семейство ко-
эффициентов αi может и не быть финитным.

Функционалы e∗i составляют обобщенную базу A∗ =
{
e∗i |

i∈ I} пространства E∗ и называются базовыми. Говорят, что об-
общенная база A∗ сопряжена с A. Если dimE <∞, то A∗ являет-
ся обычной базой пространства E∗. Назовем мощность dim∗E∗ =
|A∗| = dimE обобщенной размерностью сопряженного простран-
ства E∗. Если dimE <∞, то dim∗E∗ = dimE∗. Если dimE = ∞,
то dim∗ E∗ < dimE∗. Из-за несчетной размерности с обычной
базой пространства E∗ трудно иметь дело. При счетной базе
пространства E также лучше использовать счетную обобщенную
базу сопряженного пространства E∗.

Так как E∗ = L (E, F ) при F = K и dimF = 1, то ма-
трицей функционала f =

∑
αie

∗
i в базах A = {ei | i ∈ I} и

B = {1} является |I | × 1-матрица (столбец) mat f = f t с эле-
ментами α(i, 1) = αi (i ∈ I). Благодаря изоморфизму E∗ � KI

функционал f =
∑
αie

∗
i можно отождествить с его координатной

строкой (1 × |I |-матрицей) mat f = {α(i, 1) = αi | i ∈ I}. Стол-
бец f t получается транспонированием t этой строки. Точно так
же вектор x =

∑
ξiei можно отождествить с его координатной

строкой matx = {ξ(i, 1) = ξi | i ∈ I}. Скаляр α ∈ K отождеств-
ляется с 1× 1-матрицей (α): matα = α.

При этих соглашениях для каждых f ∈ E∗ и x ∈ E верны
равенства

fx = mat(fx) = matx ·matf = ξf t.
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А для оператора T ∈ L (E, F ), его матрицы M в базах A ⊆ E
и B ⊆ F , векторов x ∈ E и Tx = y ∈ F , их координатных
семейств ξ = (ξi) и η = (ηj) в базах A и B верны равенства

η = mat(Tx) = matx ·matT = ξM.

Добавляя оператор V ∈ L (F,G), его матрицу P в базах B и C,
вектор V y = z ∈ G, его координатную строку mat z = ζ в базе C,
получим равенства ζ = mat((V T )x) = matx · matT · matV =
ξ(MP ).

Замечание. МатрицыM , P имеют финитные строки и про-
извольные столбцы. Финитность строк обеспечивает возмож-
ность умножать матрицы по правилу строка на столбец. Если
определить подходящим образом суммы

∑
γjδj для некоторых

не обязательно финитных семейств, то можно определить про-
изведение MN = (γik) с элементами γik =

∑
αijβjk для матриц

M = (αij), N = (βjk) более общего вида. Это бывает нужно
при обобщениях понятия базы векторного пространства и соот-
ветствующих матричных представлениях операторов. Но в этом
пункте рассматриваются только матрицы, все строки которых
или все столбцы финитны.

8. Рассмотрим: оператор T ∈ L (E, F ), его матрицу M =
(αij) в базах A = (ai) ⊆ E и B = (bj) ⊆ F , сопряженный опе-
ратор T ∗ ∈ L (F ∗, E∗), его матрицу M∗ = (αji) в сопряжен-
ных базах B∗ = (b∗j) и A∗ = (a∗i ), транспонированную матрицу
M t = (αtji) с элементами α

t
ji = αij . Строки матрицы M служат

столбцами M t, а столбцы M — строками M t: αt(·, i) = α(i, ·),
αt(j, ·) = α(·, j).

Предложение. M∗ = M t.

� По определению, T ∗y∗ = y∗T (y∗ ∈ F ∗). Следовательно,
α∗
ji =

∑
k

α∗
jk

(
a∗kai

)
=
(∑

k

α∗
jka

∗
k

)
ai =

(
Tb∗j
)
ai =

(
b∗jT
)
ai =

b∗j (Tai) = b∗j
(∑

l

αilbl

)
=
∑
l

αilb
∗
jbl = αij = αtji. �

Для координатных строк η∗, ξ∗ функционалов y∗ ∈ F ∗,
T ∗y∗ = x∗ ∈ E∗ верно равенство ξ∗ = η∗M∗. По доказанному,
оно эквивалентно ξ∗ = η∗M t.

Замечание. Так как строки M финитны, то столбцы M t

финитны и произведение η∗M∗ = η∗M t определено для произ-
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вольных семейств η∗ ∈ KJ . А так как строки M t, являясь столб-
цами M , могут не быть финитными, то и семейства ξ∗ = η∗M∗ =
η∗M t ∈ KI могут не быть финитными.

Матричную запись можно использовать и для баз A, B,
B∗, A∗, считая их столбцами с элементами a(i, 1) = ai, b(j, 1) = bj ,
b∗(j, 1) = b∗j , a

∗(i, 1) = a∗i . Применяя правило умножения строка
на столбец, можно векторы x =

∑
ξiai ∈ E, y =

∑
ηjbj ∈ F и

функционалы y∗ =
∑
η∗j b

∗
j ∈ F ∗, x∗ =

∑
ξ∗i a

∗
i ∈ E∗ выразить че-

рез их координатные строки ξ = (ξ(i, 1) = ξi), η = (η(j, 1) = ηj)
и η∗ =

(
η∗(j, 1) = η∗j

)
, ξ∗ =

(
ξ∗(i, 1) = ξ∗i

)
в матричной форме:

x = ξA, y = ηB и y∗ = η∗B∗, x∗ = ξ∗A∗. В этой форме просто
записать и образы баз (для правой записи операторов xT = y,
y∗T ∗ = x∗): AT = MB, B∗T ∗ = M∗B∗. При транспониро-
вании и левой записи оператора Tx = y получается равенство
TAt = BtM t.

Упражнение. Проверить равенства M∗ = T∗B∗At=B∗TAt = B∗BtM t

= M t.

E
T−−−−→ F

K

⏐⏐� ⏐⏐�L
KI

0 −−−−→
M

KJ
0

9. Равенство ξM = η позволяет ото-
ждествить матрицуM ∈ M (I, J) с операто-
ром M ∈ L

(
KI

0,K
J
0

)
. Будем использовать

левую запись операторов. Рассмотрим изо-
морфизмы K ∈ L

(
E,KI

0

)
и L ∈ L

(
F,KJ

0

)
,

определяемые равенствами Kx = ξ и Ly= η.
Связь между операторами K, L, M , T поясняет диаграмма.

Из определений следуют равенства T = L−1MK, M =
LTK−1. При транспонировании и правой записи получаются ра-
венства M tξt = ηt и T = KM tL−1, M t = K−1TL.

Упражнение. Проверить равенства для T , M и T , M t.

KI
0

M∗
←−−−− KJ

0

K∗
�⏐⏐ �⏐⏐L∗

E∗ ←−−−−
T∗

F ∗

Равенства η∗M∗ = ξ∗ позволяют ото-
ждествить матрицу M∗ ∈ M (J, I) с опе-
ратором M∗ ∈ L (KJ ,KI). По-прежнему
будем использовать левую запись опера-
торов. Рассмотрим изоморфизмы L∗ ∈
L (F ∗,KJ) и K∗ ∈ L (E∗,KI), определя-
емые равенствами L∗y∗ = η∗ и K∗x∗ = ξ∗.
Связь между операторами M∗, L∗, K∗, T ∗ поясняет диаграмма.

Из определений следуют равенства T ∗ = (K∗)−1M∗L∗, M∗ =
K∗T ∗(L∗)−1. Так как M∗ = M t, то в этих равенствах можно
заменить M∗ на M t.
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Упражнение. Используя тождественное вложение ϕ : KI
0 → KI и

ψ : KJ
0 → KJ , вывести равенства для T и M из равенств для T∗ и M∗.

Замечание. Использование различных способов записи дей-
ствий с операторами и матрицами иногда приводит к путанице.
Но каждый из них имеет свои преимущества.

2.2.4. Скалярные произведения

Скалярное произведение определяет геометрию векторного
пространства.

1. Рассмотрим векторные пространства (K, X), (K, Y ),
(K, Z), отображение p : X×Y → Z и частные отображения p(·, b) :
X → Z, p(a, ·) : Y → Z (a ∈ X , b ∈ Y ). Если отображения
p(·, b), p(a, ·) линейны, то отображение p = p(·, ·) называется би-
линейным. Будем называть билинейные функции произведениями
и записывать их значения мультипликативно: p(x, y) = xy ∈ Z
(x ∈ X , y ∈ Y ). Вместо xy иногда пишут yx. Обозначим B =
B(X × Y, Z) множество билинейных отображений p : X × Y → Z.
Оно является частью множества F = F (X × Y, Z) всех отобра-
жений f : X × Y → Z.

Лемма. (K,B) является подпространством векторного
пространства (K,F ).

� Пусть α, β ∈ K и p, q ∈ B. Тогда (αp+ βq)(·, b) = αp(·, b) +
βq(·, b) ∈ L (X,Z) и (αp+ βq)(a, ·) = αp(a, ·) +βq (a, ·) ∈ L (Y, Z)
(a ∈ X , b ∈ Y ). Значит, αp+ βq ∈ B. �

Если Z = K, то произведения p : X×Y → K изB(X×Y,K) на-
зываются скалярными. Произведение p : X×X → Z, для которого
p(x, y) = p(y, x) (x ∈ X , y ∈ Y ), называется симметричным. Если
p(x, x) �= 0 при x �= 0, то произведение p : X ×X → Z называется
невырожденным. В мультипликативной форме определяющие со-
отношения имеют вид: xy = yx, x2 = xx �= 0.

Примеры. 1) X = Y = Z = K и p(ξ, η) = ξη — произведение скаляров.
2) X = Y = Z = E — векторная алгебра и p(x, y) = xy — произведение
векторов. 3) X = E, Y = E∗, Z = K и p(x, f) = f(x) = xf — значение
линейного функционала f ∈ E∗ в точке x ∈ E. 4) X = E, Y = L (E, F ),

Z = F и p(x, T) = Tx = xT — значение линейного оператора T ∈ L (E, F )

в точке x ∈ E. 5) X = L (E, F ), Y = L (F, G), Z = L (E,G) и p(T, U) = UT —

композиция операторов (UTx = U(Tx) ∈ G, x ∈ E).
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Вместе с пространством B = B(X × Y, Z) билинейных ото-
бражений p : X × Y → Z рассмотрим пространство L =
L (X,L (Y, Z)) линейных операторов T : X → L (Y, Z). Рассмо-
трим еще отображение ϕ : L → B, определяемое равенством
ϕ(T )(x, y) = (Tx)y (x ∈ E, Tx ∈ L (Y, Z), y ∈ Y , (Tx)y ∈ Z).

Предложение. Отображение ϕ является изоморфизмом
(K,L ) на (K,B).

� 1) Пусть p ∈ B. Положим Tx = p(x, ·) ∈ L (Y, Z). Так как
p(·, y) ∈ L (X,Z), то T ∈ L . Кроме того, (Tx)y = p(x, y). Значит,
ϕ(T ) = p и ϕ отображает L на B.

Если S, T ∈ L и S �= T , то Sa �= Ta при некотором a ∈ X .
Следовательно, (Sa)b �= (Ta)b при некотором b ∈ Y , ϕ(S) �= ϕ(T )
и ϕ взаимно однозначно.

2) Для каждых α, β ∈ K и S, T ∈ L верны равенства

ϕ(αS + βT )(x, y) = ((αS + βT )x)y
= α(Sx)y + β(Tx)y = αϕ(S)(x, y) + βϕ(T )(x, y).

Значит, ϕ(αS+βT ) = αϕ(S)+βϕ(T ) и отображение ϕ линейно. �
Замечание. Изоморфизм L � B позволяет заменять по-

вторные линейные отображения T ∈ L билинейными отображе-
ниями p ∈ B. Это часто бывает удобно.

2. Рассмотрим пространства (K, E), (K, E∗) и скалярное про-
изведение p(x, x∗) = x∗(x) = xx∗ (x ∈ E, x∗ ∈ E∗). Если xx∗ = 0,
то будем говорить, что функционал x∗ ортогонален вектору x,
и писать x ⊥ x∗. Ортогональность множества X∗ ⊆ E∗ множе-
ству X ⊆ E означает, что x ⊥ x∗ для каждых x∗ ∈ X∗, x ∈ X .
В этом случае пишут X ⊥ X∗. Если X = {x} или X∗ = {x∗}, то
пишут x ⊥ X∗ или X ⊥ x∗.

Пример. Выберем базу A = (ai) ⊆ E и возьмем сопряженную ей базу

A∗ = (a∗i ) ⊆ E∗ (i ∈ I). По определению, aia
∗
k = δik и, значит, ai ⊥ a∗k при

i �= k (i, j ∈ I).
Рассмотрим пространства (K, E) и (K, F ), произвольные ба-

зы A = (ai) и B = (bj) для E и F , векторы x =
∑
ξiai ∈ E

и y =
∑
ηjbj ∈ F (i ∈ I , j ∈ J). Равенство p(x, y) =

∑
ij

ξiγijηj

определяет скалярное произведение p ∈ B(E × F,K) с матрицей
C = (γij) в базах A = (ai) и B = (bj). Элементы матрицы C
равны скалярным произведениям базовых векторов: γij = aibj
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(i ∈ I , j ∈ J). Она определяет таблицу умножения для скаляр-
ного произведения p. В частности, если E = F , A = B и γij = δij ,
то xy = ξηt =

∑
ξiηi. Обычно требуется, чтобы матрица C обла-

дала определенными свойствами. Если E = F , то скалярное про-
изведение называется внутренним.

При E = F база A = (ai), для которой aiaj = δij , называется
ортонормальной.

Вопрос. Во всяком ли векторном пространстве со скалярным произве-
дением существует ортонормальная база?

3. Рассмотрим рефлексивное пространство (E,E ′). Для каж-
дых множеств X ⊆ E, X ′ ⊆ E ′ определены ортогональные допол-
нения

X⊥ = {x′ | xx′ = 0 (x ∈ X)} ⊆ E ′,

X ′⊥ = {x | x′x = 0 (x′ ∈ X ′)} ⊆ E.

Во втором равенстве используются отождествления x′′ = δx = x
и E ′′ = δ(E) = E. Рассмотрим еще рефлексивное пространство
(F, F ′) с теми же скалярами и отождествлением y′′ = y, F ′′ = F .
Возьмем оператор T ∈ L (E, F ) такой, что y′T = x′ ∈ E ′ для
каждого y′ ∈ F ′. Определим оператор T ′ ∈ L (F ′, E ′) равенством
T ′y′ = y′T (y′ ∈ F ′). Назовем его сопряженным для T (как и T ∗,
сужением которого на F ′ является T ′).

Упражнение. Проверить линейность оператора T ′.

Заметим, что x′′T ′ = y′′ ∈ F ′′ для каждого x′′ ∈ E ′′. Это по-
зволяет определить оператор T ′′ = (T ′)′ ∈ L (E ′′, F ′′) равенством
T ′′x′′ = x′′T ′ (x′′ ∈ E ′′). Он называется вторым сопряженным
для T (как и T ∗∗). Отождествления E ′′ с E и F ′′ с F позволяют
считать T ′′ = T и писать Tx = xT ′ вместо T ′′x′′ = x′′T ′.

Рассмотрим образ R(T ) ⊆ F , его ортогональное дополнение
R(T )⊥ ⊆ F ′ и ядро K(T ′) ⊆ F ′.

Лемма. R(T )⊥ = K(T ′), R(T ′)⊥ = K(T ).
� Из определений следует, что y′ ∈ R(T )⊥ ⇔ yy′ = 0 (y ∈

R(T )) ⇔ x(y′T ′) = x(Ty′) = (xT )y′ = 0 (x ∈ E) ⇔ T ′(y′) = 0 ⇔
y′ ∈ K(T ′).

Так как T ′′ = T , то второе равенство следует из первого. �
Упражнение. Доказать равенство R(T ′)⊥ = K(T) непосредственно, не

используя R(T)⊥ = K(T ′).
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4. Для того чтобы пояснить алгебраическую сторону дела,
включим в определение фредгольмова оператора T ∈ L (E, F )
кроме неравенств c(T ) <∞ и d(T ) <∞ еще равенства

dimF/R(T ) = dimR(T )⊥, dimE ′/R(T ′) = dimR(T ′)⊥.

Упражнение. Найти условия, при которых F/N � N⊥ для подпро-
странства N пространства F .

Замечание. Если dimE < ∞ и dimF < ∞, то каждый опе-
ратор T ∈ L (E, F ) фредгольмов при E ′ = E∗ и F ′ = F ∗. Суще-
ствуют еще важные классы пространств и операторов, для кото-
рых верны равенства, включенные в определение.

Рассмотрим c(T ) = dimF/R(T ), d(T ) = dimK(T ), c(T ′) =
dimE ′/R(T ′), d(T ′) = dimK(T ′).

Предложение. Для фредгольмова оператора T верны ра-
венства c(T ′) = d(T ) и d(T ′) = c(T ).

� Они сразу следуют из равенств леммы п. 3 и включенных
в определение фредгольмова оператора. �

Следствие. Если оператор T фредгольмов, то сопряжен-
ный оператор T ′ тоже фредгольмов и i(T ′) = −i(T ).

В частности, i(T ′) = 0 ⇔ i(T ) = 0.
5. Операторы T ∈ L (E, F ) и T ′ ∈ L (F ′, E ′) определяют

уравнения

Tx = y, (1)
Tx = 0, (2)
T ′y′ = x′, (3)
T ′y′ = 0′ (4)

(x ∈ E; y, 0 ∈ F ; y′ ∈ F ′; x′, 0′ ∈ E ′). Корректность уравне-
ний (1) и (3) означает существование и единственность реше-
ния при каждой правой части. Уравнения (2) и (4) корректны,
если они имеют только нулевые решения (корректность сводится
к единственности решения). Связь между этими уравнениями для
фредгольмовых операторов T и T ′ описывают три классические
теоремы Фредгольма.
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Теорема 1 (о корректности). Пусть фредгольмов опера-
тор T имеет индекс i(T ) = 0. Тогда либо все уравнения (1)–(4)
корректны, либо ни одно из них не корректно.

� Если i(T ) = 0, то i(T ′) = 0 и c(T ) = d(T ), d(T ′) = c(T ′). Из
этих равенств и равенств предложения п. 4 следует, что c(T ′) =
d(T ) = d(T ′) = c(T ) = a. Если a = 0, то все уравнения (1)–(4) кор-
ректны (2.2.3,10). Если a �= 0, то ни одно из них не корректно. �

Пусть еще R(T ) = R(T )⊥⊥. Тогда из леммы п. 3 следует

Теорема 2 (о существовании решений). Уравнение (1)
имеет решения ессли его правая часть ортогональна каждому
решению уравнения (4).

� Утверждение теоремы эквивалентно равенству R(T ) =
K(T ′)⊥. Оно следует из R(T ) = R(T )⊥⊥ и R(T )⊥ = K(T ′). �

Упражнение. Проверить необходимость условия R(T) = R(T)⊥⊥ .

Замечание. Аналогичное утверждение верно для двойст-
венных уравнений (3) и (2).

Теорема 3 (о числе решений). Пусть фредгольмов опера-
тор T имеет индекс i(T ) = 0. Тогда уравнения (2) и (4) имеют
одно и то же конечное число линейно независимых решений.

� Сформулированное утверждение эквивалентно соотноше-
нию d(T ) = d(T ′) < ∞. Равенство размерностей d(T ) и d(T ′)
при i(T ) = 0 было выведено при доказательстве теоремы 1, а их
конечность следует из фредгольмовости операторов T и T ′. �

Замечание. Если dimE = dimF < ∞, то E � E ′ � F ′ � F
при естественных вложениях и E ′ = E∗, F ′ = F ∗. В этом случае
каждый оператор T ∈ L (E, F ) вместе со своим сопряженным
оператором T ′ ∈ L (F ′, E ′) фредгольмовы и i(T ) = i(T ′) = dimF−
dimE = 0. Для них верны все три теоремы Фредгольма.

6. Рассмотрим рефлексивное пространство (E,E ′). Для каж-
дого подпространства M ⊆ E можно определить замыкание

–
M =

M⊥⊥ = (M⊥)⊥ ⊆ E. Если M = –
M , то подпространство M

называется замкнутым.
Примеры. 1) Пусть M = {0}. Тогда M⊥ = E′, –

M = (E′)⊥ = {0} = M ,
так как x′x = xx′ = 0 (x′ ∈ E′) ⇔ x = 0 вследствие отделимости точек x ∈ E
(если x �= 0, то x′0(x) �= 0 для некоторого x′0 ∈ E′). Нулевое подпространство
M = {0} рефлексивного пространства E замкнуто.

2) Пусть M = E. Тогда M⊥ = {0′} и
–
M⊥ = {0′}⊥ = E = M , так как

0′x = x0′ = 0 (x ∈ E). Все рефлексивное пространство M = E замкнуто.
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Упражнение. Проверить замкнутость подпространств конечномерного
пространства.

7. Рассмотрим рефлексивное пространство (E,E ′) и подпро-
странства M,X ⊆ E. Из определений следует, что M ⊆ –

M :
x ∈ M ⇒ xx′ = x′x = 0 (x′ ∈ M⊥) ⇒ x ∈ M⊥⊥ = –

M . А так как
X ⊆ M ⇒ X⊥ ⊇ M⊥ ⇒ X⊥⊥ ⊆ M⊥⊥, то X ⊆ M ⇒ –

X ⊆ –
M .

Кроме того, –
M⊥ = M⊥. В самом деле, M ⊆ –

M ⇒ –
M⊥ ⊆ M⊥.

Вместе с тем, M⊥ ⊆ (M⊥)⊥⊥ = (M⊥⊥)⊥ = –
M⊥.

Упражнения. 1) Доказать, что пересечение M = ∩Mi семейства
замкнутых подпространств Mi ⊆ E замкнуто. 2) Доказать, что замыка-
ние

–
M равно пересечению всех замкнутых подпространств E, содержащих

подпространство M . 3) Доказать равенство
=
Mme =

–
M .

Заметим еще, что M = –
M ессли M = X ′⊥ для некоторого

X ′ ⊆ E ′. В самом деле, если M = –
M = M⊥⊥, то X ′ = M⊥.

Обратно, если M = X ′⊥, то –
M = M⊥⊥ = X ′⊥⊥⊥ = X ′⊥ = M .

Лемма. (X +M)⊥ = X⊥ ∩M⊥.
� Пусть x′ ∈ X⊥ ∩ M⊥. Тогда xx′ = 0 (x ∈ X), yx′ = 0

(y ∈ M) и, следовательно, (x + y)x′ = xx′ + yx′ = 0 (x + y ∈
X + M), x′ ∈ (X + M)⊥, X⊥ ∩M⊥ ⊆ (X + M)⊥. Обратно, пусть
x′ ∈ (X + M)⊥. Так как X ⊆ X + M и M ⊆ X + Y , то x′ ∈ X⊥,
x′ ∈M⊥, x′ ∈ X⊥ ∩M⊥, (X + M)⊥ ⊆ X⊥ ∩M⊥. �

8. Предположим, что подпространство M конечномерно,
возьмем его базу A = (ai) и ее дополнение B = (bj) до базы
пространства (K, E). Семейство A∗ ∪B∗ =

(
a∗i , b

∗
j

)
является обоб-

щенной базой сопряженного пространства E∗.

Лемма. Если dimM <∞, то codimM⊥ = dimM .
� Доказательство сводится к решению системы линейных

уравнений. Так как aib∗j = 0 для всех i, j, то M⊥ = {x′ ∈ E ′ |
aix

′ = 0 (ai ∈ A)} (x′ ⊥ M ⇔ x′ ⊥ A). Рассмотрим оператор
T ∈ L (E ′,KA), Tx′ = Ax′ = (aix′). По предложению п. 2.2.2, 8
из равенства M⊥ = K(T ), линейной независимости векторов ai
и отделимости (E,E ′) следует, что R(T ) = KA и codimM⊥ =
codimK(T ) = dimR(T ) = |A| = dimM . �

Замечание. Равенство dimR(T ) = |A| при переходе к ма-
трицам означает, что число линейно независимых строк матрицы
равно числу линейно независимых столбцов.

Упражнение. Доказать равенство R(T) = KA подробно.
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Предложение. M= –
M , codimM<∞⇒codimM=dimM⊥.

� В п. 2.2.2, 8 было доказано, что dimM + codimM = dimE
и M + X = E, M ∩X = {0} для некоторого подпространства X ,
изоморфного E/M . По условию dimX = codimM <∞. Из леммы
п. 7 следует, что X⊥ ∩M⊥ = (X + M)⊥ = E⊥ = {0′}. Поэтому
сужение ϕ : M⊥ → E ′/X⊥ взаимно однозначно: ϕ(x′) = x′ +X⊥ =
y′+X⊥ = ϕ(y′) ⇒ x′−y′ ∈ X⊥∩M⊥ = {0′} ⇒ x′ = y′ (x′, y′ ∈M⊥).
Значит, M⊥ � ϕ(M⊥) и dimM⊥ = dimϕ(M⊥) ≤ codimX⊥. Так
как dimX < ∞, то по лемме codimX⊥ = dimX . Следовательно,
dimM⊥ <∞ и codim(M⊥)⊥ = dimM⊥. По предположению M =
–
M = (M⊥)⊥, откуда codimM = dimM⊥. �

9. Рассмотрим рефлексивные пространства (E,E ′) и (F, F ′).
Среди операторов T ∈ L (E, F ) выделяются имеющие замкну-
тые образы R(T ). Точно так же выделяются операторы T ′ ∈
L (F ′, E ′) с замкнутыми образами R(T ′).

Пример. Если dimE < ∞ и dimF < ∞, то все операторы T ∈ L (E, F )

и T∗ ∈ L (F∗ , E∗) имеют замкнутые образы R(T) и R(T∗).

Замечание. Из доказанных в п. 3 равенств K(T ) = R(T ′)⊥

и K(T ′) = R(T )⊥ следует, что при данных определениях ядра
K(T ) и K(T ′) операторов T и T ′ замкнуты.

Предложение. Если операторы T и T ′ имеют замкнутые
образы R(T ), R(T ′) с конечными коразмерностями c(T ) =
codimR(T ), c(T ′) = codimR(T ′), то операторы T , T ′ фредголь-
мовы.

� Если R(T ) = R(T ) и codimR(T ) < ∞, то dimR(T )⊥ =
codimR(T ) <∞ по доказанному в п. 8. Точно так же dimR(T ′)⊥
= codimR(T ′) < ∞. Из этих соотношений и доказанных в п. 3
равенств K(T ) = R(T ′)⊥ и K(T ′) = R(T )⊥ следует, что d(T ) =
dimK(T ) <∞, d(T ′) = dimK(T ′) <∞. Значит, операторы T , T ′
фредгольмовы. �

Замечание. Операторы с замкнутыми образами составляют
важный класс линейных операторов. Кроме данного, используют-
ся и другие определения замкнутости [100, § 21]. Рассматривают
также операторы T ∈ L (E, F ), имеющие замкнутый в простран-
стве E × F график G(T ) = {(x, Tx) | x ∈ E}.

Упражнение. Найти условия фредгольмовости для оператора с
замкнутым графиком.
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10. Рассмотрим рефлексивное пространство (E,E ′), в ко-
тором E отождествлено с некоторым изоморфным подпростран-
ством сопряженного пространства E ′. Оператор T ∈ L (E, F ),
равный при таком отождествлении сужению на E сопряженного
с T оператора T ′, называется симметрическим: T ⊆ T ′. Если
T = T ′, то оператор T называется самосопряженным.

Выберем подходящие сопряженные базы для E, F , E ′, F ′
и обозначим M , M ′ матрицы операторов T , T ′ в них. В п. 2.2.3, 8
было доказано, что M ′ = M t. Симметричность оператора T
эквивалентна симметричности его матрицы M = M t. Из предло-
жения п. 9 вытекает

Следствие. Самосопряженный оператор, имеющий замк-
нутый образ с конечной коразмерностью, фредгольмов.

Упражнение. Проверить это утверждение для симметрического опера-
тора.

2.2.5. Нормированные пространства

Так называются векторные пространства с нормой. Норма
служит для измерения длин векторов.

1. Рассмотрим упорядоченное поле M. В нем выделяется
множество P строго положительных элементов p > 0. Верны
правила: (1) трихотомии (для каждого элемента a ∈ M верно
либо a > 0, либо a = 0, либо −a > 0) и (2) знаков (если a > 0
и b > 0, то a + b > 0 и ab > 0). Элементы −a < 0, противополож-
ные строго положительным a > 0, называются строго отрица-
тельными и составляют множество −P. Добавление строго часто
опускают и говорят просто о положительных и отрицательных
элементах, неявно исключая нуль. Благодаря согласованности
порядка с операциями −P < {0} < P и M является порядковой
суммой этих множеств: M = (−P) ∪ {0} ∪ P.

Абсолютная величина |a| элемента a ∈ M определяется ра-
венствами |a| = a (a ≥ 0) и |a| = −a (a < 0). Кроме положительно-
сти она обладает свойством невырожденности, полуаддитивности
и мультипликативности:

|a| > 0 (a ≥ 0), |a+ b| ≤ |a|+ |b|, |ab| = |a||b|
для всех a, b ∈ M. Кроме того, a2 = (−a)2 = |a|2 ≥ 0 и

∑
a2
i ≥ 0

для любого конечного семейства элементов ai ∈ M. В частно-
сти, 1 = 12 > 0 и n · 1 > 0 для любого n ∈ N. Следовательно,
упорядоченное поле M имеет нулевую характеристику.
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Примерами упорядоченных полей служат Z, Q, R.
2. Рассмотрим поле K и упорядоченное поле M. Предполо-

жим, что существует положительная невырожденная полуадди-
тивная и мультипликативная функция | · | : K → M. Это значит,
что |α| ∈ M, |0| = 0 и

|α| > 0 (α �= 0), |α+ β| ≤ |α|+ |β|, |αβ| = |α||β|
для всех α, β ∈ K. Такая функция называется нормой или абсо-
лютной величиной для K. Ее задание превращает K в нормиро-
ванное поле. Поле M называется нормирующим.

Из свойств абсолютной величины следует, что

|1| = 1, | − α| = |α| ‖α| − |β‖ ≤ |α− β|.
В последнем неравенстве ‖α| − |β‖ обозначает абсолютную вели-
чину элемента |α| − |β| ∈M.

Примеры. 1) K = M. 2) K = C, M = R. 3) K = Q, M = R.

Пример с полем C комплексных чисел (2.1.5, 2) показывает,
что нормировать можно и неупорядоченные поля. А пример
с p-нормой для поля Q рациональных чисел (2.1.5,4) показывает,
что эти нормы для одного и того же поля могут иметь суще-
ственно разные свойства. Абсолютное значение для Q является
архимедовой нормой, а p-норма неархимедова: для нее верно не-
равенство равнобедренного треугольника.

Замечание. В теории операторов в качестве нормирован-
ного скалярного поля обычно выбирается поле вещественных или
комплексных чисел, а в качестве нормирующего — поле веще-
ственных чисел. Поэтому всюду дальше для простоты предпо-
лагается, что K = R или K = C и M = R. Норма считается
архимедовой. Исключения ясны из текста или оговариваются.
Главное достоинство вещественного нормирования заключается
в полноте и архимедовости поля R. Полнота обеспечивает су-
ществование нижней и верхней граней множеств вещественных
чисел, ограниченных соответственно снизу и сверху.

3. Рассмотрим векторное пространство (K, E) с нормирован-
ным скалярным полем K. Полуаддитивную и абсолютно одно-
родную функцию ‖ ‖ : E → R назовем нормой для E:

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ‖αx‖ = |α|‖x‖ (x, y ∈ E, α ∈ K).
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Из этих соотношений следует, что ‖x‖ ≥ 0 и ‖0‖ = 0 (один нуль—
векторный, а другой — скалярный):

‖0‖ = ‖0 · x‖ = 0 · ‖x‖ = 0, 0 = ‖x− x‖ ≤ ‖x‖+ ‖x‖ = 2‖x‖.

Векторное пространство с нормой составляют нормирован-
ное пространство. Назовем норму невырожденной и будем го-
ворить, что она отделяет точки пространства, если ‖x‖ > 0
(x �= 0). Нормированное пространство с невырожденной нормой
условимся называть отделимым.

Функция ρ : E × E → R со значениями ρ(x, y) = ‖x − y‖
называется метрикой нормированного пространства E, а число
ρ(x, y) — расстоянием между точками x, y ∈ E. В частности,
ρ(0, x) = ‖x‖ — расстояние от точки 0 до точки x.

Замечание. Обычно невырожденность нормы и отдели-
мость нормированного пространства включаются в определение.
Вырожденные нормы называют полунормами, а пространства с
ними — полунормированными. Всюду далее, как правило, будут
рассматриваться невырожденные нормы и отделимые нормиро-
ванные пространства. Исключения будут ясны из текста или
будут оговариваются.

Если не требовать невырожденности нормы, то всякое век-
торное пространство E можно нормировать с помощью нулевой
нормы: ‖x‖ = 0 (x ∈ E). Так что формально каждое векторное
пространство можно считать нормированным.

Пример 1. Рассмотрим пространство F0 = F0(X,K) финитных ска-
лярных (вещественных или комплексных) функций на множестве X. Пусть
A ⊆ X. Тогда равенство

‖f‖ = max{|f(x)| : x ∈ A} (f ∈ F0)

определяет норму для F0. Если A = X, то она невырожденная, а если A �= X,
то вырожденная.

Пример 2. Рассмотрим произведение E =
∏
Ei конечного семейства

векторных пространств Ei с нормами ‖ ‖i. Равенства

‖x‖ = ∨‖xi‖i, ‖x‖1 =
∑

‖xi‖i, ‖xi‖2 =

(∑
‖xi‖2

i

)1/2

(x = (xi), xi ∈ Ei) определяют нормы для E. Если ‖ ‖i невырожденные, то
и ‖‖, ‖ ‖1, ‖ ‖2 невырожденные.
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Пример 3. Рассмотрим фактор-пространство
–
E = E/N векторного

пространства E по подпространству N . Пусть для E определена норма ‖ ‖0

и ϕ — естественное отображение E на
–
E. Тогда равенство

‖x̄‖ = inf{‖x‖0 : ϕ(x) = x̄} (x ∈ E)

определяет норму для
–
E. Она измеряет расстояния от точки 0 до линейных

многообразий x+N в нормированном пространстве E.

Упражнения. 1) Доказать, что нормы в примерах 1–3 действительно

являются нормами. 2) Проверить, норма ли ‖x‖1/2 =

(∑ ‖xi‖1/2
i

)2

.

4. Рассмотрим вещественное или комплексное нормирован-
ное пространство E и сопряженное с ним пространство E∗. Ли-
нейный функционал x′ : E → K называется ограниченным, если
|x′(x)| ≤ γ‖x‖ (x ∈ E) для некоторого γ ≥ 0. Ограниченные
функционалы образуют подпространство E ′ пространства E∗:∣∣(α1x

′
1 + α2x

′
2

)
(x)
∣∣ ≤ (|α1|γ1 + |α2|γ2)‖x‖

при
∣∣x′1(x)

∣∣ ≤ γ1‖x‖,
∣∣x′2(x)

∣∣ ≤ γ2‖x‖.
Подчеркнем, что ограниченность линейного функционала не

означает ограниченность его образа в K: так как x′(αx0) =
αx′(x0), то x′(E) = K при x′(x0) �= 0 для некоторого x0 ∈ E. Огра-
ниченным является множество отношений x′(x)/‖x‖ (‖x‖ �= 0).
Равенство

‖x′‖ = sup{|x′(x)|/‖x‖ : ‖x‖ �= 0}
определяет норму ограниченного линейного функционала x′ и
превращает E ′ в нормированное пространство. Из определения
следует, что

‖x′(x)‖ ≤ ‖x′‖ · ‖x‖ (x ∈ E).

Упражнение. Проверить это утверждение.

Будем называть пространства E∗ и E ′ алгебраическим и гео-
метрическим сопряженными для нормированного простран-
ства E.

Пример. Если dimE < ∞, то E′ = E∗. Каждый линейный функционал
на конечномерном нормированном пространстве ограничен. В частности,
если E = K и dimE = 1, то E′ � K, x′(x) = αx (x ∈ K) и ‖x′‖ = |α| = |x′(1)|,
где α — коэффициент функционала x′. При K = R он измеряет абсолютную
величину угла наклона прямой x′ к нулевой прямой 0′.
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В связи с определением геометрического сопряженного про-
странства E ′ возникают два естественных вопроса: Существуют
ли ненулевые ограниченные линейные функционалы? Отделяют
ли они точки пространства E? Положительные ответы на эти
вопросы позволяет дать теорема Хана — Банаха.

5. Теорема Хана — Банаха утверждает, что каждый огра-
ниченный линейный функционал на подпространстве нормиро-
ванного пространства можно продолжить на все пространство,
сохранив норму функционала.

Рассмотрим сначала простой частный случай, когда нор-
мированное пространство Y вещественное, а подпространство
X ⊆ Y есть гиперплоскость: Y = X + Rb = {y = x + tb | x ∈
X, t ∈ R} для некоторого b ∈ Y \X . Заметим, что так как 0 ∈ X ,
то b �= 0.

Лемма. Пусть x′ : X → R — ограниченный линейный функ-
ционал на гиперплоскости X вещественного нормированного
пространства Y . Тогда существует продолжающий x′ ограни-
ченный линейный функционал y′ : Y → R, норма которого равна
норме x′.

� Легко описать линейные функционалы y∗ ∈ Y ∗, продол-
жающие x′ ∈ X ′. Каждый такой функционал имеет значения

y∗(x+ tb) = y∗(x) + ty∗(b) = x′(x) + tβ (x ∈ X, t ∈ R)

и определяется вещественным числом y∗(b) = β. Однозначность
y∗ следует из эквивалентности равенств x+ tb = y+ub, (t−u)b =
y − x, (t− u)b = 0 = y − x, t = u для x, y ∈ X и t, u ∈ R при b /∈ X ,
X ∩ {Rb} = {0}. Линейность y∗ следует из линейности x′:

y∗((x+ tb) +(y+ub)) = y∗((x+y) +(t+u)b) = x′(x+y) +(t+u)β
= x′(x) + x′(y) + tβ + uβ = y∗(x+ tb) + y∗(y + ub),

y∗(α(x+ tb)) = y∗(αx+ αtb)
= x′(αx) + αtβ = αx′(x) + αtβ = αy∗(x+ tb) (α ∈ R).

Нужно выбрать вещественное число β так, чтобы линейный
функционал y∗ был ограничен и имел норму ‖y∗‖ = ‖x′‖. Для
этого необходимо, чтобы |y∗(y)| ≤ ‖x′‖‖y‖ (y ∈ Y ). Заметим, что
это неравенство эквивалентно y∗(y) ≤ ‖x′‖‖y‖ (y ∈ Y ). В самом
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деле, отсюда и из −y∗(y) = y∗(−y) ≤ ‖x′‖‖ − y‖ = ‖x′‖‖y‖ (y ∈ Y )
следует |y∗(y)| ≤ ‖x′‖‖y‖ (y ∈ Y ). Значит, нужно выбрать число
β ∈ R так, чтобы было верно неравенство

x′(x) + tβ ≤ ‖x′‖‖x+ tb‖ (x ∈ X, t ∈ R). (1)

При t = 0 неравенство (1) превращается в x′(x) ≤ ‖x′‖‖x‖
(x ∈ X). Это неравенство следует из определения нормы ограни-
ченного линейного функционала x′.

При t > 0 неравенство (1) эквивалентно β ≤ ‖x′‖‖t−1x+ b‖ −
x′(t−1x), а при t < 0 — неравенству β ≥ −‖x′‖‖t−1x+b‖−x′(t−1x),
так как при t < 0 и −t > 0 верны равенства

t−1‖x+ tb‖ = −‖(−t−1)(x+ tb)‖ = −‖(t−1(x+ tb)‖ = −‖t−1x+ b‖.

Возьмем произвольные векторы u, v ∈ X . Заметим, что можно
считать u = t−1x при t < 0 и x = tu ∈ X , а v = t−1x при t > 0
и x = tv ∈ X . Поэтому полученные для числа β неравенства
эквивалентны:

−‖x′‖‖u+ b‖ − x′(u) ≤ β ≤ ‖x′‖‖v + b‖ − x′(v) (u, v ∈ X). (2)

Неравенства (2) эквивалентны неравенству (1).
Число β ∈ R, для которого верны неравенства (2), суще-

ствует тогда и только тогда, когда

−‖x′‖‖u+ b‖ − x′(u) ≤ ‖x′‖‖v + b‖ − x′(v) (u, v ∈ X). (3)

Неравенство (3) следует из соотношений: x′(v)−x′(u) = x′(v−u) ≤
‖x′‖ · ‖v−u‖ = ‖x′‖ · ‖(v+b)−(u+b)‖ ≤ ‖x′‖ · ‖v+b‖+‖x′‖ · ‖u+b‖.
Рассмотрим непустые множества A = {−‖x′‖‖u+ b‖ − x′(u) | u ∈
X} ⊆ R, C = {‖x′‖‖v + b‖ − x′(v) | v ∈ X} ⊆ R. Так как верно не-
равенство (3), то множество A ограничено сверху любым числом
из C (например, ‖x′‖‖b‖), а множество C ограничено снизу лю-
бым числом из A (например, −‖x′‖‖b‖). Благодаря полноте мно-
жества R вещественных чисел существуют α = supA и γ = infC.
Из неравенства (3) следует, что α ≤ γ. Следовательно, нера-
венства (2) эквивалентны α ≤ β ≤ γ. Значит, неравенство (1)
верно для каждого числа β, для которого верны эти неравенства.
В частности, (1) верно при β = α и при β = γ.
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Возьмем число β ∈ [α, γ] и определяемый им линейный функ-
ционал y∗ со значениями y∗(x+tb) = x′(x)+tβ (t ∈ R). Из неравен-
ства (1) следует, что y∗ ограничен и ‖y∗‖ ≤ ‖x′‖. Так как y∗ про-
должает x′, то верно и обратное неравенство ‖y∗‖ ≥ ‖x′‖. В самом
деле, ‖y∗‖ = sup{|y∗(y)|/‖y‖ | y ∈ Y, y �= 0} ≥ sup{|y∗(x)|/‖x‖ | x ∈
X, x �= 0} = sup{|x′(x)/‖x‖ | x ∈ X} = ‖x′‖. Значит, ‖y∗‖ = ‖x′‖
и y′ = y∗ есть нужный функционал. �

6. Рассмотрим теперь более общий случай, когда нормиро-
ванное пространство Y вещественное или комплексное, а X —
его произвольное подпространство X .

Теорема Хана — Банаха. Пусть x′ : X → K — ограни-
ченный линейный функционал на подпространстве X нормиро-
ванного пространства Y со скалярным полем K. Тогда суще-
ствует продолжающий x′ ограниченный линейный функционал
y′ : Y → K, норма которого равна норме x′.

� 1) Пусть K = R. Тогда теорему Хана — Банаха легко
вывести из доказанной леммы с помощью теоремы Цорна.

Возьмем множество M всех ограниченных линейных функ-
ционалов z′ : Z → R на подпространствах Z ⊆ Y , продолжающих
x′ : X → R и имеющих норму ‖z′‖ = ‖x′‖. Упорядочим множе-
ство M по включению: z′2 ⊇ z′1 означает, что z′2 ∈ M продолжает
z′1 ∈M . Упорядоченное множество (M ,⊇) индуктивно: для каж-
дой линии L ∈ M существует мажоранта l′ = ∪L ∈ M .

Соответствие l′ однозначно. В самом деле, пусть z ∈ L =
Dom(l′) = ∪Dom(z′) (z′ ∈ L ). Тогда z ∈ Z1 = Dom(z′1) для
некоторого z′1 ∈ L и l′(z) = z′1(z). Если z ∈ Z2 = Dom(z′2) для
z′2 ∈ L , то l′(z) = z′2(z). Так как L — линия, то z′2 ⊇ z′1 или
z′1 ⊇ z′2. В любом случае z′1(z) = z′2(z) при z ∈ Z1 ∩ Z2.

Область определения L функционала l′ есть подпространство
пространства Y . В самом деле, пусть α1, α2 ∈ R и z1, z2 ∈ L.
Тогда zi ∈ Zi = Dom

(
z′i
)
для некоторых z′i ∈ L (i = 1, 2). Так

как z′1 ⊇ z′2 или z
′
2 ⊇ z′1, то Z1 ∪Z2 = Z1 ⊆ L или Z1 ∪Z2 = Z2 ⊆ L

и в любом случае α1z1 + α2z2 ∈ L. Кроме того, l′(α1z1 + α2z2) =
z′i(α1z1 +α2z2) = α1z

′
i(z1) +α2z

′
i(z2) = α1l

′(z1) +α2l
′(z2), где i есть

номер продолжающего функционала: i = 1 при z′1 ⊇ z′2 и i = 2
при z′2 ⊇ z′1. Значит, функционал l′ : L→ R линеен.

Линейный функционал l′ : L → R продолжает x′ : X → R,
ограничен, и норма ‖l′‖ = ‖x′‖. В самом деле, l′(x) = z′(x) = x′(x)
(x ∈ X , z′ ∈ L ). Пусть z ∈ L. Тогда z ∈ Z = Dom(z′) для некото-
рого z′ ∈ L и |l′(z)| = |z′(z)| ≤ ‖x′‖‖z‖. Следовательно, l′ ограни-
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чен и ‖l′‖ ≤ ‖x′‖. А так как l′ продолжает x′, то ‖l′‖ ≥ ‖x′‖. (Это
было показано при доказательстве леммы.) Значит, ‖l′‖ = ‖x′‖
и l′ ∈ M . Ясно, что l′ есть мажоранта для L : из определе-
ния l′ следует, что l′ продолжает каждый функционал z′ ∈ L .
Индуктивность упорядоченного множества (M ,⊇) доказана.

По теореме Цорна существует максимальный элемент m′ :
M → R в (M ,⊇). Он и осуществляет нужное продолжение. Дей-
ствительно, так как m′ ∈ M , то m′ есть продолжающий x′ огра-
ниченный линейный функционал на подпространстве
M ⊆ Y , имеющий норму ‖m′‖ = ‖x′‖. Нужно только показать,
что M = Y . Это следует из доказанной в п. 5 леммы. В самом
деле, пусть M �= Y и b ∈ Y \ M . Тогда по лемме существует
продолжающий m′ : M → R ограниченный линейный функцио-
нал n′ : N → R на подпространстве N = M + Rb ⊆ Y , имеющий
норму ‖n′‖ = ‖m′‖. Так как m′ ⊇ x′ и ‖m′‖ = ‖x′‖, то n′ ⊇ x′
и ‖n′‖ = ‖x′‖. Значит, n′ ∈ M и n′ ⊃ m′. Это противоречит мак-
симальности m′. Следовательно, M �= Y невозможно и M = Y .

Таким образом, существует продолжающий x′ : X → R огра-
ниченный линейный функционал y′ = m′ : Y → R с нормой ‖y′‖ =
‖x′‖. Для вещественного случая теорема доказана.

2) Пусть K = C. Каждый комплексный ограниченный ли-
нейный функционал x′ : X → C на подпространстве X ⊆ Y опре-
деляет вещественный линейный функционал a′ : X → R со значе-
ниями a′(x) = re(x′(x)) (x ∈ X) и нормой ‖a′‖ ≤ ‖x′‖. В самом
деле, линейность a′ следует из линейности x′ и вещественной ча-
сти re : C → R, а неравенство ‖a′‖ ≤ ‖x′‖ следует из неравенства
| re(x′(x))| ≤ |x′(x)| (x ∈ X).

По доказанному для вещественного случая существует веще-
ственный ограниченный линейный функционал b′ : Y → R на ве-
щественном пространстве Y , продолжающий a′ и имеющий норму
‖b′‖ = ‖a′‖ ≤ ‖x′‖. Рассмотрим функционал y′ : Y → C со значе-
ниями y′(y) = b′(y)− ib′(iy) (y ∈ Y ). Это комплексный линейный
функционал на комплексном подпространстве Y . В самом деле,

y′(y+ z) = b′(y+ z)− ib′(iy+ iz) = b′(y) + b′(z)− i(b′(iy) + b′(iz))
= (b′(y)− ib′(iy)) + (b′(z)− ib′(iz)) = y′(y) + y′(z),

y′(αy) = b′(αy)− ib′(i(αy)) = αb′(y)− i(αb′(iy)) = αy′(y),

y′(iy) = b′(iy)− ib′(i(iy))
= b′(iy)− ib′(−y) = b′(iy) + ib′(y) = iy′(y)
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для каждых α ∈ R и y, z ∈ Y . Откуда y′((α+βi)y) = y′(αy+βiy) =
αy′(y) + βiy′(y) = (α + βi)y′(y) для каждых α, β ∈ R и y ∈ Y .
Так как b′ продолжает a′ = re(x′), то y′ продолжает x′: y′(x) =
b′(x)− ib′(ix) = a′(x)− ia′(ix) = re(x′(x))− i re(x′(ix)) = re(x′(x))−
i re(ix′(x)) = re(x′(x)) − i(− imx′(x))) = re(x′(x)) + (imx′(x)))i =
x′(x) для каждого x ∈ X .

Покажем, что |y′(y)| ≤ ‖x′‖‖y‖. Предположим противное:
|y′(y0)| > ‖x′‖‖y0‖ при некотором y0 ∈ Y . Так как комплекс-
ное число c = y′(y0) �= 0, то для него существует единствен-
ное полярное разложение c = ρu, где ρ = |c| > 0 и u = σ + τi
(σ, τ ∈ R), |u| = σ2 + τ2 = 1. Пусть z0 = u−1y0. Тогда ‖y0‖ =
‖uz0‖ = |u|‖z0‖ = ‖z0‖ и b′(z0) = re(y′(z0)) = re(y′(u−1y0)) =
re(u−1y′(y0)) = re(u−1c) = ρ = |y′(y0)| > ‖x′‖‖y0‖ = ‖x′‖‖z0‖. Это
противоречит неравенству ‖b′‖ ≤ ‖x′‖. Значит, |y′(y)| ≤ ‖x′‖‖y‖
для каждого y ∈ Y . Следовательно, линейный функционал y′
ограничен и ‖y′‖ ≤ ‖x′‖. Так как y′ продолжает x′, то ‖y′‖ ≥ ‖x′‖
и ‖y′‖ = ‖x′‖.

Таким образом, существует продолжающий x′ : X → C огра-
ниченный линейный функционал y′ : Y → C с нормой ‖y′‖ = ‖x′‖.
Для комплексного случая K = C теорема тоже доказана. �

7. Из теоремы Хана — Банаха вытекает много следствий.
В частности, она позволяет ответить на сформулированные в п. 4
вопросы. В этом пункте будем явно предполагать рассматривае-
мое нормированное пространство Y отделимым.

Предложение. Пусть a ∈ Y , a �= 0. Тогда существует
y′ ∈ Y ′ такой, что ‖y′‖ = 1 и y′(a) = ‖a‖.

� Возьмем функционал x′ : X → K на подпространстве X =
Ka ⊆ Y , имеющий значения x′(ta) = t‖a‖ (t ∈ K). Из определения
следуют линейность, ограниченность x′ и неравенство ‖x′‖ ≤ 1.
Так как x′(‖a‖−1a) = ‖a‖−1‖a‖ = 1, то ‖x′‖ = 1. По теореме
Хана— Банаха существует y′ ∈ Y ′, продолжающий x′ и имеющий
ту же норму. Значит, y′(a) = x′(a) = ‖a‖ и ‖y′‖ = ‖x′‖ = 1. �

Пример. Пусть K = R, Y = R × R × {0} — горизонтальная плоскость
в пространстве R3 = R × R × R, a = (α, 0, 0) и α > 0. Тогда X = X1 =

R × {0} × {0} — первая горизонтальная ось, график x′ — биссектриса угла
между X и вертикальной осью X3 = {0}×{0}×R, а график y′ — проходящая
через эту биссектрису и вторую горизонтальную ось X2 = {0} × R × {0}
плоскость.
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Этот пример поясняет и саму теорему Хана — Банаха. От-
метим три следствия доказанного предложения.

Следствие 1. На ненулевом нормированном пространстве
существуют ненулевые ограниченные линейные функционалы.

� Рассмотрим нормированное пространство Y �= {0}. Пусть
a ∈ Y , a �= 0. По доказанному предложению существует y′ ∈ Y ′
такой, что y′(a) = ‖a‖ �= 0. �

Следствие 2. Ограниченные линейные функционалы на нор-
мированном пространстве отделяют его точки.

� Пусть Y — нормированное пространство и a, b ∈ Y , a �= b,
a − b = c �= 0. По доказанному предложению существует z′ ∈ Y ′
такой, что z′(c) = ‖c‖ �= 0. Значит, z′(a)− z′(b) = z′(c) = ‖c‖ �= 0
и z′(a) �= z′(b). �

Таким образом, геометрическое сопряженное пространст-
во Y ′ является системой координат для вещественного или ком-
плексного отделимого нормированного пространства Y .

Следствие 3. Для каждого подпространства Z простран-
ства Y и точки b /∈ Z существует ограниченный линейный функ-
ционал y′ на Y такой, что y′(z) = 0 при всех z ∈ Z и y′(b) = 1.

� Рассмотрим подпространство X пространства Y , соста-
вленное из векторов x = z + tb, где z ∈ Z и t — произвольное
число. Равенство x′(z + tb) = t определяет ограниченный линей-
ный функционал x′ на X . Ясно, что x′(z) = 0 при всех z ∈ Z
и x′(b) = 1. Из теоремы Хана — Банаха следует, что существует
ограниченный линейный функционал y′ на Y , продолжающий x′
и обладающий нужными свойствами. �

Все эти утверждения имеют простой геометрический смысл.
8. Множество N = {z ∈ E | ‖z‖ = 0} является подпростран-

ством нормированного пространства (K, E):

‖α1z1 + α2z2‖ ≤ |α1|‖z1‖+ |α2|‖z2‖ = 0 (α1, α2 ∈ K; z1, z2 ∈ E).

Рассмотрим фактор-пространство –
E = E/N . Равенство

‖x̄‖ = ‖x‖ (x̄ = x+ N, x ∈ E)

определяет норму для
–
E. Это определение корректно:

‖x‖ ≤ ‖(x+ z)− z‖ ≤ ‖x+ z‖+ ‖z‖ = ‖x+ z‖ ≤ ‖x‖+ ‖z‖ = ‖x‖,
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и поэтому ‖x + z‖ = ‖x‖ для любого z ∈ N . Данное определение
эквивалентно определению в примере 3 п. 3.

Таким образом, факторизация позволяет превратить неотде-
лимое нормированное пространство в отделимое. Поэтому в тео-
рии обычно рассматривают только отделимые нормированные
пространства. В приложениях же переход к более сложным век-
торам не всегда удобен.

Если x − y = z ∈ N , то векторы x и y будем называть экви-
валентными и писать x ≈ y. По определению, такая близость
означает, что ‖x − y‖ = 0. В частности, z ≈ 0 означает, что
z ∈ N . Предложение п. 7 и следствия 1, 2 можно применять
к отделимому фактор-пространству –

E и его сопряженному
–
E ′.

Результаты потом можно использовать и для неотделимого про-
странства E, заменив равенство векторов их эквивалентностью.
Но при этом нужна осторожность.

2.2.6. Евклидовы пространства

Так называются векторные пространства со специальным
скалярным произведением. Оно определяет норму и позволяет
измерять линейные и угловые характеристики векторов.

1. Рассмотрим векторное пространство (K, E) с нормирован-
ным скалярным полем K. Будем предполагать, что для K опре-
делено сопряжение ∗ : K → K, которое является инволютивным
изоморфизмом:

α∗∗ = α, (α+ β)∗ = α∗ + β∗, (αβ)∗ = β∗α∗, |α∗| = |α|
(α, β ∈ K). Элементы α ∈ K, для которых α∗ = α, называются
самосопряженными. В частности, 0∗ = 0, 1∗ = 1.

Примеры. 1) Тождественное отображение α∗ = α (α ∈ R) является
сопряжением для K = R. 2) Равенство γ∗ = α−βi (γ = α+βi ∈ C) определяет

сопряжение для K = C. Самосопряженные элементы составляют R.

Назовем функцию p : E × E → K эрмитовой формой, если
она линейна по второй переменной и коммутирует при сопряже-
нии. Будем записывать значения p в мультипликативной форме:
p(x, y) = xy (x, y ∈ E). Верны равенства

x(βy) = β(xy), x(y + z) = xy + xz, (xy)∗ = yx,

(αx)y = α∗(xy), (x+ y)z = xz + yz (x, y, z ∈ E; α, β ∈ K).
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Упражнение. Доказать эти равенства.

Если K = R, то (xy)∗ = yx означает, что эрмитова форма p
симметрична: xy = yx (x, y ∈ E).

Каждая эрмитова форма p : E × E → K определяет квадра-
тичную форму q : E → K со значениями q(x) = p(x, x) = xx = x2

(x ∈ E). Заметим, что q(x) = xx = (xx)∗ = q(x)∗ (x ∈ E). Значе-
ния квадратичной формы q являются самосопряженными элемен-
тами поля K. Если K = C, то q(x) ∈ R: значения q вещественные.

2. Будем рассматривать вещественное или комплексное век-
торное пространство (K, E): K = R или K = C. Назовем (ев-
клидовым) скалярным произведением для E эрмитову форму p :
E×E → K, определяющую положительную квадратичную форму
q : E → K (q(x) = x2 ≥ 0 для всех x ∈ E). Квадратичная форма q
и определяющее ее скалярное произведение p называются невы-
рожденным, если q(x) = x2 > 0 для всех ненулевых векторов
x ∈ E. В этом случае x2 = 0 ⇔ x = 0.

Векторное пространство с евклидовым скалярным произве-
дением называется евклидовым. Обычно предполагается, что
скалярное произведение невырождено. Равенство ‖x‖ = (xx)1/2
(x ∈ E) определяет норму для евклидова пространства E. Она
называется евклидовой нормой.

Обратную связь между скалярным произведением и евклидо-
вой нормой частично описывает

Неравенство Коши. |xy| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ (x, y ∈ E).
� Заметим, что

0 ≤ (λx+ y)(λx+ y) = |λ|2‖x‖2 + ‖y‖2 + λ∗(xy) + λ(xy)∗

(x, y ∈ E, λ ∈ K). Пусть ‖x‖ �= 0. Тогда при λ = −xy/‖x‖2
получаем 0 ≤ ‖y‖2−|xy|2/‖x‖2, что эквивалентно доказываемому
неравенству. По симметрии оно верно и при ‖y‖ �= 0.

Пусть ‖x‖ = ‖y‖ = 0. Тогда при λ = −xy получаем
0 ≤ −2|xy|2, откуда |xy| = 0 = ‖x‖‖y‖. �

Следствие. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (x, y ∈ E).
� В самом деле,

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + xy + yx ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|xy| ≤
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2,
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что эквивалентно доказываемому неравенству. �
Таким образом, функция ‖ ‖ : E → K со значениями ‖x‖ =

(xx)1/2 (x ∈ E) полуаддитивна. Ее абсолютная однородность вы-
текает из равенств ‖αx‖2 = αx · αx = α∗α · xx = |α|2‖x‖2 (x ∈ E,
α ∈ K). Функция ‖ ‖ действительно является нормой для евкли-
дова пространства E, и данное ей авансом название оправдано.

Евклидова норма отделяет точки пространства ессли опреде-
ляющее ее скалярное произведение невырожденное.

3. Геометрия евклидова пространства определяется свой-
ствами скалярного произведения. Всюду дальше в этом пункте
x, y, z обозначают произвольные векторы евклидова простран-
ства E.

Тождество треугольника:

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + (xy + yx).

Тождество параллелограмма:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Поляризационное тождество:
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 = 2(xy + yx).

Тождество треугольника следует из равенства ‖x + y‖2 =
(x + y)(x + y). Тождество параллелограмма получается сложе-
нием тождеств треугольника для x, y и x, −y, а поляризацион-
ное тождество — вычитанием. Все эти тождества имеют ясный
геометрический смысл и связывают длины сторон, диагоналей
и проекций в параллелограмме.

В вещественном случае xy + yx = 2xy и поляризационное
тождество превращается в

xy = 4−1(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2).

В комплексном случае xy + yx = 2 re(xy), im(xy) = − re(x · iy)
и поэтому

xy = 4−1[(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2)− i(‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2)].

Если xy = 0, то векторы x, y называют ортогональными
и пишут x ⊥ y. Так как yx = (xy)∗, то xy = 0 влечет yx = 0 и от-
ношение ортогональности симметрично: x ⊥ y ⇔ y ⊥ x. Нулевой
вектор ортогонален всем векторам пространства. В отделимом
пространстве он единственный обладает этим свойством. Из не-
равенства треугольника следует
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Теорема Пифагора. Если x ⊥ y, то ‖x+y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2.
В вещественном случае из неравенства треугольника следует

и обратное утверждение: если ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2, то x ⊥ y.
Вопрос. Верно ли это утверждение в комплексном случае?

Упражнения. 1) Проверить это утверждение в комплексном случае.
2) Доказать эквивалентные тождество тетраэдра и тождество Апполло-
ния:

‖(z − x) + (z − y)‖2 + ‖(z − x) − (z − y)‖2 = 2(‖z − x‖2 + ‖z − y‖2),

2−1‖x− y‖2 + 2‖z − 2−1(x+ y)‖2 = ‖z − x‖2 + ‖z − y‖2 .

4. Тождество параллелограмма выделяет евклидовы про-
странства среди нормированных.

Предложение. Определяющее норму скалярное произведе-
ние существует ессли для нормы верно тождество параллело-
грамма.

� Рассмотрим нормированное пространство (K, E) с нор-
мой ‖ ‖.

1) Пусть K = R и

p(x, y) = xy = 4−1(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2) (x, y ∈ E).

Докажем, что это равенство определяет нужное скалярное произ-
ведение p : E × E → R. Неравенство xx ≥ 0 и равенства xy = yx,
‖x‖ = (xx)1/2 (x, y ∈ E) следуют из определения. Нужно прове-
рить линейность частной функции p(x, ·) : E → R. Ее аддитив-
ность следует из равенства

‖a+ b+ c‖2 + ‖a+ b− c‖2 = 2(‖a+ b‖2 + ‖c‖2) (a, b, c ∈ E).

Применим его к a = x, b = y, c = z и a = x, b = −z, c = y и вычтем
из первого полученного тождества второе. В результате имеем

‖x+ y + z‖2− ‖x− y − z‖2 = 2(‖x+ y‖2− ‖x− z‖2 + ‖z‖2 − ‖y‖2),

‖x+ z + y‖2− ‖x− z − y‖2 = 2(‖x+ z‖2− ‖x− y‖2 + ‖y‖2 − ‖z‖2),

‖x+ z + y‖2 − ‖x− y − z‖2
= ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + ‖x+ z‖2 − ‖x− z‖2
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и x(y + z) = xy + xz.
Однородность p(x, ·) проверяется сначала для рациональных

чисел. Равенства x(0y) = 0(xy) и x(1y) = 1(xy) следуют из опре-
деления. Используя аддитивность p(x, ·), по индукции получаем
x(ny) = n(xy) (n ∈ N). Из определения следует, что x(−y) =
−(xy), поэтому x(my) = m(xy) (m ∈ Z). Откуда x · (m/n)y =
m(x · (1/n)y) = (m/n)(x · n(1/n)y) = (m/n)(xy) (m ∈ Z, n ∈ N),
т. е. x · qy = q · xy (q ∈ Q).

Возьмем произвольное α ∈ R. Так как R есть полное архиме-
дово поле, то для каждого k ∈ N существует q = q(k) ∈ Q такое,
что |α− q| ≤ 1/k. Следовательно,

x · αy =x · qy + x · (α− q)y =q · xy + x · (α− q)y =α · xy +Δ(x, y),
Δ(x, y) = x · (α− q)y − (α− q) · xy.

Используя определение xy и свойства ‖ ‖, получаем: |(α−q) ·xy| =
4−1|α− q| · |‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2| = 4−1|α− q| · |‖x+ y‖ + ‖x− y‖| ·
|‖x+ y‖− ‖x− y‖| ≤ 4−1|α− q| · 2(‖x‖+ ‖y‖) · ‖(x+ y)− (x− y)‖ ≤
(1/k)(‖x‖+‖y‖)‖y‖= γ/k, |x · (α−q)y| = 4−1|‖x+(α−q)y‖2−‖x−
(α − q)y‖2| ≤ (‖x‖+ |α− q|‖y‖) · |α− q|‖y‖ ≤ γ/k, |Δ(x, y)| ≤ 2γ/k
при γ = (‖x‖+‖y‖)‖y‖ и любом k ∈ N. Следовательно, Δ(x, y) = 0
и x · αy = α · xy.

2) Пусть теперь K = C и x × y = xy − i(x · iy) (x, y ∈ E), где
xy и x · iy определяются по-прежнему равенством

ab = 4−1(‖a+ b‖2 − ‖a− b‖2) (a, b ∈ E)

при a = x, b = y и a = x, b = iy. В этом случае x × x = ‖x‖2 −
4i(‖x+ ix‖2−‖x− ix‖2) = ‖x‖2−4−1i(|1+ i|2−|1− i|2)‖x‖2 = ‖x‖2,
так как |1 + i|2 = 2 = |1− i|2. Значит, x× x ≥ 0 и ‖x‖ = (x× x)1/2
(x ∈ E). Из доказанных в п. 1 равенств следует, что

x× (y + z) = x(y + z)− i(x · i(y + z))
= xy + xz − i(x · iy)− i(x · iz) = x× y + x× z,

x× (iy) = x · iy − i(x · i2y)
= x · iy + i · xy = i(xy − i(x · iy)) = i(x× y)

(x, y, z ∈ E). По доказанному для вещественного случая отсюда
следует, что x× (βiy) = β(x× (iy)). Вместе с x× (αy) = α(x× y)
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благодаря аддитивности это дает x×(γy) = γ(x×y) для γ = α+βi.
Частная функция y → x× y линейна.

Заметим, что iy · x = 4−1(‖iy + x‖2 − ‖iy − x‖2) = 4−1(‖iy −
i2x‖2−‖iy+i2x‖2) = 4−1(‖y−ix‖2−‖iy+ix‖2) = −(y ·ix). Поэтому

(x× y)∗ = (xy)∗− i∗(x · iy)∗ = yx+ i(iy · x) = yx− i(y · ix) = y × x.

И (x, y)→ x× y есть нужное скалярное произведение. �
Замечание. Разные обозначения для скалярного произведе-

ния в вещественном и комплексном случаях нужны были только
для доказательства. Всюду дальше, как правило, будет исполь-
зоваться общее обозначение xy. Или, реже, 〈x, y〉 и 〈·, ·〉.

5. Рассмотрим евклидово пространство (K, E). Семейство
векторов x(j) ∈ E называется ортогональным, если x(j) ⊥ x(k)
для каждых индексов j �= k. В частности, каждое семейство с пу-
стым или элементарным множеством индексов ортогонально, так
как в этих множествах нет различных индексов. Ортогональное
семейство (x(j)) называется ортонормированным, если ‖x(j)‖ = 1
для каждого индекса j.

Предложение. В отделимом евклидовом пространстве
каждое ортогональное семейство ненулевых векторов линейно
свободно.

� Пусть семейство x(j) ∈ E ортогонально и
∑
α(j)x(j) = 0

для некоторого финитного семейства α(j) ∈ K. Тогда α(k)·x(k) =∑
α(j)x(j) · x(k) = 0 · x(k) = 0 для каждого индекса k. Если

x(k) �= 0 и скалярное произведение невырожденное, то x(k)x(k)
�= 0 и α(k) = 0. �

Обратное утверждение не верно.
Пример 1. Пусть K = R, E = R × R и cz = αξ + βη для c = (α, β),

z = (ξ, η) ∈ E. Тогда векторы c = (0, 1) и z = (1, 1) линейно независимы, но
не ортогональны.

В пространстве с произвольным скалярным произведением
существуют ортогональные линейно зависимые векторы.

Пример 2. K = C, E = C × C и (a, b) · (x, y) = ax+ by для (a, b), (x, y)

∈ E. Тогда векторы (1, i), (2, 2i) ортогональны и линейно зависимы: (1, i) ·
(2, 2i) = 2 + 2i2 = 2 − 2 = 0 и 2(1, i) − (2, 2i) = 0. Неевклидовость и вырож-

денность рассматриваемого скалярного произведения следуют из равенств
(i, 0) · (i, 0) = i2 + 0 = −1, (1, i) · (1, i) = 1 + i2 = 1 − 1 = 0.
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6. Рассмотрим вещественное или комплексное векторное
пространство (K, E) и семейство B = {ej | j ∈ J}, являющееся
его базой. Определим скалярное произведение для E равенством

xy =
∑

ξ∗j ηj (x =
∑

ξjej , y =
∑

ηjej ∈ E).

Семейства координат ξj , ηj финитны и число ненулевых слагае-
мых в суммах конечно. Если K = R, то ξ∗j = ξj и ξ∗j ηj = ξjηj .
Будем коротко называть B ортобазой, а базовые векторы ej —
ортами.

Корректность данного определения следует из равенств
x(y + z) =

∑
ξ∗j (ηj + ζj) =

∑
ξ∗j ηj +

∑
ξ∗j ζj = xy + xz, x(βy) =∑

ξ∗j (βηj) = β
∑
ξ∗j ηj = β · xy, xx =

∑
ξ∗j ξj =

∑ |ξj |2 > 0,
yx =

∑
η∗j ξj =

∑(
ηjξ

∗
j

)∗ =
(∑

ξ∗j ηj
)∗ = (xy)∗ (x =

∑
ξjej ,

y =
∑
ηjej , z =

∑
ζjej ∈ E, β ∈ K). Норма для E определяется

равенством

‖x‖ = (xx)1/2 =
(∑

|ξj |2
)1/2

.

Если K = R, то |ξj |2 = ξ2j . Из определения следует обобщающее
теорему Пифагора

Равенство Парсеваля. ‖x‖2 =
∑ |ξj |2.

Подчеркнем, что eiej = δij . Координаты ξj = ejx вектора
x =

∑
ξjej по ортонормированной базе (ej) называют коэффи-

циентами Фурье по этой базе. Рассмотрим множество индексов
K ⊆ J и линейный оператор PK : E → E такой, что PKek = ek
(k ∈ K) и PKej = 0 (j /∈ K). По определению,

PKx =
∑
k∈K

ξkek (x =
∑

ξjej).

Оператор PK проектирует пространство E на подпространство
EK = {x =

∑
ξjej | ξj = 0 (j �∈ K)}, так как P 2

K = PK и PKx = x
(x ∈ EK). Из равенства Парсеваля следует, что

‖PKx‖2 =
∑
k∈K

|ξk|2 (x =
∑

ξjej ∈ E).

При этих обозначениях верно
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Равенство Фурье. ‖x‖2 = ‖PKx‖2 + ‖x− PKx‖2.
� Пусть y = PKx, z = x − PKx. Тогда x = y + z и y ⊥ z:

yz =
( ∑
k∈K

ξkek

)( ∑
j /∈K

ξjej

)
=

∑
k∈K,j /∈K

ξ∗kξjekej = 0. Доказывае-

мое равенство следует из теоремы Пифагора. �
Из равенства Фурье следует
Неравенство Бесселя. ‖PKx‖2 ≤ ‖x‖2.
Замечание. Пусть J = K ∪ L, L = J \K. Определим кроме

оператора PK еще линейный оператор PL : E → E, проектирую-
щий E на подпространство EL = {x =

∑
ξjej | ξj = 0 (j /∈ L)},

дополняющее EK до E по базе B. Обозначим I : E → E тож-
дественное преобразование E, а O : E → E — постоянную со зна-
чением 0. Из определений следует, что

I = PK + PL, PKPL = O.

Равенство Фурье эквивалентно равенству

‖x‖2 = ‖PKx‖2 + ‖PLx‖2 (x ∈ E, K ⊆ J, L = J \K).

Отметим еще, что I = PJ и O = PO (при пустом множестве ин-
дексов осуществляется проектирование на нулевое подпростран-
ство). Рассматриваемые проекторы называются ортогональны-
ми. Простота действий с ними обеспечивает их широкое приме-
нение.

7. Опишем ортогональное проектирование подробнее. Рас-
смотрим вещественное или комплексное евклидово пространст-
во E и его подпространство A. Обозначим через

ρ(z, A) = inf{‖z − x‖ | x ∈ A}
расстояние от точки z ∈ E до подпространства A. Точку a =
a(z) ∈ A, для которой ‖z − a‖ = ρ(z, A), назовем ближайшей к z
точкой A. Если такая точка a(z) есть для каждой z ∈ E, то
подпространство A будем называть замкнутым в E.

Точка p = p(z) ∈ A такая, что z − p ⊥ x − p для каждой
x ∈ A, называется ортогональной проекцией или, коротко, ор-
топроекцией z на A. Если z ∈ A, то a(z) = p(z) = z. В не-
отделимом пространстве могут быть и другие ближайшие точки
и ортопроекции.
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Лемма. 1) Каждая ближайшая к z точка a ∈ A является
ортопроекцией z на A.

2) Каждая ортопроекция p ∈ A точки z является ближай-
шей к z точкой A.

� 1) Пусть ‖z − a‖ = α = ρ(z, A). Рассмотрим произвольную
точку x ∈ A и произвольную точку y = a + λ(x− a) проходящей
через a и x прямой (λ ∈ R). Так как A — подпространство, то
y ∈ A. Поэтому

α2 ≤ ‖z − y‖2 = ‖z − a‖2 + λ2‖x− a‖2 − 2λ · re(z − a)(x− a).

Используя равенство для α и полагая сначала λ > 0, а потом
λ < 0, получаем отсюда неравенства

± re(z−a)(x−a)≤2−1(±λ)‖x−a‖2, | re(z−a)(x−a)|≤2−1|λ|‖x−a‖2

при любом λ �= 0. Следовательно, re(z − a)(x − a) = 0. Если
пространство E вещественное, то (z−a)(x−a) = re(z−a)(x−a),
z − a ⊥ x − a и a = p(z). Если пространство E комплексное,
то при y = a+ λi(x− a) точно так же получается еще равенство
im(z−a)(x−a) = − re(z−a) ·i(x−a) = 0. Откуда (z−a)(x−a) = 0,
z − a ⊥ x− a и a = p(z). Точка a является ортопроекцией z на A.

2) Пусть p = p(z) — ортопроекция z на A. Применяя теорему
Пифагора, убеждаемся в том, что

‖z − x‖2 = ‖(z − p)− (x− p)‖2 = ‖z − p‖2 + ‖x− p‖2 ≥ ‖z − p‖2

при любом x ∈ A. Значит, p = a(z). Точка p является ближайшей
к z точкой A. �

Обозначим через A(z) и P (z) множество всех ближайших к z
точек A и множество всех ортопроекций z на A.

Предложение. 1) Пусть a ∈ A(z). Тогда b ∈ A(z) для
b ∈ A есcли ‖a− b‖ = 0.

2) Пусть p ∈ P (z). Тогда q ∈ P (z) для q∈A есcли ‖p−q‖ = 0.
� 1) Если a ∈ A(z) и b ∈ A, ‖a− b‖ = 0, то

‖z− a‖ ≤ ‖z− b‖ ≤ ‖z− a‖+ ‖a− b‖ = ‖z− a‖, ‖z− a‖ = ‖z− b‖.
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А если b, a ∈ A(z), то, так как 2−1(a + b) ∈ A, из тождества
параллелограмма следует, что ‖a−b‖2 = 2[‖z−a‖2+‖z−b‖2]−‖(z−
a)+(z−b)‖2 ≤ 4α2−4‖z−2−1(a+b)‖2 ≤ 0 при α = ‖z−a‖ = ‖z−b‖.

2) По лемме второе утверждение следует из первого. �
Если ‖u − v‖ = 0, то будем называть точки u, v ∈ E экви-

валентными и писать u ≈ v. Доказанное предложение означает,
что ближайшие точки и ортопроекции определены с точностью
до эквивалентности. Если евклидово пространство E отделимо,
то ближайшая к z точка a(z) ∈ A и ортопроекция p(z) ∈ A точки z
на A совпадают и единственные.

Доказанная лемма имеет простой геометрический смысл: она
утверждает, что перпендикуляр является наклонной наименьшей
длины.

Упражнение. Проверить необходимость условий b ∈ A и q ∈ A в дока-
занном предложении.

8. Рассмотрим замкнутое пространство X евклидова про-
странства E: a(z) ∈ X (z ∈ E). Обозначим через X⊥ ортого-
нальное дополнение или, коротко, ортодополнение для X , соста-
вленное из всех векторов y ∈ E, ортогональных каждому вектору
x ∈ X .

Теорема об ортопроекции. 1) Каждый вектор z ∈ E ра-
вен сумме x + y ортопроекции x = p(z) вектора z на данное
замкнутое подпространство X и ортопроекции y = q(z) век-
тора z на ортодополнение Y = X⊥.

2) Разложение z = x+y единственное с точностью до экви-
валентности.

� 1) Так как X замкнуто, то ортопроекция x = p(z), яв-
ляющаяся по лемме п. 7 ближайшей к z точкой X , существует.
Пусть y = z − x. Тогда для каждой u ∈ X верны равенства uy =
u(z−x) = ((u+x)−x)(z−x) = (u+x)(z−x)+(0−x)(z−x) = 0+0 = 0.
Значит, y ∈ Y = X⊥.

Докажем, что y есть ортопроекция z на Y . Возьмем v ∈ Y .
По определению, uv = 0 для каждой u ∈ X . В частности, xv = 0
и xy = 0. Следовательно, (z − y)(v − y) = x(v − y) = xv − xy =
0− 0 = 0. Значит, y = q(z) есть ортопроекция z на Y .

2) Пусть z = x1 + y1 = x2 + y2 (x1, x2 ∈ X ; y1, y2 ∈ Y ). Тогда
u = x1 − x2 = y1 − y2 ∈ X ∩ Y , ‖u‖2 = (x1 − x2)(y1 − y2) = 0
и ‖u‖ = ‖x1 − x2‖ = ‖y1 − y2‖ = 0. Значит, x1 ≈ x2 и y1 ≈ y2. �
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Равенство z = x + y называется орто-
гональным разложением z по подпростран-
ствам X и Y = X⊥. Если пространство E
отделимое, то такое разложение единствен-
ное. На ортогональном разложении векто-
ров основан декартов метод координат.
Cвязь поясняет хрестоматийный рисунок.

Замечание. Множество N = {z ∈ E | ‖z‖ = 0} является
подпространством евклидова пространства E. Из неравенства
Коши |vz| ≤ ‖v‖ · ‖z‖ следует, что каждый вектор z ∈ N ортого-
нален каждому вектору v ∈ E. В частности, z ⊥ z. Рассмотрим
фактор-пространство –

E = E/N . Равенство ūv̄ = uv (ū = u + N ,
v̄ = v +N ) определяет скалярное произведение для –

E. Это опре-
деление корректно: (u + w)(v + z) = uv + wv + uz + wz = uv
(w, z ∈ N ).

Таким образом, факторизация позволяет превратить неот-
делимое евклидово пространство в отделимое. Поэтому в теории
обычно рассматриваются только отделимые евклидовы простран-
ства. В приложениях же переход к более сложным векторам не
всегда удобен.

2.3. Полилинейная алгебра

Полилинейными называются векторные функции нескольких
векторных переменных, линейные по каждой из них. Этим функ-
циям посвящены часть 4 книги [50] и глава 3 книги [12]. Большое
внимание полилинейной алгебре уделено в томе II книги [73].

2.3.1. Тензорные произведения

Элементами тензорного произведения векторных прост-
ранств служат некоторые фактор-множества полилинейных
функций.

1. Рассмотрим конечное семейство векторных пространств
(K, Ei), их произведение (K, E) (E =

∏
Ei) и векторное простран-

ство (K, F ). Элементами пространства E являются семейства
x = (xi) векторов xi ∈ Ei. Будем называть эти семейства мульти-
векторами. Предполагается, что множество индексов I линейно
упорядочено. Обычно I = {1, . . . , n}.
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Для каждой функции f : E → F , точки a ∈ E и индекса i
определена частная функция fai : Ei → F , fai(xi) = f(a− a0

i +x0
i )

(xi ∈ Ei). Здесь x0
i обозначает семейство z = (zj) ∈ E такое, что

zi = xi и zj = 0 при j �= i. Функция f называется полилинейной,
если каждая ее частная функция fai линейна. Вместо полилиней-
ная функция говорят также полилинейное отображение.

Пример. Важным примером полилинейных функций служат билиней-
ные функции, описанные в 2.2.4, 1. Свойства полилинейных функций можно
выводить по индукции из свойств билинейных.

Обозначим M = ML (E, F ) множество всех полилинейных
отображений f : E → F . Вместе с обычными сложением и умно-
жением на скаляр множество M образует векторное простран-
ство.

2. Определим тензорное произведение векторных прост-
ранств. В 2.2.1, 6, 2.2.1,9 и 2.2.2, 1 была описана алгебра F0(X,K)
финитных скалярных функций на множестве X . При X = E ал-
гебра Φ(E) = Φ(E) = F0(E,K) имеет базу из дельта-функций δx
(x ∈ E). Будем отождествлять δx с мультивектором x и вме-
сто ϕ =

∑
αxδx писать ϕ =

∑
α(x)x для ϕ ∈ Φ(E) и финитного

семейства αx = α(x) ∈ K (x ∈ E).
Выделим в векторном пространстве Φ подпространство N ,

порожденное множеством специальных линейных комбинаций
дельта-функций двух видов:

b =
(
a− a0

i + x0
i + y0

i

)− (a− a0
i + x0

i

)− (a− a0
i + y0

i

)
,

c =
(
a − a0

i + αx0
i

)− α
(
a− a0

i + x0
i

)
(a, x, y ∈ E; α ∈ K).

Заметим, что f(b) = f(c) = 0 для каждой f ∈M .
Фактор-пространство –

E = Φ(E)/N называется тензорным
произведением пространств Ei и обозначается ⊗Ei. Его элементы
–ϕ = ϕ + N (ϕ ∈ Φ(E)) называются тензорами. Среди них выде-
ляются тензоры x̄ = ⊗xi = x + N (x = (xi) ∈ E), которые на-
зываются разложимыми. Они составляют систему образующих
тензорного произведения

–
E = ⊗Ei, но не являются его базой из-за

линейной зависимости: –ϕ =
∑
α(x)x̄ для некоторого финитного

семейства α(x) ∈ K (x ∈ E), но не единственного.
Упражнение. Привести примеры линейно зависимых разложимых тен-

зоров.
Если Ei = X и I = {1, . . . , n}, то ∏Ei = Xn и ⊗Ei = X⊗n.
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3. Установим связь между обычным E =
∏
Ei и тензорным–

E = ⊗Ei произведениями векторных пространств Ei. Опреде-
лим функцию u : E → –

E равенством u(x) = x̄ (x = (xi) ∈ E,
x̄ = ⊗xi ∈ –

E). Функция u полилинейна. В самом деле, исполь-
зуя определение факторизующего подпространства N , легко убе-
диться в том, что для каждой частной функции uai верны равен-
ства uai(αxi + βyi) = u(a − a0 + (αxi + βyi)0) = (a − a0 + (αxi +
βyi)0) +N =

(
a−a0 +αx0

i

)
+
(
a−a0 +βy0

i

)
+N = α

(
a−a0 +x0

i

)
+

β
(
a−a0+y0

i

)
+N = αuai(xi)+βuai(yi) (α, β ∈ K; a ∈ E; xi, yi ∈ Ei).

Назовем u ∈ ML (E, –
E) естественным отображением E =

∏
Ei

в
–
E = ⊗Ei.

Упражнения. 1). Доказать, что E1⊗(E2⊗E3) � (E1⊗E2)⊗E3) � E1⊗
E2 ⊗E3. Сформулировать и доказать аналогичное правило ассоциативности
для ⊗Ei.

2) Для каждой перестановки σ : I → I упорядоченного множества I ин-
дексов i определено линейное отображение lσ :

–
E → –

Eσ , lσ(x̄) = x̄σ

(x̄ = ⊗xi ∈ –
E = ⊗Ei, x̄σ = ⊗xσ(i) ∈ –

Eσ = ⊗Eσ(i)) и отображение fσ : E → –
Eσ ,

fσ(x) = ⊗xσ(i) (x = (xi) ∈ E =
∏
Ei). Доказать, что fσ полилинейно,

fσ = lσu, lσ — изоморфизм и lστ = lσ ◦ lτ для каждых перестановок σ, τ
множества I .

3) Каждому разложимому тензору x∗ = ⊗x∗i ∈ ⊗(E∗
i ) соответствует

полилинейная функция x∗ ∈ ML
(∏

Ei,K
)
со значениями x∗(x) =

∏
x∗i (xi)

(x = (xi) ∈ ∏Ei). Ей соответствует линейный функционал l∗ = l∗(x∗) ∈
(⊗(E∗

i ))∗. Доказать, что композиция x∗ → l∗ этих соответствий определяет

изоморфизм ⊗(E∗
i ) � (⊗(E∗

i ))∗.

4. Рассмотрим: произвольную по-
лилинейную функцию f : E → F ; линей-
ную функцию m : Φ → F , определяемую
значениями m(x) = f(x) на дельта-фун-
кциях x = δx; естественное отображение
k : Φ → –

E пространства Φ на фактор-
пространство

–
E = Φ/N и естественное

отображение u : E → –
E произведения

E =
∏
Ei в произведение

–
E = ⊗Ei.

Связь между этими отображениями поясняет диаграмма.

Лемма. Существует единственная линейная функция l :–
E → F такая, что f = lu.

� Заметим, что f = mk−1u, где k−1 : –
E → Φ — обратное

к k соответствие. Так как f(b) = f(c) = 0 для всех функций
b и c, порождающих N , то Ker k = N ⊆ Kerm, и из предло-
жения в 2.1.2,11, примененного к G = Φ, F = –

E, H = f(E) и
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β = k, γ = m с проверкой линейности, вытекает существование
линейной функции l : –

E → F такой, что m = lk. Следовательно,
f = lkk−1u = lu. Нужная линейная функция существует.

Докажем, что она единственная. Пусть f = l1u = l2u для
l1, l2 ∈ L ( –

E, F ). Тогда f(x) = l1(u(x)) = l2(u(x)) = l1(x̄) = l2(x̄)
и l1 = l2. �

Обозначим через l(f) определяемую леммой линейную функ-
цию и назовем ее линейным представлением полилинейной функ-
ции f : по определению, f = l(f)u. Рассмотрим отображение L :
ML (E, F )→ L ( –

E, F ) такое, что L(f) = l(f) (f ∈ ML (E, F )).
Теорема. Отображение L является линейным изомор-

физмом.
� Отображение L линейное: L(αf + βg)x̄ = l(αf + βg)x̄ =

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x) = αl(f)x̄ + βl(g)x̄ = (αLf + βLg)x̄
(x̄ ∈ –

E) и, значит, L(αf + βg) = αLf + βLg (α, β ∈ K; f, g ∈
ML (E, F )).

Отображение L накрывающее: если l ∈ L ( –
E, F ), то компози-

ция f = lu ∈ML (E, F ) и l = l(f) = Lf по лемме.
Отображение L взаимно однозначное: если f = l(f)u �= 0, то

l(f) �= 0 и KerL = {0}. �
Изоморфизм L позволяет отождествлять пространство

ML (E, F ) с пространством L ( –
E, F ) и полилинейную функцию

f ∈ ML (E, F ) отождествлять с линейной функцией l(f) ∈
L ( –

E, F ).
Упражнение. Доказать по индукции, что ML (E, F ) � L (

–
E,F ), ис-

пользуя доказанное в 2.2.4, 1 предложение об изоморфизме ML (X × Y, Z) �
L (X,L (Y,Z)).

5. Если среди составляющих произведение E =
∏
Ei про-

странств Ei есть нулевое, то и пространство ML (E, F ) нулевое:
единственной полилинейной функцией является тождественный
нуль. В самом деле, пусть Ei = {0} для некоторого индекса i.
Тогда xi = 0 = 0 · 0 для скалярного и векторных нулей. Поэтому
f(x) = 0 · f(x) = 0 для каждых f ∈ ML (E, F ) и x ∈ E. Это
соответствует привычному свойству произведений: если хотя бы
один из множителей равен нулю, то и произведение равно нулю.

Упражнение. Проверить обратное утверждение: если ML (E, F ) =

{0}, то Ei = {0} хотя бы для одного из пространств Ei, составляющих про-
изведение E =

∏
Ei.

Точно так же
–
E = ⊗Ei = {0̄}, если Ei = {0} хотя бы для

одного индекса i.
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Выберем в каждом пространстве Ei базу Ai = (aij) и обозна-
чим через ξji координаты вектора xi ∈ Ei в ней: xi =

∑
j

ξji a
i
j .

Введем мультииндексы μ = (μ(i)), составленные из индексов μ(i)
векторов aij базы Ai. Определим мультистепень ξμ и базовый
мультивектор aμ равенствами

ξμ =
∏

ξ
μ(i)
i ∈ K, aμ =

(
aiμ(i)

) ∈ E.
Для каждой полилинейной функции f ∈ ML (E, F ) верно равен-
ство

f(x) =
∑

ξμf(aμ) (x = (xi), xi = Πjξ
j
i a
i
j).

Значения функции f являются линейными комбинациями ее зна-
чений на базовых мультивекторах. Мультистепени ξμ, служащие
коэффициентами этих комбинаций, могут быть любыми элемен-
тами скалярного поля K.

Разложимые тензоры āμ = ⊗aiμ(i), являющиеся естествен-
ными образами базовых мультивекторов aμ, составляют базу тен-
зорного произведения

–
E = ⊗Ei: они линейно независимы и по-

рождают
–
E. Поэтому

dim(⊗Ei) =
∏

(dimEi).

Упражнение. Проверить линейную независимость базовых тензо-
ров āμ.

Пусть Ei = K (1 ≤ i ≤ n). Тогда dimEi = 1 и dim(K⊗n) =
1n = 1 = dim K. Следовательно, K⊗n � K.

6. Рассмотрим два примера тензорных произведений.

Пример 1. Пусть Ei = KSi
0 — пространства финитных скалярных

функций на множествах Si. Тогда
–
E = ⊗KSi

0 � KΠSi
0 = KS

0 , где S =
∏
Si.

При соответствующем отождествлении верны равенства

x̄(s) = ⊗
(∑

xi(si)si

)
=
∏

xi(si) (s = (si) ∈ S, x = (xi) ∈ E).
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Пример 2. Пусть (Ei), (Fi) — два конеч-
ных семейства векторных пространств с одними
и теми же скалярным полем и множеством ин-
дексов. Рассмотрим произведение E =

∏
Ei,

тензорные произведения
–
E = ⊗Ei и

–
F = ⊗Fi,

семейство операторов Ti ∈ L (Ei, Fi). Равен-
ство Tx̄ = ⊗(Tixi) (x̄ = ⊗xi ∈ –

E) определяет
линейный оператор T = ⊗Ti ∈ L (

–
E,

–
F ), кото-

рый называется тензорным произведением ли-
нейных операторов Ti.

Существование оператора T = ⊗Ti следует из полилинейности есте-
ственного отображения u : E → –

E и отображения V : E → –
F , V x = ⊗(Tixi)

(x = (xi) ∈ E). Определяющее T = ⊗Ti равенство можно записать так же
(⊗T)(⊗xi) = ⊗(Tixi).

Упражнения. 1) Проверить существование оператора T = ⊗Ti.

2) Проверить правила действий с тензорными произведениями операторов:
T⊗0 = 0⊗T = 0, I⊗I = I , (S+T)⊗U = S⊗U+T⊗U , S⊗(T+U) = S⊗T+S⊗U ,

(αS)⊗(βT) = αβ(S⊗T), (S⊗T)−1 = S−1⊗T−1 , (ST)⊗(UV ) = (S⊗U)(T⊗V ).

7. Для каждых целых p, q ≥ 0 и векторного пространства
(K, X) естественно определить тензорное произведение T q

p (X) =
(X∗)⊗p ⊗X⊗q. Его элементы называются тензорами типа (p, q)
на X или, коротко, pq-тензорами. Число p+q называется рангом
таких тензоров.

Примеры. 1) T 0
0 (X) = K : скаляры являются тензорами нулевого

ранга.
2) T 1

0 (X) = X: векторы являются 01-тензорами.
3) T 0

1 (X) = X∗: линейные функционалы являются 10-тензорами.
4) T 1

1 (X) = X∗ ⊗X � L (X,X): линейные операторы отождествляются
с 11-тензорами [50, часть 4, § 1, п. 5].

5) T 0
2 (X) = X∗ ⊗X∗ � (X ⊗X)∗ � B(X,K): билинейные формы отож-

дествляются с 20-тензорами.
Можно отождествить pq-тензоры на X со скалярными поли-

линейными функциями (формами) наXp×(X∗)q. А полилинейные
функции, как и прежде, отождествить с их линейными предста-
влениями.

Упражнение. Провести эти отождествления подробно.
Рассмотрим прямую сумму T (X) =

∑
T q
p (X) векторных

пространств T q
p (X) (p, q ≥ 1). Равенство

(f ⊗ g)(x, y) = f(x) · g(y) (x ∈ Xp, y ∈ (X∗)q)

определяет тензорное произведение f ⊗ g ∈ T q+s
p+r (X) функций

f ∈ T q
p (X), g ∈ T s

r (X). Оно билинейно, ассоциативно, но не
коммутативно.
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2.3.2. Внешниe произведения

Это произведение определяется с помощью тензорного про-
изведения для антисимметричных полилинейных функций.

1. Рассмотрим множество M = ML (E, F ) полилинейных
отображений f : E → F произведения E = Xq семейства век-
торных пространств Ei = X (i ∈ I = {1, . . . , q}) в векторное
пространство F с тем же скалярным полем K. По определению,
ML (X0, F ) = F . Будем предполагать, что поле K имеет нуле-
вую характеристику: p · 1 = 0 только при p = 0. В этом случае
q! �= 0 для всех q = q · 1 (1 ∈ K).

Каждый мультивектор x = (x(i)), x : I → E, и перестановка
σ : I → I компонуются в мультивектор xσ = x(σ(i)). Поэтому
для σ, x и f : E → F определена композиция fxσ : I → E, а вме-
сте с нею функция σf : E → F со значениями σf(x) = f(xσ)
(x ∈ E). Если f полилинейна, то и σf полилинейна. Полили-
нейное отображение f называется симметричным, если σf = f
при любой перестановке σ. И антисимметричным — если σf =
sgnσ ·f . Симметричные и антисимметричные отображения соста-
вляют подпространства S = S (E, F ) и A = A (E, F ) простран-
ства ML (E, F ).

Так как каждая перестановка равна произведению транспози-
ций, то антисимметричность f эквивалентна равенству τf = −f
для каждой транспозиции τ ∈ P (I). (Можно ограничиться только
транспозициями соседних номеров.) Если скалярное поле имеет
нулевую характеристику, то 2f(x) �= 0 при f(x) �= 0 и антисимме-
тричность f означает, что f(x) = 0 при xi = xj для каких-нибудь
i �= j. (Можно ограничиться случаем j = i+ 1.)

Упражнение. Доказать сформулированные утверждения подробно.

2. С каждым полилинейным отображением f ∈ M =
ML (Xq,K) можно связать симметричное отображение

Sf = (1/q!) ·
∑

σf ∈ S (σ ∈ P (I), I = {1, . . . , q}).

Оператор S : M → S называется симметризацией. Он является
проектором и отображает M на все S :

S2f = S(Sf) = Sf (f ∈ M ) и Sf = f (f ∈ S ).



162 2.3. Полилинейная алгебра

Оператор S применим, в частности, к естественному ото-
бражению u : E → –

E декартовой степени E = Xq в тензорную–
E = X⊗q:

Su(x) = (1/q!) ·
∑

xσ (x = (x(i)), xσ = ⊗x(σ(i))).

Как в 2.3.1,7, отождествим ML (Xq,K) с T q
0 (X) и будем считать

полилинейные формы 0q-тензорами. Вместо T q
0 (X) условимся

писать T q(X) и обозначим S q(X) подпространство T q(X), со-
ставленное из симметричных тензоров.

Упражнение. Доказать, что dim S q(X) =

(
n+q−1

q

)
при dimX = n.

Рассмотрим прямую сумму S (X) =
∑

S q(X) векторных
пространств S q(X) (q ≥ 1). Равенство

fg = S(f ⊗ g) ∈ S q+r(X) (f ∈ S q(X), g ∈ S r(X))

определяет умножение для S (X). Назовем его симметризован-
ным. Оно коммутативно и ассоциативно.

Упражнение. Доказать это.

Прямая сумма S (X) =
∑

S q(X) с симметризованным умно-
жением называется симметрической алгеброй пространства X .

3. С каждым полилинейным отображением f ∈ M =
ML (X∗p, F ) можно связать антисимметричное отображение

Af = (1/p!) ·
∑

sgnσ · σf (σ ∈ P (I), I = {1, . . . , p}).

Оператор A : M → A называется антисимметризацией или аль-
тернированием. Он является проектором и отображает M на
все A :

A2f = A(Af) = Af (f ∈ M ) и Af = f (f ∈ A ).

Упражнение. Проверить это.

Как в 2.3.1,7, производится отождествление ML (X∗p,K)
с Tp(X) = T 0

p (X) и рассматривается подпространство Ap(X)
пространства Tp(X), составленное из антисимметричных тензо-
ров.
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Упражнение. Доказать, что dim Ap(X) =
(n

p

)
при dimX = n.

Рассмотрим прямую сумму A (X) =
∑

Ap(X) векторных
пространств Ap(X) (p ≥ 1). Равенство

f ∧ g = A(f ⊗ g) ∈ Ap+r(X) (f ∈ Ap(X), g ∈ Ar(X))

определяет умножение для A (X). Назовем его внешним. Оно
ассоциативно и антикоммутативно:

g ∧ f = (−1)prf ∧ g (f ∈ Ap(X), g ∈ Ar(X)).

Упражнение. Доказать это равенство.

Прямая сумма A (X) =
∑

Ap(X) (p ≥ 1) с внешним умноже-
нием называется внешней или грассмановой алгеброй простран-
ства X .

4. Если p = 1, то A1(X) � X∗. Рассмотрим конечные се-
мейства x∗ =

(
x∗i
)

(x∗i ∈ X∗) и x = (xi) (xi ∈ X) с индексами
i ∈ I = {1, . . . , n}. Из определений следует, что

∧x∗(x) = A(⊗x∗)(x) = (1/n!)
∑
σ

sgnσ
(∏

i

x∗i (xσ(i))
)

(σ ∈ P (I), i ∈ I). Скаляры αij = x∗i (xj) составляют n×n-матрицу
(1 ≤ i, j ≤ n). Число

detM = (n!) ∧ x∗(x)

называется определителем матрицы M . Оно равно сумме про-
изведений ее элементов, взятых по одному из каждых строки
и столбца со знаком образованной их номерами перестановки.

Упражнение. Доказать, что x∗i ∈ X∗ линейно независимы тогда и толь-
ко тогда, когда ∧x∗ �= 0 для x∗ = (x∗i ) (1 ≤ i ≤ n).

5. Пусть dimE = n < ∞, (ei) — база E,
(
e∗i
)

— сопряжен-
ная база E∗ (i ∈ I = {1, . . . , n}), F — векторное пространство,
K — общее скалярное поле. Заметим, что E � Kn. Обозначим
μ = μ(k) (1 ≤ k ≤ p ≤ n) произвольную строго возрастающую
перестановку выбранных p номеров множества I .
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Рассмотрим подпространство Ap(E, F ) пространства
ML (Ep, F ), составленное из антисимметричных полилинейных
функций. Для каждой антисимметричной полилинейной функ-
ции f ∈ Ap(E, F ) существует единственное семейство векторов
cμ(f) ∈ F такое, что

f =
∑

cμ(f) ∧ e∗μ (∧e∗μ =
∧
i

e∗μ(i)).

Это представление получается из общего равенства в 2.3.1, 5 с по-
мощью равенства f(xσ) = sgnσ · f(x) (x = (xi)), эквивалентного
cσ = sgnσ · cμ, для каждой перестановки σ выбранных номеров
и группировкой слагаемых с одним и тем же множеством пере-
ставляемых номеров.

Упражнение. Провести подробно соответствующие выкладки.

Если p = n, то в представляющей f сумме одно слагаемое
c(f) ∧ e∗i c коэффициентом c(f) ∈ F . При F = K и p ≤ n внешние
произведения ∧e∗i составляют базу пространства Ap(E,K).

Упражнение. Доказать это утверждение.



3. АНАЛИЗ

В этой главе описываются три основные понятия математи-
ческого анализа: предел, дифференциал и интеграл. Использу-
ются лекции Л. Я. Савельева [80] и книга Дж. Келли [39].

3.1. Предел

Понятие предела формализует идею приближения функций
постоянными. Изложение общей теории пределов есть в кни-
гах [13] и [39].

3.1.1. Топологические пространства

Топологические пространства служат областями изменения
функций, для которых определяются пределы. В теории этих про-
странств принят удобный и наглядный геометрический язык. То-
пология дает формальное описание окрестностей элементов мно-
жества.

1. Рассмотрим множество E. Топологией для E называет-
ся каждый класс U множеств U ⊆ E, обладающий двумя свой-
ствами: (1) Пересечение каждого конечного семейства множеств
класса U принадлежит U . (2) Объединение каждого семейства
множеств класса U принадлежит U .

Объединение пустого семейства частей E равно пустому мно-
жеству O, а пересечение равно E. Поэтому O и E принадле-
жат любой топологии U для E. Если T ,U — топологии для E
и T ⊆ U , то говорят, что T слабее U .
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Примеры. 1) Слабейшая топология A = {O, E}. Она содержится в лю-

бой топологии U для E. 2) Сильнейшая топология D = P(E). Она содержит
любую топологию U для E.

Множество E и топология U для него
образуют топологическое пространство
(E,U ), которое коротко обозначается E.
Элементы множества E называются точ-
ками этого топологического пространства.
Множества, принадлежащие топологии, на-
зываются открытыми. Каждое множество
V ⊆ E, содержащее некоторое открытое
множество U ∈ U , которому принадлежит точка x ∈ E, назы-
вается окрестностью точки x в топологическом пространстве
(E,U ). Класс всех окрестностей точки x будем обозначать V (x).
Окрестности описывают близость точек пространства к данной
точке. Из определений следует, что открытое множество являет-
ся окрестностью каждой своей точки.

Примеры. 1) При слабейшей топологии A = {O, E} все точки E имеют
единственную окрестность — множество E: V (x) = {E} (x ∈ E). 2) При
сильнейшей топологии D = P(E) окрестностью точки x ∈ E является любое
множество X ⊆ E, которому принадлежит точка x: V (x) = {X ⊆ E | x ∈ X}.
В частности, элементарное множество V = {x} есть окрестность точки x.
Поэтому сильнейшую топологию называют еще дискретной. Пространство
с ней называют дискретным.

Упражнение. Доказать, что пересечение каждого конечного семейства
окрестностей точки является ее окрестностью.

Топологическое пространство и его топология называются
отделимыми (или хаусдорфовыми), если у каждых двух различ-
ных точек пространства есть непересекающиеся окрестности.

Примеры. 1) Каждое дискретное пространство отделимо. 2) Для
двоеточия E = {a, b} (a �= b) существует четыре топологии: A = {O, E},
B = {O, {b}, E}, C = {O, {a}, E}, D = {O, {a}, {b}, E}. Из них хаусдорфова
только D. Пространство (E,A ) называется слипшимся, пространства (E,B)

и (E,C ) — связными, а пространство (E,D) — дискретным двоеточием.

Множества, являющиеся дополнениями к открытым, назы-
ваются замкнутыми. Если каждая окрестность произвольной
точки пространства содержит некоторую ее замкнутую окрест-
ность, то пространство называется регулярным. Часто в опреде-
ление регулярности включают еще и отделимость.

Примеры. 1) В каждом топологическом пространстве (E,U ) пустое
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множество O и множество E открыты и замкнуты. 2) Дискретное простран-
ство регулярно. В нем каждое множество открыто и замкнуто.

Пусть A ⊆ B ⊆ E. Если каждой окрестности всякой точки
x ∈ B принадлежит некоторая точка a ∈ A, то говорят, что мно-
жество A плотно в B. При B = E говорят еще, что A всюду
плотно. Топологическое пространство, в котором есть счет-
ное всюду плотное множество, называется сепарабельным. Та-
кое пространство можно считать приближенно счетным (с точ-
ностью до любого выбранного семейства окрестностей).

Класс B(x) ⊆ V (x) такой, что для всякой окрестности
V ∈ V (x) существует базовая окрестность B ∈ B(x), содер-
жащаяся в V , называется локальной базой для точки x ∈ E.
Пространство, в котором для каждой точки есть счетная локаль-
ная база, называется пространством со счетными локальными
базами.

Каждый класс B ⊆ U такой, что любое множество
U ∈ U является объединением некоторого семейства множеств
B ∈ B, называется базой топологии U . Выделяются простран-
ства, топологии которых имеют счетные базы. Такие простран-
ства называются пространствами со счетными базами. Ясно,
что они являются пространствами со счетными локальными
базами.

Пример. В дискретном пространстве (E,D) класс B(x), состоящий из
единственного точечного множества {x}, есть база класса V (x). Если мно-
жество E счетно, то пространство (E,D) имеет счетную базу.

Множество A ⊆ E с индуцированной топологией A ∩ U =
{A ∩ U | U ∈ U } образует подпространство топологического
пространства (E,U }). Если A ∈ U , то A∩U ⊆ U и (A,A∩U ) ⊆
(E,U ). Пересечение A ∩ U называют следом U на A.

2. Каждое множество A ⊆ E порождает естественное раз-
биение точек пространства E на три типа: внутренние, внешние
и граничные для A. Достаточно определить внутренние точки:
внешние и граничные определяются через них. Точка a ∈ A на-
зывается внутренней для множества A, если существует окрест-
ность U точки a, содержащаяся в A. Точка b /∈ A называется
внешней для A, если она является внутренней для дополнения
B = E \ A.

Точка c ∈ E называется граничной для A, если она не являет-
ся ни внутренней, ни внешней для A. Для внешней точки b суще-
ствует окрестность V , не пересекающаяся с A. Каждая окрест-
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ность W граничной точки c пересекается как с множеством A,
так и с его дополнением.

Будем называть множества
всех внутренних, внешних, гранич-
ных точек для A соответственно вну-
тренностью, внешностью, границей
множества A и обозначать I(A)
= IntA, E(A) = ExtA, F (A) = FrA.
Эти множества попарно не пересека-
ются и в объединении дают всё про-
странство: I(A) + E(A) + F (A) = E.
Из определений следует, что множе-
ства I(A) и E(A) открыты, а граница
F (A) замкнута. В открытых множе-
ствах нет граничных точек.

Объединение Ā = A ∪ F (A) множества A с его границей на-
зывается замыканием A. Из определений следует, что множест-
во A замкнуто ессли оно совпадает со своим замыканием. Как
и прежде, знак + употребляется вместо ∪ для непересекающихся
множеств.

Упражнение. Доказать, что Ā равно пересечению всех замкнутых мно-
жеств, содержащих A.

Точки замыкания Ā называются точками прикосновения для
множества A: по определению это внутренние и граничные точки
для A. Точка x ∈ E является точкой прикосновения для множе-
ства A ессли каждая окрестность точки x пересекается с A.

3. Среди топологических пространств выделяются метриче-
ские, в которых близость точек можно измерять вещественными
числами.

Положительная симметричная и равная
нулю на диагонали функция ρ : E ×E → R, для
которой верно неравенство треугольника

ρ(x, z)≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (x, y, z ∈ E),

называется метрикой для множества E. Число ρ(x, y) называется
расстоянием между точками x, y. Множество E и функция ρ
составляют метрическое пространство (E, ρ). Множества

B(c, r) = {x | ρ(x, c)< r}, –
B(c, r) = {x | ρ(x, c)≤ r}
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называются открытым и замкнутым шарами с центром c и ра-
диусом r ≥ 0. При r = 0 шар B(c, r) = O пустой, а замкнутый
шар

–
B(c, r) состоит из точек, расстояние от которых до центра c

равно нулю. Шары с нулевым радиусом называются вырожден-
ными. Они могут состоять и из одной точки.

Топология метрического пространства порождается шарами:
она состоит из множеств, в которых каждая точка содержится
вместе с некоторым открытым шаром, центром которого она яв-
ляется. По определению, множество U ⊆ E метрически откры-
то, если для каждой точки u ∈ U существует число r = r(u) > 0
такое, что B(u, r(u)) ⊆ U . Метрически открытые множества со-
ставляют метрическую топологию для E: их конечные пересе-
чения и любые объединения метрически открыты. Каждый от-
крытый шар является открытым множеством в этой топологии,
а замкнутый — замкнутым.

Упражнение. Доказать эти утверждения.

Метрика ρ : E × E → R называется невырожденной, если
ρ(x, y) > 0 при x �= y (x, y ∈ E). Порождаемая ею метриче-
ская топология хаусдорфова: каждые две различные точки x, y
пространства E отделяются открытыми шарами B(x, r), B(y, r)
с радиусом r = ρ(x, y)/2 и замкнутыми –

B(x, s), –
B(y, s) с радиусом

s = ρ(x, y)/3. Обычно невырожденность включается в опреде-
ление метрики. Всюду дальше, как правило, будут рассматри-
ваться невырожденные метрики и это не всегда будет оговари-
ваться. Невырожденная метрика определяет регулярное тополо-
гическое пространство.

Упражнение. Доказать, что равенство ρ(x, y) = 0 определяет эквива-
лентность для множества E точек метрического пространства (E, ρ). А фак-
торизация E по этому отношению приводит к невырожденной метрике ρ̄ для
фактор-класса

–
E, определяемой равенством ρ̄(x̄, ȳ) = ρ(x, y) (x̄, ȳ — фактор-

множества эквивалентных x, y точек E).

4. Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Дискретная метрика ρ : E × E → R со значениями ρ(x, x)

= 0 и ρ(x, y) = 1 при x �= y (x, y ∈ E) определяет дискретную топологию
для E.

Пример 2. Метрическая топология для нормированного пространства
(E, ‖ · ‖) определяется расстоянием ρ(x,y) = ‖x − y‖ (x, y ∈ E). Невы-
рожденная норма определяет невырожденное расстояние. Верны равенства
ρ(x+z, y+z) = ρ(x, y), ρ(αx,αy) = |α|ρ(x,y) для каждых скаляра α и векторов
x, y, z. Если расстояние ρ для векторного пространства E обладает этими
свойствами, то равенство ‖x‖ = ρ(x, 0) (x ∈ E) определяет норму для E.
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Пример 3. Пусть E — векторное пространство и семейство норм (‖·‖i)
для E — мультинорма. Они составляют мультинормированное простран-
ство (E, (‖ ‖i).

Обозначим Bi(c, r) = {x : ‖x − c‖i < r} метрически открытый шар в E
с центром c и радиусом r > 0 при норме ‖ · ‖i. Будем предполагать, что
для каждых индексов i, j существует индекс k такой, что ‖x‖i ∨ ‖x‖j ≤ ‖x‖k

(x ∈ E). Определим топологию для E по аналогии с топологией для ме-
трического пространства: множество U ⊆ E открыто, если для каждой
точки u ∈ U существуют индекс i = i(u) и число ri = ri(u) > 0 такие,
что Bi(u, ri) ⊆ U . Как и в метрическом пространстве, открытое множество
содержит каждую свою точку вместе с некоторым невырожденным шаром.
Но теперь у разных точек эти шары могут определяться разными нормами.
В этой топологии для каждой точки существует локальная база, состоящая
из выпуклых множеств (шаров), и поэтому топология называется локально
выпуклой. Векторное пространство с локально выпуклой топологией назы-
вается локально выпуклым.

Заметим, что разные мультинормы могут определять одну и ту же то-
пологию. Cвязь между локально выпуклыми и мультинормированными про-
странствами описана в [14, гл. 2, § 5] и [42, гл. 3, § 2].

Упражнения. 1) Доказать, что при данном определении пересечение
конечного семейства открытых множеств открыто. 2) Доказать, что для
отделимости локально выпуклого пространства необходимо и достаточно,
чтобы для каждой ненулевой точки среди определяющих топологию норм
имелась бы не равная в этой точке нулю.

Пример 4. Рассмотрим векторное пространство F = F (X,R) веще-
ственных функций на множестве X. Для каждого конечного K ⊆ X опре-
делим норму ‖‖K равенством ‖f‖K = max{|f(x)| : x ∈ K}. Ясно, что
‖f‖K ∨ ‖f‖L ≤ ‖f‖M при K ∪ L = M для каждой функции f : X → R.
Шар с центром f и радиусом r ≥ 0 определяется равенством BK (f, r) = {g :
|f(x) − g(x)| < r, x ∈ K}. Он состоит из всех функций g : X → R, значе-
ния которых близки к значениям f в точках из K , а в остальных — произ-
вольны. Если множество X несчетно, то определяемая семейством норм ‖ ‖K

локально выпуклая топология неметризуема: она не может быть определена
с помощью какой-нибудь одной метрики.

Упражнение. Доказать это утверждение.

Пример 5. Рассмотрим векторное пространство E, его алгебраическое
сопряженное E∗ и множество S∗ ⊆ E∗, служащее системой координат для E:
если x �= 0, x ∈ E, то s∗(x) �= 0 для некоторого функционала s∗ ∈ S∗. Каждое
конечное множество K∗ ⊆ S∗ определяет норму ‖ ‖K∗ для E, имеющую зна-
чения ‖x‖K∗ = max{|s∗(x)| : s∗ ∈ K∗} (x ∈ E). Ясно, что ‖x‖K∗ ∨ ‖x‖L∗ ≤
‖x‖M∗ при K∗ ∪L∗ = M∗ для каждой точки x. Шар с центром x и радиусом
r > 0 определяется равенством BK∗ (x, r) = {y : |s∗(x) − s∗(y)| < r, s∗ ∈ K∗}.
Он состоит из всех точек y ∈ E, выбранные координаты s∗(y) которых
близки s∗(x). Получающаяся топология для векторного пространства E
называется слабой топологией, определяемой системой координат S∗, или
S∗-топологией.

Если пространство E нормировано, то в качестве системы координат,
определяющей слабую топологию, можно взять его геометрическое сопря-
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женное E′, состоящее из ограниченных линейных функционалов на E. Тогда
|x′(x)−x′(y)| = |x′(x−y)| ≤ ‖x′‖‖x−y‖ ≤ γ‖x−y‖ для γ = max{‖x′‖ : x′ ∈ K ′}
при каждом конечном K ′ ⊆ E′: если точки близки по норме, то близки их
соответствующие координаты. Обратное не всегда верно. В этом смысле
координатная близость слабее близости по норме. Топологию для E, опреде-
ляемую нормой, по контрасту часто называют сильной.

Упражнение. Доказать, что для конечномерного нормированного про-
странства E сильная и слабая E′-топология совпадают.

Слабые топологии для алгебраического сопряженного E∗ и его под-
пространств называют ∗-слабыми. Среди них выделяется E∗∗-топология
и E-топология, определяемая вторым сопряженным E∗∗ и его отождествлен-
ным с E подпространством. Для геометрического сопряженного E′, кроме
сильной, выделяются E′∗-топология, E′′-топология и E-топология.

Упражнения. 1) Определить E-топологию для E∗ = L (E,R) по ана-
логии с топологией для F = F (X,R), описанной в примере 4. 2) Доказать,
что E-топология для E∗ слабее E∗∗-топологии. А E-топология для E′ —

слабее E′′-топологии, которая, в свою очередь, слабее E′∗-топологии.

5. По аналогии с мультинормированными пространствами
определим мультиметрические. Пусть E — множество и (ρi) —
мультиметрика — семейство метрик для E. Они составляют
мультиметрическое пространство (E, (ρi)). Каждое мультинор-
мированное пространство является мультиметрическим.

Обозначим Bi(c, r) = {x : ρi(x, c) < r} метрически открытый
шар в E с центром c и радиусом r > 0 при метрике ρi. Будем
предполагать, что для каждых индексов i, j существует индекс k
такой, что ρi(x, y) ∨ ρj(x, y) ≤ ρk(x, y) (x, y ∈ E). Определим
топологию для E по аналогии с топологией метрического про-
странства: множество U ⊆ E открыто, если для каждой точки
u ∈ U существуют индекс i = i(u) и число ri = ri(u) > 0 такие,
что Bi(u, r) ⊆ U . Такая топология называется равномерной.

Упражнения. 1) Доказать, что при данном определении пересечение
конечного семейства открытых множеств открыто. 2) Доказать, что для
отделимости мультиметрического пространства необходимо и достаточно,
чтобы для каждой пары различных точек среди определяющих топологию
метрик имелась бы отделяющая эти точки.

Можно ввести и бесконечные расстояния. Рассмотрим адди-
тивную полугруппу [0,∞] = [0,∞[ ∪ {∞}, полученную добавле-
нием к упорядоченной аддитивной полугруппе [0,∞[ конечных
положительных вещественных чисел бесконечного числа ∞ и до-
определения сложения равенствами x+∞ = ∞+ x = ∞ для всех
x ∈ [0,∞]. Соответственно порядок доопределяется неравенством
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x ≤ ∞ (x ∈ [0,∞]). Назовем обобщенной метрикой для мно-
жества E симметричную и равную нулю на диагонали функцию
Δ: E ×E → [0,∞], для которой верно неравенство треуголь-
ника. Ясно, что

Δ(x, x) = 0, Δ(x, y) = Δ(y, x), Δ(x, z) ≤ Δ(x, y) + Δ(y, z)

для всех x, y, z ∈ E. Конечное или бесконечное число Δ(x, y) назы-
вается обобщенным расстоянием между точками x, y. В обобщен-
ном метрическом пространстве (E,Δ) есть открытые и замк-
нутые шары с бесконечным радиусом.

Так же, как семейство метрик ρi, семейство обобщенных ме-
трик Δi для E определяет обобщенное мультиметрическое про-
странство (E, (Δi)).

Замечание. Равенства ρi = Δi/(1 + Δi) или ρi = inf(1,Δi)
позволяют заменять обобщенные мультиметрики обычными
[13, гл. 9, § 1].

Пример 1. Рассмотрим множество F = F (X,R) вещественных функ-
ций на множестве X. Положим Δ(f, g) = sup{|f(x)−g(x)| : x ∈ X} (f, g ∈ F ).
Функция Δ: F × F → [0,∞] симметрична и Δ(f, f) = 0 (f ∈ F ). Для нее
верно неравенство треугольника: |f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)| ≥ |f(x) − h(x)|
влечет Δ(f, g) + Δ(g, h) ≥ |f(x)− h(x)| (f, g, h ∈ F , x ∈ X). Откуда Δ(f, g) +
Δ(g, h) ≥ Δ(f, h). Значит, (F ,Δ) — (обобщенное) метрическое простран-
ство.

Пример 2. Рассмотрим множество F = F (X,E) векторных функ-
ций, отображающих множество X в мультинормированное пространство
(E, (‖ ‖i)). Положим

Δi(f, g) = sup{‖f(x) − g(x)‖i : x ∈ E} (f, g ∈ F ).

Функции Δi : F × F → [0,∞] являются (обобщенными) метриками для F

и составляют с F (обобщенное) мультиметрическое пространство (F , (Δi)).

Замечание. Равномерную топологию для E, определяемую
некоторой мультиметрикой, можно определить с помощью рав-
номерной структуры — специального класса частей декартова
произведения E × E [13, гл. 2]. Связь между равномерными
структурами и топологиями подробно описана в [80, Введение].
А определение равномерных структур мультиметриками — в [13,
гл. 9, § 1].

Множество с равномерной структурой называется равномер-
ным пространством. Условимся использовать этот термин так-
же для мультиметрических пространств и пространств с равно-
мерной топологией.
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В общей теории рассматриваются еще пространства бли-
зости [125, 8.4]. Близость для E определяется как специальное
отношение между частями множества E. Она порождает некото-
рую топологию для E.

6. Непустой класс B непустых частей множества E, пере-
сечение каждого конечного семейства которых содержит некото-
рое множество из B, будем называть сильно центрированным.
Класс множеств в E, которому вместе с каждым множеством
принадлежат и все содержащие это множество части E, назо-
вем наследственным. Наследственный сильно центрированный
класс F множеств в E называется фильтром для E. Из опре-
делений следует, что пересечение каждого конечного семейства
множеств фильтра F непусто и принадлежит F . Множество E
принадлежит каждому фильтру F в E. Каждый сильно цен-
трированный класс B множеств в E порождает фильтр F (B)
для E, составленный из всех частей E, содержащих какие-либо
множества из B. Класс B называют базой фильтра F (B).

Примеры. 1) Класс V (x) всех окрестностей точки x в топологическом
пространстве E есть фильтр для E. Класс U (x) открытых окрестностей
точки x является базой фильтра V (x). 2) Класс F (x) всех частей множе-
ства E, которым принадлежит элемент x, есть фильтр для E. Класс, со-
ставленный из единственного множества {x}, является базой фильтра F (x).
3) Пусть (E, (Δi)) — мультиметрическое пространство. Для каждых ин-
декса i и числа r > 0 рассмотрим (i, r)-окружение диагонали

W (i, r) = {(x, y) | Δi(x, y) < r} ⊆ E × E.

По определению мультиметрического пространства для каждых индексов i, j
существует индекс k такой, что Δi(x, y) ∨ Δj(x, y) ≤ Δk(x, y) (x, y ∈ E).
Следовательно, класс множеств W (i, r) сильно центрирован и порождает
фильтр окружений диагонали W для E×E. Множество X ⊆ E, для которого
X × X ⊆ W ∈ W , называется W -малым. Фильтр W является равномерной
структурой для E.

Заметим, что Bi(x, r) = {y | Δi(x, y) < r} = {y | (x, y) ∈ W (i, r)}. По-
этому каждая окрестность V ∈ V (x) точки x ∈ E при равномерной топологии
для E определяется некоторым окружением W ∈ W : V = {y | (x, y) ∈ W}.

Упражнения. 1) Доказать, что образ f(A ) = {f(A) | A ∈ A } сильно
центрированного класса A ⊆ P(E) при f : E → F есть сильно центри-
рованный класс частей множества F . 2) Пусть A ⊆ P(E), B ⊆ P(E)

и A × B = {A × B | A ∈ A , B ∈ B} ⊆ P(E × F ). Доказать, что если
A , B сильно центрированы, то и A × B сильно центрирован.

Множество F = F(E) всех фильтров для E упорядочено по
включению.



174 3.1. Предел

Лемма. Множество F линейно мажорировано.
� Каждая непустая линия L ⊆ F мажорируется своим объ-

единением U = ∪L, составленным из множеств, принадлежащих
какому-нибудь фильтру L ∈ L. Ясно, что L ⊆ U (L ∈ L).
Вместе с тем U ∈ F. Действительно, класс U не пуст и ему не
принадлежит пустое множество O, так как классы L не пусты
и O /∈ L . Пусть X, Y ∈ U . Тогда X ∈ L , Y ∈ M для некоторых
L ,M ∈ L. А так как L ⊆ M или M ⊆ L , то X, Y ∈ L или
X, Y ∈ M и, следовательно, X ∩Y ∈ L или X ∩Y ∈ M . В любом
случае X ∩ Y ∈ U . Точно так же если X ∈ U и X ⊆ Y , то
X ∈ L и Y ∈ L для некоторого L ∈ L. Значит, U есть фильтр
для E. �

Фильтры для E, являющиеся максимальными элементами
упорядоченного множества F(E), называются максимальными
фильтрами или ультрафильтрами. По определению, максималь-
ный фильтр для E не содержится ни в каком другом фильтре
для E.

Пример. Фильтр F (x) в примере 2 является максимальным.

Из доказанной леммы и теоремы Цорна следует

Предложение. Каждый фильтр для множества E содер-
жится в некотором максимальном фильтре для E.

Пример. Фильтр V (x) окрестностей точки x в топологическом про-
странстве E содержится в фильтре F (x), порожденным {x}.

Назовем фильтр F для множества E простым, если для
каждых X ⊆ E, Y ⊆ E из X ∪ Y ∈ F следует X ∈ F или
Y ∈ F . Это свойство аналогично свойству простых чисел: если
произведение mn натуральных чисел m, n делится на простое
число p, то m или n делится на p.

Теорема. Максимальными являются простые фильтры
и только они.

� 1) Пусть фильтрF для E простой, фильтр G ⊇ F и Y ∈ G .
Так как Y ∪Y c = E ∈ F , то Y ∈ F или Y c ∈ F . А так какF ⊆ G ,
то Y c /∈ G влечет Y c /∈ F . Значит, Y ∈ F и F = G . Фильтр F
максимальный.

2) Пусть фильтр F для E максимальный, X ⊆ E, Y ⊆ E
и X ∪ Y ∈ F . Предположим, что X /∈ F и Y /∈ F . Рассмотрим
класс G всех Z ⊆ E таких, что X ∪ Z ∈ F . Класс G непуст, так
как Y ∈ G . Ему не принадлежит пустое множество Z = O, так
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как X /∈ F . Если A ∈ G , B ∈ G , то X∪(A∩B) = (X∪A)∩(X∪B)
∈ F и, значит A∩B ∈ G . Наконец, если A ∈ G , A ⊆ B ⊆ E, то из
X ∪A ∈ F и X ∪A ⊆ X ∪B следует X ∪B ∈ F и B ∈ G . Значит,
G есть фильтр для E. Вместе с тем, если Z ∈ F , то X ∪ Z ∈ F
и Z ∈ G . Следовательно, F ⊆ G . Но F �= G , так как Y /∈ F
и Y ∈ G . Это противоречит максимальности F . Значит, X ∈ F
или Y ∈ F и фильтр F простой. �

Примеры. 1) Фильтр F (a), порожденный {a} ⊆ E, простой: если
a ∈ X ∪ Y , то a ∈ X или a ∈ Y для любых X ⊆ E, Y ⊆ E. 2) Фильтр
F (a, b) для E, порожденный {a, b} ⊆ E (a �= b), не простой: если A = {a}
и B = Ac = E \ A, то A ∪ B = E ∈ F (а, b), но A /∈ F (a, b) и B /∈ F (a, b).

Следовательно, фильтр F (a, b) и не максимальный.

7. Множество C в топологическом пространстве (E,U ) на-
зывается компактным, если каждое покрытие C открытыми мно-
жествами U(i) ∈ U (i ∈ I) содержит некоторое конечное покры-
тие U(k) (k ∈ K(0) ∈ K (I)). Ясно, что каждое конечное мно-
жество в E компактно. Можно считать компактные множества
приближенно конечными (с точностью до любого выбранного се-
мейства окрестностей). Вместо компактное множество говорят
коротко компакт. Если множество C = E компактно, то про-
странство (E,U ) называется компактным пространством или
просто компактом.

Часто удобна негативная формулировка: множество C не-
компактно, если существует покрытие C открытыми множества-
ми U(i) (i ∈ I(0)), не содержащее конечных покрытий U(k)
(k ∈ K ∈ K (I(0))).

Множество, замыкание которого компактно, называется от-
носительно компактным.

Примеры. 1) Отрезок [a, b] ⊆ R компактен в метрической топологии
для R. Интервалы [a, b[, ]a, b], ]a, b[ относительно компактны. Неограни-
ченные множества в R не являются относительно компактными. 2) Пря-

моугольник [a, b] × [c, d] ⊆ R2 компактен в евклидовой плоскости R2. Пря-
моугольники, стороны которых являются ограниченными интервалами, от-
носительно компактны. Неограниченные множества в R2 не являются от-
носительно компактными. 3) Замкнутый шар и ограничивающая его сфера
компактны в евклидовом пространстве R3.

Предложение 1. Замкнутая часть компакта есть ком-
пакт.

� Пусть C ⊆ E — компакт, F ⊆ C — замкнутое множество,
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семейство открытых множеств V (i) покрывает F и U = F c. То-
гда семейство открытых множеств U(i) = V (i)∪ U покрывает C:
∪U(i) = ∪V (i) ∪ U = F ∪ F c = E ⊇ C. Так как C компактно,
то ∪U(k) ⊇ C для некоторого конечного множества индексов k.
Следовательно, ∪V (k) ⊇ F : если ∪V (k) = V ⊂ F , то множество
F \ V ⊆ C (а вместе с ним и C) не покрывается множествами
U(k) = V (k) ∪ F c. Значит, F компактно. �

Предложение 2. В отделимом пространстве каждый
компакт замкнут.

� Пусть пространство E отделимое и C ⊆ E — компакт.
Предположим, что C �= –

C, и возьмем y ∈ –
C \ C. Так как E

отделимое, то для каждой точки x ∈ C существуют открытые
непересекающиеся окрестности U(x) и V (x, y) точек x и y. Ясно,
что U(x) покрывает C. Поэтому U = ∪U(k) ⊇ C для некоторого
конечного множества точек k ∈ C. Множество V (y) = ∩V (k, y)
является открытой окрестностью точки y, не пересекается с U
и тем более с C. Следовательно, y ∈ ExtC в противоречии с
y ∈ –

C. Значит, C = –
C. �

Следствие. В отделимом пространстве компактность
и замкнутость частей компакта эквивалентны.

8. Семейство множеств A(i) ⊆ E (i ∈ I) называется центри-
рованным, если пересечение A(K) = ∩A(k) каждого конечного се-
мейства A(k) (k ∈ K ∈ K (I)) не пусто. Часто удобна негативная
формулировка: семейство множеств A(i) ⊆ E (i ∈ I) не центри-
ровано, если пересечение A(K0) = ∩A(k) некоторого конечного
семейства A(k) (k ∈ K0 ∈ K (I)) пусто.

Обозначим через A класс всех различных множеств семей-
ства (A(i)) (образ этого семейства). Класс A отождествляется
с семейством своих множеств, служащих и собственными индек-
сами. Ясно, что центрированность семейства (A(i)) равносильна
центрированности A . Порядок по включению для классов опре-
деляет поэтому порядок для центрированных семейств. Рассмо-
трим упорядоченное по такому включению множество C(A ) всех
содержащих A центрированных семейств B множеств в E. Каж-
дая линия L(A ) ⊆ C(A ) имеет мажоранту B = ∪L(A ) ⊆ C(A ):
благодаря линейной упорядоченности L(A ) каждое конечное се-
мейство множеств B(k) ∈ B содержится в некотором семей-
стве L ∈ L(A ) и поэтому имеет непустое пересечение. По тео-
реме Цорна в C(A ) есть максимальное центрированное семейство
M ⊇A .
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Упражнение. Проверить, не является ли M ультрафильтром.

Пример. Пусть a ∈ E и A = {a}. Тогда семейство M (a), составленное

из всех частей E, которым принадлежит точка a, является максимальным
центрированным семейством, содержащим A .

Пусть центрированное семейство M ⊇ С(A ) максимально
и X ⊆ E.

Лемма. 1) Если X = ∩M(k) (k ∈ K0) для некоторого
K0 ∈ K (I), то X ∈ M .

2) Если X ∩M(i) �= O для всех i ∈ I, то X ∈ M .
3) Если X ⊇M(i0) для некоторого i0 ∈ I, то X ∈ M .

� Если X = ∩M(k) /∈ M , то {M , X} ∈ C(A ) и {M , X} ⊃ M
в противоречии с максимальностью M .

Если X ∩M(i) �= O (i ∈ I), то по доказанному X ∩M(K) �= O
для M(K) = ∩M(k) (k ∈ K ∈ K (I)). Значит, {M , X} ∈ С(A )
и X ∈ M .

Если X ⊇M(i0), то X ∩M(i) ⊇M(i0)∩M(i) �= O (i ∈ I) и по
доказанному X ∈ M . �

Часто бывает удобен следующий критерий компактности
пространства.

Предложение. Пространство E компактно ессли каждое
центрированное семейство замкнутых множеств F (i) ⊆ E
имеет непустое пересечение.

� Пусть E компактно и (F (i)) — семейство замкнутых мно-
жеств в E. Если ∩F (i) = O, то ∪U(i) = E для семейства откры-
тых множеств U(i) = F c(i). Так как E компактно, то ∪U(k) = E
и ∩F (k) = O для некоторого конечного множества индексов k.
Семейство (F (i)) не центрировано.

Пусть теперь пространство E удовлетворяет сформулирован-
ному условию и (U(i)) — семейство открытых множеств в E.
Если ∪U(i) = E, то ∩F (i) = O для семейства замкнутых мно-
жеств F (i) = U(i)c. По условию ∩F (k) =O и, значит, ∪U(k) =E
для некоторого конечного множества индексов k. Пространст-
во E компактно. �

Следствие 1. Пространство E компактно ессли для
каждого центрированного семейства множеств A(i) ⊆ E се-
мейство замыканий Ā(i) имеет непустое пересечение.
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� Пусть E компактно и (A(i)) — центрированное семейство
множеств в E. Тогда семейство (Ā(i)) тоже центрировано и по до-
казанному имеет непустое пересечение. Обратно: при A(i) = Ā(i)
сформулированное условие обеспечивает компактность E. �

Следствие 2. Замкнутое множество C ⊆ E компактно ес-
сли каждое центрированное семейство замкнутых мно-
жеств B(i) ⊆ C имеет непустое пересечение.

� Так как C замкнуто, то класс множеств в C, замкнутых
при топологии U ∩ C = {U ∩ C | U ∈ U } для C, совпадает
с классом множеств в C, замкнутых при топологии U для E.
Сформулированное утверждение следует поэтому из доказанного
предложения, примененного к пространству (C,U ∩C). �

Упражнение. Доказать, что замкнутое множество C ⊆ E компактно
ессли пространство (C,U ∩C) компактно.

9. Рассмотрим декартово произведение E =
∏
Ei семейства

множеств Ei с топологиями Ui (i ∈ I). Будем называть откры-
тыми прямоугольниками или прямоугольниками с открытыми
сторонами произведения U(K) =

∏
Ui, в которых Ui ∈ Ui для

всех i ∈ I и Ui = Ei при i /∈ K, K ∈ K (I). Заметим, что
U(K) ∩ U(L) = U(K ∪ L) для каждых K,L ∈ K (I). Поэтому от-
крытые прямоугольники образуют базу некоторой топологии U
для E. Эта топология называется тихоновской, а пространство
(E,U ) называется тихоновским произведением топологических
пространств (Ei,Ui).

Примеры. 1) Базу тихоновской топологии для Rm составляют
m-мерные прямоугольники с открытыми в R сторонами. Так как каждое
открытое множество в R равно объединению ограниченных открытых ин-
тервалов, то можно составить базу и из обычных m-мерных открытых пря-
моугольников. Тихоновская топология для Rm совпадает с евклидовой.

2) Базу тихоновской топологии для пространства F = F (X,R) = RX

вещественных функций на множестве X составляют множества U(K) = {f |
f(x) ∈ U(x), x ∈ K}. Здесь K ⊆ X конечно, U(x) ⊆ R открыто и значения
f(x) функций f : X → R произвольны при x /∈ K . Тихоновская топология для
F = RX совпадает со слабой топологией, определяемой функционалами δx.

3) Базу обобщенного канторова дисконтинуумаBR с дискретным двое-
точием B = {0, 1} составляют множества U(K,L) = {f | f(x) = 1
(x ∈ K), f(x) = 0 (x ∈ L)}. Здесь K , L конечны и значения f(x) функций f :
R → B произвольны при x /∈ K ∪ L.

Упражнение. Доказать, что произведение семейства отделимых про-
странств есть отделимое пространство.

Теорема Тихонова. Произведение (E,U ) любого семейст-
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ва компактных пространств (Ei,Ui) компактно.
� Пусть A — центрированное семейство множеств в E.

Возьмем содержащее A максимальное центрированное семейст-
во M множеств в E и семейство

–
M замыканий этих множеств.

Так как M ⊇ A , то –
M ⊇ –

A и ∩ –
M ⊆ ∩ –

A . Поэтому для доказа-
тельства теоремы достаточно показать, что ∩ –

M �= O.
Обозначим pi : E → Ei проектор E на Ei: pi(x) = xi ∈ Ei для

x = (xi) ∈ E. Кроме того, пусть Mi = pi(M) ⊆ Ei — проекция
множества M ∈ M на Ei и M(i) = p−1

i (Mi) ⊆ E — прямоуголь-
ник со стороной Mi и сторонами Ej при всех остальных индексах
j �= i. Так как семейство M центрировано, то для каждого ин-
декса i семейство Mi проекций Mi ⊆ Ei множеств M ∈ M тоже
центрировано. А так как Ei компактно, то семейство

–
Mi за-

мыканий
–
Mi ⊆ Ei имеет непустое пересечение. Для каждого i

возьмем xi из этого пересечения. Докажем, что x = (xi) ∈ –
M .

Пусть V — произвольная окрестность точки x. По определе-
нию тихоновской топологии существует открытый прямоуголь-
ник U = U(K) ⊆ V , которому принадлежит точка x. Так как
xi ∈ –

Mi, то U(i) ∩Mi �= O для каждого M ∈ M . Следовательно,
U(i) ∩ M �= O для U(i) = p−1

i (Ui) и каждого M ∈ M . В са-
мом деле, если ui = mi ∈ Ui ∩Mi, то u = (uj) ∈ U(i) при любых
uj ∈ Ej для всех индексов j �= i и, в частности, при uj = mj , когда
m = (mj) ∈ M . Тогда u = m ∈ U(i) ∩M . По лемме п. 8 отсюда
вытекает, что U(i) ∈ M и U = U(K) = ∩U(k) ∈ M (k ∈ K) для
каждого конечного множества индексов K. Следовательно, бла-
годаря центрированности M , U ∩M �= O и тем более V ∩M �= O
для всех M ∈ M . Значит, x ∈ –

M при любом M ∈ M и ∩M �= O.
�

Пример. Тихоновский кирпич E = F (R, [0, 1]) = [0, 1]R, точками кото-
рого являются функции f : R → [0, 1], компактен при индуцированной из R
топологии для отрезка [0, 1] ⊆ R.

10. Из теоремы Тихонова следует классическая теорема Ле-
бега, описывающая компактные множества в Rm.

Лемма. Каждый отрезок [a, b] ⊆ R компактен.
� Рассмотрим семейство открытых множеств U(i) ⊆ R,

покрывающее [a, b], и множество X концов x отрезков [a, x]
(a ≤ x ≤ b), которые покрываются множествами U(k) для ко-
нечного числа индексов k. Так как a ∈ U(i(a)) при некотором
индексе i(a), то a ∈ X и X �= O. А так как x ≤ b по определению,
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то X ограничено сверху. Следовательно, существуют c = supX
и c ∈ U(i(c)) при некотором индексе i(c). Если c < b, то най-
дется u ∈ U(i(c)) ∩ ]c, b]. Ясно, что u ∈ X . Так как c < u, то
это невозможно. Значит, c = b и [a, b] покрывается конечным
семейством U(k). �

Базу евклидовой топологии для Rm составляют открытые
шары, а базу тихоновской топологии — открытые прямоуголь-
ники. Так как каждый шар содержит некоторый прямоугольник,
которому принадлежит центр этого шара, и наоборот, то евкли-
дова и тихоновская топология для Rm равны. Класс замкнутых
множеств при них один и тот же.

Прямоугольники в Rm с равными длинами сторон (кубы)
являются шарами при норме ‖x‖max = max |xi| (x = (xi),
xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m). Эта норма эквивалентна евклидовой ‖x‖2 =(∑

x2
i

)1/2
: ‖x‖max ≤ ‖x‖2 ≤ m1/2‖x‖max. Нормы ‖ ‖max и ‖ ‖2

определяют один и тот же класс ограниченных множеств.

Теорема Лебега. Компактными в Rm являются ограни-
ченные замкнутые множества и только они.

� 1) Пусть C ⊆ Rm — компакт. Так как пространство Rm

отделимое, то по предложению 2 п. 7 множество C замкнуто.
Рассмотрим покрытие C шарами радиуса 1 и выберем из них
конечное семейство, покрывающее C. Ясно, что выбранные шары
содержатся в одном шаре достаточно большого радиуса. Значит,
C ограничено.

2) Пусть X ⊆ Rm ограничено и замкнуто. Тогда X является
замкнутой частью некоторого прямоугольника, равного произве-
дению отрезков. По доказанной лемме и теореме Тихонова этот
прямоугольник компактен. А по предложению 1 п. 7 отсюда сле-
дует компактность множества X . �

Следствие. Относительно компактными множествами
в Rm являются ограниченные множества и только они.

Это следствие эквивалентно теореме Лебега. В произвольном
метрическом пространстве могут существовать ограниченные, но
не относительно компактные множества.

Пример. Дискретное пространство (N, d) с метрикой d(n, n) = 0

и d(m, n) = 1 при m �= n представляет собой шар радиуса 1 с произволь-
ным центром. Множество N ограничено и замкнуто, но не компактно: ком-

пактами в дискретном пространстве являются конечные множества и только
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они. Любое бесконечное множество X ⊆ N тоже ограничено и замкнуто, но
не компактно.

11. Рассмотрим топологическое пространство (E,U ), мно-
жество C ⊆ E, открытые множества U ∈ U , V ∈ U и их следы
A = UC, B = V C на C. Будем говорить, что U и V разбивают C,
если A �= O, B �= O, A+ B = C, AB = O. Множество, которое не
разбивается никакими открытыми множествами, называется то-
пологически связным или, коротко, просто связным. Если мно-
жество C = E связно, то (E,U ) называется связным простран-
ством. Если пространство E связно, то открыто-замкнутыми
в нем являются только множества O и E.

Примеры. 1) Пустое множество связно. 2) Связными множествами
в (R, | |) являются интервалы и только они. 3) Шары в (R, ‖‖) при ‖‖ =
‖ ‖1, ‖ ‖2, ‖‖max связны.

Упражнения. Доказать следующие утверждения. 1) Множество связно
ессли оно не разбивается никакими замкнутыми множествами. 2) Множе-
ство C ⊆ E связно ессли UV C �= O для каждых открытых U ⊆ E, V ⊆ E,

пересекающихся с C и составляющих его покрытие. 3) Если C ⊆ E связно
и содержится в объединении непересекающихся открытых U ⊆ E, V ⊆ E, то

C ⊆ U или C ⊆ V .

Предложение. Объединение семейства связных мно-
жеств, имеющих непустое пересечение, связно.

� Пусть множества Ci ⊆ E связны, C = ∪Ci и D = ∩Ci �= O
(i ∈ I). Предположим, что некоторые U ⊆ E, V ⊆ E разбивают C.
Возьмем a ∈ D. Так как UC+V C = C, то UD+VD = D и a ∈ UD
или a ∈ V D. Пусть a ∈ UD и, значит, a ∈ UCi для каждого i ∈ I .
По условию V Ci(0) �= O и, значит, Ci(0) �= O для некоторого
i(0) ∈ I . Следовательно, U и V разбивают Ci(0), что противоре-
чит его связности. Значит, U и V не могут разбивать C. �

Упражнение. Привести примеры семейств связных множеств с несвяз-
ными пересечениями.

Будем говорить, что связное множество соединяет свои
точки.

Критерий связности. Множество связно ессли каждые
две его точки соединяются некоторой его связной частью.

� Если множество связно, то оно соединяет каждые две свои
точки.

Пусть множество X ⊆ E несвязно и открытые множества
U ⊆ E, V ⊆ E разбивают его. Возьмем точки a ∈ UX , b ∈ VX
и произвольное множество Y ⊆ X , которому они принадлежат.
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Ясно, что a ∈ UXY = UY , b ∈ VXY = V Y . А так как UX +
V X = X и (UX)(VX) = O, то UY + V Y = Y и (UY )(V Y ) = O.
Множества U и V разбивают Y и оно не может быть связным.
�

Упражнение. Доказать, что произведение связных пространств связно.

Лемма. Если C связно и x ∈ –
C, то C(x) = C ∪ {x} связно.

� Пусть открытые U и V разбивают C(x) и x ∈ V . Так как
x ∈ –

C, то V C �= O. А так как x /∈ UC(x), то UC(x) = UC∪U{x} =
UC и UC �= O. Вместе с тем из C ⊆ C(x)U ∪ V и UV C(x) = O
следует C ⊆ U ∪ V и UV C = O. Это противоречит связности C.
�

Следствие. Если C связно и C ⊆ X ⊆ –
C, то X связно.

� Если C = O, то –
C = X = C = O и X связно. Пусть

C �= O и x, y ∈ X . Тогда по лемме C(x) и C(y) связны. Так как
C ⊆ C(x)∩C(y), то по предложению C(x, y) = C(x)∪C(y) связно.
По критерию X связно. �

Замечание. По предложению связность X �= O следует так-
же из связности C(x) и соотношений O �= C ⊆ ∩C(x), X = ∪C(x)
(x ∈ X).

12. Объединение всех связных множеств в топологическом
пространстве (E,U ), которым принадлежит точка x ∈ E, назы-
вается связной компонентой точки x.

Предложение 1. Связная компонента точки является
связным замкнутым множеством.

� Точка x принадлежит каждому множеству, составляюще-
му ее связную компоненту, и эта компонента равна объединению
семейства связных множеств, имеющих непустое пересечение. По
предложению п. 11 она связна. По следствию леммы п. 11 замы-
кание

–
C связной компоненты C точки x тоже связно. Так как

x ∈ C ⊆ –
C, то –

C ⊆ C. Значит, –
C = C. �

Примеры. 1) Связное пространство является связной компонентой
каждой своей точки. 2) В дискретном пространстве связная компонента

точки состоит из самой этой точки. 3) В метрическом пространстве (A,Δ)

с множеством точек A = [0, 1] ∪ [2, 3] и метрикой Δ(x, y) = |x − y| связными
компонентами точек x ∈ [0, 1] и y ∈ [2, 3] являются эти отрезки.

Пусть A ⊆ E. Связная компонента точки x ∈ A в подпро-
странстве (A,A∩U ) равна объединению всех связных множеств
в A, которым принадлежит точка x. Связная компонента A(x)
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точки x в подпространстве A может отличаться от следа AE(x)
на A связной компоненты E(x) точки x в пространстве E.

Пример. Связная компонента точки x = 0 в метрическом пространстве
E = R равна R, а в его подпространстве A = [0, 1] ∪ [2, 3] она равна [0, 1],

тогда как AR = A.

Связные компоненты точек x ∈ A в подпространстве
(A,A ∩ U ) коротко называются связными компонентами мно-
жества A.

Предложение 2. Связные компоненты множества соста-
вляют его разбиение.

� Каждая точка x ∈ A принадлежит своей связной компо-
ненте C(x) в A. Если связные компоненты C(x), C(y) в A то-
чек x, y ∈ A пересекаются, то они равны. В самом деле, если
x ∈ C(x) ∩ C(y), то C = C(x) ∪ C(y) связно в A по предложе-
нию п. 11. Так как x ∈ C и y ∈ C, то C ⊆ C(x) и C ⊆ C(y),
откуда C(x) = C = C(y). Значит, различные связные компо-
ненты множества A попарно не пересекаются и в объединении
дают A. �

Пример. Связными компонентами множества A = [0, 1] ∪ [2, 3] в R яв-
ляются отрезки [0, 1] и [2, 3].

13. Для мультинормированного пространства (E, (‖ ‖i)) бы-
ла определена связность двух видов — линейная и топологиче-
ская.

Лемма. Каждая ломаная в мультинормированном прост-
ранстве топологически связна.

� Рассмотрим ломаную L(a, b) = ∪[a(i), b(i)] (1 ≤ i ≤ n), со-
единяющую точки a, b ∈ E. Если отрезки [a(i), b(i)]топологически
связны, то из равенств b(i) = a(i+1) по предложению п. 11 следует
топологическая связность объединений [a(i), b(i)]∪[a(i+1), b(i+1)]
и по индукции — топологическая связность всей ломаной L(a, b).

Докажем топологическую связность произвольного отрезка
[a, b] = {x = (1−t)a+tb | 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ E. Предположим противное
и возьмем открытые множества U, V ⊆ E, разбивающие [a, b].

Рассмотрим отображение ϕ : t→ (1−t)a+tb (0 ≤ t ≤ 1), число
s = sup{t : ϕ[0, 1] ⊆ U} ∈ [0, 1] и точку x = ϕ(s) ∈ [a, b]. Предпо-
ложим, что x ∈ U . Так как U открыто, то тогда B(x, r) ⊆ U при
некоторых норме и радиусе r > 0. Следовательно, y = ϕ(t) ∈ U
при всех t ∈ [s− δ, s+ δ] для некоторого δ > 0. Это противоречит
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определению s. Предположение x ∈ V тоже приводит к про-
тиворечию с определением s. В любом случае предположение
о несвязности отрезка [a, b] приводит к противоречию. �

Следствие. Каждое линейно связное множество тополо-
гически связно.

� Любые две точки линейно связного множества соединяются
некоторой содержащейся в нем ломаной. По лемме она топологи-
чески связна. По критерию п. 11 отсюда следует топологическая
связность всего множества. �

Предложение. Открытое множество в мультинормиро-
ванном пространстве топологически связно ессли оно линейно
связно.

� Утверждение если вытекает из следствия леммы. Дока-
жем только если. Рассмотрим открытое топологически связное
множество C ⊆ E. Предположим, что C не линейно связно и возь-
мем точки a, b ∈ C, не соединяемые никакой ломаной, содержа-
щейся в C. Пусть A — линейно связная компонента точки a
и B = C \ A — ее дополнение в C. Так как a ∈ A и b ∈ B, то
A �= O и B �= O. Кроме того, A ∪ B = C и AB = O. Вместе
с тем множества A и B открыты. Действительно, пусть x ∈ A.
Тогда B(x, r) ⊆ C при некоторых норме и радиусе r > 0, так как
множество C открыто. А так как a, x соединяются некоторой
ломаной в C, то и любая точка шара B(x, r) соединяется через x
с точкой a некоторой ломаной в C. Значит, B(x, r) ⊆ A и мно-
жество A открыто. Аналогично, если x ∈ B, то B(x, r) ⊆ B, так
как из y ∈ AB(x, r) следует x ∈ A. Открытые множества A и
B разбивают C, что противоречит его топологической связности.
�

Примеры. 1) Открытое кольцо C = {(x, y) : 0 < α < x2 + y2 < β} в евк-
лидовой плоскости R2 линейно и топологически связно. 2) Окружность
S(0, r) = {(x, y) : x2 + y2 = r2} в R2 топологически связна, но линейно не-
связна.

14. Топологическое пространство, в котором каждая точка
обладает некоторой компактной окрестностью, называется ло-
кально компактным. Каждое компактное пространство локально
компактно. Класс локально компактных пространств существен-
но шире класса компактных.

Пример. Евклидово пространство Rn локально компактно, но не ком-

пактно.
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Обычно рассматриваются отделимые компактные и локально
компактные пространства.

Лемма. Отделимое компактное пространство регулярно.

� Пусть (E,U ) — отделимое компактное пространство.
В отделимом пространстве пересечение всех замкнутых окрест-
ностей точки x ∈ E равно {x}, так как каждая точка y ∈ E,
y �= x, принадлежит внешности некоторой открытой окрестно-
сти U точки x и, значит, внешности замкнутой окрестности –

U
точки x. Предположим, что пространство (E,U ) не регулярно
и существуют точка a ∈ E и ее окрестность A ∈ U такие, что
Ac

–
U �= O для каждой окрестности U ∈ U точки a. Так как пе-

ресечение каждого конечного семейства замкнутых окрестностей
точки a есть замкнутая окрестность точки a, то семейство мно-
жеств Ac

–
U центрировано. А так как множество A открыто, то

эти множества замкнуты. Вместе с тем их пересечение пусто,
потому что пересечение всех

–
U равно a ∈ A. Это противоречит

компактности E. �

Предложение. Отделимое локально компактное прост-
ранство регулярно.

� Рассмотрим отделимое локально компактное пространство
(E,U ), произвольную точку x ∈ E и ее компактную окрестность
C ⊆ E, существование которой предполагается. Пространство
(C, CU ) компактно и по лемме регулярно. Так как (E,U ) отде-
лимо, то C = –

C и множества, замкнутые в (C, CU ), замкнуты
и в (E,U ). Поэтому из регулярности (C, CU ) следует регуляр-
ность (E,U ). �

Следствие. В отделимом локально компактном простран-
стве фильтр окрестностей каждой точки имеет базу из ком-
пактных окрестностей этой точки.

� Так как пересечение C
–
U каждой замкнутой окрестности

–
U

точки x с ее компактной окрестностью C компактно, а замкнутые
окрестности по доказанному предложению составляют базу филь-
тра окрестностей точки x, то и компактные окрестности обра-
зуют его базу. �

Замечание. Для каждого отделимого локально компактно-
го пространства существуют мультиметрики, порождающие его
топологию [13, гл. II, § 4, следствие 2 теоремы 1].
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3.1.2. Направленные множества

Направленные множества служат областями задания функ-
ций, для которых определяется предел. Направление описывается
специальным порядком.

1. Направлением для множества X называется порядок для
X , обладающий свойством: для каждых x, y ∈ X существует
следующий за ними z ∈ X . Порядок, обладающий этим свой-
ством, называется также решетчатым или фильтрующимся.
Вместо направление часто говорят сеть. Все эти термины дают
наглядное представление о свойствах направления.

Множество X и направление � для него образуют направлен-
ное множество (X,�). Вместо (X,�) часто пишут X . Напра-
вленное множество, в котором есть последний элемент, и напра-
вление для него называются вырожденными.

2. Рассмотрим примеры направленных множеств.
Пример 1. (N,≥) — множество натуральных чисел с естественным

порядком. Направление ≥ для N обозначается n → ∞. Добавив к нату-
ральным числам ∞, можно получить вырожденное направленное множество
(
–
N,≥), где

–
N = N ∪ {∞} и ∞ > n для всех n ∈ N.

Пример 2. (R,≥) — множество вещественных чисел с естественным
порядком. Направление ≥ для R обозначается x → ∞, а противоположное
направление ≤ для R обозначается x → −∞. Для расширенной прямой
–R эти направления вырожденные: −∞ < x < ∞ для всех x ∈ R, a

–R =
{−∞} ∪ R ∪ {∞}.

Пример 3. Пусть a ∈ R и y � x означает |y − a| ≤ |x − a|: следую-
щей является точка, которая ближе к данной точке a. Это направление для
R обозначается x → a. Чтобы сделать его невырожденным, точку a исклю-
чают. В этом случае пишут x→ a, x �= a. Часто x �= a явно не выписывается,
а только подразумевается.

Пример 4. Пусть A ⊆ R и a ∈ Ā. Как в примере 3, отношение
y � x означает |y−a| ≤ |x−a|, но определяется только для точек x, y ∈ A. Та-
кое направление обозначается x → a, x ∈ A, и описывается словами: x стре-
мится к точке a по множеству A. Его можно рассматривать как напра-
вление для R и как направление для A. Если a /∈ A, то направление x → a,
x ∈ A, невырожденное.

При A = R \ {a} направление x → a, x ∈ A, превращается в x → a,
x �= a. При A = ] −∞, a[ и A = ]a,+∞[ получаются соответственно напра-
вления x → a− и x → a+ или x ↑ a и x ↓ a. Эти направления описываются
словами: x стремится к точке a слева и x стремится к точке a справа.

Пример 5. Пусть (X,d) — метрическое пространство, A ⊆ X, a ∈ Ā
и y � x означает d(y, a) ≤ d(x, a): следующей является точка, которая ближе
к данной точке a. Это направление для X обозначается x → a, x ∈ A,
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и описывается словами: x стремится к точке a по множеству A. Если
a /∈ A, то направление x → a, x ∈ A, невырожденное. Для нормированного
пространства (X, ‖‖) близость к точке a измеряется с помощью выбранной
нормы: y � x означает ‖y − a‖ ≤ ‖x − a‖.

Пример 6. Рассмотрим множество C комплексных чисел. Пусть
a = (a1, a2), x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ C. Тогда y � x означает |y − a| ≤
|x − a|. Геометрически бо́льшая близость к a означает попадание в круг
с центром в точке a, имеющий меньший радиус. Выбор различных множеств
A ⊆ C позволяет получать различные направления x → a, x ∈ A, в частно-
сти, по нужному лучу или сектору с вершиной в точке a. Можно выбрать
и более сложные направления (например, по данной кривой).

Пример 7. Каждый линейный порядок является направлением.

Пример 8. Рассмотрим множество X и класс K = K (X) всех конеч-
ных частей X. Порядок по включению ⊇ является направлением для K : за
каждыми множествами K, L ∈ K следует их объединение K ∪ L = M ∈ K .
Будем обозначать это направление K → X. Если множество X конечно, то
это направление вырожденное.

Пример 9. Рассмотрим вещественную прямую R, конечное множество
X ⊆ R и составляющее интервал дизъюнктивное семейство A интервалов
A(x) = [a(x), b(x)[ таких, что x ∈ A(x) при каждом x ∈ X. Назовем X =
(X,A ) римановой парой для R. Направление X → R для класса K = K (R)
определяет направление для множества R = R(R) римановых пар: Y � X
означает, что Y ⊇ X для пары Y = (Y,B). Семейства A и B интервалов
при этом не учитываются. За каждыми парами X = (X,A ), Y = (Y,B)
следует пара Z = (X ∪ Y,С) с любым допустимым семейством интервалов.
Будем такое направление для R также обозначать X → R.

Пример 10. Точно так же определяется множество Rm = R(Rm) рима-
новых пар для пространства Rm и направление X → Rm для Rm.

В этом случае вместо обычных рассматриваются m-мерные интервалы
[a, b[ = [a1, b1[ × · · · × [am, bm[ ⊆ Rm.

3. Декартово произведение (X1 × X2,�) направленных мно-
жеств (X1,�), (X2,�) с координатным порядком является напра-
вленным множеством. Решетчатость порядка для X1 ×X2 легко
проверить: за каждыми парами (x1, x2), (y1, y2) ∈ X1 × X2 сле-
дует пара элементов (z1, z2) ∈ X1×X2, составленная из элементов
z1 ∈ X1 и z2 ∈ X2, следующими за x1, y1 ∈ X1 и x2, y2 ∈ X2.

Точно так же определяется декартово произведение произ-
вольного семейства направленных множеств (Xi,�): за каждыми
семействами x = (xi), y = (yi) следует семейство z = (zi), соста-
вленное из элементов zi ∈ Xi, следующими за xi, yi ∈ Xi.

Примеры. 1) (N × N,≥) = (N,≥) × (N,≥) с направлением (m,n) →
(∞,∞) или m→ ∞, n→ ∞. 2) (R×R,≥) = (R,≥) × (R,≥), (R,≥)× (R,≤),

(R,≤) × (R,≥), (R,≤) × (R,≤) с направлениями соответственно (x, y) →
(+∞,+∞), (+∞,−∞), (−∞,+∞), (−∞,−∞).
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4. Рассмотрим направленное множество (X,�) и множе-
ство F . Функция f : X → F на направленном множестве (X,�)
коротко называется направленностью в F . При (X,�) = (N,≥)
направленность является последовательностью. Направленности
называют также обобщенными последовательностями.

Рассмотрим направленные множества (T,�), (X,�) и ото-
бражение r : T → X . Будем говорить, что r согласовано с напра-
влениями для T и X , если для каждого x ∈ X существует t(x) ∈ T
такой, что r(t) � x для всех t � t(x).

Примеры. 1) (T,�) = (2N,≥), (X,�) = (N,≥) и r(2n) = 2n.

2) (T,�) = (]0, 1[,≤), (X,�) = (]1,∞[,≥) и r(t) = 1/t.

Композиция g = f ◦r : T → F направленности f : X → F и со-
гласованным с направлениями для T иX отображением r : T → X
называется поднаправленностью f , порождаемой r. Можно ска-
зать, что поднаправленности получаются из данной направлен-
ности с помощью согласованных с направлениями замен перемен-
ной.

Примеры. 1) Пусть (T,�) = (2N,≥), (X,�) = (N,≥) и r(2n) = 2n,
F = R и f(n) = 1/n. Тогда g(2n) = f(r(2n)) = 1/2n. Если r(2n) = n, то
g(2n) = 1/n. Если T = N и r(n) = 2n, то g(n) = 1/2n.

2) Пусть (T,�) = (X,�) = (N,≥), r : N → N строго возрастает
и f : X → F . Тогда g = f ◦r : N → F называется подпоследовательностью f .
В первом примере подпоследовательность получается при r(n) = 2n.

3) Будем говорить, что множество T ⊆ X содержит произвольно дале-
кие элементы, если тождественное вложение r : T → X согласуется с напра-
влением для X: для каждого x ∈ X существует t(x) ∈ T , следующий за x (по
транзитивности из t � t(x) и t(x) � x вытекает, что t � x).

Всякое сужение направленности f : X → F на множество T ⊂ X с произ-
вольно далекими элементами является поднаправленностью f . Если X = N,
то такие сужения часто тоже называют подпоследовательностями. В первом
примере такая подпоследовательность получается при T = 2N и r(2n) = 2n.

4) Пусть (T,�) = (]0, 1[,≤), (X,�) = (]1,∞[,≥) и r(t) = 1/t, F = R
и f(x) = x2. Тогда g = f ◦ r : ]0, 1[ → R, g(t) = 1/t2 (0 < t < 1). Здесь область
определения поднаправленности g не пересекается с областью определения
направленности f .

5) (T,�) = (R,≥), (X,�) = (]−1, 1[,≥), r(t) = t/(1 + |t|), F = R
и f(x) = x2. Тогда g = f ◦ r : R → R, g(t) = t2/(1 + |t|)2 (−∞ < t < ∞).

Здесь область определения поднаправленности g существенно шире области
определения направленности f .

5. Примеры показывают, что понятие поднаправленности
чрезвычайно общее. Поэтому целесообразно выделять специаль-
ные классы поднаправленностей. Назовем подпоследовательно-
стью направленности f : X → F каждую ее поднаправленность
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g = f ◦ r : T → F , определенную на множестве T = N натураль-
ных чисел с обычным порядком ≥. Не у всех направленностей
существуют подпоследовательности. Направленности, у кото-
рых есть подпоследовательности, а также множества, на кото-
рых такие направленности определены, и направления для них
будем называть секвенцируемыми. Секвенцируемость направлен-
ного множества (X,�) означает, что при некотором отображе-
нии r : N → X для каждого элемента x ∈ X существует номер
n(x) ∈ N такой, что r(n) � x для всех n ≥ n(x). То есть X должно
содержать счетное множество D с произвольно далекими элемен-
тами. Секвенцируемость является аналогом архимедовости.

Примеры. 1) Каждая последовательность является секвенцируемой на-
правленностью. 2) Направленные множества в примерах 2–6 п. 2 секвенциру-
емы. 3) Линейно упорядоченное множество (R,≥) секвенцируемо благодаря
теореме Архимеда, которая эквивалентна утверждению, что для каждого ве-
щественного числа существует натуральное, которое больше него. 4) В при-
мерах 9 и 10 п. 2 для римановых пар направление X → R не секвенцируемо.

Упражнение. Доказать несеквенцируемость направления по включе-
нию для римановых пар.

6. Назовем множество S(a) = [a,→ [ = {x | x � a} ⊆ X сече-
нием направленного множества (X,�), определяемым элементом
a ∈ X , или, коротко, a-сечением множества X . (Предполагается,
что множество X не пустое.) Если X линейно упорядочено, то
это интервал с началом a. Класс {S(a) | a ∈ X} сечений на-
правленного множества X сильно центрирован. В самом деле,
так как X �= O, то этот класс не пуст и не содержит пустого
множества. А так как для каждых a, b из X существует сле-
дующий за ними элемент c, то S(c) ⊆ S(a) ∩ S(b). Порождаемый
классом сечений фильтр S = S (X) для X называется фильтром
сечений направленного множества X . По определению, каждое
множество S ∈ S содержит некоторое сечение S(a) ⊆ X .

Пример. Класс {[n,→ [ : n ∈ N} порождает фильтр Фреше для N. Его

составляют части N, имеющие конечные дополнения в N.

Назовем множество fS(a) = f [a,→[ = {f(x) | x � a} ⊆ F
сечением направленноcти f : X → F , определяемым элементом
a ∈ X , или, коротко, a-сечением направленноcти f . Класс
{fS(a) | a ∈ X} сечений направленностей f сильно центрирован
вместе с {S(a) | a ∈ X}. Порождаемый классом {fS(a) | a ∈ X}
фильтр fS = fS (X) для F называется фильтром сечений на-
правленности f .
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Пусть g = f ◦ r : T → F — поднаправленность, определенная
на множестве (T,�) с помощью согласованной с направлениями
замены r : T → X .

Лемма 1. Фильтр сечений направленности содержится
в фильтре сечений каждой ее поднаправленности.

� Из определений вытекает, что для каждого a ∈ X суще-
ствует t(a) ∈ T такой, что rS(t(a)) ⊆ fS(a). Значит, gS(t(a)) ⊆
fS(a) и fS(a) ∈ gS(T ). Так как класс {fS(a) | a ∈ X} порождает
фильтр fS (X), то отсюда следует, что fS (X) ⊆ gS (T ). �

Упражнение. Доказать, что фильтр сечений секвенцируемой напра-
вленности имеет счетную базу.

Назовем направленность f : X → F элементарной, если ее
фильтр сечений fS (X) простой. Это значит, что для каждого
конечного покрытия (Y (k)) образа fX элементарной направлен-
ности f : X → F существуют индекс k(0) и элемент x(0) ∈ X ,
при которых fS(x(0)) ⊆ Y (k(0)). В частности, для каждого
Y ⊆ F существует x(0) ∈ X , при котором fS(x(0)) ⊆ Y либо
fS(x(0)) ⊆ Y c = F \ Y .

Пример. Каждая постоянная направленность элементарная.

По теореме 3.1.1,6 простота фильтра эквивалентна его мак-
симальности. Следовательно, если направленность f элементар-
ная, то по доказанной лемме фильтр сечений каждой ее подна-
правленности g равен fS (X) и тоже простой. Значит, поднапра-
вленности элементарной направленности также элементарны.

Упражнение. Вывести это непосредственно из определений.

Лемма 2. Каждый фильтр, которому принадлежат все
сечения направленности, является фильтром сечений некоторой
ее поднаправленности.

� Рассмотрим фильтр G для F , которому принадлежат все
сечения fS(a) направленности f : X → F , и множество T =
{(x, Y ) | Y ∈ G , f(x) ∈ Y } ⊆ X × G . Порядок (x, Y ) � (u, Z) ⇔
x � u, Y ⊆ Z определяет направление для T . В самом деле, пусть
t(a) = (a, U), t(b) = (b, V ) ∈ T и x ∈ X слeдует за a и b. По усло-
вию W = fS(x) ∩ U ∩ V ∈ G . Возьмем c ∈ X , c � x, для которого
f(c) ∈W и, значит, t(c) = (c,W ) ∈ T . Так как c � x � a, c � x � b
и W ⊆ U , W ⊆ V , то t(c) � t(a) и t(c) � t(b).

Отображение r : T → X , проектирующее пару t = (x, Y ) ∈ T
на элемент r(t) = x ∈ X , согласовано с направлениями для T и X .
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Действительно, для каждого элемента u ∈ X существует пара
t(u) = (u, S(u)) ∈ T такая, что r(t) = x � u для всех t = (x, Y )∈T ,
t � t(u): по определению направления T из (x, Y ) � (u, S(u)) сле-
дует x � u. Значит, g = f ◦ r : T → F есть поднаправленность f .

Рассмотрим произвольные a ∈ X и Y ∈ G . По условию Z =
fS(a) ∩ Y ∈ G . Возьмем u ∈ X , u � a, для которого f(u) ∈ Z
и t(u) = (u, Z) ∈ T . Из определений следует, что g(t) = f(r(t)) =
f(x) ∈ Y для каждого t = (x,W ) ∈ T , t � t(u), так как x � u �
a и f(x) ∈ W ⊆ Z ⊆ Y . Значит, gS(t(u)) ⊆ Y и G является
фильтром сечений направленности g. �

Из леммы 2 следует

Предложение. Для каждой направленности существует
элементарная поднаправленность.

� Фильтр сечений каждой поднаправленности f содержится
в некотором максимальном фильтре G . Фильтр G простой и яв-
ляется фильтром сечений поднаправленности g направленно-
сти f . По определению, g есть элементарная направленность.
�

Пример. Для последовательности f(n) = (−1)n существуют элемен-
тарные подпоследовательности g(n) = 1, h(n) = −1 (n ∈ N).

7. Сильная центрируемость класса B частей множества E
эквивалентна заданию направления ⊆ в B: для каждых X, Y ∈ B
существует Z ∈ B такой, что Z ⊆ X , Z ⊆ Y . Каждая выбираю-
щая функция ξ : B → E со значениями ξ(X) ∈ X определяет на-
правление � (ξ) для ξ(B) ⊆ E: отношение x � (ξ)y для x = ξ(X),
y = ξ(Y ) равносильно X ⊆ Y . Назовем семейство (� (ξ)) муль-
тинаправлением, порожденным классом B, или, коротко, напра-
влением B для E. Пару (E,B) будем называть направленным
множеством, как и (E,�).

Пример 1. Класс B = {S(x) | x ∈ E} сечений направленного множества
(E,�) порождает мультинаправление для E. Исходное направление � опре-
деляется выбирающей функцией со значениями ξ(S(x)) = x. Направленные
множества (E,�) и (E,B) в этом случае отождествляются.

Пример 2. Рассмотрим топологическое пространство (E,U ) и множе-
ство A ⊆ E. Если A ∩ U �= O для каждой окрестности U точки a, то класс
A∩U (a) = {A∩U | U ∈ U (a)} сильно центрирован и порождает направление
x → a, x ∈ A, для E. В частности, при A = E \ {a} получается направление
x → a, x �= a. Эти мультинаправления часто встречаются.
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3.1.3. Сходимость

Сходимость для направленностей определяется по аналогии
со стандартным определением сходимости для последовательно-
стей.

1. Рассмотрим направленное множество (X,�), топологиче-
ское пространство (F,V ), функцию f : X → F и точку c ∈ F . Го-
ворят, что f сходится к c по �, и пишут f → c, если для каждой
окрестности V ∈ V (c) существует элемент x(V ) ∈ X такой, что
f(x) ∈ V для всех x � x(V ). Описательно сходимость функции f
к точке c по данному направлению означает, что значения f(x)
для всех достаточно продвинутых значений аргумента x произ-
вольно близки c. Ясно, что продвинутость зависит от выбора
направления. В соответствии с интуицией будем для некоторых
направлений продвинутые значения называть далекими или, на-
оборот, близкими.

Вместо f → c пишут также f(x) → c. При более подробной
записи указывают направление: например, f(n) → c (n → ∞)
или f(x) → c (x → a). Точку c, к которой сходится по дан-
ному направлению функция f , называют ее пределом по этому
направлению и пишут limf = c или lim f(x) = c. При более по-
дробной записи указывают направление: например, lim

n→∞ f(n) = c

или lim
x→a

f(x) = c. Иногда вместо стрелки → удобно использовать

приближенное равенство ≈ и писать, например, f(n) ≈ c (n ≈ ∞)
или f(x) ≈ c (x ≈ a). При теоретических рассуждениях удобны
сокращенные обозначения, а при вычислениях — подробные.

Если направление x → a является вырожденным, то f(x) →
f(a) для всякой f : X → F . Поэтому обычно точка a исключается
и рассматривается направление x→ a, x �= a.

Все функции f : X → F делятся по данному направлению на
сходящиеся к некоторой точке и расходящиеся (не сходящиеся по
данному направлению ни к одной точке в F ).

Если пространство F отделимое, то каждая данная направ-
ленность f : X → F не может сходиться к различным точкам в F .

Упражнение. Доказать это утверждение, сформулировать и проверить
обратное.

Пример 1. Направленность f : X → F в мультиметрическом простран-
стве (F, (Δi)) сходится к точке c ∈ F ессли Δi(f, c) → 0 для каждого ин-
декса i. Сходимость по мультиметрике означает сходимость по каждой ее
метрике. В частности, сходимость по мультинорме означает сходимость по
каждой составляющей ее норме.
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Пример 2. Рассмотрим векторное пространство F = F (X,E) функций
f : X → E, отображающих множество X в отделимое мультинормированное
пространство (K, E), и класс K = K (X) конечных частей X с направле-
нием ⊇. Каждая f ∈ F определяет направленность S(f) : K → E конечных
сумм S(f,K) =

∑
x∈K

f(x). Ее предел
∑

x∈X

f(x) = lim
K→X

∑
x∈K

f(x) называется

суммой (семейства) f . Когда множество X известно, эту сумму обозна-
чают

∑
f . Семейства f , для которых сумма

∑
f существует, называются

суммируемыми. Они образуют подпространство S = S (X,E) пространства
F = F (X,E). Легко проверить, что оператор

∑
: f →∑ f (f ∈ S ) линеен.

Он является композицией операторов S : f → S(f) и lim : S(f) →∑ f .

Упражнение. Доказать линейноcть операторов S, lim,
∑

.

Замечание. Если множество X конечно, то данное определение суммы
совпадает с обычным вследствие вырожденности направления K → X.

Пример 3. Рассмотрим отделимое мультинормированное простран-
ство (K, E), а также векторную функцию f : Rm → E и скалярную функцию
g : Rm → K. Для каждой римановой пары X = (X,A ) ∈ Rm определены
скаляры Δg(x) = g(b(x)) − g(a(x)) и вектор

S(f, g, X) =
∑

f(x) · Δ g(x) (x ∈ X).

Назовем направленность S(f, g) : X → S(f, g,X) интегральной суммой для
f , g, а предел ∫

f dg = limS(f, g, X) (X → Rm)

— интегралом f по g.
Функцию f , для которой такой предел существует, будем называть ин-

тегрируемой по g. Множество I (g) таких функций образует подпростран-
ство векторного пространства F = F (Rm, E). Легко проверить, что опе-
ратор

∫
: I (g) → E линеен:

∫
∈ L (I (g), E). Он является композицией

операторов S : f → S(f, g) и lim: S(f, g) →
∫
f dg.

Упражнение. Доказать линейность операторов S, lim и
∫

.

Замечание. Можно точно так же определить интеграл ска-
лярной функции f : Rm → K по векторной g : Rm → E. И вектор-
ной функции f : Rm → F по векторной g : Rm → G, если опреде-
лено произведение F ×G → H для векторных пространств F , G
и отделимого мультинормированного пространства H с общим
скалярным полем K. В любом случае интегральными будут сум-
мы взвешенных с помощью g значений f , а интегралом — предел
интегральных сумм при неограниченном увеличении числа сла-
гаемых. В [149, гл. 5, п. 3] доказывается интегрируемость по Ри-
ману непрерывного отображения отрезка вещественной прямой
в банахово пространствo.
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Содержательные теории получаются при различных суже-
ниях классов рассматриваемых функций. Элементы теории инте-
гралов Римана —Стилтьеса для случая m = 1 изложены в [116,
гл. 3, § 1]. Обобщенному интегралу Римана посвящена книга [139].
Там рассматриваются и интегралы стилтьесовского типа.

2. Рассмотрим описанное в 3.1.2, 7 направленное множество
(E,B), топологическое пространство (F,V ), функцию f : E → F
и точку c ∈ F . Функцию f будем называть направленностью
в F . Говорят, что f сходится к c и пишут f → c (по B), если
для каждой V ∈ V существует B ∈ B такое, что f(B) ⊆ V .
На такую сходимость переносятся термины и обозначения п. 1.
Вырожденность направления x → a в этом случае означает, что
{a} ∈ B.

Семейство выбирающих функций ξ : B → E со значениями
ξ(X) ∈ X (X ∈ B) и функция f : E → F порождают семейство
направленностей f ◦ ξ : B → F . Если f → c, то f ◦ ξ → c для
каждой ξ, причем равномерно: для каждой V ∈ V (c) существует
B ∈ B такое, что f(ξ(X)) ∈ V для всех X ⊆ B из B и всех ξ. Так
как для каждого x ∈ B найдется ξ со значениями ξ(B) = x, то
условие f(ξ(B)) ∈ V при всех ξ равносильно f(B) ⊆ V . Поэтому
описанная равномерная сходимость f ◦ ξ → c эквивалентна f → c
по B.

Пример 1. Если B = {S(x) | x ∈ E} — класс сечений направленного
множества (E,�), то сходимости по B и по � эквивалентны.

Пример 2. Рассмотрим топологические пространства (E,U ) и (F, V ),
точки a ∈ E и c ∈ F , множество A ⊆ E, пересекающееся с каждой окрестно-
стью точки a, и отображение f : E → F . Сходимость f → c (x → a, x ∈ A)
означает, что для каждой V ∈ V (c) существует U ∈ U (a), при которой
f(A ∩ U) ⊆ V .

Упражнение. Доказать, что f → c(B) ессли порожденный классом
f(B) = {f(X) | X ∈ B} фильтр содержит фильтр окрестностей точки c.

Замечание. С топологическим пространством (F,V ) можно
связать топологическое пространство (F̂ , V̂ ), где F̂ = P(F ) и то-
пология V̂ имеет базу из классов V̂ = P(V ) (V ∈ V ). (Так как
P(U) ∩P(V ) = P(U ∩ V ) и U ∩ V ∈ V при U, V ∈ V и F ∈ V ,
то {V̂ | V ∈ V } является базой топологии для F̂ ; см. [39, гл. 1,
п. 11].) Функция f : E → F на направленном множестве (E,B) по-
рождает функцию f̂ : Ê → F̂ со значениями f̂(X) = f(X) (X ⊆ E),
определенную на Ê = P(E). Ее сужение f̂ : B → F̂ определено на
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направленном множестве (B,⊆). Сходимость f̂ → {c} (c ∈ F ) по
определению означает, что для каждой V̂ ∈ V̂ ({c}) существует
B ∈ B, при котором f̂(X) ∈ V̂ (x ⊆ B, X ∈ B). То есть для
каждой открытой V ∈ V (c) существует B ∈ B, при котором
f(B) ⊆ V . Поэтому f̂ → {c} эквивалентно f → c. Сходимость по
направлению B для f сводится к сходимости по направлению ⊆
для f̂ .

Сходимость по базе фильтра (мультинаправлению) самая об-
щая, но сравнительно сложно определяется. Сходимость по на-
правлению определяется просто, но не охватывает все важные
случаи. Чтобы охватить их, приходится рассматривать равно-
мерную сходимость или переходить к образам базовых множеств.
Это позволяет свести сходимость по базе фильтра к сходимости
по направлению. Обратный переход сразу получается с помощью
фильтра сечений.

3. Если направленность f : X → F сходится к точке c ∈ F ,
то каждая ее поднаправленность g = f ◦ r : T → F тоже сходится
к c. Поэтому если направленность f в отделимом пространстве F
имеет две поднаправленности g = f ◦ r и h = f ◦ s, сходящиеся
к разным точкам, то f не сходится ни к какой точке (расходится).

Пример. Пусть в примере 2 п. 2 Rm = K = E = R, f = indQ
и g(x) = 0 (x < 0), = x (0 ≤ x ≤ 1), = 1 (x > 1). Тогда S(f, g, U, η) = 0,

если все ηj ∈ R \ Q, и S(f, g, T, ξ) = 1, если все ξi ∈ Q. Следовательно, f не
интегрируема по g.

Критерий Гейне. Секвенцируемая направленность в от-
делимом пространстве сходится ессли каждая ее подпоследова-
тельность сходится.

� Необходимость сформулированного условия следует из оп-
ределений. Докажем его достаточность.

Пусть (F,V ) — отделимое пространство и f : X → F —
секвенцируемая направленность. Заметим, что если все подпо-
следовательности f ◦ r : N→ F сходятся, то они сходятся к одной
и той же точке в F . В самом деле, если f ◦ r→ a, f ◦ s→ b и a �= b,
то подпоследовательность f ◦ t со значениями f(t(2m − 1)) =
f(r(m)) и f(t(2m)) = f(s(m)) расходится. Рассмотрим общий
предел c ∈ F всех подпоследовательностей f и докажем, что
f → c.

Предположим противное: f � c. Тогда существует окрест-
ность V ∈ V (c) точки c такая, что для каждого x ∈ X есть
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y(x) � x, для которого f(y(x)) /∈ V . Используя секвенцируемость
направления � для X , возьмем последовательность с произвольно
далекими элементами x(n) ∈ X . Положим r(n) = y(x(n)) (n ∈ N).
Из определений следует, что f ◦ r : N → F есть подпоследователь-
ность f . Вместе с тем f(r(n)) = f(y(x(n))) /∈ V (n ∈ N), и поэтому
f ◦ r � c, что противоречит предположению. �

Пределы поднаправленностей называются частичными пре-
делами или предельными точками направленности. Множество
всех предельных точек называется предельным множеством. Ес-
ли направленность в отделимом пространстве сходится, то ее
предельное множество состоит из одной точки — предела этой
направленности.

Упражнение. Доказать, что элементарная направленность, имеющая
предельную точку, сходится к этой точке.

Пределы подпоследовательностей называются секвенциаль-
ными частичными пределами или секвенциальными предельными
точками направленности. Множество всех секвенциальных пре-
дельных точек называется секвенциальным предельным множе-
ством.

Упражнение. Привести примеры секвенцируемых направленностей,

у которых секвенциальное предельное множество не равно предельному.

Рассмотрим предельное множество Lim f направленности
f : X → F и пересечение ∩fS(x) замыканий его сечений fS(x) =
{f(y) | y � x}.

Лемма. Lim f = ∩fS(x).

� Пусть c ∈ ∩fS(x). Тогда U ∩ fS(x) �= O для каждых
U ∈ V (c), x ∈ X , и поэтому существует элемент r(U, x) � x
такой, что f(r(U, x)) ∈ V при U ⊆ V ∈ V (c), x ∈ X . Значит,
f ◦ r → c.

Пусть c /∈ ∩fS(x). Тогда U0 ∩ fS(x0) = O для некоторых
U0 ∈ V (c), x0 ∈ X и f не может иметь сходящуюся к c поднапра-
вленность. �

4. Среди равномерных пространств выделяются полные,
в которых сходимость направленностей характеризуется крите-
рием Коши.

Рассмотрим направленное множество (X,�), произведение
(X,�) × (X,�) = (X × X,�) с координатным порядком и
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мультиметрическое пространство (F, (Δi)). Каждая направлен-
ность f : X → F определяет семейство вещественных двойных
направленностей Δif : X ×X → R, Δif(x, y) = Δi(f(x), f(y))
(x, y ∈ X). Будем говорить, что направленность f сходится
в себе, и писать f →, если Δif → 0 для каждого индекса i.

Лемма. Каждая сходящаяся к некоторой точке направлен-
ность сходится в себе.

� Это следует из неравенств

0 ≤ Δi(f(x), f(y))≤ Δi(f(x), c) + Δi(c, f(y))≤ ε/2 + ε/2 = ε,

верных для каждых ε > 0, индекса i и элементов x, y � x(ε) при
некотором x(ε) ∈ X . �

Обратное не всегда верно.
Пример. Пусть (X,�) = (]0, 1[,≥), F = X = ]0, 1[ с обычной метрикой

и f(x) = x (0 < x < 1). Тогда Δ(f(x), f(y)) = |x− y| → 0 при x → 1, y → 1
и f � c для любой точки c ∈ F .

Упражнения. 1) Доказать, что для сходящейся в себе направленно-
сти в отделимом равномерном пространстве существование единственной
предельной точки является достаточным условием для сходимости к этой
точке. 2) Доказать, что направленность в равномерном пространстве схо-
дится в себе тогда и только тогда, когда квадрат ее фильтра сечений содер-
жит фильтры окружений диагонали: f → ⇔ fS × fS ⊇ W . Это значит,
что фильтру сечений fS направленности f принадлежат произвольно ма-
лые множества: для каждого окружения W ∈ W существует сечение S ∈ S

такое, что fS × fS ⊆ W .

Равномерное пространство, в котором каждая сходящаяся
в себе направленность сходится к некоторой точке, называется
полным. Равномерное пространство, в котором каждая сходя-
щаяся в себе последовательность сходится к некоторой точке,
называется секвенциально полным.

Упражнения. 1) Доказать, что секвенциально полное метрическое про-
странство полно. 2) Привести пример неполного секвенциально полного рав-
номерного пространства. 3) Доказать полноту конечномерного комплексного

нормированного пространства.

Установить существование предела направленности в пол-
ном пространстве часто помогает

Критерий Коши. Направленность в полном метрическом
пространстве сходится к некоторой точке ессли эта напра-
вленность сходится в себе.
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� Необходимость сформулированного условия следует из
леммы, а достаточность — из определения полного пространства.
�

Пример 1. Семейство векторов f(x) ∈ E (x ∈ X) в полном муль-
тиметрическом пространстве (E, ‖ ‖i) суммируемо ессли для каждых числа
ε > 0 и индекса i существует конечное множество K = K(ε, i) ⊆ X такое,

что
∥∥ ∑

x∈M

f(x)
∥∥

i
≤ ε для всех конечных множеств M ⊆ X, не пересекаю-

щихся с K .

Пример 2. В примере 3 п. 1 функция f : Rm → E со значениями в пол-
ном мультиметрическом пространстве (K, E, ‖ ‖i) интегрируема по функции
g : Rm → K ессли для каждых числа ε > 0 и индекса i существует рима-
нова пара (X0,A0) такая, что ‖S(f, g, X) − S(f, g, X0)‖i ≤ ε для всех пар
(X,A ) � (X0,A0).

Упражнения. 1) Вывести сформулированный критерий суммируемо-
сти из критерия Коши. 2) Преобразовать неравенство для интегральных
сумм в сформулированном критерии интегрируемости так, чтобы слева была
сумма произведений норм разностей значений векторной функции f и абсо-

лютных значений разностей скалярной функции g.

Замечание. Каждое равномерное пространство можно по-
полнить сходящимися в себе направленностями [13, гл. II, § 3, те-
орема 3]. В частности, можно таким образом пополнять нормиро-
ванные поля, мультинормированные пространства и многие дру-
гие алгебраические системы, сохраняя операции [17, гл. 18 и 20].

5. Рассмотрим метрическое пространство E �= O с метри-
кой d. Будем называть последовательность замкнутых шаров–
Bn = –

B(cn, rn) = {x | d(x, cn) ≤ rn} ⊆ E стягивающейся, если
шары вложены друг в друга и их радиусы стремятся к нулю:–
Bn+1 ⊆ –

Bn, rn → 0. (Например, при cn = c ∈ E, rn = 1/n
получается стягивающаяся последовательность концентрических
шаров с центрами в точке c.) Условимся говорить, что последо-
вательность шаров стягивается к точке c ∈ E, если c ∈ ∩ –

Bn.

Лемма. В полном метрическом пространстве каждая
стягивающаяся последовательность замкнутых шаров стяги-
вается к некоторой точке.

� Когда последовательность шаров
–
Bn = –

B(cn, rn) стя-
гивается, последовательность их центров cn сходится в себе:
d(cn+m , cn) ≤ 2rn при любых m, n. Если пространство E пол-
ное, то последовательность cn сходится к некоторой точке c ∈ E.
А так как cn+m ∈ –

Bn при любых m, n и шар
–
Bn замкнут, то

c ∈ –
Bn при любом n. �
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Замечание. Существование общей точки у каждой стяги-
вающейся последовательности замкнутых шаров служит крите-
рием полноты метрического пространства [73, 4.3.8].

Упражнение. Доказать, что в неполном метрическом пространстве
существует стягивающаяся последовательность замкнутых шаров, которая
не стягивается к какой-либо точке.

Из леммы о стягивающихся шарах выводится важная

Теорема Бэра. В полном метрическом пространстве объ-
единение каждой последовательности замкнутых множеств
без внутренних точек тоже не имеет внутренних точек.

� Рассмотрим последовательность замкнутых множеств
Fn ⊆ E, не имеющих внутренних точек, и объединение F = ∪Fn.
Предположим, что теорема не верна и существует замкнутый
шар

–
B = –

B(c, r) ⊆ F (c ∈ E, r > 0). Заметим, что пересечения
En = –

B ∩ Fn замкнуты, вместе с Fn не имеют внутренних точек
и

–
B = ∪En. Замкнутый шар

–
B с метрикой d образует полное

метрическое пространство. Поэтому достаточно доказать тео-
рему для случая E = F . Это технически проще. Будем теперь
считать, что E = ∪Fn.

Определим стягивающуюся последовательность замкнутых
шаров в E, которая приведет к противоречию с доказанной лем-
мой. Пусть Un = F ′

n = E \ Fn. Так как E = ∪Fn, то ∩Un = O. По
условию Fn замкнуто и не имеет внутренних точек, а E их имеет.
Поэтому Fn �= E и Un является открытым непустым множеством
при каждом n. Все его точки внутренние. Значит, есть замкну-
тый шар

–
B1 = –

B(c1r1) ⊆ U1 (c1 ∈ E, 0 < r1 < 1). Возьмем n ≥ 1
и предположим, что уже выбран замкнутый шар –

Bn = –
B(cn, rn)

⊆ Un с центром cn ∈ E и радиусом 0 < rn < n−1. Так как Fn+1

не имеет внутренних точек, то открытый шар Bn = Bn(cn, rn)
не может содержаться целиком в множестве Fn+1 и, значит, пе-
ресекается с его дополнением Un+1. Пересечение Bn ∩ Un+1 от-
крыто вместе с Bn, Un+1 и все его точки внутренние. Значит,
есть замкнутый шар

–
Bn+1 = –

B(cn+1, rn+1) ⊆ Bn ∩ Un+1 с цен-
тром cn+1 ∈ E и радиусом 0 < rn+1 < (n + 1)−1. Заметим, что–
Bn+1 ⊆ Bn ⊆ –

Bn и
–
Bn+1 ⊆ Un+1. По принципу индукции из

сказанного следует, что существует стягивающаяся последова-
тельность замкнутых шаров

–
Bn+1 ⊆ Un. По лемме ∩ –

Bn �= O. Так
как ∩ –

Bn ⊆ ∩Un, то это противоречит ∩Un = O. �
Эквивалентная формулировка теоремы Бэра: если в пол-

ном метрическом пространстве объединение последовательно-
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сти замкнутых множеств имеет внутреннюю точку, то хотя
бы одно из этих множеств имеет внутреннюю точку.

Приложениям теоремы Бэра посвящена глава 2 в [33].
Упражнение. Привести пример неполного пространства в R2, для ко-

торого верна теорема Бэра [73, 4.3.С].

6. Рассмотрим направленные множества (X,�), (Y,�), их
произведение (X × Y,�) и отделимое регулярное топологическое
пространство (F,V ). Каждая двойная направленность h : X ×
Y → F определяет простые направленности h(x, ·) : Y → F
и h(·, y) : X → F (x ∈ X , y ∈ Y ). Будем называть предел c ∈ F
направленности h двойным пределом и писать lim

x,y
h(x, y) = c.

Пределы lim
y
h(x, y) = f(x) и lim

x
h(x, y) = g(y) направленностей

h(x, ·) и h(·, y) назовем простыми, а пределы lim
x

lim
y
h(x, y) =

lim
x
f(x) = a и lim

y
lim
x
h(x, y) = lim

y
g(y) = b — повторными.

Теорема. Пусть существует двойной предел lim
x,y

h(x, y)=c.

(1) Если для каждого x есть простой предел lim
y
h(x, y) =

f(x), то существует предел lim
x

lim
y
h(x, y) = lim

x
f(x) = a и a = c.

(2) Если для каждого y есть простой предел lim
x
h(x, y) =

g(y), то существует предел lim
y

lim
x
h(x, y) = lim

y
g(y) = b и b = c.

� Докажем (1). Предположим, что оно не верно: h→ c,
h(x, ·)→ f(x) (x ∈ X) и f � c. Тогда вследствие регулярности
пространства F существует замкнутая окрестность

–
V точки c

такая, что для каждого x значение f(r(x)) /∈ –
V при некотором

r(x) � x. Вместе с тем существуют x̄ ∈ X , ȳ ∈ Y такие, что
h(x, y) ∈ –

V для всех x � x̄, y � ȳ. В частности, h(r(x̄), y) ∈ –
V

при y � ȳ. Дополнение U = F \ –
V является открытой окрест-

ностью точки f(r(x̄)). Так как h(r(x̄), y) /∈ U для всех y � ȳ, то
h(r(x̄), y) � f(r(x̄)), что противоречит условию. Утверждение (2)
следует из (1) по симметрии. �

Из доказанной теоремы вытекает достаточное условие равен-
ства повторных пределов.

Следствие. Пусть существует двойной предел и все про-
стые пределы. Тогда оба повторных предела существуют и рав-
ны двойному.
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Упражнение. Привести пример, показывающий, что существование
двойного предела не является необходимым условием существования равных
повторных пределов.

7. Заменим топологическое пространство (F,V ) равномер-
ным пространством (F, (Δi)). Будем называть сходимость
h(x, ·) → f(x) равномерной по x, если для каждых числа ε > 0
и индекса i существует элемент yi(ε) ∈ Y такой, что Δi(h(x, y),
f(x)) ≤ ε при всех y � yi(ε) и всех x ∈ X . Точно так же схо-
димость h(·, y)→ g(y) равномерна по y, если для каждых ε > 0
и i существует xi(ε) ∈ X такой, что Δi(h(x, y), g(y))≤ ε при всех
x � xi(ε) и всех y ∈ Y .

Упражнение. Привести примеры равномерной и неравномерной сходи-
мости.

Теорема. (1) Если сходимость h(x, y)→ f(x) по y равно-
мерна по x и есть повторный предел lim

x
lim
y
h(x, y) = lim

x
f(x)=a,

то существует двойной предел lim
x,y

h(x, y) = c и c = a.

(2) Если сходимость h(x, y)→ g(y) по x равномерна по y
и есть повторный предел lim

y
lim
x
h(x, y) = lim

y
g(y) = b, то су-

ществует двойной предел lim
x,y

h(x, y) = c и c = b.

� Докажем утверждение (1). Возьмем ε > 0, i и yi(ε) ∈ Y
такой, что Δi(h(x, y), f(x)) ≤ ε/2 при всех y � yi(ε) и x ∈ X .
Благодаря равномерной сходимости h(x, y)→ f(x) такой элемент
yi(ε) существует. А так как f(x) → a, то имеется xi(ε) ∈ X ,
при котором Δi(f(x), a) ≤ ε/2 для всех x � xi(ε). Следова-
тельно, Δi(h(x, y), a) ≤ ε для всех x � xi(ε), y � yi(ε). Значит,
lim
x,y

h(x, y) = a. Утверждение (2) следует из (1) по симметрии. �

Следствие. Если существуют все простые пределы, схо-
димость по одной из переменных равномерна по другой и есть
соответствующий повторный предел, то существуют двойной
предел, другой повторный предел и эти три предела равны.

� Пусть все простые пределы f(x) и g(y) существуют, сходи-
мость h(x, ·)→ f(x) по y равномерна по x и есть повторный пре-
дел lim

x
f(x) = a. Тогда по доказанной теореме lim

x,y
h(x, y) = c = a.

А так как существуют простые пределы g(y), то по теореме п. 6
отсюда следует, что lim

y
g(y) = b = c. �
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Связь между простыми, повторными и
двойными пределами поясняет диаграмма.
Эту связь выражают также равенства

lim
x

lim
y
h(x, y) = lim

y
lim
x
h(x, y) = lim

x,y
h(x, y),

которые верны при сформулированных ус-
ловиях.

Упражнение. Проверить необходимость условия о равномерной сходи-
мости для существования двойного предела.

8. Замкнутость и компактность множеств в пространстве
(E,U ) тесно связаны со сходимостью направленностей в них.

Теорема Биркгофа. Множество F ⊆ E замкнуто ессли
пределы каждой сходящейся направленности в F принадле-
жат F .

� Пусть F ⊆ E замкнуто, x(i) ∈ F и x(i) → x ∈ E. Пред-
положим, что x ∈ U = F c. Так как F замкнуто, то U открыто
и x(i) → x влечет x(i(0)) ∈ U при некотором индексе i(0), что про-
тиворечит условию x(i) ∈ F для всех i. Значит, x ∈ F . Условие
теоремы выполнено.

Пусть F ⊆ E не замкнуто и x ∈ –
F \ F . Класс V (x) окрест-

ностей точки x направлен по включению ⊆: следующей является
меньшая окрестность. Так как x ∈ –

F , то для каждой V ∈ V (x)
существует x(V ) ∈ F ∩ V . Ясно, что x(V ) → x /∈ F . Условие
теоремы не выполнено. �

Замечание. В неотделимом пространстве часть пределов
сходящейся направленности может принадлежать данному мно-
жеству, а часть — нет. Замкнутому множеству принадлежат все
пределы сходящихся направленностей его точек.

Рассмотрим множество C в топологическом пространстве E.
Будем говорить, что направленность точек множества C частич-
но сходится в C, если некоторая ее поднаправленность сходится к
какой-нибудь точке из C (то есть если эта направленность имеет
предельную точку в C).

Теорема Вейерштрасса. Множество C ⊆ E компактно
ессли каждая направленность точек из C частично сходит-
ся в C.
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� 1) Пусть множество C ⊆ E компактно. Рассмотрим напра-
вленность f : X→C и семейство ee сечений fS(x) ={f(y) | y�x}.
По лемме п. 3 предельное множество Lim f = ∩fS(x). Так как
семейство сечений центрировано и множество C компактно, то
∩fS(x) �= O.

2) Пусть множество C ⊆ E удовлетворяет условию теоремы.
Рассмотрим семейство открытых множеств U(i) ⊆ E (i ∈ I), по-
крывающих C. Предположим, что C �⊆ U(K) = ∪U(k) (k ∈ K)
для каждого конечного K ⊆ I . Тогда существует семейство то-
чек x(K) ∈ C \ U(K) (K ∈ K ). Класс K = K (I) всех ко-
нечных частей множества I направлен по включению и точки
x(K) служат значениями направленности x : K → C. По усло-
вию для нее существует поднаправленность x ◦ r : T → C, схо-
дящаяся к некоторой точке a ∈ C. Так как U(i) покрывают C,
то a ∈ U(i(a)) для некоторого i(a) ∈ I и поэтому x(K) ∈ U(i(a))
при K = r(t) для всех t ∈ T , следующих за некоторым t(a) ∈ T .
Пусть K(a) = r(t(a)) ∪ {i(a)}. Так как r : T → K согласовано
с направлениями для T и K , то существует элемент t(0) ∈ T
такой, что K = r(t) ⊇ K(a) при каждом t ∈ T , следующем за t(0).
Среди этих элементов можно выбрать следующий и за t(a). Если
t � t(0) и t � t(a), то x(K) ∈ U(i(a)) и x(K) /∈ U(K) при K = r(t).
Но из i(a) ∈ K(a) ⊆ K и U(K) = ∪U(k) (k ∈ K) следует, что
x(K) /∈ U(i(a)). Это противоречие показывает, что C ⊆ U(K)
при некотором конечном K ⊆ I . Множество C компактно. �

Замечание. При C = E теорема Вейерштрасса утверждает,
что компактность пространства E эквивалентна частичной схо-
димости каждой направленности в E.

Упражнение. Доказать, что множество C ⊆ E компактно ессли каждая
простая направленность точек множества C сходится в C .

Следствие. Если множество B ⊆ E относительно ком-
пактно, то каждая направленность точек из B частично схо-
дится в E.

� Каждая направленность (x(i)) в B является направлен-
ностью и в

–
B. Если –

B компактно, то по теореме Вейерштрасса
(x(i)) частично сходится в –

B. �
Замечание. Для произвольного топологического простран-

ства E обратное утверждение не верно [13, гл. 1, § 9, упр. 23].
Контрпример (предложен П. Е. Алаевым). Пусть E = N и

топология U для E определяется базойB = {1}∪{{1, n} | n ≥ 2}.
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Множество B = {1} имеет некомпактное замыкание –
B = E, хотя

все направленности в B сходятся к единице.

Упражнение. Проверить обратное утверждение для регулярного про-
странства E.

9. Рассмотрим равномерное пространство (E, (Δi)) c ме-
триками Δi (i ∈ I) и множество X ⊆ E. Семейство шаров
Bi(k, ε) = {x | Δi(k, x) < ε} (k ∈ K ⊆ E), покрывающее X , будем
называть (i, ε)-сетью для X . Если при любых i ∈ I и ε > 0 суще-
ствует конечная (i, ε)-сеть для X , то множество X называется
предкомпактным или вполне ограниченным. Будем говорить,
что направленность частично сходится в себе, если некоторая
ее поднаправленность сходится в себе.

Теорема. Множество X ⊆ E предкомпактно ессли каж-
дая направленность точек множества X частично сходится
в себе.

� 1) Пусть X предкомпактно и (x(t)) — направленность в X .
По предложению из 3.1.2,6 для нее существует простая поднапра-
вленность (y(u)) точек y(u) = x(r(u)) ∈ X . Так как множество X
предкомпактно, то для каждых i ∈ I и ε > 0 существует конечное
семейство шаров Bi(k, ε), покрывающее X . А так как направлен-
ность (y(u)) простая, то по сказанному в 3.1.2,6 существуют шар
Bi(k(0), ε) и индекс u(0) такие, что {y(u) | u � u(0)} ⊆ Bi(k(0), ε).
Значит, (y(u)) сходится в себе. Условие теоремы выполнено.

2) Пусть X не предкомпактно и для i = i(0) ∈ I , ε = ε(0) > 0
не существует конечной (i, ε)-сети: любое конечное семейство
шаров Bi(k, ε) не покрывает множество X . Возьмем x(1) ∈ X .
По принципу индукции существует последовательность точек
x(n) ∈ X такая, что x(n) /∈ B(n) =

⋃
m<n

Bi(x(m), ε). Так как

Δi(x(n), x(p)) ≥ ε при n �= p, то x(n) не может сходиться в себе
даже частично. Условия теоремы не выполнены. �

Следствие. В полном отделимом пространстве компакт-
ность множества эквивалентна его предкомпактности и
замкнутости.

� Рассмотрим множество X в полном отделимом простран-
стве E. Если X компактно, то оно замкнуто (3.1.1,7). По теореме
Вейерштрасса каждая направленность точек из X имеет предель-
ную точку и поэтому частично сходится в себе. По доказанной
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теореме X предкомпактно. Предположим теперь, что X пред-
компактно и замкнуто. Так как пространство E полное, то из ча-
стичной сходимости в себе направленностей точек из X следует
их частичная сходимость к некоторым точкам E. По теореме
Биркгофа эти точки принадлежат X . По теореме Вейерштрасса
отсюда следует компактность X . �

Упражнение. 1) Доказать, что в полном метрическом пространстве от-
носительная компактность множества эквивалентна его предкомпактности.

2) Проверить аналогичное утверждение для мультиметрического простран-
ства, учитывая его регулярность.

В равномерном пространстве (E, (Δi)) каждому открытому
покрытию C = (U(j)) компактного множества C ⊆ E можно
приписать некоторую метрическую характеристику (i ∈ I , j ∈ J).

Лемма. Существуют индекс i(0) ∈ I и число ε(0) > 0 та-
кие, что для каждой точки x ∈ C шар Bi(0)(x, ε(0)) содержится
в некотором множестве U(j(x)).
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� Для каждой точки x ∈ C возьмем j(x) ∈ J, i(x) ∈ I и
ε(x) > 0 такие, что Bi(x)(x, 2ε(x)) ⊆ U(j(x)). Шары Bi(x)(x, ε(x))
открыты и покрывают C. Множество C компактно, поэтому су-
ществует конечное K ⊆ C такое, что шары Bi(k)(k, ε(k))
(k ∈ K) покрывают C. Пусть Δi(0)(x, y) ≥ max Δi(k)(x, y) и
ε(0) = min ε(k) (k ∈ K), x ∈ Bi(k)(k, ε(k)) и y ∈ Bi(k)(k, ε(k)).

Из определений вытекает, что Bi(0)(x, ε(0)) ⊆ Bi(k)(x, ε(0)) ⊆
Bi(k)(k, ε(k)). Так как Δi(k)(k, y) ≤ Δi(k)(k, x) + Δi(k)(x, y), то
Bi(k)(x, ε(k)) ⊆ Bi(k)(k, 2ε(k)). Следовательно, для каждой точки
x ∈ C существуют точка k = k(x) ∈ K и индекс j(x) такие, что
Bi(0)(x, ε(0)) ⊆ Bi(k)(k, 2ε(k))⊆ U(j(x)). �

Рассмотрим метрическое пространство (E,Δ). В этом слу-
чае по лемме для открытого покрытия C = (U(j)) компакта
C ⊆ E существует число ε(0) > 0 такoе, что при x ∈ C шар
B(x, ε(0)) покрывается одним множеством U(j(x)). Верхняя
грань λ = λ(C ) таких чисел ε(0) называется лебеговым числом
покрытия C . Это число может быть бесконечным.

10. Рассмотрим топологические пространства (E,U ),
(F,V ), функцию f : E → F , точку a ∈ E и направление x → a,
x �= a, для E. Если lim

x→a,x �=a
f(x) = f(a), то говорят, что функ-

ция f непрерывна в точке a. Это значит, что для каждой окрест-
ности V ∈ V точки f(a) существует окрестность U ∈ U точки
a ∈ E такая, что f(U) ⊆ V : точки x, U -близкие a, имеют образы
f(x), V -близкие f(a). Функция f : E → F , непрерывная в каждой
точке a множества A ⊆ E, называется непрерывной на множе-
стве A. Функция, непрерывная на всем пространстве, называется
просто непрерывной. Непрерывность сужений означает их непре-
рывность на соответствующих подпространствах.

Примеры. 1) Постоянные функции непрерывны при любых топологиях.
2) Если пространство (E,U ) дискретно (U = P(E)) или пространство (F, V )
слипшееся (V = {O, F}), то все функции f : E → F непрерывны. 3) Если про-
странство (F,V ) дискретно, то функция f : E → F непрерывна в точке a ∈ E
ессли f постоянна на некоторой окрестности U ⊆ E точки a. Непрерыв-
ность f в каждой точке a ∈ E означает, что f локально постоянна.

Упражнение. Доказать, что в определении непрерывности можно про-
извольные окрестности заменить открытыми.



3.1.3. Сходимость 207

Предложение. Функция f : E → F непрерывна ессли про-
образ X = f−1(Y ) каждого открытого множества Y в F есть
открытое множество в E.

� Пусть f непрерывна, Y ⊆ F открыто, x ∈ X = f−1(Y ) и
y = f(x). Тогда V = Y есть окрестность y и существует окрест-
ность U ⊆ E точки x такая, что f(U) ⊆ Y и U ⊆ f−1(f(U)) ⊆
f−1(Y ) = X . Значит, X открыто. Пусть условие предложения
выполнено, x ∈ E и y = f(x) ∈ F . Тогда X = f−1(Y ) есть от-
крытая окрестность точки x при каждой открытой окрестности
Y точки y и f(X) ⊆ Y . Каждая окрестность V точки y содержит
некоторую ее открытую окрестность Y и поэтому f(X) ⊆ Y ⊆ V .
Значит, f непрерывна. �

Упражнение. Доказать, что предложение останется верным, если от-
крытые множества заменить замкнутыми.

Замечание. Образ открытого множества при непрерывном
отображении может не быть открытым. Пусть, например, E =
F = R и f(x) = x2 (x ∈ R). Тогда f(]−1, 1[) = [0, 1[.

Часто бывает полезна следующая

Теорема. Композиция непрерывных функций непрерывна.
� Рассмотрим кроме топологических пространств (E,U ),

(F,V ) и функции f : E → F еще топологическое пространство
(G,W ), функцию g : F → G и композицию h = g ◦ f : E → G.
Пусть f , g непрерывны и прообразы f−1(V ), g−1(W ) открытых
множеств V ⊆ F , W ⊆ G открыты. Тогда прообраз h−1(W ) =
f−1(g−1(W )) каждого открытого множества W ⊆ G открыт
и функция h непрерывна. �

Упражнение. Доказать, что непрерывность функции f : E → F эквива-
лентна каждому из следующих свойств: (1) f(

–
X) ⊆ f(X) (X ⊆ E),

(2) f−1(Y ) ⊆ f−1(
–
Y ) (Y ⊆ F ).

11. При непрерывных отображениях сохраняется компакт-
ность множеств.

Теорема Вейерштрасса. При непрерывном отображении
образ компактного множества компактен.

� Пусть f : E → F непрерывна, X ⊆ E компактно и f(X) =
Y ⊆ F . Рассмотрим направленность точек y(i) ∈ Y и некоторую
направленность x(i) ∈ X , f(x(i)) = y(i). Так какX компактно, то
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существует поднаправленность x(r(i)) направленности x(i), схо-
дящаяся к некоторой точке x ∈ X . А так как f непрерывна, то
y(r(i)) = f(x(r(i)))→ f(x) = y ∈ Y . Значит, Y компактно. �

Теорема Вейерштрасса о компактности часто применяется.

Следствие. Произведение (E,U ) =
∏

(Ei,Ui) компактно
ессли каждое пространство (Ei,Ui) компактно.

� Утверждение если следует из теоремы Тихонова. Докажем
утверждение только если. Из определений следует, что проек-
тор pi : E → Ei, отображающий точку x = (xi) ∈ E в точку
pi(x) = xi ∈ Ei, непрерывен. Если E компактно, то по теореме
Вейерштрасса и Ei = pi(E) компактно. �

Рассмотрим топологические пространства (E,U ) и (F,V ),
множества X ⊆ E и Y ⊆ F , взаимно однозначное накрывающее
отображение f : X → Y и обратное отображение g = f−1 : Y → X .
Ясно, что отображение g тоже взаимно однозначное и накрыва-
ющее. Если f и g = f−1 непрерывны, то они называются гомео-
морфизмами X на Y и Y на X , а множества X и Y называются
гомеоморфными. Так же называют и подпространства X , Y .

Теорема о гомеоморфизме. Взаимно однозначное непре-
рывное отображение компакта в отделимое пространствo яв-
ляется гомеоморфизмом.

� Используем введенные обозначения и предположим, что
X компактно, а f непрерывна. Тогда по теореме Вейерштрасса
Y = f(X) — компакт. Если g = f−1 имеет разрыв в точке b ∈ Y ,
то существует направленность точек y(i) ∈ Y такая, что y(i)→ b,
но x(i) = g(y(i)) � g(b) = a. Так как x(i) � a, то x(r(i)) /∈ U(a)
для некоторых поднаправленности (x(r(i))) и открытой окрестно-
сти U(a) точки a. Замкнутая часть C = X\U(a) компактаX ком-
пактна. Поэтому существует поднаправленность (x(sr(i))) на-
правленности точек (x(r(i))) ∈ C, сходящаяся к некоторой точке
c ∈ C. Так как f непрерывна, то y(sr(i))) = f(x(sr(i))) → f(c).
Так как y(i) → b, то y(sr(i))) → b = f(a). А так как простран-
ство F отделимое, то f(a) = f(c), хотя a �= c. Это противоречит
взаимной однозначности f . Значит, g = f−1 непрерывна. �

Упражнение. Проверить, можно ли в теореме о гомоморфизмах отка-
заться от условия отделимости?

Замечание. М. А. Лаврентьев доказал важную теорему
о продолжении гомеоморфизмов с произвольных множеств в пол-
ных метрических пространствах на множества специального типа
[125, 4.3.21].
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12. При непрерывных отображениях сохраняется связность
множеств.

Теорема Больцано. При непрерывном отображении образ
связного множества связен.

� Пусть f : E → F непрерывна, X ⊆ E связно и f(X) =
Y ⊆ F . Предположим, что Y несвязно и открытые множества
V,W ⊆ F разбивают Y . Так как f непрерывна, то прообразы
T = f−1(V ), U = f−1(W ) ⊆ E открыты. А так как Y V �= O,
Y W �= O и Y ⊆ V ∪W , Y VW = 0, то XT �= O, XU �= O и X ⊆
T ∪ U , XTU = O. В самом деле, если y ∈ Y V , то y = f(x) ∈ V
для некоторого x ∈ X , а f(x) ∈ V означает x ∈ T = f−1(V ).
Следовательно, x ∈ XT и XT �= O. Точно так же XU �= O.
Кроме того, X ⊆ f−1(Y ) ⊆ f−1(V ∪W ) = f−1(V )∪f−1(W ) = T∪U
и XTU ⊆ f−1(Y )f−1(V )f−1(W ) = f−1(Y V W ) = f−1(O) = O.
Значит, открытые множества T , U разбивают множество X . Это
противоречит его связности. �

Из этих общих теорем следуют классические теоремы для
вещественных функций вещественной переменной.

Упражнения. Доказать для непрерывной функции f : R → R следую-

щие утверждения. 1) Образ Y = f(X) каждого интервала X ⊆ R есть ин-
тервал в R, и поэтому функция f принимает все промежуточные значения.
2) Образ Y = f([a, b]) каждого отрезка [a, b] ⊆ R есть отрезок в R, и поэтому
функция f принимает наименьшее и наибольшее значения на [a, b].

13. Отображение f : E → F мультиметрического простран-
ства (E, (ρi)) в мультиметрическое пространство (F, (Δj)) назы-
вается равномерно непрерывным, если для каждого индекса j
и числа ε > 0 существуют индекс i и число δ > 0 такие, что
Δj(f(x), f(y)) < ε при всех x, y ∈ E, для которых ρi(x, y)<δ.
Пусть V и W — фильтры окружений диагонали для E и F
(3.1.1, 6). Из определений вытекает, что сформулированное усло-
вие эквивалентно условию: для каждого W ∈ W существует
V ∈ V такое, что (f(x), f(y)) ∈ W при всех x, y ∈ E, для ко-
торых x, y ∈ V .

Предложение. Равномерно непрерывное отображение не-
прерывно при равномерных топологиях.

� Это следует из определений: при y = a ∈ E неравенства
Δj(f(x), f(y)) < ε и ρi(x, a) < δ означают, что f(x) ∈ Bj(f(a), ε)
и x ∈ Bi(a, δ). �
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Простая непрерывность f : E → F означает, что для каждых
точки a ∈ E, индекса j и числа ε > 0 существуют индекс i(a)
и число δ(a) > 0 такие, что Δj(f(x), f(a)) < ε при всех x ∈ E,
для которых ρi(a)(x, a) < δ(a). Если f равномерно непрерывно, то
существуют общие для всех точек a ∈ E индекс i = i(a) и число
δ = δ(a) > 0, обеспечивающие неравенство Δj(f(x), f(a)) < ε при
ρi(x, a) < δ.

Пример. Функция f(x) = 1/x равномерно непрерывна на [1,∞[ и нерав-
номерно непрерывна на ]0,∞[.

Для отображений компактов простая непрерывность эквива-
лентна равномерной.

Теорема. Непрерывное отображение компактного муль-
тиметрического пространства в мультиметрическое равно-
мерно непрерывно.

� Если f : E → F непрерывно, то для каждых точки a ∈ E,
индекса j и числа ε > 0 существуют индекс i(a) и число δ(a) > 0
такие, что Δj(f(x), f(a))< ε/2 при ρi(a)(x, a) < δ(a). Если E ком-
пактно, то по лемме п. 8 существуют индекс i и число δ > 0 такие,
что для каждой точки x ∈ E шар Bi(x, δ) содержится в некотором
шаре Bi(a)(x, δ(a)). Пусть Δi(x, y) < δ. Тогда y ∈ Bi(x, δ(a)) ⊆
Bi(a)(x, δ(a)) и Δi(a)(x, a) < δ(a), Δi(a)(y, a) < δ(a). Поэтому
Δj(f(x), f(a)) < ε/2, Δj(f(y), f(a)) < ε/2 и Δj(f(x), f(y)) < ε.
Значит, f равномерно непрерывна. �

Замечание. Топология каждого компактного пространства
определяется некоторой мультиметрикой [13, гл. II, § 4, теоре-
ма 1]. Поэтому можно говорить о равномерно непрерывном ото-
бражении компактного пространства в мультиметрическое.

14. Рассмотрим топологические пространства (E,U ) и
(F,V ), множество A ⊆ E и его замыкание Ā, функцию f : A→ F .
Предположим, что (F,V ) отделимое и регулярное, а для функ-
ции f и каждой точки ā ∈ Ā существует предел f̄(ā) = lim f(x)
(x → ā, x ∈ A). Обозначим через f̄ функцию на Ā со значениями
f̄ (ā) ∈ F (ā ∈ Ā). Отделимость F обеспечивает ее однозначность.

Теорема. Единственной непрерывной функцией на Ā со
значениями в F , продолжающей f , является f̄ .
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� Если ā = a ∈ A, то
f̄ (a) = f(a). Функция f̄ про-
должает f . Докажем, что f̄
непрерывна. Из предположе-
ния о регулярности F и из су-
ществования предела b̄ =
f̄ (ā) следует, что для каждой
окрестности W ⊆ F точки b̄
существуют замкнутая окре-
стность V ⊆ W точки b̄ и от-
крытая окрестность U ⊆ E точки ā такие, что f(AU) ⊆ V . Пусть
x̄ ∈ ĀU . Так как ȳ = f̄ (x̄) = limf(x) (x→ x̄, x ∈ A), то для каж-
дой окрестности Y ⊆ F точки ȳ существует окрестность X ⊆ E
точки x̄ такая, что f(AX) ⊆ Y . А так как x̄ ∈ Ā, x̄ ∈ U и U
открыто, то UX является окрестностью точки x̄ и пересечение
AUX �= O. Следовательно, пересечение V Y ⊇ f(AU)f(AX) ⊇
f(AUX) не пусто (f(x) ∈ f(AU) ⊆ V и f(x) ∈ f(AX) ⊆ Y при
x ∈ AUX). Поэтому ȳ = f̄(x̄) ∈ –

V = V ⊆ W и f̄(ĀU) ⊆ W .
Значит, функция f̄ непрерывна.

Докажем единственность f̄ . Пусть ḡ : Ā → F непрерывна
и ḡ(x) = f(x) (x ∈ A). Тогда ḡ(ā) = lim f(x) = f̄(ā) при x→ ā,
x ∈ A для каждой точки ā ∈ Ā и ḡ = f̄ . �

Замечание. Функция f непрерывна вместе с продолжающей
ее функцией f̄ . Равенства f̄(a) = limf(x) = f(a) (x→ a, x ∈ A)
для a ∈ A следуют из определений.

Так как отделимое локально компактное пространство регу-
лярно (предложение 3.1.1, 14), то теорема о непрерывном продол-
жении верна для отделимого локально компактного пространства
(F,V ).

Назовем функцию f̄ : Ā → F со значениями f̄(ā) = lim f(x)
(x → ā, x ∈ A) для ā ∈ Ā непрерывным продолжением на Ā
функции f : A→ F .

Пример. Пусть E = F = R, A = R \ {0} и f(x) = x sin(1/x) (x ∈ A).

Тогда f̄(0) = 0. Если же f(x) = sin(1/x) (x ∈ A), то при любом значении
f̄(0) ∈ R продолжение f̄ : R → R функции f : R → R будет разрывно.

15. Рассмотрим мультиметрические пространства (E, (ρi)),
(F, (Δj)), множество A ⊆ E и его замыкание Ā, равномерно не-
прерывную функцию f : A → F . Предположим, что (F, (Δj)) от-
делимое и полное.
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Теорема. Непрерывное продолжение f̄ равномерно непре-
рывной функции f существует и равномерно непрерывно.

� Из определений следует, что каждое мультинормирован-
ное пространство регулярно. Равномерная непрерывность функ-
ции f и полнота пространства (F, (Δj)) обеспечивают существо-
вание предела f̄(ā) = limf(x) (x→ ā, x ∈ A). Значит, по теореме
п. 14 существует непрерывное продолжение f̄ : Ā → F функции
f : A → F . Так как f равномерно непрерывна и f̄ непрерывна
в точках x̄, ȳ ∈ Ā, то для каждых индекса j и числа ε > 0 суще-
ствуют индексы i(1), i(2), i(3) и числа δ(1), δ(2), δ(3) > 0 такие,
что Δj(f(x), f(y)) < ε/3, Δj(f(x), f̄(x̄)) < ε/3, Δj(f(y), f̄(ȳ)) <
ε/3 при ρi(1)(x, y) < δ(1), ρi(2)(x, x̄) < δ(2) ρi(3)(y, ȳ) < δ(3) со-
ответственно. По определению мультиметрики существуют ин-
декс i и число δ, позволяющее заменить последние неравенства
на ρi(x, y) < 3δ, ρi(x, x̄) < 3δ, ρi(y, ȳ) < 3δ. Пусть ρi(x̄, ȳ)<δ. Так
как x̄, ȳ ∈ Ā, то существуют x, y ∈ A, для которых ρi(x, y) < δ,
ρi(y, ȳ) < δ и поэтому ρi(x, y) < 3δ. Следовательно, Δj(f̄(x̄), f̄(ȳ))
< Δj(f(x), f̄(x̄)) + Δj(f(x), f(y)) + Δj(f(y), f̄(ȳ)) < ε. Значит,
функция f̄ равномерно непрерывна. �

Пример. Пусть E = R × R, A = Q × Q, F = R и f(x, y) = x + y,
g(x, y) = xy (x, y ∈ Q). Тогда f̄(x̄, ȳ) = x̄+ ȳ, ḡ(x̄, ȳ) = x̄ȳ (x̄, ȳ ∈ R).

Упражнение. Пусть E = R × R, A = R × R, F =
–R и f(x,y) =

x + y, g(x, y) = xy (x, y ∈ R). Доказать, что не существует непрерывных

продолжений f̄ :
–
R × –

R → –
R, ḡ :

–
R × –

R → –
R для f : R → R, g : R → R.

Замечание. Так как отделимое компактное пространство
мультиметризуемое и полное [13, гл. II, § 4, теорема 1], то тео-
рема о равномерно непрерывном продолжении верна для отдели-
мого компактного пространства (F,V ) при определяемой тополо-
гией V мультиметрике (Δj). Нужно учесть, что в [13] основным
понятием в теории пределов является фильтр, а не направлен-
ность. В данном параграфе — наоборот. Связь описана в 3.1.3,2.
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3.2. Дифференциал

Понятие дифференциала формализует идею линейного при-
ближения. Теория дифференцирования в нормированных про-
странствах подробно описана в [36] и [54]. Дифференцирование
на многообразиях описано во второй части книги [36]. Диффе-
ренцирование тензоров описывается в главе 4 книги [30]. Общей
теории дифференцирования в векторных пространствах со сходи-
мостью посвящена книга [107].

Наиболее разработана теория дифференцирования в банахо-
вых пространствах. Она имеет обширные приложения. Параграф
посвящен в основном этой теории и содержит материал лекций
Л. Я. Савельева [80, часть 4; 81].

3.2.1. Определение дифференциала

Дифференциал определяется как главная линейная часть
приращения функции.

1. Рассмотрим векторные пространства (K, E) и (L, F ) с ве-
щественными скалярными или комплексными полями K и L. Бу-
дем предполагать, что K ⊆ L. Это значит, что K = L = R или
K = L = C, или K = R и L = C. Случай K = C и L = R
исключается. Включение K ⊆ L используется во всем п. 3.2.

Пусть U ⊆ E, u ∈ U , V = U − u = {v = t− u | t ∈ U}. Тогда
для каждой функции f : U → F определена функция Δfu : V → F
со значениями

Δfu(v) = f(u+ v)− f(u) (v ∈ V ).

Так как u ∈ U , то 0 = u − u ∈ V . Функция Δfu называется
приращением функции f в точке u. С приращением Δfu связаны
операторы

Δu : F (U, F ) → F (V, F ), Δf : U → F (V, F ),

определяемые равенствами Δu(f) = Δfu, Δf(u) = Δfu. Опера-
тор Δu линейный:

Δu(af + bg) = a ·Δu(f) + b ·Δu(g) (a, b ∈ K, f, g ∈ F (U, F )).

Оператор Δf , как правило, нелинейный.
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Пример. Пусть U = E = F = K = L = C и f(x) = x2 (x ∈ C). Тогда
V = C и Δfu(v) = (u+ v)2 − u2 = 2uv + v2 (u, v ∈ C).

Упражнение. Проверить линейность оператора Δ: F (U,F ) →
F (U,F (V,F ), определяемого равенством Δ(f) = Δf (f ∈ F (U,F )).

2. Предположим, что пространства E, F нормированы и рас-
смотрим еще одно нормированное пространство (M, G) с веще-
ственным или комплексным скалярным полем M ⊇ L. Нормы
‖ ‖E, ‖ ‖F , ‖ ‖G условимся для простоты обозначать одинаково ‖ ‖.
Будем говорить, что h : V → F мала сравнительно с g : V → G
в окрестности точки 0, и писать h = o(g), если для каждого ε > 0
существует δ > 0 такое, что

‖h(v)‖ ≤ ε‖g(v)‖ (‖v‖ ≤ δ, v ∈ V ).

Будем говорить, что h ограничена сравнительно с g в окрестно-
сти точки 0, и писать h = O(g), если существуют α > 0, δ > 0
такие, что

‖h(v)‖ ≤ α‖g(v)‖ (‖v‖ ≤ δ, v ∈ V ).

Ясно, что h = O(g), если h = o(g).
Примеры. 1) Пусть g постоянная: g(v) = c ∈ G (v ∈ V ). Тогда h = o(c)

означает, что h(v) → 0 (v → 0). Вместо h = o(c) обычно пишут o(1). А h =
O(c) = O(1) означает ограниченность функции h в окрестности точки 0.

2) Пусть E = G и g(v) = v (v ∈ V ). Тогда h = o(v) означает, что
h(0) = 0 и ‖v‖−1h(v) → 0 (v → 0, v �= 0). Если h = O(v), то h = o(1).

3) Пусть E = F = G = V = C и (sn) — последовательность степенных

функций: sn(v) = vn (v ∈ C). Тогда s1 = o(1), s2 = o(v) и sn+1 = o(sn).

3. Рассмотрим векторные пространства L (E, F ), L (F,G),
L (E,G), векторную алгебру L (E,E) линейных операторов, опи-
санную в 2.2.2. Линейный оператор A ∈ L (E, F ) называется
ограниченным, если ‖Ax‖ ≤ α‖x‖ (x ∈ E) для некоторого α ≥ 0.

Ограниченные линейные операторы образуют подпростран-
ства B(E, F ), B(F,G), B(E,G) соответствующих пространств
и подалгебру B(E,E) алгебры L (E,E). Это следует из нера-
венств

‖Ax+ Bx‖ ≤ (α+ β)‖x‖, ‖γAx‖ ≤ |γ|α‖x‖,

верных при ‖Ax‖ ≤ α‖x‖, ‖Bx‖ ≤ β‖x‖ для A,B ∈ L (E, F )
и x ∈ E. Кроме того, при ‖Ax‖ ≤ α‖x‖, ‖By‖ ≤ β‖y‖ для
A ∈ B(E, F ), B ∈ B(F,G) и x ∈ E верны неравенства ‖BAx‖ ≤
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β‖Ax‖ ≤ βα‖x‖. В частности, они верны при E = F = G. Равен-
ство

‖A‖ = sup{‖x‖−1‖Ax‖ : x ∈ E, ‖x‖ �= 0}
определяет норму оператора A ∈ B(E, F ). Так как ‖x‖−1‖Ax‖≤α,
то ‖A‖ <∞. А так как ‖x‖−1‖Ax‖ ≤ ‖A‖, то

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ (x ∈ E).

Применяя это неравенство последовательно к операторам
A ∈ B(E, F ), B ∈ B(F,G), получаем

‖BA‖ ≤ ‖B‖‖A‖.

В частности, возможно строгое неравенство. Этим норма опера-
тора отличается от абсолютной величины числа.

Упражнение. Доказать, что ‖A‖ = sup{‖Au‖ : u ∈ E, ‖u‖ ≤ 1} =

inf{α ≥ 0 : ‖Ax‖ ≤ α‖x‖ (x ∈ E)}.
4. Рассмотрим произведение E =

∏
Ej нормированных про-

странств Ej (1 ≤ j ≤ n), проектор pj : E → Ej (pj(x) = xj ∈ Ej
для x = (xl) ∈ E) и вложение rj : Ej → E с образами rj(xj) =
x0
j ∈ E (x0

j = (zl), zj = xj и zl = 0 при l �= j). Оператор rj являет-
ся изоморфизмом Ej на E0

j = rj(Ej) ⊆ E. Ясно, что операторы pj ,
rj , rjpj линейны, а отображение rjpj : Ej → Ej тождественное.

Предложение. Линейные операторы pj, rj, rjpj ограниче-
ны и имеют норму 1.

� Из определений следует, что ‖pj(x)‖ = ‖xj‖ ≤ ‖x‖ =
max ‖xl‖, ‖rj(xj)‖ = ‖xj‖ для всех x = (xl) ∈ E и xj ∈ Ej .
Поэтому ‖pj‖ ≤ 1 и ‖rj‖ = 1. А так как

∥∥pj(x0
j

)∥∥ =
∥∥x0

j

∥∥,
то ‖pj‖ ≥ 1. Следовательно, композиция rjpj тоже ограничена
и ‖rjpj‖ ≤ 1. Обратное неравенство ‖rjpj‖ ≥ 1 вытекает из ра-
венства rjpj

(
x0
j

)
= x0

j . �
Проектор pj выделяет j-ю компоненту xj ∈ Ej вектора

x = (xl) ∈ E, а вложение отождествляет ее с вектором x0
j ∈

E0
j ⊆ E. Композиция rjpj проектирует пространство E на его

подпространство E0
j : (rjpj)(rjpj) = rj(pjrj)pj = rjpj .

5. Полные отделимые нормированные пространства назы-
ваются банаховыми.
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Предложение. Если F банахово, то и B = B(E, F ) бана-
хово.

� Пусть T ∈B и ‖T‖ = 0. Тогда ‖Tx‖ = 0 и Tx = 0 (x ∈ E),
T = 0 при отделимом F . Значит, B отделимое.

Рассмотрим сходящуюся в себе последовательность операто-
ров Tn ∈ B. Так как ‖Tpx − Tnx‖ = ‖(Tp − Tn)x‖ ≤ ‖Tp − Tn‖ ·
‖x‖, то последовательность точек Tnx ∈ F сходится в себе при
каждом x ∈ E. Если F полное, то Tnx сходится к некоторой точке
y = limTnx ∈ F . Поэтому, если F еще и отделимо, определено
отображение T : E → F с образами Tx = limTnx (x ∈ E). Из
линейности операторов Tn и предела lim следует линейность T .

Докажем, что T ∈ B и Tn → T . Пусть ‖Tp − Tn‖ ≤ ε (p, n ≥
n(ε)). Тогда ‖Tpx − Tnx‖ ≤ ε‖x‖, ‖Tx − Tnx‖ ≤ ε‖x‖ (n ≥ n(ε)),
‖Tx‖ ≤ ‖Tn(1)x‖+ ‖x‖ ≤ (‖Tn(1)‖+ 1)‖x‖ (x ∈ E). Значит, T ∈ B.
Кроме того, из неравенства ‖Tx − Tnx‖ ≤ ε‖x‖ (n ≥ n(ε), x ∈ E)
следует ‖T−Tn‖ ≤ ε (n ≥ n(ε)). Значит, Tn → T и нормированное
пространство B секвенциально полное. По критерию сходимости
Гейне отсюда следует его полнота. �

Упражнение. Провести доказательство для направленностей операто-
ров.

Замечание. Если E = F , то при добавлении композиции
операторов в качестве умножения B становится нормированной
алгеброй. Если пространство E банахово, то B является бана-
ховой алгеброй. Если E �= F , то пространство B банахово при
банаховом F и любом нормированном E. Всюду дальше, как
правило, рассматриваются отделимые пространства.

6. Ограниченность линейного оператора эквивалентна его
непрерывности.

Лемма. Если оператор T ∈ L (E, F ) непрерывен в точке
0 ∈ E, то T равномерно непрерывен.

� Пусть ε > 0, δ > 0 и ‖Tz‖ ≤ ε при ‖z‖ ≤ δ. Тогда ‖Tx −
Ty‖ = ‖T (x− y)‖ ≤ ε (‖x− y‖ ≤ δ). �

Предложение. В L (E, F ) ограниченными являются непре-
рывные операторы и только они.

� Пусть оператор T ∈ L (E, F ) непрерывен. Докажем, что
T ∈ B(E, F ). Если ‖Tz‖ ≤ 1 (‖z‖ ≤ δ, z ∈ E) и x ∈ E, ‖x‖ �= 0,
то при z = δ‖x‖−1x верны соотношения δ‖x‖−1‖Tx‖ = ‖Tz‖ ≤ 1,
‖Tx‖ ≤ δ−1‖x‖. Значит, оператор T ограничен. Непрерывность
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в точке 0 оператора T ∈ B(E, F ) вытекает из неравенства ‖Tx‖ ≤
α‖x‖ (x ∈ E). По лемме из непрерывности в точке 0 следует
непрерывность T . �

Замечание. Благодаря линейности равномерная непрерыв-
ность оператора T ∈ L (E, F ) эквивалентна его непрерывности
в любой выбранной точке a ∈ E.

7. Рассмотрим открытое множество U ⊆ E, точку u ∈ U
и функцию f : U → F . Пространства E и F будем предполагать
отделимыми. Заметим, что множество V = U − u ⊆ E открыто
вместе с U . Говорят, что функция f дифференцируема в точке u,
если существуют ограниченный линейный оператор dfu : E → F
и функция rfu : V → F , которая мала сравнительно с тождествен-
ной функцией id : V → E и для которой верно равенство

Δfu(v) = dfu(v) + rfu(v) (v ∈ V ).

Оператор dfu ∈ B(E, F ) называется в этом случае дифференциа-
лом функции f в точке u, а функция rfu — остатком диффе-
ренцирования. Сравнительная малость остатка означает, что

rfu(0) = 0, ‖v‖−1‖rfu(v)‖ → 0 (v → 0, v �= 0).

Фраза дифференциал dfu существует означает дифференцируе-
мость функции f в точке u.

Теорема. Если дифференциал dfu существует, то он един-
ственный.

� Пусть T ∈ B(E, F ) и Δfu(v) = dfu(v)+rfu(v) = T (v)+o(v)
(v ∈ V ). Тогда для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

‖(T − dfu)(v)‖ = ‖T (v)− dfu(v)‖ ≤ ‖rfu(v)‖+ ‖o(v)‖ ≤ 2ε · ‖v‖

(‖v‖ < δ). Следовательно, ‖T − dfu‖ ≤ 2ε для каждого ε > 0.
Значит, ‖T − dfu‖ = 0 и T = dfu. �

Замечание. Остаток rfu = Δfu−dfu тоже определен одно-
значно. Но он играет второстепенную роль и его обычно только
оценивают.

Предложение. Если функция f дифференцируема в точ-
ке u, то f непрерывна в точке u.
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� Так как f(u+ v) = f(u) + dfu(v) + rfu(v) (v ∈ V ) и dfu(v)
→ 0, rfu(v) → 0 при v → 0, v �= 0, то f(u+ v) → f(u) при v → 0,
v �= 0. �

Примеры. 1) Пусть U = E = F = C, u = 1 и f(x) = x2 (x ∈ C). Тогда
V = U − 1 = C, Δfu(v) = (1 + v)2 − 1 = 2v − v2, dfu(v) = 2v, rfu(v) = v2

(v ∈ C).

2) Если f ∈ B(E, F ), то dfu = f (u ∈ U).

Если функция f : U → F дифференцируема в каждой точке
u ∈ A ⊆ U , то говорят, что f дифференцируема на A. Если A = U ,
то f называют дифференцируемой.

8. Рассмотрим: произведения E =
∏
Ej , F =

∏
Fi норми-

рованных пространств Ej , Fi (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n); прямо-
угольник U = ΠUj ⊆ E с открытыми сторонами Uj ⊆ E; точку
u = (uj) ∈ U ; множество V = U − u и множества Vj = Uj − uj ;
проекторы pj : E → Ej, qi : F → Fi и вложения rj : Ej → E,
si : Fi → Fi; сдвиг Tu : E → E с образами Tu(v) = u + v (v ∈ E);
отображение f : U → F . Будем называть композиции

fiju = qi · f · Tu · rj : Vj → Fi

частными функциями для f в точке u. По определению,

fiju(vj) = qi
(
f
(
u+ v0

j

))
(vj ∈ Vj).

Композиции

f0
iju = si · fiju · pj = siqi · f · Tu · rjpj : V → F

тоже будем называть частными функциями для f в точке u. По
определению,

f0
iju(v) = f0

i (u+ v0
j ) (v ∈ V ).

Так как отображения pjrj , qisi тождественные, то

fiju = qi · f0
iju · rj .

Для приращений частных функций верны равенства

Δfiju = qi ·Δf0
iju · rj = qi ·Δfu · rj : Vj → Fi,

Δf0
iju = si ·Δfiju · pj = siqi ·Δfu · rjpj : V → F.
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Так как при определении частных функций fiju, f0
iju был исполь-

зован сдвиг Tu, то с приращением и дифференциалом функции f
в точке u связаны приращения и дифференциалы функций fiju,
f0
iju в точках 0j ∈ Vj , 0 ∈ V . Чтобы избежать громоздких выра-
жений, будем по аналогии с приращениями Δfiju, Δf0

iju обозна-
чать соответствующие дифференциалы dfiju, df0

iju. Кроме того,
положим

Δijfu = Δf0
iju, dijfu = df0

iju.

Таким образом, по определению,

Δfiju = dfiju+ rfiju, Δijfu = dijfu+ rijfu,

где dfiju ∈ B(Ej , Fi), dijfu ∈ B(E, F ) и rfiju = o(vj), rijfu =
o(v). Будем называть Δijfu и dijfu частными приращениями
и частными дифференциалами функции f в точке u. Эти термины
используются также для Δfiju и dfiju.

9. Рассмотрим открытое множество U ⊆ E = K, точку
u ∈ U , множество V = U−u, нормированное пространство (F, ‖ ‖).
Каждая линейная функция l : K → F определяется своим коэффи-
циентом l(1): l(t) = l(1)·t (t ∈ K). Линейная функция l ограничена
на единичном шаре числом ‖l(1)‖ и поэтому непрерывна. Возьмем
дифференцируемую в точке u функцию f : U → F . Коэффициент
f ′(u) = dfu(1) дифференциала dfu называется производной функ-
ции f в точке u. Дифференциал и производная функции f связаны
равенством

dfu(v) = f ′(u) · v (v ∈ K).

Предложение. Если функция f дифференцируема в точ-
ке u, то

f ′(u) = lim(v−1Δfu(v)) (v → 0, v �= 0, v ∈ V ).

� Так как функция f дифференцируема в точке u, то

v−1Δfu(v) = v−1dfu(v) + v−1rfu(v) = f ′(u) + v−1rfu(v)

(v → 0, v �= 0, v ∈ V ). Вследствие сравнительной малости остатка
rfu отсюда вытекает нужное равенство. �
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Следствие. Функция f : U → F дифференцируема в точке u
ессли существует предел отношения |v−1Δfu(v)| (v → 0, v �= 0,
v ∈ V ).

� Утверждение только если следует из доказанного пред-
ложения. Утверждение если доказывается следующим образом.
Пусть lim(v−1Δfu(v)) = c (v → 0, v �= 0, v ∈ V ). Тогда для
каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что ‖v−1Δfu(v)− c‖ ≤ ε
(0 < |v| ≤ δ, v ∈ V ), ‖Δfu(v)− cv‖ ≤ vε (|v| ≤ δ, v ∈ V ). Следова-
тельно, функция rfu : V → F со значениями rfu(v) = Δfu(v)− cv
(v ∈ V ) сравнительно мала и функция f дифференцируема в
точке u. �

Пример. Возьмем банахово пространство с множеством точек F = Km,
евклидовой нормой ‖‖ и стандартной базой. Функция f : U → F определяет
координатные функции fi : U → F : f(t) = (fi(t)) (i ∈ [1,m], t ∈ U). Легко
убедиться в том, что f ′(t) = (f ′i(t)) (i ∈ [1,m], u ∈ U). В частности, если
U = R, F = R2, u ∈ R, то f ′(u) = (− sinu, cos u)t, f ′1(u) = − sinu, f ′2(u) =

cos u для f(u) = (cos u, sinu)t и

df(u) = f ′(u) · v =

(− sinu
cos u

)
· v (v ∈ R).

Замечание. Для обозначения производных используются
многие символы. В частности, вместо f ′(u) пишут dfu или Dfu.
Такая операторная запись удобна во всех отношениях.

10. Пусть Ej = K, Fi = L и E = Kn, F = Lm. То-
гда fiju : Vj → L (Vj ⊆ K): частные функции являются скаляр-
ными функциями скалярной переменной. Если существуют част-
ные дифференциалы dfiju, то существуют частные производные
f ′ij(u) и

dfiju = f ′iju · vj (vj ∈ Vj).
Частный дифференциал dfij со значениями dfiju определяет про-
изводную f ′ij со значениями f ′ij(u). Непрерывность dfij эквива-
лентна непрерывности f ′ij . В самом деле,

|(dfij(u+ z)− dfiju)vj | · |vj |−1 =
∣∣f ′ij(u+ z)− f ′ij(u)

∣∣ (vj �= 0)

и поэтому

‖dfij(u+ z)− dfiju‖ =
∣∣f ′ij(u+ z)− f ′ij(u)

∣∣ (u, u+ z ∈ U).
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Рассмотрим матрицы f ′(u) =
(
f ′ij(u)

)
и f ′ =

(
f ′ij
)
, соста-

вленные из чисел fij(u) ∈ L и функций f ′ij : U → L. Скалярная
матрица f ′(u) является значением матричной функции f ′. Для
векторов dfu(v) = (qi · dfu(v)) ∈ Lm, v = (vj) ∈ Kn и m × n-
матрицы f ′(u) =

(
f ′ij(u)

)
верно равенство

dfu(v) = f ′(u) · v,
аналогичное равенству для скалярных функций. Будем называть
матричную функцию f ′ производной функции f . Матрицу f ′(u)
называют матрицей Якоби. Если f дифференцируема в точке u,
то матрица f ′(u) существует. Непрерывность производной f ′
означает непрерывность всех частных производных f ′ij .

Пример. Пусть E = U = R2, F = R3 и f(x)=(x1 sinx2, x2cosx1, x1x2)t.
Тогда

f ′(u) =

(
sinu2 u1 cos u2

−u2 sinu1 cos u1

u2 u1

)
(x = (x1, x2), u = (u1, u2) ∈ R2).

3.2.2. Правила дифференцирования

Удачное применение некоторых простых правил дифферен-
цирования позволяет находить дифференциалы многих функций.

1. Рассмотрим нормированные пространства (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖)
со скалярными полями K, L (K ⊆ L); открытое множество U ⊆ E,
точку u ∈ U и множество V = U − u; функции f : U → F и
g : U → F , дифференцируемые в точке u; числа a, b, c ∈ L.

Предложение. d(f + g)u = dfu + dgu, d(cf)u = c · dfu.
� 1) Имеем: Δ(f+g)u(v) = Δfu(v)+Δgu(v) = (dfu+dgu)(v)+

(rfu+ rgu)(v) (v ∈ V ). Функция dfu+dgu непрерывна и линейна,
а rfu + rgu сравнительно мала. Поэтому функция f + g диффе-
ренцируема в точке u и верно первое из доказываемых равенств.

2) Имеем: Δ(cf)u(v) = cΔfu(v) = (c · dfu)(v) + (c · rfu)(v).
Функция c · dfu непрерывна и линейна, а c · rfu сравнительно
мала. Поэтому функция cf дифференцируема в точке u и верно
второе из доказываемых равенств. �

Из этого предложения вытекает правило дифференцирования
линейной комбинации.
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Следствие. d(af + bg)u = f · dfu + b · dgu.
2. Рассмотрим нормированные пространства E, F , G, H

с одинаково обозначенными нормами ‖ ‖; открытое множество
U ⊆ E, точку u ∈ U и множество V = U − u; функции f : U → F
и g : U → F , дифференцируемые в точке u.

Рассмотрим также нормированное пространство F ×G с нор-
мой

‖(x, y)‖ = max{‖x‖, ‖y‖} (x ∈ F, y ∈ G).

Непрерывные билинейные функции условимся называть про-
изведениями. Выберем произведение (x, y) → xy на F × G со
значениями в H . Вместе с функциями f , g оно определяет функ-
цию fg : U → H со значениями (fg)(t) = f(t)g(t) (t ∈ U). Она
называется произведением функций f , g. Легко доказать, что
произведение fg дифференцируемо в точке u и его дифференциал
d(fg)u получается поочередным дифференцированием множите-
лей. При доказательстве будет использован следующий критерий
непрерывности для билинейных отображений.

Лемма. Билинейная функция непрерывна ессли она ограни-
чена на единичном шаре.

� Рассмотрим билинейную функцию (x, y)→ xy.
1) Если эта функция непрерывна, то для каждого ε > 0 су-

ществует δ > 0 такое, что ‖pq‖ ≤ ε (‖(p, q)‖ ≤ δ, p ∈ F , q ∈ G).
Пусть ‖(x, y)‖ ≤ 1, x ∈ F , y ∈ G. Тогда ‖(p, q)‖ = ‖δ(x, y)‖ ≤ δ
при (p, q) = δ(x, y), (x, y) = δ−1(p, q) = (δ−1p, δ−1q) и ‖xy‖ =
‖δ−1p · δ−1q‖ = δ−2‖pq‖ ≤ δ−2ε = r. Значит, функция (x, y) → xy
ограничена на единичном шаре

–
B(0, 1) ⊆ F ×G.

2) Если рассматриваемая функция ограничена на единичном
шаре, то ‖xy‖ ≤ c (‖(x, y)‖ ≤ 1, x ∈ F , y ∈ G) для некоторого
конечного c > 0. Пусть δ > 0, a, p ∈ F , b, q ∈ G, ‖(p, q)‖ ≤ δ. Тогда
‖(x, y)‖ = ‖δ−1(p, q)‖ ≤ 1 при (x, y) = δ−1(p, q), (p, q) = δ(x, y) =
(δx, δy) и ‖aq‖ = ‖a‖‖a‖−1‖a · δy‖ = (‖a‖δ)‖‖a‖−1a · y‖ ≤ ‖a‖δc,
‖pb‖ = ‖δx · ‖b‖‖b‖−1b‖ = (δ‖b‖)‖x · ‖b‖−1b‖ ≤ δ‖b‖c, ‖pq‖ = ‖δx ·
δy‖ = δ2‖xy‖ ≤ δ2c. Поэтому ‖(a+ p)(b+ q)− ab‖ ≤ ‖aq‖+ ‖pb‖+
‖pq‖ ≤ (‖a‖ + ‖b‖ + δ)cδ и, следовательно, функция (x, y) → xy
непрерывна. �

Предложение. d(fg)u(v) = dfu(v) · g(u) + f(u) · dgu(v).
� Имеем: Δ(fg)u(v) = f(u + v)g(u+ v) − f(u)g(u) = (f(u) +

dfu(v)+rfu(v))(g(u)+dgu(v)+rgu(v))−f(u)g(u) = l(v)+r(v) (v ∈
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V ), l(v) = dfu(v) · g(u) +f(u) · dgu(v) (v ∈ E), r(v) = f(u) · rgu(v) +
dfu(v) · (dgu(v) + rgu(v)) + rfu(v) · (g(u) +dgu(v) + rgu(v)) (v ∈ V ).
Функция l = dfu · g(u) + f(u) · dgu со значениями l(v) непрерывна
и линейна. Функция r(v) сравнительно мала. Действительно,
используя лемму, определение сравнительной малости и неравен-
ство для нормы непрерывной линейной функции, находим, что
для каждого ε ∈ ]0, 1[ существуют δ ∈ ]0, 1[ и c > 0 такие, что
‖f(u)·rgu(v)‖ ≤ c‖f(u)‖·‖rgu(v)‖ ≤ c‖f(u)‖·ε‖v‖‖dfu(v)·(dgu(v)+
rgu(v))‖ ≤ c‖dfu(v)‖‖dgu(v) + rgu(v)‖ ≤ c‖dfu‖‖v‖(‖dgu‖‖v‖ +
ε‖v‖) ≤ c‖dfu‖(‖dgu‖+ε)‖v‖2, ‖rfu(v) · (g(u) +dgu(v) +rgu(v))‖ ≤
c‖rfu(v)‖ ‖g(u) + dgu(v) + rgu(v)‖ ≤ c(‖g(u)‖+ ‖dgu‖‖v‖+ ε‖v‖) ·
ε‖v‖‖r(v)‖ ≤ c(‖f(u)‖ + ‖g(u)‖ + (‖dfu‖ + 1)(‖dgu‖ + 1)) · ε‖v‖
(‖v‖ ≤ δ, v ∈ V ). Следовательно, функция fg дифференцируема
в точке u и верно доказываемое равенство. �

3. Рассмотрим нормированные пространства E, F , G с оди-
наково обозначенными нормами ‖ ‖; открытое множество U ⊆ E,
точку u ∈ U и множество V = U −u; открытое множество Y ⊆ F ,
точку y ∈ Y и множество Z = Y − y; функции f : U → F и
g : Y → G, дифференцируемые в точках u и y. Пусть f(U) ⊆ Y
и f(u) = y. Тогда сложная функция g ◦ f : U → G, составленная
из f и g, дифференцируема в точке u и ее дифференциал d(g ◦ f)u
составляется из дифференциалов dfu и dgy.

Теорема. d(g ◦ f)u = dgy ◦ dfu.
� Имеем: Δ(g ◦ f)u(v) = Δgy(Δfu(v)) = dgy(Δfu(v)) +

rgy(Δfu(v)) = dgy(dfu(v) +rfu(v)) +rgy(Δfu(v)) = dgy(dfu(v)) +
dgy(rfu(v)) + rgy(Δfu(v)) = l(v) + r(v) (v ∈ V ), l(v) = dgy(dfu(v))
(v ∈ E), r(v) = dgy(rfu(v)) + rgy(Δfu(v)) (v ∈ V ). Функция
l = dgy ◦ dfu со значениями l(v) непрерывна и линейна. Функ-
ция r сравнительно мала. Действительно, используя определение
сравнительной малости и неравенство для нормы непрерывной
линейной функции находим, что для каждого ε ∈ ]0, 1[ существует
α > 0 такое, что

‖dgy(rfu(v))‖ ≤ ‖dgy‖‖rfu(v)‖ ≤ ‖dgy‖ · ε‖v‖,

‖Δfu(v)‖ ≤ ‖dfu(v)‖+ ‖rfu(v)‖
≤ ‖dfu‖‖v‖+ ε‖v‖ ≤ (‖dfu‖+ 1)‖v‖

(‖v‖ ≤ α, v ∈ V ). В то же время существует β > 0, при кото-
ром ‖rgy(z)‖ ≤ ε‖z‖ (‖z‖ ≤ β, z ∈ Z). Поэтому ‖rgy(Δfu(v))‖ ≤
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ε‖Δfu(v)‖ ≤ ε(‖dfu‖ + 1)‖v‖, ‖r(v)‖ ≤ (‖dfu‖ + ‖dgy‖ + 1)ε‖v‖,
‖v‖ ≤ δ = min{α, (1 + |dfu‖)−1β}, v ∈ V . Следовательно, функция
g ◦ f дифференцируема в точке u и верно доказываемое равен-
ство. �

Рассмотрим стандартные евклидовы пространства E = Rn,
F = Rm, G = Rl. В этом случае дифференциалы dfu, dgy, d(g◦f)u
определяются своими матрицами f ′(u), g′(y), (g ◦ f)′(u) в стан-
дартных базах. Эти матрицы называются производными. Для
них верны равенства

dfu(v) = f ′(u) · v, dgy(z) = g′(y) · z,
d(g ◦ f)u(v) = (g ◦ f)′(u) · v (v ∈ E, z ∈ F ).

Так как матрица сложного линейного отображения равна произ-
ведению составляющих его линейных отображений, то из дока-
занной теоремы вытекает

Следствие. (g ◦ f)′(u) = g′(f(u)) · f ′(u).
4. Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. E = R2, F = R3, G = R2, U = E, Y = F ; t = (t1, t2),

u = (u1, u2) ∈ R2, x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3; f(t) = (t1 · sin t2, t2 ·
cos t1, t1t2), g(x) = (x1x2x3, x2

3), h(t) = (g ◦ f)(t) = (t21t
2
2 cos t1 · sin t2, t21t22),

f ′(u) =

(
sinu2 u1 · cos u2

−u2 · sinu1 cos u1

u2 u1

)
, g′(y) =

(
y2y3 y1y3 y1y2

0 0 2y3

)
,

h′(u) = (g ◦ f)′(u) = g′(f(u)) · f ′(u) =(
u1u2

2· cos u1 u2
1u2 · sinu2 u1u2· cos u1 · sinu2

0 0 2u1u2

)(
sinu2 u1 · cos u2

−u2 · sinu1 cos u1

u2 u1

)
.

Пример 2. E = R, F = R2, G = R, U = ]−2−1, 2−1 [, Y = B(0, 1);

t, u ∈ U , x = (x1, x2), y = (y1 , y2) ∈ Y ; f(t) = (t, (2−1 − t2)1/2), g(x) =

(1 − x2
1 − x2

2)1/2), (g ◦ f)(t) = 2−1/2 ;

f ′(u) =

(
1

−u(2−1 − u2)−1/2

)
, g′(y) = −(1 − y21 − y22)−1/2(y1, y2),

(g ◦ f)′(u) = g′(f(u)) · f ′(u)

= −2−1(u, (2−1 − u2)1/2)

(
1

−u(2−1 − u2)−1/2

)
= −2−1(u− u) = 0.



3.2.3. Теорема Лагранжа 225

Пример 3. E = F = G = R2, U = E, Y = F ; t = (t1, t2), u = (u1, u2),
x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2; f(t) = (t1 · cos t2, t1 · sin t2), g(x) = (x2

1 + x2
2,

x1 − x2), (g ◦ f)(t) = (t21, t1 · (cos t2 − sin t2)),

f ′(u) =

(
cos u2 −u1 · sinu2

sinu2 u1 · cos u2

)
, g′(y) =

(
2y1 2y2
1 −1

)
,

(g ◦ f)′(u) = g′(f(u)) · f ′(u)

=

(
2u1 cos u2 2u1 · sinu2

1 −1

)(
cos u2 −u1 · sinu2

sinu2 u1 · cos u2

)
=

(
2u1 0

cos u2 − sinu2 −u1(· sinu2 + cos u2)

)
.

3.2.3. Теорема Лагранжа

Эту теорему можно считать основной теоремой дифферен-
циального исчисления. Она устанавливает связь между диффе-
ренциалoм и изменением функции.

1. Рассмотрим открытый интервал U ⊆ R, нормирован-
ное пространство (F, ‖ ‖), дифференцируемые функции h : U → F
и ϕ : U → R.

Теорема Лагранжа. Если ‖h′(u)‖ < ϕ′(u) (u ∈ U), то

‖h(t)− h(u)‖ < ϕ(t)− ϕ(u) (t > u; t, u ∈ U).

� Предположим, что теорема не верна и, значит, существуют
точки t0 > u0 интервала U , для которых ‖h(t0)−h(u0)‖ ≥ ϕ(t0)−
ϕ(u0). Возьмем натуральное число n. Пусть

‖h(tn)− h(un)‖ ≥ ϕ(tn)− ϕ(un) (1)

для точек tn > un интервала U . Тогда для cn = 2−1(un+tn) верно
хотя бы одно из неравенств

‖h(tn)− h(cn)‖ ≥ ϕ(tn)−ϕ(cn), ‖h(cn)− h(un)‖ ≥ ϕ(cn)−ϕ(un).

Если верно первое, то возьмем un+1 = cn, tn+1 = tn. Если первое
неравенство не верно, то возьмем un+1 = un, tn+1 = cn. В лю-
бом случае ‖h(tn+1)−h(un+1)‖ ≥ ϕ(tn+1)−ϕ(un+1). По принципу
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индукции из сказанного следует, что существует стягивающаяся
последовательность отрезков [un, tn] (tn − un → 0), для концов
которых верно неравенство (1). Эта последовательность стяги-
вается к некоторой точке c ∈ U : tn ↓ c ↑ un, ∩[un, tn] = {c}.
Докажем, что существует сходящаяся к c последовательность то-
чек sn ∈ U , для которых

‖(sn − c)−1(h(sn)− h(c))‖ ≥ (sn − c)−1(ϕ(sn)− ϕ(c)). (2)

Из неравенства (1) и непрерывности функций h, ϕ следует, что
для каждого n верно хотя бы одно из неравенств

‖h(tn)−h(c)‖ ≥ ϕ(tn)−ϕ(c), ‖h(c)− h(un)‖ ≥ ϕ(c)−ϕ(un). (3)

При этом существует три возможности: un < c < tn, un = c < tn,
un < c = tn. Если верны un < c < tn и первое из неравенств (3),
то возьмем sn = tn. Если верно un < c < tn и не верно первое
из неравенств (3), то возьмем sn = un. Если un = c < tn, то
неравенство (1) влечет первое из неравенств (3) и берется sn = tn.
Наконец, если un < c = tn, то верно второе из неравенств (3)
и можно взять sn = un. Во всех случаях верно неравенство (2).
Так как un → c и tn → c, то sn → c. Из неравенств (2) следует,
что ‖h′(c)‖ ≥ ϕ′(u). Это противоречит условию теоремы. �

Замечание. Аналогичная теорема для произвольного отк-
рытого множества U ∈ R не верна.

Упражнение. Привести контрпримеры.

2. Рассмотрим несколько следствий теоремы Лагранжа. Со-
храним обозначения п. 1, где U — открытый интервал в R.

Следствие 1. Если ‖h′(u)‖ ≤ ϕ′(u) (u ∈ U), то

‖h(t)− h(u)‖ ≤ ϕ(t)− ϕ(u) (t ≥ u; t, u ∈ U).

� Если u = t, то доказываемое неравенство эквивалентно
равенству 0 = 0. Для каждого номера n > 0 возьмем функцию
ϕn : U → R со значениями ϕn(t) = ϕ(t) + n−1t (t ∈ U). Эта функ-
ция дифференцируема и ϕ′

n(u) = ϕ′(u) + n−1 > ϕ′(u) ≥ ‖h′(u)‖
(u ∈ U). По теореме Лагранжа отсюда вытекает, что

‖h(t)− h(u)‖ < ϕn(t)− ϕn(u) = ϕ(t)− ϕ(u) + n−1(t− u) (t > u).

Следовательно, доказываемое неравенство верно. �
Рассмотрим число c ≥ 0.
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Следствие 2. Если ‖h′(u)‖ ≤ c (u ∈ U), то

‖h(t)− h(u)‖ ≤ c(t− u) (t ≥ u; t, u ∈ U).

� Возьмем функцию ϕ : U → R со значениями ϕ(t) = ct
(t ∈ U). Она дифференцируема и ϕ′(u) = c (u ∈ U). Доказы-
ваемое неравенство вытекает из следствия 1. �

3. Рассмотрим: нормированные пространства (F, ‖ ‖),
(G, ‖ ‖), открытое множество Y ⊆ F , функцию g : Y → G, точки
a, b ∈ F (a �= b), число c ≥ 0, [a, b] = {x = a+t(b−a) : t ∈ [0, 1]} ⊆ Y ,
]a, b[ = {x = a + t(b − a) : t ∈ ]0, 1[} ⊆ [a, b]. Предположим, что
функция g непрерывна в каждой точке отрезка [a, b] и дифферен-
цируема в каждой точке интервала ]a, b[.

Следствие 3. ‖dgy‖ ≤ c (y ∈]a, b[)⇒ ‖g(b)− g(a)‖ ≤ c|b− a|.
� Рассмотрим функцию f : ]0, 1[ → F со значениями f(t) =

a+t(b−a) (t ∈ ]0, 1[) и функцию h = g◦f . Функция f дифференци-
руема и f ′(u) = b−a (u ∈ ]0, 1[). Следовательно, функция h диффе-
ренцируема и dhu(v) = dgy(dfu(v)) = dgy((b−a)v) = dgy(b−a) · v,
h′(u) = dgy(b − a), ‖h′(u)‖ ≤ ‖dgy‖‖b− a‖ ≤ c‖b − a‖ (u ∈ ]0, 1[,
v ∈ R, y = f(u)). Откуда ‖h(x)− h(y)‖ ≤ c‖b − a‖ при x = f(t),
y = f(u) для каждых t > u из интервала ]0, 1[. Так как f(t) → b
((t → 1), f(u) → a (u → 0) и функция g непрерывна в точках a,
b, то h(x) = g(f(t)) → g(b) (t → 1), h(y) = g(f(t)) → g(a) (t → 0)
и из полученного неравенства следует доказываемое. �

Для каждого y ∈ ]a, b[ выберем число c(y) ≥ 0. По-прежнему
будем предполагать, что функция g непрерывна на отрезке [a, b]
и дифференцируема на интервале ]a, b[.

Следствие 4. Если ‖dg(x)− dg(y)‖ ≤ c(y) (x ∈ ]a, b[), то

‖g(b)− g(a)− dgy(b− a)‖ ≤ c(y)‖b− a‖.

� Рассмотрим функцию h : Y → G со значениями h(x) =
g(x)− dgy(x) (x ∈ Y ). Эта функция непрерывна на [a, b], диффе-
ренцируема на ]a, b[ вместе с функциями g, dgy и dhx = dgx− dgy
(x ∈ ]a, b[). По условию ‖dhx‖ = ‖dgx − dgy‖ ≤ c(y) (x ∈ ]a, b[).
Так как h(b) − h(a) = (g(b) − dgy(b)) − (g(a) − dgy(a)) = g(b) −
g(a)− (dgy(b)−dgy(a)) = g(b)− g(a)−dgy(b−a), то доказываемое
неравенство вытекает из следствия 3. �
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Замечание. Следствие 4 дает оценку для смешанного ос-
татка Δga(b− a)− dgy(b− a) (y �= a).

4. Предположим дополнительно, что открытое множество
Y ⊆ F выпуклое, а функция g : Y → G дифференцируема. Из
следствия 3 непосредственно вытекает (x, y ∈ Y )

Следствие 5. ‖dgy‖ ≤ c (y ∈ Y ) ⇒ ‖g(x)− g(y)‖ ≤ c‖x− y‖.
Замечание. В этом случае говорят, что функция g удовле-

творяет условию Липшица с коэффициентом c. Следствие 5 ут-
верждает, что если функция на открытом выпуклом множестве
имеет ограниченный дифференциал, то она удовлетворяет усло-
вию Липшица.

Пусть теперь открытое множество Y связно, а рассматривае-
мая функция g : Y → G по-прежнему дифференцируема.

Следствие 6. Функция g равна постоянной ессли dgy = 0
в каждой точке y ∈ Y .

� 1) Если g(y) = q ∈ G (y ∈ Y ), то Δgy(z) = g(y+ z)− g(y) =
q − q = 0 (z ∈ Y − y), функция g : Y → G дифференцируема
и dgy = 0 (y ∈ Y ).

2) Для каждой точки x ∈ Y возьмем шар B(x, r) ⊆ Y . По
следствию 5 из dgy = 0 (y ∈ Y ) вытекает, что g(x) = g(y)
при y ∈ B(x, r). Функция g на каждом шаре в Y равна неко-
торой постоянной (локально постоянна). Вследствие связности
множества Y отсюда вытекает, что g равна некоторой постоян-
ной на всем Y . Действительно, возьмем a ∈ Y , p = g(a) ∈ G,
A = g−1(p), B = Y − A. Множество A открыто: если x ∈ A, то
g(y) = g(x) = p, y ∈ A при y ∈ B(x, r) и B(x, r) ⊆ A. Так как
функция g непрерывна и множество F \ {p} открыто, то множе-
ство B = g−1(F \ {p}) открыто. Открытые множества A, B не
пересекаются и в сумме равны Y . Так как множество Y связно,
то хотя бы одно из них должно быть пустым. Множеству A при-
надлежит точка a и оно не пусто. Следовательно, B = O, A = Y ,
g(x) = g(a) (x ∈ Y ). �

Замечание. Если Y = U ⊆ R — интервал, то в этом случае
следствие 6 сразу вытекает из следствия 2 при c = 0.

5. Рассмотрим нормированные пространства E и F , откры-
тое множество U ⊆ E, точку u ∈ U и отображение f : U → F .
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Предположим, что для каждого v ∈ E существует предел

dwfu(v) = lim
t→0, t �=0

f(u+ tv)− f(u)
t

(t ∈ R, u+ tv ∈ U).

Если dwfu : E → F со значениями dwfu(v) есть ограниченный
линейный оператор, то dwfu называется слабым дифференциалом
или дифференциалом Гато функции f в точке u. Для контраста
обычный дифференциал dfu называют сильным дифференциалом
(или дифференциалом Фреше).

Ясно, что сильная дифференцируемость влечет слабую и ра-
венство dfu = dwfu(v). Обратное не верно даже в случае конеч-
номерного пространства E.

Контрпример [45, гл. 10, § 1]. Пусть U = E = R2, F = R, f(x1, x2) =

x3
1x2(x4

1 + x2
2)−1 ((x1, x2) �= (0, 0)), f(0, 0) = 0. Тогда dwfu(v) = 0 при u =

(0, 0), a dfu не существует.

Для слабых дифференциалов не верно правило дифференци-
рования сложных функций.

Упражнение. Привести контрпримеры.

Предположим дополнительно, что пространства (E, ‖ ‖) и
(F, ‖ ‖) банаховы, а функция f слабо дифференцируема в каждой
точке отрезка [a, b]⊆ U . Из теоремы Лагранжа и Хана — Банаха
следует [45, гл. 10, § 1], что
‖f(b)−f(a)−dwfa·v‖ ≤ sup

0≤θ≤1
‖dwf(a+θ(b−a))−dwfa‖·‖b−a‖. (1)

Достаточное условие сильной дифференцируемости форму-
лирует

Теорема. Если dwf определен на некоторой окрестности
точки u и непрерывен в точке u, то df существует и
dfu = dwfu.

� По условию для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что
‖dwf(u+ v)− dwfu‖ ≤ ε (‖v‖ ≤ δ). (2)

Из неравенств (1) и (2) следует
‖f(u+ v)− f(u)− dwfu · v‖ ≤ ε‖v‖ (‖v‖ ≤ δ). (3)

Неравенство (3) эквивалентно утверждению теоремы. �
Пример. Рассмотрим пространство E = H , U = E,

F = R и функционал f : R →, f(x) = ‖x‖2 (x ∈ H). Тогда dfu · v = dwfu · v =
2u · v (u, v ∈ H .)

Упражнение. Исследовать дифференцируемость g(x) = ‖x‖ (x ∈ H).



230 3.2. Дифференциал

3.2.4. Почленное дифференцирование

Рассмотрим: нормированные пространства (F, ‖ ‖), (G, ‖ ‖),
открытое множество Y ⊆ F , некоторую точку a ∈ Y и последова-
тельность дифференцируемых функций gn : Y → G. Будем пред-
полагать, что пространство G банахово, а множество Y связно.

1. Когда для каждой y ∈ Y существует окрестность B(y, r)
⊆ Y , на которой последовательность функций fn : Y → G схо-
дится к функции f : Y → G равномерно, условимся говорить, что
последовательность fn сходится к f локально равномерно. Ска-
жем, что последовательность дифференцируемых функций gn :
Y → G почленно дифференцируема, если последовательность
функций gn : Y → G сходится к некоторой функции g :
Y → G локально равномерно и последовательность дифферен-
циалов dgn : Y → L (E, F ) сходится к дифференциалу dg : Y →
L (E, F ) локально равномерно.

Предположим, что открытое множество Y = B выпукло. До-
кажем лемму о равномерной сходимости.

Лемма. Если последовательность дифференциалов dgn схо-
дится равномерно, а последовательность точек gn(a) сходится,
то последовательность функций gn почленно дифференцируема
и на каждой ограниченной части множества B сходится равно-
мерно.

� По условию для каждого ε > 0 существует номер l та-
кой, что ‖gn(a)− gm(a)‖ ≤ ε, ‖d(gn − gm)y‖ = ‖dgny − dgmy‖ ≤ ε
(y ∈ B) при n,m ≥ l. Вследствие выпуклости B отсюда вы-
текает, что ‖(gn − gm)(x) − (gn − gm)(a)‖ ≤ ε‖x − a‖ (x ∈ B),
‖gn(x)−gm(x)‖ ≤ ‖gn(a)−gm(a)‖+ε‖x−a‖ ≤ (1+r)ε (‖x−a‖ ≤ r,
x ∈ B) для каждых r > 0 и n,m ≥ l. Так как пространство G
полное, то последнее неравенство влечет равномерную на каждой
ограниченной части множества B сходимость последовательно-
сти функций gn к некоторой функции g : B → G. Она дифферен-
цируема и ее дифференциал dgy равен пределу последовательно-
сти дифференциалов dgn в каждой точке y ∈ B. Докажем это.
Пусть y ∈ B и hy = lim dgny ∈ L (E, F ). Тогда

‖g(x)− g(y)− hy(x− y)‖ ≤ ‖(g(x)− g(y))− (gn(x)− gn(y))‖
+‖gn(x)−gn(y)−dgn(x−y)‖+‖dgn(x−y)−hy(x−y)‖ (x ∈ B).
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Было доказано, что последовательности функций gn сходится
в каждой точке множества B. Поэтому полученное для разно-
сти значений функции gn − gm в точках x, a неравенство верно
при замене точки a на точку y. Таким образом, для каждого
ε > 0 существует номер m такой, что ‖dgmy(x− y)−hy(x− y)‖ =
‖(dgmy − hy)(x− y)‖ ≤ ‖dgmy − hy‖ ‖x− y‖ ≤ ε‖x− y‖, ‖(gn(x)−
gn(y))−(gm(x)−gm(y))‖ = ‖(gn−gm)(x)−(gn−gm)(y)‖ ≤ ε‖x−y‖
при n ≥ m и x ∈ B. Следовательно, ‖(g(x) − g(y)) − (gm(x) −
gm(y))‖ ≤ ε‖x−y‖ (x ∈ B). В то же время существует число δ > 0
такое, что ‖gm(x)−gm(y)−dgmy(x−y)‖ = ‖rgmy(x−y)‖ ≤ ε‖x−y‖
(‖x − y‖ ≤ δ, x ∈ B). Значит, функция g дифференцируема
в точке y и dgy = hy. �

2. Пусть теперь открытое множество Y связно.

Теорема. Если последовательность dgn сходится локально
равномерно, а последовательность gn(a) сходится, то последо-
вательность gn почленно дифференцируема.

� По условию для каждой точки y ∈ Y существует окрест-
ность B(y, r) ⊆ Y (r ∈ ]0,∞[), на которой последовательность
дифференциалов dgn сходится равномерно. Если последователь-
ность точек gn(y) сходится, то по лемме п. 1 сходится последо-
вательность точек gn(x) при каждом x ∈ B(y, r). Значит, множе-
ство A всех точек y ∈ Y , при которых последовательность точек
gn(y) сходится, открыто. Множество B = Y \ A тоже открыто.
Действительно, возьмем точку y ∈ B и ее окрестность B(y, r) ⊆ Y
(r ∈]0,∞[), на которой последовательность дифференциалов dgn
сходится равномерно. Если последовательность точек gn(x) схо-
дится для некоторой точки x ∈ B(y, r), то по лемме п. 1 сходится
последовательность точек gn(y) и y ∈ A, что невозможно. Значит,
B(y, r) ⊆ B. По условию a ∈ A и A �= O. Вследствие связности Y
отсюда следует, что B = O и A = Y . Таким образом, существует
функция g : Y → G со значениями g(x) = limgn(x) (x ∈ Y ).

Возьмем точку y ∈ Y и ее окрестность B(y, r) ⊆ Y , на ко-
торой последовательность дифференциалов dgn сходится равно-
мерно. По лемме отсюда следует, что функция g дифференци-
руема в каждой точке x ∈ B(y, r), последовательность функ-
ций gn сходится к g равномерно на B(y, r) и последовательность
дифференциалов dgn сходится к дифференциалу g равномерно
на B(y, r). �

3. Пусть F = R. Тогда для каждой дифференцируемой функ-
ции gn : Y → G определена производная g′n : Y → G.
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Лемма. Последовательность gn : Y → G почленно диффе-
ренцируема ессли она сходится к некоторой дифференцируемой
g : Y → G локально равномерно и последовательность g′n : Y → G
сходится к g′ : Y → G локально равномерно.

� Это следует из равенств ‖g′(y)−g′(y)‖ = ‖dgy(1)−dgny(1)‖
= ‖d(g − gn)y(1)‖ = ‖d(g − gn)y‖ = ‖dgy − dgny‖, верных для
каждых n ∈ N, y ∈ Y , и определений. �

Открытыми связными множествами в R являются открытые
интервалы и только они. Каждый интервал выпуклый. Пусть
Y = B ⊆ R — открытый интервал. Из леммы и теоремы о по-
членном дифференцировании вытекают

Следствие 1. Если последовательность производных g′n
сходится равномерно, а последовательность точек gn(a) схо-
дится, то последовательность функций gn почленно дифферен-
цируема и на каждой ограниченной части множества B схо-
дится равномерно.

Следствие 2. Если последовательность производных g′n
сходится локально равномерно, а последовательность точек
gn(a) сходится, то последовательность функций gn почленно
дифференцируема.

Замечание. Из утверждений о почленном дифференцирова-
нии последовательностей получаются аналогичные утверждения
о почленном дифференцировании сумм.

Упражнение. Сформулировать и доказать эти утверждения.

3.2.5. Полные дифференциалы

Продолжим исследование связей между полными и частными
дифференциалами, начатое в 3.2.1,8.

1. Если дифференциалы dfiju, dijfu, dfu существуют в каж-
дой точке u ∈ U , то определены dfij : U → B(Ej, Fi), dijf : U →
B(E, F ), df : U → B(E, F ), отображающие точку u в линейные
операторы dfiju, dijfu, dfu. Отображения dfij , dijf , df называ-
ются частными и полными дифференциалами функции f . Если
полный дифференциал df существует и непрерывен, то говорят,
что функция f непрерывно дифференцируема. Непрерывно диф-
ференцируемые функции часто называют гладкими.
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Замечание. Непрерывная дифференцируемость частных
функций не эквивалентна непрерывности частных дифферен-
циалов.

Контрпример. Рассмотрим функцию f : R2 → R со значениями
f(x) = x1x2(x2

1 + x2
2) (x = (x1, x2) �= (0, 0)), f(0, 0) = 0. Ее частные функ-

ции f1u(v1) = (u1 + v1)u2((u1 + v1)2 + u2
2), f2 = u1(u2 + v2)(u2

1 + (u2 + v2)2)
в точке u = (u1, u2) �= (0, 0) и их производные

f ′1u(0) = −u2(u2
1 − u2

2)(u2
1 + u2

2)−2, f ′2u(0) = −u1(u2
1 − u2

2)(u2
1 + u2

2)−2.

Пусть δ > 0 и u1 = δ, u2 = 2δ. Тогда частные производные f по первой
и второй переменной f ′1u(0) = (6, 5−2δ−1 , 0), f ′2u(0) = (0, 6, 5−2δ−1). Следо-
вательно, при vj = δ (j = 1, 2), ‖df1ju(v)‖ = 6, 5−2‖δ−1vj‖, ‖df1ju‖ ≥ 6, 5−2

для ‖u‖ = max{‖u1‖, ‖u2‖} = 2δ. Значит, частные дифференциалы dfj имеют
разрыв в точке u = (0, 0). А частные функции fju : R → R в этой точке
равны нулю и поэтому непрерывно дифференцируемы.

2. Дифференциалы ограниченных линейных операторов pj ,
qi, rj , si равны этим операторам. Дифференцируя связывающие
функции fiju, f0

iju и f композиции, получаем аналогичные ра-
венства для их дифференциалов: dfiju = d(qi · f · Tu · rj)0j =
qi · d(f · Tu · rj)0j = qi · dfu · rj , dijfu = df0

iju = siqi · dfu · rjpj ,
dfiju = qi · dijfu · rj, dijfu = si · dfiju · pj . В этих равенствах пред-
полагается, что дифференциалы в правых частях существуют. По
правилу дифференцирования сложных функций это обеспечивает
существование дифференциалов в левых частях и сами равенства.

Предложение. Если полный дифференциал dfu существу-
ет, то существуют все частные дифференциалы dfiju, dijfu
и верно равенство dfu =

∑
dijfu.

� Существование частных дифференциалов следует из тео-
ремы о дифференцировании сложных функций. Нужное равен-
ство следует из равенств

∑
siqi = idF ,

∑
rjpj = idE, dijfu =

siqi · dfu · rjpj и линейности рассматриваемых операторов: dfu =
idF ·dfu·idE =

∑
siqi ·dfu·

∑
rjpj =

∑
ij

(siqi ·dfu·rjpj) =
∑
ij

dijfu. �

Замечание. Частные дифференциалы могут существовать
и тогда, когда функция не дифференцируема. Это показывает
контрпример п. 1. Там функция f разрывна и поэтому не диф-
ференцируема в точке u: если x1 = x2 �= 0, то f(x1, x2) = 2−1 �
0 = f(0, 0) при x1 = x2 → 0. А оба частных дифференциала суще-
ствуют.
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3. Если функция двух переменных непрерывно дифферен-
цируема по одной из них и дифференцируема по другой, то она
дифференцируема. Точнее это выражает теорема о существова-
нии полного дифференциала. Для большей ясности рассмотрим
случай m = 1, n = 2 и прямоугольную область определения.
Упростим обозначения.

Положим E = E1 × E2, F = F1, f1 = f(·, u2), f2 = f(u1, ·),
djfu = dfju · pj , djf : u → djfu (u = (u1, u2), j = 1, 2). Остальные
обозначения п. 3.2.1, 8 сохраняются: U = U1 × U2 ⊆ E, f : U → F .

Теорема. Если частный дифференциал d1f существует на
открытом множестве U и непрерывен в точке u ∈ U , а частный
дифференциал d2f существует в точке u, то полный дифферен-
циал df существует в точке u.

� Идея доказательства теоремы проста. Если dfa существу-
ет, то d1fu, d2fu существуют и dfu = df1u + df2u. Поэтому
для доказательства существования dfu достаточно показать, что
функция r : V → F (v ∈ V = U − u) со значениями

r(v) = Δfu(v)− (d1fu+ d2fu)(v) (v ∈ V )

сравнительно мала. Доказательство разбито на пункты.
(1) Представление остатка. Имеем r(v) = f(u1 + v1, u2 +

v2)− f(u1, u2)− d1fu(v)− d2fu(v) = h1(v) + h2(v), h1(v) = f(u1 +
v1, u2 + v2) − f(u1, u2 + v2) − d1fu(v), h2(v) = f(u1, u2 + v2) −
f(u1, u2)− d2fu(v) (v = (v1, v2) ∈ V ).

(2) Оценка чистого остатка h2. Так как d2fu существует,
то df2u2 существует и для каждого ε > 0 при некотором δ > 0
верны соотношения

‖h2(v)‖ = ‖Δfu2(v2)− df2u2(v2)‖ = ‖rf2u2(v2)‖ ≤ ε‖v2‖ ≤ ε‖v‖

для ‖v‖ = max{‖v1‖, ‖v2‖} ≤ δ, v ∈ V и h2 сравнительно мал.
(3) Оценка смешанного остатка h1. Значение h1(v) не

равно значению rf1u1(v1), потому что приращение выражается
через частную функцию f2(·, u2 + v2) для t2 = u2 + v2:
f(u1 + v1, t2) − f(u1, t2) = Δf2(·, t2)u1(v1), а дифференциал — че-
рез дифференциал частной функции f(·, u2) для u2: d1fu(v) =
df(·, u2)u1(v1). Поэтому h1 нельзя оценить так же просто, как h2.
Приходится использовать непрерывность дифференциала d1f
в точке u и теорему Лагранжа.
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(1.3) Определение вспомогательной функции g1. Пусть
t2 ∈ U2, t = (t1, t2) ∈ U , v = (v1, v2) = (t1 − u1, t2 − u2) = t − u
∈ V . Рассмотрим функцию g1 : U1 → F со значениями g1(t1) =
h1(t− u) = h1(v) (t1 ∈ U1). Заметим, что

g1(u1) = h1(0, v2) = f(u1, t2)− f(u1, t2)− df(·, u2)u1(0) = 0.

Поэтому g1(t1) − g1(u1) = h1(v) и оценка остатка h1 сводится
к оценке приращения функции g1.

(2.3) Проверка условий для применения теоремы Ла-
гранжа. По предположению множество U1 открыто. Значит,
существует ρ1 > 0 такое, что B(u1, ρ1) ⊆ U1. Следовательно,
[u1, t1] = {u1 + ξ(t1 − u1): ξ ∈ [0, 1]} ⊆ B(u1, ρ1) ⊆ U1. Функция g1
равна разности функций Δ1 : U1 → F , ϕ1 : U1 → F со значениями

Δ1(t1) = f(t1, t2)− f(u1, t2), ϕ1(t1) = df(·, u2)u1(t1 − u1) (t1 ∈ U1).

По условию теоремы функция f(·, t2) дифференцируема в каждой
точке t1 ∈ U1. Следовательно, функция Δ1 дифференцируема
и dΔ1t1 = df(·, t2)t1 (t1 ∈ U1). Функция ϕ1(t1) = df(·, u2)u1 ◦ τ1 со-
ставлена из непрерывной линейной функции df(·, u2)u1 : E1 → F
и дифференцируемой функции τ1 : U1 → V1 (V1 = U1 − u1) со зна-
чениями τ(t1) = t1 − u1 (t1 ∈ U1). Дифференциал dτ1t1 равен
тождественному отображению множества E1. Из теоремы о диф-
ференцировании сложной функции вытекает, что ϕ1 дифферен-
цируема и dϕ1t1 = df(·, u2)u1 (t1 ∈ U1). Следовательно, функция
g1 = Δ1 − ϕ1 дифференцируема и dg1t1 = df(·, t2)t1 − df(·, u2)u1

(t1 ∈ U1). Выражая дифференциалы частных функций через
частные дифференциалы с помощью вложения r1 : E1 → E, име-
ющего значения r1(v1) = (v1, 0) (v1 ∈ E1), получаем dg1t1 =
d1ft ◦ r1 − d1fu ◦ r1 = (d1ft− d1fu) ◦ r1 (t1 ∈ U1).

По условию теоремы частный дифференциал d1f непрерывен
в точке u: для каждого ε > 0 существует γ > 0 такое, что ‖d1ft−
d1fu‖ ≤ ε (‖t − u‖ ≤ γ, t ∈ U). Следовательно, ‖dg1t1(v1)‖ =
‖(d1ft − d1fu)(v1, 0)‖ ≤ ‖dg1t − d1fu‖‖(v1, 0)‖ ≤ ε‖v1‖ (v1 ∈ V1),
‖dg1t1(v1)‖ ≤ ε (‖t1 − u1‖ ≤ γ, t1 ∈ U1). Таким образом, функция
g = g1 удовлетворяет условиям следствия 3 теоремы Лагранжа
при c = ε, a = u1, b = t1 (t1 ∈ B(u1, δ), δ = min{γ, ρ1}).

(3.3) Применение теоремы Лагранжа. Из сказанного
в (1.3) и (2.3), доказательства и следствия 3 теоремы Лагранжа
вытекает: для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

‖h1(v)‖ = ‖g1(t1)− g1(u1)‖ ≤ ε‖t1 − u1‖ ≤ ε‖v‖ (‖v‖ ≤ δ, v ∈ V ).
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Значит, функция h1 сравнительно мала.
(4) Сравнительная малость остатка r. Так как остатки

h1 и h2 сравнительно малы, то и остаток r = h1+h2 сравнительно
мал. �

4. Вернемся к общему случаю m, n. Он выводится из рас-
смотренного частного m = 1, n = 2 по индукции.

Теорема. Полный дифференциал df существует и непре-
рывен ессли существуют и непрерывны все частные дифферен-
циалы dfij.

� 1) Если dfij существуют и непрерывны, то существуют
и непрерывны дифференциалы dfij = df0

ij . А вместе с ними диф-
ференциалы dfi и dif = df0

i проекций fi = qi · f : U → Fi и их вло-
жений f0

i = si · fi = siqi · f : U → F . Существование дифферен-
циалов dfi, dif следует из теоремы п. 3 и принципа индукции. Их
непрерывность вытекает из равенств dfi =

∑
j

dfij , dif =
∑
j

dijf .

Существование и непрерывность дифференциала df следует из
равенства df =

∑
dif .

2) Если дифференциал df существует и непрерывен, то суще-
ствуют и непрерывны все частные дифференциалы dfij и верны
равенства dfij = qi · dfu · rj . Непрерывность dfij следует из соот-
ношений ‖(dfij(u + z) − dfiju)(vj)‖ =

∥∥qi(df(u + z) − dfu)
(
v0
j

)∥∥ ≤∥∥(df(u + z) − dfu)
(
v0
j

)∥∥ ≤ ‖dfij(u + z) − dfu‖∥∥v0
j

∥∥ ≤ ‖df(u + z) −
dfu‖‖v‖, ‖dfij(u+ z)− dfiju‖ ≤ ‖df(u+ z)− dfu‖ для всех u, z, u+
z ∈ U и v ∈ V . �

Замечание. Существование и непрерывность всех частных
дифференциалов обеспечивает не просто дифференцируемость
функции, а ее непрерывную дифференцируемость (гладкость).

Для E = Kn, F = Fn из сказанного в 3.2.1, 10 и доказанной
теоремы вытекает

Следствие. Функция f непрерывно дифференцируема ессли
все ее частные производные существуют и непрерывны.

Упражнение. Доказать это утверждение подробно.

5. Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Полярные координаты. Возьмем Y = ]0,∞[× ]0, π/2[, X =

]0,∞[ × ]0,∞[ и определим функции g : Y → R2, f : X → R2 равенствами
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x = g(y), y = f(x),(
x1

x2

)
=

(
y1 · cos y2
y1 · sin y2

)
,

(
y1
y2

)
=

(
(x2

1 + x2
2)

1/2

arctan
(
x−1
1 x2

)) .

Функции g и f выражают декартовы координаты через полярные и полярные
координаты через декартовы. Эти функции обратны друг другу. Применяя
подходящие правила дифференцирования, получаем

g′(y) =

(
cos y2 −y1 sin y2
sin y2 y1 cos y2

)
, f ′(x) =

(
x1(x2

1 + x2
2)

−1/2 x2(x2
1 + x2

2)−1/2

−x2(x2
1 + x2

2)
−1 x1(x2

1 + x2
2)

−1

)
.

Как и функции g, f , производные g′, f ′ в соответствующих точках обратны
друг другу: g′(y) · f ′(x) = I .

Пример 2. Сферические координаты. Возьмем X = ]0,∞[3, Y =
]0,∞[× ]0, π/2[ × ]0, π/2[ и определим функции g : Y → R3, f : X → R3 равен-
ствами x = g(y), y = f(x),(

x1

x2

x3

)
=

(
y1 · cos y2 · sin y3
y1 · sin y2 · sin y3

y1 · cos y3

)
,

(
y1
y2
y3

)
=

⎛⎝ (x2
1 + x2

2 + x2
3)1/2

arctan(x−1
1 x2)

arccos(x3(x2
1 + x2

2 + x2
3)−1/2)

⎞⎠.
Функции g и f выражают декартовы координаты через сферические и сфе-
рические координаты через декартовы. Эти функции обратны друг другу.
Применяя подходящие правила дифференцирования, получаем

g′(y) =

(
cos y2 · sin y3 −y1 siny2 · sin y3 i1 cos y2 · cos y3
siny2 · sin y3 y1 cos y2 · sin y3 y1 sin y2 · cos y3

cos y3 0 −y1 · sin y3

)
,

f ′(x)=

⎛⎝ x1r−1 x2r−1 x3r−1

−x2(x2
1 + x2

2)−1 x1(x2
1 + x2

2)
−1 0

x1x3(x2
1 + x2

2)−1/2r−2 x2x3(x2
1 + x2

2)−1/2r−2 −(x2
1 + x2

2)1/2r−2

⎞⎠,
r = ‖x‖2 = (x2

1 + x2
2 + x2

3)1/2. Как и функции g, f , производные g′, f ′ в соот-
ветствующих точках обратны друг другу: g′(y) · f ′(x) = I .

Пример 3. Дивергенция. Возьмем дифференцируемую функцию f :
Rn → Rn и ее производную f ′(x) = (f ′ij(x)) в точке x ∈ Rn. След

tr f ′(x) = f ′11(x) + · · · + f ′nn(x)

матрицы A = f ′(x) называется дивергенцией функции f в точке x и обозна-
чается div f(x). Докажем, что

div(L−1fL)(t) = div f(x) (x = L(t))
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для каждого обратимого линейного оператора L : Rn → Rn. Нужное ра-
венство эквивалентно равенству tr(L−1fL) = tr f ′(x). Последовательно при-
меняя правило дифференцирования сложной функции, используя линейность
и ограниченность L, получаем

B = (L−1fL)′(t) = (L−1)′(f(L(t))) · f ′(L(t)) · L′(t) = C−1AC.

Здесь A = f ′(x) и C — матрица оператора L в стандартных базах.
Пусть λ ∈ C и I — единичная n × n-матрица. Тогда

det(λI −B) = det(λI − C−1AC) = det(C−1(λI − A)C) = det(λI − A),

det(λI −A) = λn − trA · λn−1 + · · · + (−1)n detA

=
∏

(λ− λi) = λn − (λ1 + · · · + λn) · λn−1 + · · · + (−1)nλ1 . . . λn,

trA = λ1 + · · · + λn, detA = λ1 . . . λn, где λ1, . . . , λn — собственные числа
матрицы A. Следовательно, trB = trA.

Таким образом, дивергенция не изменяется при обратимых линейных
преобразованиях.

Пример 4. Определители. Возьмем открытое множество X ⊆ R,
семейство дифференцируемых функций yij : X → R (1 ≤ i, j ≤ n) и функ-
цию h : X → R со значениями h(x) = det(yij(x)) (x ∈ X). Найдем про-
изводную функции h. Перенумеруем пары ij в лексикографическом порядке:
m(11) = 1, m(12) = 2, . . . ,m(1n) = n, m(21) = n+1, m(22) = n+2, . . . ,m(2n) =
n+n . . .m(nn) = n×n. Равенства ym(ij) = yij определяют линейное преобра-

зование L : M → Rn×n пространства вещественных n × n-матриц ȳ = (yij)
в пространство вещественных (n × n) × 1-матриц y = Lȳ = (y1, . . . , yn×n)t

(столбцов). Возьмем n× n-матрицу ȳ(x) = (yij(x)). Положим

f(x) = Lȳ(x) = (y1, . . . , yn×n)t.

Это равенство определяет функцию f : X → Rn×n. Вместе с функциями yij

она дифференцируема и f ′(x) = (y′1, . . . , y
′
n×n)t (x ∈ X). Равенство

g(y) = det(L−1y) (y ∈ Rn×n)

определяет функцию g : Rn×n → R. Пусть zij(ȳ) — алгебраическое до-
полнение элемента yij матрицы ȳ = L−1Y . Тогда g(y) =

∑
1≤p≤n

zpqypq

(1 ≤ q ≤ n). Поэтому g′
m(ij)

(y) = zij(ȳ). Частные производные g′1 , . . . , g
′
n×n

непрерывны. Значит, функция g непрерывно дифференцируема и g′(y) =
(g′1(y), . . . , g′n×n(y)). Следовательно, сложная функция h = g ◦ f дифференци-
руема и

h′(x) = g′(f(x)) · f ′(x) =
∑

i

(∑
j

zij(f(x))y′ij(x)
)
.

Замечание. В этом равенстве внутренняя сумма равна определителю,
получающемуся из h(x) заменой j-го столбца (y1j(x), . . . , ynj(x))

t на столбец
(y′1j(x), . . . , y

′
nj(x))

t. Таким образом, h′(x) равна сумме n определителей,

которые получаются из h(x) поочередным дифференцированием столбцов.
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Пример 5. Условия Коши —Римана. Каждое комплексное число
отождествляется с парой вещественных чисел: C = R2. Поле комплекс-
ных чисел есть векторное пространство размерности 1 при комплексных
скалярах. Стандартную базу комплексного пространства C образует пара
e1 = (1, 0)t. Стандартную базу вещественного пространства R2 образуют
пары e1 = (1, 0)t, e2 = (0, 1)t. Равенства

L(ax + by) = aL(x) + bL(y) (a, b ∈ C; x, y ∈ C), (1)

M(αx+ βy) = αM(x) + βM(y) (α, β ∈ R, x, y ∈ R2) (2)

определяют линейные преобразования C и R2 соответственно. Эти равен-
ства эквивалентны матричным равенствам

L(v) =

(
L1(e1) −L2(e1)
L2(e1) L1(e1)

)(
v1
v2

)
, M(v) =

(
M1(e1) M1(e2)
M2(e1) M2(e2)

)(
v1
v2

)
(v = (v1, v2)t ∈ R2). В самом деле, из равенства (1) вытекает равенство
L(v) = v ·L(e1) (v ∈ C) и обратно: L(ax+by) = (ax+by)·L(e1) = ax·L(e1)+by ·
L(e1) = aL(x)+bL(y). Вместе с тем, L(v) = L1(v)e1+L2(v)e2, vL(e1) = (v1e1+
v2e2)(L1(e1)e1 +L2(e1)e2) = (v1L1(e1)− v2L2(e1))e1 +(v1L2(e1)+ v2L1(e1))e2
при e22 = −e1 и

L1(v) = v1L1(e1) − v2L2(e1), L2(v) = v1L2(e1) + v2L1(e1).

Значит, равенства (1) и (2) эквивалентны указанным матричным равенствам.
Матрица M = (μij) с вещественными элементами μij = Mi(ej) может быть
произвольной. А матрица L = (λij) имеет специальный вид: λ11 = λ22,
λ12 = −λ21.

Замечание. Каждое линейное преобразование C эквивалентно некото-
рым гомотетии и повороту R2. Все другие преобразования R2 не являются
линейными преобразованиями C.

Выберем для R2 евклидову норму ‖ ‖2, соответствующую абсолютной
величине для C. Возьмем функцию f : C → C. Ее можно считать отобра-
жением f : R2 → R2 и рассматривать координатные функции f1 : R2 → R,
f2 : R2 → R. Докажем, что f дифференцируема ессли f1, f2 дифференцируе-
мы и

f ′11 = f ′22, f ′12 = −f ′21.

Дифференцируемость f : C → C в точке u ∈ C означает, что

Δfu(v) = dfu(v) + rfu(v) (v ∈ C)

для линейной dfu : C → C и сравнительно малой rfu : C → C. А дифферен-
цируемость f1, f2 в точке u ∈ R2 эквивалентна равенству

Δfu(v) =

(
f ′11(u) f ′12(u)
f ′21(u) f ′22(u)

)(
v1
v2

)
+ rfu(v) (v =

(
v1
v2

)
∈ R2)
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для матрицы f ′(u) =
(
f ′ij(u)

)
и сравнительно малой rfu : R2 → R2. Диффе-

ренцируемость f : R2 → R2 равносильна дифференцируемости f1 : R2 → R,
f2 : R2 → R при любой из норм ‖ ‖1, ‖‖2 . Это следует из их эквивалентно-
сти: ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ √

2‖x‖1 (x ∈ R2). Дифференцируемость f : C → C рав-
носильна дифференцируемости f : R2 → R2 и условию, что dfu является ли-
нейным преобразованием C. Как было показано, равенство dfu(v) = f ′(u) · v
определяет линейное преобразованием C ессли f ′11 = f ′22, f

′
12 = −f ′21. Эти

равенства называются условиями Коши — Римана.
В частности, пусть x = (x1, x2)t и f(x) = ex1 · eix2 . Тогда по формуле

Эйлера f1(x) = ex1 · cos x2, f2(x) = ex1 · sin x2 и(
f ′11(u) f ′12(u)
f ′21(u) f ′22(u)

)
=

(
eu1 · cos u2 −eu1 · sinu2

eu1 · sinu2 eu1 · cos u2

)
для каждого u = (u1, u2)t. Условия Коши — Римана выполнены. Функция f
дифференцируема и

dfu(v) = eu ·v = eu
1 ·
(

cos u2 − sinu2

sinu2 cos u2

)(
v1
v2

)
= eu

1 ·
(

cos u2 · v1 − sinu2 · v2
sinu2 · v1 + cos u2 · v2

)
.

Пусть x = x1 + x2i и f̄(x) = x̄ = x1 − x2i. Тогда f̄1(x) = x1, f̄2(x) = −x2

и f̄ ′11(x) = 1, f̄ ′22(x) = −1, f̄ ′12(x) = 0, f̄ ′21(x) = 0. Условия Коши — Римана
не выполнены. Функция f̄ : C → C не дифференцируема ни в одной точке

u ∈ C.

3.2.6. Решение функциональных уравнений

Уравнение g(x, y) = 0 для гладкой функции g при определен-
ных условиях можно свести к линейному уравнению P (x, y) · u +
Q(x, y) · v = 0 для частных дифференциалов P (x, y) = dg(·, y)x
и Q(x, y) = dg(x, ·)y функции g. Это позволяет устанавливать
существование и единственность локальных решений y = f(x)
уравнения g(x, y) = 0, вычислять их производные.

Будем отождествлять функции с их графиками и писать
f = g−1(0) ∩ A×B, когда такой геометрический язык удобен.

1. Рассмотрим нормированные пространства E, F , G с оди-
наково обозначенными нормами ‖ ‖; открытые множества X ⊆ E,
Y ⊆ F , функцию g : X × Y → G и точку (a, b) ∈ X × Y . Введем
термины и обозначения, с помощью которых формулируется тео-
рема о неявной функции. Возьмем открытые окрестности A ⊆ X ,
B ⊆ Y точек a, b. Они образуют открытую прямоугольную
окрестность A × B точки (a, b). Каждая функция f : A → F ,
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f(A) ⊆ B, для которой g(x, f(x)) = 0 (x ∈ A), называется реше-
нием уравнения

g(x, y) = 0, (1)

определенным на A и содержащемся в A × B. Такое решение
является частью пересечения множества g−1(0) с прямоугольни-
ком A × B: f ⊆ g−1(0) ∩ A × B. Среди этих решений выде-
ляются удовлетворяющие условию f(a) = b. Говорят, что они
проходят через точку (a, b). Для существования такого реше-
ния необходимо, чтобы уравнение (1) было верным в точке (a, b):
g(a, b) = 0. Это решение единственное, если и только если множе-
ство f = g−1(0)∩A×B является графиком функции на A. В таком
случае равенства f(a) = b и g(a, b) = 0 эквивалентны.

Уравнение (1) с гладкой функцией g называется невырожден-
ным (по y) в точке (a, b), если Q(a, b) = dg(a, ·)b есть гомеомор-
физм F на G. Если F = G = Rm, то это эквивалентно условию
detQ(a, b) �= 0.

Условимся говорить, что уравнение g(x, y) = 0 имеет в окре-
стности точки (a, b) единственное решение f , если и только
если существует открытая прямоугольная окрестность A×B точ-
ки (a, b) такая, что множество g−1(0) ∩A×B является графиком
функции f на A.

Замечание. Если решение h с графиком g−1(0)∩C×D опре-
делено на множестве C ⊇ A и принимает значения в D ⊇ B, то
оно продолжает решение f . Это f является единственной функ-
цией на A такой, что f(A) ⊆ B и g(x, f(x)) = 0 для каждого
x ∈ A. Можно сказать, что рассматриваемое локальное реше-
ние f уравнения g(x, y) = 0 единственное с точностью до выбора
окрестности A × B точки (a, b). Решение f называют также не-
явной функцией.

Предположим, что функция g непрерывно дифференцируема
на множестве X × Y . Для каждой точки (x, y) ∈ X × Y возьмем
частные функции g(·, y) : X → G, g(x, ·) : Y → G, дифференциалы

P (x, y) = dg(·, y)x ∈ B(E,G), Q(x, y) = dg(x, ·)y ∈ B(F,G)

этих функций в точках x, y и отображения P : X × Y → B(E,G),
Q : X × Y → B(F,G) со значениями P (x, y), Q(x, y).

Лемма. P и Q непрерывны.
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� Для каждых точек (x, y) ∈ X × Y , (Δx,Δy) ∈ (X − x) ×
(Y − y), (u, v) ∈ E × F верны соотношения ‖(P (x+ Δx, y + Δy)−
P (x, y))(u)‖ = ‖(dg(·, y + Δy)(x + Δx) − dg(·, y)x)(u)‖ =
‖(dg(x + Δx, y + Δy) − dg(x, y))(u, 0)‖ ≤ ‖dg(x + Δx, y + Δy) −
dg(x, y)]|‖(u, v)‖. Поэтому ‖P (x + Δx, y + Δy) − P (x, y)‖ ≤
‖dg(x+Δx, y+Δy)−dg(x, y)‖ и из непрерывности dg вытекает не-
прерывность P . Точно так же доказывается непрерывность Q. �

Дифференциал dg(x, y) и функции P (x, y), Q(x, y) связывает
равенство

dg(x, y)(u, v) = P (x, y)u+ Q(x, y)v (u ∈ E, v ∈ F ).

Поэтому с уравнением g(x, y) = 0 естественно связать линейное
уравнение

P (x, y) · u+Q(x, y) · v = 0. (2)

Будем говорить, что уравнения (1) и (2) невырождены в точке
(a, b), если дифференциал Q(a, b) является гомеоморфизмом F
на G.

Замечание. Если F = G = Rm, то гомеоморфность Q(a, b)
означает невырожденность его матрицы и отличие от нуля ее
определителя detQ(a, b). Если F = Rm, G = Rl и m �= l, то
линейных гомеоморфизмов F на G не существует.

Теоремы о неявных функциях будут доказаны позже.
2. Рассмотрим метрическое пространство (M, ρ), множество

C ⊆ M , преобразование h : C → C и число α > 0. Преобразова-
ние h называется липшицевым с коэффициентом α, если

ρ(h(x), h(y))≤ αρ(x, y) (x, y ∈ C).

При α < 1 преобразование h называется сжимающим или сжа-
тием, при α = 1 — нерастягивающим. Если

ρ(h(x), h(y))≥ αρ(x, y) (x, y ∈ C),

то h называется растягивающим. Изометрия является одновре-
менно нерастягивающим и растягивающим отображением.

Точка c ∈ C, для которой h(c) = c, называется неподвижной.
Неподвижные точки — решения уравнения h(x) = x (x ∈ C).
Ясно, что сжатие равномерно непрерывно.
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Теорема. Для каждого сжатия замкнутого множества
полного отделимого метрического пространства существует
единственная неподвижная точка.

� Возьмем x0 ∈ C и рассмотрим последовательность то-
чек xn ∈ C, определяемую равенством xn+1 = h(xn) (n ≥ 0).
Так как h — сжатие, эта последовательность сходится. Дей-
ствительно, ρ(x2, x1) = ρ(h(x1), h(x0)) ≤ αρ(x1, x0), ρ(xn+1, xn) =
ρ(h(xn), h(xn−1)) ≤ αρ(xn, xn−1), (n ≥ 1). Следовательно,
ρ(xn+1, xn) ≤ αnρ(x1, x0), ρ(xn+m, xn) ≤ ∑

0≤k<m
ρ(xn+k+1, xn+k) ≤∑

0≤k<m
αn+kρ(x1, x0) ≤ αn(1 − α)−1ρ(x1, x0) (n ≥ 0) для каждого

номера m. Если α ∈ ]0, 1[, то αn → 0 (n → ∞). Последова-
тельность (xn) сходится в себе. Так как пространство M полное,
то (xn) сходится к некоторой точке c ∈ M . А так как xn ∈ C
и множество C замкнуто, то c ∈ C. Из равенства xn+1 = h(xn)
и непрерывности функции h следует, что c = h(c).

Предположим, что существует еще одна неподвижная точка
b ∈ C, b �= c для h. Так как h — сжатие, то ρ(c, b) = ρ(h(c), h(b))≤
αρ(c, b). Так как α < 1, то ρ(c, b) = 0. А так как ρ отделяет точки
пространства M , то при b �= c это невозможно. �

Замечание. Для нерастягивающих преобразований в общем
случае теорема не верна: при тождественном отображении h(x)
= x (x ∈ R) каждая точка неподвижна, а при переносе h(x) = x+1
нет неподвижных точек. Теорема не верна также для незамкну-
тых множеств: при h(x) = 2−1x в множестве C = {x : x �= 0} ⊆ R
нет неподвижных точек.

Но каждое нерастягивающее преобразование ограниченного
замкнутого выпуклого множества в гильбертовом пространстве
имеет непустое замкнутое выпуклое множество неподвижных то-
чек [69, п. 5.1.1; 67, гл. 5, п. 2]. В [69, гл. 5, § 1] теорема о непо-
движных точках доказывается для многозначных сжатий.

3. Рассмотрим банахово пространство (F, ‖ ‖) и простран-
ство (B, ‖ ‖) всех непрерывных линейных преобразований мно-
жества F . Пространство (B, ‖ ‖) тоже банахово. Рассмотрим
линейный оператор T ∈ B, тождественный оператор I ∈ B, раз-
ность I − T ∈ B и последовательность степеней Tn ∈ B. По
определению, T 0 = I .

Теорема. Если ‖T‖ < 1, то I − T является линейным го-
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меоморфизмом F на F и (I − T )−1 =
∑
n≥0

Tn.

� Для каждого n ≥ 0 верно неравенство ‖Tn‖ ≤ ‖T‖n. По-
этому если ‖T‖ < 1, то ряд из степеней Tn ∈ B имеет сумму
S =

∑
n≥0

Tn ∈ B. Это вытекает из критерия Коши и неравенств∥∥∥ ∑
0≤k<m

Tn+k
∥∥∥ ≤ ∑

0≤k<m
‖Tn+k‖ ≤ ∑

0≤k<m
‖T‖n+k (m > 0). Так как

(I−T ) · ∑
k<n

T k =
∑
k<n

T k · (I−T ) = 1−Tn (n > 0) и последователь-

ность операторов Tn сходится к нулевому оператору O ∈ B, то
(I−T )S = S(I−T ) = I . Значит, (I−T ) и S являются обратными
друг другу взаимно однозначными отображениями F на F . Они
линейны и непрерывны. �

Из теоремы вытекает вспомогательное предложение, которое
понадобится в следующем пункте.

Лемма. ‖(I − T )−1 − I − T‖ ≤ ‖T‖2(1− ‖T‖)−1 (‖T‖ < 1).

� Из теоремы следует, что ‖(I − T )−1− I −T‖ =
∥∥∥ ∑
n≥2

Tn
∥∥∥ ≤∑

n≥2

‖T‖n = ‖T‖2(1− ‖T‖)−1 при T ∈ B, ‖T‖ < 1. �

Операторную прогрессию (Tn) называют рядом Неймана.
4. Рассмотрим банаховы пространства F , G, B = (B(F,G)

и множество H (F,G) ⊆ B(F,G) всех линейных гомеоморфиз-
мов F на G. Будем предполагать, что множество H (F,G) не
пусто. Рассмотрим еще банахово пространство B(G, F ) всех не-
прерывных линейных отображений G в F и множество H −1 =
H (G, F ) ⊆ B(G, F ) всех линейных гомеоморфизмов G на F . Если
H не пусто, то и H −1 не пусто.

Возьмем отображение ϕ : H → H −1, при котором образом
каждого гомеоморфизма H ∈ H является обратный ему гомео-
морфизм: ϕ(H) = H−1 (H ∈ H ). Назовем ϕ естественным
отображением H на H −1. Это отображение встретится при
доказательстве теоремы о неявной функции. Его описывает вы-
текающее из теоремы п. 3

Следствие. Множество H открыто, отображение ϕ
дифференцируемо и dϕH(T ) = −H−1TH−1 (H ∈ H , T ∈ B).

� Возьмем H ∈ H и докажем, что существует r > 0 такое,
что H + T ∈ H для каждого T ∈ B, для которого ‖T‖ < r.
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Это будет означать, что B(H, r) ⊆ H и множество H открыто.
Из теоремы п. 2 вытекает, что H + T = H(I + H−1T ) ∈ H при
‖H−1T‖ ≤ ‖H−1‖‖T‖ < 1, ‖T‖ < r = ‖H−1‖−1. Заметим, что
(H + T )−1 = (I + H−1T )−1H−1. Рассмотрим приращение функ-
ции ϕ в точке H ∈ H для T ∈ B, ‖T‖ < ‖H−1‖−1: ΔϕH(T ) =
ϕ(H + T )− ϕ(H) = (H + T )−1 −H−1 = ((I +H−1T )−1 − I)H−1 =
((1+H−1T )−1−I+H−1T−H−1T )H−1 = ((I+H−1T )−1−I+H−1T )·
H−1 − H−1TH−1. Используя лемму п. 3, получаем отсюда, что
‖ΔϕH(T ) + H−1TH−1‖ ≤ ‖(I + H−1T )−1 − I + H−1T‖ · ‖H−1‖ ≤
‖H−1T‖2(I − ‖H−1T‖)−1 · ‖H−1‖ ≤ c‖T‖2 при c = 2‖H−1‖3 и
‖T‖ ≤ 2−1‖H−1‖. Поэтому функция ϕ дифференцируема и ее
дифференциал dϕH(T ) равен −H−1TH−1. �

Замечание. Из дифференцируемости естественного отобра-
жения ϕ следует его непрерывность.

Пример. Если F = G = R, то отображение T → T(1) (T ∈ B(R,R))

множества B = B(R,R) на R является изоморфизмом. Множеству H =

B \ {O} при этом отображении соответствует множество R \ {0}, а отобра-
жению ϕ — функция f : x → x−1. Она дифференцируема и f ′(x) = −x−2.

5. Сформулируем основную в этом параграфе теорему о
гладкой (непрерывно дифференцируемой) неявной функции как
теорему о решении функционального уравнения.

Рассмотрим: нормированные пространства E, F , G с одина-
ково обозначенными нормами ‖ ‖, открытые множества X ⊆ E,
Y ⊆ F , функцию g : X × Y → G и точку (a, b) ∈ X × Y . Будем
предполагать, что пространства F и G банаховы, а функция g
гладкая. Для каждой точки (x, y) ∈ X × Y возьмем частные
функции g(·, y), g(x, ·) и их дифференциалы P (x, y) = dg(·, y)x,
Q(x, y) = dg(x, ·)y.

Теорема. Уравнение g(x, y) = 0 с гладкой функцией g, вер-
ное в точке (a, b) и невырожденное в ней, имеет в окрестности
точки (a, b) единственное решение f . Это решение проходит че-
рез (a, b), гладкое и dfx = −Q−1(x, f(x)) · P (x, f(x)) (x ∈ Dom f).

6. Доказательство теоремы длинное и проводится в несколь-
ко этапов. Последовательно доказываются: 1) существование,
2) непрерывность, 3) дифференцируемость, 4) непрерывная диф-
ференцируемость неявной функции.

1) Существование. Уравнение

g(x, y) = 0 (1)
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эквивалентно
h(x, y) = y (2)

для h со значениями h(x, y) = y−Q−1(a, b) · g(x, y) (x ∈ X , y ∈ Y ).
При каждом x ∈ X решение y = f(x) уравнения (2) является
неподвижной точкой для частной функции h(x, ·) : Y → F , т. е.

h(x, ·)(y) = h(x, y) = y (y ∈ Y ).

Таким образом, для доказательства существования в окрестно-
сти точки (a, b) решения f уравнения (1) достаточно показать,
что при каждом x из некоторой окрестности точки a функция
h(x, ·) является сжатием и удовлетворяет условиям теоремы о не-
подвижной точке. Прежде чем сделать это, докажем важное вспо-
могательное предложение.

Лемма. Для точки (a, b) существует открытая прямо-
угольная окрестность A0×B0 ⊆ X×Y , в каждой точке (x, y) ко-
торой дифференциал Q(x, y) является гомеоморфизмом F на G.

� По следствию из теоремы о ряде Неймана множество H
всех линейных гомеоморфизмов F на G открыто. Значит, из
условия Q(a, b) ∈ H вытекает существование числа ε > 0 та-
кого, что каждое линейной преобразование T ∈ B, для которого
‖T − Q(a, b)‖ < ε, принадлежит H . А по лемме п. 1 отобра-
жение Q : X × Y → B со значениями Q(x, y) непрерывно. Зна-
чит, существует число δ > 0 такое, что ‖Q(x, y) − Q(a, b)‖ < ε
(‖(x, y)− (a, b)‖ < δ). Поэтому Q(x, y) ∈ H при x ∈ A0 = B(a, δ)
⊆ F , y ∈ B0 = B(b, δ) ⊆ G. �

Предложение. Уравнение g(x, y) = 0 имеет в окрестности
точки (a, b) единственное решение f .

� Нужно доказать существование открытой прямоугольной
окрестности A × B ⊆ A0 × B0 такой, что f = g−1(0) ∩ A × B
является графиком функции на A.

Докажем, что существуют открытая окрестность A ⊆ A0

точки a и шар B = B(b, r) ⊆ B0 такие, что при каждом x ∈ A
сужение функции h(x, ·) является сжатием –

B и h(x, ·)( –
B) ⊆ B.

Для этого: оценим дифференциал dh(x, ·)y, применим теорему
Лагранжа, уточним область изменения сужений h(x, ·), применим
теорему о неподвижной точке.
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Оценка дифференциала dh(x, ·)y. Верны равенства

h(x, ·)(y) = h(x, y) = y −Q−1(a, b) · g(x, y)

= y −Q−1(a, b) · g(x, ·)(y) (x ∈ A0, y ∈ B0). (3)

Из дифференцируемости функции g следует дифференцируемость
при каждом x ∈ A0 частной функции g(x, ·) и, значит, функции
h(x, ·). Применяя теорему о дифференцировании сложной функ-
ции и учитывая непрерывность линейного отображения Q−1(a, b),
получаем

dh(x, ·)y = I −Q−1(a, b) ·Q(x, y) (x ∈ A0, y ∈ B0). (4)

В частности,

dh(a, ·)b= I −Q−1(a, b) ·Q(a, b) = I − I = O. (5)

(Символ I обозначает здесь тождественное преобразование F .)
По лемме п. 1 отображение Q непрерывно. Поэтому из ра-

венств (4) и (5) следует, что существует окрестность A1 × B1 ⊆
A0 ×B0 точки (a, b), для которой

‖dh(x, ·)y‖ ≤ 2−1 (x ∈ A1, y ∈ B1). (6)

Применение теоремы Лагранжа. Окрестность B1 точ-
ки b содержит некоторый замкнутый шар с центром b и радиусом
r > 0: –

B = –
B(b, r) = {y ∈ F : ‖y − b‖ ≤ r} ⊆ B1.

По следствию 3 теоремы Лагранжа из неравенства (6) вытекает,
что

‖h(x, ·)(y)− h(x, ·)(y0)‖ ≤ 2−1‖y − y0‖ (x ∈ A1; y, y0 ∈ –
B). (7)

Значит, при каждом x ∈ A1 сужение функции h(x, ·) на замкнутый
шар

–
B является сжатием этого шара, если h(x, ·)( –

B) ⊆ –
B.

Уточнение области изменения сужений h(x, ·). Рассмо-
трим открытый шар B = B(b, r) = {y ∈ F : ‖y− b‖ < r} ⊂ –

B и до-
кажем, что существует открытая окрестность A ⊆ A1 точки a,
для которой

h(x, ·)( –
B) ⊆ B (x ∈ A). (8)
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Так как h(a, ·)(b) = h(a, b) = b−Q−1(a, b)·g(a, b) = b−Q−1(a, b)·0 =
b− 0 = b, то для всех x ∈ A0, y ∈ B0 верно

‖h(x, ·)(y)− b‖ ≤ ‖h(x, ·)(y)− h(x, ·)(b)‖+ ‖h(x, ·)(b)− b‖
= ‖h(x, ·)(y)− h(x, ·)(b)‖+ ‖h(x, ·)(b)− h(a, ·)(b)‖. (9)

Непрерывность g влечет непрерывность h в (a, b) и существо-
вание открытой окрестности A ⊆ A1 такой, что

‖h(x, ·)(b)− h(a, ·)(b)‖= ‖h(x, b)− h(a, b)‖ < 2−1r (x ∈ A). (10)

Из неравенств (7), (9), (10) вытекает, что

‖h(x, ·)(y)− b‖ < 2−1‖y − b‖+ 2−1r ≤ r (x ∈ A, y ∈ –
B). (11)

Следовательно, включение (8) верно.
Применение теоремы о неподвижной точке. Из ска-

занного следует, что при каждом x ∈ A сужение функции h(x, ·)
на замкнутый шар

–
B является его сжатием. По теореме о не-

подвижной точке для каждого x ∈ A существует единственная
точка y = f(x) ∈ –

B такая, что h(x, ·)(f(x)) = f(x) и, значит,

g(x, f(x)) = Q(a, b)(f(x)− h(x, f(x)))
= Q(a, b)(f(x)−h(x, ·)(f(x))) = Q(a, b)(f(x)−f(x)) = 0 (x ∈ A).

Включение (8) показывает, что f(x) ∈ B.
Таким образом, f = g−1(0) ∩ A×B является графиком един-

ственного определенного на A решения f уравнения g(x, y) = 0
в открытой прямоугольной окрестности A×B точки (a, b). Пред-
ложение доказано. �

2) Непрерывность. Рассмотрим f = g−1(0) ∩ A× B.
Предложение. Функция f непрерывна.
� Пусть x ∈ A, Δx ∈ A − x. Тогда ‖f(x + Δx) − f(x)‖ =

‖h(x+Δx, f(x+Δx))−h(x, f(x))‖ ≤ ‖h(x+Δx, f(x+Δx))−h(x+
Δx, f(x))‖ + ‖h(x + Δx, f(x)) − h(x, f(x))‖. Из неравенства (7)
вытекает, что ‖h(x+Δx, f(x+Δx))−h(x+Δx, f(x))‖ ≤ 2−1‖f(x+
Δx) − f(x))‖. Отсюда и из неравенства (11) получаем ‖f(x +
Δx) − f(x)‖ ≤ 2‖h(x + Δx, f(x)) − h(x, f(x))‖. Следовательно,
непрерывность функции h в точке (x, f(x)) влечет непрерывность
функции f в точке x: для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое,
что ‖h(x + Δx, f(x))− h(x, f(x))‖ ≤ 2−1ε, ‖f(x+ Δx)− f(x)‖ ≤ ε
при ‖(x+ Δx, f(x))− (x, f(x))‖= ‖(Δx, 0)‖= ‖Δx‖ ≤ δ. �

3) Дифференцируемость. При доказательстве дифферен-
цируемости функции f используется ее непрерывность.
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Предложение. Функция f дифференцируема и

dfx = −Q−1(x, f(x)) · P (x, f(x)) (x ∈ A).

� Доказательство проводится таким образом: приращение
функции представляется в виде суммы линейной части и остатка,
дается предварительная оценка остатка, дается оценка самого
приращения, доказывается сравнительная малость остатка.

Представление приращения. Пусть x ∈ A и Δx ∈ A − x.
Так как g дифференцируема и g(x+ Δx, f(x+ Δx))=g(x, f(x))=0,
то

0 = q(x+ Δx, f(x+ Δx))− q(x, f(x))
= dq(x, f(x))(Δx, f(x+ Δx)− f(x))
+ rg(x, f(x))(Δx, f(x+ Δx)− f(x))

= P (x, f(x)) ·Δx+ Q(x, f(x)) · (f(x+ Δx)− f(x))
+ rg(x, f(x))(Δx, f(x+ Δx)− f(x)). (12)

А так как (x, f(x)) ∈ A ×B ⊆ A0 × B0, то по доказанной раньше
лемме дифференциал Q(x, f(x)) является гомеоморфизмом F
на G. Из равенств (12) вытекает, что

f(x+ Δx))− f(x))

= −Q−1(x, f(x)) · P (x, f(x)) ·Δx+ r(x,Δx), (13)
r(x,Δx)

= −Q−1(x, f(x)) · rg(x, f(x))(Δx, f(x+ Δx)− f(x)). (14)

Предварительная оценка остатка. Пусть x ∈ A, Δx ∈
A − x, ε1 > 0. Так как g дифференцируема, при некотором δ0 > 0
верно

‖rg(x, f(x))(Δx, f(x+ Δx)− f(x))‖
≤ ε1‖(Δx, f(x+ Δx)− f(x))‖, (15)

если
‖(Δx, f(x+ Δx)− f(x))‖ ≤ δ0. (16)

Так как f непрерывна, то при некотором δ1 ∈ ]0, δ0[ верно

‖f(x+ Δx)− f(x)‖ ≤ δ0 (‖Δx‖ ≤ δ1). (17)
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А так как ‖(Δx, f(x + Δx) − f(x))‖ = max{‖Δx‖, ‖f(x + Δx) −
f(x)‖} ≤ max{δ0 , δ1} = δ0, то из (17) вытекает (16). Значит, (15)
верно при ‖Δx‖ ≤ δ1. Используя неравенство

‖(Δx, f(x+ Δx)− f(x)‖ ≤ ‖Δx‖+ ‖f(x+ Δx)− f(x)‖,

определение (14), свойства нормы линейных операторов и нера-
венство (15), получаем

‖r(x,Δx)‖ ≤ ε1‖Q−1(x, f(x))‖(‖Δx‖+ ‖f(x+ Δx)− f(x)‖)
(18)

(‖Δx‖ ≤ Δ1).

Оценка приращения. Пусть x ∈ A, Δ ∈ A − x, ε1 ∈
]0, ‖Q−1(x, f(x))‖−1[. Из (13), (18) и неравенства для нормы про-
изведения линейных операторов следует, что

‖f(x+ Δx)− f(x)‖ ≤ ‖Q−1(x, f(x))‖‖P (x, f(x))‖‖Δx‖
+ε1‖Q−1(x, f(x))‖(‖Δx‖+ ‖f(x+ Δx)− f(x)‖),

(19)
‖f(x+ Δx)− f(x)‖ ≤ γ(x)‖Δx‖ (‖Δx‖ ≤ δ1),

γ(x) = ‖Q−1(x, f(x))‖(‖P (x, f(x))‖+ε1)(1−‖Q−1(x, f(x))‖ · ε1)−1

при некотором δ1 > 0.
Сравнительная малость остатка. Пусть x ∈ A, Δx ∈

A−x, ε > 0, ε1 ∈ ]0, Q−1(x, f(x))‖−1[ такие, что ε1 ·‖Q−1(x, f(x))‖·
(1 + γ(x) ≤ ε. Возьмем δ = δ1 > 0, при котором верно (19).
Используя (18) и (19), получаем

‖r(x,Δx)‖ε1‖Q−1(x, f(x))‖(1 + γ(x))‖Δx‖ ≤ ε‖Δx‖ (‖Δx‖ ≤ δ).

Значит, остаток r(x, ·) со значениями r(x,Δx), определяемыми
равенством (14), сравнительно мал. Вследствие равенства (13)
отсюда вытекает, что функция f дифференцируема и для ее диф-
ференциала верно указанное в предложении равенство. �

4) Непрерывная дифференцируемость. Рассмотрим
дифференциал df : A → B(E, F ) функции f . Его значениями яв-
ляются дифференциалы dfx = −Q−1(x, f(x)) · P (x, f(x)) (x ∈ A).
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Предложение. Функция f непрерывно дифференцируема.
� Дифференциал df равен композиции отображений, описы-

ваемой диаграммой

x −−−−→
df

−Q−1(x, f(x)) · P (x, f(x))⏐⏐�ϕ1

�⏐⏐ϕ5

(x, f(x)) Q−1(x, f(x)) · P (x, f(x))⏐⏐�ϕ2

�⏐⏐ϕ4

(P (x, f(x)), Q(x, f(x))) −−−−→
ϕ3

(P (x, f(x)), Q−1(x, f(x)))

Она означает, что df = ϕ5 ◦ ϕ4 ◦ ϕ3 ◦ ϕ2 ◦ ϕ1, где ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4,
ϕ5 имеют значения ϕ1(x) = (x, f(x)), ϕ2(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),
ϕ3(T,H) = (T,H−1), ϕ4(T, S) = S · T , ϕ5(T ) = −T . Для
доказательства непрерывности дифференциала df достаточно
показать, что каждое из отображений ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5 непре-
рывно.

Непрерывность ϕ1 следует из непрерывности f :

‖ϕ1(x+ Δx)− ϕ1(x)‖ = ‖(Δx, f(x+ Δx)− f(x))‖
≤ ‖Δx‖+ ‖f(x+ Δx)− f(x)‖ (x ∈ A, Δx ∈ A− x).

Непрерывность ϕ2 следует из непрерывности P , Q:

‖ϕ2(x+ Δx, y + Δy)− ϕ2(x, y)‖
= ‖(P (x+ Δx, y + Δy)− P (x, y), Q(x+ Δx, y + Δy)−Q(x, y))‖
≤ ‖(P (x+Δx, y+Δy)−P (x, y)‖+‖Q(x+Δx, y+Δy)−Q(x, y))‖

(x ∈ A, Δx ∈ A− x, y ∈ B, Δy ∈ B − y).

Непрерывность ϕ3 следует из непрерывности естественного ото-
бражения H → H−1:

‖ϕ3(T + ΔT, h+ Δh)− ϕ3(T, h)‖
= ‖(ΔT, (H + ΔH)−1 −H−1)‖ ≤ ‖ΔT‖+ ‖(H + ΔH)−1 −H−1‖
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(T,ΔT ∈ B(E,G), H,ΔH,H + ΔH ∈ H (F,G)).

Непрерывность ϕ4 следует из свойств нормы произведения линей-
ных операторов:

‖ϕ4(T + ΔT, S + ΔS)− ϕ4(T, S)‖
= ‖(S+ΔS)(T+ΔT )−ST‖ ≤ ‖ΔS‖‖T‖+‖S‖‖ΔT‖+‖ΔS‖‖ΔT‖

(T,ΔT ∈B(E,G), S,ΔS ∈ B(G, F )).

Непрерывность ϕ5 очевидна:

‖ϕ5(T + ΔT )− ϕ5(T )‖ = ‖ΔT‖ (T,ΔT ∈ B(E, F )).

Предложение доказано. �
Из доказанных предложений следует сформулированная

в п. 5 теорема о гладкой неявной функции.
7. Из доказанной теоремы следует теорема о гладкой обрат-

ной функции, которая утверждает, что непрерывно дифференци-
руемая функция обратима в окрестности каждой точки, в которой
обратим ее дифференциал. Причем обратная функция тоже не-
прерывно дифференцируема и ее дифференциал в соответствую-
щих точках равен обратному дифференциалу прямой функции.

Рассмотрим: банаховы пространства E, F ; открытые множе-
ства X ⊆ E, Y ⊆ F ; точки a ∈ X , b ∈ Y и открытые множества
A ⊆ X , B ⊆ Y ; функцию h : X → F , h(X) ⊆ Y , и функцию
f : A → F , f(A) = B. Если f взаимно однозначна, то определена
обратная функция f−1 : B → E, f−1(B) = A. Функция f назы-
вается диффеоморфизмом A на B, если: 1) f взаимно однозначно
отображает A на B; 2) f и обратная функция f−1 непрерывно
дифференцируемы.

Теорема. Если функция h непрерывно дифференцируема и
дифференциал dha является гомеоморфизмом E на F , то суще-
ствуют открытая окрестность A точки a и открытая окре-
стность B точки b = h(a) такие, что сужение f функции h на
множество A является диффеоморфизмом A на B и

df−1(f(x)) = (dfx)−1 (x ∈ A).
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� Пусть g : Y × X → F , g(y, x) = y − h(x) (y ∈ Y ,
x ∈ X). Тогда y = h(x) эквивалентно g(y, x) = 0: h−1 = {(y, x):
y = h(x)} = {(y, x) : g(y, x) = 0} = g−1(0). Для доказательства
теоремы достаточно показать, что:

(1) функция g удовлетворяет условиям теоремы о неявной
функции, и, следовательно, существует открытая прямоугольная
окрестность B ×A0 ⊆ Y ×X точки (b, a) такая, что ϕ = g−1(0) ∩
B × A0 является функцией на B;

(2) A = ϕ(B) открыто и f = ϕ−1 есть сужение h на A;
(3) функции f , ϕ = f−1 гладкие и dϕy = (dfx)−1 (x ∈ A,

y = f(x)).
Докажем эти утверждения.
(1) Функция g. Нужно доказать, что функция g непре-

рывно дифференцируема, g(b, a) = 0 и дифференциал Q(b, a) =
dg(b, ·)a является гомеоморфизмом E на F . Используем теорему
о непрерывности полного дифференциала. Рассмотрим частные
функции

g(·, x)(u) = u− h(x), g(y, ·)(t) = y − h(t) (u, y ∈ Y ; t, x ∈ X).

Ясно, что g(·, x) дифференцируема. Дифференцируемость g(y, ·)
вытекает из предполагаемой дифференцируемости функции h.
Пусть I обозначает тождественное преобразование множества F ,
а q, p — проекции F × E на F , E. Имеем

P (y, x) = dg(·, x)y = I, Q(y, x) = dg(y, ·)x= −dhx;
d1g(y, x) = P (y, x) · q = I · q = q, d2g(y, x) = Q(y, x) · p = −dhx · p.

Первый частный дифференциал d1g функции g является по-
стоянным отображением и поэтому непрерывен. Второй част-
ный дифференциал d2g функции g равен композиции отображе-
ний ψ1(y, x) = (p, dhx), ψ2(T, S) = S · T , ψ3(T ) = −T . По условию
дифференциал dh непрерывен. Так как

‖ψ1(y + Δy, x+ Δx)− ψ1(y, x)‖ = ‖(0, dh(x+ Δx)− dhx)‖
= ‖dh(x+Δx)−dhx‖ (y ∈ Y, Δy ∈ Y −y, x ∈ X, Δx ∈ X−x),

то из непрерывности dh следует непрерывность ψ1.
Непрерывность ψ2 вытекает из неравенств для нормы про-

изведения линейных отображений. Непрерывность ψ3 очевидна.
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Следовательно, второй частный дифференциал d2g = ψ3 ◦ ψ2 ◦ ψ1

функции g непрерывен. По теореме о полных дифференциалах из
непрерывности частных дифференциалов d1g, d2g вытекает не-
прерывность дифференциала dg функции g.

Так как b = h(a), то g(b, a) = b − h(a) = 0 (b = h(a)). По
условию дифференциал dha является гомеоморфизмом E на F .
Следовательно, дифференциал Q(b, a) = −dha есть гомеоморфизм
E на F .

(2) Функция ϕ. Таким образом, функция g удовлетворяет
условиям теоремы о неявной функции и, значит, существует от-
крытая прямоугольная окрестность B × A0 ⊆ Y ×X точки (b, a)
такая, что ϕ = g−1(0)∩B×A0 является гладкой функцией на B и

dϕy = −Q−1(y, x) · P (y, x) = −(−dhx)−1 · I = (dhx)−1

(y ∈ B, x = ϕ(y)). Из определения функции ϕ следует, что

A = ϕ(B) = {x = ϕ(y) : y ∈ B}
= {x ∈ A0 : (y, x) ∈ B × A0, q(y, x) = y − h(x) = 0}

= {x ∈ A0 : y = h(x) ∈ B} = A0 ∩ h−1(B).

Так как B открыто и h непрерывна, то h−1(B) открыто. Поэтому
A = A0 ∩ h−1(B) открыто вместе с A0, h−1(B).

(3) Функция f . Таким образом, ϕ отображает открытое B
на открытое A. Рассмотрим сужение f функции h на множе-
ство A.

Пусть y ∈ B и x = ϕ(y). Тогда из определения ϕ следует, что
y − f(x) = g(y, x) = g(y, ϕ(y)) = 0. Значит, y = f(x). Обратно,
пусть x ∈ A и y = f(x). Тогда из определения f следует, что
0 = y−f(x) = g(y, x). Так как в прямоугольнике B×A существует
единственное решение ϕ уравнения g(y, x) = 0, то из полученного
равенства следует, что x = ϕ(y). Значит, f является взаимно
однозначным отображением A на B.

Функция f гладкая, так как является сужением гладкой h.
Гладкость функции f−1 = ϕ следует из теоремы о неявной функ-
ции. Таким образом, f является диффеоморфизмом A на B и диф-
ференциал обратной функции f−1 = ϕ выражается указанным
в формулировке теоремы равенством. �

8. Анализируя доказательства теорем о гладких неявной
и обратной функциях, можно прийти к аналогичным теоремам
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о непрерывных неявной и обратной функциях. Используем обо-
значения п. 5. Пусть для каждого x ∈ X частная функция g(x, ·):
Y → G дифференцируема в каждой точке y ∈ Y и отображение
Q : X × Y → B(F,G), Q(x, y) = dg(x, ·)y, непрерывно. В этом
случае условимся говорить, что функция g непрерывно дифферен-
цируема по второй переменной.

Теорема. Уравнение g(x, y) = 0 с непрерывной и непрерыв-
но дифференцируемой по второй переменной функцией g, верное
в точке (a, b) и невырожденное в ней, имеет в окрестности
(a, b) единственное решение. Это решение проходит через (a, b)
и непрерывно.

� При доказательстве существования и единственности ре-
шения f для гладкой функции g использовались только невырож-
денность рассматриваемого уравнения, непрерывность и непре-
рывная дифференцируемость функции g по второй переменной.
Эти же свойства функции g были достаточны для доказательства
непрерывности f . Поэтому верна и сформулированная теорема. �

Замечание. Теорема о непрерывной неявной функции не яв-
ляется обобщением теоремы о неявной функции. Она меньше
требует, но и меньше утверждает.

В [67, гл. 6] рассматриваются теоремы о решениях вырож-
денных уравнений. Доказывается, в частности, теорема Кол-
могорова — Арнольда — Мозера. В приложении доказывается
теорема о неявных функциях, связанная с абстрактной формой
нелинейной теоремы Коши — Ковалевской.

9. Рассмотрим: банаховы пространства (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖); точ-
ки a ∈ E, b ∈ F и их окрестности A, B; изоморфизм f множе-
ства A на множество B и обратный изоморфизм ϕ = f−1.

Теорема. Если функция f дифференцируема в точке a,
дифференциал dfa является гомеоморфизмом E на F и обрат-
ная функция ϕ = f−1 непрерывна в точке b = f(a), то функция
ϕ = f−1 дифференцируема в точке b = f(a) и dϕb = (dfa)−1.

� Доказательство этой теоремы повторяет для специальной
функции g доказательство дифференцируемости неявной функции
и сводится к оценке соответствующего остатка. Разница лишь
в обозначениях и сделанных предположениях.

Так как f — изоморфизм A на B, то приращение Δfa яв-



256 3.2. Дифференциал

ляется изоморфизмом A− a на B − b. Вместе с тем,

Δϕb(v) = ϕ(b+ v)− ϕ(b) = ϕ(f(a) + f(a+ u)− f(a))− ϕ(f(a))
= ϕ((f(a+ u))− ϕ(f(a)) = (a+ u)− a = u

при u ∈ A− a, v = Δfa(u) = f(a+ u)− f(a) ∈ B − b. Поэтому

Δϕb(v) = (Δfa(u))−1. (1)

Пусть x ∈ A, y = f(x), u = x − a, v = y − b. Тогда из диффе-
ренцируемости функции f в точке a и равенства (1) вытекает,
что

0 = (y − b)− (f(a+ u)− f(a))
= v − dfa(u)− rfa(u) = v − dfa(Δϕb(v))− rfa(Δϕ. (2)

По условию существует L = (dfa)−1. Из равенств (2) следует,
что

Δϕb(v) = L(v) + ρ(v), (3)
ρ(v) = −L(rfa(Δϕb(v))). (4)

Сделаем предварительную оценку остатка ρ. Пусть ε1 > 0.
Так как функция rfa сравнительно мала, то существует δ0 > 0
такое, что

‖rfa(Δϕb(v))‖ ≤ ε1‖Δϕb(v)‖ (5)

при
‖Δϕb(v)‖ ≤ δ0. (6)

По условию функция ϕ непрерывна. Следовательно, суще-
ствует δ1 > 0 такое, что

‖Δϕb(v)‖ ≤ δ0 (‖v‖ ≤ δ1). (7)

Так как L = (dfa)−1 — непрерывное линейное отображение, то из
равенства (4) и неравенств (5)–(7) вытекает, что

‖ρ(v)‖= ‖L(rfa(Δϕb(v)))‖
≤ ‖L‖ · ‖rfa(Δϕb(v))‖ ≤≤ ε1‖L‖ · ‖Δϕb(v)‖ (‖v‖ ≤ δ1). (8)
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Используя это неравенство, оценим приращение Δϕb(v). Пусть
ε1 ∈]0, ‖L‖−1[. Из равенства (3) и неравенства (8) следует, что

‖Δϕb(v)‖ ≤ ‖L(v)‖+ ‖ρ(v)‖ ≤ ‖L‖ · ‖v‖+ ε1‖L‖ · ‖Δϕb(v)‖,
‖Δϕb(v)‖ ≤ γ · ‖v‖ (‖v‖ ≤ δ1, γ = ‖L‖(1− ε1‖L‖)−1).

(9)

Теперь легко доказать сравнительную малость остатка ρ.
Пусть ε > 0, ε1 ∈ ]0, ‖L‖−1[ такие, что ε1‖L‖γ ≤ ε. Возьмем
δ = δ1 > 0, при котором верно неравенство (9). Используя нера-
венства (8) и (9), получаем

‖ρ(v)‖ ≤ ε1‖L‖ · ‖Δϕb(v)‖ ≤ ε1‖L‖γ · ‖v‖ ≤ ε‖v‖ (‖v‖ ≤ δ).

Значит, остаток ρ сравнительно мал. Вследствие равенства (3)
отсюда вытекает, что функция ϕ дифференцируема в точке b
и для ее дифференциала верно указанное в теореме равенство. �

Замечание. Теорема о непрерывной обратной функции не
является обобщением теоремы о непрерывно дифференцируемой
обратной функции. Она предполагает существование непрерыв-
ной в рассматриваемой точке обратной функции.

Упражнение. Сформулировать и вывести из доказанных для диффе-
ренциалов теорем о неявных и обратных функциях следствия для матричных
производных.

3.2.7. Формула Тейлора

Формула Тейлора выражает в общем виде идею локального
приближения гладких функций полиномами.

1. Рассмотрим нормированные пространства (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖),
открытое множество U ⊆ E и функцию f : U → F . Если f не-
прерывна, то говорят, что f дифференцируема 0 раз. Положим
B(0) = F . Нулевым дифференциалом d(0)f : U → B(0) непрерыв-
ной функции f считается сама f .

Пусть n ∈ N и определен n-й дифференциал d(n)f : U → B(n)

функции f . Если он дифференцируем, то говорят, что f диффе-
ренцируема n + 1 раз. Ее n + 1-м дифференциалом d(n+1)f : U →
B(n+1) называется дифференциал d(d(n)f) функции d(n)f . По оп-
ределению, B(n+1) = B(E,B(n)). Понятие дифференцируемой
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n раз функции f : U → F и n-го дифференциала d(n)f : U → B(n)

определено по принципу индукции для каждого натурального n:

d(0)f = f, d(n+1)f = d(d(n)f).

Функции, которые n раз дифференцируемы при каждом нату-
ральном n, называются бесконечно дифференцируемыми. Значе-
ние d(n)fu дифференциала d(n) функции f в точке u ∈ U для
разных номеров n являются точками разных пространств B(n):
d(n)fu ∈ B(E,B(n−1)) (n ≥ 1). Поэтому d(n)fu · v1 ∈ B(n−1) ,
d(n)fu · v1 · v2 ∈ B(n−2), . . . , d(n)fu · v1 · v2 · · ·vn ∈ B(0) (v1, . . . , vn
∈ E). Эти последовательно определяемые значения дифферен-
циала d(n)fu являются точками одного и того же пространства F .
При v1 = · · · = vn = v условимся вместо v · · ·v писать также vn:

d(n)fu · vn = d(n)fu · v · · ·v ∈ F (v ∈ E).

В частности, d(0)fu · v0 = f(u), d(1)fu · v1 = dfu · v.
Замечание. Как правило, рассматриваются банаховы про-

странства F . В этом случае и все пространства B(n) тоже бана-
ховы. Это следует из предложения п. 3.2.1, 5.

2. Пусть u ∈ U , B(u, δ) ⊆ U , u + v ∈ B(u, δ). Выберем
открытый интервал X ∈ R так, чтобы [0, 1]⊆ X , u+ xv ∈ B(u, δ)
(x ∈ X). Рассмотрим функцию ϕ : X → U со значениями ϕ(x) =
u+xv, дифференцируемую n+1 раз функцию f : U → F и сложную
функцию g = f ◦ ϕ : X → F со значениями g(x) = f(u+ xv).

Лемма. Функция g дифференцируема n+ 1 раз и

g(k)(x) = d(k)f(u+ xv) · vk

(0 ≤ r ≤ n+ 1).
� Из дифференцируемости функции f вытекает ее непре-

рывность. Функция ϕ тоже непрерывна. Следовательно, слож-
ная функция g = f ◦ ϕ непрерывна. Значит, она дифферен-
цируема 0 раз и g(0)(x) = d(0)f(u + xv) · v0. Возьмем нату-
ральное число k ≤ n. Если функция g дифференцируема k раз
и g(k)(x) = d(k)f(u + xv) · vk, то функция g дифференцируема
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k + 1 раз и g(k+1)(x) = d(k+1)f(u + xv) · vk+1. Действительно,
пусть x ∈ X , z ∈ X − x. Тогда

g(k)(z + x)− g(k)(x) = d(k)f(u+ xv + zv) · vk − d(k)f(u+ xv) · vk
= (d(k)f(u+ xv + zv)− d(k)f(u+ xv)) · vk

= (d(d(k)f)(u+ xv) · (zv) + r(d(k)f)(u+ xv)(zv)) · vk
= d(k+1)f(u+ xv) · vk+1 · z + r(d(k)f)(u+ xv)(zv) · vk.

Первое из этих равенств вытекает из предполагаемого равенства
для g(k)(x), второе доказывается по индукции, третье следует из
дифференцируемости d(k)f , в четвертом используется равенство
d(k+1)f = d(d(k)f) и линейность d(d(k)f)(u + xv). Для каждого
ε > 0 существует γ > 0, при котором ‖r(d(k)f)(u+ xv)(zv) · vk‖ ≤
‖r(d(k)f)(u + xv)(zv)‖ · ‖vk‖ ≤ ε‖vk‖ · |z| (|z| ≤ γ). Первое из
этих неравенств доказывается по индукции, а второе вытекает из
дифференцируемости d(k)f . Поэтому из полученных соотношений
следует дифференцируемость функции g(k)(x) и доказываемое ра-
венство для g(k+1)(x). По принципу индукции из сказанного вы-
текает, что лемма верна. �

3. Возьмем нормированное пространство (F, ‖ ‖), открытый
интервал I ⊆ R и функцию f : I → F . По аналогии с опреде-
лением п. 1 непрерывная функция f называется дифференцируе-
мой 0 раз. Ее 0-й производной f (0) называется сама функция f .
Дифференцируемость n раз и n-я производная определяются по
индукции: f (0) = f , f (n+1) = (f (n))′. Функции, дифференцируе-
мые n раз при каждом натуральном n, называются бесконечно
дифференцируемыми.

Докажем две леммы. Пусть u ∈ I , u + v ∈ I . Выберем
открытый интервал X ⊆ R так, чтобы [0, 1]⊆ X и u+ xv ∈ I при
каждом x ∈ X . Рассмотрим функцию ϕ : X → I со значениями
ϕ(x) = u + xv, дифференцируемую n + 1 раз функцию f : I → F
и сложную функцию g = f ◦ ϕ : X → F со значениями g(x) =
f(u+ xv).

Лемма 1. Функция g дифференцируема n+ 1 раз и

g(k)(x) = f (k)(u+ xv) · vk

(0 ≤ k ≤ n+ 1).
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� Из дифференцируемости функции f вытекает ее непрерыв-
ность. Функция ϕ тоже непрерывна. Значит, она дифференци-
руема 0 раз и g(0)(x) = f (0)(u + xv) · v0. Возьмем натуральное
k ≤ n. Если функция g дифференцируема k раз и g(k)(x) =
f (k)(u + xv) · vk, то функция g дифференцируема k + 1 раз и
g(k+1)(x) = f (k+1)(u + xv) · vk+1. Действительно, из дифферен-
цируемости ϕ и f (k) по теореме о дифференцируемости сложной
функции вытекает дифференцируемость f (k) ◦ ϕ и равенство

(f (k) ◦ ϕ)′(x) = f (k+1)(ϕ(x)) · ϕ′(x) = f (k+1)(u+ xv) · v.

Из него и предполагаемого равенства для g(k)(x) вытекает дока-
зываемое равенство g(k+1)(x) = (g(k)(x))′. По принципу индукции
из сказанного следует, что лемма верна. �

Рассмотрим ψ : X → R, ψ(x) = (n!)−1(1− x)n.

Лемма 2. Функция ψ бесконечно дифференцируема и
ψ(l) = (−1)l((n− l)!)−1(1− x)n−l (0 ≤ l ≤ n), ψ(m) = 0 (m > n).

� Из определения функции ψ вытекают ее непрерывность
и равенство ψ(0) = (−1)0((n − 0)!)−1(1 − x)n−0. Возьмем
n ∈ N. Если функция ψ дифференцируема l раз и ψ(l) = (−1)l((n−
l)!)−1(1 − x)n−l, то она дифференцируема l + 1 раз и ψ(l+1) =
(−1)l+1((n− l− 1)!)−1(1−x)n−l−1 . По принципу индукции из ска-
занного следует, что функция ψ дифференцируема n раз и при
0 ≤ l ≤ n для l-й производной верно указанное в утверждении
леммы равенство. В частности, ψ(n) = (−1)n. Отсюда вытекает,
что функция ψ бесконечно дифференцируема и ее m-я производ-
ная для каждого номера m > n тождественно равна нулю. �

4. Возьмем открытый интервал X ⊆ R, содержащий отрезок
[0, 1], функцию g : X → F , число n ∈ N и число c > 0. Предполо-
жим, что функция g дифференцируема n+ 1 раз и ‖g(n+1)(x)‖ ≤ c
(x ∈ X).

Лемма. g(1) =
∑

0≤k≤n
(1/k!)g(k)(0) + rn (‖rn‖ ≤ c/(n+ 1)!).

� Рассмотрим h : X → F , h(x) =
∑

0≤k≤n
(1/k!)g(k)(x)(1 − x)k

(x ∈ X). Вычислим производную h′(x) и применим теорему Ла-
гранжа.
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Так как функция h равна сумме произведений дифференци-
руемых функций g(k) и (−1)n−kψ(n−k) (0 ≤ k ≤ n), то она диффе-
ренцируема и

h′(x) =
∑

0≤k≤n
(−1)n−k(g(k)ψ(n−k))′(x)

= g(n+1)(x) · ψ(x) + (−1)ng(x) · ψ(n+1)(x) = g(n+1)(x) · ψ(x).

Рассмотрим q : X → R, q(x) = −(c/(n+ 1)!)(1− x)n+1. Функ-
ция q дифференцируема и q′(x) = (c/n!)(1− x)n. Следовательно,
‖h′(x)‖ ≤ q′(x) (x ∈ X). По теореме Лагранжа отсюда выте-
кает, что ‖h(1) − h(0)‖ ≤ q(1) − q(0) = c/(n + 1)!. Так как
h(1) − h(0) = g(1) − ∑

0≤k≤n
(1/k!)g(k)(0) = rn, то из этих соотно-

шений следует утверждение леммы. �
Равенство в лемме называется формулой Маклорена.
Возьмем нормированное пространство (F, ‖ ‖), открытый ин-

тервал I ⊆ R, функцию f : I → F , точки u ∈ I и v ∈ I − u, числа
n ∈ N и c > 0. Предположим, что функция f дифференцируема
n + 1 раз и ‖f (n+1)(t)‖ ≤ c (t ∈ I).

Теорема. f(u + v) =
∑

0≤k≤n
(1/k!)f (k)(u)vk + rfu(v), где

‖rfu(v)‖ ≤ (c/(n+ 1)!)‖vn+1‖.
� Рассмотрим открытый интервал X ⊆ R такой, что

[0, 1] ⊆ X , u+xv ∈ I (x ∈ X). Функция g : X → F , g(x) = f(u+xv)
удовлетворяет условиям леммы 1 п. 3. Поэтому g дифференци-
руема n+1 раз и g(k)(x) = f (k)(u+xv) ·vk (0 ≤ k ≤ n+1). Откуда
по условию ‖g(n+1)(x)‖ ≤ c‖vk‖. Значит, для функции g верна
доказанная лемма. Так как g(1) = f(u+ v) и g(k)(x) = f (k)(u) · vk,
то из нее следует утверждение теоремы. �

Равенство теоремы называется формулой Тейлора для произ-
водных.

5. Рассмотрим нормированные пространства (E, ‖ ‖), (F, ‖ ‖),
открытое множество U ⊆ E, точку u ∈ U , шар B(u, δ) ⊆ U , числа
n ∈ N и c > 0, функцию f : U → F . Предположим, что f диф-
ференцируема n + 1 раз и ‖d(n+1)ft‖ ≤ c (t ∈ B(u, δ)): значения
n+ 1-го дифференциала d(n+1)f : U → B(n+1) в некоторой окрест-
ности точки u ограничены по операторной норме числом c.
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Теорема. f(u + v) =
∑

0≤k≤n
(1/k!)d(k)fu · vk + rnfu(v), где

‖rnfu(v)‖ ≤ (c/(n+ 1)!) · ‖v‖n+1, (‖v‖ ≤ δ).
� Пусть интервал X ⊆ R, [0, 1]⊆ X , u+xv ∈ B(u, δ) (x ∈ X).

По лемме п. 2 функция g на X , g(x) = f(u+xv), дифференцируема
n+ 1 раз и g(k+1)(x) = d(k+1)f(u+ xv) · vk+1 (0 ≤ k ≤ n). Отсюда,
используя индукцию, получаем

‖g(n+1)(x)‖ = ‖d(n+1)f(u+ xv) · vn+1‖ ≤ c · ‖v‖n+1.

Значит, для функции g верна лемма п. 4. Так как g(1) =
f(u+v) и g(k)(0) = d(k)f(u) ·vk, то из леммы следует утверждение
теоремы. �

Равенство теоремы называется формулой Тейлора для диф-
ференциалов.

6. Предположим, что функция f дифференцируема два раза.
Дифференциал d(2)fu : E → B(E, F ) определяет непрерывное би-
линейное отображение d2fu : E × E → F , d2fu(x, y) = d(2)fuxy
(x, y ∈ E).

Теорема. Билинейное отображение d2fu симметрично.
� Нужно доказать, что

d(df)uxy = d(df)uyx (x, y ∈ E). (1)

Это равенство для повторных дифференциалов следует из равен-
ства

Δ(Δf)uvw = Δ(Δf)uwv (u+ v, u+w, u+ v +w ∈ U) (2)

для повторных приращений, которое легко проверяется:

Δ(Δf)uvw = (Δf(u+ v)−Δfu)w = Δf(u+ v)w−Δfuw
= f(u+ v +w)− f(u+ v)− f(u+ w) + f(u) = Δ(Δf)uwv.

Докажем сначала, что разность t между повторным прира-
щением и повторным дифференциалом, имеющая значения

t(u, w) = Δ(Δf)uvw− d(df)uvw, (3)
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сравнительно мала. Заметим, что

t(v, w) = s(u, w) + r(df)uvw,
s(v, w) = Δ(Δf)uvw−Δ(df)uvw,
r(df)uvw = Δ(df)uvw− d(df)uvw.

(4)

Так как функция df дифференцируема, то остаток r(df)u
сравнительно мал и для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое,
что ‖r(df)uv‖ ≤ ε‖v‖ (‖v‖ ≤ δ), r(df)uv ∈ B(E, F ). Поэтому

‖r(df)uvw‖ ≤ ‖r(df)uv‖ · ‖w‖ ≤ ε‖v‖ · ‖w‖ (‖v‖ ≤ δ). (5)

Для оценки функции s рассмотрим при каждом v функцию
h(w) = f(u + v + w) − f(u + w) − df(u + v)w + dfuw. Функция s
равна приращению Δh0 функции h: s(v, w) = f(u+ v+w)−f(u+
w)− f(u + v) + f(u)− df(u+ v)w + dfuw = h(w)− h(0). Поэтому
для оценки функции s можно оценить дифференциал функции h
и использовать теорему Лагранжа. Применяя теорему о диффе-
ренцировании сложной функции к f(u+v+ ·) и f(u+ ·), учитывая
непрерывность и линейность df(u+ v), dfu, получаем

dhw = df(u+ v + w)− df(u+w)− df(u+ v) + dfu.

Так как функция df дифференцируема, то

df(u+ v +w) = dfu + d(df)u(v +w) + r(df)u(v +w),
df(u+w) = dfu+ d(df)uw+ r(df)uw,
df(u+ v) = dfu + d(df)uv + r(df)uv.

Поэтому вследствие линейности d(df)u

dhw = r(df)u(v +w)− r(df)uw − r(df)uv.

Значит, для каждого ε > 0 существует γ ∈ ]0, δ[ такое, что
‖dhw‖ ≤ 3ε(‖v‖ + ‖w‖) (‖v‖ + ‖w‖ ≤ γ). По следствию 5 тео-
ремы Лагранжа отсюда вытекает, что

‖s(v, w)‖ = ‖h(w)− h(0)‖ ≤ 3ε(‖v‖+ ‖w‖)‖w‖. (6)
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Из равенства (4) и неравенств (5), (6) следует неравенство

‖t(v, w)‖ ≤ 4ε(‖v‖+ ‖w‖)2. (7)

Равенства (2), (3) и неравенство (7) показывают, что

‖d(df)uwv− d(df)uvw‖ = ‖t(v, w)− t(w, v)‖
≤ ‖t(v, w)‖+ ‖t(w, v)‖ ≤ 8ε(‖v‖+ ‖w‖)2. (8)

Возьмем произвольные точки x, y ∈ E и число α > 0, при
котором ‖αx‖+ ‖αy‖ ≤ γ. Из соотношений (8) вытекает, что

α2 · ‖d(df)uyx− d(df)uxy‖
= ‖d(df)u(αy)(αx)− d(df)u(αx)(αy)‖ ≤ α2 · 8ε(‖x‖+ ‖y‖)2,

‖d(df)uyx− d(df)uxy‖ ≤ 8ε(‖x‖+ ‖y‖)2
для каждого ε > 0. Следовательно, ‖d(df)uyx−d(df)uxy‖= 0 при
x, y ∈ E и равенство (1) верно. �

7. Пусть E = E1 × E2 — произведение нормированных про-
странств, U = U1×U2 — прямоугольник с открытыми сторонами
U1 ⊆ E1, U2 ⊆ E2, u = (u1, u2) ∈ U , f : U → F — дифференцируе-
мая три раза функция со значениями в нормированном простран-
стве F .

Возьмем частные дифференциалы djf функции f , имеющие
значения djfu = dfu · rjpj (j = 1, 2) в точке u. Из дифференци-
руемости отображения df и постоянных отображений u→ rjpj по
правилу дифференцирования произведения следует, что отобра-
жения djf дифференцируемы и d(dj)fu = d(df)u · rjpj .

Лемма. d(df) = d1(d1f) + d2(d1f) + d1(d2f) + d2(d2f).
� Используя соотношения между полными и частными диф-

ференциалами и линейность, получаем d(df) = d(d1f + d2f) =
d(d1f) + d(d2f) = d1(d1f) + d2(d1f) + d1(d2f) + d2(d2f). �

Пусть теперь U1 = E1 = U2 = E2 = R. Возьмем частные
функции fj для f , их производные f ′j , частные функции f

′
ij для f

′
j ,

их производные f ′′ij (i = 1, 2; j = 1, 2). Заметим, что

di(djf)uyx = f ′′ij(u)xiyj , d1(d2f)uyx = d(df)u(0, y2)(x1, 0),

d2(d1f)uyx = d(df)(x1, 0)u(0, y2)

(x = (x1, x2) ∈ R2, y = (y1, y2) ∈ R2). Из теоремы п. 6 и леммы
вытекает
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Следствие. f ′′12 = f ′′21.
� Действительно, f ′′12(u)x1y2 = d1(d2f)uyx = d(df)u(0, y2)(x1,

0) = d(df)(x1, 0)u(0, y2) = d2(d1f)uyx = f ′′21(u)y2x1. При x1=y2=1
отсюда следует доказываемое равенство. �

Замечание. Равенство f ′′12(u) = f ′′21(u) для производных эк-
вивалентно равенству d1(d2f)u = d2(d1f)u для дифференциалов.
Если эти равенства не верны, то функция f не является дважды
дифференцируемой.

Упражнение. Доказать по индукции теорему о симметричности произ-
водной для функций нескольких переменных.

8. Рассмотрим: нормированные пространства E, F , откры-
тое множество U ⊆ E, функцию f : U → F , точку u ∈ U и мно-
жество V = U − u, шар B(u, δ) ⊆ E (δ > 0). Предположим, что
функция f дважды дифференцируема.

Предложение. При некотором γ ∈ ]0, δ[ верно равенство

f(u+ v) = f(u) + dfu(v) + 2−1d2fu(v, v) + r2fu(v),

где ‖v‖−2 · r2fu(v) → 0 (v → 0, 0 < ‖v‖ < γ).
� Рассмотрим функцию ḡ со значениями

ḡ(x, y) = f(u+ x)− f(u)− dfu(x)− 2−1d2fu(x, y) (x, y ∈ B(0, δ)).

Дифференцируемость функции f влечет дифференцируемость
сложной функции h1 со значениями h1(x) = f(u+ x) (x ∈ B(0, δ))
и равенство dh1s = df(u+ s) (s ∈ B(0, δ)). Непрерывная линейная
функция h2 = dfu дифференцируема и dh2s = dfu (s ∈ B(0, δ)).
Возьмем функцию h со значениями h(x, y) = h1(x)− f(u) − h2(x)
(x, y ∈ B(0, δ)). Ее частные дифференциалы d1h, d2h имеют зна-
чения

d1h(s, t) = (df(u+ s)− dfu) · p1, d2h(s, t) = 0
(p1(x, y) = x, x, y ∈ E, s, t ∈ B(0, δ)).

Из дифференцируемости отображения df следует его непре-
рывность, которая влечет непрерывность d1h. Существование
и непрерывность частных дифференциалов d1h, d2h обеспечивает
существование полного дифференциала dh и равенство

dh(s, t)(x, y) = (df(u+ s)− dfu)(x) (s, t ∈ B(0, δ); x, y ∈ E).
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Отображение b = d2fu дифференцируемо и

db(s, t)(x, y) = d2fu(x, t) + d2fu(s, y) (s, t ∈ B(0, δ); x, y ∈ E).

Следовательно, функция ḡ = h− 2−1b дифференцируема и

dḡ(s, t)(x, y) = (df(u+ s)− dfu)(x)− 2−1(d2fu(x, t) + d2fu(s, y)).

Рассмотрим функцию g со значениями g(v) = ḡ(v, v)=r2fu(v)
(v ∈ B(0, δ)). Она равна композиции функции ḡ с функцией ϕ,
имеющей значения ϕ(v) = (v, v) (v ∈ B(0, δ)). Используя тео-
рему о дифференцировании сложной функции, равенство для
dḡ(s, t)(x, y) и теорему о симметричности, получаем dgs(x) =
dḡ(s, s)(x, x) = (df(u+ s)− dfu)(x)− 2−1(d2fu(x, s) + d2fu(s, x)) =
(df(u + s) − dfu)(x) − d(df)usx = (df(u + s) − dfu − d(df)us)x,
dgs = r(df)us (s ∈ B(0, δ), x ∈ E).

Так как отображение df дифференцируемо, то для каждого
ε > 0 существует γ ∈ ]0, δ[ такое, что ‖dgv‖ = ‖r(df)uv‖ ≤ ε‖v‖
(‖v‖ ≤ γ). По следствию 5 теоремы Лагранжа отсюда вытекает,
что ‖r2fu(v)‖ = ‖g(v)‖= ‖g(v)− g(0)‖ ≤ ε‖v‖2 (‖v‖ ≤ γ). �

Замечание. Доказанное равенство не следует из теоремы
п. 5, так как функция f предполагается дифференцируемой два
раза, а не три.

Упражнение. Доказать по индукции аналогичное равенство для n раз
дифференцируемой функции.

3.2.8. Локальные минимумы

Параболическое приближение, даваемое формулой Тейлора
при n = 2, позволяет сформулировать общие условия для локаль-
ных минимумов и максимумов вещественных функций.

1. Рассмотрим нормированное пространство (E, ‖ ‖), откры-
тое множество U ⊆ E, точку u ∈ U , функцию f : U → R. Говорят,
что функция f имеет в точке u локальный минимум, если суще-
ствует окрестность V ⊆ U − u точки 0 такая, что Δfu(v) ≥ 0
(v ∈ V ). И говорят, что функция f имеет в точке u строгий
локальный минимум, если существует окрестность V ⊆ U − u
точки 0 такая, что Δfu(v) > 0 (v ∈ V , v �= 0). Аналогичные
определения можно сформулировать для локального максимума
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и строгого локального максимума, заменив знаки неравенств на
противоположные. Но проще заметить, что функция f имеет
в точке u (строгий) локальный максимум ессли функция −f имеет
в точке u (строгий) локальный минимум. Поэтому в теории мож-
но рассматривать только локальные минимумы.

Пример. Пусть E = U = R, u = 0, f(t) = t2 (t ∈ R). Парабола f имеет
в точке 0 строгий локальный минимум.

Этот пример типичен. Он объясняет все дальнейшее.
Возьмем δ > 0, при котором B(u, δ) ⊆ U . Предположим, что

функция f дифференцируема два раза. Тогда по предложению
п. 3.2.7, 8 при некотором γ ∈ ]0, δ[ верно равенство

f(u+ v) = f(u) + dfu(v) + 2−1d2fu(v, v) + r2fu(v),

где ‖v‖−2|r2fu(v)| → 0 (v → 0, 0 < ‖v‖ < γ).
Условимся говорить, что форма d2fu положительна, и пи-

сать d2fu ≥ 0, если d2fu(v, v) ≥ 0 (v ∈ E). Будем говорить,
что форма d2fu строго положительна, и писать d2fu > 0, если
d2fu(v, v) ≥ α‖v‖2 (v ∈ E) при некотором α > 0. В этом случае
d2fu положительно определена и невырождена.

Замечание. Если E = Rk, то строгая положительность
формы d2fu эквивалентна ее положительной определенности и
невырожденности. Действительно, единичная сфера S = {t :
‖t‖ = 1} ⊆ Rk компактна. Из непрерывности d2fu следует не-
прерывность функции ϕ : E → R со значениями ϕ(v) = d2fu(v, v)
(v ∈ E). Если форма d2fu положительно определена и невырож-
дена, то ϕ(v) > 0 (v ∈ S). Так как S компактна, а функция ϕ
непрерывна, существует точка a ∈ S, для которой α = ϕ(a) =
minϕ(S). Следовательно, d2fu(v, v) = ‖v‖2d2fu(v‖v‖−1, v‖v‖−1)
= ‖v‖2ϕ(v‖v‖−1) ≥ α‖v‖2 (v ∈ E, v �= 0). При v = 0 нужное
неравенство тоже верно.

2. Необходимые условия локального минимума выражает

Предложение. Если функция f имеет в точке u локальный
минимум, то dfu = 0, d2fu ≥ 0.

� 1) Если функция f имеет в точке u локальный минимум,
то при некотором γ ∈ ]0, δ[ и условии ‖v‖ ≤ γ верно равенство

Δfu(v) + 2−1d2fu(v, v) + r2fu(v) ≥ 0.
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Используя линейность dfu и билинейность d2fu, получаем отсюда

ξ(dfu(v) + 2−1ξd2fu(v, v) + ξ−1r2fu(ξv)) ≥ 0 (1)

для точки v �= 0, v ∈ E, и числа ξ �= 0, |ξ| ≤ ‖v‖−1γ. Предположим,
что dfu �= 0, и возьмем точку a �= 0 такую, что dfu(a) �= 0. Так
как |ξ|−2|r2fu(ξa)| → 0 (ξ → 0, 0 < |ξ| < ‖a‖−1γ), то существует
α ∈ ]0, ‖a‖−1γ[ такое, что при 0 < |ξ| < α знак числа в круглой
скобке левой части (1) равен знаку числа dfu(a). Тогда при неко-
торых ξ эта левая часть строго отрицательна и неравенство (1)
не верно. Предположение dfu �= 0 приводит к противоречию.

2) Таким образом, dfu = 0, 2−1ξ2d2fu(v, v) + r2fu(ξv) ≥ 0,
d2fu(v, v) + 2ξ−2r2fu(ξv) ≥ 0 для каждых точки v �= 0, v ∈ E, и
числа ξ �= 0, |ξ| ≤ ‖v‖−1γ. Так как |ξ|−2|r2fu(ξv)| → 0 (ξ → 0),
v �= 0 и d2fu ≥ 0, то d2fu(v, v) ≥ 0. �

Замечание. Пусть E = U = R, u = 0, f(t) = t3 (t ∈ R).
Функция f не имеет в точке u локальный минимум, хотя dfu = 0,
d2fu ≥ 0. Следовательно, эти условия необходимы, но не доста-
точны.

3. Достаточные условия строгого локального минимума вы-
ражает

Предложение. Если dfu = 0, d2fu > 0, то функция f
имеет в точке u строгий локальный минимум.

� Используя формулу Тейлора из предложения п. 3.2.7, 8
и условие dfu = 0, получаем при некотором γ ∈ ]0, δ[ равенство

Δfu(v) = 2−1d2fu(v, v) + r2fu(v) (‖v‖ < γ).

Так как d2fu(v, v) ≥ α‖v‖2 (v ∈ E) при некотором α > 0
и ‖v‖−2|r2fu(v)| → 0 (v → 0), то существует β ∈ ]0, γ[ такое,
что

Δfu(v) ≥ (α− 2−1α)‖v‖2 = 2−1α‖v‖2 (‖v‖ < β).

Следовательно, Δfu(v) > 0 при 0 < ‖v‖ < β. �
Замечание. Пусть E = U = R, u = 0, f(t) = t4 (t ∈ R).

Функция f имеет в точке u = 0 строгий локальный минимум,
хотя dfu = 0, d2fu = 0. Следовательно, условия предложения
достаточны, но не необходимы.
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4. Рассмотрим: нормированные пространства E, F , G с оди-
наково обозначенными нормами ‖ ‖, открытые множества X ⊆ E,
Y ⊆ F , точки a ∈ X , b ∈ Y , функцию g : X × Y → G. Бу-
дем предполагать, что пространства F , G банаховы, функция g
непрерывно дифференцируема, а уравнение g(x, y) = 0 верно и не-
вырождено в точке (a, b). Функция g удовлетворяет условиям
теоремы о неявной функции. Ее частные дифференциалы обозна-
чаются:

P (x, y) = dg(·, y)x, Q(x, y) = dg(x, ·)y.
Возьмем еще функцию ϕ : X × Y → R и рассмотрим ее суже-

ние на множество g−1(0) = {(x, y) : g(x, y) = 0}. Локальные мини-
мумы этого сужения называются условными локальными мини-
мумами функции ϕ на множестве g−1(0). Это значит, что функ-
ция ϕ имеет в точке (a, b) условный локальный минимум на мно-
жестве g−1(0), если и только если существует открытая окрест-
ность A × B точки (a, b) такая, что ϕ(x, y) ≥ ϕ(a, b) ((x, y) ∈
g−1(0) ∩ A × B). И что функция ϕ имеет в точке (a, b) условный
строгий локальный минимум на множестве g−1(0), если и только
если существует открытая окрестность A ×B точки (a, b) такая,
что ϕ(x, y)> ϕ(a, b) ((x, y) �= (a, b), (x, y) ∈ g−1(0)∩A×B). Вместо
на множестве g−1(0) часто говорят при условии g(x, y) = 0.

По теореме о неявных функциях существует открытая окре-
стность A×B точки (a, b) такая, что f = g−1(0)∩A×B является
функцией на A. Рассмотрим функцию ψ на A со значениями

ψ(x) = ϕ(x, f(x)) (x ∈ A).

Из определений вытекает, что функция ϕ имеет в точке (a, b)
условный (строгий) локальный минимум на множестве g−1(0),
если и только если функция ψ имеет в точке a (строгий) ло-
кальный минимум. Поэтому вместо условных локальных мини-
мумов функции ϕ можно рассматривать локальные минимумы
функции ψ и использовать предложения пп. 2 и 3.

Замечание. Такой способ приводит обычно к громоздким
выкладкам, связанным с дифференцированием сложных и неяв-
ных функций. Особенно громоздко повторное дифференцирова-
ние. На практике чаще всего ограничиваются проверкой необхо-
димых условий и применяют специальные приемы или компью-
терные программы.
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Исследование условных локальных максимумов функции ϕ
сводится к исследованию условных локальных минимумов функ-
ции −ϕ.

5. Предположим, что функция ϕ дифференцируема. Рас-
смотрим тождественное отображение e множества E и функцию
(e, f) на A, (e, f)(x) = (x, f(x)) (x ∈ A). Функция ψ равна компо-
зиции ψ = ϕ◦ (e, f). Тождественная функция e дифференцируема.
Неявная функция f тоже. Поэтому дифференцируемы функция
(e, f) и сложная функция ψ. Простые условия, необходимые для
того, чтобы дифференцируемая функция имела в данной точке
открытого множества локальный минимум, формулирует

Лемма. Если функция h : A → R дифференцируема в точке
a ∈ A и имеет в ней локальный минимум, то dha = 0.

� Рассмотрим число δ > 0 такое, что B(a, δ) ⊆ A. Если
функция h удовлетворяет условию леммы, то dha(v) + rha(v) ≥ 0
(‖v‖ < δ). Поэтому

t(dha(v) + t−1rha(tv)) ≥ 0 (2)

для каждых точки v �= 0, v ∈ E, и числа t �= 0, |t| < ‖v‖−1δ.
Предположим, что dha �= 0, и возьмем точку v �= 0 из E та-

кую, что dha(v) �= 0. Из сравнительной малости остатка rha(v)
вытекает, что существует число γ ∈ ]0, ‖v‖−1δ[, при котором
|t−1rha(tv)| ≤ 2−1‖dha‖ · ‖v‖ (0 < |t| < γ), и поэтому sgn(dha(v) +
t−1rha(tv)) = sgndha(v) (0 < |t| < γ). При некоторых t левая
часть неравенства (2) строго отрицательна и оно не верно. �

Замечание. Эту лемму называют теоремой Ферма.
6. Возьмем частные функции ϕ(·, y), ϕ(x, ·) и их дифферен-

циалы

p(x, y) = dϕ(·, y)x, q(x, y) = dϕ(x, ·) (x ∈ A, y ∈ B).

Используя правила дифференцирования и равенство dex = e
(x ∈ A), получаем

dψx(Δx) = dϕ(x, f(x))(Δx, dfx(Δx))
= p(x, f(x)) ·Δx+ q(x, f(x)) · dfx(Δx) (x ∈ A, Δx ∈ E),

dψx = p(x, f(x)) + q(x, f(x)) · dfx, (x ∈ A).
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По теореме о неявной функции отсюда следует, что

dψx = p(x, f(x))− q(x, f(x)) ·Q−1(x, f(x)) · P (x, f(x))
= p(x, f(x)) + l(x, f(x)) · P (x, f(x)), (3)

где l(x, f(x)) = −q(x, f(x)) ·Q−1(x, f(x)). А это равенство эквива-
лентно

q(x, f(x)) + l(x, f(x)) ·Q(x, f(x)) = 0.

Предложение. Если функция ϕ имеет в точке (a, b) услов-
ный локальный минимум на множестве g−1(0), то

p(a, b)− q(a, b) ·Q−1(a, b) · P (a, b) = 0.

� Если функция ϕ имеет в точке (a, b) условный локальный
минимум на множестве g−1(0), то функция ψ имеет в точке (a, b)
локальный минимум. Из сделанных относительно функций ϕ и g
предположений следует, что ψ дифференцируема и для ее диффе-
ренциала верно равенство (3). Так как функция ψ имеет в точке a
локальный минимум, то по лемме dψa = 0. Это равенство и ра-
венство (3) при x = a приводят к доказываемому. �

7. Рассмотрим еще ограниченный линейный функционал
l ∈ B(G,R). Назовем функцией Лагранжа для l, ϕ, g функцию

λ = ϕ+ l ◦ g, λ(x, y) = ϕ(x, y) + l(g(x, y))

(x ∈ A, y ∈ B). Функция λ дифференцируема вместе с функция-
ми ϕ, g и для дифференциалов ее частных функций λ(·, y), λ(x, ·)
(x ∈ A, y ∈ B) верны равенства

dλ(·, y)x= p(x, y) + l · P (x, y), dλ(x, ·)y = q(x, y) + l ·Q(x, y).

При x = a, y = b, l = −q(a, b) ·Q−1(a, b) первый из этих дифферен-
циалов равен dψa, а второй — нулю. В этом случае для полного
дифференциала функции λ в точке (a, b) верно равенство

dλ(a, b)(Δx,Δy) = dψa(Δx) (Δx ∈ E, Δy ∈ F )

и равенства dλ(a, b) = 0, dψa = 0 эквивалентны (ψ = ϕ ◦ (e, f)).
Из предложения п. 6 вытекает
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Следствие. Если функция ϕ имеет в точке (a, b) условный
локальный минимум на множестве g−1(0), то существует огра-
ниченный линейный функционал l, для которого верно равенство
dϕ(a, b) + l · dg(a, b) = 0.

Замечание. Сужения на множествo g−1(0) функции ϕ и
функции λ = ϕ + l ◦ g при каждом l ∈ B(G,R) равны. Поэтому
ϕ и λ имеют условные локальные минимумы в одних и тех же
точках. Уравнения

g(x, y) = 0, dλ(x, y) = 0

иногда позволяют сравнительно легко найти одновременно эти
точки (a, b) и соответствующий функционал l.

Пример. Пусть X = E = R2, Y = F = G = R, g(x, y) = x2
1 + x2

2 +

y2−1, ϕ(x, y) = x1 + x2 + y (x1, x2, y ∈ R). Рассмотрим произвольное число c
и функцию λ = ϕ+ cg со значениями

λ(x, y) = x1 + x2 + y + c(x2
1 + x2

2 + y2 − 1) (x1, x2, y ∈ R).

Так как λ′(x, y) = (1 + 2cx1, 1 + 2cx2, 1 + 2cy), то λ′(x, y) = (0, 0, 0), g(x, y)=0

ессли c = −√
3/2, x1 = x2 = y = 1/

√
3 или c =

√
3/2, x1 = x2 = y = −1/

√
3.

Легко проверить, что функция ϕ имеет в точке (a, b) = −(1/3, 1/3, 1/3) услов-
ный локальный минимум при g = 0, равный −1. А в точке (1/3,1/3,1/3) —

максимум, равный 1.

8. Вернемся к обозначениям и предположениям п. 4. Функ-
ция g, невырожденная в каждой точке (a, b) множества L ⊆ X×Y ,
называется невырожденной на множестве L. Если g(a, b) = 0, то
по теореме о неявной функции существует окрестность A × B ⊆
X × Y точки (a, b) такая, что f = g−1(0) ∩A× B является непре-
рывно дифференцируемой функцией на A. Часть L множества
X × Y называется гладким куском поверхности в X × Y , если
существует невырожденная на L гладкая функция g : X×Y → G,
для которой L = g−1(0).

Замкнутая в X × Y часть S множества X × Y называется
гладкой поверхностью в X × Y , если для каждой точки (a, b)∈S
существует окрестность A×B⊆X×Y , для которой L=S∩(A×B)
есть гладкий кусок поверхности в X × Y . Это определение опи-
сывает наиболее простые гладкие поверхности.

Говорят, что гладкий кусок L = g−1(0) поверхности опре-
деляется уравнением g(x, y) = 0. Гладкие поверхности в
E ×F , определяемые линейными уравнениями, называются плос-
костями.
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Пример 1. Пусть X = E = R, Y = F = G = R. Уравнение g(x, y) =
x2 + y2 − 1 = 0 (x, y ∈ R) определяет окружность S1 в R2.

Пример 2. Пусть X = E = R2, Y = F = G = R. Уравнение g(x, y) =

x2
1 + x2

2 + y2 − 1 = 0 (x = (x1, x2) ∈ R2, y ∈ R) определяет сферу S2 в R3.

Всякую гладкую поверхность S в окрестности каждой ее то-
чки (a, b) можно приблизить некоторой плоскостью TS(a, b). Рас-
смотрим окрестность A × B ⊆ X × Y точки (a, b) гладкой по-
верхности S в X × Y , кусок L = S ∩ (A × B) которой задается
уравнением g(x, y) = 0. Касательной к поверхности S в точке
(a, b) называется плоскость TS(a, b), определяемая уравнением

g(a, b)(x− a, y − b) = 0. (1)

Уравнение (1) эквивалентно

P (a, b) · (x− a) + Q(a, b)(y− b) = 0. (2)

Так как Q(a, b) — гомеоморфизм, то (2) эквивалентно уравнению

y = b+Q−1(a, b) · P (a, b) · (x− a). (3)

По теореме о неявной функции (3) эквивалентно уравнению

y = f(a) + dfa(x− a). (4)

Все эти уравнения называются уравнениями для касательной
к поверхности S в точке (a, b).

Пример 1. Уравнения (2)–(4) для касательной к окружности S1 в точке
(a, b) ∈ S1 имеют вид 2a · (x− a) + 2b · (y − b) = 0, y = b− b−1a · (x− a).

Пример 2. Уравнения (2)–(4) для касательной к сфере S2 в точке
(a, b) ∈ S2 имеют вид 2a1(x1 − a1) + 2a2(x2 − a2) + 2b(y − b) = 0 и y =

b− b−1 · (a1(x1 − a1) + a2(x2 − a2)). (Предполагается, что b �= 0.)

Пользуясь геометрическим языком, можно сформулировать
еще одно следствие предложения п. 6 для условного локального
минимума дифференцируемой функции ϕ : X × Y → R.

Следствие. Если функция ϕ имеет в точке (a, b) условный
локальный минимум на гладкой поверхности S, то

dϕ(a, b)(x− a, y − b) = 0 ((x, y) ∈ TS(a, b)).
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� Возьмем кусок L = g−1(0) поверхности S, которому при-
надлежит точка (a, b). Для каждой точки (x, y) касательной
TS(a, b) к поверхности S в точке (a, b) верно равенство y − b =
dfa(x − a). Используя выражение для дифференциала неявной
функции и равенство предложения п. 6, получаем равенства
dϕ(a, b)(x−a, y− b) = p(a, b)(x−a) + q(a, b)(y− b) = p(a, b)(x−a) +
q(a, b)dfa(x− a) = p(a, b)(x− a) + q(a, b)Q−1(a, b)P (a, b)(x− a) = 0
при (x, y) ∈ TS(a, b). �

В частности, если функция ϕ имеет в точке (0, 0) условный
локальный минимум на гладкой поверхности S, то ее диффе-
ренциал dϕ(0, 0) равен нулю на касательной TS(0, 0). В общем
случае следствие утверждает, что dϕ(a, b) равен нулю на плос-
кости TS(a, b) − (a, b) = {(x − a, y − b) : (x, y) ∈ TS(a, b)}, про-
ходящей через точку (0, 0) и параллельной касательной TS(a, b)
(получающейся из Ts(a, b) при параллельном переносе (x, y) →
(x, y)− (a, b)).

9. Рассмотрим: нормированные пространства (G, ‖ ‖) и
(H, ‖ ‖), открытое множество Z ⊆ G, точку c ∈ Z, дифферен-
цируемую функцию h : Z → H . Возьмем точку u ∈ G и открытый
интервал I ⊆ R такой, что 0 ∈ I и γ(ξ) = c+ξu ∈ Z (ξ ∈ I). Функ-
ция γ : I → G со значениями γ(ξ) дифференцируема и γ(0) = c,
γ ′(0) = u. Сложная функция h ◦ γ : I → H тоже дифференци-
руема и

(h ◦ γ)(0) = h(c), (h ◦ γ)′(0) = dhc(u).

Производная (h◦γ)′(0) функции h◦γ называется производной
h′u(c) функции h в точке c по направлению u:

h′u(c) = (h ◦ γ)′(0) = dhc(u).

Пусть B = {u : ‖u‖ = 1} ⊆ G. Если H = R, то среди
чисел h′u(c) при u ∈ B может быть наибольшее. Его называют
градиентом функции h в точке c и обозначают символом ∇hc:

∇hc = max
{
h′u(c) : u ∈ B}.

В частности, если G = Rn и h непрерывно дифференцируема, то
вследствие компактности сферы B ⊆ Rn, непрерывности диффе-
ренциала dhc и равенства h′u(c) = (h ◦ γ)′(0) = dhc(u) градиент
∇hc функции h в точке c существует. Каждый вектор u ∈ B, для
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которого h′u(c) = ∇hc > 0, указывает направление наибольшего
роста функции h в точке c.

10. Вернемся к схеме п. 8 и рассмотрим окрестность A ×
B ⊆ X × Y точки (a, b) гладкой поверхности S в X × Y , кусок
L = S ∩ A × B которой определяется уравнением g(x, y) = 0.
Используя понятие производной по направлению, можно иначе
сформулировать следствие из п. 8. Возьмем дифференцируемую
функцию ϕ : X × Y → R.

Следствие. Если ϕ имеет в (a, b) условный локальный ми-
нимум на гладкой S, то

ϕ′
(x−a)(y−b)(a, b) = 0 ((x, y) ∈ TS(a, b)).

� Это предложение эквивалентно следствию п. 8, так как
ϕ′

(x−a)(y−b)(a, b) = dϕ(a, b)(x− a)(y − b) для (x, y) ∈ X × Y . �
В частности, это следствие утверждает, что если функция ϕ

имеет в точке (0, 0) условный локальный минимум на гладкой
поверхности S, то ее производная ϕ′

(x,y)(0, 0) равна нулю по каж-
дому направлению (x, y) в касательной плоскости TS(0, 0).

В общем случае следствие утверждает, что производная
ϕ′

(x−a)(y−b)(a, b) равна нулю по каждому направлению (x−a, y−b)
в плоскости C = TS(a, b)−(a, b). Если существует градиент функ-
ции ϕ в точке (a, b) на плоскости C, то следствие утверждает, что
он равен нулю: ∇ϕ(a, b) = 0.

Замечание. Вместо ∇hc часто пишут gradh(c). Пусть S =
{u : ‖u‖ = 1} ⊆ Rn, h′(c) =

(
h′1(c), . . . , h′n(c)

)
, u = (u1, . . . , un)t:

gradh(c) = ∇hc =
(
h′(c)

)t. Так как h′(c) ·u =
∑
h′j(c)uj, то, когда

h′(c) �= 0 и ‖u‖ = 1, наибольшее значение получается при

uj = ‖h′(c)‖−1h′j(c) (j = 1, . . . , n).

Сравнение определений градиента и касательной плоскости
показывает, что градиент ∇g(a, b) ортогонален касательной
TS(a, b) к задаваемой уравнением g(x, y) = 0 поверхности S. Он
определяет нормаль к S в точке (a, b). Из определений следует,
что

h′u(c) = (h ◦ γ)′(0) = lim
t→0,t �=0

[h(c+ tu)− h(c)].
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Частные производные h′j(c) получаются при u = ej для стандарт-
ной базы пространства Rn. Использование координатных функ-
ций и координатных направлений позволяет вычислять частные
производные для функций с областями в Rn и рангами в Rm как
пределы.

Существование градиента ∇hx для каждых точки x и диф-
ференцируемой функции h в случае G = Rn позволяют рассма-
тривать оператор ∇ : (h, x) → ∇hx. Он называется оператором
Гамильтона и часто записывается равенством ∇ = (∂1, . . . , ∂n).

3.2.9. Гладкие кривые

Гладкой кривой здесь называется каждая гладкая векторная
функция вещественной переменной.

1. Рассмотрим банахово пространство (E, ‖ ‖), открытый ин-
тервал I ⊆ R, содержащий отрезок –

X = [ā, b̄], и отрезок [a, b],
содержащийся в открытом интервале X = ]ā, b̄[ ([a, b] ⊂ X ⊂–
X ⊂ I). Сужение y : –

X → E на отрезок
–
X непрерывно диффе-

ренцируемой функции y : I → E называется гладкой кривой в E,
определенной на отрезке

–
X. Включения [a, b] ⊂ [ā, b̄] ⊂ I позво-

ляют рассматривать производные функции y в крайних точках
a, b, ā, b̄.

Гладкие кривые в E, определенные на –
X , образуют векторное

пространство H . Равенство

‖y‖ = sup ‖y(x)‖+ sup ‖y′(x)‖ (x ∈ –
X)

определяет норму ‖ ‖ для H . Существование граней обеспечи-
вается компактностью

–
X и непрерывностью y, y′. Сходимость

y → c в H при такой норме эквивалентна равномерной сходимо-
сти y(x) → c(x) и y′(x) → c′(x) в E (x ∈ –

X). Поэтому простран-
ство (H, ‖ ‖) банахово.

Упражнение. Доказать сформулированные утверждения.

2. Рассмотрим открытые множества A ⊆ E, B ⊆ E и множе-
ство

Y = {y | y(x) ∈ A, y′(x) ∈ B (x ∈ –
X)} ⊆ H.

Лемма. Множество Y открыто.
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� Пусть c ∈ Y , U = c( –
X) ⊆ A, V = c′( –

X) ⊆ B. Так как
отрезок

–
X компактен, а функции c и c′ непрерывны, то множе-

ства U и V компактны. Поэтому существует число δ > 0 такое,
что при каждом x ∈ –

X замкнутые шары
–
B(c(x), δ) и –

B(c′(x), δ)
содержатся соответственно в A и B. Возьмем замкнутый шар–
B(c, δ) ⊆ H и точку y ∈ –

B(c, δ). Так как

‖y(x)−c(x)‖ ≤ ‖y−c‖ ≤ δ, ‖y′(x)−c′(x)‖ ≤ ‖y′−c′‖ ≤ δ (x ∈ –
X),

то y(x) ∈ A, y′(x) ∈ B (x ∈ –
X). Значит, y ∈ Y и

–
B(c, δ)⊆ Y . �

Рассмотрим гладкую функцию f : X × A × B → R, функцию
g : X × Y → R×E×E со значениями g(x, y) = (x, y(x), y′(x)) и их
композицию f ◦ g = h : X × Y → R со значениями

h(x, y) = f(x, y(x), y′(x)) (x ∈ X, y ∈ Y ).

Так как f и g непрерывны, то композиция f ◦ g = h непрерывна.
Вместе с h непрерывна каждая частная функция h(·, y) : X → R
(y ∈ Y ). Поэтому для h(·, y) определен интеграл Римана на [a, b].

Упражнение. Доказать непрерывность g и интегрируемость h(·, y)
на [a, b].

Гладкие функция f и кривая y определяют вещественное
число

ϕ(y) =

b∫
a

f(x, y(x), y′(x)) dx. (1)

Функционал ϕ : Y → R c такими значениями определен на откры-
том множестве банахова пространства H и поэтому к ϕ приме-
нимо сказанное в п. 3.2.8 o поискe локальных минимумов и мак-
симумов.

3. Для формулировки необходимых условий существования
минимума или максимума функционала ϕ на данной кривой y ∈ Y
нужен его дифференциал dϕy = ϕ′(y) ∈ B(Y,R). (Для упрощения
записей будем дифференциалы отождествлять с производными.)

Векторное пространство C = C[a, b] сужений на [a, b] непре-
рывных функций u : X → R с нормой ‖u‖ = sup |u(x)| (x ∈ [a, b])
есть банахово пространство. Функционал ψ : C → R со значе-
ниями

ψ(u) =

b∫
a

u(x) dx (u ∈ C)
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линеен и |ψ(u)| ≤ (b− a)‖u‖. Значит, ψ гладкий.
Упражнение. Доказать эти утверждения.

Заметим, что g(x, y) = (x, δx(y), dx(y)), где δx, dx : Y → E —
непрерывные линейные отображения со значениями δx(y) = y(x),
dx(y) = y′(x) ∈ E при каждом x ∈ X . Поэтому g′2(x, y) = (0, δx, dx)
в каждой точке y ∈ Y :

g′2(x, y) · z = (0, δx, dx) · z = (0, z(x), z′(x)) (z ∈ Y ).

Как всякая постоянная, дифференциал g′2(x, ·) непрерывен. Те-
перь легко вычислить дифференциал функционала ϕ.

Предложение. Функционал ϕ непрерывно дифференцируем
и для каждых y ∈ Y , z ∈ Y верно равенство

ϕ′(y)z =

b∫
a

[
f ′2(x, y(x), y′(x)) ·z(x)+f ′3(x, y(x), y′(x)) ·z′(x)

]
dx. (2)

� Из определений следует, что ϕ(y) = ψ(f(g(·, y))) (y ∈ Y ).
Применяя правило дифференцирования сложной функции и ис-
пользуя равенства для дифференциалов ψ′(u), g′2(x, y), получаем

ϕ′(y)z = ψ
(
f ′(g(·, y)g′2(·, y)z

)
= ψ
(
f ′1(g(·, y)) · 0 + f ′2(g(·, y)) · z + f ′3(g(·, y)) · z′). (3)

Непрерывность ϕ′ следует из непрерывности функции g, диф-
ференциалов функции f и функционала ψ. �

3.2.10. Простейшая вариационная задача

Формулируются необходимые условия для локального мини-
мума специального функционала ϕ из 3.2.9.

1. Используем определения и обозначения 3.2.9. Рассмотрим
подпространство H0 = {y ∈ H : y(a) = y(b) = 0} пространства H
гладких кривых и множество Y0 = Y ∩H0. Ясно, что H0 замкнуто
в H . Поэтому (H0, ‖ ‖) является банаховым пространством. Мно-
жество Y0 открыто в нем, а сужение ϕ0 : Y0 → R функционала
ϕ : Y → R есть непрерывно дифференцируемый функционал. Его



3.2.10. Простейшая вариационная задача 279

значения определены равенством (1), а значения его дифферен-
циала — равенствами (2) и (3) в 3.2.9.

Для каждой кривой y ∈ Y0 рассмотрим функции p, q со зна-
чениями

p(x) = f ′2(x, y(x), y′(x)), q(x) = f ′3(x, y(x), y′(x)) (x ∈ X).

Назовем кривую y ∈ Y0 экстремалью, если для всех z ∈ Y0

b∫
a

[p(x) · z(x) + q(x) · z′(x)] dx = 0. (1)

2. Возьмем непрерывную функцию r : X → B(E,R) и глад-
кую кривую z ∈ Y0. Функция s = r · z : X → R со значениями
s(x) = r(x) · z(x) (x ∈ X) непрерывна и поэтому интегрируема на
отрезке [a, b]⊂ X .

Лемма. Если
b∫
a

r(x) · z(x) dx = 0 для каждой кривой z ∈ Y0,

то r(x) = 0 (x ∈ [a, b]).
� Пусть r(u) �= 0 для некоторого u ∈ ]a, b[. Тогда r(u) · v > 0

для некоторого v ∈ E. Так как функция r непрерывна, то r(u)·v>0
при x ∈ [u−δ, u+δ] ⊂ ]a, b[ для некоторого δ > 0. Возьмем гладкую
γ : X → R со значениями γ(x) > 0 (x ∈ [u − δ, u + δ]), γ(x) = 0
(x /∈ [u − δ, u+ δ]) и определяемую ею гладкую кривую c ∈ Y0 со
значениями c(x) = γ(x)v (x ∈ X). Заметим, что r(x) · c(x) = r(x) ·
γ(x)v = r(x)γ(x) · v = 0 (x ∈ X) и r(x) · c(x) > 0 (x ∈ [u− δ, u+ δ]).

Следовательно,
b∫
a

r(x) · c(x) dx ≥
u+δ∫
u−δ

r(x) · c(x) dx ≥ αδ > 0, где

α = min{r(x) · c(x) : x ∈ [u − δ/2, u+ δ/2]} > 0. Полученные для
интегралов неравенства противоречат условию леммы. �

3. Предположим дополнительно, что функция q гладкая.

Лемма. Кривая y ∈ Y0 является экстремалью ессли для нее
верно уравнение Эйлера

q′(x) = p(x) (x ∈ [a, b]). (2)
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� 1) Если для кривой y ∈ Y0 верно уравнение (2), то по
правилу дифференцирования произведения получаем при z ∈ Y0,
x ∈ X

(qz)′(x) = q′(x) · z(x) + q(x) · z′(x) = p(x) · z(x) + q(x) · z′(x).

Так как z(a) = z(b) = 0, то
b∫
a

(qz)′(x) dx = q(b) ·z(b)−q(a) ·z(a) = 0.

Следовательно, верно (1) и кривая y является экстремалью.
2) Если кривая y ∈ Y0 является экстремалью, то для каждой

z ∈ Y0 верны равенства

b∫
a

(p(x)− q′(x))z(x) dx+ q(b)z(b)− q(a)z(a)

=

b∫
a

[p(x)z(x)− q′(x)z(x) + q′(x)z(x) + q(x)z′(x)] dx,

b∫
a

(p(x)− q′(x))z(x) dx=

b∫
a

[p(x)z(x) + q(x)z′(x)] dx = 0.

По лемме п. 2 отсюда следует, что p(x) − q′(x) = 0 (x ∈ [a, b]).
Значит, для кривой y верно уравнение Эйлера (2). �

Предложение. Если функционал ϕ0 имеет на кривой
y ∈ Y0 локальный минимум или максимум, то для y верно урав-
нение Эйлера.

� Если ϕ0 имеет на y ∈ Y0 локальный минимум или макси-
мум, то ϕ′

0(y) · z = 0 (z ∈ Y0) и по предложению п. 3.2.9,3 кри-
вая y является экстремалью. Остается применить доказанную
лемму. �

4. Рассмотрим простой пример уравнения Эйлера.
Пусть E = R, [a, b]=[0, 1], f(x, u, v)=v2−π2u2 (x, u, v ∈ R). То-

гда ϕ(y) =
1∫
0

[(y′(x))2−π2(y(x))2] dx для каждой гладкой функции

y : X → R на открытом интервалe X ⊆ R, X ⊃ [0, 1] и удовлетво-
ряющей условию y(0) = y(1) = 0.
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В этом случае p(x) = −2π2y(x), q(x) = 2y′(x) и уравнение
Эйлера эквивалентно y′′(x) + π2y(x) = 0. Решениями являются
функции y(x) = a cos(πx) + b sin(πx).

Так как y(0) = 0, то a = 0 и экстремалями служат кривые
y(x) = b sin(πx). Функционал ϕ на этих кривых равен нулю.

Упражнение. Исследовать локальные минимумы и максимумы функ-
ционала ϕ.

5. В п. 3 предположение о дифференцируемости q сделано
для упрощения рассуждений. Лемму об экстремалях можно дока-
зать, не предполагая заранее дифференцируемость q. Доказатель-
ство есть в § 1.4 книги [1]. В главе 2 там излагаются элементы
дифференциального исчисления в нормированных пространствах.
Применению общей теории к простейшей вариационной задаче
посвящен заключительный § 4.4 книги [1]. Там доказываются раз-
личные достаточные условия экстремума функционала ϕ.

3.3. Интеграл

Абстрактный интеграл обобщает понятия площади, объема,
центра масс, среднего значения. Он определяется как некото-
рый функционал или оператор на пространстве интегрируемых
функций. Варианты общей теории интеграла описаны в кни-
гах А. Н. Колмогорова и С. В. Фомина [45], П. Халмоша [108],
Н. Бурбаки [15], Г. Федерера [105], М. Лоэва [58], И. Е. Сигала
и Р. А. Кюнце [146]. Излагаемая здесь модель подробно описана
в выпусках лекций Л. Я. Савельева [82]. Основные определения
введены в заметках [86, 92] и статье [87].

3.3.1. Меры

Мерами называются аддитивные функции. Они составляют
фундамент, на котором строится понятие интеграла.

1. Рассмотрим векторные пространства (K, E) и (L, F ) с ас-
социативными, коммутативными, имеющими общую единицу 1
скалярными кольцами. Предполагается, что K есть подкольцо
кольца L.

Выберем непустой наследственный класс B линейно свобод-
ных множеств B ⊆ E. Наследственность B означает, что вме-
сте с множеством B класс B содержит все его части: B ∈ B ⇒
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P(B) ⊆ B. НазовемB базовым классом или мультибазой, а мно-
жества B ∈ B — базовыми множествами или просто базами.

Выберем также множество C ⊆ E такое, что для каждого
конечного X ⊆ C существует база B ⊆ C, аддитивная оболочка
A(B) которой содержит X . Это значит, что каждый вектор из X
равен сумме некоторых векторов из B: по определению A(B) со-
стоит из всех конечных сумм элементов B. Назовем множество C
спектральным по B.

Возьмем отображение m : C → F , аддитивное на каждой ко-
нечной базе B ⊆ C, сумма векторов которой принадлежит C.
Назовем m мерой. Тройку (C,B, m) будем называть простран-
ством с мерой.

Пусть (K, E) =
∑

(K, Ei) — прямая сумма векторных про-
странств (K, Ei) ⊆ (K, E), (Ci,Bi, mi) — семейство пространств
с мерами, C = ∪Ci, B — класс всех объединений B = ∪Bi
множеств Bi ∈ Bi, pi : E → Ei — прямой проектор E на Ei,
m =

∑
mipi : C → F .

Лемма. Класс B — базовый, множество C — спектраль-
ное, отображение m — мера.

� 1) Пусть B ∈ B, B = ∪Bi, Bi ∈ Bi, X ⊆ B. Тогда
Xi = XBi ∈ Bi и X = ∪Xi ∈B. Класс B не пуст вместе с Bi.

2) Пусть X ∈ K (C), X = ∪Xi, Xi ∈ K (Ci). Тогда Xi ⊆
A(Bi) для некоторого Bi ∈ Bi и X ⊆ A(B), B = ∪Bi ∈ B.

3) Пусть B ∈ B, B ∈ K (C),
∑
b ∈ C (b ∈ B). Тогда

m (
∑
b) =

∑
i

mipi (
∑
b) =

∑
i

mi (
∑
pib) =

∑
i

∑
mi(pib) =∑∑

i

mipi(b) =
∑
m(b). �

Пространство (C,B, m) =
∑

(Ci,Bi, mi) называется прямой
суммой пространств (Ci,Bi, mi), а мера m — прямой суммой
мер mi.

2. Рассмотрим: поле P, кольцо F = F (N, P) всех после-
довательностей элементов P, его подкольцо A , идеал I в A ,
фактор-кольцо K = A /I , множество U , кольцо E = F (U,K)
всех функций x : U → K, алгебру (K, E). Векторами алгебры
(K, E) являются скалярные функции x, а скалярами — фактор-
множества последовательностей элементов поля P.

Обозначим через P множество всех индикаторов, определен-
ных на U . Будем отождествлять множества в U с их индикато-
рами: P(U) = P ⊆ E. Ортогональность индикаторов означает
дизъюнктность соответствующих множеств.
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Семейства попарно ортогональных векторов будем называть
ортосемействами. Порядок для множеств определяет порядок
для индикаторов. Говорят, что множество Q индикаторов обра-
зует полукольцо, если:

(1) 0 ∈ Q, (2) xy ∈ Q (x, y ∈ Q), (3) y − x =
∑

zk

для некоторого конечного ортосемейства векторов zk ∈ Q
(x, y ∈ Q, x ≤ y). Термин принят в теории множеств. Так
как x ≤ y ⇔ xy = x и zjzk = 0 (j �= k), то 0 = x − x =
x(y − x) =

∑
xzk, xzj = 0 и поэтому условие (3) эквивалентно

равенству y = x+
∑
zk, xzj = zjzk = 0 (j �= k). Оно означает, что

каждый индикатор y ∈ Q, больший индикатора x ∈ Q, равен
сумме некоторых попарно ортогональных индикаторов из Q, од-
ним из которых является x. При этом возможно, что y − x /∈ Q.

Возьмем: класс B = R всех линейно свободных ортомно-
жеств в E, полукольцо C = Q индикаторов множеств в U , вектор-
ное пространство (K, F ) и ортоаддитивную функцию m : Q → F .
Ортоаддитивность m означает, что m (

∑
b) =

∑
m(b) (b ∈ B)

для каждой базы B ⊆ Q такой, что
∑
b ∈ Q. Если поле P бес-

конечно, то для конечного семейства индикаторов xi ∈ P верно∑
xi ∈ P ессли xi ⊥ xj (i �= j). В этом случае ортоаддитивность

функции m эквивалентна обычной аддитивности. В дальнейшем,
как правило, рассматриваются бесконечные поля. Если в сме-
шанном произведении вектора на скаляр нет делителей нуля, то
ортомножество линейно свободно ессли ему не принадлежит ну-
левой вектор:∑

αixi = 0 ⇒ αix
2
i = αixi = 0 ⇒ αi = 0 (αi ∈ K, xi ∈ P ),

если xixj = 0 при i �= j и xi �= 0.
Часто бывает полезен алгоритм ортогонализации последова-

тельности индикаторов. Рассмотрим последовательность инди-
каторов xi ∈ Q и определяемую ею последовательность индика-
торов yj = xj − (Vi<jxi)xj ∈ P .

Лемма. Для всех номеров j, k, n верны соотношения

yj ≤ xj , yj ⊥ yk (j �= k),
∑
j≤n

yj = Vj≤nxj .
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� Неравенство yj ≤ xj следует из определений.
По определению, y1 = x1, y2 = x2 − x1x2 и y1y2 =x1x2 −

x1x2 = 0. Пусть yj ⊥ yk (j, k < n, j �= k),
∑
i<n

yi = Vi<nxi. Тогда

yjyn = yj

(
xn −

( ∑
i<n

yi

)
xn

)
= yjxn − yjxn = 0 (j < n). Откуда

благодаря предположению yj ⊥ yk (j, k ≤ n, j �= k). Поэтому∑
j≤n

yj =
∑
j<n

yj +yn =
( ∨
i<n

xi

)
+xn−

( ∨
i<n

xi

)
xn =

( ∨
i<n

xi

)
∨xn =∨

j≤n
xj . По принципу индукции отсюда следуют доказываемые

соотношения. �
Замечание. Лемму об ортогонализации можно применять

и к конечным последовательностям xi ∈ Q (1 ≤ i ≤ n), полагая
xj = 0 (j > n).

Следующее предложение обобщает условие (3) определения
полукольца.

Предложение. Для каждых индикатора y ∈ Q и ортосе-
мейства индикаторов ui ∈ Q, ui ≤ y (1 ≤ i ≤ m), существует
ортосемейство индикаторов vj ∈ Q (1 ≤ j ≤ n) такое, что
ui ⊥ vj и y =

∑
ui +

∑
vj .

� Если m = 1, то доказываемое утверждение эквивалентно
условию (3) определения полукольца.

Предположим, что предложение верно для m = l, и докажем,
что тогда оно верно для m = l + 1. Это следует из

y − ∑
i≤l+1

ui =
(
y − ∑

i≤l
ui

)
− ul+1 =

∑
j≤n

(vj − vjul+1) =
∑
j≤n

∑
k

vjk,

(vj − vjul+1) =
∑
k

vjk, где ui ⊥ vjk, vjk ⊥ vpq (j �= p или k �= q).

В этих равенствах, кроме определения полукольца и предположе-
ния, использованы соотношения yul+1 = ul+1, uiul+1 = 0 (i ≤ l),
ul+1 =

(
y − ∑

i≤l
ui

)
ul+1 =

∑
j≤n

vjul+1. Ортогональность ui ⊥ vjk

следует из ui ⊥ vj и vjk ≤ vj : uivjk = ui(vjvjk) = (uivj)vjk = 0.
Точно так же vjk ⊥ vpq следует из vj ⊥ vp при j �= p и vjk ≤ vj ,
vpq ≤ vp. Предложение верно для любого m ≥ 1. �

Основной результат п. 2 формулирует

Теорема. Полукольцо индикаторов Q является спектраль-
ным множеством по ортогональной мультибазе R.
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� Рассмотрим множество индикаторов xi ∈ Q (1 ≤ i ≤ m).
Еслиm = 1, то теорема верна: множествоX = {x1} само является
нужной базой.

Предположим, что теорема верна для m = l, и докажем, что
тогда она верна для m = l + 1. Пусть xi =

∑
j

αijbj (1 ≤ i ≤ l)

при некоторых коэффициентах αij ∈ {0, 1} для индикаторов
bj ∈ Q из ортомножества B: X = {x1, . . . , xl} ⊆ A(B). По-
ложим cj = bjxl+1. Из определения полукольца следует, что
cj ∈ Q и bj = cj +

∑
s
zjs для индикаторов zjs ∈ Q из ортомно-

жеств Bj . Так как bj ⊥ bk и cj ≤ bj , ck ≤ bk, то cj ⊥ ck (j �= k).
По той же причине cj ⊥ zkt, zjs ⊥ zkt (j �= k). Кроме того,
cj ⊥ zjs. Таким образом, индикаторы cj , zjs попарно ортого-
нальны и xi =

∑
j

αijcj +
∑
js

αijzjs (1 ≤ i ≤ l). Вместе с тем

по доказанному предложению xl+1 =
∑
j

cj +
∑
p
zp для некоторых

zp ∈ Q таких, что cj ⊥ zp и zp ⊥ zq (p �= q). Так как zp ≤ xl+1

и zjs ≤ bj−cj = bj(1−xl+1) ≤ 1−xl+1, то zp ⊥ zjs. Значит, множе-
ство

–
B = {cj, zjs, zp} принадлежит ортогональной мультибазе R

и множество
–
X = {x1, . . . , xl, xl+1} содержится в аддитивной обо-

лочке A( –
B) множества –

B.
По принципу индукции из сказанного следует, что теорема

верна для любого m ≥ 1. �

Следствие. Ортогональная мультибаза R, полукольцо ин-
дикаторов Q и ортоаддитивная функция m : Q→ F составляют
пространство с мерой (Q,R, m).

Замечание. Формальные сложности, связанные с аддитив-
ностью меры, объясняются тем, что суммы элементов полукольца
индикаторов могут ему не принадлежать.

Пример. Пусть P = R, F = F (N,R); A = R — поле постоянных ве-
щественных последовательностей, отождествленных со своими значениями;
I = {0}, K = A /I = R; U = R, E = F (R,R) — алгебра вещественных
функций вещественной переменной; P(R) = P — класс всех частей веще-
ственной прямой, отождествленных со своими индикаторами; F = R.

Легко убедиться в том, что множество S индикаторов ограниченных
интервалов в R образует полукольцо. По определению, число l(x) =β−α

является длиной интервала x с началом α и концом β. Как нетрудно про-
верить, l : S → R есть мера. Пространство (S,R, l) является прототипом
общего пространства с мерой.
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Выбирая подходящим образом поле P, кольцо A , идеал I
и группу F , можно получить меры с вещественными, нестандарт-
ными, p-адическими, векторными и операторными значениями,
определенные на классах множеств.

3. Рассмотрим векторные пространства (K, E) и (L, F ), опи-
санные в п. 1, и некоторое множество S линейно независимых
векторов из E. Класс B = K (S) всех конечных частей множе-
ства S является мультибазой в E.

Пример. Можно взять в качестве множества S базу Хамеля для E.

Объединение A = A(S) = ∪A(B) (B ∈ K (S)) назовем ад-
дитивной оболочкой множества S. Она содержится в линейной
оболочке L = L(S) = ∪L(B) (B ∈ K (S)) множества S.

Лемма. Аддитивная оболочка A = A(S) есть спектральное
множество по K (S).

� Пусть X = {xi : 1 ≤ i ≤ m} ⊆ A. Тогда xi ∈ A(Bi) для
некоторого Bi ∈ B и поэтому X ⊆ A(B) для B = ∪Bi ∈ K (S). �

Сужение m = T |A на A линейного оператора T : L → F яв-
ляется мерой: аддитивность m на B ∈ K (S) следует из линейно-
сти T . КлассB = K (S), множество A = A(S) и сужениеm = T |A
составляют пространство с мерой (A(S),K (S), T |A).

Замечание. Если T ∈ L (E, F ), то сужение m = T |A яв-
ляется мерой на A = A(S) для любого линейно свободного мно-
жества S ⊆ E. Каждый линейный оператор порождает некоторое
семейство мер. Интегрирование связано с обратным процессом:
порождением семейством мер некоторого линейного оператора.

Рассмотрим поле K = C, комплексное гильбертово простран-
ство H и алгебру E = L (H) ограниченных линейных опера-
торов x : H → H . Отождествление каждого подпространства
X ⊆ H с эрмитовым проектором p : H → X позволяет отожде-
ствить класс P = P(H) подпространств пространства H с мно-
жеством P = P (H) ⊆ E эрмитовых проекторов на эти под-
пространства. Для эрмитовых проекторов определено отноше-
ние ортогональности: p ⊥ q ⇔ pq = qp = 0. Ортогональ-
ность ненулевых проекторов влечет их линейную независимость:∑
αipi = 0 ⇒ αjpj = (

∑
αipi) pj = 0 ⇒ αj = 0. Поэтому класс R

всех ортомножеств B ⊆ P из ненулевых проекторов — базовый.
Назовем R ортогональной проекторной мультибазой.

Возьмем некоторое ортомножество R ∈ R, составленное из
проекторов конечного ранга, и его аддитивную оболочку A =
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A(R) = ∪A(B) (B ∈ K (R)). Она является спектральным мно-
жеством по B = K (R) и тем более по R. Размерность d(p) =
dim p(H) образа p(H) проектора p ∈ R определяет меру d : A→ R.
Класс K (R), множество A(R) и мера d составляют пространство
с мерой (A(R),K (R), d).

Замечание. Индикаторы и проекторы объединяет их идем-
потентность. Можно рассматривать общую модель с алгеброй E
и множеством P ее идемпотентов. Если для E определена ин-
волюция, то можно взять эрмитовы идемпотенты. В этой книге
такая общая модель рассматриваться не будет. Все сказанное
в п. 3 только поясняет данное общее определение пространства
с мерой. Теория будет излагаться главным образом для числовых
мер на классах множеств.

4. При данных в п. 1 определениях спектральная аддитив-
ность меры m : C → F эквивалентна ее линейности. Обычно
линейные операторы определяются на подпространствах рассма-
триваемого пространства. Спектральное множество C, на кото-
ром определена мера m, может не быть подпространством про-
странства E.

Лемма. Мера является линейным отображением.
� Линейность меры m : C → F означает, что

m(αx+ βy) = αm(x) + βm(y) (α, β ∈ K; x, y, αx+ βy = z ∈ C).

Так как K ⊆ L, то αm(x), βm(y) ∈ F . Пусть

x =
∑

ξ(e)e, y =
∑

η(e)e, z =
∑

ξ(e)e (e ∈ B)

для некоторых базы B ⊆ C и финитных индикаторов ξ, η, ζ :
B → K. Тогда αξ(e) + βη(e) = ζ(e), и так как ζ(e) ∈ {0, 1} ⊆ K
и m аддитивна на B, то

m(z) =
∑

ζ(e)m(e) =
∑

(αξ(e) + βη(e))m(e)

= α
∑

ξ(e)m(e) + β
∑

η(e)m(e) = αm(x) + βm(y).

Значит, мера m линейна в своей области C. �
Линейность меры позволяет продолжить ее на линейную обо-

лочку S = L(C). Эта оболочка состоит из линейных комбинаций
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u =
∑
α(x)x (x ∈ C) с финитными α : C → K. Назовем векторы

u ∈ S простыми. Равенство

l(u) =
{∑

α(x)m(x) : u =
∑

α(x)x
}

определяет соответствие l : S → F . Назовем l простым интегра-
лом или интегральной суммой, или простым средним по мере m.

Теорема. Простой интеграл l является единственным ли-
нейным отображением S в F , продолжающим меру m.

� 1) Соответствие l однозначно. В самом деле, равенство∑
α(x)x =

∑
β(x)x (x ∈ C) для финитных α, β : C → K эквива-

лентно равенству
∑
γ(x)x = 0 для α(x) − β(x) = γ(x) (x ∈ C).

А равенство
∑
α(x)m(x) =

∑
β(x)m(x) — равенству

∑
γ(x)m(x)

= 0. Поэтому соответствие l однозначно, если из
∑
γ(x)x = 0

следует
∑
γ(x)m(x) = 0. Рассмотрим конечное множество X =

{x : γ(x) �= 0} ⊆ C и базу B ⊆ C, аддитивная оболочка которой
содержит X . Пусть x =

∑
ξ(x, e)e (e ∈ B) для каждого x ∈ X

и некоторого финитного индикатора ξ(x, ·) : B → K. Тогда благо-
даря линейной независимости базовых векторов e ∈ B из равенств

0 =
∑
x

γ(x)x =
∑
x

γ(x)
(∑

e

ξ(x, e)e
)

=
∑
e

(∑
x

γ(x)ξ(x, e)
)
e

следуют равенства σ(e) =
∑
x
γ(x)ξ(x, e) = 0 (e ∈ B). Откуда, так

как мера m линейна на C,∑
x

γ(x)m(x) =
∑
x

γ(x)
∑
e

ξ(x, e)m(e) =
∑
e

σ(e)m(e) = 0.

2) Отображение l линейно. В самом деле, пусть α, β ∈ K
и u =

∑
α(x)x, v =

∑
β(x)x ∈ S для финитных семейств ска-

ляров α(x), β(x) ∈ K (x ∈ C). Тогда αu + βv =
∑

(αα(x) +
ββ(x))x и, вследствие однозначности l, l(αu + βv) =

∑
(αα(x) +

ββ(x))m(x) = α
∑
α(x)m(x) + β

∑
β(x)m(x) = αl(u) + βl(v).

3) Отображение l продолжает меру m. Это сразу следует
из определений и однозначности l: так как u = 1 · u (u ∈ S)
и по условию скалярные кольца K,�L имеют общую единицу 1, то
l(u) = 1 ·m(u) = m(u).

4) Если линейный оператор n : S → F продолжает меру m,
то n = l. В самом деле, n(u) =

∑
α(x)n(x) =

∑
α(x)m(x) = l(u)

для каждого u =
∑
α(x)x ∈ S (x ∈ C). �
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Замечание. Теорема о простом интеграле является моди-
фикацией общего принципа линейного продолжения [12, гл. II,
§ 2.1].

Рассмотрим прямую сумму (C,B, m) пространств с мерой
(Ci,Bi, mi), описанную в п. 1. Пусть Si = L(Ci), li : Si → F —
простой интеграл по мере mi, S =

∑
Si — прямая сумма про-

странств Si. Отображение l =
∑
lipi : S → F называется прямой

суммой линейных операторов li. Из доказанной теоремы и об-
щих правил действий с линейными операторами [12, гл. II, § 2.4]
вытекает

Следствие. Простой интеграл по прямой сумме мер равен
прямой сумме простых интегралов по ним.

Упражнение. Дать подробное доказательство.

5. Непрерывное продолжение интегральной суммы до инте-
грала — самый трудный шаг при его определении. Трудность
заключается в выборе подходящих условий для меры, обеспечи-
вающих такое продолжение. Здесь этот шаг будет описан только
схематически.

Предположим, что скалярные кольца K, L являются полями
и для K, L, E, F определены топологии, при которых операции
со скалярами и векторами непрерывны. В топологических век-
торных пространствах (K, E) и (L, F ) замыкание подпространств
вследствие непрерывности переносов являются подпространства-
ми. Непрерывность линейного оператора эквивалентна его не-
прерывности в точке нуль. Это позволяет сформулировать сле-
дующий общий критерий непрерывности интегральной суммы.

Лемма. Интегральная сумма l непрерывна ессли для каж-
дой окрестности V точки 0 ∈ F существует окрестность U
точки 0 ∈ E такая, что

∑
α(e)m(e) ∈ V при

∑
α(e)e ∈ U (e ∈ B,

B ∈ B, B ⊆ C).

Этот критерий дает возможность в некоторых случаях выде-
лять меры, простые интегралы по которым непрерывны. Вместо
топологий для пространств E и F можно рассматривать топо-
логии для некоторых их подпространств, содержащих соответ-
ственно S и l(S).

Непрерывность линейных операторов в топологических век-
торных пространствах равномерна. При некоторых предположе-
ниях равномерно непрерывное отображение можно продолжать



290 3.3. Интеграл

на замыкание области определения. Предположим дополнитель-
но, что пространство F отделимое и полное. Это влечет его ре-
гулярность и обеспечивает существование и единственность не-
прерывного продолжения l̄ : –

S → F непрерывной интегральной
суммы l : S → F на замыкание

–
S ее области определения S. Зна-

чения l̄ определяются равенством l̄(ū) = lim l(u) (u → ū, u ∈ S).
Оператор l̄ линеен вместе с l.

Теорема. Если выполнены условия леммы, то при сделан-
ных дополнительных предположениях существует единственное
непрерывное отображение l̄ : –

S → F , продолжающее интеграль-
ную сумму l : S → F .

Назовем векторы из
–
S регулярно интегрируемыми, а опера-

тор l̄ — регулярным интегралом по мере m. Это название позво-
ляет отличать l̄ от других продолжений интегральной суммы l.

Замечание. В [83–92] описаны некоторые конкретизации
схемы непрерывного продолжения меры до интеграла. В [146]
рассматривается интеграл, определяемый как след линейного
оператора в гильбертовом пространстве. Для непрерывного про-
должения используется специальная норма.

В статье [87] определяются неаддитивные внешние меры,
у которых суммы в определенном смысле достаточно малых эле-
ментов имеют произвольно малые значения. Внешние меры опре-
деляются на булевых алгебрах и принимают значения в равномер-
ных пространствах. Выделяются жордановы и лебеговы внеш-
ние меры, непрерывные при соответствующих топологиях. Вы-
водятся следствия для мер с абстрактными значениями. Логично
было бы исследовать непрерывные продолжения внешних мер на
подходящие пространства функций в качестве нелинейных ин-
тегралов (таких, как верхний и нижний интегралы в числовом
случае; см. [105, гл. 2]).

3.3.2. Классическое определение интеграла

Здесь интегрируются числовые функции по числовым мерам.
Интегралом называется предел интегральных сумм. Это соответ-
ствует классическому определению.

1. Рассмотрим пространство с мерой (Q,B, μ) — частный
случай пространства (Q,B, m), описанного в 3.3.1,2. Здесь B —
ортогональная мультибаза, Q — полукольцо частей множества U ,
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отождествленное с полукольцом Q их индикаторов, а мера
μ : Q → K — числовая (вещественная или комплексная), удо-
влетворяющая некоторым условиям непрерывности (K ∈ {R,C}).
Алгебра F = F (U,L) состоит из числовых функций на U
(L ∈ {R,C}). Будем предполагать, что K ⊆ L. Возможное разли-
чие полей K и L создает некоторые неудобства, но при K = L = C
во многих рассуждениях приходится выделять R ⊆ C, а при
K = L = R — переносить результаты на комплексный случай.

Будем называть множества из Q и их индикаторы из Q основ-
ными, а функции из линейной оболочки S = L(Q) множества Q
в алгебреF — простыми. Множества, имеющие простые индика-
торы, тоже будем называть простыми. Таким образом, простыми
множествами являются суммы дизъюнктных основных множеств,
а простыми функциями — линейные комбинации простых индика-
торов. Отождествление множеств с их индикаторами позволяет
сказать, что простые функции являются линейными комбинаци-
ями простых множеств: Q ⊆ F , S = L(Q).

Пример. Если Q — полукольцо интервалов в R, то простыми множе-
ствами являются объединения конечных семейств дизъюнктных интервалов,
а простыми функциями — ступенчатые функции.

Равенства f =
∑
ajXj =

∑
bkYk для простой функции f ∈ S

возможны при различных семействах чисел aj , bk ∈ L и основ-
ных множеств Xj , Yk ∈ Q. Среди представлений f выделяют
дизъюнктивные, в которых множества Xj дизъюнктны. Дизъ-
юнктивное представление можно получить из любого с помощью
процесса ортогонализации.

Лемма. Простые функции образуют подалгебру алгеб-
ры F .

� Пусть f =
∑
ajXj, g =

∑
bkYk (aj , bk ∈ L, Xj , Yk ∈ Q).

Тогда f + g, fg =
∑
ajbkXjYk ∈ S , так как XjYk ∈ Q. �

Обозначим R класс всех простых множеств в U . При отож-
дествлении множеств с их индикаторами верны включения Q ⊆
R ⊆ S ⊆ F . Простые множества образуют подкольцо булева
кольца P = P(U), порожденное полукольцом Q. По определе-
нию, R = P ∩S . Для меры μ : Q→ K определена интегральная
сумма S(·, μ) : S → K (3.3.1,4).
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Теорема. Существует единственная мера ν : R → K, про-
должающая меру μ : Q→ K, и верно равенство S(·, ν) = S(·, μ).

� Мера ν : R → K равна сужению интегральной суммы
S(·, μ) на кольцо R. Она продолжает меру μ, так как ν(X) =
S(X, μ) = μ(X) (X ∈ Q). А так как R ⊆ S , то L(R) = S
и S(·, ν) = S(·, μ) вследствие единственности линейного отобра-
жения S : S → L, продолжающего меру μ. �

Теорема позволяет рассматривать меры на кольцах мно-
жеств вместо мер на полукольцах. Это удобнее, так как для
колец определены все стандартные операции с множествами.

2. Рассмотрим интегральную сумму S : S → L, продолжаю-
щую меру μ : R → K. По определению,

S(f) =
∑

ajμ(Xj) (f =
∑

ajXj ∈ S ).

Будем писать S(·, μ) и S(f, μ), когда нужно явно указать меру μ.
Всюду дальше, как правило, рассматриваемые меры будут

предполагаться определенными на кольцах множеств и положи-
тельными. Термин мера будет означать положительная мера на
кольце множеств. Исключения будут оговариваться или будут
ясны по содержанию.

Замечание. Положительные меры выделяются потому, что
интегрирование по произвольной числовой мере сводится к ин-
тегрированию по положительным мерам. Положительные меры
обладают важными специальными свойствами.

Во всех утверждениях этого пункта мера μ ≥ 0.

Лемма. Если f ≥ 0, то S(f, μ) ≥ 0.

� Возьмем дизъюнктивное представление f =
∑
ajXj про-

стой функции f . Неравенства f ≥ 0, μ ≥ 0 означают, что aj ≥ 0,
μ(Xj) ≥ 0 для всех индексов j. Поэтому S(f) = S(f, μ) ≥ 0. �

Следствие 1. Пусть f, g ∈ S вещественные и g ≥ f . Тогда
S(g) ≥ S(f).

� Так как S — линейный функционал, то из леммы вытекает,
что S(g)− S(f) = S(g− f) ≥ 0 при g ≥ f . �

Следствие 2. Если простая функция f и числа a, b веще-
ственные, множество X ∈ R, a ≤ f(x) ≤ b (x ∈ X) и f(x) = 0
(x /∈ X), то aμ(X) ≤ S(f, μ) ≤ bμ(X).
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� По условию aX ≤ f ≤ bX и, следовательно,

aμ(X) = S(aX, μ)≤ S(f, μ) ≤ S(bX, μ) = bμ(X). �

Для интегральных сумм верно неравенство треугольника.

Предложение. |S(f)| ≤ S(|f |).
� Возьмем дизъюнктивное представление f =

∑
ajXj . Функ-

ция |f | со значениями |f(x)| тоже простая и имеет дизъюнктивное
представление |f | =

∑ |aj |Xj , так как f(x) = aj при x ∈ Xj . По-

этому |S(f)| = |∑ajμ(Xj)| ≤
∑ |aj |μ(Xj) = S(|f |). �

Следствие 3. Если f ∈ S , c ≥ 0, X ∈ R и |f(x)| ≤ c
(x ∈ X), f(x) = 0 (x /∈ X), то |S(f, μ)| ≤ cμ(X).

� По неравенству треугольника для S и следствию 2 имеем
|S(f, μ)| ≤ S(|f |, μ) ≤ cμ(X). �

Интегральные суммы, продолжающие положительные меры,
обладают хорошими порядковыми свойствами.

Пример. Пусть R = P(U), a ∈ U и μ(X) = δa(X) = 1 (a ∈ X), μ(X) =

δa(X) = 0 (a /∈ X) для каждого X ⊆ U . Тогда S(f) = f(a) = δa(f) для каждой
числовой функции f на U , множество значений которой конечно. Мера δa
называется точечной или мерой Дирака.

3. Для мер вместо топологической непрерывности вводится
секвенциальная с помощью монотонных последовательностей.
Все рассматриваемые множества являются частями данного мно-
жества U .

Отождествление множеств с их индикаторами дает возмож-
ность определить сходимость для последовательности множеств
Xn через сходимость двоичных последовательностей Xn(u)
(u ∈ U). Будем говорить, что последовательность Xn сходится
к множеству X , и писать Xn → X , если Xn(u) → X(u) (u ∈ U).
Говорят также, что множество X является пределом последова-
тельности Xn, и пишут limXn = X .

Лемма. 1) Убывающая последовательность множеств
сходится к своему пересечению. 2) Возрастающая последова-
тельность множеств сходится к своему объединению. 3) Дизъ-
юнктивная последовательность множеств сходится к пустому
множеству.
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� 1) Пусть Xn+1 ⊆ Xn и X = ∩Xn. Тогда X(u) = inf
n
Xn(u)

= lim
n
Xn(u) (u ∈ U). 2) Если Xn+1 ⊇ Xn и X = ∪Xn,

то X(u) = sup
n
Xn(u) = lim

n
Xn(u) (u ∈ U). 3) Пусть XmXn = O

(m �= n). Тогда для каждого u ∈ U либо Xn(u) = 0 для всех
номеров n, либо Xn(u)(u) = 1 для некоторого номера n(u) и, сле-
довательно, Xn(u) = 0 для всех номеров n ≥ n(u). В любом
случае lim

n
Xn(u) = O. �

Упражнение. Доказать, что Xn → X эквивалентно X =
⋃
m

⋂
n≥m

Xn =⋂
m

⋃
n≥m

Xn.

Назовем меру μ : R → K (секвенциально монотонно) непре-
рывной, если μ(Xn) → μ(X) для каждой монотонной Xn → X
(Xn, X ∈ R). Назовем меру μ : R → K секвенциально непре-
рывной сверху в нуле, если μ(Xn) → 0 при Xn ↓ O (Xn ∈ R).
Будем говорить, что мера μ счетно аддитивна, если μ(X) =∑
μ(Xn) для каждой дизъюнктивной последовательности мно-

жеств Xn ∈R с объединением X ∈ R. Скажем, что мера μ счетно
полуаддитивна, если μ(X) ≤∑μ(Xn) для каждой последователь-

ности множеств Xn ∈ R, покрывающей множество X ∈ R. (Ко-
гда

∑
μ(Xn) = ∞, это неравенство верно для любого множества

X ∈ R.) Обозначим свойство монотонной непрерывности меры μ
буквой M , а остальные указанные свойства — соответственно
буквами N , A, D.

Предложение. M ⇔ N ⇔ A⇔ D.

� Рассмотрим множества Xn, X ∈ R.
1) M ⇔ N . Ясно, что M ⇒ N . Докажем, что N ⇒ M .

Пусть Xn ↓ X . Тогда Yn = Xn − X ∈ R, Xn = X + Yn, Yn ↓ O
и μ(Xn) = S(Xn) = S(X) + S(Yn) = μ(X) + μ(Yn) → μ(X) при
μ(Yn) → 0. Если Xn ↑ X , то Zn = X − Xn ∈ R, Xn = X − Zn,
Zn ↓ O и μ(Xn) = μ(X)− μ(Zn) → μ(X) при μ(Zn) → 0.

2) M ⇔ A. Пусть XmXn = O (m �= n) и X =
∑
Xn. Тогда

Yp =
∑
n≤p

Xn ∈ R, Yp ↑ X и
∑
n≤p

μ(Xn) = μ(Yp) → μ(X), если

μ непрерывна. Значит, μ(X) =
∑
μ(Xn) и M ⇒ A.
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Пусть теперь Xn ↓ O. Тогда YmYn = O для Yn = Xn −Xn+1

∈ R и X1 = Xn+1 + Zn =
∑
Yn, Xn+1 = X1 − Zn для Zn =∑

m≤n
Ym ∈ R, μ(Zn) =

∑
m≤n

μ(Ym). Если μ(X1) =
∑
μ(Ym) =

limμ(Zn), то limμ(Xn+1) = μ(X1)−limμ(Zn) = 0. Следовательно,
A⇒ N ⇒M . Так как M ⇔ N и M ⇔ A, то N ⇔ A.

3) A⇔ D. Пусть X ⊆ ∪Xn. Тогда X = ∪XnX и ортогонали-
зация (XnX) дает дизъюнктивную последовательность множеств
Yn ∈ R такую, что Yn ⊆ XnX и

∑
Yn = X . Если мера μ счетно

аддитивна, то μ(X) =
∑
μ(Yn) ≤∑μ(XnX) ≤∑μ(Xn). Значит,

A⇒ D.
Пусть теперь XmXn = O (m �= n) и X =

∑
Xn. Тогда Yn =∑

m≤n
Xn ∈ R и

∑
m≤n

μ(Xm) = μ(Yn) ≤ μ(X) вследствие монотонно-

сти μ. Поэтому
∑
μ(Xn) ≤ μ(X). Если мера μ счетно полуадди-

тивна, то верно и обратное неравенство. Значит, μ(X) =
∑
μ(Xn)

и D⇒ A. �
Пример 1. Мера Лебега dx на кольце множеств в R, порожденном по-

лукольцом интервалов [a, b[ (−∞ < a ≤ b < ∞), определяется равенством

dx(A) =
∑

(bj − aj) (A =
∑

[aj, bj[). Мера dx непрерывна. Если после-

довательность простых множеств An сходится к O не монотонно, то воз-
можно dx(An) � 0. Пусть, например, An = [n, n+ 1[. Тогда An → O, но
dx(An) = 1 � 0.

Пример 2. Мера Стилтьеса dg на том же кольце множеств для возра-
стающей функции g : R → R определяется равенством dg(A) =

∑
(g(bj) −

g(aj)) (A =
∑

[aj, bj[). Мера dg непрерывна ессли функция g непрерывна
слева.

Упражнение. Доказать непрерывность меры Лебега и критерий непре-
рывности для мер Стилтьеса.

Замечание. Сходимость монотонных последовательностей
определяет топологию для алгебры функцийF , являющуюся наи-
большей из топологий для F , сохраняющих сходимость монотон-
ных последовательностей. Эта топология индуцирует топологию
на булевой алгебре множеств P . Из топологической непрерыв-
ности меры следует ее секвенциальная непрерывность. Обратное
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не верно: топологически непрерывных мер меньше, чем секвен-
циально непрерывных.

Различные виды секвенциальной сходимости, порожденные
этими сходимостями топологии, и соответствующие классы не-
прерывных мер описаны в заметке [84] и книге [80, приложение
к части 4]. Там доказаны теоремы о продолжении мер по непре-
рывности.

4. Пусть Z ⊆ U . Если для каждого ε > 0 существует по-
крывающая Z последовательность множеств Xn ∈ R такая, что∑
μ(Xn) ≤ ε, то Z называется μ-нулевым множеством. В частно-

сти, если Z ∈ R и μ(Z) = 0, то множество является μ-нулевым.
Обозначим N = N (μ) класс всех μ-нулевых множеств. Легко
убедиться в том, что:

(1) Каждая часть μ-нулевого множества есть μ-нулевое
множество.

(2) Объединение счетного семейства μ-нулевых множеств
есть μ-нулевое множество.

Упражнение. Доказать эти утверждения.

Если N (μ) ⊆ R, то мера μ называется полной.
Часто требуется, чтобы существовала возрастающая после-

довательность множеств Un ∈ R c объединением ∪Un = U . В
этом случае μ(X) ≤ μ(Un) для каждого X ∈ R, X ⊆ Un. Такие
кольца R и меры μ на них назовем локально ограниченными.

Введение μ-нулевых множеств позволяет расширить класс
сходящихся последовательностей функций. Будем говорить, что
последовательность функций fn ∈ F μ-сходится к функции
f ∈ F , и писать fn → f(μ), если множество Z = {x : fn(x) →
f(x)} μ-нулевое. Скажем, что функции f, g ∈ F μ-равны, и напи-
шем f = g(μ), если множество Z = {x : f(x) �= g(x)} μ-нулевое.
Вместо μ-равны часто говорят также μ-эквивалентны. Аналогич-
ный смысл имеют термины μ-меньше, μ-больше и записи
f ≤ g(μ), f ≥ g(μ). С помощью μ-нулевых множеств расши-
ряются классы ограниченных и непрерывных функций: μ-ограни-
ченность f означает, что |f | ≤ c(μ) для некоторой постоянной
c ≥ 0, а μ-непрерывность — что множество точек разрыва функ-
ции f μ-нулевое. Если класс μ-нулевых множеств широк, то эти
обобщения существенны. Все μ-свойства обозначают термином
почти всюду, когда мера μ дана.
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Предложение. 1) Если fn → f(μ) и fn → g(μ), то f = g(μ).

2) Если fn → f(μ) и f = g(μ), то fn → g(μ).
� Эти утверждения следуют из соотношений

{x : f(x) �= g(x)} ⊆ {x : fn(x) � f(x)} ∪ {x : fn � g(μ)},
{x : fn(x) � g(x)} ⊆ {x : fn(x) � f(x)} ∪ {x : f(x) �= g(x)},

так как объединение двух μ-нулевых множеств и часть μ-нулевого
множества являются μ-нулевыми множествами. �

Примеры. 1) Функция Дирихле эквивалентна постоянной 0 по лебего-
вой мере. 2) Последовательность функций fn(u) = un (0 ≤ u ≤ 1) dx-сходится
к постоянной 0. 3) Если мера μ на P тождественно равна 0, то все функции
из F μ-равны и μ-ограничены, а любые их последовательности μ-сходятся
к любым функциям из F .

Замечание. Пусть P = P(U) и X ∈ P . Равенство

μ∗(X) = inf
{∑

μ(Xn) : X ⊆ ∪Xn, Xn ∈ R
}

определяет внешнюю меру μ∗ : P → [0,∞] для каждой локально
ограниченной меры μ : P → [0,∞[. Внешняя мера μ∗ счетно по-
луаддитивна и продолжает меру μ [45, §V.3]. Из определений сле-
дует, что μ-нулевыми являются множества, для которых внешняя
мера равна нулю:

N (μ) = {Z ∈ P | μ∗(Z) = 0}.

Упражнения. 1) Доказать, что в определении внешней меры μ∗ по-
крывающие множества Xn можно взять из полукольца Q, порождающего
кольцо R.

2) Доказать счетную полуаддитивность внешней меры μ∗.

5. В этом пункте доказывается лемма, являющаяся ключе-
вой для предлагаемого определения интеграла. Будем называть
последовательность простых функций fn ∈ S интегрально огра-
ниченной, если последовательность интегральных сумм S(fn) ∈ L
ограничена: |S(fn)| ≤ c для всех номеров n и некоторого числа
c > 0. Мера μ на кольце R простых множеств предполагается
положительной и непрерывной (счетно аддитивной).
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Лемма Леви. 1) Каждая интегрально ограниченная моно-
тонная последовательность простых функций fn почти всюду
сходится к некоторой функции f .

2) Если предельная функция f простая, то S(f) = limS(fn).
� 1) Первое утверждение леммы достаточно доказать для

возрастающих последовательностей функций fn ≥ 0. В самом
деле, если gn ↓, то fn = −gn ↑. При этом S(fn) = −S(gn)
и fn → f(μ) эквивалентно gn → g = −f(μ). Если hn ↑, то fn =
hn − h1 ≥ 0, при этом S(fn) = S(hn) − S(h1) и fn → f(μ) эквива-
лентно hn → f + h1(μ).

Пусть fn ≥ 0, fn ↑ и |S(fn)| ≤ c. Так как μ ≥ 0, то S(fn) ≥ 0,
S(fn) ↑ и S(fn) ≤ c. А так как fn ↑, то fn(x) → f(x) для неко-
торого f(x) эквивалентно fn(x) ≤ c(x) для некоторого c(x) ≥ 0.
Значит, для доказательства первого утверждения леммы доста-
точно показать, что последовательность (fn) μ-ограничена.

Рассмотрим множество Z всех точек x ∈ U , в которых (fn)
не ограничена, и множества

Zn(m) = {x : fn(x) ≥ m}, Z(m) =
⋃
n

Zn(m) (m, n ∈ N).

Ясно, что Z ⊆ Z(m) для каждогоm. Так как функции fn простые,
то и множества Zn(m) простые. А так как fn ≤ fn+1, то Zn(m) ⊆
Zn+1(m). Пусть

Yn(m) = Zn+1(m)− Zn(m), Y0(m) = Z1(m).

Множества Yn(m) простые, Yk(m) · Yn(m) = O (k �= n) и

Zn(m) =
∑

0≤k<n
Yk(m), Z(m) =

∑
n≥0

Yn(m).

Из определений следует, что

c ≥ S(fn) ≥ S(fnZn(m)) ≥ S(mZn(m)) ≥ m · μ(Zn(m)).

Откуда ∑
0≤k≤n

μ(Yk(m)) = μ(Zn(m)) ≤ c ·m−1
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и, значит, ∑
n≥0

μ(Yn(m)) ≤ c ·m−1.

Так как Z ⊆ Z(m) ⊆∑n≥0 Yn(m), то множество Z μ-нулевое.
2) Второе утверждение леммы достаточно доказать для убы-

вающих последовательностей простых функций fn ↓ 0(μ). В са-
мом деле, если gn ↑ g(μ), то fn = g − gn ↓ 0(μ), а если gn ↓ g(μ),
то fn = gn − g ↓ 0(μ). В обоих случаях S(fn) = |S(g)− S(gn)| → 0
эквивалентно S(gn) → S(g).

Пусть fn ↓ 0(μ) и c ≥ f1 ≥ fn (каждая простая функция
ограничена). Рассмотрим ε > 0 и множества

Xn(ε) = {x : fn(x) ≥ ε}, An = {x : fn(x) > 0} = {x : fn(x) �= 0},
Bn(ε) = An −Xn(ε) = {x : 0 < f(x) < ε},

Yn(ε) = Xn(ε)−Xn+1(ε),
X(ε) = ∩Xn(ε) = {x : fn(x) ≥ ε (n ∈ N)}, Z = {x : fn(x) � 0}.
Множества X(ε) и Z могут не быть простыми. Заметим, что

fn = Anfn = Xn(ε)fn +Bn(ε)fn,

и поэтому, так как Bn(ε) ⊆ An ⊆ A1,

S(fn) = S(Xn(ε)fn) + S(Bn(ε)fn)
≤ c · μ(Xn(ε)) + εμ(Bn(ε)) ≤ c · μ(Xn(ε)) + εμ(A1).

Остается доказать, что μ(Xn(ε)) → 0 при n→∞.
Из определений следует, что X(ε) ⊆ Z. По предположению

множество Z μ-нулевое. Пусть Z ⊆ ∪Zq, Zq ∈ R и
∑
μ(Zq) ≤ ε.

Заметим, что

Xn(ε) =
∑
p≥n

Yp(ε) +X(ε),
∑
p<n

μ(Yp(ε)) = μ

(∑
p<n

Yp(ε)
)
≤ μ(A1).

Поэтому
∑
p≥n

μ(Yp(ε)) → 0 (n → ∞) и найдется номер n(0) такой,

что
∑
p≥n

μ(Yp(ε)) ≤ ε для всех номеров n ≥ n(0).

Таким образом, Xn(ε) ⊆ ∑
p≥n

Yp(ε) + ∪Zq. Мера μ непре-

рывна и, значит, счетно полуаддитивна. Поэтому μ(Xn(ε)) ≤ 2ε
и S(f) ≤ (2c+ μ(A1))ε при n ≥ n(0). �
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Замечание. Если предположить еще, что мера μ полная, то
доказательство леммы существенно упростится.

Лемма Леви утверждает, что каждая интегрально ограни-
ченная монотонная последовательность простых функций почти
всюду сходится и ее можно интегрировать почленно, если пре-
дельная функция тоже простая.

Рассмотрим две интегрально ограниченные возрастающие
последовательности простых функций fn, gn и последовательно-
сти их интегральных сумм S(fn), S(gn). По лемме Леви равен-
ства f(x) = lim fn(x), g(x) = limgn(x) (x ∈ U \ Z) и f(x)=g(x)=0
(x ∈ Z) определяют некоторые функции f : U → R, g : U → R.
Здесь Z обозначает некоторое μ-нулевое множество. (Функциям
f , g вместо нулевых можно приписать любые другие значения
f(x), g(x) для x ∈ Z. Используемая μ-сходимость последователь-
ностей (fn), (gn) обеспечивает только μ-определенность предель-
ных функций f , g.)

Предложение. lim fn ≤ lim gn ⇒ limS(fn) ≤ limS(gn).
� Возьмем номер m и рассмотрим последовательность про-

стых функций hn = fm − gn. Так как gn ↑ g(μ), то

hn ↓ h = fm − g ≤ f − g ≤ 0(μ).

Следовательно, 0 ∨ hn = h+
n ↓ 0(μ). Функции h+

n простые вместе
с hn. Заметим, что

S(fm)− S(gn) = S(fm − gn) = S(hn) ≤ S
(
h+
n

)
.

По лемме Леви S
(
h+
n

) → 0. Последовательности S(fm), S(gn)
возрастают вместе с (fm), (gn) и ограничены, что обеспечивает
существование пределов a = limS(fm), b = limS(gn). Из получен-
ных соотношений следует, что S(fm)− b ≤ 0, a− b ≤ 0, a ≤ b. �

Следствие. Если lim fn = lim gn, то limS(fn) = limS(gn).
Упражнение. Доказать, что 0 ∨ hn = h+

n ↓ 0(μ), если hn ↓ h, h ≤ 0(μ)

для последовательности простых функций hn.

6. Каждое комплексное число a равно линейной комбинации
положительных чисел:

a = b+ − b− + ic+ − ic−, b = re a, c = ima,
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где

y+ = 0 ∨ y = 2−1(|y|+ y), y− = 0 ∨ (−y) = 2−1(|y| − y)

для любого вещественного числа y. Ясно, что y+, y− ≥ 0 и
y = y+ − y−, |y| = y+ + y−. Поэтому каждая числовая функ-
ция f на множестве U равна линейной комбинации положитель-
ных функций:

f = g+ − g− + ih+ − ih−, g = re f, h = im f.

По определению, ϕ+(x) = (ϕ(x))+, ϕ−(x) = (ϕ(x))− для каждой
вещественной функции ϕ на множестве U . Как и прежде, |f |
обозначает функцию со значениями |f |(x) = |f(x)| (x ∈ U). Ясно,
что функции g+, g−, h+, h−, g, h, |f | простые, если f простая.

Лемма. Если последовательность простых функций fn
возрастает и интегрально ограничена, то последовательности(
f+
n

)
,
(
f−n
)
, (|fn|) интегрально ограничены.

� Если fn ↑, то f+
n ↑ и f−n ↓. Поэтому S

(
f−n
) ≤ S

(
f−1
)
и

f+
n = fn + f−n ≤ fn + f−1 ⇒ S

(
f+
n

) ≤ S(fn) + S
(
f−1
)
,

|fn| = fn + f−n ⇒ S(|fn|) ≤
(
S(fn) + S

(
f−1
))

+ S
(
f−1
)
. �

Упражнение. Привести примеры интегрально ограниченных последо-
вательностей простых функций fn с интегрально неограниченными (|fn|).

7. Рассмотрим множество A всех возрастающих интеграль-
но ограниченных последовательностей простых функций и алге-
бру C всех сходящихся почти всюду последовательностей про-
стых функций на данном множестве U . По лемме Леви A ⊆ C .
Возьмем линейную оболочку B = LinA ⊆ C . Условимся после-
довательности из B называть приближающими. По определению,
это линейные комбинации возрастающих интегрально ограничен-
ных последовательностей простых функций: (fn) ∈ B означает,
что fn =

∑
ajfjn для некоторых конечных семейств чисел aj и по-

следовательностей (fjn)n ∈ A . Обозначим K , L , M множества
предельных функций для последовательностей из A , B, C :

K = Lim A , L = Lim B, M = Lim C .
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Назовем функции из K монотонно интегрируемыми, функции
из L — интегрируемыми, функции из M — измеримыми.

Таким образом, интегрируемой по определению является
функция, к которой почти всюду сходится последовательность,
равная некоторой линейной комбинации возрастающих интег-
рально ограниченных последовательностей простых функций
(приближающая последовательность). А измеримая функция есть
предел почти всюду сходящейся последовательности простых
функций. Каждая интегрируемая функция измерима.

Предложение. Измеримые функции образуют алгебру.
Интегрируемые функции образуют линейную оболочку множе-
ства монотонно интегрируемых: K ⊆ L = Lin K ⊆ M .

� Все эти утверждения следуют из определений и свойства
предела сохранять операции. В частности, L = Lim(LinA ) =
Lin(Lim A ) = Lin K . �

Упражнение. Привести примеры интегрируемых функций, произведе-
ние которых не интегрируемо.

Собирая соответствующие коэффициенты, можно каждую
интегрируемую функцию и каждую приближающую последова-
тельность привести к стандартному виду, представив их линей-
ными комбинациями с коэффициентами 1, −1, i, −i:

f = g+ − g− + ih+ − ih− (g+, g−, h+, h− ∈ K ),

(fn) =
(
g+
n

)− (g−n )+ i
(
h+
n

)− i
(
h−n
)

(
(
g+
n

)
,
(
g−n
)
,
(
h+
n

)
,
(
h−n
) ∈ A ).

Такие стандартные представления не единственные: функции g+,
g−, h+, h− и последовательности

(
g+
n

)
,
(
g−n
)
,
(
h+
n

)
,
(
h−n
)
могут

выбираться разными способами. В частности, можно получать
из одних представлений другие, прибавляя к каждой компоненте
произвольную функцию v ∈ K или последовательность (vn) ∈ A .

8. Опишем элементарные свойства интегрируемых числовых
функций на абстрактном множестве.

Лемма 1. Функция f = g+ ih интегрируема ессли интегри-
руемы ее вещественная часть g = re f и мнимая часть h = im f .

� Так как L является векторным пространством, то из
g, h ∈ L следует f ∈ L . (В вещественном случае h = 0.)
Обратно, если f ∈ L , то f = (g+ − g−) + i(h+ − h−) для не-
которых g+, g−, h+, h− ∈ K и, следовательно, g = g+ − g− ∈ L
и h = h+ − h− ∈ L . �
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Лемма 2. Если функции p, q монотонно интегрируемы, то
и их максимум p ∨ q монотонно интегрируем.

� Пусть pn ↑ p, qn ↑ q (pn, qn ∈ S ). Тогда pn ≤ pn+1 ≤
pn+1 ∨ qn+1, qn ≤ qn+1 ≤ pn+1∨ qn+1, pn∨ qn ≤ pn+1∨ qn+1 (n ∈ N).
Ясно, что pn ∨ qn ∈ S . Если возрастающие последовательности
(pn), (qn) интегрально ограничены, то (|pn|), (|qn|) интегрально
ограничены. А так как |pn ∨ qn| ≤ |pn|+ |qn|, то
|S(pn ∨ qn)| ≤ S(|pn ∨ qn|) ≤ S(|pn|+ |qn|) ≤ S(|pn|) + S(|qn|).

Значит, (pn ∨ qn) ∈ A и p ∨ q ∈ K . �
Предложение. Функция f = g + ih интегрируема ессли

функции g+ = re+ f , g− = re− f , h+ = im+ f , h− = im− f ин-
тегрируемы.

� Если функции g+, g−, h+, h− интегрируемы, то и их ли-
нейная комбинация f интегрируема. Обратно, если f интегри-
руема, то g = g+ − g− = re f , h = h+ − h− = im f интегрируе-
мы (лемма 1). Значит, g = p − q и h = r − s для некоторых
p, q, r, s ∈ K . Кроме того, p ∨ q ∈ K и r ∨ s ∈ K по лемме 2.
А так как g+ = (p ∨ q) − q, g− = (p ∨ q) − p, h+ = (r ∨ s) − s,
h− = (r∨ s)− r и p, q, r, s, p∨ q, r∨ s ∈ K , то g+, g−, h+, h− ∈L . �

Следствие. Максимум и минимум конечного семейства ин-
тегрируемых вещественных функций интегрируемы.

� Для двух функций f , g это утверждение вытекает из ра-
венств: f ∨ g = f + (g − f)+, f ∧ g = f − (g − f)−. Общий случай
выводится отсюда по индукции. �

Замечание. Из доказанного предложения следует также,
что для вещественной интегрируемой функции f = f+ − f− ин-
тегрируема функция |f | = f+ + f−.

9. При определении интеграла будут использованы еще две
леммы о сходимости последовательностей интегральных сумм.

Лемма 1. Если последовательность (fn) приближающая,
то последовательность интегральных сумм S(fn) сходится.

� Пусть fn = g+
n − g−n + i

(
h+
n − h−n

)
для некоторых возра-

стающих интегрально ограниченных последовательностей
(
g+
n

)
,(

g−n
)
,
(
h+
n

)
,
(
h−n
)
. Тогда возрастающие ограниченные последова-

тельности интегральных сумм S
(
g+
n

)
, S
(
g−n
)
, S
(
h+
n

)
, S
(
h−n
)
схо-

дятся. А вместе с ними сходится последовательность S(fn) =
S
(
g+
n

)− S
(
g−n
)

+ i
(
S
(
h+
n

)− S
(
h−n
))

. �
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Лемма 2. Если пределы приближающих последовательно-
стей (fn), (pn) эквивалентны, то limS(fn) = limS(pn).

� Пусть fn = g+
n − g−n + i

(
h+
n −h−n

)
, pn = q+n − q−n + i

(
r+n − r−n

)
для некоторых

(
g+
n

)
,
(
g−n
)
,
(
h+
n

)
,
(
h−n
)
,
(
q+n
)
,
(
q−n
)
,
(
r+n
)
,
(
r−n
) ∈ A .

По лемме Леви эти последовательности сходятся почти всюду
к некоторым функциям g+, g−, h+, h−, q+, q−, r+, r−. А по-
следовательности (fn), (pn) сходятся почти всюду к функциям
f = g+−g−+ih+−ih−, p = q+−q−+ir+−ir−. Вместе с тем возра-
стающие ограниченные последовательности интегральных сумм
S(fn), S

(
g+
n

)
, S
(
g−n
)
, S
(
h+
n

)
, S
(
h−n
)
, S(pn), S

(
q+n
)
, S
(
q−n
)
, S
(
r+n
)
,

S
(
r−n
)
сходятся к некоторым числам a, b+, b−, c+, c−, α, β+, β−,

γ+, γ−. Если почти всюду f = p, то почти всюду верны равенства
g+ − g− = re f = re p = q+ − q−, h+ − h− = im f = im p = r+ − r−,
g++q− = q++g− , h++r− = r++h−, lim

(
g+
n +q−n

)
= lim

(
q+n +g−n

)
,

lim
(
h+
n + r−n

)
= lim

(
r+n + h−n

)
. Снова применяя лемму Леви и ис-

пользуя линейность интегральной суммы S, получаем равенства
b+ + β− = β+ + b−, c+γ− = γ+c−, b = b+ − b− = β+ − β− = β,
c = c+ − c− = γ+ − γ− = γ. Значит, limS(fn) = a = b + ic =
β + iγ = α = limS(pn). �

Если приближающая последовательность простых функций
fn сходится почти всюду к функции f , то будем говорить, что
последовательность (fn) приближает функцию f . Назовем ин-
тегралом функции f ∈L предел∫

f = limS(fn)

последовательности интегральных сумм S(fn) для какой-нибудь
приближающей последовательности простых функций fn. Кор-
ректность этого определения обеспечивает теорема о существо-
вании и единственности интеграла.

Теорема. Для каждой интегрируемой функции существует
единственный интеграл.

� 1) Пусть функция f интегрируема. Тогда существует по-
следовательность простых функций fn, приближающая f , и по
лемме 1 интеграл

∫
f = limS(fn) существует.

2) Пусть последовательности (fn), (pn) приближают функ-
цию f . Тогда по лемме 2 верно равенство limS(fn) = limS(pn).
Интеграл

∫
f единственный. �
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Функционал
∫

: L → L на векторном пространстве L ин-
тегрируемых функций, ставящий в соответствие функции f ∈ L
число

∫
f , назовем интегралом. Если нужно явно указать меру μ,

то будем говорить об интеграле по мере μ и вместо
∫
f писать∫

f dμ или
∫
f(x) dμ(x). А если надо еще указать множество U ,

на котором определены рассматриваемые функции, то будем под-
писывать его под знаком интеграла.

Предложение. Интеграл
∫

является линейным функцио-
налом на L , продолжающим интегральную сумму S.

� Каждая простая функция f ∈ S приближается постоян-
ной последовательностью fn = f . Поэтому S ⊆ L и

∫
f =

S(f). Линейность интеграла следует из линейности предела lim
и суммы S:∫

(af + dg) = limS(afn + bgn)

= a limS(fn) + b limS(gn) = a

∫
f + b

∫
g

для каждых чисел a, b, интегрируемых функций f , g и прибли-
жающих их последовательностей (fn), (gn). �

Замечание. При отождествлении множеств с индикаторами
мера μ становится функционалом на булевом кольце R простых
множеств. Она однозначно продолжается до интегральной суммы
S на алгебре S простых функций. А интегральная сумма одно-
значно продолжается до интеграла

∫
на пространстве L инте-

грируемых функций:

R ⊆ S ⊆ L , μ ⊆ S ⊆
∫
.

10. Кроме линейности интегралы обладают еще некоторыми
важными порядковыми свойствами, вытекающими из порядковых
свойств интегральных сумм.

Предложение 1. Интеграл является положительным ли-
нейным функционалом.

� Пусть f ∈ L и f ≥ 0. Тогда f = g+ − g−, g+ ≥ g−
для некоторых g+, g− ∈ K , к которым почти всюду сходятся ин-
тегрально ограниченные возрастающие последовательности про-
стых функций g+

n , g−n . По предложению п. 3.3.2,5 из неравенства
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lim g−n = g− ≤ g+ = limg+
n , почти всюду верного, следует нера-

венство ∫
g− = limS

(
g−n
) ≤ limS

(
g+
n

)
=
∫
g+.

Отсюда
∫
f =

∫
(g+ − g−) =

∫
g+ − ∫ g− ≥ 0. Положительность

интеграла доказана. �
Из положительности интеграла вытекает его монотонность

(как для всякого линейного функционала).

Предложение 2. Интеграл возрастает: если f, g ∈ L
и f ≤ g, то

∫
f ≤ ∫ g.

Из монотонности интеграла вытекает полезное неравенство
для интеграла

∫
f dμ вещественной интегрируемой функции f ,

вещественных чисел a и b, интегрируемого множества A. Усло-
вимся интеграл

∫
A называть мерой множества A и обозначать

μ(A). Таким образом, по определению, μ(A) =
∫
A (A ∈ L ).

В частности, для простых множеств A ∈ R получается прежнее
значение для μ(A).

Предложение 3. Если a ≤ f(x) ≤ b при x ∈ A и f(x) = 0
при x /∈ A, то aμ(A) ≤ ∫ f dμ ≤ bμ(A).

� По условию aA ≤ f ≤ bA, откуда
∫
aA ≤ ∫ f ≤ ∫ bA. Кроме

того,
∫
aA = a

∫
A = aμ(A),

∫
bA = b

∫
A = bμ(A). �

Следующее часто используемое неравенство называется не-
равенством треугольника для интегралов. Оно верно для каж-
дой интегрируемой функции f .

Предложение 4.
∣∣∫ f ∣∣ ≤ ∫ |f |.

� Докажем это неравенство для вещественного случая. Возь-
мем вещественную интегрируемую функцию f = g+ − g− с поло-
жительными компонентами g+, g−. По предложению п. 8 функ-
ции g+, g− и вместе с ними |f | = g+ + g− интегрируемы. Исполь-
зуя линейность и положительность интеграла, получаем∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ g+ −

∫
g−
∣∣∣∣ ≤ ∫ g+ +

∫
g− =

∫
|f |. �

Пусть f — интегрируемая функция, c — положительное чи-
сло и A — интегрируемое множество. Из предложений 3 и 4
следует
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Предложение 5. Если |f(x)| ≤ c при x ∈ A и f(x) = 0 при
x /∈ A, то

∣∣∫ f dμ∣∣ ≤ cμ(A).
� Докажем это неравенство для вещественного случая.

Из условия и предложений 3 и 4 вытекает, что
∣∣∫ f dμ∣∣ ≤∫ |f |μ ≤ cμ(A). �

Упражнение. Доказать предложения 4 и 5 для комплексной f .

3.3.3. Предельные теоремы

1. Теорема Леви. Рассмотрим последовательность ин-
тегрируемых функций fn. Если последовательность интегра-
лов

∫
fn ограничена, то будем говорить, что последовательность

функций fn интегрально ограничена: | ∫ fn| ≤ c для всех номе-
ров n и некоторого числа c > 0. А когда (fn) сходится почти
всюду к некоторой интегрируемой f и

∫
fn →

∫
f , скажем, что по-

следовательность fn можно интегрировать почленно. Почленная
интегрируемость (fn) эквивалентна равенству lim

∫
fn =

∫
lim fn.

Теорема Леви. Если монотонная последовательность
функций fn интегрально ограничена, то она сходится почти
всюду к некоторой интегрируемой функции f и почленно инте-
грируема.

� Теорему достаточно доказать для случая интегрально ог-
раниченной возрастающей последовательности монотонно инте-
грируемых функций fn. Каждая такая последовательность почти
всюду сходится к некоторой интегрируемой функции f . В самом
деле, по определению, каждая fn приближается некоторой возра-
стающей последовательностью простых функций fmn
(m = 1, 2, . . .) и

∫
fn = lim

m→∞S(fmn). Заметим, что fmn ≤ fn ≤ fp

при любом m, когда n ≤ p. Рассмотрим последовательность про-
стых функций gp = max{fpn : n ≤ p} ≤ fp. Эта последователь-
ность возрастает вместе с последовательностями fm1, . . . , fmp
(m = 1, 2, . . .) и интегрально ограничена вместе с последователь-
ностью fp (p = 1, 2, . . . ).

Из леммы Леви и определений следует, что последователь-
ность (gp) почти всюду сходится к некоторой интегрируемой
функции f . Так как fpn ≤ gp и fpn → fn, gp → f при p → ∞,
то fn ≤ f . А так как gn ≤ fn, то gn ≤ fn ≤ f . Сходимость gn → f
и это неравенство обеспечивают нужную сходимость fn → f .
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Почленную интегрируемость последовательности fn дока-
зать легко. Последовательность gn приближает f и, значит,

∫
f =

limS(gn). Из неравенств gn ≤ fn ≤ f и равенства
∫
gn = S(gn)

вытекает, что
∫
gn ≤

∫
fn ≤

∫
f , S(gn) ≤ ∫ fn ≤ ∫ f . Из этих

неравенств и равенства
∫
f = limS(gn) следует нужное равенство

lim
∫
fn =

∫
f . �

Следствие. Если монотонная последовательность функ-
ций fn интегрально ограничена и почти всюду сходится к функ-
ции g, то эта функция интегрируема и

∫
g = lim

∫
fn.

� По теореме Леви существует интегрируемая функция f та-
кая, что к ней почти всюду сходится последовательность функ-
ций fn и

∫
f = lim

∫
fn. Если последовательность fn также почти

всюду сходится к функции g, то g эквивалентна f , вместе с нею
интегрируема и имеет тот же интеграл. �

2. Теорема Фату. Рассмотрим ограниченную снизу по-
следовательность вещественных чисел bn. Ограниченность снизу
позволяет определить для нее нижнюю последовательность an =
inf
p≥n

bp. Эта последовательность возрастает. Если она ограни-

чена сверху, то для нее существует предел a = liman. Он назы-
вается нижним пределом последовательности bn и обозначается
lim inf bn. Точно так же для ограниченной сверху последователь-
ности вещественных чисел bn определяется верхняя последова-
тельность cn = sup

p≥n
bp. Эта последовательность убывает. Если

она ограничена снизу, то для нее существует предел c = lim cn.
Он называется верхним пределом последовательности bn и обо-
значается limsup bn.

Для ограниченной последовательности чисел bn ∈ R и числа
b ∈ R верна [80, часть 1, п. 4.4.5]

Теорема. lim bn = b⇐⇒ lim inf bn = limsup bn = b.

Нижняя и верхняя последовательности fn = inf
p≥n

gp и hn =

sup
p≥n

gp, верхний и нижний пределы f = lim fn и h = limhn для

последовательности вещественных функций gn определяются че-
рез последовательность значений gn(x). Если fn = inf

p≤n
gp, hn =

sup
p≤n

gp, f(x) = lim fn(x), h(x) = limhn(x) определены не для всех,

а только для почти всех x, то в качестве fn, hn, f , h можно брать
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любые функции с указанными значениями. В этом случае гово-
рят, что нижний и верхний пределы определены с точностью до
эквивалентности.

Из теоремы о верхнем и нижнем пределах для последователь-
ностей чисел вытекает аналогичная теорема для последователь-
ностей функций:

lim gn = g ⇐⇒ lim inf gn = lim sup gn = g.

(Здесь равенства верны почти всюду. А последовательность ве-
щественных функций gn ограничена снизу и сверху некоторыми
вещественными функциями.)

Лемма Фату. Для каждой интегрально ограниченной по-
следовательности положительных функций gn нижний предел
f = lim inf gn есть интегрируемая функция и∫

lim inf gn ≤ lim inf
∫
gn.

� Для каждых номеров n и q ≥ n рассмотрим fqn = min
q≥p≥n

gp.

Ясно, что последовательность fqn (q = n, n+ 1, . . .) убывает. Так
как по условию gp ≥ 0, то и fqn ≥ 0. Следовательно, существует
fn = lim

q→∞ fqn = inf
p≥n

gp. Функции fqn = min
p≥q≥n

gp интегрируемы

вместе с gp. Так как 0 ≤ fqn ≤ fnn и 0 ≤ ∫ fqn ≤ ∫ fnn, то после-
довательность fqn (q = n, n+ 1, . . .) интегрально ограничена. Из
теоремы Леви следует, что предельная функция fn интегрируема
и
∫
fn = lim

q→∞
∫
fqn.

Заметим, что 0 ≤ fn ≤ fqn ≤ gn (q ≥ n). По условию по-
следовательность функций gn интегрально ограничена. Следова-
тельно, 0 ≤ ∫ fn ≤ ∫ fqn ≤ ∫ gn ≤ c (q ≥ n) для некоторого c > 0.
Вместе с тем последовательность fn = inf

p≥n
gp (n = 1, 2, . . .) возра-

стает. По теореме Леви она почти всюду сходится к некоторой
интегрируемой функции f и

∫
f = lim

∫
fn. По теореме о нижнем

и верхнем пределах f = lim inf gn. С другой стороны, так как
fn = inf

p≥n
gp ≤ gp для каждого p ≥ n, то∫
fn ≤

∫
gp = bp (p ≥ n),

∫
fn ≤ inf

p≥n
bn = an.



310 3.3. Интеграл

Следовательно,∫
lim inf gn =

∫
f ≤ liman = lim inf bn = lim inf

∫
gn. �

Теорема Фату получается из леммы Фату добавлением двой-
ственного утверждения для верхних пределов и заменой инте-
гральной ограниченности последовательности gn ее абсолютной
ограниченностью функцией ḡ ≥ 0.

Теорема Фату. Для каждой последовательности интег-
рируемых вещественных функций gn, абсолютные значения ко-
торых ограничены некоторой интегрируемой функцией ḡ ≥ 0,
нижний предел f = lim inf gn и верхний предел g = lim sup gn яв-
ляются интегрируемыми функциями. Кроме того,∫

lim inf gn ≤ lim inf
∫
gn ≤ lim sup

∫
gn ≤

∫
limsup gn.

� Для того чтобы доказать эту теорему, достаточно приме-
нить лемму Фату к последовательностям функций

un = ḡ + gn, vn = ḡ − gn.

Функции un, vn вещественны и интегрируемы вместе с gn, ḡ.
Из условия |gn| ≤ ḡ вытекает, что

0 ≤ un ≤ 2ḡ, 0 ≤ vn ≤ 2ḡ, 0 ≤
∫
un ≤ 2

∫
ḡ, 0 ≤

∫
vn ≤ 2

∫
ḡ.

Таким образом, последовательности un, vn удовлетворяют усло-
виям леммы Фату. Поэтому

lim inf un = ḡ + lim inf gn, lim inf vn = ḡ − limsup gn

являются интегрируемыми функциями и∫
lim inf un ≤ lim inf

∫
un,

∫
lim inf vn ≤ lim inf

∫
vn.
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Следовательно, функции

lim inf un = ḡ + lim inf gn, lim inf vn = ḡ − limsup gn

тоже интегрируемы и∫
lim inf gn =

∫
lim inf un −

∫
ḡ ≤ lim inf

∫
un −

∫
ḡ

= lim inf(
∫
ḡ +
∫
gn)−

∫
ḡ = lim inf

∫
gn,

∫
lim sup gn =

∫
ḡ −
∫

lim inf vn ≥
∫
ḡ − lim inf

∫
vn

=
∫
ḡ − lim inf(

∫
ḡ +
∫
gn) = lim sup

∫
gn.

Неравенство lim inf
∫
gn ≤ lim sup

∫
gn вытекает из определе-

ний нижнего и верхнего пределов интегрируемых числовых по-
следовательностей. �

3. Критерий интегрируемости. Вещественная функция
f = g+ − g− интегрируема ессли ее положительные компоненты
g+, g− интегрируемы. Из интегрируемости f вытекает интегри-
руемость |f | = g+ + g−.

Лемма. Пусть абсолютные значения |fn| интегрируемых
числовых функций fn ограничены сверху интегрируемой функ-
цией f̄ ≥ 0 и последовательность (fn) почти всюду сходится
к функции f . Тогда f интегрируема и

∫
f = lim

∫
fn.

� Достаточно доказать лемму для вещественных функций.
Пусть функции fn = gn, f = g вещественные. Тогда условие

lim fn = f эквивалентно равенствам lim inf gn = lim sup gn = g.
Последовательность gn удовлетворяет условиям теоремы Фату
при ḡ = f̄ . Из нее следует, что функция g интегрируема и∫

g ≤ lim inf
∫
gn ≤ lim sup

∫
gn ≤

∫
g.

Отсюда
∫
f =

∫
g = lim

∫
gn =

∫
lim fn. �

Докажем теперь удобный и часто используемый
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Критерий интегрируемости. Числовая функция f инте-
грируема ессли f измерима и существует интегрируемая функ-
ция f̄ ≥ 0 такая, что |f | ≤ f̄ .

� 1. Докажем сначала достаточность сформулированных
условий.

Интегрируемость f = g + ih равносильна интегрируемости
ее вещественной и мнимой частей g и h. Измеримость f равно-
сильна измеримости g, h. Неравенство |f | ≤ f̄ влечет |g| ≤ f̄ ,
|h| ≤ f̄ . Значит, если сформулированные условия выполняются
для f , то они выполняются для g и h. А если g и h интегри-
руемы, то интегрируема f . Поэтому при доказательстве доста-
точности условий критерия можно ограничиться случаем веще-
ственной f . Тогда измеримость функции f означает, что к ней
почти всюду сходится некоторая последовательность веществен-
ных простых функций f̄n. Из условия |f | ≤ f̄ не вытекает |f̄n| ≤ f̄
для всех n, и сразу использовать лемму нельзя. Но последо-
вательность f̄n можно заменить последовательностью функций
fn = f̄ ∧ [f̄n ∨ (−f̄)], удовлетворяющей условиям леммы.

Функции fn интегрируемы вместе с f̄ , f̄n. Так как f̄n → f ,
f̄ ≥0 и −f̄≤ f̄n ≤ f̄ , то fn = f̄ ∧ [f̄n ∨ (−f̄)] → f̄∧[f∨(−f̄)] = f . Из
определений вытекает, что −f̄ ≤ fn ≤ f̄ , т. е. |fn| ≤ f̄ . Условия
леммы выполнены. Из нее следует, что функция f интегрируема.

2. Докажем теперь необходимость сформулированных ус-
ловий.

Измеримость интегрируемой функции сразу следует из опре-
делений. Функция f = (g+ − g−) + i(h+ − h−) интегрируема ес-
сли ее положительные компоненты g+, g−, h+, h− интегрируемы.
Вместе с ними интегрируема функция f̄ = g+ + g− + h+ + h−.
Из неравенства треугольника следует, что |f | ≤ f̄ . Таким обра-
зом, интегрируемая функция f̄ удовлетворяет сформулированным
условиям. �

Следствие. Измеримая f интегрируема ессли |f | интегри-
руема.

� Если f измерима, то и |f | измерима. По критерию инте-
грируемость f влечет существование интегрируемой функции f̄
такой, что |f | ≤ f̄ . Следовательно, тоже по критерию, |f | инте-
грируема. Если же f измерима, а |f | интегрируема, то интегри-
руемость f сразу вытекает из критерия при f̄ = |f |. �
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4. Теорема Лебега. Эта теорема дополняет теоремы Леви
и Фату. Она формулируется для любых числовых функций, не
обязательно вещественных. И очень часто используется.

Теорема Лебега. Пусть абсолютные значения |fn|
измеримых числовых функций fn почти всюду ограничены ин-
тегрируемой функцией f̄ ≥ 0 и последовательность (fn) по-
чти всюду сходится к функции f . Тогда fn, f интегрируемы
и lim

∫
fn =

∫
f .

� Теорема Лебега отличается от леммы п. 3 только предполо-
жением об измеримости функций fn и ограниченности |fn| почти
всюду. Поэтому для доказательства теоремы достаточно пока-
зать, что из ее условий вытекает интегрируемость функций fn
и что лемма остается верной и при ограниченности |fn| почти
всюду.

Заменим функции fn и f̄ эквивалентными функциями gn и ḡ,
которые равны нулю на множестве меры нуль, где |fn| не огра-
ничены. Ясно, что |gn| ≤ ḡ всюду. Измеримость fn влечет изме-
римость gn, а интегрируемость f̄ — интегрируемость ḡ. Кроме
того, так как fn → f , то и gn → f почти всюду. По критерию
измеримость gn и неравенство |gn| ≤ ḡ обеспечивают интегрируе-
мость gn. А из леммы п. 3 вытекает, что предельная функция f
интегрируема и lim

∫
gn =

∫
f . Так как fn и gn эквивалентны,

то fn интегрируемы вместе с gn и lim
∫
fn = lim

∫
gn. Следова-

тельно, lim
∫
fn =

∫
f . �

Следствие. Если функции fn интегрируемы и сумма∑∫ |fn| <∞, то существует интегрируемая функция f такая,
что

∑
fn = f почти всюду и

∫
f =

∑∫
fn.

� Последовательность функций gn =
∑
m≤n

|fm| удовлетворяет
условиям теоремы Леви. Поэтому существует интегрируемая
функция g, для которой g =

∑ |fn| почти всюду. Так как∣∣∣ ∑
m≤n≤p

fn

∣∣∣ ≤ ∑
m≤n≤p

|fn|, то отсюда по критерию Коши выте-

кает, что существует функция f , для которой f =
∑
fn почти

всюду. Последовательность hn =
∑
m≤n

fm удовлетворяет усло-

виям теоремы Лебега: hn интегрируемы, hn → f почти всюду,
|hn| ≤ g, g интегрируема. Следовательно, f интегрируема и

∫
f =

lim
∫
hn =

∑∫
fn. �
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5. Преобразование Фурье. Опишем еще одно применение
критерия интегрируемости.

Рассмотрим алгебру R простых множеств, составленных из
ограниченных интервалов вещественной прямой R = ]−∞,∞[,
и лебегову меру dx на R, равную сумме длин попарно непересе-
кающихся интервалов, составляющих простое множество:

dx
(∑

Aj

)
=
∑

dx(Aj), dx(|a, b|) = b− a.

(Здесь |a, b| обозначает произвольный интервал с началом a и кон-
цом b, т. е. |a, b|= ]a, b[, ]a, b], [a, b[, [a, b], −∞ < a ≤ b <∞.)

Для каждого вещественного числа u функция g : R → C со
значениями g(x) = eiux (−∞ < x < ∞) непрерывна и поэтому
измерима по мере dx. Произведение h = g · f измеримых функций
g и f — тоже измеримая функция. Кроме того, |h| = |g| · |f | =
1 · |f | = |f | и |f | интегрируема вместе с f . Следовательно, по
критерию и функция h интегрируема.

Функция ϕ : R → C со значениями

ϕ(u) =
∫
eiuxf(x) dx

называется преобразованием Фурье функции f .
Рассмотрим теперь стилтьесову меру dF на R, задаваемую

функцией распределения F : R → R (возрастающей, непрерывной
слева и имеющей пределы F (−∞) = 0, F (∞) = 1). Постоянная 1
интегрируема по такой мере dF :

∫
1 · dF = 1. Так как |g(x)| ≤ 1,

то по критерию функция g интегрируема по мере dF .
Функция ϕ : R → C со значениями

ϕ(u) =
∫
eiux dF

называется преобразованием Фурье меры dF .

3.3.4. Измеримые функции

Как правило, в математическом анализе приходится иметь
дело с измеримыми по данной мере функциями.
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1. Измеримость и интегрируемость. По определению,
измеримая функция есть предел почти всюду сходящейся после-
довательности простых функций. Разные алгебры простых мно-
жеств и разные меры могут определять разные классы измери-
мых функций. Как было показано, измеримые функции образуют
алгебру: сумма, произведение и произведение на число измери-
мых функций являются также измеримыми функциями по данной
мере. По определению, интегрируемая функция есть предел спе-
циальной последовательности простых функций. Следовательно,
каждая интегрируемая функция измерима. Но не наоборот: су-
ществуют неинтегрируемые измеримые функции.

Обратную связь между измеримостью и интегрируемостью
выражает

Предложение. Каждая измеримая функция равна пределу
некоторой почти всюду сходящейся последовательности инте-
грируемых функций.

� В самом деле, каждая измеримая функция равна пределу
некоторой почти всюду сходящейся последовательности простых
функций, а каждая простая функция интегрируема. �

2. Последовательности измеримых функций. Всюду
дальше будем предполагать, что существует возрастающая по-
следовательность простых множеств Un, объединение которых
равно U . В связи с этим рассматриваемые меры будем назы-
вать локально ограниченными. Сделанное предположение эквива-
лентно предположению, что существует последовательность по-
парно непересекающихся простых множеств En, сумма которых
равна U . Поэтому рассматриваемые меры называют еще сигма-
конечными: μ(A) = Σμ(AEn), μ(AEn) <∞.

Сделанное предположение обеспечивает существование стро-
го положительной интегрируемой функции.

Упражнение. Доказать это [82, гл. 6, п. 6.2].

Лемма. Если последовательность измеримых функций fn
почти всюду сходится к функции f , то f измерима.

� Рассмотрим интегрируемую функцию h > 0 и последо-
вательность функций gn = hfn(h + |fn|)−1. Вместе с h и fn
функции gn измеримы. Кроме того, |gn| ≤ h. Наконец, gn →
g = hf(h + |f |)−1. Из теоремы Лебега вытекает, что функция g
интегрируема и тем более измерима. Следовательно, функция
f = hg(h− |g|)−1 измерима. �
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Условимся называть множество функций замкнутым, если
ему вместе с каждой почти всюду сходящейся последовательно-
стью функций принадлежат и все ее предельные функции.

Теорема. Измеримые функции образуют замкнутую ал-
гебру.

Обозначим эту алгебру M . Локальная ограниченность меры
обеспечивает существование у этой алгебры единицы: 1 = limUn
∈ M . Поэтому каждая постоянная является измеримой функцией.

Предложение. Измеримая функция f почти всюду равна
нулю ессли f интегрируема и

∫ |f | = 0.

� Если f = 0 почти всюду, то f интегрируема и
∫ |f | = 0.

Обратно, если f интегрируема и
∫ |f | = 0, то последовательность

gn = n|f | удовлетворяет условиям теоремы Леви: она возрастает,
состоит из интегрируемых функций и интегрально ограничена
(нулем). Следовательно, gn почти всюду сходится к некоторой
интегрируемой функции g, т. е. n|f(x)| → g(x) для почти всех x.
Значит, f(x) = 0 для почти всех x. �

В частности, если интеграл положительной интегрируемой
функции равен нулю, то она почти всюду равна нулю.

3. Измеримые и интегрируемые множества. Отож-
дествление множеств с их индикаторами автоматически приво-
дит к определению измеримых и интегрируемых множеств как
множеств, имеющих соответственно измеримые и интегрируемые
индикаторы.

Из теоремы об алгебре измеримых функций вытекают след-
ствия для множеств.

Следствие 1. Измеримые множества образуют замкну-
тую алгебру множеств.

Условимся называть класс интегрируемых множеств ограни-
ченно замкнутым, если ему вместе с каждой почти всюду сходя-
щейся и почти всюду ограниченной некоторым интегрируемым
множеством последовательностью принадлежат и все ее предель-
ные множества.

Следствие 2. Интегрируемые множества образуют огра-
ниченно замкнутую алгебру множеств.

Обозначим эту алгебру
–

R и сформулируем важное
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Определение. Число μ̄(A) =
∫
Aμ называется мерой инте-

грируемого множества A ∈ –
R.

Верна следующая

Теорема. μ̄ : R̄ → R является полной счетно аддитивной
мерой, продолжающей меру μ : R → R.

� В самом деле, из определений вытекает, что μ̄(A) =
∫
Aμ =

μ(A) для каждого простого множества A. Значит, μ̄ продол-
жает μ.

Аддитивность μ̄ следует из линейности интеграла. Поло-
жительность вытекает из положительности интеграла. Значит,
μ̄ является мерой. Полнота и счетная аддитивность меры μ̄ вы-
текают из следствия теоремы Лебега. �

Условимся называть μ̄ интегральным продолжением меры μ.
Там, где это не приведет к путанице, вместо μ̄ будем писать μ.

Вещественные измеримые функции описывает
Критерий измеримости. Вещественная функция f изме-

рима ессли прообраз f−1[a,∞[ каждого интервала [a,∞[
(−∞ < a <∞) является измеримым множеством.

Замечание. В критерии интервал [a,∞[ можно заменить
любым из интервалов ]a,∞[, ]−∞, a], ]−∞, a[ (−∞ < a <∞).

Следствие. Непрерывная вещественная функция измерима
по мере Лебега.

Структуру измеримых по лебеговой мере λ вещественных
функций на отрезке [a, b] (−∞ < a < b <∞) описывает [96, гл. 3].

Теорема Лузина. Если функция f : [a, b] → R измерима по
лебеговой мере λ, то для каждого ε > 0 существует непрерыв-
ная функция g : [a, b]→ R такая, что λ({x : f(x) �= g(x)}) < ε.

3.3.5. Теоремы Фубини и Тонелли

Эти теоремы устанавливают связь между двойными и по-
вторными интегралами.

1. Рассмотрим множества X , Y , алгебры их простых ча-
стей A , B, меры λ, μ на A , B. В декартовом произведении
X ×Y = Z множеств X и Y выделим класс простых прямоуголь-
ников A×B = C со сторонами A ∈ A и B ∈B. Назовем простыми
множествами в X × Y объединения конечных семейств простых
прямоугольников. Множества в X×Y будем называть плоскими.

Легко доказать следующие утверждения [28, гл. 7].



318 3.3. Интеграл

Лемма 1. Каждое простое плоское множество равно сум-
ме некоторого конечного семейства попарно непересекающихся
простых прямоугольников.

Предложение 1. Класс всех простых множеств с обыч-
ными операциями образует алгебру.

Алгебра простых множеств в X × Y называется произведе-
нием алгебр A и B. Она обозначается A ×B.

Мера λ × μ = ν на алгебре A × B = C простых множеств
в X × Y = Z определяется очень естественно, но ее определение
связано с довольно длинными рассуждениями.

Определение 1. Пусть A ∈ A , B ∈ B и A×B = C. Тогда
ν(C) = (λ× μ)(A×B) = λ(A) · μ(B).

Лемма 2. Функция ν на простых прямоугольниках адди-
тивна.

Лемма 3.
∑
ν(Ci) =

∑
ν(Zi) (

∑
Ci =

∑
Zi).

Определение 2. Мера ν(C) простого множества C =∑
Ci равна сумме мер составляющих его простых прямоуголь-

ников Ci:
ν(C) =

∑
ν(Ci).

По лемме 3 это определение задает однозначную функцию ν
на алгебре A ×B = C простых множеств.

Предложение 2. Функция ν на алгебре C простых мно-
жеств, задаваемая определениями 1 и 2, является мерой.

Определения и леммы задают меру λ× μ : A ×B → R. Она
называется произведением мер λ : A → R и μ : B → R. Мера
λ×μ однозначно определяется своими значениями на прямоуголь-
никах.

Предложение 3. Произведение λ× μ = ν счетно аддитив-
ных мер λ и μ есть счетно аддитивная мера.

Легко проверить, что произведение локально ограниченных
мер есть локально ограниченная мера. Таким образом, произ-
ведение мер обладает всеми нужными свойствами. Его можно
пополнить.

Замечание. Произведение полных мер может не быть пол-
ной мерой [108, § 35, упр. 2].
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2. Двойные и повторные интегралы. Как и в п. 1,
рассмотрим множество X , алгебру его простых частей A , меру
λ = dx на ней и множество Y , алгебру его простых частей B,
меру μ = dy на ней. Меры λ = dx и μ = dy предполагаются
счетно аддитивными, полными и локально ограниченными. Обо-
значения dx и dy выбраны для большей выразительности записей
с интегралами. Вместе с мерами λ = dx и μ = dy рассмотрим
их пополненное произведение λ × μ = dxdy. Это произведение
является мерой на алгебре A × B простых множеств в X × Y ,
пополненной когда нужно.

Возьмем функцию h : X × Y → C двух переменных x ∈ X
и y ∈ Y , принимающую комплексные значения h(x, y) ∈ C. Будем
функцию h иногда обозначать еще h(·, ·). Для каждых a ∈ X
и b ∈ Y по функции h определяются частные функции одной
переменной h(a, ·): Y → C и h(·, b): X → C со значениями h(a, y)
и h(x, b) для y ∈ Y и x ∈ X . Функции h(a, y) и h(x, b) называются
еще сечениями функции h в точках a ∈ X и b ∈ Y .

Чтобы сформулировать теоремы Фубини и Тонелли, опреде-
лим двойной и повторные интегралы, введем подходящие обозна-
чения.

1. Если функция h(·, ·) интегрируема по мере dxdy, то будем
говорить,me что существует двойной интеграл

c =
∫ ∫

h(x, y) dxdy.

2. Предположим, что для каждого x ∈ X , не принадлежа-
щего некоторому множеству A ⊆ X меры dx(A) = 0, функция
h(x, ·) интегрируема по мере dy. Рассмотрим функцию f на X ,
которая имеет значения f(x) =

∫
h(x, y) dy для x /∈ A и произ-

вольные числовые значения f(x) для x ∈ A. Если функция f
интегрируема по мере dx, то скажем, что существует повтор-
ный интеграл

a =
∫
f(x) dx =

∫ (∫
h(x, y) dy

)
dx.

Существование и величина этого интеграла не зависят от
выбора множества A меры dx(A) = 0 и значений f(x) для x ∈ A.

3. Предположим, что для каждого y ∈ Y , не принадлежащего
некоторому множеству B ⊆ Y меры dy(B) = 0, функция h(·, y)
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интегрируема по мере dx. Рассмотрим функцию g на Y , которая
имеет значения g(y) =

∫
h(x, y) dx для y /∈ B и произвольные

числовые значения g(y) для y ∈ B. Если функция g интегрируема
по мере dy, то скажем, что существует повторный интеграл

b =
∫
g(y) dy =

∫ (∫
h(x, y) dx

)
dy.

Существование и величина этого интеграла не зависят от
выбора множества B меры dy(B) = 0 и значений g(x) для y ∈ B.

Функции f и g иногда называют простыми интегралами.
Они определены с точностью до эквивалентности по мерам dx
и dy соответственно.

Так как интегрируемость числовой функции равносильна ин-
тегрируемости ее положительных компонент, а интеграл линеен,
то достаточно исследовать связь между двойными и повторными
интегралами для положительных функций.

Лемма. Почти все сечения плоского множества меры нуль
тоже имеют меру нуль.

Упражнение. Доказать это [82, гл. 7, п. 7.2].

Из этой леммы вытекает много полезных следствий. Дока-
жем одно из них, используя введенные обозначения.

Следствие. Если hn(·, ·)→ h(·, ·) почти всюду по dxdy, то
hn(a, ·) → h(a, ·) почти всюду по dy и hn(·, b) → h(·, b) почти
всюду по dx для почти каждых a ∈ X и b ∈ Y .

� Пусть hn(x, y)→ h(x, y) при (x, y) /∈ C, dxdy(C) = 0. Тогда
hn(a, y) → h(a, y) при x /∈ C(a, ·), hn(x, b) → h(x, b) при x /∈ C(·, b)
и dy(C(a, ·)) = 0, dx(C(·, b)) = 0 для почти каждых a ∈ X , b ∈ Y . �

Из этого следствия вытекает

Предложение. Почти все сечения измеримой функции из-
меримы.

� Пусть h(·, ·) измерима. Тогда по определению к ней почти
всюду сходится по dxdy последовательность простых функций
hn(·, ·). Ясно, что сечения hn(a, ·) и hn(·, b) являются тоже про-
стыми функциями. По доказанному hn(a, ·)→ h(a, ·) почти всюду
по dy для почти каждого a ∈ X и hn(·, b) → h(·, b) почти всюду
по dx для почти каждого b ∈ Y . Следовательно, для таких a и b
функция h(a, ·) измерима по dy и функция h(·, b) измерима по dx. �

3. Используем введенные в п. 2 обозначения и данные там
определения двойных и повторных интегралов.
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Теорема Фубини. Если для числовой функции h двух пе-
ременных существует двойной интеграл c, то для нее суще-
ствуют оба повторных интеграла a, b и все три интеграла
равны a = b = c.

Коротко теорема Фубини выражается равенствами∫ ∫
h(x, y) dxdy =

∫ (∫
h(x, y)dx

)
dy =

∫ (∫
h(x, y)dy

)
dx.

При доказательстве теоремы Фубини будут использованы два
вспомогательных предложения.

Лемма 1. Теорема Фубини верна для простых функций.
� Пусть h =

∑
i

ciCi =
∑
i

∑
j

cij(Aij × Bij), где ci = cij —

числа, Ci =
∑
j

cij(Aij ×Bij) — суммы простых прямоугольников.

Тогда

c =
∫ ∫

h(x, y) dxdy =
∑
i

∑
j

cij dx(Aij) dy(Bij),

h(x, ·) =
∑
i

∑
j

cijAij(x)Bij ,

f(x) =
∫
h(x, y) dxdy =

∑
i

∑
j

cijAij(x) dy(Bij),

a =
∫
f(x) dx =

∫ (∫
h(x, y) dy

)
dx

=
∑
i

∑
j

cij dx(Aij) dy(Bij) = c,

h(·, y) =
∑
i

∑
j

cijAijBij(y),

g(y) =
∫
h(x, y) dx =

∑
i

∑
j

cij dx(Aij)Bij(y),

b =
∫
g(y) dy =

∫ (∫
h(x, y) dx

)
dy

=
∑
i

∑
j

cij dx(Aij) dy(Bij) = c.
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Таким образом, a = b = c. �
Лемма 2. Теорема Фубини верна для монотонно интегри-

руемых функций.
� Пусть h ∈ K . Тогда существует приближающая h возра-

стающая последовательность простых функций hn и

c =
∫ ∫

h(x, y) dxdy = lim
∫ ∫

hn(x, y) dxdy. (1)

Здесь hn(z) ↑ h(z) (z = (x, y) /∈ C), где C — некоторое множество
в Z = X × Y , имеющее меру dxdy(C) = 0.

Рассмотрим последовательность простых функций fn со зна-
чениями fn(x) =

∫
hn(x, y) dy. Эта последовательность возра-

стает и интегрально ограничена вместе с (hn):∫
fn(x) dx =

∫ (∫
hn(x, y) dy

)
dx =

∫ ∫
hn(x, y) dxdy ≤ c. (2)

Значит, (fn) приближает некоторую интегрируемую функцию f и
lim
∫
fn(x) dx =

∫
f(x) dx. Выделим множество A = {x : dy(C(x, ·))

�= 0} ∪ {x : fn(x) � f(x)}. Так как dxdy(C) = 0, то dy(C(x, ·)) = 0
для почти всех x. Вместе с тем fn(x) → f(x) тоже для почти
всех x. Значит, dx(A) = 0.

Если x /∈ A, то dy(C(x, ·)) = 0. При y /∈ C(x, ·) пара (x, y) /∈ C
и последовательность hn(x, y) ↑ h(x, y) по определению множе-
ства C. Таким образом, возрастающая последовательность про-
стых функций hn(x, ·) почти всюду сходится по мере dy к функции
h(x, ·). Вместе с тем fn(x) ↑ f(x) при x /∈ A и поэтому последова-
тельность hn(x, ·) интегрально ограничена:∫

hn(x, y) dy = fn(x) ≤ f(x) <∞.

Значит, при x /∈ A функция h(x, ·) интегрируема по мере dy и

f(x) = lim fn(x) = lim
∫
hn(x, y) dy =

∫
h(x, y) dy. (3)

Функция f интегрируема по мере dx. Следовательно, повтор-
ный интеграл

a =
∫
f(x) dx =

∫ (∫
h(x, y) dy

)
dx
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существует. Он равен двойному: из (1)–(3) вытекает, что

a =
∫
f(x) dx =

∫ (∫
h(x, y) dy

)
dx

=
∑
i

∑
j

cij dx(Aij) dy(Bij) = c.

Точно так же можно доказать, что повторный интеграл b
существует и b = c. Но благодаря симметрии это сразу следует
из уже доказанного при замене x↔ y. �

Доказательство теоремы Фубини. Пусть h — интегри-
руемая по мере dxdy числовая функция на X × Y , имеющая мо-
нотонно интегрируемые компоненты h1, h2, h3, h4: h = h1 − h2 +
ih3 − ih4. Компоненты hj (j = 1, 2, 3, 4) интегрируемы мере dxdy.
По лемме 2 для них верна теорема Фубини: из существования
двойных интегралов

cj =
∫ ∫

hj(x, y) dxdy

вытекает существование повторных интегралов

aj =
∫ (∫

hj(x, y) dy
)
dx, bj =

∫ (∫
hj(x, y) dx

)
dy

и равенства aj = bj = cj (j = 1, 2, 3, 4).
Заметим, что для каждых x ∈ X и y ∈ Y функции hj(x, ·)

и hj(·, y) являются монотонно интегрируемыми компонентами
функций h(x, ·) и h(·, y):

h(x, ·) = h1(x, ·)− h2(x, ·) + ih3(x, ·)− ih4(x, ·),
h(·, y) = h1(·, y)− h2(·, y) + ih3(·, y)− ih4(·, y).

Интегрируемость hj(x, ·) по мере dy и интегрируемость hj(·, y) по
мере dx влекут интегрируемость h(x, ·) и h(·, y) по мерам dy и dx.
Значит, существуют простые интегралы fj и gj со значениями

fj(x) =
∫
hj(x, y) dy, gj(y) =

∫
hj(x, y) dx
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для почти всех x ∈ X и для почти всех y ∈ Y . Существование
повторных интегралов aj и bj , по определению, означает инте-
грируемость функций fj и gj по мерам dy и dx. Она влечет ин-
тегрируемость функций f и g по мерам dy и dx. Следовательно,
повторные интегралы a, b существуют и

a = a1 − a2 + ia3 − ia4, b = b1 − b2 + ib3 − ib4.
Из этих равенств, равенства c = c1 − c2 + ic3 − ic4 и равенств
aj = bj = cj (j = 1, 2, 3, 4) вытекают равенства a = b = c. Теорема
Фубини доказана в общем случае.

4. Теорема Тонелли. В теореме Фубини из существования
двойного интеграла выводится существование повторных инте-
гралов. В теореме Тонелли, наоборот, из существования повтор-
ных интегралов выводится существование двойного, но только
для положительных измеримых функций.

Теорема Тонелли. Если для положительной измеримой
функции h двух переменных существует один из повторных ин-
тегралов a или b, то для нее существует второй повторный ин-
теграл, двойной интеграл c и все три интеграла равны:
a = b = c.

� Пусть у положительной измеримой функции h существует
повторный интеграл

a =
∫
f(x) dx =

∫ (∫
h(x, y) dy

)
dx.

Существует возрастающая последовательность положительных
интегрируемых функций hn, почти всюду по мере dxdy сходя-
щаяся к h:

0 ≤ hn(z) ↑ h(z) (z = (x, y) /∈ C),

где dxdy(C) = 0. Нужно еще доказать, что последовательность
функций hn интегрально ограничена. (В теореме Фубини это
сразу следовало из интегрируемости функции h. Здесь же пред-
полагается только измеримость h.)

Заметим, что последовательность интегрируемых функций
fn ьу со значениями

fn(x) =
∫
hn(x, y) dy
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возрастает вместе с последовательностью функций hn и ограни-
чена интегрируемой функцией f со значениями f(x) =

∫
h(x, y) dy

для почти всех x ∈ X по мере dx. Используя теорему Фубини для
функций hn, существование повторного интеграла a и интегрируя
верные почти всюду по мере dx неравенства fn ≤ f , получаем∫ ∫

hn(x, y) dxdy =
∫ (∫

hn(x, y) dy
)
dy

=
∫
fn(x) dx ≤

∫
f(x)dx =

∫ (∫
h(x, y) dy

)
dx = a.

Значит, последовательность функций hn интегрально огра-
ничена. Из теоремы Леви следует, что функция h интегрируема
по мере dxdy. Двойной интеграл

c =
∫ ∫

h(x, y) dxdy = lim
∫ ∫

hn(x, y) dxdy

существует. По теореме Фубини отсюда следует, что второй по-
вторный интеграл

b =
∫
g(y) dy =

∫ (∫
h(x, y) dx

)
dy

тоже существует и верны равенства a = b = c.
Точно так же можно было доказать, что если у положи-

тельной измеримой функции h существует повторный интеграл b,
то у нее существует двойной интеграл c, повторный интеграл a
и верно равенство a = b = c. Но благодаря симметрии это сразу
следует из уже доказанного при замене x↔ y. �

Из теорем Фубини и Тонелли можно вывести обобщающее их
предложение для измеримых функций h с числовыми значениями.

Как обычно, обозначим |h| функцию со значениями |h(x, y)|.
Измеримость h влечет измеримость |h|, а интегрируемость h рав-
носильна интегрируемости |h|. Обозначим через α, β и γ повтор-
ные и двойной интегралы для функции |h|:

α =
∫ (∫

|h(x, y)| dy
)
dx, β =

∫ (∫
|h(x, y)| dx

)
dy,

γ =
∫ ∫

|h(x, y)| dxdy.
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Существование (конечного) γ равносильно существованию
двойного интеграла c =

∫ ∫
h(x, y) dxdy. Но (конечные) α, β мо-

гут и не существовать тогда, когда a, b существуют (и даже
равны).

Упражнение. Привести контрпример [82, гл. 7, п. 74].

Теоремы Фубини и Тонелли объединяет общая

Теорема Фубини — Тонелли. Пусть h — измеримая чи-
словая функция двух переменных. Тогда если существует один
из повторных интегралов α, β или двойной интеграл γ функции
|h|, то существуют повторные и двойной интегралы a, b и c
функции h, причем a = b = c.

� Измеримость h влечет измеримость |h|. По теореме То-
нелли измеримость |h| и существование одного из повторных ин-
тегралов α или β для |h| обеспечивает существование двойного
интеграла для |h|. И, следовательно, существование двойного ин-
теграла c для h. Тем более двойной интеграл c измеримой функ-
ции h существует, если предполагается, что двойной интеграл γ
функции |h| существует. По теореме Фубини из существования
двойного интеграла c для h вытекает существование обоих по-
вторных интегралов a, b для h и равенство a = b = c. �

5. Теоремы Фубини и Тонелли формулируют условия, при
которых можно переставлять интегралы. Здесь приводятся усло-
вия, при которых можно переставлять интеграл с пределом, про-
изводной и несобственным интегралом.

Будем считать, что X ⊆ R, и называть переменную x ∈ X
параметром. Если при каждом значении параметра x функция
h(x, ·): Y → C интегрируема по мере dy, то условимся функцию
f : X → C со значениями f(x) =

∫
h(x, y) dy называть инте-

гралом, зависящим от параметра. Все остальные обозначения
и термины сохраняют прежний смысл.

Рассмотрим произвольную точку a замыкания
–
X в

–R =
[−∞,∞] множества X . (В частности, возможно a = −∞ и
a = ∞.) Сформулируем подробно условия, при которых инте-
грал по dx можно переставлять с пределом при x→ a:

(1.1) h(x, ·) измерима по dy для каждого x ∈ X ;
(2.1) h(·, y) сходится при x → a к значению g(y) некоторой

g : Y → C для почти каждого y ∈ Y ;
(3.1) |h(·, y)| ограничена значением ḡ(y) некоторой интегри-

руемой ḡ : Y → R для почти каждого y ∈ Y .
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Утверждение « lim
x→a

∫
h(x, y) dy имеет смысл» означает, что

функции h(x, ·) интегрируемы по dy и функция f со значения-
ми f(x) =

∫
h(x, y) dy имеет предел при x → a. Утверждение

«
∫

lim
x→a

h(x, y) dy имеет смысл» означает, что существует пре-

дельная функция g : Y → C со значениями g(y) = lim
x→a

h(x, y) для
почти всех y ∈ Y и она интегрируема по dy.

Теорема 1. Если выполнены условия (1.1)–(3.1), то обе ча-
сти равенства

lim
x→a

∫
h(x, y) dy =

∫
lim
x→a

h(x, y) dy

имеют смысл и оно верно.
� Нужно свести дело к последовательностям и применить

теорему Лебега. Рассмотрим произвольную последовательность
x(n) ∈ X , сходящуюся к a ∈ –

X. Если h(x, y) → g(y) при x → a,
то h(x(n), y) → g(y). Условия (1.1)–(3.1) обеспечивают выполне-
ние условий теоремы Лебега для функций gn = h(x(n), ·), g и ḡ:
функции gn измеримы, их абсолютные значения |gn| = |h(x(n), ·)|
почти всюду ограничены интегрируемой функцией ḡ и последова-
тельность почти всюду сходится к функции g. По теореме Лебега
функции gn, g интегрируемы и lim

∫
gn =

∫
g. То есть

lim f(x(n)) = lim
∫
h(x(n), y) dy =

∫
g(y) dy

для каждой последовательности x(n) → a. Значит, функция f
имеет предел при x→ a и

lim
x→a

∫
h(x, y) dy = lim

x→a
f(x) =

∫
g(y) dy = lim

x→a

∫
h(x, y) dy.

Теорема доказана. �
Перейдем теперь к производным. Рассмотрим произвольную

точку a интервала X в R = ]−∞,∞[. (Точка a не обязательно
внутренняя, а интервал X не обязательно открытый.)

Обозначим Dah(·, y) производную функции h(·, y) в точке a,
Δah(·, y) — относительное приращение функции h(·, y) в точке a:

Δah(x, y) =
h(x, y)− h(a, y)

x− a
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при x �= a. Если h(·, y) дифференцируема в точке a, то значение
Δah(·, y) при x = a выбирается равным Dah(·, y). По определе-
нию,

Dah(·, y) = lim
x→a

Δah(x, y).

Сформулируем подробно условия, при которых интеграл по
dy можно переставлять с производной в точке a:

(1.2) h(x, ·) измерима по dy для каждого x ∈ X , а h(a, ·)
интегрируема по dy;

(2.2) h(·, y) дифференцируема в точке a для почти каждого
y ∈ Y ;

(3.2) |Δah(·, y)| ограничена значением ḡ(y) некоторой инте-
грируемой ḡ : Y → R для почти каждого y ∈ Y .

Утверждение «Da

∫
h(x, y) dy имеет смысл» означает, что

функции h(x, ·) интегрируемы по dy и функция f : X → C со значе-
ниями f(x) =

∫
h(x, y) dy имеет производную в точке a. Утверж-

дение «
∫

Dah(x, y) dy имеет смысл» означает, что h(·, y) диффе-
ренцируема в точке a для почти каждого y ∈ Y и функция со
значениями Dah(·, y) для таких y ∈ Y интегрируема по dy.

Теорема 2. Если выполнены условия (1.2)–(3.2), то обе ча-
сти равенства

Da

∫
h(x, y) dy =

∫
Dah(x, y) dy

имеют смысл и оно верно.
� Нужно применить теорему 1 к функции Δah(·, ·).
Условия (1.2)–(3.2) обеспечивают выполнение условий (1.1)–

(1.3) для функции h̄ = Δah(·, ·) со значениями

h̄(x, y) =
h(x, y)− h(a, y)

x− a (x �= a), h̄(a, y) = Δah(·, y).

В самом деле, h̄(x, ·) измерима вместе с h(x, ·) при всех x ∈ X
по dy, h̄(·, y) сходится при x → a к Dah(·, y) для почти каждого
y ∈ Y и |h̄(x, y)| ограничена значением ḡ(y) для почти всех y ∈ Y .

Из теоремы 1 следует, что функции h̄(x, ·) интегрируемы.
А функции h(a, ·) интегрируема по условию. Так как

h(x, ·) = h(a, ·) + (x− a)h̄(x, ·),
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то из интегрируемости h(a, ·) и h̄(x, ·) вытекает интегрируемость
h(x, ·) по мере dy при каждом x ∈ X . По теореме 1 обе части

lim
x→a

∫
h(x, y)− h(a, y)

x− a
dy =

∫
lim
x→a

h(x, y)− h(a, y)
x− a dy

имеют смысл и это равенство верно. А так как h(x, ·) интегри-
руема при каждом x ∈ X , то

lim
x→a

∫
h(x, y)− h(a, y)

x− a dy

= lim
x→a

1
x− a

[∫
h(x, y) dy−

∫
h(a, y) dy

]
= Da

∫
h(x, y) dy,

lim
x→a

h(x, y)− h(a, y)
x− a

= Dah(·, y).

Обе части равенства теоремы имеют смысл и оно верно. �
Равенство теоремы 2 называют правилом Лейбница диффе-

ренцирования интеграла, зависящего от параметра.
Для дифференцируемых функций на отрезке условия, при ко-

торых интеграл переставляется с производной, формулируются
аналогично условиям теоремы 2. Рассмотрим отрезок X веще-
ственной прямой.

Обозначим Dh(·, y) производную функции h(·, y). Сформу-
лируем подробно условия, при которых интеграл по dy можно
переставлять с производной по x:

(1.2′) h(x, ·) интегрируема по dy для каждого x ∈ X ;
(2.2′) h(·, y) дифференцируема для почти каждого y ∈ Y ;
(3.2′) |Dh(·, y)| ограничена значением ḡ(y) некоторой инте-

грируемой ḡ : Y → R для почти каждого y ∈ Y .
Следующая теорема аналогична теореме 2.

Теорема 2′. Если выполнены условия (1.2′)–(3.2′), то обе
части равенства

D

∫
h(x, y) dy =

∫
Dh(x, y) dy

имеют смысл и оно верно.



330 3.3. Интеграл

� Нужно показать, что из условий (1.2′)–(3.2′) следуют усло-
вия (1.2)–(3.2) для любой точки a ∈ X . Условия (1.2) и (2.2) по-
лучаются из (1.2′) и (2.2′) автоматически. Условие (3.2) следует
из (3.2′) и формулы Лагранжа [121, гл. 3, § 2]∣∣∣∣h(x, y)− h(a, y)

x− a
∣∣∣∣ = |Dch(·, y)| ≤ ḡ(y),

где c = c(a, x) — некоторая точка отрезка X . �
Для несобственных интегралов возьмем X = R = ]−∞,∞[.

Определим лебеговы несобственные интегралы по аналогии с ри-
мановыми.

Рассмотрим функцию f : R → C, интегрируемую по лебего-
вой мере dx на каждом отрезке [a, b]⊂ R. Лебеговым несобствен-
ным интегралом функции f назовем двойной предел

∞∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞
b→∞

b∫
a

f(x) dx.

Если функция f интегрируема по лебеговой мере dx на всей
вещественной прямой R = ]−∞,∞[, то несобственный интеграл
для f равен обычному. Это следует из теоремы 1. В самом деле,

∫
f −

b∫
a

f =
∫
f −

∫
[a, b]f =

∫
(1− [a, b])f → 0

при a→ −∞, b→∞, так как 1− [a, b](x)→ 0 для каждого x ∈ X ,
функция |f | интегрируема по dx вместе с f и |(1− [a, b]) · f | ≤ |f |.

Замечание. Лебеговы несобственные интегралы сущест-
вуют и у некоторых не интегрируемых по лебеговой мере функ-
ций f . (В частности, при f(x) = x−1 sinx для x �= 0.)

Сформулируем подробно условия, при которых интеграл по
dy можно переставлять с несобственным интегралом по dx:

(1.3) h(·, ·) измерима по dxdy;
(2.3) h(·, y) имеет лебегов несобственный интеграл для по-

чти каждого y ∈ Y ;
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(3.3) интегралы
b∫
a

|h(x, y)| dx для всех a ≤ b из R ограничены

значением ḡ(y) некоторой интегрируемой ḡ : Y → R для почти
каждого y ∈ Y .

Утверждение «
∞∫

−∞

(∫
h(x, y) dy

)
dx имеет смысл» означает,

что h(·, ·) интегрируемa по dy и функция f со значениями f(x) =∫
h(x, y)dy имеет несобственный интеграл по dx. Утверждение

«
∫ ( ∞∫

−∞
h(x, y) dx

)
dy имеет смысл» означает, что h(·, y) имеет

несобственный интеграл по dx для почти каждого y ∈ Y , а

g : Y → С со значениями g(y) =
∞∫

−∞
h(x, y) dx для таких y ∈ Y

интегрируема по dy.

Теорема 3. Если выполнены условия (1.3)–(3.3), то обе ча-
сти равенства

∞∫
−∞

(∫
h(x, y) dy

)
dx =

∫ ⎛⎝ ∞∫
−∞

h(x, y) dx

⎞⎠dy
имеют смысл и оно верно.

� Теорема 3 вытекает из теоремы Фубини — Тонелли и тео-
ремы Леви. Из условия (3.3) следует, что |h(·, y)| имеет несоб-
ственный интеграл

∞∫
−∞

|h(x, y)| dx= lim
a→−∞
b→∞

b∫
a

|h(x, y)| dx≤ ḡ(y)

для почти каждого y ∈ Y . Значит, при таких y ∈ Y функция
|h(·, y)| интегрируема по мере dx на R = ]−∞,∞[. В самом деле,
из условий (1.3)–(3.3) следует, что последовательность функций
ϕn = [−n, n] · |h(·, y)| со значениями

ϕn(x) = |h(x, y)| (x ∈ [−n, n]), ϕn(x) = 0 (x /∈ [−n, n])

является возрастающей последовательностью интегрируемых (по
лебеговой мере dx для R) функций, интегрально ограниченной
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и сходящейся всюду к функции ϕ = |h(·, y)|. Поэтому (следствие
теоремы Леви) функция |h(·, y)| интегрируема по dx, а вместе
с нею и h(·, y) (следствие критерия интегрируемости; измери-
мость h(·, ·) по dxdy влечет измеримость h(·, y) по dx, как было
показано в п. 2). Кроме того, как было показано, интеграл по
мере dx равен несобственному:∫

h(x, y) dx =

∞∫
−∞

h(x, y) dx.

Из интегрируемости функций |h(·, y)| по лебеговой мере dx
для R и условия (3.3) вытекает существование повторного инте-
грала

β =
∫ (∫

|h(x, y)| dx
)
dy ≤

∫
ḡ(y) dy <∞.

По теореме Фубини — Тонелли измеримость функции h(·, y) (ус-
ловие (1.3)) и существование повторного интеграла β для функ-
ции |h(·, y)| обеспечивает существование и равенство повторных
интегралов для h(·, ·). Так как интегралы по мере dx равны со-
ответствующим несобственным, то это значит, что обе части ра-
венства имеют смысл и оно верно. �

Докажем еще одну теорему о перестановке интегралов.
Сформулируем подробно ее условия:

(1.3′) h(x, ·) интегрируема по dy для каждого x ∈ X ;
(2.3′) h(·, y) имеет лебегов несобственный интеграл для по-

чти каждого y ∈ Y ;

(3.3′) |Δuh(·, y)| и
v∫
u

|h(x, y)| dx для всех u ≤ v из R ограничены

значением ḡ(y) некоторой интегрируемой ḡ : Y → R для почти
каждого y ∈ Y .

Утверждения теоремы 3′ те же, что и теоремы 3.

Теорема 3′. Если выполнены условия (1.3′)–(3.3′), то обе
части равенства

∞∫
−∞

(∫
h(x, y) dy

)
dx =

∫ ⎛⎝ ∞∫
−∞

h(x, y) dx

⎞⎠dy
имеют смысл и оно верно.
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� Убедимся, что обе части этого равенства имеют смысл.
Начнем с правой. По условию (2.3′) функция h(·, y) интегри-
руема по dx на каждом [u, v] ⊂ R (−∞ < u ≤ v < ∞) для
почти каждого y ∈ Y . Рассмотрим функцию g со значениями

g(u, v, y) =
v∫
u

h(x, y) dx для таких y ∈ Y и произвольными для

остальных. Докажем, что g(u, v, ·) интегрируема по dy. Заметим,
что из условия (3.3′) вытекает непрерывность h(·, y) для почти
всех y ∈ Y . В самом деле, если∣∣∣∣h(x, y)− h(u, y)

x− u

∣∣∣∣ ≤ ḡ(y)

при x �= u, то |h(x, y)− h(u, y)| ≤ ḡ(u) · |x − u|. На отрезке [u, v]
непрерывная h(·, y) приближается ступенчатыми функциями:

hn(·, y) =
∑
k

h(xkn, y)Akn,

Akn = [u+ (k − 1)(v− u)/n, u+ k(v − u)/n],
xkn = u+ k(v − u)/n, k = 1, . . . , n.

Отсюда g(u, v, ·) = lim
n→∞

[∑
k

h(xkn, ·) · (v − u)/n
]
. По условию

(1.3′) функции h(xkn, ·) интегрируемы по dy и тем более изме-
римы. Вместе с ними измеримы суммы в квадратных скобках
и их предел. В тоже время из условия (3.3′) вытекает, что

|g(u, v, y)| ≤
v∫
u

|h(x, y)| dx≤ ḡ(y)

для почти всех значений интегрируемой ḡ : Y → R. Отсюда сле-
дует, что функция g(u, v, ·) интегрируема по dy.

Рассмотрим функцию ψ со значениями

ψ(u, x) =
∫
g(u, x, y) dy (x ∈ [u, v]).



334 3.3. Интеграл

Докажем, что ψ(u, ·) дифференцируема и вычислим ее производ-
ную. Убедимся в том, что для функции g(u, x, ·) выполнены усло-
вия теоремы 2′. В самом деле, g(u, x, ·) интегрируема по dy для
каждого x ∈ [u, v], g(u, ·, y) дифференцируема для каждого y ∈ Y ,
для которого h(·, y) непрерывна:

Dg(u, ·, y) = h(·, y), |Dg(u, ·, y)|= |h(·, y)| ≤ h̄(y)

для почти всех значений интегрируемой h̄ = |h(·, y)|+ g · (v − u).
Это следует из условий (1.3′) и (3.3′) благодаря неравенствам

|h(x, y)| − |h(u, y)| ≤ |h(x, y)− h(u, y)|
≤ ḡ(y) · |x− u| ≤ ḡ(y) · (v − u),

|h(x, y)| ≤ |h(u, y)|+ ḡ(y) · (v − u).

По теореме 2′ функция ψ(u, ·) дифференцируема и ее произ-
водная в точке x ∈ [u, v] выражается равенствами

Dψ(u, x) = D

∫
g(u, x, y) dy =

∫
Dg(u, x, y) dy =

∫
h(x, y) dy.

Докажем, что lim
u→−∞,
v→∞

ψ(u, v) =
∫ ( ∞∫

−∞
h(x, y) dx

)
dy. Для

функции g выполнены условия теоремы 1. В самом деле,
g(u, v, ·) измерима по dy для каждых u ≤ v;
g(u, v, y) сходится при u → −∞, v → ∞ к несобственному

интегралу функции h(·, y)для почти каждого y ∈ Y по усло-
вию (2.3′);

|g(·, ·, y)| ≤ ḡ(y) для почти всех значений интегрируемой
ḡ : Y → R.

По теореме 1

lim
u→−∞,
v→∞

ψ(u, v) = lim
u→−∞,
v→∞

∫ ⎛⎝ v∫
u

h(x, y) dx

⎞⎠dy
=
∫ (

lim
u→−∞,
v→∞

v∫
u

h(x, y) dx
)
dy =

∫ ⎛⎝ ∞∫
−∞

h(x, y) dx

⎞⎠dy.
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Таким образом, правая часть равенства теоремы 3′ имеет
смысл.

Перейдем к левой. По условию (1.3′) определена функция
f : R → C со значениями f(x) =

∫
h(x, y) dy. Из условия (3.3′)

вытекает, что функция f непрерывна:

|f(x)− f(u)| ≤
∫
|h(x, y)− h(u, y)| dy ≤ |x− u|

∫
ḡ(y) dy ≤ c|x− u|

(c =
∫
ḡ(y) dy <∞). Рассмотрим функцию ϕ со значениями

ϕ(u, v) =

v∫
u

f(x) dx (u ≤ v).

Так как f непрерывна, то ϕ(u, ·) дифференцируема и ее производ-
ная в точке x ∈ [u, v] выражается равенствами

Dϕ(u, x) = f(x) =
∫
h(x, y) dy.

Заметим, что Dϕ(u, x) = Dψ(u, x) (x ∈ [u, v]) и, следовательно,
ϕ(u, x)− ψ(u, x) = c (x ∈ [u, v]). Так как ϕ(u, u) = ψ(u, u) = 0, то
c = 0. Значит, ϕ(u, x) = ψ(u, x) (u ≤ v). Поэтому

∞∫
−∞

(∫
h(x, y) dy

)
dx = lim

u→−∞,
v→∞

ϕ(u, v)

= lim
u→−∞,
v→∞

ψ(u, v) =
∫ ⎛⎝ ∞∫

−∞
h(x, y) dx

⎞⎠dy.
Таким образом, левая часть равенства теоремы 3′ тоже имеет

смысл и совпадает с правой. Теорема 3′ доказана. �
Теоремы 1–3 и 2′, 3′ выражают правила действий под знаком

интеграла. Они часто и эффективно применяются.
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3.3.6. Неопределенные интегралы

Так называются меры, значения которых равны интегралам.
1. Теорема Радона — Никодима. Рассмотрим множе-

ство U , алгебру A частей U и меру μ на A , алгебру B ⊇ A
частей U и меру ν на B. Как обычно, будем считать, что рассма-
триваемые меры положительны, счетно аддитивны и локально
ограничены, а иногда и полные.

Условимся говорить, что мера ν непрерывна по мере μ, и пи-
сать ν , μ, если для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что
ν(A) ≤ ε при каждом A ∈ A , для которого μ(A) ≤ δ.

Обозначим Ā и
–

B алгебры множеств, интегрируемых по
мерам μ и ν, а μ̄ и ν̄ — интегральные продолжения этих мер.
Предположим, что B ⊇ A . Можно доказать [82, гл. 8, п. 8.2],
что непрерывность ν по μ эквивалентна непрерывности ν̄ по μ̄.
А непрерывность ν̄ по μ̄ равносильна условию, что ν̄(A) = 0 при
каждом A ∈ A , для которого μ̄(A) = 0. Условимся дальше рас-
сматривать интегральные продолжения, но не писать черточки
в обозначениях алгебр и мер.

Рассмотрим измеримую по мере μ функцию f . Если для каж-
дого множества A ∈ A функция Af интегрируема по мере μ и

ν(A) =
∫
Af dμ =

∫
A

f dμ,

то мера ν называется неопределенным интегралом функции f по
мере μ, а функция f называется производной меры ν по мере μ
и обозначается dν/dμ. Пишут еще dν = fdμ.

Производные меры ν по мере μ составляют класс эквива-
лентных по μ функций. Так как меры μ и ν положительны, то
dν/dμ = f ≥ 0 почти всюду по мере μ. Рассматривая линейные
комбинации мер и линейные комбинации их производных, можно
обобщить сказанное на числовые функции множеств [108, § 30].

Функцию f , для которой Af интегрируема по μ при каж-
дом A ∈ A , условимся называть локально интегрируемой по μ.
Благодаря предполагаемой локальной ограниченности меры μ
из локальной интегрируемости функции f следует ее измери-
мость по μ.

Используя локальную интегрируемость производной и тео-
рему Лебега, легко убедиться в том, что неопределенные инте-
гралы по мере μ непрерывны по ней [82, гл. 8, п.8.2.2]. Верно и
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более глубокое обратное утверждение: если мера ν непрерывна
по мере μ, то ν является неопределенным интегралом по μ.

Теорема Радона — Никодима. Мера ν является неопре-
деленным интегралом некоторой локально интегрируемой по
мере μ функции ессли ν непрерывна по μ.

Теорему Радона — Никодима можно вывести из теоремы
Рисса о представлении линейных функционалов на гильбертовом
пространстве [82, гл. 8, п. 8.4]. Из теоремы Радона — Никодима
вытекает много полезных следствий [82, гл. 8, п. 8.5].

2. Теорема о замене. Замена переменных в интегралах —
один из самых эффективных приемов их вычисления.

Теорема. Пусть f измерима по μ и интегрируема по ν,
а ν непрерывна по μ. Тогда произведение f(dν/dμ) интегрируемо
по μ и ∫

f(dν/dμ) dμ =
∫
f dν. (1)

� По условию интеграл справа существует, а существование
интеграла слева нужно доказать. Существование производной
dν/dμ следует из теоремы Радона — Никодима.

Среди эквивалентных по μ производных ν по μ выберем про-
изводную dν/dμ = g, все значения которой положительны. Инте-
грируемость произведения fg и равенство для интегралов дока-
жем сначала для множеств, потом для простых функций, затем
для положительных интегрируемых и, наконец, для веществен-
ных интегрируемых, для числовых интегрируемых.

1. Пусть f = X ∈ A . Тогда из теоремы Радона — Никодима
следуют интегрируемость fg = Xg и равенства∫

f dν =
∫
X dν = ν(X) =

∫
Xg dμ =

∫
fg dμ.

2. Пусть f =
∑
ciXi (ci ∈ R, Xi ∈ A ). Тогда из доказанного

в 1 следует, что fg интегрируема и∫
f dν =

∑
ci

∫
Xi dν =

∑
ci

∫
Xig dν =

∫
fg dμ.
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3. Пусть f ≥ 0 измерима по μ и интегрируема по ν. Тогда
вследствие измеримости по μ и положительности f существует
возрастающая последовательность простых функций

fn =
∑

cinXin (cin ∈ R, Xin ∈ A ),

сходящаяся к f почти всюду по μ. Так как g ≥ 0, то fn ↑ f влечет
fng ↑ fg(μ). Из доказанного в 2 и предполагаемой интегрируемо-
сти f по ν следует, что fng интегрируемы по μ и∫

fng dμ =
∫
fn dν ≤

∫
f dν <∞.

(А так как по условию A ⊆ B, то fn интегрируемы по ν.)
Применяя теорему Леви к последовательностям fn и fng, вы-

водим из сказанного, что функция fg интегрируема по μ и∫
f dν = lim

∫
fn dν = lim

∫
fng dμ =

∫
fg dμ.

4. Пусть f : U → R измерима по μ и интегрируема по ν.
Тогда ее положительные компоненты f+, f− тоже измеримы по μ
и интегрируемы по ν. По доказанному в 3 для них теорема верна.
Следовательно, f+g, f−g, fg = (f+ − f−)g = f+g − f−g интегри-
руемы по μ и

∫
f dν =

∫
f+ dν − ∫ f− dν =

∫
f+g dμ − ∫ f−g dμ =∫

(f+ − f−) dν =
∫
fg dμ.

5. Пусть f : U → C измерима по μ и интегрируема по ν.
Тогда ее вещественная и мнимая части тоже измеримы по μ и ин-
тегрируемы по ν. По доказанному в 4 для них теорема верна.
Значит, она верна для f . Теорема доказана. �

Замечание. В этом разделе существенно используется сде-
ланное в самом начале предположение об интегральной продол-
жаемости рассматриваемых мер. Без этого предположения не-
верно, в частности, утверждение о существовании возрастающей
последовательности простых функций в 3 доказательства тео-
ремы о замене.

3. Рассмотрим открытые множества X и Y в Rm, алгебры
A и B, порожденные ограниченными открытыми множествами
в X и Y , лебеговы меры λ = dx и μ = dy на A и B, гладкий
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гомеоморфизм T множества X на множество Y , производную T ′
и абсолютную величину | detT ′| ее определителя, интегрируемую
по dy числовую функцию g на Y и композицию f = gT на X .

Так как T — гомеоморфизм X на Y , то он вместе с мерой μ
на B определяет меру ν = μT на A со значениями ν(A) = μ(T (A))
(A ∈ A ). Мера ν = μT непрерывна по мере μ и [82, гл. 9, п. 9.3]

dμT/dλ = | det T ′|. (2)

Кроме того, композиция f = gT интегрируема по мере ν = μT и∫
Y

g dν =
∫
X

gT dμT. (3)

Это равенство эквивалентно ν(B) = μ(B) при g = B ∈ B. А для
функций оно доказывается последовательно, как равенство (1)
теоремы о замене в п. 2. Из равенств (1)–(3) следует, что∫

Y

g dν =
∫
X

gT dμT =
∫
X

gT (dμT/dλ) dλ=
∫
X

gT | detT ′| dλ.

Переписывая равенство для первого и последнего интегралов
в классических обозначениях, получаем формулу замены перемен-
ных в кратных интегралах [82, гл. 9, п. 9.3.4]∫

Y

g(y) dy =
∫
X

gT (x) · | detT ′(x)| · dx. (4)

Здесь производная T ′(x) отображения T в точке x ∈ X выражает-
ся матрицей размера m ×m, составленной из частных производ-
ных. В равенстве (4) не требуется, чтобы det T ′(x) �= 0.

Равенство (3) является частным случаем общей формулы
измеримой замены переменных в интеграле. Рассмотрим: аб-
страктные множества X и Y , алгебры A и B множеств в X
и множеств в Y , меру λ на A , отображение T : X → Y , для кото-
рого T−1(B) = A ∈ A при каждом B ∈ B, меру μ = λT−1 на B
со значениями

μ(B) = λ(T−1(B)) (B ∈ B),



340 3.3. Интеграл

интегрируемую по μ числовую функцию g на Y и композицию
f = gT на X .

Рассуждая, как при доказательстве теоремы п. 2 и объясне-
нии равенства (3), легко проверить, что∫

B

g dμ =
∫
A

f dλ (f = gT, A = T−1(B), μ = λT−1) (5)

для каждого B ∈ B. Равенство (3) получается из равенства (5)
при λ = μT с использованием локальной ограниченности
мер λ и μ.

Равенство (5) позволяет сводить вычисление интегралов по
кривым и поверхностям к вычислению интегралов по областям
в конечномерных пространствах, когда T описывает параметри-
зацию кривой или поверхности.

Замечание. Как правило, рассматривались счетно аддити-
вные, локально ограниченные и полные меры. Но часть сказан-
ного верна и в более общих случаях.

В [63] по аналогии с классической описывается теория инте-
грала для мер со значениями в упорядоченных метрических по-
лукольцах идемпотентов. Доказываются теоремы о продолжении
меры. Определяются простые функции и интегральные суммы,
измеримые функции и их интегралы. Как и в классическом слу-
чае, интеграл измеримой функции равен пределу последователь-
ности интегральных сумм для приближающих простых функций.
Но соответствующие определения и рассуждения сложнее. До-
казываются аналоги некоторых предельных теорем, теорема об
интегральном представлении функционалов и с ее помощью опре-
деляется аналог преобразования Фурье. Интегрируются функции
со значениями в рассматриваемом полукольце.

В связи с задачами анализа образов и интегральной геоме-
трией в главе 9 книги [64] описывается теория интегрирования по
мерам, значениями которых служат выпуклые компакты в Rm.

Глава 10 книги [82] посвящена приложениям интегрального
исчисления в теории вероятностей. Там подробно описываются
свойства условных средних, определяемых с помощью теоремы
Радона — Никодима как проекторы специального вида.

Меры на специальных алгебрах множеств в топологических
векторных пространствах и интегралы по таким мерам подробно
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описываются в [27]. Отдельные главы книги посвящены эво-
люционным уравнениям, континуальным и стохастическим инте-
гралам. Формулируются условия корректности решения задачи
Коши (гл. 5, § 1).

В [62] главы 6–9 посвящены континуальным интегральным
уравнениям, комплексным марковским цепям и комплексным ме-
рам в интеграле Феймана. В главе 7 описывается вероятностная
модель приближения ломаными траекторий интеграла Феймана.

В [98] подробно излагается теория континуальных интегра-
лов по скалярным мерам на специальных алгебрах множеств
в векторных пространствах. Главное внимание уделяется инте-
гралам Феймана и решениям уравнения Шрёдингера.

3.4. Анализ на многообразиях

Понятие многообразия обобщает понятия кривой и поверхно-
сти. Оно является основным понятием анализа. Многообразиям
посвящена обширная литература. Геометрия поверхностей и мно-
гообразий подробно описывается в книге [29]. Здесь дается крат-
кий обзор определений и теорем, связанных с дифференциальным
и интегральным исчислениями для многообразий.

3.4.1. Многообразия

В этом пункте описываются топологические и гладкие мно-
гообразия.

1. Рассмотрим топологические пространства M и N , точки
p ∈ M и q ∈ N , их (открытые связные) окрестности U ⊆ M
и V ⊆ N . Если для каждой точки p ∈M существует окрестность
U ⊆ M , гомеоморфная некоторой окрестности V ⊆ N некоторой
точки q ∈ N , скажем, что пространствоM локально гомеоморфно
пространству N .

Примеры. 1) Окружность C(0, 1) ⊆ R2 локально гомеоморфна отрезку
[−1, 1] ⊆ R. 2) Открытый круг B(0, 1) ⊆ R2 локально гомеоморфен плос-
кости

–R2. 3) Замкнутый круг
–
B(0, 1) ⊆ R2 локально гомеоморфен нижней

полуплоскости R2
− = {x = (x1, x2) : x2 ≤ 0} ⊆ R2.

Упражнение. Проверить гомеоморфность этих локально гомеоморф-

ных пространств с индуцированными стандартными топологиями.
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Локальные гомеоморфизмы окрестностей точек p ∈ M на-
зываются локальными картами M или, коротко, просто кар-
тами в N . Семейства карт, области определения которых по-
крывают M , называются атласами M в N . Области определе-
ния карт называются координатными окрестностями. Обрат-
ные карты называются параметризациями.

Топологическое пространство M , локально гомеоморфное
стандартному пространству N = Rn, называется n-мерным топо-
логическим многообразием. Часто дополнительно предполагает-
ся отделимость и существование счетной базы для M .

Примеры. 1) Окружность C(0, 1) есть 1-мерное топологическое много-
образие. 2) Открытый круг B(0, 1) есть 2-мерное топологическое многообра-
зие.

Топологическое пространство M , локально гомеоморфное
подпространству N = –Rn− = {x = (x1, . . . , xn) : xn ≤ 0} стан-
дартного пространства Rn, называется n-мерным многообразием
с краем. Топологические многообразия с краем или без края
(с пустым краем) называются многообразиями. По тексту обычно
ясно, что имеется в виду. Точки, образы локальных карт кото-
рых содержатся в ∂

–Rn− = {x = (x1, . . . , xn) : xn = 0}, составляют
край многообразия. А точки, образы локальных карт которых
содержатся в Rn− = {x = (x1, . . . , xn) : xn < 0}, составляют вну-
тренность многообразия. Край является (n − 1)-мерным много-
образием, а внутренность — n-мерным.

Замечание. Определение размерности основывается на сле-
дующих фактах [73, лекция 8]. (1) Если m �= n, то открытое
множество U �= O в Rm− не гомеоморфно никакому открытому
множеству V �= O в Rn−. (2) Если U , V — открытые мно-
жества в Rn− и h : U → V — накрывающий гомеоморфизм, то
h(U ∩ Rn−1) = V ∩Rn−1. (3) Гомеоморфные многообразия имеют
одинаковую размерность.

Пример. Замкнутый круг
–
B(0, 1) есть 2-мерное многообразие с краем

C(0, 1) и внутренностью B(0, 1).

Упражнение. Доказать, что внутренность и край многообразия не пе-
ресекаются.

Замечание. Взяв вместо –Rn подпространства {x = (x1, . . . ,
xn) : xn−m+1 ≤ 0, . . . , xn ≤ 0} (1 ≤ m ≤ n), можно определить
многообразия с угловыми точками различных типов [120]. При
m = 1 получаются многообразия с краем.
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2. Рассмотрим n-мерное многообразие X с атласом A и
произвольные карты α : U → E, β : V → F из A (U, V ⊆ X ;
E, F ⊆ Rn; α(U) = E, β(V ) = F ). Композиция βα−1 : E → F ,
действующая из Rn в Rn, называется переходом от α к β. Если
функция βα−1 гладкая (k раз непрерывно дифференцируема), то
говорят, что карты α и β гладко согласованы. Функция βα−1

может быть также бесконечно дифференцируемой или аналити-
ческой. Если области определения карт α и β не пересекаются
(U ∩ V = O), то эти карты тоже считаются гладко согласо-
ванными (пустое отображение считается гладким). Атлас, каж-
дые две карты которого гладко согласованы, называется гладким
атласом. А n-мерное многообразие с гладким атласом называ-
ется гладким n-мерным многообразием. Выделяются бесконечно
гладкие и аналитические атласы и многообразия.

Примеры. Все многообразия в примерах п. 1 гладкие.

Упражнение. Доказать это.

Гладкий атлас можно пополнить, добавив все карты, гладко
согласованные с каждой картой рассматриваемого атласа. (По
транзитивности добавленные карты будут согласованы друг с
другом.) Полученный таким образом атлас называется полным.
Если каждые две карты из данных атласов гладко согласованы,
то эти атласы называются эквивалентными. Каждый атлас эк-
вивалентен содержащему его полному атласу.

3. Рассмотрим n-мерное гладкое многообразие X с атла-
сом A , p-мерное гладкое многообразие Y с атласом B и непре-
рывное отображение f : X → Y . Композиция fαβ = βfα−1, дейст-
вующая из Rn в Rn, называется изображением f на α ∈ A , β ∈ B.
Отображение f называется гладким, если все его изображения fαβ
гладкие. Взаимно однозначное и взаимно гладкое отображение X
на Y называется изоморфизмом многообразий X , Y . Гладкие
многообразия, для которых такой изоморфизм существует, назы-
ваются изоморфными.

Упражнение. Доказать, что изоморфные гладкие многообразия имеют
равные размерности.

Многообразие (X,A ) называется подмногообразием много-
образия (Y,B), если X ⊆ Y и каждая карта α ∈ A является
сужением некоторой карты β ∈ B.

Пример. Край и внутренность n-мерного многообразия являются его
подмногообразиями с размерностями n− 1 и n.
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Изоморфные образы подмногообразий иногда отождеств-
ляются с ними, вкладываясь в соответствующие многообразия.

Замечание. Данные общие определения помогают лучше
понять суть дела. В анализе, как правило, рассматриваются мно-
гообразия в пространстве Rn. Теорема Уитни о вложении [73,
лекция 14] позволяет каждое отделимое гладкое многообразие со
счетной базой отождествить с некоторым таким многообразием.

4. Рассмотрим гладкое многообразие X с атласом A . Назо-
вем положительно согласованными карты α, β ∈ A , для которых

det(D(βα−1)u) > 0 (u ∈ Dom(βα−1)).

В частности, α и β положительно согласованы, если Dom(βα−1)
= O. Атлас, каждые две карты которого положительно согласо-
ваны, называется ориентируемым. Многообразие, для которого
существует ориентируемый атлас, тоже называется ориентируе-
мым. Ориентация гладкого многообразия X с атласом A опре-
деляется функцией s : A → {−1, 1} такой, что s(α) · s(β) = 1
при Dom(βα−1) �= O. Каждой карте α ∈ A приписывается знак
s(α) ∈ {−1, 1} так, что карты с пересекающимися областями опре-
деления имеют одинаковые знаки. При определении ориентации
удобно рассматривать карты, определенные на открытых связ-
ных множествах.

Упражнение. Доказать, что для гладкого связного ориентируемого

многообразия существует ровно две ориентации [30, гл. 1, § 4].

Ясно, что ориентации для различных связных компонент ори-
ентируемого многообразия можно выбирать независимо.

Говорят, что ориентируемые атласы A1, A2 для гладкого
многообразия X ориентируемы одинаково, если их объединение
A = A1 ∪ A2 является ориентируемым атласом для X . В этом
случае ориентации s1 : A1 → {−1, 1}, s2 : A2 → {−1, 1} можно
определить как сужение ориентации s : A → {−1, 1}.

Пример 1. Рассмотрим окружность S = {(x, y) : x2 + y2 = 1} в плоско-
сти R2. Она покрывается дугами A−, A+, B−, B+, определяемыми соответ-
ственно условиями x < 0, x > 0, y < 0, y > 0. Ее атлас A составляют опре-
деленные на этих дугах карты α−, α+, β−, β+ со значениями α−(x, y) = −y,
α+(x, y) = y, β−(x,y) = −x, β+(x, y) = x в ] − 1, 1[. Атлас A ориенти-
руем. Для того чтобы убедиться в этом, достаточно проверить положитель-
ность производных композиций β−α−1

− , β−α−1
+ , β+α

−1
− , β+α

−1
+ в их областях

определения ]0, 1[, ] − 1, 0[, ] − 1, 0[, ]0, 1[. Имеем β−α−1
− (u) = β+α

−1
− (u) =
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−√
1 − u2 (0 < u < 1), β−α−1

+ (u) = β+α
−1
− (u) =

√
1 − u2 (−1 < u < 0).

Соответствующие производные 2|u|(1 − u2)−1/2 > 0. Для окружности S су-
ществуют две ориентации: одна из них определяется равенствами s(α) = +1
(α ∈ A ), другая — равенствами s(α) = −1 (α ∈ A ).

Упражнение. Определить ориентации сферы Sn = {x : ‖x‖2 = 1}
в евклидовом пространстве Rn+1 (см. [73, лекция 6; 36, гл. 3, п. 4.12; 29,
часть 2, § 2]).

Пример 2. Классическим примером неориентируемого многообразия
служит лист Мёбиуса, определяемый как фактор-пространство, получаемое
из полосы R × [0, 1] в R2 отождествлением точек (x, y) и (x + 1, 1 − y). Он
подробно описан в [24, гл. 2, п. 1.6; гл. 3, пп. 1.5 и 1.9], в [29, часть 2, § 16]

и в [121, гл. 6, § 5].

Замечание. В [30, гл. 1, § 4] описана связь ориентаций мно-
гообразия с графами, вершины которых соответствуют картам,
а ребра — пересечениям их областей. Ребрам приписываются
значения −1 или +1. Определяются пути, циклы и их значения.
Ориентируемость многообразия эквивалентна отсутствию циклов
со значением −1. Граф для сферы Sn имеет особенно простой вид.

3.4.2. Теорема о ранге

Эта теорема обобщает теорему о приведении матрицы ли-
нейного отображения к стандартному диагональному виду.

1. Рассмотрим: гладкие n-мерное многообразие X с атла-
сом A и p-мерное многообразие Y с атласом B, гладкое отобра-
жение f : X → Y , точку x ∈ X , ее образ y = f(x) ∈ Y , карты
α ∈ A и β ∈ B окрестностей x и y, изображение fαβ = βfα−1

отображения f на этих картах и его дифференциал dfαβ(α(x))
в точке α(x) ∈ Rn. Из определений и правила дифференцирова-
ния сложных функций следует, что ранг линейного отображения
dfαβ(α(x)) не зависит от выбора карт α, β. Он называется рангом
отображения f в точке x. Это определение хорошо согласуется
с представлением о гладком отображении как приближенно ло-
кально линейном. Если отображение f имеет во всех точках x
один и тот же ранг, то он называется рангом отображения f .

Пример. X = B(0, 1) \ {(0, 0)} ⊆ R2, Y = R, A = {id : X → R2},
B = {id : R → R}, f(x) = (1 − ‖x‖2)1/2, f ′(x) = x/f(x) (x = (x1, x2) ∈ X).

Ранг f равен 1. Функция f во всех точках имеет максимальный ранг.

2. Обозначим через Pq проектор Rn → Rp со значениями

Pq(x) = (x1, . . . , xq, 0, . . . , 0) ∈ Rp (x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn),
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предполагая, что 1 ≤ q ≤ n ∧ p. Добавим нулевой проектор P0 со
значениями P0(x) = 0 ∈ Rp (x ∈ Rn) и положим P = Pq.

Пространства X = Rn, Y = Rp можно рассматривать как
гладкие многообразия с атласами A = {id : Rn → Rn}, B = {id :
Rp → Rp}. Открытые множества U ⊆ X , V ⊆ Y c индуциро-
ванными топологиями и атласами являются подмногообразиями
многообразий X , Y . Гладкими являются непрерывно дифферен-
цируемые отображения f : U → V . Ранг f в точке u равен рангу
линейного отображения dfu : Rn → Rp или рангу его матрицы
f ′(u) в стандартных базах. Будем говорить, что отображение
f : U → V локально эквивалентно проектору P , если для каж-
дой точки u ∈ U существуют ее открытая окрестность A ⊆ U ,
окрестность B ⊆ V множества f(A), диффеоморфизмы α : A→ X
и β : B → Y такие, что βfα−1(x) = P (x) для всех x ∈ α(A). Усло-
вия A ⊆ U и f(A) ⊆ B определяют композицию βfα−1 на всем
множестве α(A) ⊆ X .

Данное определение эквивалентности позволяет сформулиро-
вать теорему о ранге для гладких отображений так же, как и для
линейных.

Теорема. Гладкое отображение f ранга q локально эквива-
лентно проектору Pq.

Доказательство есть в [36, часть 2, гл. 3, § 4].
Упражнение. Вычислить ранг гладкого отображения f , локально экви-

валентного проектору Pq , используя правила дифференцирования.

Такая же теорема верна для гладких отображений g : X → Y
гладкого n-мерного многообразия X в гладкое p-мерноe много-
образия Y . В этом случае при определении локальной эквива-
лентности g и P нужно вместо диффеоморфизмов использовать
гомеоморфизмы. Общий случай сводится к рассматривавшемуся
частному случаю X = Rn, Y = Rp с помощью изображения g на
картах k : X → U , l : Y → V для открытых U ⊆ Rn, V ⊆ Rp.
По сформулированной теореме f локально эквивалентно Pq, если
ранг f равен q: f ∼ Pq , если rank f = q. А ранг g по определению
равен рангу f . Корректность такого определения следует из его
независимости от выбора карт k, l.

Упражнение. Проверить эту независимость, используя правило диф-

ференцирования сложных функций.

Локальная эквивалентность отображений g ∼ Pq означает,
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что (βl)g(αk)−1(x) = Pq(x) для соответствующих гомеоморфиз-
мов k, l и диффеоморфизмов α, β.

Замечание. Сохраняющие ранг замены переменных позво-
ляют упрощать системы уравнений, описывающие подмногообра-
зия гладкого многообразия [24, гл. 3, § 5] и [73, лекция 13].

3.4.3. Теорема Сарда

Эта теорема имеет самые неожиданные применения.
1. Рассмотрим гладкие n-мерноe многообразие X , p-мерноe

многообразие Y и отображение g : X → Y . Точки x ∈ X , в кото-
рых g имеет максимальный ранг n∧ p, называются регулярными,
а остальные — сингулярными для g. Соответственно называются
значения g в этих точках. Пусть S — множество всех сингуляр-
ных точек для g и T = g(S). Будем говорить, что множество
T ⊆ Y имеет меру нуль, если T покрывается областями опреде-
ления счетного семейства карт l : V → Rp с образами l(T ∩ V ),
имеющими лебегову меру нуль в Rp.

Пример. Пусть X = R2, Y = R и g(x) = x2
1 + x2

2 (x = (x1, x2)) ∈ R2).

Тогда S = {(0, 0)} и T = {0} имеет меру нуль.

Теорема Сарда. Множество сингулярных значений глад-
кого отображения имеет меру нуль.

Подробное доказательство есть в [102, гл. 2, § 3]. Выделяется
сравнительно простой случай n = p.

2. Теорема Сарда верна, в частности, для гладких отобра-
жений f : U → Rp открытых множеств U ⊆ Rn. Множество лебе-
говой меры нуль в пространстве Rp не имеет непустых открытых
частей и его дополнение всюду плотно в Rp. Использование карт
позволяет перенести это утверждение на многообразия.

Из теоремы Сарда вытекает

Следствие. Множество регулярных значений гладкого
отображения всюду плотно.

В [120, гл. 1] из теоремы Сарда выводится теорема Брауэра
о неподвижной точке. В [73, лекция 15] доказательство теоремы
Сарда связывается с доказательством теоремы Уитни о вложении
гладкого n-мерного многообразия в пространство R2n+1.

3. Рассмотрим открытое множество U ⊆ Rn, гладкое вза-
имно однозначное отображение ϕ : U → Rn и интегрируемую по
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Риману функцию f : ϕ(U) → Rn [100, гл. 3]. В классической фор-
мулировке теоремы о замене переменной в интеграле для выпол-
нения равенства ∫

ϕ(U)

f =
∫
U

(f ◦ ϕ)| detϕ′|

требуется, чтобы detϕ′(x) �= 0 для всех x ∈ U . Теорема Сарда по-
зволяет не требовать этого. В самом деле, равенство detϕ′(x)=0
означает, что точка x является сингулярной для отображения ϕ.
Пусть U = R ∪ S, где R и S обозначают множества регуляр-
ных и сингулярных точек ϕ. Тогда ϕ(U) = ϕ(R) ∪ ϕ(S) и по
теореме Сарда ϕ(S) имеет меру нуль. Следовательно, интеграл
функции f на множестве ϕ(U) равен интегралу f на ϕ(R), а по
определению, detϕ′(x) �= 0 при x ∈ R. Ясно, что интеграл на U
в правой части формулы замены переменной равен интегралу
по R. Значит, если эта формула верна для U = R с требова-
нием detϕ′(x) �= 0, то она верна и без него.

3.4.4. Дифференциальные формы

Эти формы образуют внешнюю алгебру и подробно описаны
во второй части книги [36, часть 2] и в [121, гл. 6].

1. Будем использовать определения и обозначения п. 2.3.2
и [36]. Рассмотрим открытое множество U в банаховом про-
странстве E и банахово пространство F . (Пространства пред-
полагаются вещественными, хотя многое из сказанного верно и
для комплексных.) Для них определено банахово пространство
Ap = Ap(E, F ) антисимметричных непрерывных полилинейных
отображений Ep→ F , которое является замкнутым подпростран-
ством банахова пространства всех непрерывных полилинейных
отображений Ep → F . Норма такого отображения f определяет-
ся равенством

‖f‖ = sup{‖f(x1, . . . , xp)‖ : ‖x1‖ ≤ 1, . . . , ‖xp‖ ≤ 1}

[36, гл. 1, § 1]. Отображение ω : U → Ap называется дифферен-
циальной формой степени p или, коротко, p-формой. В частности,
0-формами являются функции U → F , а 1-формами — отображе-
ния U → L (E, F ): по определению, A0 = F и A1 = L (E, F ).
Если p > 0, то p-форма называется невырожденной.
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Обозначим Ωnp = Ωnp (U, F ) множество всех n раз непрерывно
дифференцируемых p-форм. Будем называть их n-гладкими или,
коротко, гладкими. Нулевая гладкость означает непрерывность.
Ясно, что n-гладкие p-формы образуют векторное пространство.

Пример. Пусть f : U → F есть n-гладкая 0-форма. Тогда ее дифферен-
циал df : U → L (E,F ) является (n− 1)-гладкой 1-формой.

2. Так как значениями дифференциальных форм служат ан-
тисимметричные полилинейные формы, то действия с этими фор-
мами переносятся на дифференциальные. В частности, опреде-
ляется внешнее произведение дифференциальных форм.

Рассмотрим банаховы пространства E, F , G, H , произведе-
ние (непрерывное билинейное отображение) F ×G → H и диф-
ференциальные формы ξ ∈ Ωnp(U, F ), η ∈ Ωnq (U,G) на открытом
множестве U ⊆ E. Внешним произведением форм ξ, η называется
форма ξ ∧ η ∈ Ωnp+q(U,H) со значениями

(ξ ∧ η)(u) = ξ(u) ∧ η(u) ∈ Ap+q(U,H).

Здесь u ∈ U , ξ(u) ∈ F , η(u) ∈ G, ξ(u) ∧ η(u) ∈ Apq(ξ(u) · η(u)) для
ξ(u) · η(u) ∈ H . Альтернирование произведения f · g отображений
f ∈ Ap(E, F ), g ∈ Ap(E,G) определяется равенством

Apq(f · g)(x1, . . . , xp+q)

=
∑
σ

signσ · f(xσ(1), . . . , xσ(p) · g(xσ(p+1), . . . , xσ(p+q)),

где сумма берется по всем перестановкам σ номеров 1, . . . , p + q
таким, что σ(1) < · · · < σ(p) и σ(p+ 1) < · · · < σ(p + q). Можно
доказать [36, гл. 3, § 1], что внешнее произведение

f ∧ g = Apq(f · g) ∈ Ap+q(E,H).

Примеры. 1) Пусть p = q = 1. Тогда (f ∧ g)(x1, x2) = f(x1) · g(x2) −
f(x2) · g(x1).

2) Пусть p = 0, ξ = f и η = ω. Тогда ξ ∧ η = f ∧ ω = f · ω: внешнее

умножение на 0-форму совпадает с обычным.

Внешнее умножение ассоциативно и антикоммутативно
[36, гл. 3, § 1]:

g ∧ f = (−1)pqf ∧ g.
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При f = ξ(u), g = η(u) получаются соответствующие равенства
для дифференциальных форм ξ, η.

3. Для гладких форм определяется операция внешнего диф-
ференцирования. Рассмотрим n-гладкую p-форму ω ∈ Ωnp(U, F )
(n ≥ 1, p ≥ 0). Ее обычный дифференциал в точке u есть линей-
ное отображение Dωu ∈ L (E,Ap(E, F )). А внешний дифферен-
циал dω ∈ Ωn−1

p+1 (U, F ) определяется равенством

dωu(x0, x1, . . . , xp)

=
∑

0≤i≤p
(−1)iDωu(xi)(x0, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xp)

и является (n − 1)-гладкой (p + 1)-формой [36, гл. 3, § 2]. Здесь
xi ∈ E и dωu ∈ Ap+1(E, F ). При соответствующем мультипли-
кативном представлении внешний дифференциал получается аль-
тернированием обычного: dωu = A1p(Dωu).

Примеры. Если p = 0 и ω : U → F , то dω = Dω. Если p = 1 и ω :

U → F , то dωu(x0, x1) = Dωu(x0) · x1 −Dωu(x1) · x0 при мультипликативной
записи.

Замечание. Пусть ω ∈ Ωn1 (U, F ), n ≥ 1. Второй пример
показывает, что dω = 0 ессли билинейное отображение b(x, y) =
Dωu(x) · y симметрично при любом u ∈ U .

Правила внешнего дифференцирования произведений выра-
жаются равенствами [36, гл. 3, § 2]:

d(f · ω) = (df) ∧ ω + f · dω, d(ξ ∧ η) = (dξ) ∧ η + (−1)pξ ∧ dη.

Здесь f ∈ Ω1
0(U,R), ω ∈ Ω1

p(U, F ) или f ∈ Ω1
0(U, F ), ω ∈ Ω1

p(U,R)
в первом равенстве и ξ ∈ Ωnp(U,R), η ∈ Ωnq (U, F ) — во втором
(n ≥ 1).

3.4.5. Теорема Пуанкаре

Эта теорема позволяет описать решения уравнения dξ = ω
для гладких форм.

1. Второй дифференциал линейной функции равен нулю.
Точно так же, благодаря полилинейности, второй внешний диф-
ференциал гладкой формы равен нулю: d2ω = d(dω) = 0 для
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ω ∈ Ωnp (U, F ), n ≥ 0. Это следует из симметричности вто-
рого дифференциала d2ω и равенства d2ωu(v1, v2)(x1, . . . , xp) =
D2ωu(v1, v2)(x1, . . . , xp) − D2ωu(v2, v1)(x1, . . . , xp) для всех u ∈ U
и v1, v2, xi ∈ E.

Упражнение. Доказать это равенство [36, гл. 3, § 2].

Гладкая форма, внешний дифференциал которой равен нулю,
называется замкнутой. Равенство d(dω) = 0 означает, что dω
есть замкнутая форма. Внешние дифференциалы называются
точными формами. По сказанному, каждая точная форма
замкнута. Без дополнительных предположений об области оп-
ределения рассматриваемых форм обратное утверждение не вер-
но. Классическим контрпримером служит форма ω = −x2

(
x2

1 +
x2

2

)−2
dx1 + x1

(
x2

1 + x2
2

)−2
dx2 на области U = R2 \ {(0, 0)}.

Упражнение. Доказать, что эта форма замкнута, но не точна. Выде-
лить точные сужения [100, 4.10].

2. Открытое множество U ⊆ E называется звездной об-
ластью, если существует точка a ∈ U , соединяющаяся с каждой
точкой u ∈ U отрезком [a, u] = {x = (1− t)a+ tu : 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ E.
Ясно, что каждая звездная область связна, а каждое открытое
выпуклое множество есть звездная область. Говорят также, что
область U стягивается в точку a или гомотопна a. Примером
служит пятиконечная звезда без границы в плоскости R2.

Теорема Пуанкаре. Каждая невырожденная замкнутая
форма на звездной области точна.

Доказательство сводится к решению уравнения dξ = η с
замкнутой правой частью η ∈ Ωnp (U, F ). Решение ξ ∈ Ωn+1

p−1(U, F )
для звездной U ⊆ E, стягивающейся в точку a = 0, выписывается
в виде

η(u)(x1, . . . , xp−1) =

1∫
0

tp−1η(tu)(x1, . . . , xp) dt,

u ∈ U , xi ∈ E, 1 ≤ i ≤ p [36, гл. 3, § 2].
Рассмотрим звездную область U ∈ Rm и гладкие формы

ω ∈ Ωnp (U, F ), ξ ∈ Ωn+1
p−1(U, F ), η ∈ Ωn+1

p−1 (U, F ), ζ ∈ Ωn+2
p−2(U, F )

(p ≥ 2).
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Следствие 1. Если dξ = ω и dη = ω, то разность ξ − ω
есть точная форма.

� Так как d(ξ − ω) = dξ − dη = 0, то форма ξ − ω замкнута,
а по теореме Пуанкаре она точна. �

Следствие 2. Пусть dξ = ω. Тогда dη = ω ессли η = ξ + dζ
для некоторой ζ.

� Если η = ξ+dζ, то dη = dξ+d(dζ) = dξ. Обратно, если dξ =
dη, то η = ξ+(η−ξ) и dζ = η−ξ для некоторой ζ (следствие 1). �

Замечание. Таким образом, решения уравнения dξ = ω от-
личаются друг от друга на точные формы. Общее решение равно
любому частному плюс произвольная точная форма.

В [121, гл. 6, § 8] выводится интегральное условие разреши-
мости dξ = ω для непрерывных 1-форм ω и описывается связь
теоремы Пуанкаре с теоремой де Рама об интегралах формы по
гладким циклам.

3. Рассмотрим конечномерное пространство E = Rm, со-
пряженное ему пространство E∗ линейных функционалов и стан-
дартные базы (ei),

(
e∗i
)
для этих пространств. Внешние произве-

дения ∧e∗μ = ∧ie∗μ(i) для μ = (μ(i)), 1 ≤ i ≤ p ≤ m,
1 ≤ μ(1) < · · · < μ(p) ≤ m, составляют базу Ap(E, F ), поэтому
каждая f ∈ Ap(E, F ) имеет вид f =

∑
cμ(f) ∧ e∗μ, где cμ(f) ∈ F

(п. 2.3.2). Отождествим координату e∗i с переменной xi. Вслед-
ствие непрерывности и линейности функции xi : Rm → R она
равна своему дифференциалу dxiu в любой точке u ∈ U . Поэтому
(∧dxμ)u = (∧idxμ(i))u = ∧ix∗μ(i) = ∧ix∗μ, формы ∧dxμ = ∧idxμ(i)

базовые и каждая форма ω ∈ Ωnp (U, F ) имеет вид

ω =
∑

fμ ∧ dxμ,
где коэффициентами являются n-гладкие функции fμ= fμ(1)...μ(p):
U → F . В частности, если p = 1 и ω = df для гладкой f : U → F
на открытом U ⊆ Rm, то

df =
∑

f ′i · dxi (1 ≤ i ≤ m).

Пример. Пусть E = R3 и F = R. Рассмотрим гладкие функции
a, b, c : U → R на открытом множестве U ⊆ R3, базовые формы dx, dy, dz
и форму ξ = adx+ bdy + cdz. Ее внешний дифференциал

dξ = (b′x − a′y)dx ∧ dy+ (c′y − b′z)dy ∧ dz + (a′z − c′x)dz ∧ dx.
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Рассмотрим еще гладкие функции f, g, h : U →R и дифференциальную форму
η = fdy ∧ dz + gdz ∧ dx+ hdx ∧ dy. Ее внешний дифференциал

dη = (f ′x + g′y + h′z)dx ∧ dy ∧ dz.

Равенство dη = 0 эквивалентно f ′x + g′y + h′z = 0. Если U есть звездная
область, то по теореме Пуанкаре равенство

div(f, g, h) = f ′x + g′y + h′z = 0

влечет векторное равенство

rot(a, b, c) = (c′y − b′z, a
′
z − c′x, b

′
x − a′y) = (f, g, h)

для некоторых a, b, c. Условие dη = 0 обеспечивает существование решения ξ
уравнения dξ = η.

Замечание. В рассматриваемом конечномерном случае
внешний дифференциал d является единственным аддитивным
отображением внешней алгебры n-гладких форм в алгебру (n−1)-
гладких форм, для которого верны правила дифференцирования
произведения и повторного дифференцирования, совпадающие на
0-формах с обычным дифференцированием D [102, гл. 3, § 1].

3.4.6. Замена переменных

Вследствие своей локальной приближенной линейности глад-
кая замена переменных описывает переход к новой системе ло-
кальных координат.

1. Рассмотрим банаховы пространства X = E и F , Y , откры-
тые множества U ⊆ X , V ⊆ Y и гладкое отображение ϕ : V → U ,
описывающее замену переменной v ∈ V на ϕ(v) = u ∈ U . По опре-
делению, Dϕv(y) ∈ L (Y,X), Dϕv ∈ X для каждых v ∈ V , y ∈ Y .
Определим сопряженное отображение ϕ∗ : Ωnp (U, F ) → Ωnp(V, F )
для ϕ равенством

ϕ∗ω(v) · (y1, . . . , yp) = ω(ϕ(v)) · (Dϕv(y1), . . . , Dϕv(yp)).

Здесь v ∈ V , yi ∈ Y (1 ≤ i ≤ p), ω ∈ Ωnp(U, F ), ϕ(v) = u ∈ U ,
ω(u) ∈ Ap(E, F ), Dϕv(yi) = xi ∈ X , ϕ∗ω(v) ∈ Ap(Y, F ), ϕ∗ω ∈
Ωnp (V, F ). Если p = 0, то, по определению, ϕ∗ω = ω ◦ ϕ для
гладких функций ω : U → F . Корректность данного определения
и линейность отображения ϕ∗ доказаны в [36, гл. 3, § 2].
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2. Сопряженнее отображение ϕ∗ обладает кроме линейности
еще несколькими важными свойствами: оно мультипликативно,
перестановочно с внешним дифференциалом и транзитивно. Эти
свойства выражаются соответственно равенствами

ϕ∗(ξ ∧ η) = ϕ∗ξ ∧ ϕ∗η, ϕ∗(dω) = d(ϕ∗ω), (ϕ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗.

Здесь формы ξ, η, ξ∧η, ω определены, как в 3.4.4. А ψ : W → V —
гладкое отображение открытого множества W в банаховом про-
странстве Z. При ω = f : U → F равенство для дифференциалов
сразу следует из правила дифференцирования сложной функции.
В общем случае предполагается, что отображение ϕ непрерывно
дифференцируемо два раза.

Упражнение. 1) Доказать сформулированные свойства сопряженного

отображения. 2) Проверить равенство для дифференциалов при непрерывно
дифференцируемом отображении ϕ.

3. Пусть E = Rk. Тогда каждая форма ω ∈ Ωnp (U, F ) на
открытом множестве U ⊆ Rk определяется n-гладкими коэффи-
циентами fμ : U → F при базовых формах ∧dxμ с возрастающими
мультииндексами μ = μ(1) . . .μ(p) из номеров 1, . . . , k и имеет вид
ω =

∑
fμ∧dxμ. В этом случае для сопряженного отображения ϕ∗

и ∧dϕμ = ∧idϕμ(i), ϕμ(i) = xμ(i) ◦ ϕ верны равенства

ϕ∗ω =
∑

(fμ ◦ ω) ∧ dϕμ.

Если замена ϕ : V → U определена на открытом множестве V
в пространстве Y = Rl, то dϕμ(i) =

∑
(ϕμ(i))′jdyj , где yj — ба-

зовые координаты для Rl (1 ≤ j ≤ l). Подставив суммы для
dϕμ(i) в произведения ∧dϕμ и собрав коэффициенты, получим для
него линейную комбинацию форм вида ∧dϕν = ∧idϕν(i) с возра-
стающими мультииндексами ν = ν(1) . . . ν(p) из номеров 1, . . . , l.
Умножая ее члены на fμ ◦ ϕ и складывая по μ, найдем общее
выражение для ϕ∗ω.

Пример. Пусть k = l = p. Тогда гладкая p-форма на области U ⊆ Rp

имеет вид ω = fdx, где f : U → F — гладкая функция, а dx = dx1∧· · ·∧dxp —
базовая форма. Гладкая замена ϕ : V → U со значениями x = ϕ(y) ∈ U для
y ∈ V описывает переход от новых координат y = (y1, . . . , yp) к старым
x = (x1, . . . , xp) в X = Y = Rp. Ее дифференциал Dϕ : V → L (Rp,Rp)
отождествляется с p × p-матрицей ϕ′ = (ϕ′

ij), составленной из производных
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i-й координатной функции по j-й переменной. Определитель J(ϕ) = detϕ′
называется якобианом. Для сопряженной функции ϕ∗ верно равенство

ϕ∗(fdx) = (f ◦ ϕ) · detϕ′ · dy,

где dy = dy1 ∧ . . . ∧ dyp — новая базовая форма.

Упражнение. Доказать равенство для ϕ∗.

3.4.7. Интеграл по многообразию

Общее определение интеграла по мере позволяет рассматри-
вать интегралы на многообразиях по специальным мерам.

1. Возьмем сначала простой частный случай: интегрирова-
ние дифференциальной формы по заданной на отрезке гладкой
кривой. Рассмотрим банаховы пространства E и F , открытое
множество U ⊆ E, гладкое отображение γ : T → U непустого
открытого интервала T ⊇ [0, 1] в R, форму ω ∈ Ω0

1(U, F ), полу-
ченную заменой переменных форму γ∗ω ∈ Ω0

1(T, F ) со значениями
h(t) = ω(γ(t)) ·γ ′(t) ∈ F для t ∈ T . Функция h : T → F непрерывна
и для нее определен интеграл по [0, 1] (ср. [149, гл. 5, п. 3]). Его
в соответствии с правилом замены переменной в интеграле есте-
ственно считать интегралом формы ω : U → L (E, F ) по кривой
γ : [0, 1]→ U . По определению,∫

γ

ω =
∫

[0,1]

ω(γ(t)) · γ ′(t) dt. (1)

Если продолжить функцию h на R, положив h(t) = 0 при
t /∈ T , то вместо (1) можно написать∫

γ

ω =
∫
γ∗ω.

Здесь справа интеграл по мере Лебега для R. Роль ориентиро-
ванного многообразия играет отображение γ. Оно определяет
положительную ориентацию для образа γ[0, 1] ⊆ F и графика
G(γ) = {(t, γ(t)) : 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ R × F . Замена ϕ(s) = 1 − s
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(0 ≤ s ≤ 1), преобразующая γ в γ ◦ ϕ, меняет ее на отрицатель-
ную. Соответственно изменяется знак у интеграла:∫

γ◦ϕ
ω =

∫
[0,1]

ω((γ ◦ ϕ)(s)) · (γ ◦ ϕ)′(s) ds = −
∫
γ

ω.

Пусть f : U → F — гладкая функция и ω = df — ее диффе-
ренциал. Тогда ∫

γ

df = f(γ(1))− f(γ(0)). (2)

Упражнение. Доказать равенства для интегралов по кривым γ, γ ◦ ϕ
и для интеграла формы df (см. [36, гл. 3, пп. 3.3, 3.4]).

Пример. Пусть E = R2, F = R и функции γ : R → R2, f : R2 → R
имеют значения γ(y) = (r cos 2πt, r sin 2πt), f(u, v) = uv (t, u, v ∈ R, r > 0).

Обозначим x, y, dx, dy стандартные координатные функции и соответст-
вующие базовые формы для R2. Рассмотрим формы df = ydx + xdy, ω =

(1/2)(−ydx + xdu). Сужение γ на отрезок [0, 1] можно отождествить с ориен-
тированной окружностью S(0, r) в R2. График функции γ есть винтовая
линия на горизонтальном цилиндре в R3 = R × R2, проекцией которого на
вертикальную плоскость является окружность S(0, r). Используя правила
замены переменных, находим γ∗df = γ∗(ydx) + γ∗(xdy) = (y ◦ γ) · γ∗dx +

(x◦γ)·γ∗dy = (y◦γ)d(x◦γ)+(x◦γ)d(y◦γ) = hdt для h(t) = 2πr2(cos2 πt−sin2 πt)

(0 ≤ t ≤ 1). Аналогично, γ∗ω = πr2dt. Следовательно,
∫
γ

df = 0,
∫
γ

ω = πr2 .

Гладкая кривая γ : [0, 1] → U , у которой γ(0) = γ(1), назы-
вается гладким циклом в U . Следующая теорема формулирует
интегральный критерий точности формы.

Теорема. Форма ω ∈ Ω0
1(U, F ) точна ессли ее интеграл по

любому гладкому циклу γ в U равен нулю.
Эта теорема и важные следствия из нее доказаны в [36, гл. 3,

§ 3]. Там же подробно описаны интегралы по кусочно-гладким
кривым.

Замечание. Интеграл по кривой можно считать интегра-
лом Стилтьеса функции ω ◦ γ : [0, 1] → L (E, F ) по функции γ :
[0, 1]→ U . Равенство (1) тогда записывается в форме∫

ω(γ) dγ =
∫
ω(γ)(dγ/dt) dt. (3)
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Производную dγ/dt = γ ′ можно считать плотностью меры dγ
по лебеговой мере dt. Равенство (3) выражает правило замены
переменных.

2. Определение интеграла по многообразию связано с некото-
рыми техническими трудностями. Но по существу дело сводится
к подходящей замене переменной и интегрированию по мере Ле-
бега в пространстве соответствующей размерности. Здесь рас-
сматриваются поверхности в стандартных пространствах
[36, п. 4.7].

Пусть X = Rk, X⊥ = Rl, Y = Rk × Rl = Rm — стандарт-
ные евклидовы пространства (k + l = m). Рассмотрим ориен-
тированное гладкое k-мерное многообразие S, вложенное в Y ,
и семейство Φ локальных параметризаций ϕ : U → V , отобра-
жающих открытые множества U ⊆ X на открытые множества
V ⊆ S (следы на S открытых множеств в Y ). Параметризации ϕ
являются гомеоморфизмами и их образы покрывают S. Пара
(S,Φ) называется параметризованной поверхностью. Переход от
карт к параметризациям связан с удобным заданием поверхно-
стей уравнениями. Для простоты (S,Φ) обозначают S и назы-
вают поверхностью. Если k = m и l = 0, то S называют телом.
При определении интеграла относительно S делаются различные
предположения. Множество S считается борелевским (в частно-
сти, компактным или равным объединению последовательности
компактных множеств). Гладкую поверхность S ⊆ Rm задают
с помощью уравнения g(z) = 0 для гладкой функции g : A → Rm
на открытом множестве A ⊆ Rm, производная которой g′(z) имеет
ранг l в каждой точке z ∈ S = g−1(0). Такую возможность обеспе-
чивает теорема о неявных функциях. Для S = g−1(0) существуют
гладкие локальные параметризации [100, п. 5.2].

3. Опишем индуктивный процесс определения меры на клас-
се B(S) борелевских множеств B ⊆ S для параметризованной
поверхности (S,Φ). Для каждой параметризации ϕ ∈ Φ обозна-
чим BC (ϕ) алгебру всех B ∈ B(S), содержащихся в некотором
компакте C ⊆ Ranϕ. Пусть BC (S) = ∪BC (ϕ) (ϕ ∈ Φ). Каждое
B ∈ B(S) равно объединению некоторой дизъюнктивной после-
довательности множеств Bn ∈ BC (S).

Упражнение. Доказать это.

Рассмотрим семейство согласованных положительных мер
μϕ : BC (ϕ) → R (ϕ ∈ Φ): если B ∈ BC (ϕ) ∩ BC (ψ) для неко-
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торых параметризаций ϕ и ψ, то μϕ(B) = μψ(B). Равенство

μ(B) = μϕ(B) (B ∈ BC (ϕ))

определяет меру μ : BC (S)→ R. А равенство

μ̄(B) =
∑

μ(Bn) (B =
∑

Bn, Bn ∈ BC (ϕ))

определяет меру μ̄ : B(S)→ –R, продолжающую μ.
Упражнение. Доказать это, проверив корректность данных определе-

ний μ и μ̄.

Сужение меры μ̄ на алгебру R = BL (S, μ̄) = {B ∈ B(S) |
μ̄(B) <∞} будем тоже обозначать μ. Множества из R называют-
ся μ-интегрируемыми. Как правило, предполагается, что ме-
ры μϕ регулярны: для каждого B ∈ BC (ϕ) значение μϕ(B) равно
верхней грани значений μϕ(A) для всех компактов A ⊆ B. (Ре-
гулярность меры Лебега подробно доказана в [82, гл. 9, п. 9.2.2].)
Считается, что S ∈ BC (S): это обеспечивает σ-конечность ме-
ры μ̄ и позволяет сводить дело к случаю конечной меры μ̄ = μ на
R = BL (S, μ).

В соответствии с общей теорией определяются алгебры
L (S, μ) вещественных или векторных функций на S, интегри-
руемых по мере μ, и интегралы для них. Среди интегрируемых
вещественных функций выделяются борелевские с носителями ко-
нечной меры. В частности, непрерывные функции с компактными
носителями. Более широкие классы интегрируемых функций по-
лучаются для мер с компактными носителями.

Упражнение. Доказать, что вещественная борелевская функция f :

S → R, для которой μ(Supp f) < ∞, интегрируема по мере μ на R.

По описанной схеме можно определить естественную меру ds
для поверхности S и интеграл по ней. Такие интегралы в клас-
сических случаях выражают длины, площади и объемы.

4. Будем предполагать, что S гладко параметризована: все
локальные параметризации ϕ ∈ Φ поверхности S гладкие. Этому
условию удовлетворяют поверхности, задаваемые гладкими урав-
нениями. Отображение ϕ : U → Rm открытого множества U ∈ Rk
описывается семейством своих координат ϕ1 : U → R, . . . , ϕm :
U → R. Рассмотрим строку ∂∗i ϕ и столбец ∂jϕ, составленные
из частных производных ∂iϕ1, . . . , ∂iϕm и ∂jϕ1, . . . , ∂jϕm
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(1 ≤ i, j ≤ k). Произведения gij(ϕ) = ∂∗i ϕ∂jϕ являются непрерыв-
ными вещественными функциями на U . Матрица G(ϕ) = (gij(ϕ))
называется матрицей Грама параметризации ϕ. Определитель
g(ϕ) = detG(ϕ) называется ее грамианом. Он тоже является ве-
щественной функцией на U . Пусть ∂ϕ = (∂jϕ) — m × k-матрица
со столбцами ∂jϕ и ∂∗ϕ =

(
∂∗i ϕ
)

— k ×m-матрица со строками
∂∗i ϕ, получающаяся транспонированием ∂ϕ. Тогда

G(ϕ) = ∂∗ϕ · ∂ϕ, g(ϕ) = det(∂∗ϕ · ∂ϕ).

Матрица G(ϕ) есть k × k-матрица. Ее размер не зависит от раз-
ности l = m−k. Из определений следует, что g(ϕ) ≥ 0, и поэтому
определена вещественная функция

√
g(ϕ) на U . В каждой точке

x ∈ U число
√
g(ϕ)(x) выражает объем k-мерного параллелепи-

педа с ребрами ∂1ϕ(x), . . . , ∂kϕ(x) ∈ Rm.
Рассмотрим параметризации ϕ, ψ с пересекающимися обра-

зами и композицию y = ϕ−1ψ. Правила дифференцирования обес-
печивают равенства

G(ψ) = ∂∗h ·G(ϕ) ◦ h · ∂h,
√
g(ψ) =

√
g(ϕ) ◦ h · det(∂h).

Здесь ∂h обозначает k × k-матрицу (∂jhi) из частных производ-
ных координатных функций hi для h. Благодаря согласованности
параметризаций det(∂h) > 0.

Упражнение. Доказать выписанные для G и
√
g правила перехода

от ϕ к ψ.

Функция
√
g(ϕ): U → R непрерывна и поэтому локально ин-

тегрируема по мере Лебега dx для Rk. Равенство

μϕ(B) =
∫

ϕ−1(B)

√
g(ϕ)dx (B ∈ B(C), C ⊆ Ranϕ)

определяет семейство регулярных согласованных мер. Счетная
аддитивность и регулярность следует из предельной теоремы Ле-
бега, а согласованность — из правила перехода для

√
g и правила

замены переменной в интеграле.
Упражнение. Доказать это.



360 3.4. Анализ на многообразиях

Меру, определяемую на алгебре B(S) борелевских множеств
в S указанным семейством мер μϕ, будем называть естествен-
ной для параметризованной поверхности (S,Φ) и обозначать ds.
Ограниченная борелевская функция f : S → R интегрируема по
мере ds на каждом множестве B конечной меры. Из определений
следует, что∫

B

f · ds =
∑
n

∫
ϕ−1

n (Bn)

f ◦ ϕn ·
√
g(ϕn) · dx

для Bn ∈BC (S), ϕn ∈ Φ таких, что –
Bn ⊆ Ranϕn, B =

∑
Bn.

Пример. Рассмотрим окружность S=S(0, 1) в R2 и α(t) = (t,
√

1 − t2),

β(t) = (t,−√
1 − t2), γ(t) = (

√
1 − t2, t), δ(t) = (−√

1 − t2, t) (−1 < t < 1). Ло-
кальные параметризации α, β, γ, δ обратны картам β+, β−, α+, α− ориенти-
рованного атласа (пример 1 в 3.4.1, 2). Переходы определяются равенствами
g(t) = γ−1(α(t)) = γ−1(β(t)) = t (0 < t < 1) и h(t) = δ−1(α(t)) = δ−1(β(t)) = t
(−1 < t < 0). Грамианы легко вычисляются:

g(α) = (1,−t/
√

1 − t2)

(
1

−t/√1 − t2

)
= 1/(1 − t2),

g(α) = g(β) = g(γ) = g(δ). Окружность S компактно параметризуема: она
покрывается образами при α, β, γ, δ отрезка

–
T = [−1/

√
2, 1/

√
2] и равна

сумме дуг A = α(T), B = β(T), C = γ(T), D = δ(T), где T = ]−1/
√

2, 1/
√

2].
Поэтому ∫

S

1 · ds = 4

∫
T

(1/
√

1 − t2) dt = 4 · π/2 = 2π.

Замечание. В [121, гл. 6, § 6] описываются меры Радона, оп-
ределяемые дифференциальными формами на ориентированных
многообразиях.

5. Рассмотрим ориентированную компактно параметризо-
ванную гладкую k-мерную поверхность (S,Φ) в пространстве Rm.
(Гладкость параметризаций ϕ ∈ Φ не предполагается.) Каждая
параметризация ϕ ∈ Φ определяет меру dxϕ−1 со значениями
dxϕ−1(B) = dx(ϕ−1(B)) (B ∈ B(S)). Такие меры подробно опи-
саны в [82, гл. 10, п. 10.3.1]. Локальные меры μϕ можно зада-
вать с помощью согласованного семейства локальных плотно-
стей ρ(ϕ) : Ranϕ → R с локально интегрируемыми по мере Ле-
бега dx композициями ρ(ϕ)◦ϕ. Согласованность этих плотностей
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выражается равенством ρ(ψ) = ρ(ϕ) · deth′ ◦ ψ−1 для параметри-
заций ϕ, ψ с пересекающимися образами и композиции h = ϕ−1ψ.
Мера μϕ определяется равенствами

μϕ(B) =
∫
B

ρ(ϕ) · dxϕ−1 =
∫

ϕ−1(B)

ρ(ϕ) ◦ ϕ · dx

для B ∈ BC (S), B ⊆ C ⊆ Ranϕ. По теореме о замене перемен-
ных в интеграле из согласованности плотностей ρϕ, ρψ следует
согласованность мер μϕ, μψ . Гладкость и ориентированность S
обеспечивают существование h′ и неравенство det h′ ≥ 0. А тео-
рема Сарда — пренебрежимость множества сингулярных значе-
ний с deth′ = 0.

Замечание. Подробные доказательства теорем о замене
переменных в интегралах в нужных формулировках есть в [82,
гл. 9]. Там же описываются свойства плотностей.

Пример. Если параметризации ϕ ∈ Φ гладкие, то в качестве плотно-
стей можно взять композиции ρ(ϕ) =

√
g(ϕ)◦ϕ−1 . Для них ρ(ϕ)◦ϕ =

√
g(ϕ)

и меры μϕ те же, что и раньше.

Рассмотрим согласованное семейство локальных мер μϕ.
Пусть для каждой параметризации ϕ мера μϕ непрерывна по
мере dxϕ−1. Тогда производные Радона — Никодима ρ(ϕ) =
dμϕ/dxϕ

−1 [82, гл. 8] составляют согласованное семейство ло-
кальных плотностей.

Упражнение. Доказать это, проверив равенство dxϕ−1/dxψ−1 =

det h′ ◦ ψ−1 для h = ϕ−1ψ и используя правила действий с производными
меры по мере.

Определение меры μϕ можно записать в дифференциальной
форме:

dμϕ = ρ(ϕ) · dxϕ−1.

Она эквивалентна интегральной.

3.4.8. Формула Стокса

Эта формула связывает интеграл дифференциальной формы
по многообразию с ее интегралом по его краю. Она обобщает
формулу Ньютона — Лейбница и является одной из основных
формул интегрального исчисления.
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1. Вместо абстрактного многообразия снова рассмотрим ори-
ентированную k-мерную гладко параметризованную поверхность
(S,Φ) в Rm, описанную в 3.4.7,4. Будем предполагать, что S регу-
лярна: в каждой точке s = ϕ(u) ∈ S производная ϕ′(u) : Rk → Rm

имеет ранг k (u ∈ Domϕ ⊆ Rk). Теорема Сарда позволяет общий
случай свести к регулярному. Рассмотрим линейное многообра-
зие

Ts(ϕ) = ϕ(u) + ϕ′(u)Rk = {ϕ(u) + ϕ′(u)v | v ∈ Rk}.
Пусть ϕ, ψ ∈ Φ, ϕ(a) = ψ(b) = s, h = ϕ−1ψ. Так как det h′> 0
и ψ′(b) = (ϕh)′(b) = ϕ′(h(b))h′(b) = ϕ′(a)h′(b), то Ts(ϕ) = Ts(ψ).
Линейное многообразие Ts = Ts(ϕ) называется касательным мно-
гообразием, а параллельное ему линейное пространство ϕ′(u)Rk
⊆ Rm — касательным пространством к поверхности S в точке s.
Подчеркнем, что s = ϕ(u) + ϕ′(u) · 0 ∈ Ts, но не обязательно
s ∈ ϕ′(u)Rk.

Пример. Возьмем окружность S = S(0, 1) и ее локальную парамет-
ризацию ϕ = α из примера в 3.4.7, 4. Пусть u = −1/

√
2 и s = ϕ(u) =

(−1/
√

2, 1/
√

2). Тогда ϕ′(u) = (1, 1) и прямая Ts = (−1/
√

2, 1/
√

2)+(1, 1)R —

касательная к S в точке s, а (1, 1)R — параллельная ей биссектриса.

Замечание. Несвязное объединение T = ∪Ts (s ∈ S) назы-
вается касательным расслоением над S. Каждое Ts в нем от-
крыто и замкнуто. Параметризации для S порождают параме-
тризации для T , превращая T в 2k-мерное многообразие. Глад-
кость T на единицу меньше гладкости S, которая предполагается
ненулевой. Сопряженное к Ts пространство T ∗

s называется кока-
сательным пространством к S в данной точке s, а несвязное
объединение T ∗ = ∪T ∗

s (s ∈ S) называется кокасательным рас-
слоением над S. Эти расслоения подробно описаны в [30, гл. 1,
§ 3]. Они используются для определения дифференциальных форм
на многообразиях. Общая теория гладких расслоений (косых про-
изведений) излагается в [29, часть 2, гл. 6].

2. Пусть E, F — вещественные банаховы пространства,
f : E → F , M = f−1(0) и u ∈ M . Будем предполагать, что f не-
прерывно дифференцируема на некоторой окрестности точки u
и производная f ′(u) отображает E на все F . Линейное многообра-
зие Tu = u+Ker f ′(u) называют касательным многообразием кM
в точке точке u. Теорема Люстерника [45, 10.2.3] утверждает, что

Tu = {u+ v | dist(u+ tv,M) = o(t)}.
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Она позволяет обобщить классический метод Лагранжа реше-
ния экстремальных задач на случай банаховых пространств
(ср. 3.2.8–3.2.10; см. [1]).

Пример. Пусть E = H — вещественное гильбертово пространство, F =

R, f(x) = ‖x‖2 − 1, M = f−1(0) = S(0, 1) и u ∈ M . Тогда f ′(u) · v = 2u · v,
Ker f ′(u) = {v : u · v = 0} = u⊥ и Tu = u+ u⊥. Вместе с тем dist(u+ tv,M) =

min{‖u+ tv − x‖ : ‖x‖2 = 1} = ‖(u + tv) − (u+ tv)/‖u + tv‖‖ = ‖u+ tv‖ − 1 =√
1 + 2(u · v)t + ‖v‖2t2−1 = 2(u·v)t+o(t) и dist(u+tv,M) = o(t) эквивалентно

u · v = 0, tv ∈ Ker f ′(u) = u⊥, u + tv ∈ Tu. В частности, если H = R2

и u = (−1/2, 1/2), то v = (1, 1), как в примере п. 1.

3. Интеграл формы по куску поверхности S, задаваемому
параметризацией ϕ, можно определить аналогично интегралу по
кривой γ, описанному в п. 1. Для объединения интегралов по
кускам в интеграл по всей поверхности используется теорема о
разбиении единицы.

Рассмотрим: множество M ⊆ Rm, его открытую окрест-
ность V и покрывающее M семейство открытых множеств Vi
в Rm, семейство бесконечно гладких функций fi : V → R с носи-
телем Supp fi ⊆ Vi и образом fi(M) ⊆ [0, 1]. Назовем семейство
(fi) локально финитным на M , если для каждого x ∈ M суще-
ствует окрестность W , на которой только конечное число функ-
ций fi не равны тождественно нулю. Семейство (fi) называется
вписанным в (Vi) разбиением единицы для M , если оно локально
финитно и

∑
fi = 1 (x ∈M). В [100, п. 3.11] доказана

Теорема. Для каждых множества M ⊆ Rm и его откры-
того покрытия (Vi) существует вписанное в (Vi) разбиение
единицы.

Среди покрытий (Vi) выделяются локально конечные, у ко-
торых при каждом компакте C ⊆ Rm пересечения C ∩ Vi �= O
только для конечного числа множеств Vi. Для построения раз-
биения единицы (fi) можно использовать ε-шапочки h : Rm → R
со значениями h(x) = c(ε) · exp{−ε2/(ε2 − ‖x‖2)} при ‖x‖ < ε и
h(x) = 0 при ‖x‖ ≥ ε. Коэффициенты c(ε) подбираются с учетом
нормировки

∑
fi = 1 (x ∈M) (см. [36, гл. 3, § 4; 20, гл. 1, § 1]).

Возьмем гладко параметризованную k-мерную поверхность
(S,Φ) в Rm, форму ω ∈ Ω0

k(A, F ) на открытой окрестности
A ⊆ Rm множества S и множество B ∈ BC (ϕ) для параметри-
зации ϕ ∈ Φ (3.4.7,2). Чтобы не использовать теорию интеграла
для векторных функций, вместо банахова пространства F можно
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рассматривать вещественную прямую R. По определению,∫
ϕ

Bω =
∫

ϕ−1(B)

ϕ∗ω dx.

Как всегда Bω(x) = indB(x) · ω(x) = 0 при x /∈ B. Функция
ϕ∗ω непрерывна на компакте ϕ−1( –

B) и поэтому интегрируема на
множестве ϕ−1(B) по мере Лебега dx для Rk. Запишем форму ω
в стандартном виде (3.4.5,3): ω =

∑
aK ∧ dyK , где aK : A→ F —

непрерывные функции, а ∧dyK = dym(1) ∧ · · · ∧ dym(k) — базовые
формы с мультииндексами K = m(1) . . .m(k) (1 ≤ m(1) < · · · <
m(k) ≤ m). Замена ϕ преобразует ω в

ϕ∗ω =
∑

(aK ◦ ϕ) · detϕ′
K · dx1 ∧ · · · ∧ dxK ,

где ϕK = (ϕm(j))1≤j≤k, ϕ′
K = (∂iϕm(j)) и суммирование прово-

дится по всем рассматриваемым мультииндексам K. Поэтому∫
ϕ

Bω =
∑
K

∫
ϕ−1(B)

aK (ϕ(x)) · detϕ′
K(x) dx.

Из согласованности параметризаций ϕ, ψ ∈ Φ и правила за-
мены переменной в интеграле Лебега следует, что∫

ϕ

Bω =
∫
ψ

Bω (B ∈ BC (ϕ) ∩BC (ψ)).

Упражнение. Доказать это равенство [100, п. 5.4].

Это позволяет определить интеграл формы ω по множест-
ву B равенством ∫

B

ω =
∫
ϕ

Bω (B ∈ BC (ϕ)).

Пусть S компактно параметризована: существует покры-
вающее S семейство открытых множеств B(ν) ⊆ A и семейство
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параметризаций ϕν ∈ Φ таких, что B(ν) ∈ BC (ϕν). Возьмем
вписанное в (B(ν)) разбиение единицы (fν) для S. Предположим,
что семейство интегралов форм fν · ω по множествам B(ν) сум-
мируемо. Интеграл формы ω по многообразию S определяется
равенством ∫

S

ω =
∑
ν

∫
B(ν)

fν · ω.

Сумма справа не зависит от выбора покрытия (B(ν)) и разбиения
единицы (fν).

Упражнение. Доказать это [100, 3.12].

Замечание. Если поверхность S или носитель формы ω ком-
пактны, то число слагаемых в определяющей интеграл ω по S
сумме можно сделать конечным.

4. Вместо формы на открытой окрестности A многообра-
зия S в Rm можно рассматривать форму ω на S, определяя ее
как семейство форм ω(s) на касательных пространствах Ts к S
в точках s ∈ S [100, гл. 5]. Иначе формы на многообразиях
определяются как сечения соответствующих расслоений [24, гл. 3,
п. 7; 30, гл. 2, § 4]. Действия с формами ω поточечно порожда-
ются действиями с формами ω(s). Привлечение таких громоздких
конструкций связано с тем, что, как правило, S не является век-
торным подпространством пространства Rm и нельзя непосред-
ственно использовать стандартное определение формы на откры-
том множестве банахова пространства.

Рассмотрим регулярное гладко параметризованное ориенти-
рованное k-мерное многообразие (S,Φ) в Rm. По определению,
n-гладкая k-форма ω на S есть отображение S в объединение
∪Ωnk (Ts, F ) такое, что ω(s) ∈ Ωnk(Ts, F ) (s ∈ S). При определенных
условиях форма ω(s) порождает некоторую меру на борелевской
алгебре B(S). По этой мере можно интегрировать скалярные
или векторные функции f на S. Если F �= R и f векторная,
то должно быть определено произведение значений f на векторы
из F . Проще всего считать F = R и рассматривать f : S → R. За-
мены переменных, определяемые параметризациями, позволяют
свести дело к интегрированию по мере Лебега. При реализа-
ции этого процесса приходится делать различные дополнитель-
ные предположения. Используется схема определения интеграла,
описанная в 3.4.7, 4.
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Пусть S компактно параметризовано и S =
∑
Bn, Bn ∈

BC (ϕn) для некоторой последовательности ϕn ∈ Φ, а форма ω
представима в стандартном виде и ω =

∑
aK ∧ dyK с базовыми

формами ∧dyK = dym(1) · · · ∧ dym(k) для мультииндексов K =
m(1) . . .m(k) (1 ≤ m(1) < · · · < m(k) ≤ m). Тогда интеграл
функции f на S по форме ω определяется равенством∫

S

fω =
∑
n,K

∫
ϕ−1

n (Bn)

f(ϕn(x)) · aK(ϕn(x)) · detϕ′
nK(x) dx.

Здесь ϕ′
nK = (∂iϕn,m(j)) и dx — мера Лебега для Rk. Ориента-

ция и регулярность S позволяет считать detϕ′
nK(x) > 0. Функ-

ция f интегрируема на S по форме ω, если интегралы справа и их
сумма существуют. Доказывается независимость правой части от
выбора множеств Bn и параметризаций ϕn. При интегрируемой
f = 1 получается интеграл ω по S.

Замечание. Теория интегрирования на многообразиях по-
дробно излагается в [30, гл. 3]. Там кроме обычных вводятся
абсолютные формы. В [102, гл. 3] для определения интеграла
используются плотности.

5. Рассмотрим 2-гладкое ориентированное многообразие M ,
его край ∂M с индуцированной ориентацией и 1-гладкую (k− 1)-
форму ω на M . Пусть M или Supp ω компактны. Тогда верна

Формула Стокса.
∫
M

dω =
∫
∂M

ω.

Допускается ∂M = 0. Часто в правой части вместо ω пишут
i∗ω, обозначая i : ∂M → M тождественное вложение. Формула
Стокса подробно обсуждается в [29, 4.1, §26 и 4.2, §8]. В [30,
гл. 3, § 3] несколько вариантов формулы Стокса выводятся из
теоремы Фубини для многообразий (гл. 3, § 2). Там же со ссылкой
на Г. Вейля приведен интересный прием вычисления некоторого
интеграла по сфере и объема шара в Rm.

Следствие. Если ∂M = O, то
∫
M

dω = 0.

Пример 1. Возьмем 2-мерное многообразие
–
M = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2

≤ 2} с краем ∂
–
M = S(0, 1)∪S(0,

√
2) в R2 и форму ω = (x2 +y2)−1(xdy−ydx)

на R2 \ {(0, 0)}. Нетрудно проверить, что dω = 0, а интегралы 1-формы ω
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по окружностям S(0, 1) и S(0,
√

2) равны 2π. Поэтому при положительной
ориентации верны равенства∫

–
M

dω = 0 =

∫
S(0,

√
2)

ω −
∫

S(0,1)

ω.

Если же вместо
–
M взять некомпактное многообразие M =

–
M \ S(0, 1)

с краем ∂M = S(0,
√

2), то для него теорема Стокса не будет верна:∫
M

dω = 0 �= 2π =

∫
S(0,

√
2)

ω.

Пример 2. Возьмем формы ξ = adx+ bdy + cdz и η = fdy ∧ dz + gdz ∧
dx + hdx ∧ dy, описанные в примере из 3.4.5, 3 вместе с их внешними диффе-
ренциалами dξ и dη. Рассмотрим в R3 компактные гладкие тело V c поверх-
ностью S и 2-мерную поверхность D с контуром C . (В частности, V может
быть замкнутым шаром, S — сферой, D — диском, C — окружностью.) Из
общей формулы Стокса следуют классические формулы Стокса и Гаусса —
Остроградского:∫∫

D

(b′x − a′y) dxdy + (c′y − b′z) dydz + (a′z − c′x) dzdx =

∫
C

a dx+ b dy + c dz,

∫∫ ∫
V

(f ′x + g′y + h′z) dxdydz =

∫∫
S

f dydz + g dzdx+ hdxdy.

При dz = 0 первая из формул превращается в классическую формулу Грина.

Пример 3. В 5.1.1, 2 при доказательстве теоремы Брауэра о неподвиж-

ной точке формула Стокса используется для вычисления интегралов по
n-мерному шару.

6. В [100, гл. 5] отдельный параграф посвящен выводу из
общей формулы Стокса классических формул Грина, Гаусса —
Остроградского и Стокса. Там же описываются их применения
в теории поля. Подробное изложение этих применений есть в [73,
лекции 27 и 28]. В [100, гл. 4] кратко описываются вывод с по-
мощью теоремы Стокса интегральных теоремы и формулы Коши
для аналитических функций.

В [121, гл. 6, § 7] формула Стокса доказывается для много-
образий с 1-гладким псевдокраем и подробно рассматриваются
различные частные случаи. Отмечается, что интегрирование
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векторных форм (даже со значениями в бесконечномерном про-
странстве) можно при соответствующих предположениях свести
к скалярному случаю. Там же (гл. 6, § 8) описывается применение
теории дифференциальных форм к алгебраической топологии.

Формулы Стокса для негладких многообразий описываются
в [136]. Гомологической теории интегрирования посвящена гла-
ва 4 книги [105]. Рассматриваются вещественные и целочислен-
ные гомологии с общими цепями. Дифференциальные формы
связываются с распределениями. Вводится понятие потока и
определяются операции с потоками. Описывается связь спрямля-
емых потоков с ориентируемыми многообразиями. Доказываются
теоремы о деформации, замкнутости, компактности и аппрокси-
мации. Вводится понятие внешней нормали и доказывается есте-
ственная общая формула Гаусса — Грина — Остроградского.

3.4.9. Степень отображения

Даются дифференциальное и интегральное определения сте-
пени отображения для многообразий. Кратко описываются ее
основные свойства.

1. Рассмотрим ориентированные n-мерные многообразия
X , Y и гладкое отображение f : X → Y . Будем предполагать,
что прообраз f−1(y) для каждого регулярного значения y ∈ Y
отображения f конечен. Благодаря ориентированности знак

s(f, x) = sgn det f ′αβ(α(x))

при x ∈ f−1(y) не зависит от выбора локальных карт α, β для изо-
бражения fαβ = βfα−1. Когда s(f, x) > 0, говорят, что f сохра-
няет ориентацию в точке y. Когда s(f, x) < 0 — что изменяет.
Число

deg(f, y) =
∑

x∈f−1(y)

s(f, x)

называется степенью отображения f в точке y.
Пример. Пусть X = Y = Rn со стандартной ориентацией, f(x) = x

и g(x) = −x (x ∈ Rn). Тогда deg(f, y) = 1 и deg(g, y) = (−1)n (y ∈ Rn).

Степень deg(f, y) называют алгебраическим числом прообра-
зов точки y при отображении f .
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Замечание. Можно определить производную f ′(x) как ли-
нейное отображение касательных пространств Tx, Ty для много-
образий X , Y в точках x, y. Тогда s(f, x) = sgn det f ′(x).

2. Условие конечности прообразов f−1(y) ⊆ X регулярных
значений y ∈ Y выполнено, если многообразие X компактно или
если отображение f собственное (f−1(C) ⊆ X компактно для
каждого компакта C ⊆ Y ). Тогда [73, III.13] прообраз f−1(y) ре-
гулярного значения y состоит из изолированных точек и поэтому
из компактности прообраза f−1(y) следует его конечность.

Из теоремы Сарда следует, что степень deg f определена
на всюду плотном множестве R(f) ⊆ Y . Если многообразие Y
связно, то функция deg f : R(f) → Z постоянна. Ее значение на-
зывается степенью отображения f и тоже обозначается deg f .
Рассмотрим связное многообразие Y , собственное отображение
f : X → Y и финитную n-форму ω на Y с интегралом, не равным
нулю. Тогда

deg f =
∫
f∗ω
/∫

ω.

Подробное доказательство можно найти в [73, III.26]; см. также
[29, часть 3, § 14] и [30, гл. 3, § 6].

3. Важным свойством степени отображения deg является ее
инвариантность относительно непрерывных преобразований ото-
бражения. Эта инвариантность позволяет при вычислении сте-
пени заменять данное отображение более простыми.

Непрерывное отображение h : [0, 1]×X → Y с сечением h(0, ·)
= f называется гомотопией отображения f . Сечения ft = h(t, ·)
составляют класс отображений, гомотопных f . Будем записы-
вать гомотопность отображений знаком эквивалентности ∼. Для
функций вещественной переменной график h есть непрерывная
поверхность, соединяющую кривую f = f0 с g = f1. Гомотопию h
называют также непрерывной деформацией отображения f . Го-
ворят, что h связывает f c g или деформирует f в g.

Пример. При X = R гомотопия h(t, x) = (1 − t)f(x) + tg(x) связывает

прямую f(x) = x с параболой g(x) = x2 (изгибает прямую f).

Гомотопию h : [0, 1] × X → Y называют гладкой, если она
является сужением на [0, 1]×X гладкого отображения T ×X → Y
для некоторого интервала T в R, содержащего отрезок [0, 1]. Ото-
бражения f = f0 и g = f1 называются тогда гладко гомотопными.
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Среди гладких гомотопий h выделяются собственные. Если мно-
гообразие X компактно, то все гладкие гомотопии являются соб-
ственными.

Главным результатом является теорема о гомотопической
инвариантности степени.

Теорема. Если многообразие Y связно и гладкие отобра-
жения f, g : X → Y гомотопны, то deg f = deg g.

В [30, гл. 3, § 6] эта теорема доказывается с использованием
свойств групп когомологий. В [73, семестр III, лекция 26] она до-
казывается для отображений, связанных собственной гомотопией.
Используется непрерывность отображения t→ ∫

f∗t ω для финит-
ной формы ω. Там же с помощью гладких приближений опре-
деляется степень непрерывного отображения компактных много-
образий и теорема о равенстве степеней формулируется для не-
прерывных отображений.

В [29, часть 2, § 13] степень определяется для гладких отобра-
жений связных ориентированных компактных многообразий без
края (открытых) и теорема о гомотопической инвариантности
доказывается для них. Для компактных многообразий с краем
и сохраняющих край отображений степень определяется как сте-
пень сужения на край. Выделяются отображения в n-мерную
сферу.

4. Для примера вычислим степень deg g комплексного поли-
нома g(z) = anz

n (n > 0, an �= 0). Будем отождествлять ком-
плексное число z = x + iy с точкой z = (x, y) ∈ R2 и считать
известным, что при c �= 0 уравнение zn = c имеет ровно n реше-
ний z = c1/n. (Подробное элементарное доказательство теоремы
о комплексных корнях есть в [80, часть 2.1, § 6].) Докажем, что
deg g = n.

По биномиальной формуле g(z) = an(x + iy)n = g1(x, y) +
ig2(x, y), где g1 : R2 → R и g2 : R2 → R — некоторые полиномы
двух вещественных переменных. Для их частных производных
верны равенства g′11 = g′22, g′21 = −g′12, которые легко проверяют-
ся. Поэтому

g′ =
(
g′11 g′12
−g′12 g′11

)
, det g′ =

(
g′11
)2 +

(
g′12
)2
.

Так как полином g − c при c �= 0 не имеет кратных корней, то
g′(z) �= 0 [17, § 28] и det g′(z) > 0 для каждого z = c1/n ∈ g−1(c).
Поэтому s(g, z) = 1 и deg g = deg(g, c) = n.
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Замечание. В [121, гл. 6, § 8] топологическая степень не-
прерывного отображения определяется с помощью индекса ци-
кла относительно точки. Доказывается теорема Руше об инвари-
антности топологической степени отображения при допустимых
аддитивных деформациях. Из нее выводится теорема о корнях
комплексного полинома и теорема Брауэра о неподвижной точке.

3.4.10. Приложения

В заключение отметим некоторые приложения анализа на
многообразиях.

1. Векторные поля и формы на многообразиях используются
для описания динамических систем. Они подробно рассматри-
ваются в [29, часть 2, гл. 7] и [24, гл. 11]. Выделяются гамильто-
новы и лагранжевы системы, доказывается классическая теорема
Лиувилля. Приводятся примеры.

Комплексныe многообразия рассматриваются в [29, часть 2,
§ 4]. Там указана и дополнительная литература.

В [67] подробно описываются специальные алгебраические,
геометрические и аналитические конструкции, связанные с много-
образиями. Эти конструкции используются для разработки асим-
птотических методов решения дифференциальных и операторных
уравнений.

При исследовании динамических систем кроме обычных ши-
роко применяются производные Ли и группы Ли [102, гл. 5]. Им
посвящена обширная литература [73, V]. Приложения к теории
дифференциальных уравнений подробно описаны в [70].

В связи с общей теорией относительности исследуются мно-
гообразия, описывающие глобальную структуру решений много-
мерных вариационных задач [29, часть 2, гл. 8]. Вариационное
исчисление на многообразиях подробно излагается в [102, гл. 4].

2. Гладкие семейства вероятностных распределений можно
рассматривать как гладкие поверхности в некоторых многообра-
зиях, которые могут быть и бесконечномерными. Такая геоме-
трическая модель описана в [118, 126]. Она применяется к общей
проблеме статистических решений и некоторым важным частным
случаям. В [118, гл. 3] рассматриваемые статистические много-
образия приближаются конечномерными. Это компенсирует от-
сутствие хорошо разработанной общей теории бесконечномерных
многообразий.
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Книга Н. Н. Ченцова [118] занимает особое место в литера-
туре по теории вероятностей и математической статистике бла-
годаря широкому применению алгебраических и геометрических
конструкций. Уже при формулировке проблемы статистического
решения используются категория решающих правил, марковские
морфизмы и гладкие бесконечномерные многообразия вероятност-
ных мер. Для этих многообразий описываются векторные поля
и касательные пространства, метрики и связанные с ними поня-
тия. Отдельная глава посвящена теории экспонентных семейств
вероятностных мер, отождествляемых с геодезическими семей-
ствами (поверхностями) в бесконечномерном многообразии, снаб-
женном естественной линейной связностью.



ОПЕРАТОРЫ

Во второй части книги излагаются элементы теории опера-
торов. Сначала описываются линейные операторы, потом — не-
линейные. Рассматриваются операторы в нормированных про-
странствах, описываются некоторые специальные пространства
и классы операторов. Большое внимание уделено распределе-
ниям, их преобразованиям и спектрам операторов. Для нелиней-
ных операторов доказывается несколько теорем о неподвижных
точках и теорема о седловой точке.

4. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Введением в теорию линейных операторов может служить
глава 4 книги А. Н. Колмогорова и С. В. Фомина [45]. Фунда-
ментальным руководством — книга Н. Данфорда и Дж. Т. Швар-
ца [28]. Операторы в гильбертовых пространствах подробно опи-
саны в учебнике В. А. Садовничего [96].

4.1. Гильбертовы пространства

Так называются полные евклидовы пространства. Параграф
дополняет сказанное об евклидовых пространствах раньше.

4.1.1. Ортогональное проектирование

Ортогональное проектирование — одна из основных опера-
ций в гильбертовых пространствах.



374 4.1. Гильбертовы пространства

1. Рассмотрим вещественное или комплексное пространство
(F, E), для которого определено эрмитово скалярное произведение
p : E × E → F со значениями

p(x, y) = x · y = 〈x, y〉 ∈ F (x, y ∈ E).

Предполагается, что yx = (xy)∗ = xy, где звездочка и черта обо-
значают сопряжение в числовом поле F. Билинейная форма p
определяет квадратичную форму q : E → R со значениями q(x) =
p(x, x) ∈ R. Выделяются положительные невырожденные скаляр-
ные произведения p, для которых q(x) ≥ 0 (x ∈ E) и q(x) > 0 при
x �= 0.

Такое скалярное произведение определяет евклидову норму
со значениями ‖x‖ = (xx)1/2 (x ∈ E). Для нее верно неравенство
Коши:

|xy| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ (x, y ∈ E).

Число ϕ(x, y) = arccos(xy(‖x‖ · ‖y‖)−1) определяет в веществен-
ном случае величину угла между векторами x, y с ненулевыми
нормами.

Для евклидовой нормы и скалярного произведения верны
тождества треугольника, параллелограмма и поляризационное.
Ортогональность векторов означает равенство нулю их скаляр-
ного произведения. Для ортогональных векторов верна теорема
Пифагора. Как правило, рассматриваются невырожденные ска-
лярные произведения и отделимые пространства. Исключения
оговариваются или ясны из содержания.

2. Подпространствами гильбертова пространства H будем
называть только замкнутые векторные подпространства. Они
тоже являются гильбертовыми пространствами. Для замкну-
тых подпространств верна теорема об ортогональной проекции.
Сформулируем ее немного иначе, чем в 2.2.6, чтобы добавить
важный пункт о существовании.

Теорема. Пусть z — точка и A — подпространство гиль-
бертова пространства H . Тогда:

1. Существует ближайшая к z точка a ∈ A.
2. Каждая точка a ∈ A, ближайшая к z, является ортого-

нальной проекцией z на A.
3. Каждая ортогональная проекция p точки z на A является

ближайшей к z точкой A.
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� Так как ‖z − x‖ ≥ 0 для каждых z ∈ H и x ∈ A, то
существует α = inf{‖z− x‖ : x ∈ A} ≥ 0. По определению нижней
грани для каждого номера n ∈ N найдется точка x(n) ∈ A такая,
что ‖z − x(n)‖ ≤ α+ 1/n.

Докажем, что последовательность точек x(n) сходится. Рас-
смотрим z−x(m), z−x(n) для произвольных m, n ∈ N и заметим,
что

(z − x(n))− (z − x(m)) = x(m)− x(n),

(z − x(n)) + (z − x(m)) = 2[z − 2−1(x(m) + x(n))],

x = 2−1(x(m) + x(n)) ∈ A, ‖z − x‖ ≥ α.

Применяя к z−x(m), z−x(n) тождество параллелограмма, полу-
чаем

‖x(m)− x(n)‖2 + 4α2 ≤ ‖x(m)− x(n)‖2 + ‖2(z − x)‖2
≤ 2[‖z − x(n)‖2 + L‖z − x(m)‖2] ≤ 2[(α+ 1/n)2 + (α+ 1/m)2],

‖x(m)− x(n)‖2 ≤ 4α(1/m+ 1/n) + 2(1/m2 + 1/n2).

Значит, последовательность x(n) сходится.
Так как пространство H полное, то существует точка

a ∈ H , к которой сходится последовательность x(n) ∈ A. А так
как подпространство A замкнутое, то a ∈ A. Докажем, что a —
ближайшая к z точка A. Так как α ≤ ‖z − x(n)‖ ≤ α + 1/n, то
‖z−a‖ = lim‖z−x(n)‖ = α. Значит, ‖z−a‖ = min{‖z−x‖ : x ∈ A}.
Утверждение 1 теоремы доказано. Утверждения 2 и 3 следуют из
леммы в п. 2.2.6, 7. �

Для гильбертовых пространств верны предложение об орто-
проекциях в п. 2.2.6,7 и теорема об ортогональном разложении
в п. 2.2.6, 8.

4.1.2. Непрерывные линейные функционалы

Непрерывный линейный функционал на гильбертовом
пространстве определяется скалярным произведением и коэффи-
циентом.

1. Геометрическую характеристику непрерывности линей-
ных функционалов на нормированном пространстве E дает
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Предложение. Линейный функционал непрерывен ессли его
ядро замкнуто.

� 1) Пусть ϕ ∈ E ′, zn ∈ Kerϕ, z ∈ E и zn → z. Тогда
ϕ(z) = limϕ(zn) = 0 и z ∈ Kerϕ. Значит, Kerϕ замкнуто.

2) Пусть ϕ ∈ E∗ и Kerϕ замкнуто. Для доказательства
ϕ ∈ E ′ достаточно показать, что функционал ϕ непрерывен в точ-
ке 0. Предположим противное: ϕ(zn) � 0 для некоторой zn → 0,
zn ∈ E. В этом случае |ϕ(zn(k))| ≥ α для некоторых α > 0
и n(1) < n(2) < · · ·< n(k) < . . . и, следовательно,

‖yk/ϕ(yk)‖ = ‖yk‖/|ϕ(yk)| ≤ ‖yk‖/α→ 0

для yk = zn(k) . Вместе с тем ϕ(yk/ϕ(yk)) = ϕ(yk)/ϕ(yk) = 1.
Поэтому ϕ(xk) = ϕ(y1/ϕ(y1) − yk/ϕ(yk)) = 1 − 1 = 0 и xk =
y1/ϕ(y1)− yk/ϕ(yk) ∈ Kerϕ.

Следовательно, так как ‖yk/ϕ(yk)‖ → 0 и Kerϕ замкнуто,

y1/ϕ(y1) = lim[xk + yk/ϕ(yk)]
= limxk + lim(yk/ϕ(yk)) = limxk + 0 = limxk ∈ Kerϕ,

т. е. ϕ(y1/ϕ(y1)) = 0. Это противоречит ϕ(y1/ϕ(y1)) = 1. �
Ядра линейных функционалов называются еще гиперплоско-

стями. По доказанному, ядро каждого непрерывного линейного
функционала есть замкнутая гиперплоскость. Вследствие линей-
ности функционалов их ядра являются подпространствами век-
торного пространства, на котором определены функционалы.

Упражнение. Доказать, что гиперплоскость в нормированном про-
странстве либо замкнута, либо всюду плотна.

2. Опишем непрерывные линейные функционалы на гильбер-
товом пространстве. Рассмотрим гильбертово пространство H ,
вектор c ∈ H , сопряженное с H пространство H ′ непрерывных
линейных функционалов на H .

Лемма 1. Равенство ϕ(z) = cz (z ∈ H) определяет непре-
рывный линейный функционал ϕ на H .

� В самом деле, это равенство каждому вектору z ∈ H ста-
вит в соответствие число cz ∈ F и поэтому определяет функцио-
нал ϕ на H , имеющий значение ϕ(z) = cz для вектора z. Так как
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скалярное произведение линейно по второй переменной, то ϕ —
линейный функционал:

ϕ(α1z1 + α2z2) = c(α1z1 + α2z2)
= α1c(z1) + α2c(z2) = α1ϕ(z1) + α2ϕ(z2)

для каждых z1, z2 ∈ H и α1, α2 ∈ F.
Из неравенства Коши вытекает, что |ϕ(z)| = |cz| ≤ ‖c‖ · ‖z‖,

z ∈ H . Значит, линейный функционал ϕ непрерывен в точке 0
и, следовательно, непрерывен. �

Рассмотрим b, c ∈ H .

Лемма 2. bz = cz(z ∈ H) ⇐⇒ ‖b− c‖ = 0.

� Если bz = cz (z ∈ H), то (b− c)z = 0 (z ∈ H). В частности,
‖b − c‖2 = (b − c)(b − c) = 0 при z = b − c и, следовательно,
‖b− c‖ = 0.

Если ‖b − c‖ = 0, то из неравенства Коши вытекает, что
0 ≤ |bz − cz| = |(b − c)z| ≤ ‖b − c‖ · ‖z‖ = 0 и, следовательно,
bz = cz. �

Следствие. bz = cz (z ∈ H) ⇔ b = c.

Лемма 3. Пусть ϕ ∈ H ′ имеет значения ϕ(z) = cz (z ∈ H)
при некотором c ∈ H . Тогда ‖ϕ‖ = ‖c‖.

� По определению, ‖ϕ‖ = sup{|ϕ(u)| : u ∈ H, ‖u‖ ≤ 1}. Ис-
пользуя неравенство Коши, получаем |ϕ(u)| = |cu| ≤ ‖c‖·‖u‖ ≤ ‖c‖
(u ∈ H, ‖u‖ ≤ 1). Следовательно, ‖ϕ‖ ≤ ‖c‖.

Докажем обратное неравенство. Заметим, что ϕ(c) = cc =
‖c‖2. Если ‖c‖ = 0, то ‖ϕ‖ = ‖c‖ = 0. Если ‖c‖ �= 0, то ϕ(u) =
ϕ(γc) = γϕ(c) = γ · ‖c‖2 = ‖c‖ при u = γc, γ = ‖c‖−1. Так как
‖u‖ = γ · ‖c‖ = 1, то |ϕ(u)| ≤ ‖ϕ‖. Следовательно, ‖c‖ ≤ ‖ϕ‖. �

Вектор c ∈ H , определяющий непрерывный линейный функ-
ционал ϕ ∈ H ′ со значениями ϕ(z) = cz (z ∈ H) называется
коэффициентом ϕ.

3. Леммы 1–3 описывают некоторый класс непрерывных
линейных функционалов на невырожденном гильбертовом про-
странстве H . Возникает естественный вопрос: исчерпывает ли
этот класс все непрерывные линейные функционалы на H? От-
вет дает
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Теорема Рисса. Для каждого ϕ ∈ H ′ существует c ∈ H
такой, что ϕ(z) = cz (z ∈ H).

� Если ϕ = 0, то c = 0.
Пусть ϕ �= 0. Тогда A = Kerϕ есть замкнутая гиперплос-

кость в H . По теореме об ортогональной проекции для каждого
z ∈ H существуют x ∈ A и y ∈ B = A⊥ такие, что x + y = z.
Причем есть b ∈ B, b /∈ A. (Иначе B ⊆ A, x+ y ∈ A для каждых
x ∈ A, y ∈ A и A = H . Это противоречит тому, что ϕ �= 0.)
Отсюда следует, что H = A+ Fb.

Таким образом, для каждого z ∈ H существуют x ∈ A, t ∈ F
такие, что z = x + tb, где b — выбранный вектор из B = A⊥, не
принадлежащий A. Заметим, что ‖b‖ �= 0. (Иначе b = liman при
an = 0 ∈ A, и так как A замкнуто, то b ∈ A.)

Подберем теперь коэффициент c для ϕ. Так как H = A+ Fb,
то для каждых c, z ∈ H существуют a, x ∈ A и γ, t ∈ F такие, что
c = a+ γb, z = x+ tb. Поэтому

ϕ(z) = ϕ(x+ tb) = ϕ(x) + tϕ(b) = tϕ(b),

cz = (a+ γb)(x+ tb) = ax+ γ̄t · ‖b‖2.
(Скалярные произведения bx = ab = 0 для a, x ∈ A и b ∈ A⊥.
А bb = ‖b‖2.) Если a = 0 и γ̄ = ‖b‖−2 · ϕ(b), то

ϕ(z) = tϕ(b) = tϕ(b)‖b‖−2‖b‖2 = γ̄t · ‖b‖2 = cz.

Таким образом, c = 0 + ϕ(b) · ‖b‖−2 · b = ϕ(b) · ‖b‖−2 · b. Теорема
Рисса доказана. �

Коротко теорему Рисса о представлении можно сформулиро-
вать так: каждый непрерывный линейный функционал на гиль-
бертовом пространстве имeет коэффициент.

Теорема Рисса позволяет вместо непрерывных линейных
функционалов на гильбертовом пространстве рассматривать его
точки. Это часто бывает удобно.

4.1.3. Пространства L 2 = L 2(U, µ)

Эти пространства — одни из самых важных гильбертовых
пространств.

1. Обозначим L 2 = L 2(U, μ) множество измеримых по ме-
ре μ функций f : U → F с интегрируемыми по мере μ квадратами
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f2 : U → F. Таким образом, по определению, для измеримой по μ
функции f верно f ∈ L 2 ⇔ f2 ∈ L , где L = L (U, μ) — множе-
ство всех числовых функций на U , интегрируемых по мере μ.

Так как |fg| ≤ 2−1(|f |2 + |g|2), то произведение fg ∈ L для
каждых f, g ∈ L 2. (Не утверждается, что fg ∈ L 2. Кроме
того, составляющее интегрируемое произведение fg функции f , g
могут не быть интегрируемыми.)

Упражнение. Привести контрпримеры.

Легко проверить, что L 2 с обычными операциями образует
векторное пространство:

(αf + βg)2 = α2f2 + 2αβfg + β2g2 ∈ L ,

если f2, g2 ∈ L , и, следовательно, fg ∈L .
Равенство 〈f, g〉 =

∫
f̄g (f, g ∈ L 2) определяет скалярное

произведение для L 2. В самом деле,

〈f, g〉 =
∫
f̄g =

∫
ḡf = 〈g, f〉,

〈α1f1 + α2f2, g〉 =
∫

(ᾱ1f̄1 + ᾱ2f̄2)g

= ᾱ1

∫
f̄1g + ᾱ2

∫
f̄2g = ᾱ2〈f2, g〉,

〈f, β1g1 + β2g2〉 = β1〈f, g1〉+ β2〈f, g2〉,
〈f, f〉 =

∫
f̄f =

∫
|f |2 ≥ 0.

По общему для евклидовых пространств правилу равенство

‖f‖ = 〈f, f〉1/2 =
(∫

|f |2
)1/2

(f ∈ L 2)

определяет норму ‖ · ‖ для L 2. Она может не отделять точки.
Примеры. 1) L 2(R, dx). 2) L 2([0, 1], dx). 3) L 2 = L 2(N, dn) = l2.

В примерах 1, 2 пространство L 2 неотделимо, а в примере 3
со считающей мерой оно отделимо.
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2. Докажем лемму, описывающую связь между сходимостью
в L 2 и сходимостью почти всюду. Сходимость в L 2 называется
сходимостью в среднем (квадратичном).

По определению, последовательность fn ∈ L 2 сходится к
f ∈ L 2 в среднем, если

‖fn − f‖ =
(∫

|fn − f |2
)1/2

→ 0.

Из сходимости в среднем не следует сходимость почти всюду.
А из сходимости почти всюду не вытекает сходимость в среднем.

Упражнение. Привести контрпримеры.

Лемма Рисса. Если последовательность функций из L 2

сходится в среднем, то некоторая ее подпоследовательность
почти всюду сходится.

� (1) Пусть последовательность fn ∈ L 2 сходится в сред-
нем: ‖fq − fp‖ → 0 (q, p → ∞). Нужно доказать, что суще-
ствует подпоследовательность gn = fr(n), почти всюду сходящая-
ся: |gq(x)− gp(x)| → 0 (q, p→∞) для почти всех x ∈ U по мере μ.

Заметим, что для каждого номера n существует номер r(n),
при котором ‖gn+1 − gn‖ ≤ 2−n для gn = fr(n). И номера r(n)
можно выбрать строго возрастающими. В самом деле, так как
fn сходится в среднем, то существует номер r(1), при котором
‖fq − fp‖ ≤ 2−1 (p, q ≥ r(1)). Возьмем произвольный номер n
и предположим, что для номеров m ≤ n выбраны строго возра-
стающие номера r(m), при которых ‖fq−fp‖ ≤ 2−m (p, q ≥ r(m)).
Так как fn сходится в среднем, то существует номер r(n + 1) >
r(n), при котором ‖fq−fp‖ ≤ 2−(n+1) (p, q ≥ r(n+1)). По принципу
индукции отсюда следует, что существует строго возрастающая
последовательность номеров r(n), при которых ‖fq − fp‖ ≤ 2−n
(p, q ≥ r(n)). В частности, это неравенство верно для p = r(n),
q = r(n+ 1), что и утверждалось.

(2) Для каждого номера n рассмотрим функцию

sn = |g1|+
∑

1≤m<n
|gm+1 − gm|

(в частности, s1 = |g1|). Так как g1, gm+1 − gm ∈ L 2, то |g1|,
|gm+1 − gm| ∈ L 2 и, следовательно, sn ∈ L 2. Ясно, что последо-
вательность sn возрастает.
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(3) Последовательность функций hn = s2n удовлетворяет ус-
ловиям теоремы Леви. В самом деле, так как sn ∈ L 2, то
hn ∈ L . Последовательность hn возрастает вместе с последо-
вательностью sn. При этом (hn) интегрально ограничена:∫

hn =
∫
s2n = ‖sn‖2 = ‖|g1|+

∑
1≤m<n

|gm+1 − gm|‖2

≤
(
‖g1‖+

∑
1≤m<n

‖gm+1 − gm‖
)2

≤
(
‖g1‖+

∑
1≤m<n

2−m
)2

≤ (‖g1‖+ 1)2

для каждого номера n. По теореме Леви (hn) почти всюду схо-
дится к некоторой h ∈ L . Так как hn = s2n ≥ 0, то hn → h влечет
sn → s = h1/2.

(4) Значит, ряд функций |g1|, |gm+1−gm| (m ≥ 1) почти всюду
имеет сумму s. Следовательно, ряд g1, gm+1 − gm (m ≥ 1) тоже
почти всюду имеет сумму: последовательность

gn = g1 +
∑

1≤m<n
(gm+1 − gm)

частичных сумм этого ряда почти всюду сходится. Значит, под-
последовательность (fr(n)) последовательности (fn) почти всюду
сходится. �

3. Докажем теперь главный результат.

Теорема. L 2 является гильбертовым пространством.
� Нужно доказать, что в среднем каждая сходящаяся в себе

последовательность функций fn ∈ L 2 сходится к некоторой
функции f ∈ L 2 (‖fn − f‖ → 0).

Возьмем сходящуюся в себе последовательность fn ∈ L 2. По
лемме Рисса существует сходящаяся почти всюду подпоследова-
тельность gn = fr(n). Рассмотрим функцию f : U → F со значе-
ниями f(x) = limgn(x), когда gn(x) сходится, и f(x) = 0, когда
gn(x) расходится.

Докажем, что: (1) f ∈L 2, (2) ‖fn − fа‖ → 0.
(1) Последовательность функций gn = fr(n) сходится в себе

вместе с последовательностью (fn): для каждого ε > 0 суще-
ствует номер n(0) такой, что ‖gq − gp‖ ≤ ε (q, p ≥ n(0)).
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Возьмем p ≥ n(0) и рассмотрим последовательность функций
hn = |gp+n − gp|2 (n ≥ 1). Заметим, что (hn) удовлетворяет усло-
виям леммы Фату. В самом деле, hn ≥ 0, и так как gp+n−gp ∈ L 2,
то hn ∈ L . Последовательность (hn) интегрально ограничена:∫

hn =
∫
|gp+n − gp|2 = ‖gq − gp‖2 ≤ ε2

для каждого номера n. Наконец, так как gp+n → f (n → ∞)
почти всюду, то hn → h = |f − gp|2 почти всюду. По лемме Фату
h ∈ L и ∫

h =
∫
|f − gp|2 ≤ ε2 (p ≥ n(0)). (∗)

Следовательно, f − gp ∈ L 2. Так как gp ∈ L 2, то и

f = (f − gp) + gp ∈ L 2.

(2) Неравенство (∗) означает, что для каждого ε > 0 суще-
ствует номер n(0), при котором ‖f − gp‖ ≤ ε (p ≥ n(0)). Вместе
с тем, так как r(p) ≥ p и последовательность fn сходится в сред-
нем, то ‖gp − fn‖ = ‖fr(p) − fn‖ ≤ ε (p, n ≥ n(1)) при некотором
n(1) ≥ n(0). Следовательно,

‖f − fn‖ ≤ ‖f − gp‖+ ‖gp − fn‖ ≤ 2ε (p, n ≥ n(1)).

Значит, последовательность (fn) сходится к f в среднем. �
Следствие. Каждый непрерывный линейный функционал ϕ

на L 2 определяется некоторой функцией f из L 2 и имеет зна-
чения ϕ(g) =

∫
f̄g (g ∈ L 2).

� Так как пространство H = L 2 гильбертово, то для него
верна теорема Рисса о представлении непрерывных линейных
функционалов. Поэтому каждый ϕ ∈ H ′ имеет коэффициент
c = f ∈ H и ϕ(g) =

∫
f̄g (g ∈ H), что и требовалось доказать. �

Пространства L 2 широко используются в теории дифферен-
циальных и интегральных уравнений.

Замечание. В книге [109] элементы теории гильбертовых
пространств излагаются в форме задач с указаниями и решения-
ми. Подробно описываются различные виды операторов: опера-
торы умножения и сдвига, компактные, субнормальные, тепли-
цевы и представляемые бесконечными матрицами.
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Том 2 книги [66] посвящен циклу классических работ по тео-
рии слабо замкнутых алгебр операторов в гильбертовых про-
странствах. В комментариях кратко описывается современное
состояние теории. Выделяются вопросы, связанные с общей тео-
рией меры и эргодической теорией.

4.2. Ряды Фурье

Современная теория рядов Фурье изложена в книге [123].
Здесь описываются ортогональные ряды в сепарабельном

гильбертовом пространстве. Как правило, предполагается, что
скалярное произведение невырожденное и норма отделяет точки.
К этому случаю можно перейти с помощью факторизации по под-
пространству векторов нулевой нормы. Эквивалентности тогда
превращаются в равенства.

4.2.1. Коэффициенты Фурье

Так называются скалярные произведения данного вектора на
векторы из выбранной ортонормальной базы.

1. Рассмотрим гильбертово пространство H , в котором есть
счетное всюду плотное множество Q: для каждого z ∈ H су-
ществует последовательность xn ∈ Q, сходящаяся к z. Такие
пространства называются сепарабельными. В них существуют
ортонормальные базовые последовательности.

Возьмем конечное или бесконечное число m = 2, 3, . . . ,∞.
Выберем максимальное семейство линейно независимых векто-
ров xn ∈ Q (1 ≤ n < m). Его линейная оболочка содержит Q
и поэтому вместе с Q плотна в H . Равенства

yn = xn −
∑

1≤k<n
(xnek)ek, en = ‖yn‖−1 · yn,

как легко проверить, определяют ортонормированное семейство
векторов en (1 ≤ n < m): eken = 0 (k �= n), ‖en‖ = 1. Здесь про-
изведения векторов скалярные, а равенства в неотделимом слу-
чае означают эквивалентности. Линейная независимость тоже
определяется с точностью до эквивалентности. Это обеспечивает
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‖yn‖ �= 0 (так как равенство ‖yn‖ = 0 влечет линейную зависи-
мость x1, . . . , xn).

Упражнение. Доказать сформулированные утверждения.

Индуктивный способ получения ортонормального семейства
векторов en из векторов xn с помощью указанных равенств назы-
вается алгоритмом Шмидта. Векторы en являются линейными
комбинациями векторов xn и наоборот. Следовательно, линей-
ная оболочка ортонормированного семейства векторов en совпа-
дает с линейной оболочкой семейства векторов xn и плотна в H .
То есть векторы en образуют ортонормальную базу гильбертова
пространства H : для каждого z ∈ H существует последователь-
ность линейных комбинаций en, сходящаяся к z. Больше того,
как будет показано, каждый вектор z равен сумме ряда из векто-
ров en с некоторыми числовыми коэффициентами cn: z =

∑
cnen

(1 ≤ n < m).
Примеры. Возьмем интервал U = |a, b| вещественной прямой (−∞ ≤

a < b ≤ ∞), алгебру R, порожденную ограниченными интервалами в U ,
меру μ на R, пространство L 2 = L 2(U, μ) измеримых по μ числовых функ-
ций на U , квадраты которых интегрируемы по μ, последовательность сте-
пенных функций xn со значениями xn(t) = tn (t ∈ U).

Легко убедиться в том, что функции xn (n = 0, 1, 2, . . . ) линейно неза-
висимы. (Если полином тождественно равен нулю на невырожденном ин-
тервале, то его коэффициенты равны нулю.) Ортонормируя последователь-
ность xn алгоритмом Шмидта, получаем некоторую ортонормальную после-
довательность полиномов pn (n = 0, 1, 2, . . . ):∫

pj (t) · pk(t) dμ(t) = 0 (j �= k),

∫
p2n(t) dμ(t) = 2.

1) Пусть a = −1, b = 1 и dμ(t) = dt — лебегова мера. Тогда pn —
полином Лежандра.

2) Пусть a = −1, b = 1 и dμ(t) = (1 − t2)−1/2dt — мера с производной
f(t) = (1 − t2)−1/2 (−1 < t < 1) по лебеговой мере dt. Тогда pn — полином
Чебышева.

3) Пусть a = −∞, b = ∞ и dμ(t) = exp(−t2)dt. Тогда pn — полином
Эрмита.

4) Пусть a = 0, b = ∞ и dμ(t) = exp(−t)dt. Тогда pn — полином
Лагерра.

5) Пусть U = [−π, π] и dμ(t) = dt — лебегова мера. Семейство функций
ek на [−π, π] со значениями ek(t) = (2π)−1/2e−ikt (k = 0,±1,±2, . . . ) образует
ортонормальную базу пространства L 2. Эта база называется тригономе-
трической, так как по формуле Эйлера

e−ikt = cos(kt) − i sin(kt).
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Если U = [a, b] (−∞ < a < b < ∞), то ортонормальную базу образуют
функции ek на [a, b] со значениями

ek(t) = (2π)−1/2 exp{−i · 2π(b − a)−1k(t − 2−1(a+ b))}.

Замечание. Строго говоря, векторы ek в тригонометриче-
ской базе нужно было бы перенумеровать, чтобы получился ряд.
Но все сказанное верно для любых ортонормальных семейств,
и нумерацию поэтому можно не вводить. При переходе к ко-
синусам и синусам она получается естественно.

2. Если гильбертово пространство H с ортонормальной ба-
зой из векторов en (1 ≤ n < m) конечномерно (m <∞), то

x =
∑

1≤n<m
ξnen, ξn = enx (x ∈ H).

Оказывается, это верно и при m = ∞. Имеем:

x = lim sn, sn =
∑

1≤k≤n
ξkek, ‖x− sn‖ → 0.

Скалярные произведения ξn = enx называются коэффициентами
Фурье вектора x в базе из векторов en или его координатами
в этой базе. А ряд чисел ξnen (ξn = enx) называется рядом Фурье
для x в базе (en).

Докажем, что ряд Фурье имеет нужную сумму. Рассмотрим
натуральное число n < m и подпространство A пространства H ,
порожденное первыми n базовыми векторами e1, . . . , en. Вычи-
слим расстояние от точки x ∈ H с координатами ξk = ekx до
точки a =

∑
αkek ∈ A (αk ∈ F, 1 ≤ k ≤ n).

Лемма. ‖x− a‖2 = ‖x‖2 −∑ |ξk|2 +
∑ |ξk − αk|2.

� Используя ортонормальность векторов ek, получаем
‖x − a‖2 = (x− a)(x − a) = xx − xa − ax + aa = ‖x‖2 −∑αk ξ̄k −∑
ᾱkξk+

∑ |αk|2 = ‖x‖2−∑ |ξk|2+
∑ |ξk−αk |2, так как |ξk−αk |2 =

(ξk − αk)(ξ̄k − ᾱk) = |ξk|2 − αkξ̄k − ᾱkξk + |αk|2 для любых чисел
ξk, αk. �

Обозначим B = A⊥ ортогональное дополнение A в H . Рас-
смотрим ортогональные проекторы P : H → A и Q : H → B. Из
доказанной леммы вытекает
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Следствие. Px =
∑
ξkek (1 ≤ k ≤ n).

� По лемме при αk = ξk и a =
∑
αkek ∈ A расстояние от x

до a наименьшее. Значит, a есть ближайшая к x точка A. По
теореме об ортогональной проекции отсюда следует, что Px = a
(Px эквивалентно a в неотделимом случае). �

По определению ортогональной проекции при любых числах
αk верно равенство (x−∑ ξkek) (

∑
αkek) = 0. Из леммы сразу

следует, что (при αk = ξk)

‖x‖2 =
∑

|ξk|2 +
∥∥∥x−∑ ξkek

∥∥∥2 .
(Это равенство следует и из теоремы Пифагора.) Отсюда полу-
чаем

∑
1≤k≤n

|ξk|2 ≤ ‖x‖2 для каждого номера n < m.

Неравенство Бесселя.
∑

1≤n<m
|ξn|2 ≤ ‖x‖2.

Это неравенство позволяет решить задачу о сумме ряда Фурье.
3. Для ортогональных рядов αnen (αn ∈ F) в гильбертовом

пространстве H с ортонормальной базой из векторов en (1 ≤ n <
m ≤ ∞) существует удобный

Критерий суммируемости. Ряд (αnen) имеет сумму в H
ессли

∑ |αn|2 <∞.
� Пусть p > n и sn =

∑
1≤k≤n

αkek, sp =
∑

1≤k≤p
αkek. Тогда

верны равенства ‖sp − sn‖2 =
∥∥∥ ∑
n<k≤p

αkek

∥∥∥2 =
∑

n<k≤p
|αk|2 вслед-

ствие ортонормальности векторов ek. По критерию Коши отсюда
следует сформулированное утверждение. �

С помощью критерия суммируемости и неравенства Бесселя
легко доказывается теорема существования и единственности
разложения в ряд Фурье.

Теорема. (1) Ряд Фурье (ξnen), ξn = enx, для вектора
x ∈ H имеет сумму, равную x.

(2) Если для чисел ηn ряд (ηnen) имеет сумму, равную x, то
ηn = ξn.

� (1) Из неравенства Бесселя следует, что
∑ |ξn|2 < ∞.

По критерию отсюда вытекает, что ряд ξnen имеет некоторую
сумму s. Остается показать, что s = x, т. е. что ‖s − x‖ = 0
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(s эквивалентно x). Так как en образует ортонормальную базу
пространства H , то для доказательства равенства ‖s − x‖ = 0
достаточно показать, что ej(s − x) = 0 (1 ≤ j < m). Рассмотрим
частичную сумму sn =

∑
1≤k≤n

ξkek. Заметим, что ej(x − sn) =

ξj −
∑
k

ξkejek = ej − ej = 0 при 1 ≤ j ≤ n. Отсюда вследствие

непрерывности скалярного произведения

ej(s− x) = ej(x− lim
n
sn) = lim

n
ej(x− sn) = 0 при 1 ≤ j < m.

(2) Пусть
∑
ηnen = x =

∑
ξnen. Тогда

∑
(ηn − ξn)en = 0.

Отсюда ηj − ξj = ej(ηj − ξj)ej = ej
∑

(ηn − ξn)en = 0 при
1 ≤ j < m. �

Пример. Пусть H = L 2([−π, π], dt) и (ek) — тригонометрическая база.
Тогда коэффициенты Фурье функции x ∈ H выражаются равенствами

ξk = ekx = (2π)−1/2

π∫
−π

eiktx(t) dt.

Ряд Фурье (ξkek) суммируется в среднем:∥∥∥∥x−
∑
|k|≤n

ξkek

∥∥∥∥2

=

π∫
−π

∣∣∣∣x(t) − ∑
|k|≤n

ξkek

∣∣∣∣2dt → 0 при n→ ∞.

Замечание. Сходимость последовательности частичных
сумм sn =

∑
|k|≤n

ξkek к функции x в каждой точке и тем более

равномерная сходимость sn → x требуют дополнительных усло-
вий. Основываясь на лемме Рисса, можно только утверждать,
что существует подпоследовательность последовательности sn,
сходящаяся к x почти в каждой точке. Л. Карлесон доказал, что
и вся последовательность sn сходится почти в каждой точке
[132; 123, п. 10.4.5].

4. Для каждого вектора x ∈ H и его коэффициентов Фурье
ξn = enx верно равенство Парсеваля, которое уточняет неравен-
ство Бесселя.

Равенство Парсеваля. ‖x‖2 =
∑ |ξn|2.
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� Рассмотрим частичные суммы sn =
∑

1≤k≤n
ξkek, σ2

n =∑
1≤k≤n

|ξk|2. Как было показано, ‖x‖2 = σ2
n + ‖x − sn‖2, σ2

n →
σ2 =

∑ |ξk|2, ‖x− sn‖ → 0. Следовательно, ‖x‖2 = σ2. �
Равенство Парсеваля обобщает теорему Пифагора на орто-

нормальные семейства векторов и позволяет выразить длину век-
тора x через коэффициенты Фурье ξn = enx:

‖x‖ =
(∑

|ξn|2
)1/2

.

Как и теорема Пифагора, это равенство часто применяется.

4.2.2. Изоморфизм гильбертовых пространств

Все сепарабельные гильбертовы пространства изоморфны
друг другу.

1. Рассмотрим пространство l2 последовательностей чисел
ξn (1 ≤ n < m) и сепарабельное гильбертово пространство H .
По доказанному каждому вектору x ∈ H соответствует в l2 по-
следовательность коэффициентов Фурье ξn = enx. Равенство
Парсеваля показывает, что такое соответствие сохраняет длины
векторов. Ясно, что оно линейно, т. е. является линейной изоме-
трией H в l2. Если доказать, что каждая последовательность из l2
составлена из коэффициентов Фурье некоторого вектора из H , то
будет доказано, что гильбертовы пространства H и l2 изоморфны
с точностью до эквивалентности векторов.

2. Как и раньше, предполагается, что H имеет ортонормаль-
ную базу из векторов en (1 ≤ n < m ≤ ∞). То есть H является
сепарабельным гильбертовым пространством конечной или бес-
конечной размерности. Соответственно и l2 состоит из конечных
или бесконечных последовательностей ξn (1 ≤ n < m ≤ ∞) таких,
что

∑ |ξn|2 <∞.

Теорема Рисса — Фишера. Пусть (ξn) ∈ l2. Тогда суще-
ствует x ∈ H такой, что ξn = enx.

� По критерию суммируемости рядов ξnen в H из условия
теоремы следует, что существует вектор x =

∑
ξnen ∈ H . Вслед-

ствие единственности разложения в ряд Фурье ξn = enx. �



4.3.1. Метрические пространства 389

Следствие. Все сепарабельные гильбертовые пространст-
ва данной размерности изоморфны друг другу (с точностью до
эквивалентности).

Пример. Пространство L 2 = L 2([a, b], dt) функций на отрезке [a, b]

(−∞ < a < b < ∞) изоморфно с точностью до эквивалентности пространству
l2 = L 2(N, dn) последовательностей чисел.

Этот изоморфизм широко используется в теории и приложе-
ниях.

4.3. Пространства функций

В этом разделе описываются некоторые часто встречающие-
ся пространства функций (см. [28, гл. 4]).

4.3.1. Метрические пространства

1. Пополнение метрического пространства. Рассмо-
трим метрические пространства (E1, d1), (E2, d2) и отображение
ϕ : E1 → E2. Если

d1(x1, y1) = d2(ϕ(x1), ϕ(y1)) (x1, y1 ∈ E1),

то будем говорить, что ϕ сохраняет расстояние или что ϕ яв-
ляется изометрией. Когда (E1, d1) отделимое, изометрия ϕ вза-
имно однозначна. Накрывающие изометрии называются изомор-
физмами метрических пространств (с точностью до эквивалент-
ности).

Назовем метрическое пространство ( –
E, d̄) пополнением ме-

трического пространства (E, d), если: 1) пространство ( –
E, d̄) пол-

ное; 2) пространство (E, d) изоморфно некоторому всюду плот-
ному подпространству пространства ( –

E, d̄). Такой изоморфизм
позволяет отождествлять множество E с его образом в

–
E и счи-

тать E частью
–
E. Это упрощает язык.

Теорема о пополнении. Для каждого метрического про-
странства существует пополнение. Все пополнения данного ме-
трического пространства изоморфны друг другу.
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Эта теорема позволяет вместо произвольных метрических
пространств рассматривать полные и использовать все преиму-
щества полноты.

Примеры. 1) Если E = Q — пространство рациональных чисел, то его
пополнение

–
E = R — пространство вещественных чисел (метрики обычные).

2) Если E = P[a, b] — пространство полиномов на отрезке [a, b], то
его пополнение

–
E = C [a,b] — пространство непрерывных функций на [a, b]

(метрики равномерные). Это следует из аппроксимационной теоремы Вейер-
штрасса.

3) Если E = S [a, b] — пространство ступенчатых функций на отрезке
[a, b], то его пополнение

–
E = D[a, b] — пространство функций без сложных

разрывов на [a, b] (т. е. имеющих в каждой точке пределы слева и справа;
метрики равномерные).

В общем случае элементами пополнения
–
E являются сходя-

щиеся последовательности точек пространства E. Если последо-
вательность сходится к какой-нибудь точке E, то она отождеств-
ляется с этой точкой. А если последовательность сходится к себе,
но не сходится ни к какой точке E, то она служит новым эле-
ментом, которым пополняется E. Метрика d̄ для пополнения –

E
определяется по метрике d для E с помощью перехода к пределу
[45, гл. II, § 3]:

d̄(x̄, ȳ) = lim d(xn, yn) (x̄ = limxn, ȳ = limyn ∈ –
E).

При пополнении сохраняются инвариантность и абсолютная
однородность метрики. Поэтому нормированные пространства
пополняются до банаховых.

2. Непрерывное продолжение. При пополнении метри-
ческих и нормированных пространств часто бывает нужно про-
должать функции по непрерывности. Рассмотрим: метрические
пространства E и F , множество A ⊆ E и его замыкание Ā, функ-
цию f : A → F . Из общих теорем о непрерывных продолжениях,
доказанных в пп. 3.1.3, 3.1.13, 3.1.14, следуют такие же теоремы
для метрических пространств.

Теорема о продолжении. Пусть метрическое простран-
ство F отделимо и функция f : A → F имеет предел в каждой
точке x̄ ∈ Ā. Тогда равенство

f̄(x̄) = lim
x→x̄

f(x)

определяет единственную непрерывную функцию f̄ : Ā→ F , про-
должающую f .
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В общем случае в теореме для определения непрерывного
продолжения f̄ функции f нужно вместо равенства писать

f̄(x̄) ∈ lim
x→x̄

f(x)

и не утверждать, что непрерывное продолжение единственное.
Или нужно отождествлять точки, расстояния между которыми
равно нулю, т. е. заменять рассматриваемое пространство от-
делимым, которое им порождается при таком отождествлении
точек. Можно рассматривать эквивалентности вместо равенств.

Из теоремы о продолжении вытекает следствие для равно-
мерно непрерывных функций.

Следствие. Пусть метрическое пространство F отдели-
мо, полно и функция f : A → F равномерно непрерывна. То-
гда существует единственная равномерно непрерывная функция
f̄ : Ā→ F , продолжающая f .

Теорему о равномерно непрерывном продолжении можно
сформулировать и так: если F отделимо, полно и функция f
равномерно непрерывна, то ее непрерывное продолжение f̄ суще-
ствует и равномерно непрерывно. Эта теорема позволяет продол-
жать, в частности, ограниченные линейные операторы в банахо-
вых пространствах с векторных подпространств на их замыка-
ния. Так получают, например, обобщенные решения некоторых
дифференциальных уравнений.

4.3.2. Гладкие функции

Сначала рассмотрим самый широкий класс — непрерывные
функции, а потом некоторые другие.

1. Пространство непрерывных функций. Рассмотрим:
метрическое пространство (E, d) и банахово пространство F , ком-
пактное множество A ⊆ E и векторное пространство C = C (A, F )
непрерывных отображений A в F . Как обычно, будем считать
пространство F отделимым.

Для каждого f ∈ C множество f(A) ⊆ F компактно и, следо-
вательно, ограничено. Поэтому можно определить норму для C
с помощью равенства ‖f‖ = sup{‖f(x)‖ : x ∈ A}. Векторное
пространство C с такой нормой образует банахово пространство.

Из определений следует, что сходимость последовательности
функций fn ∈ C в этом пространстве эквивалентна равномерной
сходимости.
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Если в пространстве F есть счетное всюду плотное множе-
ство точек, то такое множество есть и в C . То есть C сепара-
бельно вместе с F . В частности, пространство числовых непре-
рывных функций сепарабельно так же, как и пространство век-
торных конечномерных функций. Это нетрудно проверить, ис-
пользуя равномерную сходимость и компактность области опре-
деления функции из C (см. [45, гл. 2, §1 и 2]).

Компактные множества в пространстве C описываются с по-
мощью понятия равностепенной непрерывности.

Множество A ⊆ C называется равностепенно непрерывным,
если для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

‖f(x)− f(y)‖ ≤ ε (d(x, y)≤ δ; x, y ∈ A)

для всех f ∈ A . Можно сказать, что достаточная близость значе-
ний аргумента обеспечивает нужную близость соответствующих
значений функций для всех функций равностепенно непрерывного
множества.

Обозначим A (x) множество значений в точке x ∈ A функ-
ций f из A ⊆ C :

A (x) = {f(x) : f ∈ A }.
Как всякое множество в F , множество A (x) может быть относи-
тельно компактным.

Теорема Асколи. Замкнутое множество A ⊆ C ком-
пактно ессли A относительно компактно в каждой точке и
равностепенно непрерывно.

Необходимость условий теоремы проверяется просто. Для
доказательства достаточности нужно показать, что эти условия
обеспечивают существование ε-сети для A при каждом ε > 0.
Она позволяет разбить произведение A × F на конечное множе-
ство прямоугольников с длинами сторон ε и δ. Из этих прямо-
угольников составляются ступенчатые полоски над A, покрываю-
щие A . Выбрав в каждой такой полоске по функции, получаем
ε-сеть для A (см. [42, гл. 3, § 3] и [124, п. 0.4]).

Если F = Rm, то относительная компактность множества
A ⊆ C в каждой точке равносильна равномерной ограниченности
функций из A : при некотором α > 0

‖f(x)‖ ≤ α (x ∈ A; f ∈ A ).

Поэтому из теоремы Асколи вытекает [33, гл. 1, § 5]
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Теорема Арцела. Если F = Rm, то замкнутое множе-
ство A ⊆ C компактно ессли A равномерно ограничено и рав-
ностепенно непрерывно.

Равномерная ограниченность множества A означает его ог-
раниченность в нормированном пространстве C : ‖f‖ ≤ α для
всех f ∈ A при некотором α > 0 (ср. [28, гл. 4, п. 6]).

Примеры. Пусть E = F = R и A = [0, 1]. Тогда множество A линейных
функций на [0, 1] с коэффициентами из [−1, 1] замкнуто, равномерно ограни-
чено, равностепенно непрерывно и поэтому компактно. А множество B всех
линейных функций на [0, 1] не компактно.

Замечание. Различные варианты теоремы Асколи для мно-
жеств отображений топологического пространства в равномерное
доказываются в [39, гл. 7] и [124, п. 0.4] (см. еще [42, задача 337]).

Сопряженным к пространству C является пространство V
числовых мер на алгебре, порожденной замкнутыми частями A.
Нормой меры служит ее вариация, равная сумме положительных
компонент. Каждая числовая мера равна линейной комбинации
некоторых положительных мер. Соответствие между линейными
функционалами ϕ ∈ C ′ на C и числовыми мерами μ ∈ V устана-
вливается с помощью интегрирования [28, гл. 4, п. 6].

Теорема Рисса. Равенство

ϕ(f) =
∫
f dμ (f ∈ C )

определяет изометрическое соответствие между пространст-
вами C ′ и V .

Пример. Пусть μ = μa — мера, описывающая распределение единицы
массы в точке a ∈ A:

μa(X) = 1 (a ∈ X), μa(X) = 0 (a /∈ X)

для каждого X ⊆ A. Тогда соответствующий функционал ϕ = δa имеет
значения

δa(f) =

∫
f dμa = f(a) (f ∈ C ).

Такие функционалы называются дельта-функциями.

2. Пространства гладких функций. Рассмотрим откры-
тое множество U в пространстве E = Rq (q ≥ 1) и векторное
пространство C p = C p(U) p раз непрерывно дифференцируемых
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числовых функций на U (0 ≤ p ≤ ∞). По определению, нуль раз
непрерывно дифференцируемыми считаются непрерывные функ-
ции. Точками пространства C∞ являются функции, дифферен-
цируемые любое число раз. Функции из C p будем называть
p-гладкими или, коротко, гладкими.

Для записи производных удобно использовать мультииндек-
сы α = (α(1), . . . , α(q)). Целые положительные числа α(1), . . . ,
α(q) описывают число раз, которое функция дифференцируется
по 1-, . . . , q-й переменным. Соответствующая производная обо-
значается ∂α = ∂α(1) . . . ∂α(q).

Число |α| = α(1) + · · · + α(q) выражает порядок производ-
ной ∂α. Предполагается, что |α| ≤ p, когда дифференцируемая
функция f ∈ C p. Производные ∂αf являются непрерывными чи-
словыми функциями на U . Их значения в точке u ∈ U обозна-
чаются ∂αf(u) или ∂αfu. В частности, ∂0f = f и ∂0f(u) = f(u).

Вместо ∂1, . . . , ∂q часто пишут ∂/∂x1, . . . , ∂/∂xq. Исполь-
зуются и другие обозначения.

Введем еще мультифакториал и мультистепень: α! =
α(1)! . . .α(q)! и vα = v

α(1)
1 . . . v

α(q)
q для v = (v1, . . . , vq) ∈ Rq. Тогда

при p < ∞ формула Тейлора для u ∈ U , v ∈ U − u и f ∈ C p

запишется следующим образом:

f(u+ v) =
∑
|α|<p

(α!)−1 · ∂αfu · vα + rpfu(v),

rpfu(v) = p
∑
|α|=p

(α!)−1

1∫
0

(1− t)p−1∂αf(u+ tv) dt · vα.

Рассмотрим семейство гладких числовых функций cα на U и по-
лином P (u, ·) степени m со значениями

P (u, ξ) =
∑

|α|≤m
cα(u) · ξα

для ξ = (ξ1, . . . , ξq). С помощью формальной замены ξ на ∂ опре-
деляется линейный дифференциальный оператор

P (u, ∂) =
∑

|α|≤m
cα(u) · ∂α

на пространстве C p.
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Пример. Если m = 2, cjj = 1 и cjk = 0 при j �= k (1 ≤ j, k ≤ q), то
P(u, ∂) = ∂2

1 + · · · + ∂2
q = Δ — оператор Лапласа.

Определим метрику для C p = C p(U) в три приема. Сна-
чала для каждых f ∈ C p, целого положительного числа m ≤ p
и компакта K ⊆ U рассмотрим норму

‖f‖mK = sup{|∂αf(u)| : |α| ≤ m, u ∈ K}.

Возьмем возрастающую последовательность компактов K(n)⊆U ,
покрывающую U . Для каждого номера n и функций f, g ∈ C p

рассмотрим число

ρn(f, g) =
∑

0≤m≤p

1
2m

· ‖f − g‖mK(n)

1 + ‖f − g‖mK(n)
.

Наконец, определим расстояние между f, g ∈ C p:

ρ(f, g) =
∑

0≤n<∞

1
2n
· ρn(f, g)

1 + ρn(f, g)
.

Неравенство треугольника для этого расстояния сравнительно
легко проверяется. Если p = ∞, то равенство m = p в нера-
венстве m ≤ p исключается. Расстояние не зависит от выбора
последовательности K(n) (см. [32, гл. 1. п. 1]).

Заметим, что введенное для C p расстояние инвариантно при
переносах, но не является абсолютно однородным. Поэтому ра-
венство ‖f‖ = ρ(f, 0) не определяет норму для C p. (Хотя иногда
рассматривают нормы, не обладающие свойством абсолютной од-
нородности; см., например, [28, том 1, гл. 2, § 1].)

Рассмотрим, в частности, пространство C∞. Из определения
метрики для C∞ видно, что сходимость fn → f в этом простран-
стве означает равномерную сходимость ∂αfn → ∂αf на компактах
для производных всех порядков. Отсюда следует, что метриче-
ское пространство C∞ полное (см. [42, гл. 3, § 4]).

Полные метрические векторные пространства называются
пространствами Фреше. Банаховы пространства являются част-
ным случаем пространств Фреше. Пространства C p служат при-
мером мультинормированных (локально выпуклых) метризуемых
пространств.
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Среди функций пространства C p выделяются функции с ком-
пактными носителями (равные нулю вне некоторого компактного
множества). Эти функции часто называют финитными. Они со-
ставляют подпространство C p

0 пространства C p.
Пример. Функция f на Rm со значениями

f(x) =

{
exp{−(1 − ‖x‖2)−1} (‖x‖ < 1),

0 (‖x‖ ≥ 1)

принадлежит C ∞
0 = C∞

0 (Rm).

3. Скалярное произведение. Рассмотрим векторное про-
странство H p = H p(U) функций f ∈ C p = C p(U) таких, что

∑
|α|≤p

(∫
U

|∂αf(x)| dx
)
<∞.

Равенство

〈f, g〉 =
∑
|α|≤p

(∫
U

∂αf̄(x) · ∂αg(x) · dx
)

определяет скалярное произведение для H p.
Точно так же определяется векторное пространство H p

0

функций из C p
0 и скалярное произведение для него.

4. Ограниченные функции. Кроме пространства C p =
C p(U) (0 ≤ p < ∞) гладких функций на открытой части U про-
странства Rm рассматривают пространства C p = C p( –

U) гладких
на U и продолжающихся со всеми производными на замыкание

–
U

множества U до ограниченных непрерывных числовых функций.
В частности, сужений на –

U гладких функций, определенных на
некоторой открытой окрестности компакта

–
U .

Норма пространства C p = C p( –
U) определяется равенством

‖f‖p = sup{|∂αf(x)| : |α| ≤ p, x ∈ –
U)}.

Ограниченность на
–
U продолженных функций ∂αf обеспечивает

конечность нормы. Пространство C p( –
U) полное.



4.3.3. Пространства Лебега 397

4.3.3. Пространства Лебега

Точками этих пространств являются измеримые функции
с интегрируемыми по лебеговой мере степенями или множества
таких функций, получаемые факторизацией (когда требуется от-
делимость (см. [124, п. 4.11.10]). Для простоты такие множества
тоже называются функциями.

Рассмотрим абстрактное множество X , некоторую алгеб-
ру A его частей и меру μ на A . Как обычно, будем предпо-
лагать, что мера μ положительна, счетно аддитивна, полна и
локально ограничена (сигма-конечна). Возьмем число p ∈ [1,∞[.
Обозначим L p = L p(X, μ) векторное пространство измеримых
по мере μ числовых функций f на X , у которых p-я степень ин-
тегрируема:

f ∈ L p ⇔
∫
|f |p <∞.

1. Равенство

‖f‖p =
(∫

|f |p dμ
)1/p

определяет норму ‖ · ‖p для L p. Неравенство треугольника

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (f, g ∈ L p)

называется неравенством Минковского. Оно выводится из нера-
венства Гёльдера [28, гл. 3, п. 4; 124, п. 4.11.2–6]∣∣∣∣∫ fg dμ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p · ‖g‖q (f ∈ L p, g ∈ L q),

верного при p > 1, q > 1 и 1/p+ 1/q = 1. При p = 1 неравенство
Минковского получается интегрированием неравенства треуголь-
ника для абсолютных величин.

Нормированное пространство L p полное [28, гл. 3, п. 6].
Рассматривают еще пространство L ∞, составленное из по-

чти всюду ограниченных измеримых по мере μ числовых функций
на X . Норма для L ∞ определяется равенством

‖f‖∞ = inf{sup
u∈Z

|f(u)| : Z ⊆ u, μ(Z) = 0}.
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Это пространство тоже полное [42, гл. 3, § 4].
Заметим, что пространства L p могут быть неотделимыми:

из равенства нулю интеграла не следует равенство нулю функ-
ции. Поэтому пространство L p часто факторизуют и в каче-
стве точек рассматривают классы эквивалентных по данной мере
функций. Тогда пространство становится отделимым, но зато
усложняются действия с его элементами. Естественно считать
точками L p функции и учитывать их неотделимость, когда это
нужно. Факторизованные по отношению эквивалентности про-
странства L p обозначают Lp или Lp.

2. Назовем сопряженными числа p и q такие, что

1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1/p+ 1/q = 1.

В частности, сопряжены p = 1 и q = ∞, p = 2 и q = 2. Можно
доказать, что пространства L p и L q с сопряженными показате-
лями p и q тоже сопряжены. То есть что пространство непрерыв-
ных линейных функционалов на L p изоморфно пространству L q

при q = p(p− 1)−1 [28, гл. 4, п. 8; 42, гл. 3, § 4].
Среди пространств L p (1 ≤ p < ∞) выделяется простран-

ство L 2, которое является гильбертовым пространством со ска-
лярным произведением

〈f, g〉 =
∫
f̄g dμ (f, g ∈ L p).

При всех других значениях p, как нетрудно проверить, норма
‖ · ‖p не удовлетворяет тождеству параллелограмма и поэтому
при p �= 2 пространства L p не являются гильбертовыми.

Упражнение. Доказать это.

Если X — компактное метрическое пространство, то про-
странство L p = L p(X, μ) сепарабельно: в нем есть счетное всю-
ду плотное множество функций (в частности, простых и непре-
рывных; ср. [45, гл. 7, §1]).

Сходимость в пространстве L p при 1 ≤ p < ∞ называется
сходимостью в среднем (порядка p). По определению, fn → f для
fn, f ∈ L p означает, что

‖fn − f‖p =
(∫

|fn − f |p dμ
)1/p

→ 0.
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Ясно, что корень p-й степени можно не извлекать и писать

‖fn − f‖pp =
(∫

|fn − f |p dμ
)
→ 0.

3. Рассмотрим несколько примеров пространств Лебега.
Пример 1. Пусть X = {1, . . . ,m} ⊆ N и μ = dn — считающая мера

для X. Функциями на X = {1, . . . ,m} являются точки f = (f(1), . . . , f(m)
пространства Rm. Поэтому L p = Rm при любом p ∈ [1,∞]. Норма задается

равенством ‖f‖p =

( ∑
1≤k≤m

|f(k)|p
)1/p

. В частности, при p = 1, 2,∞

‖f‖1 =
∑

|f(k)|, ‖f‖2 =

(∑
|f(k)|2

)1/2

, ‖f‖∞ = sup |f(k)| (1 ≤ k ≤ m).

Пространство L p = L p(X,dn) отделимо.

Пример 2. Пусть X = N и μ = dn — считающая мера для N. Тогда
функциями на X = N являются числовые последовательности f = (f(1), . . . ,
f(n), . . . ). Поэтому точками lp = L p(N, dn) при 1 ≤ p < ∞ являются число-

вые последовательности f = (f(n)), для которых ‖f‖p=
(∑

|f(n)|p
)1/p

< ∞.

Точками пространства l∞ = L ∞(N, dn) являются ограниченные числовые
последовательности. Норма ‖f‖∞ = sup{|f(n)| : 1, 2, . . . }. Пространство
L p = L p(N, dn) отделимо.

Пример 3. Пусть X = Rm и μ = dx — лебегова мера для Rm. Точ-
ками пространства L p = L p(Rm, dx) при 1 ≤ p < ∞ являются измери-
мые по лебеговой мере числовые функции f на Rm, для которых ‖f‖p =(∫

|f(x)|p dx
)1/p

< ∞. Пространство L p = L p(Rm, dx) неотделимо.

Для компактных множеств в пространстве L p = L p(Rm, dx)
при 1 < p < ∞ можно сформулировать теорему, которая выво-
дится с помощью усреднения из теоремы Арцела и похожа на
нее. Условимся говорить, что множество A ⊆ L p равномерно
ограничено в среднем, если

‖f‖p =
(∫

|f(x)|p dx
)1/p

≤ α (f ∈ A)

при некотором α > 0. Заметим, что это означает ограниченность
множества A в нормированном пространстве L p.

Рассмотрим точку z ∈ Rm, функцию f ∈ L p и функцию
Δzf ∈ L p со значениями

Δzf(x) = f(x+ z)− f(x) (x ∈ Rm).
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Скажем, что множество A ⊆ L p равностепенно непрерывно
в среднем, если

‖Δz‖p =
(∫

|f(x+ z)− f(x)|p dx
)1/p

→ 0

при z → 0 равномерно на A.
Пусть Bc(0, n) = {x ∈ Rm : ‖x‖ ≥ n} — дополнение шара

B(0, n) ⊆ Rm и hn = Bc(0, n) · f — произведение индикатора
множества Bc(0, n) на функцию f ∈ L p. Ясно, что hn ∈ L p

вместе с f . Она равна единице вне шара B(0, n) = {x ∈ Rm : ‖x‖ <
n}. Будем говорить, что множество A ⊆ L p равностепенно мало
на бесконечности в среднем, если

‖Bc(0, n) · f‖ =
( ∫
Bc(0,n)

|f(x)|p dx
)1/p

→ 0

при n→∞ равномерно на A.
Критерий Рисса. Замкнутое множество A ⊆ L p(Rm, dx)

компактно ессли A равномерно ограничено, равностепенно не-
прерывно и равностепенно мало на бесконечности в среднем.

К условиям теоремы Арцела добавляется требование равно-
степенной малости в среднем. Если рассматривать L p(U, dx) для
ограниченного открытого U ⊆ Rm, то это требование не нужно.
Доказательство критерия Рисса есть в [33, гл. 9, §1]. Там же
доказан критерий компактности, предложенный Колмогоровым.

4.3.4. Распределения

Так называются непрерывные линейные функционалы на не-
которых функциональных пространствах. Эти функционалы на-
зывают еще обобщенными функциями. Названия связаны с тем,
что некоторые из таких функционалов естественно отождеств-
ляются с мерами и локально интегрируемыми функциями. Об-
общенные производные ввел С. Л. Соболев [99]. Развитую тео-
рию распределений построил Л. Шварц [145]. Простой секвен-
циальный подход к ней предложили П. Антосик, Я. Микусинский
и Р. Сикорский [3].
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Распределения можно дифференцировать сколько угодно раз.
Для них определено преобразование Фурье. Это делает распре-
деления удобным инструментом анализа. Особенно широко они
используются в теории дифференциальных уравнений.

Рассмотрим три наиболее часто встречающиеся функцио-
нальные пространства, на которых задаются распределения. Та-
кие пространства называют основными пространствами, а функ-
ции из них — основными или пробными функциями.

Как и раньше, в этом пункте рассматриваются числовые
функции на открытом множестве U ⊆ Rm.

1. Пространство E . Самым широким из функциональных
пространств, на которых обычно задаются распределения, яв-
ляется пространство E (U) = C∞(U) всех гладких на U функций,
которое было описано в п. 4.3.2 (см. также [42, гл. 3, § 4, п. 3]).

Выделяется пространство E = E (Rm) = C∞(Rm) гладких
функций, определенных на всем пространстве Rm.

2. Пространство S . Часто выбирается пространство S =
S (Rm) гладких функций на Rm, быстро убывающих на беско-
нечности со всеми своими производными. Точками S являются
функции ϕ ∈ C∞(Rm), для которых

‖ϕ‖αβ = sup{|xα∂βϕ(x)| : x ∈ Rm} <∞
при любых мультииндексах α = (α(1), . . . , α(m)) и β = (β(1), . . . ,
β(m)). Здесь, как и раньше, xα = x

α(1)
1 . . . x

α(m)
m , ∂β = ∂

β(1)
1 . . .

∂
β(m)
m и x = (x1, . . . , xn) ∈ Rm. Коротко функции из C называют-
ся быстро убывающими. Они вместе со всеми своими производ-
ными убывают на бесконечности быстрее, чем любая рациональ-
ная функция.

Метрику для S можно ввести с помощью любого семейства
чисел c(α, β) > 0, сумма которого

∑
c(α, β) = 1. Расстояние

между функциями ϕ, ψ ∈ S определяется равенством

ρ(ϕ, ψ) =
∑

c(α, β) · ‖ϕ− ψ‖αβ
1 + ‖ϕ− ψ‖αβ ,

где сумма вычисляется по всем мультииндексам α, β. Обычно
дело сводят к рядам и расстояние определяют так. Для каждого
целого числа q ≥ 0 рассматривается число

‖ϕ‖q = sup
|β|≤q

( sup
x∈Rm

{(1 + ‖x‖2)q/2|∂βϕ(x)|})
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и расстояние между функциями ϕ, ψ ∈ S определяется равен-
ством

ρ(ϕ, ψ) =
1
2

∑
q≥0

1
2q
· ‖ϕ− ψ‖q

1 + ‖ϕ− ψ‖q .

Так как при некоторых c(α, β) > 0

|xα∂βϕ(x)| ≤ (1 + ‖x‖2)|α|/2|∂βϕ(x)| ≤ c(α, β) · |xα∂βϕ(x)|,
то рассматриваемые метрики эквивалентны (ср. [42, гл. 3, § 4,
п. 3]). И функции ϕ ∈ S можно определить как функции
ϕ ∈ C∞(Rm), для которых ‖ϕ‖q <∞ при всех целых q ≥ 0.

Множество S быстро убывающих функций с обычными опе-
рациями образует алгебру: линейные комбинации и произведения
быстро убывающих функций тоже быстро убывают. Из определе-
ний следует, что последовательность функций ϕn ∈ S сходится
к функции ϕ ∈ S в пространстве S ессли ‖ϕn − ϕ‖ → 0, т. е.
когда ‖ϕn− ϕ‖αβ → 0 при любых мультииндексах α, β. Или, что
то же самое, ессли xα∂β(ϕn − ϕ)(x) → 0 равномерно по x ∈ Rm

при любых α, β. Условие ‖ϕn −ϕ‖αβ → 0 для каждых мультиин-
дексов α, β можно заменить условием ‖ϕn − ϕ‖q → 0 при любом
целом q ≥ 0.

Метрическое пространство S полное, т. е. является про-
странством Фреше [20, §5]. Метрика для S не удовлетворяет
условию абсолютной однородности. Пространство S удобно счи-
тать мультинормированным пространством с указанными счет-
ными семействами норм, определяющими сходимость в S .

3. Пространство D. Точками пространства D = D(U)
служат функции из C∞

0 (U), т. е. гладкие финитные функции
на U . Семейство норм, описывающих сходимость в D(U), можно
определить так.

Рассмотрим последовательность компактов

K(n) = {x ∈ U : d(x, –
U \U) ≥ 1/n, ‖x‖ ≤ n},

покрывающих U . Заметим, что последовательность попарно не-
пересекающихся множеств A(n) = K(n) \ K(n − 1) (K(0) = O)
тоже покрывает U , причем каждая точка x ∈ U принадлежит
ровно одному из множеств A(n). Компактный носитель Suppϕ
финитной функции ϕ ∈ D удален от границы ∂U = –

U \U множе-
ства U на строго положительное расстояние, если она не пустая
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(U �= O и U �= Rm). Поэтому ∂βϕ(x) = 0 при x ∈ A(n) для всех но-
меров n, бо́льших некоторого номера n(ϕ), и всех мультииндексов
β = (β(1), . . . , β(m)).

Для каждой последовательности α = (α(1), . . . , α(n), . . . ) це-
лых чисел α(n) ≥ 0 и функции ϕ ∈ D определим норму

‖ϕ‖α =
∑
n≥1

α(n) · sup{|∂βϕ(x)| : x ∈ A(n), |β| ≤ α(n)}.

(Для каждой ϕ ∈ D(U) в сумме справа число не равных нулю
слагаемых конечно.) Рассматриваемое семейство норм несчетно.
Из определений следует, что последовательность ϕn ∈ D(U) схо-
дится к ϕ ∈ D(U) в пространстве D(U), если ‖ϕn − ϕ‖α → 0 при
каждом индексе α. Можно показать [42, гл. 3, §4, п. 3]), что
такая сходимость имеет место ессли: 1) носители функций ϕn
и ϕ содержатся в некотором компакте K ⊆ U ; 2) последова-
тельность функций ∂βϕn сходится к функции ∂βϕ равномерно
на K при любом мультииндексе β. Такая сходимость не может
быть определена какой-либо метрикой, т. е. мультинормирован-
ное пространство D(U) неметризуемо.

Сравним пространства D = D(Rm), S = S (Rm), E = E (Rm).
Из определений видно, что для множеств точек этих пространств
верны включения D ⊆ S ⊆ E . Примеры показывают, что D �= S
и S �= E . В частности, функция ϕ на Rm со значениями ϕ(x) =
exp(−‖x‖2) принадлежит S , но не принадлежит D . Любая по-
стоянная принадлежит E , но не принадлежит S . Тождествен-
ные вложения D в S и S в E непрерывны при определенных для
этих пространств сходимостях: если ϕn → ϕ в D , то ϕn → ϕ в S ,
и если ϕn → ϕ в S , то ϕn → ϕ в E .

Упражнение. Убедиться в этом.

Можно доказать, что множество D плотно в пространстве S
[32, гл. 4, п. 1], а множество S плотно в E [42, гл. 3, § 4]. Мно-
жества D и E плотны в пространствах L p = L p(Rm, dx) при
1 < p ≤ ∞. (Интегрируемость степени ϕp функции ϕ ∈ S по ле-
беговой мере dx следует из верных для всех x ∈ Rm и некоторого
c > 0 неравенств

(1 + ‖x‖2)1/2|∂0ϕ(x)| ≤ c, |ϕp(x)| ≤ cp(1 + ‖x‖2)−2p;

см. [42, гл. 3, § 4 и 9, п. 3.10].)
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4. Пространство D ′. Основное пространство D было са-
мым узким из рассматриваемых. Поэтому сопряженное с ним
пространство D ′ будет самым широким. Элементами D ′(U) яв-
ляются непрерывные линейные функционалы на D(U). Они назы-
ваются распределениями или обобщенными функциями. В част-
ности, D = D(Rm) и D ′ = D ′(Rm) при U = Rm.

Из определений следует, что линейный функционал F на
C∞

0 (U) является распределением на D(U) ессли для каждого ком-
пакта K ⊆ U существует число c > 0 и целое число q ≥ 0 такие,
что

|F (ϕ)| ≤ c · sup{|∂βϕ(x)| : |β| ≤ q, x ∈ K}
для всех ϕ ∈ C∞

0 (U) с носителями в K. Этот критерий удобен
для приложений.

5. Рассмотрим несколько примеров. В них всюду U обозна-
чает открытое множество в Rm.

Пример 1. Будем говорить, что измеримая по лебеговой мере dx функ-
ция f на U локально интегрируема, если сужение f на каждый компакт
K ⊆ U интегрируемо по dx. Множество всех локально интегрируемых чи-
словых функций на U обозначим Lloc(U).

Пусть f ∈ Lloc(U). Тогда равенство

Ff (ϕ) =

∫
U

ϕ(x)f(x) dx (ϕ ∈ D(U))

определяет функционал Ff ∈ D′(U). В самом деле, линейность Ff следует из
линейности интеграла. Непрерывность Ff вытекает из неравенства |Ff (ϕ)| ≤
c(K, f)·sup{|ϕ(x)| : x ∈ K}, вследствие локальной интегрируемости f верного
при c(K, f) =

∫
K

|f(x)|dx для всех ϕ ∈ C∞
0 (U) с носителями в компакте K ⊆ U .

Можно доказать [32, гл. 1, § 8], что равенство Ff = Fg для f, g ∈ Lloc(U)

верно ессли f = g почти всюду по мере dx. Это позволяет отождествить
функционал Ff с функцией f и писать f вместо Ff там, где такое отож-

дествление не приводит к путанице. (Точнее, Ff отождествляется с клас-
сом функций, эквивалентных f по лебеговой мере dx.) Возможность отож-

дествлять некоторые функционалы из D′(U) с функциями объясняет назва-
ние обобщенная функция. Эти функционалы составляют класс более ши-
рокий, чем локально интегрируемые функции: Lloc(U) ⊆ D′(U). Тогда

D(U) ⊆ D′(U), так как D(U) ⊆ Lloc(U). Обобщенные функции Ff , опреде-
ляемые локально интегрируемыми функциями f , называются регулярными.

Пример 2. Назовем числовыми мерами линейные комбинации локаль-
но ограниченных счетно аддитивных положительных полных мер на алгебре
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B(U) частей U , порожденной классом компактов в U . Условимся называть
множества из B(U) и числовые меры на B(U) бэровскими, так же как множе-
ства из замыкания

–
B(U) алгебры B(U) при простой сходимости и числовые

меры на
–
B(U).

Интегралы по числовым мерам определяются как линейные комбинации
интегралов по положительным компонентам этих мер.

Пусть μ — бэровская мера на B(U). Тогда равенство

Fμ(ϕ) =

∫
ϕdμ (ϕ ∈ D(U))

определяет функционал Fμ ∈ D′(U). В самом деле, линейность Fμ сле-
дует из линейности интеграла. Непрерывность вытекает из неравенства
|Fμ(ϕ)| ≤ c(K,μ) · sup{|ϕ(x)| : x ∈ K}, где c(K,μ) есть сумма значений
на K положительных компонент меры μ. Это неравенство верно для всех
ϕ ∈ C∞

0 (U) с носителями в компакте K ⊆ U .

Так как бэровские меры определяются своими значениями на компак-
тах, а индикаторы компактов приближаются гладкими функциями, то ра-
венство Fμ = Fν для бэровских мер на B(U) верно ессли μ = ν. Это позво-
ляет отождествлять функционал Fμ с мерой μ, где такое отождествление не

приводит к путанице. При этом функционал Fμ, как и бэровская мера μ, на-
зывается распределением. Заодно и все другие функционалы из D′(U) тоже
называются распределениями.

Пример 3. Среди распределений выделяются сосредоточенные в от-
дельных точках. Они называются дельта-функциями. Такие функционалы
уже рассматривались в п. 4.3.2.

Пусть μ = δa — мера, описывающая распределение единицы массы
в точке a ∈ U :

δa(B) = 1 (a ∈ B), δa(B) = 0 (a /∈ B)

для каждого B ∈ B(U). Тогда

Fμ(ϕ) =

∫
U

ϕdμ = ϕ(a) (ϕ ∈ D(U)).

Функционал Fμ называется дельта-функцией (δ-функцией), сосредото-
ченной в точке a, и обозначается δa, как и определяющая его мера. Если
a = 0, то вместо δ0 пишут δ.

По аналогии с регулярным случаем значения любых обобщенных функ-
ций записываются часто в форме интегралов, хотя написанные интегралы
могут не иметь никакого другого смысла. В частности, пишут

Fδ(ϕ) =

∫
ϕ(x)δ(x) dx = ϕ(0).
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Здесь интеграл выражает значение обобщенной функции Fδ для ϕ ∈ D(U).
Произведение ϕ · δ не является интегрируемой по лебеговой мере dx функ-
цией. В такой интегральной записи можно считать δ обобщенной произ-
водной точечной меры μ = d0x по мере dx и писать d0x = δdx, не да-
вая понятию обобщенной производной формального определения. Равенство∫
ϕ(x)δ(x) dx =

∫
ϕ(x) d0x служит тогда формулой замены переменных в ин-

теграле.

Таким образом, функционалы из D′(U) описывают, в частности, ло-
кально интегрируемые по лебеговой мере числовые функции на U и бэровские
меры на B(U). Объединение мер и функций в одной модели часто бывает
удобно.

6. Пространство S ′. Элементами пространства S ′, сопря-
женного с пространством S быстро убывающих функций на Rm,
по определению являются непрерывные линейные функционалы
на S . Они называются медленно растущими распределениями
и подробно описаны в [20, §5].

Так как D ⊆ S и тождественное вложение пространства
D = D(Rm) в S = S (Rm) непрерывно, то сужение на D ме-
дленно растущих распределений принадлежит D ′. То есть су-
жения на D медленно растущих распределений являются распре-
делениями. А так как D плотно в пространстве S , то разные
функционалы из S ′ имеют разные сужения на D . Значит, S ′
вкладывается в D ′ и можно считать, что S ′ ⊆ D ′.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 4. Будем говорить, что измеримая по лебеговой мере dx чи-

словая функция f на Rm медленно растет, если для некоторого q ≥ 0 функ-
ция gq на Rm со значениями gq = (1 + ‖x‖2)−qf(x) интегрируема по dx.

Множество всех медленно растущих функций на Rm обозначим M . Все по-
линомы на Rm принадлежат M . Функция h на Rm со значениями h(x) =
exp(‖x‖) не принадлежит M .

Пусть f ∈ M . Тогда равенство

Ff (ϕ) =

∫
ϕ(x)f(x) dx (ϕ ∈ S )

определяет функционал Ff ∈ S ′ — медленно растущую обобщенную функ-
цию. Функционал Ff отождествляется с функцией f .

Используя неравенство Гёльдера, легко проверить (упражнение), что
L P ⊆ M при 1 ≤ p ≤ ∞ (cм. [79, п. 7.12]). Таким образом, L P ⊆ M ⊆ S ′.

Пример 5. Положительная бэровская мера μ на алгебре B = B(Rm),
порожденной компактами в Rm, называется медленно растущей, если для
некоторого q ≥ 0 функция hq на Rm со значениями hq(x) = (1 + ‖x‖2)−q

интегрируема по μ.
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Пусть μ — медленно растущая бэровская числовая мера на B. Тогда
равенство

Fμ(ϕ) =

∫
ϕ dμ (ϕ ∈ S )

задает функционал Fμ ∈ S ′. Это следует из определений. Он отождеств-
ляется с мерой μ, которую тоже называют медленно растущим распределе-
нием.

Ясно, что точечные меры μ = δa медленно растущие.

Пример 6. Пусть f ∈ L p (1 ≤ p < ∞). Тогда существует бэровская
мера dν = |f |dx, для которой функция |f | является производной по лебеговой
мере dx. Это следует из теоремы Радона — Никодима. Из неравенства
Гёльдера следует (упражнение), что мера dν медленно растет.

Рассмотрим числовую бэровскую меру dμ = fdx, для которой функ-
ция f является производной по лебеговой мере dx. Каждая функция ϕ ∈ S
интегрируема по мере dμ. Делая замену переменных, получаем равенства

Ff (ϕ) =

∫
ϕf dx =

∫
ϕ dμ (ϕ ∈ S ).

Связь медленно растущих функций и мер описана в [20, § 1].

7. Пространство E ′. Элементами пространства E ′(U), со-
пряженного с пространством E (U) гладких функций на U ,
по определению, являются непрерывные линейные функционалы
на E (U).

Так как D(U) ⊆ E (U) и тождественное вложение простран-
ства D(U) в пространстве E (U) непрерывно, то сужение на D(U)
каждого функционала F ∈ E ′(U) принадлежат D ′(U). А так как
D(U) плотно в пространстве E (U), то разные функционалы из
E ′(U) имеют разные сужения на D(U). Значит, E ′(U) вклады-
вается в D ′(U) и можно считать, что E ′(U) ⊆ D ′(U).

Точно так же при U = Rm пространство E ′ = E ′(Rm) вкла-
дывается в S ′ = S ′(Rm) и можно считать, что E ′ ⊆ S ′ ⊆ D ′.

Пусть f — локально интегрируемая по лебеговой мере dx
числовая функция на U , имеющая компактный носитель. Тогда
равенства

Ff (ϕ) =
∫
ϕ(x)f(x) dx=

∫
ϕ dμ (ϕ ∈ C (U))

определяют функционал F ∈ C ′(U).
Пространству E ′(U) принадлежат те и только те функциона-

лы из D ′(U), которые имеют компактные носители [9, 3.9–3.12; 42,



408 4.3. Пространства функций

гл. 3, § 4]. Носитель распределения F ∈ D ′(U) определяется так.
Точка x ∈ U не принадлежит носителю SuppF , если существует
открытая окрестность V точки x такая, что F (ϕ) = 0 для каж-
дой ϕ ∈ D(U) с носителем Suppϕ ⊆ V . Точки, не обладающие
этим свойством, составляют носитель SuppF распределения F .
Распределения из E ′(U) естественно назвать финитными (по ана-
логии с финитными функциями).

Например, δ-функции финитны: они имеют точечные носи-
тели. Если распределение имеет точечный носитель {0}, то оно
равно линейной комбинации производных дельта-функции.

Упражнение. Доказать это.

Замечание. При U = Rm финитные распределения соста-
вляют самый узкий класс E ′, медленно растущие распределения
образуют более широкий класс S ′, а произвольные распределения
входят в самый широкий из рассматриваемых классов D ′.

Меры и распределения подробно описываются в [99, гл. 4, 5].
Много внимания уделяется их использованию в теории дифферен-
циальных уравнений.

4.3.5. Пространства Соболева

Прежде чем описать эти пространства, определим действия
с распределениями.

1. Действия с распределениями. Как и для всяких ли-
нейных функционалов, для распределений определены линейные
комбинации. Равенство

fF (ϕ) = F (fϕ) (ϕ ∈ D(U))

задает произведение fF ∈ D ′(U) распределения F ∈ D ′(U) на
функцию f ∈ E (U). Заметим, что fϕ ∈ D(U). Произведение
записывается fF , чтобы это распределение не смешивалось с чи-
слом Ff = F (f) при f ∈ D(U).

Пример. Так как fδ(ϕ) = δ(fϕ) = f(0) · ϕ(0), то fδ = f(0) · δ.
Равенство

∂αF (ϕ) = (−1)|α|F (∂αϕ) (ϕ ∈ D(U))

определяет для распределения F ∈ D ′(U) производную ∂αF ∈
D ′(U) с мультииндексом α.
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Примеры. 1) Пусть F = Fh — распределение, отождествленное с функ-
цией h : R → R, имеющей значения h(x) = 0 (x < 0) и h(x) = 1 (x ≥ 0). Тогда
∂Fh = δ. В самом деле,

−Fh(ϕ′) =

∞∫
−∞

ϕ′(x)h(x) dx =

∞∫
0

ϕ′(x) dx = ϕ(0) − ϕ(∞) = ϕ(0) − 0 = δϕ

для каждой ϕ ∈ D(R).
2) Пусть F = Ff — распределение, отождествленное с гладкой функ-

цией f : R → R. Тогда ∂Ff = F∂f . В самом деле, интегрируя по частям
и используя компактность носителя ϕ ∈ D(R), получаем

−Ff (ϕ′) = −
∫

ϕ′(x)f(x) dx =

∫
ϕ(x)f ′(x) dx = Ff′ (ϕ).

Этот пример показывает, что дифференцирование распределений согласо-
вано с дифференцированием гладких функций.

3) ∂αδ(ϕ) = (−1)|α|∂αϕ(0) (ϕ ∈ D(R)).

Заметим, что производные медленно растущих распределе-
ний сами являются медленно растущими распределениями: если
F ∈ S ′, то ∂αF ∈ S ′ для любого мультииндекса α. Простран-
ство S ′ замкнуто относительно операции дифференцирования.

2. Умножение на функцию и дифференцирование распреде-
лений связывает

Формула Лейбница. ∂j(fF ) = ∂jf · F + f · ∂jF .
Она следует из определений и правила дифференцирования

произведений гладких функций (упражнение, [20, § 2]). В [32,
гл. 1, п. 8] доказывается общая формула Хёрмандера.

Можно доказать (см. [79, гл. 6]), что каждое распределе-
ние F ∈ D ′(U) равно производной ∂αf некоторой локально ин-
тегрируемой по dx функции f на U . A каждое распределение
F ∈ S ′(Rm) равно производной ∂αf некоторой медленно расту-
щей функции f на Rm [20, §2 и 5; 42, гл. 3, § 4].

3. Обобщенные производные. С помощью неравенства
Гёльдера легко проверить (упражнение), что L p ⊆ Lloc(U) при
1 ≤ p < ∞. Поэтому функции g ∈ L p можно отождествлять
с распределениями Fg ∈ D ′(U). Возьмем функцию f ∈ Lloc(U),
отождествленное с ней распределение Ff ∈ D(U) и его произ-
водную ∂αFf ∈ D ′(U) с мультииндексом α. Будем вместо Ff
писать f , а вместо ∂αFf писать ∂αf (хотя функция f может не
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быть дифференцируемой). Если ∂αf = Fg ∈ D ′(U) для некото-
рой g ∈ Lloc(U), то условимся называть функцию g обобщенной
производной функции f и писать ∂αf = g. Заметим, что любая
функция h ∈ Lloc(U), эквивалентная g по лебеговой мере, тоже
является обобщенной производной функции f .

Когда функция f гладкая, ее обычная производная является
и обобщенной. Но существуют дифференцируемые почти всюду
локально интегрируемые по лебеговой мере функции, обычные
производные которых не являются обобщенными. (Например, не-
прерывные слева, но не абсолютно непрерывные возрастающие
функции на интервале.)

4. Пространства W p
q (U). Рассмотрим целые числа p ≥ 1,

q ≥ 0. Точками соболевского пространства W p
q (U) являются

локально интегрируемые функции f ∈ Lloc(U), у которых обоб-
щенные производные ∂αf ∈ L p при |α| ≤ q. Норма для W p

q (U)
определяется равенством

‖f‖p,q =
( ∑

|α|≤q

∫
U

|∂αf |p dx
)1/p

.

Если p = 2, то эта норма получается из скалярного произведения

〈f, g〉 =
∑
|α|≤q

(∫
U

∂αf(x) · ∂αg(x) dx
)
.

Нормированное пространство W p
q (U) банахово. А нормиро-

ванное пространство W 2
q (U) гильбертово [32, гл. 1, п. 9].

Гильбертово пространство W 2
q (U) связано с евклидовым про-

странством H q
0 (U) гладких функций, описанных в п. 4.3.2. Мож-

но доказать [32, гл. 1, п. 10], что пополнение H q
0 (U) является под-

пространством соболевского пространства W 2
q (U). А при U = Rm

пополнение H q
0 = H q

0 (Rm) совпадает с W 2
q = W 2

q (Rm). Поэтому
часто вместо W 2

q пишут H q
0 . Функции из H q

0 приближаются
последовательностями q-гладких функций по соответствующей
норме. Лемма Соболева устанавливает связь между простран-
ствами W 2

q (U) и C p(U) для U ⊆ Rm (q ≥ 0, h ≥ 1, m ≥ 1).
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Лемма Соболева. Если q > p + m/2, то для каждой
f ∈ W 2

q (U) существует g ∈ C p(U), равная f почти всюду.
Подчеркнем, что порядок гладкости p функции g, эквива-

лентной f по лебеговой мере, строго меньше порядка q производ-
ных f , имеющих интегрируемые квадраты. В этом смысле замена
функций из соболевских пространств гладкими функциями про-
изводится с некоторой потерей порядка гладкости.

Подробные доказательства леммы Соболева есть в [79, гл. 7]
и [32, гл. 6].

Замечание. Многие подробности, связанные с пространст-
вами основных и обобщенных функций, можно найти также в
[74, том 1, гл. 5]. Там описаны и некоторые важные приложения.
В конце главы сформулированы более 60 задач.

В [99, гл. 1, п. 8, 11] доказаны теоремы о вложениях про-
странств W p

q (U) в пространства непрерывных функций. Выписан
явный вид оператора, осуществляющего эти вложения. Кроме
непрерывности оператора вложения доказана его компактность
(свойство переводить ограниченные множества в относительно
компактные). Подробные доказательства теорем вложения есть
в [33, гл. 11, §4].

Подробности, связанные с пространствами основных и обоб-
щенных функций, можно найти также в [79, гл. 6; 124, гл. 5].
Там описаны и некоторые важные приложения. В конце глав
сформулированы упражнения. В [9, гл. 5 и 7] большое внимание
уделяется представлению распределений с помощью аналитиче-
ских функций и приложениям. В [115, п. 6.3] рассматриваются
распределения на многообразиях.

4.4. Преобразования Фурье
Теория преобразований Фурье для распределений обобщает

классический гармонический анализ. Преобразования Фурье
эффективно применяются при решении дифференциальных урав-
нений.

4.4.1. Преобразование быстро убывающих функций

Преобразования Фурье удобно определить сначала для бы-
стро убывающих функций, а потом для медленно растущих рас-
пределений.
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Преобразование Фурье g = Φ(f) для функции f ∈ S = S Rm)
определяется равенством

g(y) = (2π)−m/2
∫
e−iyxf(x) dx.

Здесь yx = y1x1 + . . .+ymxm — скалярное произведение векторов
y = (y1, . . . , ym) и x = (x1, . . . , xm) евклидова пространства Rm,
а dx — лебегова мера для Rm. Так как функции из S интегрируе-
мы по dx и |e−iyxf(x)| ≤ |f(x)|, то интеграл справа существует.

Пример. Пусть f(x) = exp(−‖x‖2/2). Тогда Φ(f) = f .

Преобразование Фурье является линейным, непрерывным и
взаимно однозначным преобразованием пространства S . Обрат-
ное преобразование g = Φ−1(f) для функции g ∈ S определяется
равенством

f(x) = (2π)−m/2
∫
eixyg(y) dy.

Это равенство называется формулой обращения. Здесь xy = yx
и dy — лебегова мера для Rm. Преобразование Φ−1 называется
обратным преобразованием Фурье. Оно тоже является линей-
ным, непрерывным и взаимно однозначным преобразованием про-
странства S . Другими словами, Φ и Φ−1 являются линейными
гомеоморфизмами S на S . Это доказывается с помощью правил
интегрирования и дифференцирования под знаком интеграла.

Упражнение. Дать подробные доказательства, используя эти правила
(см. [32, 6.1; 79, 7.4 и 7.7]).

Часто преобразованием Фурье называется Φ−1, обратное Φ.
И одному из них приписывается множитель 1, а другому (2π)−m.
Заметим, что при данных определениях

Φ(f̄) = Φ−1(f) (f ∈ S ).

Определим оператор симметрии S на S равенством

Sϕ(x) = ϕ(−x) (ϕ ∈S , x ∈ Rm).

Из определения следует равенство S2 = I , где I обозначает тож-
дественное преобразование S . Легко проверить, используя фор-
мулу обращения, что Φ = Φ−1S, Φ2 = S, Φ4 = I .
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Упражнение. Проверить эти равенства.

2. Кроме обычного для функций из S определено еще одно
произведение, которое называется сверткой и обозначается ∗.
Cверткой h = g ∗ f функций g, f ∈ S называется функция h
на Rm со значениями

h(z) =
∫
g(z − x)f(x)dx (z ∈ Rm).

Нетрудно убедиться в том, что h ∈ S . Свертка коммутативна,
ассоциативна и дистрибутивна по сумме. Свертка аналогична
правилу вычисления коэффициентов произведения полиномов.

Упражнение. Доказать коммутативность, ассоциативность и дистри-
бутивность свертки [42, гл. 4, § 1].

Преобразование Фурье связывает свертку с обычным произ-
ведением. Используя определения и правила интегрирования, по-
лучаем равенства

(2π)−m/2Φ(g ∗ f) = Φ(g) · Φ(f), (2π)−m/2Φ(g) ∗Φ(f) = Φ(g · f).

Упражнение. Доказать эти равенства.

Замечание. Свойства свертки подробно описаны в гл. 6
книги [32]. Там же описано операторное исчисление Микусин-
ского, основанное на операции свертки, и его применение к реше-
нию дифференциальных уравнений. В [42, гл. 4, § 1] рассматри-
ваются свертки на коммутативной группе.

4.4.2. Преобразование медленно растущих

распределений

Преобразование Фурье ΦF распределения F ∈ S ′ опреде-
ляется как композиция F ◦ Φ преобразования Фурье Φ: S → S
c распределением F : S → C. По определению,

ΦF (ϕ) = F (Φ(ϕ)) (ϕ ∈ S ).

Так как F и Φ линейны и непрерывны, то ΦF = F ◦ Φ ∈ S ′.
1. Преобразование Фурье для распределений обладает теми

же свойствами, что и преобразование Фурье для функций. Сходи-
мость для пространства S ′ выбирается слабая: по определению,
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Fn → F для Fn, F ∈ S ′ означает, что Fn(ϕ) → F (ϕ) (ϕ ∈ S ).
Эта сходимость позволяет говорить о непрерывности преобразо-
вания Фурье Φ: S ′ → S ′. При вложении S ⊆ S ′ оно продол-
жает Φ: S → S и обозначается так же. Преобразование Фурье
для S ′ является линейным, непрерывным и взаимно однознач-
ным отображением S ′ на S ′. Обратное преобразование Фурье
Φ−1 для S ′ определяется равенством

Φ−1F (ϕ) = F (Φ−1(ϕ)) (ϕ ∈S ).

Равенство

SF (ϕ) = F (Sϕ) (ϕ ∈ S , F ∈ S ′)

продолжает оператор симметрии S на S ′. Для него остаются
верными равенства S2 = I и Φ = Φ−1S, Φ2 = S, где I обозначает
тождественное преобразование S ′.

Упражнение. Доказать эти равенства.

2. Преобразование Фурье устанавливает связь между опе-
рациями дифференцирования и умножения на функцию. Вме-
сте с оператором дифференцирования ∂α рассмотрим оператор
Dα = i−|α|∂α и обозначимMα оператор умножения на функцию f
со значениями f(x) = xα. Операторы Dα, Mα и преобразование
Фурье Φ связаны равенствами

DαΦ = ΦMα, ΦDα = (−1)|α|MαΦ.

Эти равенства легко проверяются для функций из S . Так как
S плотно в S ′, то они продолжаются по непрерывности на рас-
пределения из S ′.

Упражнение. Дать подробные доказательства.

Пример. Преобразование Фурье для δ равно Φ(δ) = (2π)−m/2 · 1,
где 1 обозначает распределение, представляемое тождественной единицей.
В самом деле,

Φδ(ϕ) = δ(Φ(ϕ)) = ψ(0) = (2π)−m/2 · 1(ϕ),

где функция ψ = Φ(ϕ) и распределение 1 имеют значения

ψ(y) = (2π)−m/2

∫
e−iyxϕ(x) dx, 1(ϕ) =

∫
ϕ(x) dx.
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Из найденного равенства для Φ(δ) выводится равенство Φ(1) = (2π)m/2δ для
распределения Фурье тождественной единицы:

δ = Sδ = Φ2(δ) = Φ(Φ(δ)) = Φ((2π)−m/2 · 1) = (2π)−m/2 · Φ(1).

Используются Sδ(ϕ) = δ(Sϕ) = Sϕ(0) = ϕ(−0) = ϕ(0) = δ(ϕ) (ϕ ∈ S ).

Переход к преобразованиям Фурье часто существенно упро-
щает решение дифференциальных уравнений. Эффективно при-
меняются регуляризирующие множители, в частности экспонен-
циальные. Преобразование Фурье специального произведения ме-
дленно растущего распределения на быстро убывающую экспо-
ненциальную функцию называется преобразованием Лапласа
и широко применяется [45, гл. 8, § 6; 20, § 9; 115, 7.3–4].

4.4.3. Преобразование Фурье — Планшереля

Множество L 2 = L 2(Rm, dx) вкладывается в множество
S ′ = S ′(Rm), если отождествить функции из L 2 с порождае-
мыми ими распределениями из S ′. При преобразовании Фурье
функции из L 2 переходят в функции из L 2. Поэтому сужение
преобразования Фурье для S ′ на множество L 2 является пре-
образованием L 2 этого множества. Оно называется преобразо-
ванием Фурье — Планшереля. Подробности для m = 1 см. в
[45, гл. 8, § 5].

1. Для функций f, g ∈ L 2 определены скалярное произведе-
ние и норма

〈f, g〉 =
∫
f̄g dx, ‖f‖2 = 〈f, f〉.

Нетрудно проверить, что

〈Φ(f), g〉= 〈f,Φ−1(g)〉, 〈Φ(f),Φ(g)〉= 〈f, g〉.
Это значит, что преобразование Фурье — Планшереля унитарно.

Упражнение. Проверить указанные равенства.

Теорема Планшереля. Преобразование Фурье отобра-
жает L 2 на все L 2, сохраняя скалярное произведение и норму.

См. [32, гл. 8, п. 2; 79, п. 7.9].
2. Пусть f ∈ L 2 и fn = Bn · f — произведение функции f

на индикатор Bn шара
–
B(0, n) ⊆ Rm. Так как Bn ∈ L 2, то
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fn = Bn · f интегрируемы по лебеговой мере dx и для их преобра-
зования Фурье gn = Φ(fn) верны равенства

gn(y) = (2π)−m/2
∫

B̄(0,n)

e−iyxf(x) dx.

Из теоремы Планшереля следует, что gn → g = Φ(f) в простран-
стве L 2 (т. е. в среднем квадратичном).

4.4.4. Преобразование Фурье — Стилтьеса

Так называется сужение преобразования Фурье на множе-
ство медленно растущих мер μ на алгебре B = B(Rm), порож-
денной компактами в Rm. В частности, медленно растущими
мерами являются вероятностные распределения, лебегова мера
и считающая мера. С преобразованиями считающей и лебего-
вой мер связаны ряды и интегралы Фурье. Для вероятностных
распределений вводятся характеристические функции.

Характеристическая функция μ̂ вероятностного распределе-
ния μ определяется равенством

μ̂(y) =
∫
eiyx dμ(x).

Характеристические функции описывает

Теорема Бохнера. Характеристическими являются нор-
мированные непрерывные положительно определенные функции
на Rm и только они.

Нормированность означает равенство μ̂(0) = 1. А положи-
тельная определенность — неравенство∑

μ̂(yj − yk) · z̄jzk ≥ 0 (1 ≤, j, k ≤ n)

для всех конечных семейств векторов y1, . . . , yn ∈ Rm и комплекс-
ных чисел z1, . . . , zn. Доказательство теоремы Бохнера есть в
[58, гл. 4, § 14]. Вывод теоремы Бохнера из более общей теоремы
о положительных функционалах на банаховых алгебрах описан
в [79, гл. 11].
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4.4.5. Преобразование Радона

Радон доказал, что гладкая функция на R3 определяется зна-
чениями ее интегралов по плоскостям в R3. Его именем назы-
ваются преобразования, связывающие функции с их интегралами
по множествам данного класса. Преобразования Радона играют
большую роль в интегральной геометрии.

Рассмотрим: точку a �= 0 в пространстве Rm, число c, гипер-
плоскость H={x : ax = c} в Rm, (m − 1)-мерную лебегову меру
dHx для H . Равенство

Ra,c(f) = ‖a‖−1

∫
f(x) dHx

определяет преобразование Радона R(f) интегрируемой по каж-
дой гиперплоскости функции f на Rm. Интеграл справа часто
записывают с дельта-функцией δH , считая ее обобщенной произ-
водной лебеговой меры dHx для гиперплоскости H по лебеговой
мере dx для Rm, не давая понятию обобщенной производной меры
по мере формального определения. Равенство∫

f(x)δH dx =
∫
f(x) dHx

служит тогда формулой замены переменных dHx = δH · dx в ин-
теграле. Если H = Rm−1, dHx = dm−1x, δH = δm−1, то dm−1x =
δm−1(x) · dmx. В частности, можно рассматривать быстро убы-
вающие функции f из S = S (Rm). Преобразование Радона R
линейно и взаимно однозначно отображает пространство S на
некоторое векторное пространство R = R(Rm), определяемое
парами a, c точек Rm и чисел (см. [112, гл. 1, §2]). Обратное
преобразование Радона R−1 позволяет найти функцию f по ее
интегралам на гиперплоскостях.

Существует связь между преобразованиями Радона и Фурье.
Как нетрудно проверить,

Ra,c(f) = (2π)m/2−1

∫
R

Φ−1f(ta)e−itc dt.

Это равенство можно использовать для определения преобразо-
вания Радона.

Упражнение. Проверить указанное равенство.
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Замечание. В [42, гл. 4] преобразования Фурье связываются
с характерами коммутативных групп. Формулируются более 100
задач, относящихся к сверткам, характерам и преобразованиям
Фурье.

4.5. Ограниченные линейные
операторы

Здесь описываются основные принципы линейного анализа.
Они выражаются теоремами о продолжении, ограниченности
и обращении. Эти теоремы формулируются здесь только для
нормированных пространств, хотя существуют более общие фор-
мулировки [28, часть 1, гл. 2; 14].

4.5.1. Продолжение функционалов

Теорема Хана —Банаха, доказанная в п. 2.2.5,6, формули-
рует принцип глобального продолжения ограниченного линей-
ного функционала с подпространства на все пространство с со-
хранением нормы. Этот принцип применяется очень часто. Он
может быть сформулирован и в геометрической форме.

1. Ядро каждого ненулевого линейного функционала на век-
торном пространстве имеет коразмерность 1. А каждое подпро-
странство коразмерности 1 является ядром некоторого линейного
функционала [45, гл. 3, § 1]. Топологическим векторным про-
странством называется векторное пространство с топологией,
при которой операции непрерывны [14, гл. 1; 45, гл. 3; 96, гл. 2].
Линейный функционал на таком пространстве ограничен ессли
его ядро замкнуто [14, том 2, гл. 2, § 2]. Линейное многообразие
H = a+Z, составленное из сумм h = a+z вектора a с векторами z
из имеющего коразмерность 1 подпространства Z рассматривае-
мого пространства Y называется гиперплоскостью, параллель-
ной Z.

Соответствие между линейными функционалами и гиперпло-
скостями приводит к геометрической форме теоремы Хана — Ба-
наха [14, гл. 2, § 3]. Пусть: Y — вещественное топологическое
векторное пространство; B ⊆ Y — непустое выпуклое открытое
множество; A ⊆ Y — линейное многообразие, не пересекающееся
с B. Верна [14, гл. 2, §3, п. 1]
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Теорема. Существует замкнутая гиперплоскость H , со-
держащая A и не пересекающаяся с B.

Из этой теоремы выводятся часто применяющиеся теоремы
об отделимости.

2. Рассмотрим непустые множества A, B и гиперплоскость
H в вещественном топологическом векторном пространстве Y .
Будем говорить, что H (строго) отделяет A от B, если A со-
держится в одном из (открытых) замкнутых полупространств,
определяемых H , а B — в другом. Гиперплоскость S в про-
странстве Y называется опорной для A, если A пересекается с S
и содержится в одном из полупространств, определяемых S (на-
ходится по одну сторону от S).

Заметим, что гиперплоскость H определяется уравнением
ϕ(y) = α с некоторыми ϕ ∈ Y ′ и α ∈ R. А полупространства —
неравенствами ϕ(y) > α, ϕ(y) ≥ α или ϕ(y) < α, ϕ(y) ≤ α.

Сформулируем несколько утверждений об отделимости.

Предложение 1. Каждое непустое открытое выпуклое
множество A отделяется от каждого не пересекающегося с A
непустого выпуклого множества B некоторой замкнутой ги-
перплоскостью H .

Из предложения 1 вытекает

Следствие. Если пространство Y локально выпукло, то
в нем каждое непустое замкнутое выпуклое множество A
строго отделяется от каждого не пересекающегося с A не-
пустого выпуклого множества B некоторой замкнутой гипер-
плоскостью H .

Для топологического векторного пространства Y верно еще

Предложение 2. Для каждых непустого компактного
множества A и замкнутой гиперплоскости H существует
опорная гиперплоскость S для A, параллельная H .

Замкнутое выпуклое множество A ⊆ Y с непустой внутрен-
ностью называется выпуклым телом. Для выпуклых тел верно

Предложение 3. Каждая опорная гиперплоскость S для
выпуклого тела A замкнута и каждая граничная точка A при-
надлежит некоторой опорной гиперплоскости S для A.

Из предложения 3 вытекает
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Следствие. Выпуклое тело A равно пересечению семейст-
ва всех содержащих A замкнутых полупространств, определяе-
мых опорными гиперплоскостями S для A.

Сформулированные утверждения доказаны в [14, гл. 2, § 3,
пп. 2, 3].

Упражнение. Вывести все утверждения п. 4.5.1 из теоремы Хана —

Банаха.

4.5.2. Равномерная ограниченность операторов

1. Рассмотрим банахово пространство E, нормированное
пространство F и семейство непрерывных линейных операторов
Ti : E → F с произвольным множеством индексов. Будем гово-
рить, что семейство Ti ограничено в точке x ∈ E, если мно-
жество значений Ti(x) ∈ F ограничено в F . Скажем, что се-
мейство Ti равномерно ограничено, если объединение множеств
значений Ti(x) ∈ F при ‖x‖ ≤ 1 ограничено в F (т. е. если мно-
жество чисел ‖Ti‖ ограничено). Можно говорить о равномерной
ограниченности семейства Ti на единичном шаре. Как обычно,
рассматриваются ненулевые пространства.

Теорема Банаха — Штейнгауза. Если семейство непре-
рывных линейных операторов на банаховом пространстве огра-
ничено в каждой точке, то оно равномерно ограничено.

� Теорема Банаха — Штейнгауза выводится из теоремы Бэ-
ра (3.1.3, 5).

Рассмотрим последовательность множеств E(n) = {x :
‖Ti(x)‖ ≤ n ∀i}. Нетрудно проверить, что эти множества замк-
нуты и в объединении дают все E. Так как в E есть внутрен-
ние точки, то по теореме Бэра и в некотором A = E(n(0)) есть
внутренняя точка a. Следовательно, в A содержится замкну-
тый шар B(a, r) с центром a и радиусом r > 0. Поэтому ‖Tix‖ =
‖Tia+Tiz‖ ≤ n(0), ‖Tix‖ ≤ ‖Tia‖+‖Tix‖ ≤ c(a)+n(0) при x = a+z,
‖z‖ ≤ r, ‖Ti(a)‖ ≤ c(a), откуда r‖x‖−1 · ‖Tix‖ = ‖Ti(r · ‖x‖−1 ·x)‖ ≤
c(a) + n(0) при ‖x‖ �= 0 и ‖Tix‖ ≤ c · ‖x‖, где c = r−1(c(a) + n(0)).
Значит, ‖Tix‖ ≤ c при ‖x‖ ≤ 1 для всех i. �

2. Принцип равномерной ограниченности, сформулирован-
ный в теореме Банаха — Штейнгауза, эффективно применяется.
Приведем простой пример.
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Следствие. Предел T сходящейся в каждой точке x ∈ E
последовательности непрерывных линейных операторов Tn на
банаховом пространстве E есть непрерывный линейный опера-
тор на E.

� Линейность T вытекает из линейности Tn и предела. Не-
прерывность T , эквивалентная его ограниченности на единичном
шаре, выводится из теоремы Банаха — Штейнгауза. В самом
деле, так как Tnx→ Tx для каждой точки x ∈ E, то

‖Tnx‖ ≤ ‖Tx‖+ ‖Tnx− Tx‖ ≤ c(x)

при некотором c(x) > 0. По теореме Банаха — Штейнгауза
отсюда следует, что ‖Tnx‖ ≤ c для всех номеров n и точек
x ∈ B(0, 1) ⊆ E при некотором c > 0. Поэтому для предель-
ной функции T верно неравенство ‖Tx‖ ≤ c при ‖x‖ ≤ 1. Значит,
оператор T ограничен. �

Подчеркнем, что для последовательностей нелинейных не-
прерывных операторов сходимость в каждой точке не обеспечи-
вает непрерывность предельного оператора.

Упражнение. Привести контрпример.

4.5.3. Обращение операторов

1. Оператор, обратный к взаимно однозначному линейному
оператору, тоже взаимно однозначный и линейный. Но обрат-
ный оператор может быть разрывным, когда прямой оператор
непрерывен.

Пример. Рассмотрим банахово пространство E = C [0, 1] непрерывных
функций на отрезке [0, 1] с нормой ‖f‖ = sup |f(x)| : x ∈ [0, 1].

Неопределенный интеграл A = I , задаваемый равенствами

Af = g, g(y) =

y∫
0

f(x) dx (y ∈ [0, 1]),

есть непрерывный взаимно однозначный линейный оператор, отображающий
E в E. Обратным к A является оператор дифференцирования A−1 = D, опре-
деленный на подпространстве F , составленном из гладких функций, равных
нулю в точке 0.

Оператор D разрывен. В самом деле, пусть gn(y) = n−1yn (0 ≤ y ≤ 1).
Тогда ‖gn‖ = n−1 и gn → 0. В то же время для fn = Dgn верны равенства
fn(x) = xn−1 (0 ≤ x ≤ 1), ‖fn‖ = 1. Поэтому Dgn = fn � 0 = D0.
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Таким образом, прямой оператор I : E → F непрерывен, а обратный
оператор D : F → E разрывен.

Заметим, что если рассматривать A = I как отображение E в E, то
A будет ненакрывающим: A(E) = F �= E. А если рассматривать A как
отображение E на F , то пространство F будет неполным.

2. Для полных пространств верна

Теорема Банаха. Пусть T — непрерывный линейный опе-
ратор, взаимно однозначно отображающий банахово простран-
ство E на банахово пространство F . Тогда обратный оператор
T−1 — непрерывный линейный оператор, взаимно однозначно
отображающий F на E.

� Взаимная однозначность обратного оператора T−1 следует
из его определения. Линейность легко проверяется. Нужно до-
казать, что T−1 непрерывен. Для этого вследствие линейности
оператора T−1 достаточно показать, что он непрерывен в точке 0.
То есть что для каждого ε > 0 существует δ > 0, при котором
T−1B(0, δ) ⊆ B(0, ε). Так как T−1 взаимно однозначен, то это
включение равносильно включению B(0, δ) ⊆ TB(0, ε).

Рассмотрим последовательность замкнутых множеств
Fn = TB(0, nε/8) — замыканий образов шаров с центром 0 и ра-
диусом nε/8. Ясно, что E = ∪B(0, nε/8). Так как по условию
оператор T отображает E на все F , то отсюда следует, что
F = ∪Fn. А так как F банахово, то по теореме Бэра при неко-
тором n = n(0) множество Fn = Fn(0) имеет внутреннюю точку:
B(c, r) ⊆ Fn(0) = TB(0, n(0)ε/8) при некоторых c ∈ F и r > 0.
Легко проверить равенства TB(0, n(0)ε/8) = n(0) · TB(0, ε/8) =
{z = n(0) · y : y ∈ TB(0, ε/8)}.

Так как V = (c + V ) − c, то B(0, r) ⊆ B(c, r) − B(c, r) =
{z1 − z2 : z1, z2 ∈ B(c, r)}. А так как |x1 − x2| ≤ |x1| + |x2|, то
B(0, ε/8)− B(0, ε/8) ⊆ B(0, ε/4) ⊆ B(0, ε/2). Следовательно,

B(0, r/n(0)) = (1/n(0)) · B(0, r) ⊆ TB(0, ε/8)− TB(0, ε/8)

⊆ TB(0, ε/8)− TB(0, ε/8) = T (B(0, ε/8)−B(0, ε/8))

⊆ TB(0, ε/2),

т. е. B(0, δ) ⊆ TB(0, ε/2) при δ = r/n(0).
Рассматривая последовательность шаров Bn = B(0, ε/2n), их

образов TBn и используя свойства оператора T , можно доказать,



4.5.4. Замкнутость графика оператора 423

что TB(0, ε/2) ⊆ TB(0, ε). Следовательно, B(0, δ) ⊆ TB(0, ε)
и теорема доказана (ср. [45, гл. 4, § 5]). �

Упражнение. Доказать включение TB(0, ε/2) ⊆ TB(0, ε).

3. Отметим два следствия из теоремы Банаха. Рассмотрим
нормы ‖·‖1, ‖·‖2 для векторного пространства E, с которыми оно
образует банаховы пространства E1 = (E, ‖ · ‖1), E2 = (E, ‖ · ‖2).
Будем говорить, что ‖ · ‖1 подчинена ‖ · ‖2, если ‖x‖1 ≤ c2 · ‖x‖2
(x ∈ E) при некотором c2 > 0. Скажем, что нормы ‖ · ‖1, ‖ · ‖2
эквивалентны, если они подчинены друг другу.

Следствие 1. Если одна из норм подчинена другой, то они
эквивалентны.

� В самом деле, если ‖·‖1 подчинена ‖·‖2, то тождественный
оператор T : E2 → E1 непрерывен. По теореме Банаха обратный
оператор T−1 : E1 → E2 тоже непрерывен. Значит, ‖x‖2 ≤ c1·‖x‖1
(x ∈ E) при c1 = ‖T−1‖. �

Рассмотрим линейное уравнение Tx = y, где x ∈ E, y ∈ F
и T — непрерывное линейное отображение банахова простран-
ства E в банахово пространство F .

Следствие 2. Если для каждого y ∈ F существует един-
ственное решение x = x(y) уравнения Tx = y, то решение x
уравнения непрерывно зависит от правой части y.

� Условие следствия 2 означает, что оператор T взаимно
однозначно отображает E на все F . А утверждение следствия 2
означает, что обратный оператор T−1 непрерывен. Это вытекает
из теоремы Банаха. �

Следствие 2 формулирует условие для решения уравнения
Tx = y, обеспечивающее его корректность.

4.5.4. Замкнутость графика оператора

Теорема о замкнутом графике эквивалентна теореме Банаха
об обратном операторе.

1. Рассмотрим: банаховы пространства E и F , их произведе-
ние E×F ; векторное подпространство A пространства E, плотное
в нем (Ā = E); линейный оператор T : A→ F . Множество

G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ A} ⊆ E × F



424 4.5. Ограниченные линейные операторы

называется графиком оператора T . Формально оператор отож-
дествляется со своим графиком.

Произведение E × F с нормой ‖(x, y)‖ = max(‖x‖, ‖y‖) есть
банахово пространство, а график G = G(T ) — его векторное под-
пространство. Если оно замкнуто, то является тоже банаховым
пространством. Оператор T с замкнутым графиком G называется
замкнутым оператором.

Пример. Пусть E = F = C [0, 1], A ⊆ E — подпространство, образо-
ванное гладкими функциями, T = D — оператор дифференцирования. Из
теоремы о почленном дифференцировании последовательности следует, что
оператор D замкнут. Как было показано, он неограничен. Подчеркнем, что
D не всюду определен. Оказывается, всюду определенный замкнутый опера-
тор T ограничен.

Теорема. Замкнутый оператор T : E → F , определенный
на всем банаховом пространстве E и отображающий его в ба-
нахово пространство F , ограничен.

� Рассмотрим проекторы P : G → E, Q : G → F , определяе-
мые равенствами P (x, Tx) = x, Q(x, Tx) = Tx (x ∈ E). Это непре-
рывные линейные операторы. Причем P взаимно однозначно ото-
бражает банахово пространство G на все E. По теореме об обрат-
ном операторе P−1 непрерывен. Следовательно, оператор T ,
равный композиции QP−1, тоже непрерывен и, значит, огра-
ничен. �

2. Равенство

‖x‖G = ‖x‖E + ‖Tx‖F (x ∈ A)

определяет еще одну норму для A. Ее называют нормой графика.
Если оператор T замкнут, то A с этой нормой образуют банахово
пространство. Оператор T ограничен на этом пространстве.

Рассмотрим банаховы пространства E, F и подпространства
A ⊆ B пространства E. Пусть оператор T : A → F замкнут,
а оператор S : B → F имеет замкнутое продолжение. Тогда су-
ществует c > 0 такое, что

‖Tx‖ ≤ c(‖x‖2 + ‖Sx‖2)1/2 (x ∈ A).

Вывод этого утверждения из теоремы о замкнутом графике есть
в [32, гл. 2, п. 6]. Там же (гл. 2, п. 7) из теоремы о замкнутом
графике выводится теорема Хёрмандера для гипоэллиптических
операторов.
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Замечание. Равенство

‖x‖A =
(‖x‖2E + ‖Sx‖2)1/2 (x ∈ A)

определяет норму для A. Ее тоже называют нормой графика.
3. Отображение f : X → Y топологического пространства

(X,U ) в топологическое пространство (Y,V ) называется откры-
тым, если f отображает каждое открытое множество U ∈ U
на некоторое открытое множество f(U) = V ∈ V .

Верна [45, гл. 4, §5]

Лемма. Естественное отображение банахова простран-
ства X на фактор-пространство Y = X \ Z по замкнутому
подпространству Z открыто.

Из теоремы о замкнутом графике и этой леммы следует

Теорема. Замкнутый оператор T : E → F , отображающий
банахово пространство E на банахово пространство F , являет-
ся открытым отображением.

Вместо замкнутости можно сразу требовать ограниченность
оператора T . С такой формулировкой теорема доказана в [45,
гл. 4, § 5]. Она обобщает теорему об обратном операторе.

Упражнение. Вывести теорему об обратном операторе из теоремы об
открытом отображении.

Замечание. Более общие теоремы о замкнутом графике
и открытом отображении доказаны в [124, гл. 6]. Там рассма-
триваются метризуемые топологические векторные и локально
выпуклые пространства. Приводится много примеров и ссылок
на литературу.

4.5.5. Слабая компактность

Непрерывные линейные функционалы на нормированном
и локально выпуклом пространствах играют роль координат.

1. Рассмотрим нормированное пространство E, сопряжен-
ное с ним пространство E ′ непрерывных линейных функционалов
на E и сопряженное с E ′ пространство E ′′ непрерывных линейных
функционалов на E ′. Среди элементов E ′′ выделяются опреде-
ляющиеся точками x ∈ E функционалы δx со значениями

δx(x′) = x′(x) (x′ ∈ E ′).
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Принадлежность δx ∈ E ′′ легко проверяется. Соответствие x→δx
является линейным вложением E в E ′′, сохраняющим норму. По-
этому функционалы δx часто отождествляются с точками x.

Функционалы δx (x ∈ E) составляют удобную систему коор-
динат для E ′. Определяемую этой системой топологию для E ′
называют E-топологией. Ее нужно отличать от E ′′-топологии,
определяемой E ′′. Если E ′′ = {δx : x ∈ E}, то пространство E
называют рефлексивным. Оно тогда обязательно банахово.

Упражнение. Доказать это.

В качестве системы координат для исходного пространства
выбирается сопряженное с ним пространство E ′, составленное из
всех непрерывных линейных функционалов x′ на E. Из теоремы
Хана — Банаха следует, что эти координаты отделяют точки E:
если x′(x) = 0 для всех x′ ∈ E ′, то x = 0.

Различные свойства множеств и последовательностей в E,
связанные с координатами, называют слабыми или координат-
ными: слабая ограниченность, слабая сходимость, слабая ком-
пактность. А свойства, связанные с нормами — сильными или
метрическими.

2. Используя вложение во второе сопряженное и принцип
равномерной ограниченности, легко убедиться в том, что верна

Теорема Макки. Множество в нормированном простран-
стве сильно ограничено ессли оно слабо ограничено.

В [14, гл. 4, п. 4] эта теорема доказана для отделимых ло-
кально выпуклых пространств. Из теоремы Макки с помощью
несложных рассуждений легко вывести

Критерий слабой сходимости. Последовательность то-
чек x(n) ∈ E слабо сходится к точке a ∈ E ессли последова-
тельность x(n) ограничена и z′(xn) → z′(a) для каждого z′ из
некоторого множества Z′ ⊆ E ′ с плотной в E ′ линейной обо-
лочкой.

Это утверждение доказано в [32, гл. 5, п. 1, теорема 3].
Часто бывает еще полезной

Теорема Мазура. Если последовательность точек x(n)
нормированного пространства сходится к точке a слабо, то не-
которая последовательность выпуклых комбинаций точек
x(n) сходится к точке a сильно.
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Эта теорема доказывается с помощью теорем об отделимо-
сти, вытекающих из теоремы Хана — Банаха. Доказательство
упрощается (упражнение), если вместо выпуклых комбинаций
рассматривать любые линейные. Доказательство теоремы Ма-
зура есть в [32, гл. 5, п. 1, теорема 2].

Свойство слабой компактности для сопряженного простран-
ства выражает теорема, аналогичная классической теореме
Вейерштрасса о сходящейся подпоследовательности.

Теорема. Если последовательность непрерывных линейных
функционалов на сепарабельном нормированном пространстве
ограничена, то она имеет подпоследовательность, сходящуюся
в каждой точке.

Эта теорема доказана в [45, гл. 4, § 3, теорема 3].
Замечание. Теоремы о сходимости применяются при ре-

шении линейных операторных уравнений. Переход к координа-
там позволяет сначала из ограниченной последовательности при-
ближенных решений выбрать подпоследовательность, слабо схо-
дящуюся к некоторому обобщенному решению. Существование
сильно сходящейся к нему последовательности линейных комби-
наций приближенных решений дает возможность получить реше-
ние, удовлетворяющее нужным условиям.

3. Для произвольного банахова пространства E верны сле-
дующие утверждения о компактности, сепарабельности и рефлек-
сивности. Они поясняют роль сепарабельных и рефлексивных
пространств.

Теорема Алаоглу. Шар B′ = {x′ : ‖x′‖ ≤ 1} ⊆ E ′ компак-
тен в E-топологии.

См. [28, гл. 5, п. 4, теорема 2; 116, теорема 2.10.2].

Предложение 1. Если пространство E сепарабельно, то
шар B′ = {x′ : ‖x′‖ ≤ 1} ⊆ E ′ секвенциально компактен
в E-топологии.

См. [116, теорема 2.10.1]. Из теоремы Алаоглу следует тео-
рема о сходящейся подпоследовательности из п. 2.

Упражнение. Дать подробный вывод.

Предложение 2. Шар B′ = {x′ : ‖x′‖ ≤ 1} метризуем при
индуцированной E-топологии ессли E сепарабельно.
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Теорема. Шар B′ = {x′ : ‖x′‖ ≤ 1} ⊆ E ′ слабо компактен
ессли E рефлексивно.

Следствие. Пространство E рефлексивно ессли сопря-
женное пространство E ′ рефлексивно.

Теорема Эберлейна — Шмульяна. Пространство E ре-
флексивно ессли каждая ограниченная последовательность то-
чек в нем имеет слабо сходящуюся подпоследовательность.

См. соответственно [28, гл. 5, п. 5, теорема 1; 28, гл. 5, п. 4,
теорема 1; 116, теорема 2.10.3; 32, гл. 5, п. 4].

Замечание. Часть утверждений переносится на локально
выпуклые пространства (см. [14, гл. 4]).

4.6. Компактные линейные
операторы

Ограниченные линейные операторы переводят ограниченные
множества в ограниченные. Среди ограниченных операторов вы-
деляются компактные, которые переводят ограниченные множе-
ства в части компактов. Эти операторы называют еще вполне не-
прерывными. В сепарабельном гильбертовом пространстве ком-
пактные операторы приближаются вырожденными (имеющими
конечномерные образы). Этим объясняются многие хорошие
свойства компактных линейных операторов.

Систематическое изложение теории компактных операторов
есть в [124, гл. 9]. Там рассматриваются компактные операторы
и в локально выпуклых пространствах.

4.6.1. Примеры компактных операторов

Рассмотрим нормированные пространства E, F . Линейный
оператор T : E → F называется компактным, если образ T (B)
каждого ограниченного множества B ⊆ E содержится в некото-
ром компакте C ⊆ F .

1. Заметим, что условие T (B) ⊆ C равносильно компакт-
ности замыкания T (B) образа T (B) ограниченного множества B.
Вследствие линейности оператора T вместо произвольного огра-
ниченного множества B достаточно взять единичный шар B(0, 1)
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⊆ E и его образ T (B(0, 1)) ⊆ F : компактность T означает ком-
пактность TB(0, 1) ⊆ E.

Линейный оператор T : E → F компактен ессли для каждой
ограниченной последовательности xn ∈ E последовательность
Txn = yn ∈ F имеет сходящуюся подпоследовательность.

Упражнение. Доказать это утверждение.

Условимся линейный оператор T : E → F , образ T (E) кото-
рого имеет конечную размерность, называть вырожденным. Та-
ким образом, по определению, вырожденные операторы отобра-
жают E на конечномерные подпространства банахова простран-
ства F . Эти подпространства тоже называются вырожденными.
Так как в конечномерном пространстве замыкание каждого огра-
ниченного множества компактно, то вырожденные операторы
компактны.

Как нетрудно проверить, нормированное пространство ко-
нечномерно ессли замкнутый единичный шар в нем компактен,
т. е. когда тождественный оператор на этом пространстве ком-
пактен.

Упражнение. Доказать это [42, гл. 3, § 3; 45, гл. 4, § 6].

2. Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Пусть E = Rn, F = Rm. Тогда каждый линейный оператор

T : E → F вырожденный и поэтому компактный. Линейные отображения
конечномерных пространств называются матричными операторами.

Пример 2. Пусть E = F = l2 — банаховы пространства квадратично
суммируемых последовательностей чисел. Каждая ограниченная последова-
тельность чисел αn определяет линейный оператор T : E → F , преобразую-
щий последовательность x = (ξn) в последовательность Tx = y = (ηn) чисел
ηn = αnξn. По аналогии с матрицами такие операторы называют диагональ-
ными. Оператор T компактен ессли αn → 0 [109, гл. 6 и задача 132].

Пример 3. Пусть E = F = C [a, b] и оператор T : E → F определяется
равенствами

Tf = g, g(y) =

b∫
a

k(y, x)f(x) dx (y ∈ [a, b])

для f ∈ C[a, b], k(y, x) ∈ C([a, b]× [a, b]). Ясно, что оператор T линейный. Он
называется интегральным оператором с непрерывным ядром. Так как

|g(y)| ≤ (b− a)‖k‖ · ‖f‖,
|g(y) − g(z)| ≤ ε(b− a)‖f‖ (|y − z| ≤ δ)
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для каждого ε > 0 и некоторого δ > 0, то g ∈ C [a, b] и замыкание множества
T(B(0, 1)) = {Tf = g : ‖f‖ < 1} равномерно ограничено и равностепенно
непрерывно. По теореме Арцела оно компактно и, значит, оператор T ком-
пактен.

Пример 4. Пусть E = F = C [a, b] и оператор T : E → F определяется
равенствами

Tf = g, g(y) =

y∫
a

k(y, x)f(x) dx (y ∈ [a, b])

для f ∈ C [a, b], k(y, x) ∈ C ([a, b] × [a, b]). Как и в примере 2, легко убедиться
в том, что T — компактный линейный оператор. Он называется интеграль-
ным оператором Вольтерра.

Пример 5. Пусть E = F = L 2([a, b], dx) и оператор определяется теми
же равенствами, что и в примере 3, но для f ∈ L 2([a, b], dx), k ∈ L 2([a, b] ×
[a, b], dxdy). Из теоремы Фубини следует, что k(y, ·) ∈ L 2([a, b], dx), k(y, ·)f ∈
L ([a, b], dx) для почти всех y ∈ [a, b]. Можно считать, что в остальных точках
отрезка [a, b] функция g равна нулю. Используя неравенство Коши, легко
убедиться в том, что g ∈ L 2([a, b], dy). Ясно, что оператор T линейный.
Применяя критерий Рисса компактности для пространства интегрируемых
функций, нетрудно доказать, что оператор T компактен. Он называется
интегральным оператором с ядром Гильберта — Шмидта.

Пример 6. Оператор вложения Соболева компактен (см. по этому по-
воду [99, гл. 1, п. 11] и [33, гл. 11, п. 4.4]).

Упражнение. Доказать компактность интегральных операторов в при-

мерах 4 и 5 (см. [45, гл. 4, § 6] и [109, гл. 15]).

4.6.2. Свойства компактных операторов

1. Будем рассматривать компактные операторы, преобра-
зующие нормированное пространство в себя. Они образуют замк-
нутый двусторонний идеал в нормированном кольце ограничен-
ных операторов. Это выражает

Теорема 1. (1) Линейная комбинация компактных опера-
торов есть компактный оператор.

(2) Произведение компактного оператора на ограниченный
есть компактный оператор.

(3) Предел сходящейся последовательности компактных
операторов есть компактный оператор.

� Докажем, например, утверждение (2). Пусть T — компакт-
ный, L — ограниченный линейный операторы и B — ограничен-
ное множество в нормированном пространстве E. Тогда L(B)
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ограничено и TL(B) содержится в некотором компакте C ⊆ E.
Точно так же T (B) содержится в некотором компакте и LT (B)
тоже. Таким образом, произведения TL и LT являются компакт-
ными операторами. �

Упражнение. Доказать теорему 1 полностью [45, гл. 4, § 6].

Из утверждения (2) этой теоремы вытекает важное

Следствие. В бесконечномерном нормированном прост-
ранстве оператор, обратный к взаимно однозначному компакт-
ному оператору, неограничен.

� В самом деле, иначе тождественный оператор для беско-
нечномерного банахова пространства был бы компактен. �

2. Рассмотрим бесконечномерное нормированное простран-
ство E, линейный компактный оператор T : E → E и уравнение
Tx = y. Это уравнение не может быть корректным: по только
что доказанному единственность решения исключает его непре-
рывную зависимость от правой части.

Компактные операторы преобразуют слабо сходящиеся по-
следовательности в сильно сходящиеся. В рефлексивном бана-
ховом пространстве каждый ограниченный линейный оператор,
обладающий таким свойством, компактен [42, гл. 3, § 3].

Упражнение. Доказать эти утверждения [74, VI.5].

Используя свойство компактных операторов превращать сла-
бую сходимость в сильную, можно доказать, что в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве каждый компактный оператор
есть предел последовательности вырожденных операторов. Вме-
сте с утверждением (3) теоремы это характеризует компактные
операторы в таких пространствах.

Предложение. Линейный оператор T в сепарабельном
гильбертовом пространстве H компактен ессли существует
последовательность вырожденных операторов Sn в H таких,
что ‖T − Sn‖ →0.

Доказательство есть в [74, VI.5]. Это предложение позво-
ляет проверить условие компактности диагонального оператора
в примере 2. Аппроксимируемость вырожденными операторами
характеризует компактные операторы и в произвольном гильбер-
товом пространстве [42, гл. 3, § 5, теорема 43].
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4.6.3. Сопряженные операторы

1. Рассмотрим банаховы пространства E, F , ограниченный
оператор T : E → F и сопряженные пространства E ′, F ′. Опе-
ратор T переводит точку x ∈ E в новую точку Tx = y ∈ F .
Равенства

x′ = T ′y′ = y′T, y′T (x) = y′(Tx)

определяют ограниченный линейный оператор T ′ : F ′ → E ′, пере-
водящий координату y′ ∈ F ′ новой точки Tx = y в координату
x′ = T ′y′ точки x. Линейность и ограниченность оператора T ′
легко проверяются. Он называется (банаховым) сопряженным
для оператора T (см. примеры в [33, гл. 9, §3]).

Упражнение. Доказать линейность и ограниченность T ′.

Пример. Пусть E = F = l1 и T(ξ1, ξ2, . . . ) = (0, ξ1, ξ2, . . . ). Тогда E′ =

F ′ = l∞ и T ′(η1, η2 , . . . ) = (η2, η3, . . . ). Заметим, что ‖T‖ = ‖T ′‖ = 1.

Пусть E = F и S, T ∈ B(E,E). Тогда [32, гл. 7, п. 1]

(ST )′ = T ′S′.

Упражнение. Доказать это равенство.

Нетрудно доказать [45, гл. 4, § 5; 74, VI.2], что всегда
‖T‖ = ‖T ′‖. Отображение T → T ′ является линейной изометрией
B(E, F ) в B(F ′, E ′). Если T обратим, то и T ′ обратим, причем
(T−1)′ = (T ′)−1 [28, гл. 6, п. 2].

Упражнение. Доказать равенства ‖T‖ = ‖T ′‖ и (T−1)′ = (T ′)−1.

Верны также [45, гл. 4, § 6; 32, гл. 10, п. 4; 79, п. 4.19]

Предложение. Если оператор T компактен, то и сопря-
женный с ним оператор T ′ компактен.

Следствие. Оператор T ∈ B(E, F ) компактен ессли со-
пряженный с ним оператор T ′ компактен.

2. Пусть E = F = H — гильбертово пространство и E ′ =
F ′ = H∗ — сопряженное с ним. Тогда по теореме Рисса о пред-
ставлении линейных функционалов существует сопряженно ли-
нейная изометрия C пространства H на H∗, при которой c ∈ H
отображается в линейный функционал x → c · x (x ∈ H). Опера-
тор

T ∗ = C−1T ′C : H → H
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называется (эрмитовым, гильбертовым) сопряженным для
T : H → H . Он ограничен и линеен вместе с T [32, гл. 7, § 2].

Сопряженный оператор T ∗ : H → H определяется равенством
Tx · y = x · T ∗y (x, y ∈ H). В самом деле,

y · Tx = Cy(Tx) = T ′Cy(x) = C−1T ′Cy · x = T ∗y · x.

Примеры. 1) Пусть H = Cn и линейный оператор T имеет матрицу
A = (aij) в стандартной базе. Тогда сопряженный оператор T∗ имеет ма-
трицу A∗ = (āji), транспонированную и комплексно сопряженную с A.

2) Пусть H = L 2([a, b], dx) и T — интегральный оператор с ядром Гиль-
берта — Шмидта k(x, y). Тогда сопряженный оператор T∗ — интегральный
оператор с ядром Гильберта — Шмидта k∗(y, x) = k(x, y), транспонирован-

ным и комплексно сопряженным с k(x, y).

3. Нетрудно проверить, что для каждых ограниченных ли-
нейных операторов S, T в H верны равенства

(ST )∗ = T ∗ · S∗, (T ∗)∗ = T, ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Кроме того, если T обратим, то и T ∗ обратим, причем (T−1)∗ =
(T ∗)−1 [28, гл. 6, п. 2].

Упражнение. Доказать эти равенства [74, VI.3].

Используя свойства компактных операторов, критерий ком-
пактности для пространств непрерывных отображений и вложе-
ние во второе сопряженное, можно доказать [32, гл. 10, § 4], что
верна

Теорема. Оператор T ∈ B(H,H) компактен ессли сопря-
женный с ним оператор T ∗ компактен.

Таким образом, можно переходить от данных операторов
к сопряженным с ними, не теряя компактности.

Замечание. Более общие определения для линейных опера-
торов на плотных множествах в локально выпуклых простран-
ствах даны в [32, гл. 7].

4.6.4. Фредгольмовы операторы

Здесь дается аналитическое определение таких операторов,
не использующее алгебраическое определение, данное в п. 2.2.
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Связь между этими определениями устанавливает теорема Ни-
кольского [42, гл. 3, § 3]. Иногда в определение фредгольмова
оператора включают замкнутость его образа [35, гл. 4, § 5], как
это делалось в п. 2.2.4,9.

1. Рассмотрим нормированные пространства E, F и ограни-
ченный линейный оператор A : E → F . Уравнение

Ax = y (x ∈ E, y ∈ F )

является естественным обобщением системы линейных алгебраи-
ческих уравнений. Для некоторых классов операторов теория
линейных операторных уравнений хорошо разработана (в част-
ности, для компактных и тесно связанных с ними фредгольмовых
операторов).

Всюду дальше в этом разделе рассматривается одно норми-
рованное пространство E и линейные операторы A : E → E в нем.
Тождественный оператор для E обозначается I .

Оператор, равный разности тождественного и компактного
операторов, называется фредгольмовым: оператор A = I−T фред-
гольмов, если линейный оператор T компактен. Так как оператор
−T компактен вместе с T , то можно вместо разности говорить
о сумме: A = I + (−T ).

Пример 1. Матричные операторы в E = Rm фредгольмовы. Они по-
дробно описаны в главе 1 книги [35].

Пример 2. Пусть T — интегральный линейный оператор, описанный
в примерах 3–5 п. 4.6.1. Тогда оператор A = I − T фредгольмов. Уравнение
Af = h для этого оператора есть интегральное уравнение Фредгольма

f(y) +

b∫
a

k(y, x)f(x)dx = h(y).

В примере 4 ядро k заменяется другим, обладающим свойством k(y, x) = 0

при y < x. Это позволяет интегрировать по всему отрезку [a, b], а не только
по [a, y].

Докажем важную теорему Рисса о взаимно однозначном фре-
дгольмовом операторе. Прежде чем доказать ее, сформулируем
некоторые вспомогательные предложения о свойствах фредголь-
мовых операторов.

2. Пусть T — компактный и A = I − T — фредгольмов опе-
раторы в нормированном пространстве E, а L, M — замкнутые
подпространства E такие, что L ⊆M , L �= M и AM ⊆ L.
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Лемма 1. ‖Tb − Tx‖ ≥ 1/2 для всех x ∈ L и некоторого
b ∈M с нормой ‖b‖ = 1.

� Так как L ⊆ M , L �= M и L замкнуто, то существует
a ∈ M , для которой d(a, L) = inf{‖a − x‖ : x ∈ L} = α > 0,
и, следовательно, существует u ∈ L, для которой α ≤ ‖a−u‖ ≤ 2α.
Возьмем b = ‖a− u‖−1(a− u), ‖b‖ = 1. Заметим, что

‖b−x‖ = ‖a−u‖−1 ·‖a−(u+‖a−u‖·x)‖ ≥ α(2α)−1 = 2−1 (x ∈ L),

так как u+ ‖a− u‖ · x ∈ L при x ∈ L. Поэтому

‖Tb− Tx‖ = ‖(I − A)b− Tx‖ = ‖b− (Ab+ Tx)‖ ≥ 1/2 (x ∈ L),

так как Ab ∈ L, Ax ∈ L по условию и, следовательно, Tx =
x− Ax ∈ L, Ab+ Tx ∈ L при x ∈ L. �

Замечание. Используя доказанную лемму, можно в замкну-
том единичном шаре бесконечномерного нормированного прост-
ранства индуктивно определить последовательность точек bn та-
ких, что ‖bm − bn‖ ≥ 1/2 при m �= n. Отсюда следует некомпакт-
ность этого шара.

Пусть T — компактный и A = I−T — взаимно однозначный
фредгольмов операторы в нормированном пространстве E.

Лемма 2. Оператор A преобразует каждое замкнутое
множество X ⊆ E в замкнутое множество AX = Y ⊆ E.

� Возьмем последовательность yn ∈ Y , сходящуюся к ȳ ∈ E,
и докажем, что ȳ ∈ Y . Для этого рассмотрим последовательность
xn = A−1yn ∈ X и докажем, что она ограничена. Предположим,
что это не так и существует подпоследовательность xr(n), для
которой ‖xr(n)‖ ≥ n. Заметим, что Aun = ‖xr(n)‖−1 · yr(n) →
0 · ȳ = 0 для un = ‖xr(n)‖−1 · xr(n). Рассмотрим vn = Tun. Так
как оператор T компактен и ‖un‖ = 1, то существует подпосле-
довательность vs(n), сходящаяся к некоторой v ∈ E. Поэтому
us(n) = I · us(n) = (A + T )us(n) = Aus(n) + vs(n) → 0 + v = v. Так
как T непрерывен, vs(n) = Tus(n) и vs(n) → v, us(n) → v, то v = Tv

и Av = v − Tv = 0. Следовательно, v = A−10 = 0. Вместе с тем,
‖v‖ = ‖ limus(n)‖ = lim‖us(n)‖ = 1. Предположение о неограни-
ченности (xn) приводит к противоречию.

Из ограниченности последовательности xn и компактности
оператора T вытекает, что существует подпоследовательность
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zp(n) = Txp(n), сходящаяся к некоторой z̄ ∈ E. Поэтому xp(n) =
I · xp(n) = (A + T )xp(n) = yp(n) + zp(n) → ȳ + z̄. Так как по
условию множество X замкнуто и xp(n) ∈ X , то x = ȳ + z̄ ∈ X .
Следовательно, ȳ = limyp(n) = limAxp(n) =A(limxp(n)) =Ax∈Y .
Значит, множество Y замкнуто. �

Из доказанной леммы вытекает важное

Следствие. Оператор, обратный к взаимно однозначному
фредгольмову оператору, непрерывен.

� По доказанному для такого оператора A−1 прообраз
(A−1)−1X = AX = Y каждого замкнутого множества X замкнут.
Значит, A−1 непрерывен. �

3. Cформулируем и докажем основную теорему этого раз-
дела.

Теорема Рисса. Если фредгольмов оператор A в нормиро-
ванном пространстве E взаимно однозначен, то A отображает
E на себя и обратный к A оператор A−1 непрерывен.

� (1) Докажем, что AE = E. Рассмотрим последователь-
ность операторов

An = (I − T )n = I − (α1T
1 + · · ·+ αnT

n) = I − Tn.

Здесь Tn = α1T
1 + · · · + αnT

n компактны вместе с T = I − A
и поэтому An фредгольмовы. Пусть еще A0 = I .

Операторы An определяют множества Yn = AnE. По лемме 2
это замкнутые подпространства E. Кроме того, Yn+1 = An(AE)
⊆ AnE = Yn (n = 0, 1, 2, . . .). Существует номер n(0) такой, что
Yn = Yn(0) для всех номеров n ≥ n(0). В самом деле, иначе суще-
ствовала бы строго убывающая подпоследовательность подпро-
странств Zn = Yr(n) и по лемме 1 можно было бы выбрать после-
довательность точек zn ∈ Zn таких, что ‖zn‖ = 1 и ‖Tzn−Tzp‖ ≥
1/2 при p > n. Это противоречит компактности оператора T .
(Условие леммы 1 для подпространств L = Zn+1 = Yr(n+1), M =
Zn = Yr(n) и оператора A

r(n+1)−r(n) выполнены.)
Среди номеров n(0) таких, что Yn = Yn(0) для всех n ≥ n(0),

существует наименьший номер m ≥ 0. Покажем, что m = 0.
Действительно, если m > 0, то Ym−1 �= Ym. Вместе с тем,
Ym−1 = A−1Ym = A−1Ym+1 = Ym. Следовательно, m = 0 и E =
Y0 = Y1 = . . . . Поэтому AE = AY0 = Y1 = E. Оператор A
отображает E на себя.
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(2) По следствию леммы 2 обратный к A оператор A−1 не-
прерывен. �

Подчеркнем, что теорема Рисса о взаимно однозначном фред-
гольмовом операторе доказана для любых нормированных про-
странств, не обязательно банаховых.

4.6.5. Теоремы Фредгольма

Эти теоремы описывают условия корректности, существова-
ния и единственности решения линейного операторного уравне-
ния Фредгольма. Здесь излагается аналитическая теория Фред-
гольма, не использующая алгебраическую, изложенную в п. 2.2.
Связь между этими теориями подробно описана в [42, гл. 3, § 3].
Теоремы Фредгольма для гильбертовых пространств подробно
доказаны в [96, гл. 3, § 3]. Там для фредгольмова оператора опре-
деляется индекс и доказывается замкнутость образа. Она обеспе-
чивает равенство образа своему двойному ортодополнению. (Это
условие использовалось в п. 2.2.4,5 при доказательстве второй
теоремы Фредгольма; см. также [111, п. 7.3].)

1. Рассмотрим фредгольмов оператор A = I−T в банаховом
пространстве E и сопряженный с A оператор A′ = I ′− T ′ в бана-
ховом пространстве E ′. Так как T ′ компактен вместе с T , то A′
фредгольмов вместе с A. Эти операторы определяют уравнения

Ax = y (1), A′x′ = y′ (1′),
Az = 0 (2), A′z′ = 0 (2′),

где x, y, z ∈ E и z′, y′, z′ ∈ E ′. Уравнение (1) корректно разре-
шимо, если для него при каждом y ∈ E существует единственное
решение x = A−1y ∈ E и оператор A−1 непрерывен.

Из теоремы Рисса сразу следует

Теорема 1. Либо уравнение (1) корректно разрешимо, либо
уравнение (2) имеет ненулевое решение.

� В самом деле, по теореме Рисса корректная разрешимость
уравнения (1) эквивалентна взаимной однозначности операто-
ра A. Существование же ненулевого решения уравнения (2) экви-
валентно отсутствию взаимной однозначности оператора A. Та-
ким образом, теорема 1 эквивалентна тривиальному утвержде-
нию, что оператор A либо взаимно однозначен, либо нет. �
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Теорему 1 называют альтернативой Фредгольма. Она экви-
валентна теореме Рисса.

2. Вторая теорема формулирует условие существования ре-
шения.

Теорема 2. Уравнение (1) имеет решение при данном y ∈ E
ессли z′(y) = 0 для каждого решения z′ уравнения (2′).

� В самом деле, если Ax = y и A′z′ = 0, то

z′(y) = z′(x)− z′(Tx) = z′(x)− T ′z′(x) = A′z′(x) = 0.

Обратно, если z′(y) = 0 при A′z′ = 0, то вследствие замкнутости
AE = Y из y /∈ Y вытекает по теореме Хана — Банаха существо-
вание непрерывного линейного функционала ϕ на E такого, что
ϕ(y) = 1 и ϕ(z) = 0 для каждого z ∈ Y . Поэтому

0 = ϕ(x− Tx) = ϕ(x)− ϕ(Tx) = ϕ(x)− T ′ϕ(x) = A′ϕ(x)

для всех x ∈ E, A′ϕ = 0, и по условию ϕ(y) = 0. Это противо-
речит равенству ϕ(y) = 1. Значит, y ∈ Y = AE и уравнение (1)
имеет решение. �

3. Третья теорема описывает размерности пространств ре-
шений рассматриваемых уравнений.

Теорема 3. Уравнения (2) и (2′) имеют одно и то же ко-
нечное число линейно независимых решений.

Рассмотрим ядра KerA={z : Az = 0}, KerA′={z′ : A′z′=0}
операторов A, A′. Теорема 3 утверждает, что dim(KerA) =
dim(KerA′) < ∞. При ее доказательстве используются свойства
спектра компактного оператора. Решение единственное ессли
ядра операторов нулевые. В [42, гл. 3, § 3, п. 3] все три теоремы
объединены.

4. Если пространство E = H гильбертово, то вместо уравне-
ний (1′), (2′) нужно взять (x∗, y∗, z∗ ∈ H)

A∗x∗ = y∗, (1∗)
A∗z∗ = 0. (2∗)

При такой замене все три теоремы Фредгольма останутся вер-
ными [96, гл. 4, § 2]. Условие теоремы 2 о существовании ре-
шения в этом случае означает, что правая часть уравнения (1)
ортогональна каждому решению уравнения (2∗).
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Упражнение. Вывести из альтернативы Фредгольма, что каждое ком-

плексное число μ �= 0 либо является собственным числом для данного ком-

пактного оператора T , либо принадлежит его резольвентному множеству.

Замечание. Альтернатива Фредгольма верна не для всех
ограниченных линейных операторов. В частности, интегральный
оператор Вольтерра с ядром k = 1 взаимно однозначно отобра-
жает банахово пространство E = C [a, b] на его собственную часть
и имеет разрывный обратный оператор.

В [74] доказана альтернатива Фредгольма для операторных
аналитических функций. Из нее выводятся теоремы Рисса —
Шаудера и Гильберта — Шмидта для компактных операторов.
Операторные аналитические функции подробно описываются
в [96, гл. 4, § 3]. В [63, гл. 2, § 9] доказывается альтернатива
Фредгольма для идемпотентных интегральных операторов, вве-
денных там.

4.7. Самосопряженные операторы

Среди операторов в гильбертовом пространстве выделяются
эрмитовы и нормальные. Они определяются с помощью сопря-
женных операторов. По некоторым своим свойствам эрмитовы
операторы похожи на вещественные числа, а нормальные — на
комплексные. В этом разделе, как правило, рассматриваются
комплексные отделимые пространства и обобщаются определе-
ния, данные в п. 4.6.3.

Систематическое изложение теории двойственности для ло-
кально выпуклых пространств есть в [124, гл. 8]. Там в качестве
примеров сопряженных операторов рассматриваются векторные
меры и интегралы векторных функций.

4.7.1. Банаховы сопряженные операторы

Рассмотрим: нормированные пространства E и F , плотное
в E подпространство A, линейный оператор T : A → F , алгеб-
раические сопряженные пространства A∗, E∗, F ∗, топологиче-
ские сопряженные пространства A′, E ′, F ′. Так как Ā = E, то
каждый функционал a′ ∈ A′ продолжается по непрерывности до
функционала x′ ∈ E ′ и такое продолжение единственное.
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1. Равенство

S∗y∗ = y∗T (y∗ ∈ F ∗)

определяет линейный оператор S∗ : A∗ → F ∗. Он алгебраиче-
ски сопряжен с оператором T . Рассмотрим еще подпространство
B′ = F ′ ∩ (S∗)−1A′, составленное из всех y′ ∈ F ′, для которых
S∗y′ = a′ ∈ A′. Если y′ ∈ B′, то, заменяя a′ ∈ A′ его непрерывным
продолжением x′ ∈ E ′, получаем в результате линейный опера-
тор T ′ : B′ → E ′. Он называется банаховым сопряженным для
оператора T и определяется равенствами

x′ = T ′y′ (y′ ∈ B′), x′(x) = y′(Tx) (x ∈ A).

Если A = E и оператор T ограничен, то B′ = F ′ и сопряжен-
ный оператор T ′ тоже ограничен [116, п. 2.11]. Такие операторы
рассматривались в п. 4.6.3.

2. Сопряженный оператор T ′ для любого плотно определен-
ного оператора T всегда замкнут [116, п. 2.11]. Но его область
определения B′ может быть тривиальной — состоять только из
нулевого функционала на F . Свойства сопряженных операторов
подробно описаны в [32, гл. 7; 35, гл. 3; 116, п. 2.11]. В [35] есть
много примеров.

4.7.2. Гильбертовы сопряженные операторы

Определим гильбертовы сопряженные операторы независимо
от банаховых.

1. Рассмотрим: гильбертовы пространства E и F , их век-
торные подпространства A и B, линейные операторы T : A → F
и S : B → E. Если

Tx · y = x · Sy (x ∈ A, y ∈ B),

то будем говорить, что операторы T и S сопряжены друг с дру-
гом. Например, нулевой оператор T = 0 на нулевом подпро-
странстве A = {0} сопряжен с каждым линейным оператором
S : B → E. Если A плотно в E, то функционал a′ ∈ A′ со значе-
ниями a′(x) = x · Sy (x ∈ A) продолжается по непрерывности до
функционала x′ ∈ E ′ со значениями x′(x) = x · Sy (x ∈ E). Это
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позволяет среди всех сопряженных с T операторов S выбрать
максимальный. Возьмем множество A∗ всех y∗ ∈ F , для которых

Tx · y∗ = x · x∗ (x ∈ A)

при некотором x∗ ∈ E. Это векторное подпространство гиль-
бертова пространства F . Так как Ā = E, то нужный элемент
единственный: из x · x∗1 = x · x∗2 (x ∈ A) следует x · x∗1 = x · x∗2
(x ∈ E) и x∗1 = x∗2. Значит, выписанное равенство определяет опе-
ратор T ∗ : A∗ → E, который отображает y∗ ∈ A∗ в x∗ = Ty∗ ∈ E.
Легко проверить, что оператор T ∗ линеен:

Tx · (β1y
∗
1 + β2y

∗
2

)
= β1

(
Tx · y∗1

)
+ β2

(
Tx · y∗2

)
= β1

(
x · x∗1

)
+ β2

(
x · x∗2

)
= x · (β1x

∗
1 + β2x

∗
2

)
при y∗j ∈ A∗, x∗j = Ty∗j и произвольных числах βj (j = 1, 2). Из
определений следует, что T ∗ сопряжен с T и что всякий оператор
S : B → E, сопряженный с T , является сужением оператора T .

Таким образом, гильбертов сопряженный к плотно опреде-
ленному T : A→ F оператор T ∗ : A∗ → E действует на те и толь-
ко те y∗ ∈ F , для которых существует x∗ ∈ E такой, что Tx ·y∗ =
x · x∗ при всех x ∈ A, и тогда T ∗y∗ = x∗. Заметим, что ядро T ∗
равно ортогональному дополнению образа T :

Ker(T ∗) = (RanT )⊥.

Если оператор T ∗ тоже плотно определен (A∗ = F ), то и для
него можно определить сопряженный оператор T ∗∗ : A∗∗ → F
(A∗∗ ⊆ E). Из определений следует, что T ∗∗ является продол-
жением T и A ⊆ A∗∗. При этом A∗∗ = E, когда T ограничен.

Упражнение. Проверить сформулированные утверждения.

2. Свойства операторов T и T ∗ тесно связаны со свойствами
их графиков [32, гл. 7, п. 2; 74, VIII.1]. Нетрудно проверить, что

G(T ∗) = W (T )⊥, W (T ) = {(−Tx, x) : x ∈ A}.

В самом деле,

W (T )⊥ = {(y, y∗) : (y, y∗) · (−Tx, x) = −y ·Tx+y∗ ·x = 0 (x ∈ A)}.
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График G(T ∗), как всякое ортогональное дополнение, замкнут.
Если T взаимно однозначен и имеет плотный образ (RanT = F ),
то T ∗ тоже взаимно однозначен и (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Упражнение. Доказать это.

Свойства гильбертовых сопряженных операторов подробно
описаны в [74, VIII.1; 148, 4.4 ]. Там есть доказательства всех
указанных свойств и примеры. Условимся дальше гильбертовы
сопряженные операторы называть коротко сопряженными.

Пример 1 (оператор умножения). Пусть E = F =L 2(R, dx) и Tf = g,
g(x) = x · f(x) (x ∈ R). Оператор T называется оператором умножения
на независимую переменную. Его область определения A задается условием
g ∈ L 2. Нетрудно проверить, что Ā = L 2, оператор T неограничен и T∗ = T .

Пример 2 (оператор дифференцирования). Пусть E = F =
L 2([0, 1], dx) и Tf = g, g(x) = i−1 · f ′(x) (x ∈ [0, 1]). Производные вычи-
сляются почти всюду и областью определения A оператора T считается мно-
жество всех абсолютно непрерывных функций f с производными f ′ ∈ L 2,
удовлетворяющих условиям f(0) = f(1) = 0. Можно доказать, что T плотно
определен и неограничен, а оператор T∗ является его продолжением на мно-
жество A∗ всех абсолютно непрерывных функций f с производными f ′ ∈ L 2

(без граничных условий): T∗ ⊇ T , T∗ �= T .
Если вместо L 2([0, 1], dx) взять L 2(R, dx) и не фиксировать значений f ,

то будет верно равенство T∗ = T .

Упражнение. Доказать сформулированные в примерах утверждения
(см. [32, гл. 7]).

Подчеркнем, что так как теория описана для отделимых про-
странств, то в примерах точками считаются классы эквивалент-
ных по лебеговой мере функций. Можно было бы в теории рас-
сматривать и неотделимые пространства, делая нужные оговорки
и заменяя равенства эквивалентностями.

4.7.3. Эрмитовы и нормальные операторы

В этом пунктe и пп. 4.7.4, 4.7.5 рассматриваются линейные
операторы T : A → H , определенные на плотном векторном под-
пространстве A гильбертова пространства H , и сопряженные
с ним операторы T ∗ : A∗ → H , определенные на подпространст-
ве A∗ пространства H .

1. Если оператор T ∗ является продолжением T , то опера-
тор T называется симметричным. Для него верно равенство

Tx · y = x · Ty (x, y ∈ A),
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но возможно A∗ �= A, как и в примере 2 п. 4.7.2. Если T ∗ = T ,
то оператор T называется самосопряженным. Для него верно то
же самое равенство и, кроме того, A∗ = A. Самосопряженный
оператор T замкнут вместе с T ∗. В частности, операторы умно-
жения и дифференцирования в примерах 1 и 2 п. 4.7.2 замкнутые.
Если взаимно однозначный оператор T самосопряжен, то обрат-
ный оператор T−1 тоже самосопряжен. Это следует из свойств
связанных с ними графиков. Если T замкнут, то операторы TT ∗
и T ∗T самосопряженные (см. [32, гл. 7, п. 3]).

Упражнение. Доказать сформулированные утверждения.

Если A = H , то самосопряженный оператор T : A → H на-
зывается эрмитовым. Например, матричный диагональный опе-
ратор с вещественными собственными числами эрмитов. Для эр-
митова оператора T : H → H равенство Tx · y = x · Ty верно при
всех x, y ∈ H . По теореме о замкнутом графике каждый эрмитов
оператор ограничен.

2. Оператор T называется нормальным, если он замкнут
и верно равенство TT ∗ = T ∗T . Из определений следует, что

‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ (x ∈ Dom(T ∗T ) = Dom(TT ∗)).

Можно доказать, что

Ker T = Ker T ∗ = Dom(T ∗T ) = Dom(TT ∗),

откуда
‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ (x ∈ DomT = DomT ∗).

Упражнение. Доказать эти равенства (см. [35, гл. 5, § 3].

Рассмотрим эрмитовы операторы R : H → H , S : H → H ,
оператор R + iS=T и сопряженный с ним оператор R − iS=T ∗.
Легко проверить, что TT ∗ = T ∗T тогда и только тогда, когда
RS = SR. Аналогия между нормальными операторами и ком-
плексными числами достаточно глубока [148, п. 5.6].

4.7.4. Унитарные операторы

1. Ограниченный линейный оператор T : H → H называется
изометрическим, если он сохраняет скалярное произведение:

Tx · Ty = x · y (x, y ∈ H).
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Вместо сохранения скалярного произведения можно требовать со-
хранения нормы:

‖Tx‖ = ‖x‖ (x ∈ H).

В самом деле, это равенство следует из предыдущего при
x = y. Их эквивалентность вытекает из поляризационного тож-
дества (п. 2.2.6, 3).

2. Изометрический оператор T : H → H называется уни-
тарным, если он отображает комплексное гильбертово простран-
ство H на себя: T (H) = H . Благодаря отделимости рассматри-
ваемого гильбертова пространства изометричность оператора T
влечет его взаимную однозначность: из Tx1 = Tx2 следует

‖x1 − x2‖ = ‖T (x1 − x2)‖ = ‖Tx1 − Tx2‖ = 0.

Ограниченный линейный оператор T : H → H унитарен то-
гда и только тогда, когда сопряженный с ним оператор равен
обратному: T ∗ = T−1. В самом деле, если T унитарный, то T−1

определен на H , а из условия для скалярного произведения сле-
дует, что TT ∗ = T ∗T = I . Значит, T ∗ = T−1. Обратно, если T ∗ =
T−1, то T ∗T = I и верно равенство для скалярного произведения.
Кроме того, в этом случае H = Ran(T ) = Dom(T−1) = Dom(T ∗)
и, следовательно, оператор T унитарный.

Из равенств TT ∗ = T ∗T = I следует, что унитарный опера-
тор нормальный.

4.7.5. Положительные операторы

1. Каждый оператор T : H → H определяет функционал со
значениями

ϕ(x) = Tx · x (x ∈ H).

Оператор T называется положительным, если функционал ϕ по-
ложителен: ϕ(x) ≥ 0 (x ∈ H). Положительный ограниченный
линейный оператор T : H → H эрмитов. В самом деле, если
x · Tx = Tx · x = Tx · x (x ∈ H), то вследствие поляризационного
тождества в рассматриваемом комплексном случае Tx · y = x · Ty
(x, y ∈ H).

Пример. Пусть H = R3 и оператор T в стандартной базе представ-
ляется матрицей A = (aij) с элементами aij = 1 (i ≤ j), aij = 0 (i > j).

Оператор T положительный, но не эрмитов.
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Так как

T ∗Tx · x = Tx · Tx = ‖Tx‖2 (x ∈ H),

то оператор T ∗T положителен при любом ограниченном линей-
ном T .

Будем положительность эрмитова оператора T записывать
T ≥ O. Положительность позволяет определить порядок для
эрмитовых операторов S : H → H , R : H → H . Как и для веще-
ственных чисел, S ≥ R означает, что T = S −R ≥ O, т. е.

(S − R)x · x ≥ 0 (x ∈ H).

Порядок для эрмитовых операторов обладает многими привыч-
ными свойствами, которые легко проверяются.

2. Используя операторный алгоритм Ньютона, аналогич-
ный обычному алгоритму Ньютона для извлечения квадратного
корня, можно доказать, что для каждого эрмитова оператора
T ≥ O существует единственный эрмитов S ≥ O такой, что
T = S2. При этом S перестановочен с каждым ограниченным R,
с которым перестановочен T . Оператор S называется квадрат-
ным корнем оператора T и обозначается T 1/2. Доказательство
есть в [96, гл. 4, § 2] и [103, п. 26.2].

Упражнение. Дать подробные доказательства.

Существование квадратного корня позволяет определить аб-
солютную величину

|T | = (T ∗T )1/2

ограниченного оператора T . Назовем ограниченный линейный
оператор U : H → H частично изометрическим, если

‖Ux‖ = ‖x‖ (x ∈ (KerU)⊥).

Для каждого ограниченного линейного оператора T : H → H су-
ществует единственный частично изометрический оператор
U : H → H такой, что

T = U · |T |, KerU = Ker T.

Выписанное равенство называется полярным разложением опера-
тора T . Доказательство есть в [74, гл. 6, п. 4]. Для нормально-
сти T необходимо и достаточно, чтобы операторы |T | и U были
перестановочны: |T | · U = U · |T |.



446 4.8. Спектры операторов

3. Рассмотрим ограниченный линейный оператор T : H → H
и эрмитовы операторы

A = 2−1(T + T ∗), B = (2i)−1(T − T ∗).

Ясно, что T = A + iB. Операторы A и B называются веще-
ственной и мнимой частями частями оператора T , а равенство
T = A+ iB — его декартовым разложением.

Если оператор T нормальный, то

AB = (4i)−1(T 2 − T ∗2) = BA.

Обратно, если AB = BA, то

TT ∗ = (A+ iB)(A− iB) = (A− iB)(A+ iB) = T ∗T

и оператор T нормальный. Таким образом, нормальность ограни-
ченного оператора означает перестановочность его вещественной
и мнимой частей.

Таким образом, с помощью эрмитовых операторов получены
декартово и полярное разложения ограниченных линейных опе-
раторов на гильбертовом пространстве. Нормальные операторы
выделяются перестановочностью членов разложения. В [74, гл. 8,
п. 9] теорема о полярном разложении обобщается на замкнутые
операторы. В [79, п. 12.35] теорема о перестановочности доказы-
вается с помощью функционального исчисления для операторов.

4.8. Спектры операторов

Спектр матричного оператора состоит из собственных чисел.
С помощью спектра удобно описывать многие свойства операто-
ров. В общем случае определение и исследование спектра опе-
ратора сложнее, чем в матричном. Но для некоторых классов
операторов спектральная теория тоже достаточно эффективна.

Главная задача спектральной теории операторов — решить
уравнение λx − Tx = y, где λ — число, x и y — векторы, а T —
линейный оператор. Спектральная теория исследует условия су-
ществования и единственности решения x этого уравнения и не-
прерывной зависимости решения x от правой части y.
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Спектральная теория операторов подробно излагается в фун-
даментальном труде [28]. Ей целиком посвящены два тома. Крат-
кое описание спектральной теории для банаховых алгебр есть
в дополнении к [45]. Спектральная теория для мультинормиро-
ванных алгебр изложена в [113, гл. 2]. Здесь будут рассматри-
ваться только спектры линейных операторов.

4.8.1. Классификация спектров

Рассмотрим: комплексное банахово пространство E, плотное
в нем векторное подпространство X , линейный оператор T :X→E,
линейный оператор I : E → E и число λ ∈ C. Сужение тожде-
ственного оператора I на подпространство X будем тоже обозна-
чать I . Как всегда, предположим, что пространство E ненулевое
и норма отделяет точки. Уравнение

λx− Tx = y (x ∈ X, y ∈ E) (1)

естественно приводит к оператору

S(λ, T ) = λI − T : X → E

и обратному соответствию

R(λ, T ) = (λI − T )−1 : Y → E,

где
Y = RanS(λ, T ) = S(λ, T )X.

По определению, образ

R(λ, T )y = {x : λx− Tx = y}

состоит из решений x уравнения λx− Tx = y. Поэтому соответ-
ствие R(λ, T ) называется резольвентным.

1. Характер разрешимости уравнения (1) приводит к есте-
ственному разбиению комплексных чисел λ на классы. Сначала
на два основные. Если уравнение (1) корректно разрешимо (т. е.
оператор S(λ, T ) взаимно однозначно отображает X на плотное
в E подпространство Y и обратный оператор R(λ, T ) непреры-
вен), то число λ принадлежит резольвентному множеству P (T )
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оператора T . В противном случае λ принадлежит спектру Σ(T )
оператора T . Таким образом, по определению,

Σ(T ) = C \ P (T ).

Подчеркнем, что непрерывность оператора T (и, следовательно,
оператора S(λ, T )) не предполагается. Может случиться, что опе-
ратор R(λ, T ) непрерывен, а оператор S(λ, T ) — нет.

Корректная разрешимость уравнения (1) здесь понимается
в обобщенном смысле: решение может существовать не для вся-
кой правой части y, а только для принадлежащей некоторому
плотному подпространству. Такое обобщение оправдывается
тем, что во многих важных случаях это подпространство совпа-
дает со всем пространством.

Заметим, что при λ �= 0 уравнение (1) эквивалентно уравне-
нию

x− λ−1Tx = λ−1y (x, y ∈ E). (2)

Если оператор T компактный, то это — уравнение Фредгольма.
В связи с этим уравнение (1) с компактным оператором T тоже
называется уравнением Фредгольма, а оператор S(λ, T ) = λI − T
фредгольмовым.

Спектр Σ(T ) оператора T делится на несколько частей. Пре-
жде всего выделяется точечный спектр Σp(T ), составленный из
собственных чисел λ оператора T , для которых уравнение (1) при
y = 0 имеет решение x �= 0 (т. е. для таких λ ∈ C, для которых
Tx = λx при некотором x �= 0). Определение собственных чи-
сел в общем случае такое же, как для матричных операторов.
Из определений и свойств матричных операторов следует, что
у матричного оператора T спектр точечный: Σ(T ) = Σp(T ).

2. Подпространство

H(λ, T ) = {x : Tx = λx}

пространства E называется собственным подпространством
оператора T , определяемым собственным числом λ ∈ Σp(T ). Ино-
гда удобно рассматривать H(λ, T ) = {0} при λ �∈ Σp(T ). Размер-
ность dimH(λ, T ) называется кратностью собственного числа λ
оператора T . Эта кратность может быть бесконечной.

Так как уравнение (1) линейное, то λ /∈ Σp(T ) означает, что
при каждом y ∈ Y = RanS(λ, T ) уравнение (1) имеет ровно одно
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решение. Если
–
Y = E и λ /∈ Σp(T ), λ /∈ P (T ), то говорят, что

число λ принадлежит непрерывному спектру оператора T и пи-
шут λ ∈ Σc(T ). А если

–
Y �= E, то число λ /∈ Σp(T ) относят

к остаточному спектру Σr(T ) оператора T .
Таким образом, рассматриваются разбиения

P (T ) + Σ(T ) = C, Σ(T ) = Σp(T ) + Σc(T ) + Σr(T ).

Классификацию спектров наглядно поясняет таблица, в ко-
торой записаны виды спектров и определяющие их свойства ре-
зольвентного соответствия:

R(λ, T )
Однозначно

Неоднозначно
Непрерывно Разрывно

Плотно определено P (T ) Σc(T )

Неплотно определено Σr(T )
Σp(T )

Например, если R(λ, T ) плотно определено, однозначно и непре-
рывно, то λ ∈ P (T ). Заметим, что в литературе можно встретить
и другие классификации (см., например, [74, 148]).

3. Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Пусть T = O. Тогда S(λ, T) = λ · I и Σ(T) = Σp(T) = {0}.
Пусть T = I . Тогда S(λ, T) = (λ− 1)I и Σ(T) = Σp(T) = {1}.
Пример 2. Пусть E = Cn. Тогда операторы T, S(λ, T) матричные

и Σ(T) = Σp(T) = {λ : detS(λ, T) = 0}, так как все матричные операторы
непрерывны, а взаимно однозначные матричные операторы, характеризую-
щиеся не равным нулю определителем, взаимно накрывающие.

Пример 3. Пусть X = E = C [0, 1] и Tf = g, g(u) = u · f(u)
(u ∈ [0, 1]). Ясно, что оператор T ограничен. Нетрудно убедиться в том,
что при λ /∈ [0, 1] оператор S(λ, T) является гомеоморфизмом E на E. А при
λ ∈ [0, 1] он взаимно однозначен, имеет неплотный образ и разрывный обрат-
ный. То есть при λ ∈ [0, 1] резольвентное соответствие R(λ, T) неплотно
определено, однозначно и разрывно. Значит, Σ(T) = Σr(T) = [0, 1].

Пусть теперь X = E = L 2([0, 1], du) и T — по-прежнему оператор
умножения на независимую переменную. Он снова ограничен и имеет тот
же спектр Σ(T) = [0, 1]. Но в новом пространстве резольвентный оператор
R(λ, T) плотно определен и спектр оператора T становится непрерывным:
Σ(T) = Σc(T).
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Пусть E = L 2(R, du) и рассматриваемый оператор T умножения на
независимую переменную определен на плотном в E подпространстве

X =

{
f :

∫
|u · f(u)|2 du < ∞

}
,

как и в примере 1 из п. 4.7.2. Оператор T неограничен. Нетрудно убедиться
в том, что при λ /∈ R оператор S(λ, T) является гомеоморфизмом X на E.
Можно показать, что при λ ∈ R оператор S(λ, T) взаимно однозначен, имеет
плотный образ и разрывный обратный. То есть при λ ∈ R резольвентное
соответствие R(λ, T) плотно определено, однозначно и разрывно. Значит,
Σ(T) = Σc(T) = R.

Упражнение. Дать подробные доказательства сформулированных
в примере 3 утверждений.

Пример 4. Пусть E = C [0, 1], X = C1[0, 1] и T — оператор диффе-
ренцирования: Tf = g, g(u) = f ′(u) (u ∈ [0, 1]). Пусть λ ∈ C. Каждому h ∈ E
при R(λ, T) соответствуют решения f ∈ X уравнения λf − f ′ = h, которые
имеют значения

f(u) = ceλu −
u∫

0

eλ(u−t)h(t) dt.

Здесь c = f(0) — произвольное комплексное число. Следовательно, резоль-
вентное соответствие R(λ, T) при любом λ ∈ C определено на всем E и неод-
нозначно. Значит, Σ(T) = Σp(T) = C, P(T) = O. В рассматриваемом случае
оператор T имеет чисто точечный спектр и пустое резольвентное множество.

Пусть, по-прежнему, E = C [0, 1], но оператор дифференцирования T
определен на меньшем подпространстве X, составленном из функций
f ∈ C 1[0, 1], удовлетворяющих условию f(0) = 0. Резольвентное соответ-
ствие R(λ, T) теперь определено на всем E и однозначно. Ограниченность
экспоненты под интегралом для значений решения f на отрезке [0, 1] вле-
чет непрерывность оператора R(λ, T). Значит, теперь P(T) = C, Σ(T) = 0.
Спектр оператора T пустой.

Если взять E = L 2([0, 1], du) и оператор дифференцирования T опреде-
лить на подпространстве X абсолютно непрерывных функций, то все будет
так же: без условия f(0) = 0 будет пустым резольвентное множество P(T),
а при условии f(0) = 0 будет пустым спектр Σ(T). Это соответствует суще-
ству дела: без дополнительных условий решение рассматриваемого диффе-
ренциального уравнения не единственно, а с дополнительным условием оно
корректно разрешимо. Подчеркнем, что благодаря непрерывности функций
f ∈ X условие f(0) = 0 имеет смысл и в пространстве E = L 2([0, 1], du),
так как эквивалентные по лебеговой мере непрерывные функции равны и по-
этому в каждом классе эквивалентных функций не больше одной непрерыв-
ной (см. [74, VIII.2]).

Пусть E = L 2(R, du) и оператор дифференцирования T с множите-
лем i−1, как в примере 2 из п. 4.7.2, определен на подпространстве X всех аб-
солютно непрерывных на каждом отрезке функций. В этом случае спектр T
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такой же, как и у оператора умножения на независимую переменную: Σ(T) =
Σc(T) = R. Это объясняется тем, что рассматриваемые операторы диффе-
ренцирования и умножения унитарно эквивалентны: они получаются друг из
друга с помощью унитарного преобразования Фурье — Планшереля.

Упражнение. Доказать это [32, гл. 9, п. 6; 148, п. 10.1].

Пример 5. Пусть X = E = L 2([0, 1], du) и Tf = g, где g(v) =
v∫
0

f(u) du

(v ∈ [0, 1]). Оператор T взаимно однозначен, компактен, и при λ �= 0 опера-
тор S(λ, T) = λI − T взаимно однозначен. По теореме Рисса о взаимно од-
нозначных фредгольмовых операторах обратный оператор R(λ, T) определен
на всем E и непрерывен. Вместе с тем обратный к компактному −T = S(0, T)
оператор R(0, T) разрывен. Это оператор дифференцирования и он определен
на плотном в E подпространстве абсолютно непрерывных функций, равных
нулю в точке 0. Значит, Σ(T) = Σc(T) = {0}.

Если взять E = C [0, 1], то образ S(0, T) не будет плотным и непрерыв-
ный спектр превратится в остаточный: Σ(T) = Σr(T) = {0}.

Примеры показывают, что спектр существенно зависит от
выбора пространства, в котором действует оператор.

4.8.2. Спектр замкнутого оператора

1. Если оператор T замкнут, то для каждого числа λ ∈
P (T ) резольвентное соответствие R(λ, T ) является определенным
на всем E ограниченным оператором. Это позволяет определить
на резольвентном множестве P = P (T ) операторную функцию
R = R(·, T ) со значениями в банаховой алгебре B = B(E,E)
ограниченных линейных операторов, действующих в E.

Лемма. Если T замкнут и λ ∈ P , то RanS(λ, T ) = E.
� По определению резольвентного множества P при λ ∈ P

образ S(λ, T ) = λI−T плотен в E и для доказательства утвержде-
ния достаточно проверить замкнутость RanS(λ, T ). Она следует
из замкнутости оператора T . �

Из леммы и определения резольвентного соответствия сле-
дует, что R(λ) = R(λ, T ) ∈ B при λ ∈ P . Значит, резольвента R
действительно отображает P в B.

2. Функция R называется аналитической, если ее компо-
зиция x′R : P → C с каждым функционалом x′ ∈ E ′ является
аналитической функцией. Это равносильно тому, что множество
P ⊆ C открыто и функция R разлагается в степенной ряд с коэф-
фициентами из B в некоторой окрестности каждой точки λ ∈ P
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(см. [74, теорема VI.4]). Операторные аналитические функции
обладают многими свойствами числовых [32, гл. 8, п. 2].

Теорема. Резольвентное множество P = P (T ) замкнуто-
го оператора T открыто и его резольвента R = R(·, T ) является
аналитической функцией.

� Возьмем λ ∈ P и выберем μ ∈ C так, чтобы норма опера-
тора U = (λ − μ) · R(λ) была строго меньше единицы: ‖U‖ < 1.
Для этого достаточно, чтобы |λ−μ|‖R(λ)‖< 1. Тогда, благодаря
формуле для суммы операторной прогрессии, оператор I − U бу-
дет обратим: (I − U)−1 ∈ B. И, следовательно,

R(μ) = (μI − T )−1 = (μI − λI + λI − T )−1

= (λI − T )−1[I − (λ− μ)(λI − T )−1]−1 = R(λ)(I − U)−1 ∈ B,

т. е. μ ∈ P . Значит, круг B(λ, r) с центром λ и радиусом
r ∈]0, ‖R(λ)‖−1[ содержится в P . Множество P открыто.

По формуле для суммы операторной прогрессии при |μ−λ|<r
верны равенства

R(μ) = R(λ+ (μ− λ)) =
∑

(−1)nRn+1(λ)(μ− λ)n.

Значит, функция R аналитическая. �
Так как дополнение к открытому множеству в комплексной

плоскости замкнуто, то из доказанной теоремы непосредственно
вытекает

Следствие. Спектр замкнутого оператора является
замкнутым множеством.

В частности, конечное множество, составляющее спектр ма-
тричного оператора, замкнуто.

3. Возьмем числа λ, μ и замкнутые операторы T , U , опреде-
ленные на одном и том же плотном в E подпространстве A. Обо-
значим через IA, IE тождественные преобразования A, E. Верны
равенства

R(λ, T )−R(μ, U) = R(λ, T ) · IE − IA · R(μ, U)
= R(λ, T ) · [S(μ, U) · R(μ, T )]− [R(λ, T ) · S(λ, T )] ·R(μ, T )

= R(λ, T ) · [S(μ, U)− S(λ, T )] · R(μ, U).



4.8.3. Спектр ограниченного оператора 453

Из этих равенств при U = T и при μ = λ вытекают резольвентные
уравнения

R(λ, T )−R(μ, T ) = −(λ− μ) · R(λ, T ) · R(μ, T ),
R(λ, T )−R(λ, U) = R(λ, T ) · (T − U) · R(λ, U).

Первое из этих уравнений называется тождеством Гиль-
берта. Из него следует, что

R(λ) · R(μ) = R(μ) · R(λ)

и
R′(λ) = lim

μ→λ
(μ− λ)−1[R(μ)− R(λ)] = −R2(λ).

4. Существует простая связь между замкнутым операто-
ром T и его банаховым сопряженным T ′:

Σ(T ′) = Σ(T ), R(λ, T ′) = R(λ, T )′

для каждого числа λ из общего для операторов T и T ′ резоль-
вентного множества. Если пространство E гильбертово и T ∗ —
гильбертов сопряженный для T , то

Σ(T ∗) = Σ(T )∗, R(λ, T ∗) = R(λ∗, T )∗

для каждого λ∗ ∈ P (T ). Здесь Σ(T )∗ = {λ∗ : λ ∈ Σ(T )} —
зеркальное отражение в вещественной оси множества Σ(T ).

Упражнение. Доказать сформулированные утверждения (см. [32, гл. 8,

п. 6]).

В [35, гл. 3, § 6] есть подробно разобранные примеры резоль-
вент дифференциальных операторов.

4.8.3. Спектр ограниченного оператора

1. Ограниченный оператор замкнут. Поэтому все сказанное
о спектре замкнутого оператора верно и для спектра ограничен-
ного оператора. Но у ограниченного оператора спектр еще непуст
и ограничен.
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Пусть T ∈ B = B(E,E) — ограниченный линейный опера-
тор, действующий в банаховом пространстве E �= {0}. По фор-
муле для суммы операторной прогрессии при |λ| > ‖T‖ верны
равенства

R(λ, T ) = (λI−T )−1 = λ−1(I−λ−1T )−1 = λ−1
∑

λ−nTn (n ≥ 0).

Следовательно, λ ∈ P (T ) при |λ| > ‖T‖ и спектр Σ(T ) содержится
в замкнутом круге с центром 0 и радиусом ‖T‖. Вне этого круга
резольвента разлагается в выписанный лорановский ряд.

Применяя инверсию z = λ−1 и формулу для радиуса сте-
пенного ряда, нетрудно убедиться в том, что резольвентный ряд
с членами λ−nTn = Tnzn имеет сумму при |λ| > ρ(T ) и не имеет
ее при |λ| < ρ(T ) для числа ρ(T ) = lim(‖Tn‖1/n). Это число на-
зывается спектральным радиусом оператора T . Возможно, что
ρ(T ) = 0, как для интегрального оператора Вольтерра. Можно
доказать [96, гл. 4, § 3], что последовательность чисел ‖Tn‖1/n
сходится и поэтому

ρ(T ) = lim(‖Tn‖1/n).

Упражнение. Доказать равенства для ρ(T).

2. Спектр ограниченного оператора описывает

Теорема. Спектр Σ(T ) ограниченного оператора T есть
непустое ограниченное замкнутое множество, содержащееся в
круге

–
B(0, ρ(T )).

� Ограниченность Σ(T ) была доказана: Σ(T ) ⊆ –
B(0, ‖T‖).

Включение Σ(T ) ⊆ –
B(0, ρ(T )) следует из определения спектраль-

ного радиуса ρ(T ). Замкнутость Σ(T ) вытекает из замкнутости
оператора T . Остается доказать непустоту Σ(T ).

Заметим, что ‖R(λ, T )‖ ≤ (|λ| − ‖T‖)−1 при |λ| > ‖T‖, и по-
этому ‖R(λ, T )‖ → 0 при |λ| → ∞. Если Σ(T ) = O, то P (T ) = C
и резольвента является целой аналитической функцией. По тео-
реме Лиувилля, верной и для операторных функций комплексной
переменной, тогда резольвента R(·, T ) равна некоторой постоян-
ной C ∈ B. Так как ‖R(λ, T )‖ → 0 при |λ|∞, то C — нулевой
оператор на E. По предположению E �= {0} и нулевой оператор
на E не взаимно однозначен. Поэтому он не может быть значе-
нием резольвенты оператора T . Следовательно, спектр Σ(T ) не
может быть пустым. �
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3. Нетрудно убедиться в том, что для спектрального радиуса
верны равенства

ρ(T ) = inf{‖Tn‖1/n : n ≥ 1} = sup{|λ| : λ ∈ Σ(T )}.
Они помогают его вычислять.

Упражнение. Доказать эти равенства.
Возьмем числа a0, a1, . . . , an и рассмотрим операторный по-

лином
p(T ) = a0I + a1T + · · ·+ anT

n.

Нетрудно проверить, что

Σ(p(T )) = p(Σ(T )) = {p(λ) : λ ∈ Σ(T )},
где

p(λ) = a01 + a1λ+ · · ·+ anλ
n.

Этот результат — частный случай общей теоремы об отображе-
нии спектров [74, VII.1].

4.8.4. Спектр компактного оператора

Компактные операторы во многих отношениях ведут себя
почти так же, как матричные. Спектры компактных операторов
описывает

Теорема Рисса — Шаудера. Пусть T — компактный
оператор в банаховом пространстве E. Тогда:

(1) Каждое число λ �= 0 из спектра Σ(T ) является собствен-
ным числом для T .

(2) Вне каждого круга с центром 0 и радиусом r > 0 в ком-
плексной плоскости C содержится только некоторое конечное
множество точек спектра Σ(T ).

(3) Каждое собственное число λ �= 0 оператора T имеет
конечную кратность.

Конечное множество точек спектра вне некоторого круга в C
может быть, в частности, пустым (например, для матричных опе-
раторов). Спектр Σ(T ) является счетным множеством.

Особая роль точки 0 хорошо видна у бесконечных диагональ-
ных операторов в пространстве E = l2 последовательностей. Та-
кие операторы компактны тогда и только тогда, когда диагональ-
ные элементы стремятся к нулю. Поэтому среди них не может
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быть бесконечно повторяющегося числа, не равного нулю. А нуль
может повторяться бесконечно много раз.

Из теоремы Рисса — Шаудера следует, что единственной
неизолированной точкой спектра Σ(T ) компактного оператора T
может быть только точка 0. Каждая точка λ �= 0 спектра Σ(T )
имеет окрестность, в которой нет других точек Σ(T ).

Теорема Рисса — Шаудера тесно связана с теоремами Фред-
гольма. Конечномерность собственных подпространств H(λ, T )
позволяет сводить фредгольмовы уравнения к матричным при
λ �= 0.

Доказательства теоремы Рисса —- Шаудера есть в [32, гл. 10,
п. 5; 74, гл. 6, п. 5; 35, гл. 3, п. 7].

4.8.5. Спектр самосопряженного оператора

Рассмотрим ненулевое комплексное гильбертово простран-
ство H , плотное в нем векторное подпространство A, линейный
оператор T : A → H , тождественный оператор I : H → H , чи-
сло λ ∈ C, оператор S(λ, T ) = λI − T : A → H . А вместе с ними
гильбертовы сопряженные T ∗ : A∗ → H и S∗(λ, T ) = S(λ∗, T ∗) =
λ∗I − T ∗ : A∗ → H . Если оператор T взаимно однозначен и имеет
плотный образ RanT = T (A), то оператор T ∗ тоже взаимно од-
нозначен и (T ∗)−1 = (T−1)∗.

1. Спектр самосопряженного оператора описывает

Теорема. Пусть T = T ∗. Тогда

Σ(T ) = {λ : RanS(λ, T ) �= H} ⊆ R.

При этом

Σp(T ) = {λ : RanS(λ, T ) �= H,Ran S(λ, T ) �= H}, (1)

Σc(T ) = {λ : RanS(λ, T ) �= H,Ran S(λ, T ) = H}, (2)
Σr(T ) = O. (3)

� Заметим, что при T = T ∗, Tu = λu, ‖u‖ = 1 верны равен-
ства

λ = u · λu = u · Tu = Tu · u = (λu) · u = λ∗
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и поэтому Σp(T ) ⊆ R.
Пусть Λ = {λ : RanS(λ, T ) �= H}. Докажем, что Σp(T ) = Λ.

В самом деле, из теоремы об ортогональной проекции следует,
что λ ∈ Λ равносильно соотношению B = RanS(λ, T )

⊥ �= {0}.
Поэтому S(λ, T )x · b = 0 (x ∈ A) при некотором b �= 0, b ∈ B.
Значит, x · S∗(λ, T )b = 0 (x ∈ A), S(λ∗, T )b = 0, λ∗ ∈ Σp(T )
и λ = λ∗ ∈ Σp(T ), так как Σp(T ) ⊆ R. Равенство (1) теоремы
доказано.

По определению, Σr(T ) ⊆ Λ и Σr(T ) ∩ Σp(T ) = O. При
Σp(T ) = Λ это возможно в том и только том случае, когда
Σr(T ) = 0. Равенство (3) теоремы доказано.

Докажем, что Σ(T ) ⊆ R, т. е. что C \ R ⊆ P (T ). Пусть
λ = μ+ iν, где μ, ν ∈ R. Заметим, что при z = (μI −T )x и T = T ∗
верны равенства

z · x = (μI − T )x · x = x · (μI − T )x = x · z,
‖(λI − T )x‖2 = ‖z + iνx‖2

= ‖z‖2 + iν(z ·x)− iν(x · z) +ν2 · ‖x‖2 = ‖z‖2 +ν2 · ‖x‖2 (x ∈ A).

Следовательно, ‖S(λ, T )x‖ ≥ |ν| · ‖x‖ (x ∈ A). Если λ /∈ R, ν �= 0,
то отсюда вытекает взаимная однозначность оператора S(λ, T ).
Так как по доказанному Λ = Σp(T ), то λ ∈ Λ и RanS(λ, T ) = H .
Значит, при λ /∈ R резольвентное соответствие плотно определено
и однозначно. А так как

‖R(λ, T )y‖ ≤ |ν|−1 · ‖y‖ (y ∈ S(λ, T )x, x ∈ A),

то оператор R(λ, T ) непрерывен. Поэтому λ ∈ P (T ).
Докажем теперь равенство (2) теоремы. Обозначим его пра-

вую часть буквойM . Покажем, что Σc(T ) ⊆M . Пусть λ ∈ Σc(T ).
Тогда по определению непрерывного спектра RanS(λ, T ) = H
и оператор R(λ, T ) разрывен. А так как по доказанному Σ(T ) ⊆ R,
то λ = λ∗ и R(λ, T )∗ = R(λ, T ) при T = T ∗. Следовательно, опе-
ратор R(λ, T ) замкнут. По теореме о замкнутом графике из не-
ограниченности R(λ, T ) вытекает, что RanS(λ, T ) �= H . Значит,
λ ∈M и Σc(T ) ⊆M .

Докажем обратное включение. Пусть λ ∈ M . Тогда по до-
казанному λ /∈ Σp(T ) и R(λ, T ) есть плотно определенный опе-
ратор. Остается показать, что R(λ, T ) неограничен. Самосо-
пряженный оператор T = T ∗ замкнут. Если R(λ, T ) ограничен,
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то λ ∈ P (T ) и по теореме о резольвенте замкнутого оператора
RanS(λ, T ) = H . Это противоречит предположению λ ∈ M .
Значит, R(λ, T ) — плотно определенный разрывный оператор,
λ ∈ Σc(T ) и M ⊆ Σc(T ). Равенство (2) теоремы доказано. �

2. Другую характеристику спектра самосопряженного опе-
ратора можно дать, определив предельный спектр.

Число λ ∈ C, для которого существуют векторы un ∈ A,
‖un‖ = 1 такие, что λun − Tun → 0, называется предельным
собственным числом линейного оператора T : A → H . Обозна-
чим Σl(T ) множество всех предельных собственных чисел опера-
тора T и назовем Σl(T ) предельным спектром T . Из определений
следует, что Σp(T ) ⊆ Σl(T ): каждое собственное число является
вместе с тем и предельным собственным числом.

Используя полученные при доказательстве теоремы о спек-
тре самосопряженного оператора оценки для норм операторов
R(λ, T ) и S(λ, T ), нетрудно доказать

Критерий Вейля. Пусть T = T ∗. Тогда Σ(T ) = Σl(T ).
То есть число принадлежит спектру самосопряженного опе-

ратора ессли оно является его предельным собственным числом.
Упражнение. Доказать критерий Вейля [74, VII.3].

3. Самосопряженные операторы, определенные на всем гиль-
бертовом пространстве H , мы условились называть эрмитовыми.
По теореме о замкнутом графике из замкнутости оператора T =
T ∗ : H → H следует его ограниченность. Она влечет ограничен-
ность спектра Σ(T ) эрмитова оператора T .

Используя теорему Рисса о представлении линейных функ-
ционалов, легко убедиться в том, что равенство B(z, x) = Tx · z
(x, z ∈ H) устанавливает взаимно однозначное соответствие меж-
ду эрмитовыми операторами на H и эрмитовыми формами на
H ×H . Поляризационное тождество

B(z, x) = 4−1[B(z + x, z + x)
− B(z − x, z − x)− iB(z + ix, z + ix) + iB(z − ix, z − ix)]

устанавливает взаимно однозначное соответствие между эрмито-
выми формами и квадратичными формами

Q(x) = B(x, x) = Tx · x (x ∈ H)
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на рассматриваемом комплексном гильбертовом пространстве H .
Это позволяет отождествлять эрмитовы операторы с определяе-
мыми ими квадратичными формами и описывать с помощью ква-
дратичных форм свойства эрмитовых операторов и их спектры.

Так как T = T ∗, то

Q(x) = Tx · x = x · Tx = Tx · x (x ∈ H),

и все значения квадратичной формы Q вещественные: Q(x)∈R.
Заметим, что квадратичная форма Q определяется своими значе-
ниями на единичной сфере:

Q(x) = B(x, x) = ‖x‖2B(u, u) = ‖x‖2 ·Q(u)

для u = ‖x‖−1 · x, x �= 0. Кроме того, Q(0) = B(0, 0) = 0. Ограни-
ченность T влечет ограниченность Q на сфере S:

|Q(u)| = |Tu · u| ≤ ‖Tu‖ ≤ ‖T‖
при ‖u‖ = 1. Поэтому можно рассматривать грани

a = inf{Tu · u : ‖u‖ = 1}, b = sup{Tu · u : ‖u‖ = 1},
c = sup{|Tu · u| : ‖u‖ = 1}

множеств значений Q(u) и |Q(u)| на сфере S. Заметим, что

|Q(x)| ≤ c · ‖x‖2 (x ∈ H).

4. Лемма. ‖T‖ = max{|a|, |b|}= c.

� Было показано, что |Q(x)| ≤ ‖T‖ при ‖u‖ = 1 и, следова-
тельно, c ≤ ‖T‖. Докажем обратное неравенство. Пусть ‖u‖ = 1,
Tu �= 0 и z = ‖Tu‖−1 · Tu. Тогда

B(z, u) = Tu · z = ‖Tu‖−1‖Tu‖2 = ‖Tu‖.
Используя поляризационное тождество, вещественность Q(x) =
B(x, x), неравенство |Q(x)| ≤ c · ‖x‖2 и тождество параллело-
грамма, получаем

‖Tu‖ = B(z, u) = 4−1|Q(z + u)−Q(z − u)|
≤ 4−1(|Q(z + u)|+ |Q(z − u)|) ≤ 4−1c(‖z + u‖2 + ‖z − u‖2)

≤ 2−1c(‖z‖2 + ‖u‖2) = 2−1c · 2 = c.
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Следовательно, ‖T‖ = sup{‖Tu‖ : ‖u‖ = 1} ≤ c и ‖T‖ = c.
Равенство max{|a|, |b|} = c вытекает из определения чисел

a, b, c. В этом легко убедиться, рассмотрев три возможности:
0 < a ≤ b, a ≤ b < 0, a ≤ 0 ≤ b. В первой из них c = b, во второй
c = −a и в третьей c = max{−|a|, |b|}. �

5. Спектр эрмитова оператора описывает

Теорема. {a, b} ⊆ Σ(T ) ⊆ [a, b].
� Рассмотрим сначала положительный эрмитов оператор A

и докажем, что ‖A‖ ∈ Σ(A). Так как спектр самосопряженного
оператора совпадает с его предельным спектром, то достаточно
показать, что μ = ‖A‖ является предельным собственным числом
оператора A.

Так как A ≥ O, то |Au · u| = Au · u ≥ 0, и по лемме

μ = sup{|Au · u| : ‖u‖ = 1} = sup{Au · u : ‖u‖ = 1}.
Поэтому существуют un ∈ H , ‖un‖ = 1, такие, что Aun · un >
μ− 1/n. Следовательно,

‖(μI − A)un‖2 = μ2 − 2μ · Aun · un + ‖Aun‖2
≤ μ2 − 2μ(μ− 1/n) + μ2 = 2μ/n (n ≥ 1),

‖S(μ, A) · un‖ ≤ (2μ/n)1/2 → 0 n→∞.
Значит, μ ∈ Σl(A).

Рассмотрим операторы A = T − aI , B = bI − T . Так как
a ≤ Tu · u ≤ b (‖u‖ = 1), то A ≥ O, B ≥ O. Легко проверить, что
‖A‖ = ‖B‖ = b−a. По доказанному b−a ∈ Σ(A), b−a ∈ Σ(B). Из
определений следует, что μ ∈ Σ(A) равносильно λ = μ+ a ∈ Σ(T )
и ν ∈ Σ(B) равносильно λ = b−ν ∈ Σ(T ). Поэтому a = b−(b−a) ∈
Σ(T ), b = (b− a) + a ∈ Σ(T ). Значит, {a, b} ⊆ Σ(T ).

Из самосопряженности и ограниченности операторов A и B
вытекает, что их спектры вещественные и ограничены числами
−(b − a), b− a. Так как Σ(T ) = Σ(A) + a = b − Σ(B), то спектр
оператора T ограничен числами a = b− (b− a) и b = (b− a) + a.
В самом деле, если λ = μ + a = b − ν, μ ∈ Σ(A), ν ∈ Σ(B), то
λ ≤ (b−a) +a, μ ≤ b−a, −(b−a) ≤ ν и λ = μ+a ≤ (b−a) +a = b,
λ = b− ν ≥ b− (b− a) = a. Значит, Σ(T ) ⊆ [a, b]. �

6. Из теоремы о спектре эрмитова оператора вытекает много
полезных следствий.
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Следствие 1. Эрмитов оператор положителен ессли его
спектр состоит только из положительных чисел.

� Пусть T эрмитов, T ≥ O. Тогда, по определению, Tu·u ≥ 0
(‖u‖ = 1) и, значит, a = inf{Tu · u : ‖u‖ = 1} ≥ 0. Следовательно,
по доказанной теореме Σ(T ) ⊆ [a,∞[ ⊆ [0,∞[. Обратно, если
a ≥ 0, то Tx · x = ‖x‖2(Tu · u) ≥ a · ‖x‖2 ≥ 0 при u = ‖x‖−1 · x,
x �= 0, x ∈ H . Значит, T ≥ O. �

Следствие 2. Спектральный радиус ρ(T ) эрмитова опера-
тора T равен его норме ‖T‖.

� В самом деле, так как ‖Tn‖ ≤ ‖T‖n, то ρ(T ) = lim(‖Tn‖1/n)
≤ ‖T‖. А так как по лемме и теореме ‖T‖ = max{|a|, |b|}
и a ∈ Σ(T ), b ∈ Σ(T ), то ρ(T ) = sup{|λ| : λ ∈ Σ(T )} ≥ ‖T‖. �

Рассмотрим n-мерное комплексное пространство H = Cn, ма-
тричный оператор T , сопряженный с ним оператор T ∗ и их про-
изведение S = T ∗T . Заметим, что S — положительный эрмитов
оператор:

S∗ = (T ∗T )∗ = T ∗ · T ∗∗ = T ∗T = S,

Sx · x = T ∗Tx · x = Tx · Tx = ‖Tx‖2 ≥ 0 (x ∈ H).

Собственные числа оператора S называются сингулярными чи-
слами оператора T . Обозначим их σk (1 ≤ k ≤ n). По след-
ствию 1 из S ≥ 0 вытекает σk ≥ 0. Выделим наибольшее число
σ = max{σk : 1 ≤ k ≤ n}.

Следствие 3. Евклидова норма матричного оператора
равна квадратному корню из его наибольшего сингулярного
числа.

� В самом деле, Σ(S) = {σk : 1 ≤ k ≤ n} и σk ≥ 0. По
следствию 2 отсюда вытекает, что ‖S‖ = ρ(S) = max{σk : 1 ≤
k ≤ n} = σ. Вместе с тем по лемме ‖S‖ = sup{|Su · u| : ‖u‖=1} =
sup{Su · u : ‖u‖ = 1} = sup{‖Tu‖2 : ‖u‖ = 1} = ‖T‖2. Следова-
тельно, ‖T‖2 = σ и ‖T‖ = σ1/2. �

В частности, если матричный оператор T эрмитов, то
T ∗ = T , S = T 2, σk = λ2

k, где λk — собственные числа опера-
тора T . И поэтому ‖T‖ = max{|λk| : 1 ≤ k ≤ n}. Норма ма-
тричного эрмитова оператора равна наибольшей из абсолютных
величин его собственных чисел.
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Следствие 4. Векторы, принадлежащие различным соб-
ственным подпространствам эрмитова оператора, ортого-
нальны.

� Пусть оператор T эрмитов, x ∈ H(λ, T ), y ∈ H(μ, T )
и λ �= μ. Если H(λ, T ) = {0} или H(μ, T ) = {0}, то x = 0 или
y = 0 и x ·y = 0. Предположим, что λ ∈ Σp(T ) и μ ∈ Σp(T ). Тогда
так как Σp(T ) ∈ R, то

λ(x · y) = Tx · y = x · Ty = μ(x · y),

и поэтому x · y = 0. �
Таким образом, H(λ, T ) ⊥ H(μ, T ) при λ �= μ для эрмитова

оператора T .
7. Среди собственных векторов матричного эрмитова опера-

тора, действующего в конечномерном евклидовом пространстве,
можно выбрать векторы, составляющие ортонормальную базу
этого пространства. То же самое верно и для компактного эр-
митова оператора, действующего в сепарабельном гильбертовом
пространстве.

Предположим дополнительно, что рассматриваемое гильбер-
тово пространство H сепарабельно и, значит, в нем существует
счетная ортонормальная база (hk), составленная из попарно ор-
тогональных нормированных векторов hj ⊥ hk (j �= k), ‖hk‖ = 1.
А для каждого x ∈ H существует единственное семейство коор-
динат ξk ∈ C, при которых верно равенство x = Σξkhk (имеется
в виду сходимость конечных сумм в пространстве H по норме).

Спектр компактного эрмитова оператора описывает

Теорема Гильберта — Шмидта. Для каждого компакт-
ного эрмитова оператора T в комплексном сепарабельном гиль-
бертовом пространстве H существует счетная ортонормаль-
ная база (hk), составленная из собственных векторов hk опера-
тора T .

� Пусть A = ∪H(λ, T ) (λ ∈ Σ(T )) и B = A⊥. (Здесь H(λ, T )
= {0} при λ /∈ Σ(T ).) Так как оператор T непрерывен, то

T (A) ⊆ ∪TH(λ, T )⊆ ∪H(λ, T ) = A.

Так как T ∗ = T и z · y = 0 (z ∈ A, y ∈ B) влечет x ·Ty = Tx · y = 0
(x ∈ A, y ∈ B) при TA ⊆ A, то Ty ∈ B при y ∈ B: из TA ⊆ A
следует TB ⊆ B.
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Так как оператор T компактен, то по теореме Рисса — Шау-
дера при λ �= 0 размерность собственного подпространства
H(λ, T ) конечна. А размерность H(0, T ) счетна вследствие пред-
полагаемой сепарабельности H (в частности, она может быть
тоже конечна). Так как оператор T эрмитов, то подпростран-
ства H(λ, T ) попарно ортогональны. Поэтому, выбрав в каждом
H(λ, T ) �= {0} ортонормальную базу, получим ортонормальную
базу для A. Остается показать, что B = {0} и, значит, A = H .

Рассмотрим сужение U = TB оператора T на подпростран-
ство B. Так как TB ⊆ B, то U : B → B и вместе с T : H→H
является компактным эрмитовым оператором. Докажем, что
U = O. Это следует из того, что U не имеет собственных чи-
сел: если λ ∈ Σp(U), то Ty = Uy = λy для некоторого y �= 0,
y ∈ B, и поэтому λ ∈ Σp(T ). Значит, y ∈ H(λ, T ) ⊆ A. Следо-
вательно, y ∈ AB = {0} и y = 0. Но, по определению, y �= 0.
Полученное противоречие показывает, что Σp(U) = {0}. Так как
U компактен, то по теоремам о спектре ограниченного оператора
и Рисса — Шаудера отсюда вытекает, что Σ(U) = {0}. Отсюда
‖U‖ = |0| = 0 вследствие эрмитовости U и U = {O}.

Поэтому Uy = Oy = 0 = 0 · y для каждого y ∈ B. Если
y �= 0, то 0 ∈ Σp(U), что невозможно, так как по доказанному
оператор U не имеет собственных чисел. Значит, B = {0}. �

Теорема Гильберта — Шмидта часто и эффективно приме-
няется.

8. Выделим среди базовых векторов hk векторы gj , соста-
вляющие базу подпространства H(0, T ) = Ker T . Остальные обо-
значим fi. Семейство (fi) собственных векторов оператора T на-
зовем фундаментальным. Векторы fi определяются равенствами
Tfi = λifi для собственных чисел λi �= 0 оператора T . Тео-
рема Гильберта — Шмидта позволяет значения комплексного эр-
митова оператора T представить в виде линейной комбинации
векторов fi фундаментального семейства оператора T . Таким
образом, из теоремы Гильберта — Шмидта следует обобщение
утверждения о том, что матричный оператор диагонализируем.

Следствие 1. Tx =
∑
αifi (αi = fi · Tx, x ∈ H).

� Так как векторы fi, gj составляют базу H , то x =
∑
ξifi +∑

ηjgj для некоторых чисел ξi, ηj . Отсюда Tx =
∑
ξiTfi +∑

ηjTgj вследствие линейности и непрерывности T . Но Tfi =
λifi, Tgj = 0 · gj = 0 и ξiλi = (fi · x)λi = (λifi) · x = Tfi · x =
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fi · Tx = αi, так как T эрмитов и λi = λ̄i ∈ R. Значит, ξi · Tfi =
ξiλi · fi = αifi. �

Произведение S = T ∗T всякого компактного оператора T на
сопряженный с ним T ∗ есть положительный компактный эрми-
тов оператор. Собственные числа σk оператора S называются
сингулярными числами оператора T . По теореме Гильберта —
Шмидта существует ортонормальная база пространства H , со-
ставленная из собственных векторов bk оператора S. Пусть
σi > 0, μi = σ

1/2
i , ei = μ−1

i · Tbi. Тогда, как легко проверить,
σi = ‖Tbi‖2, μi = ‖Tbi‖, семейство (ei) ортонормально и

Tx =
∑

μi(bix)ei (x =
∑

(bkx)bk ∈ H)

— каноническая форма записи значений компактного оператора.
Упражнение. Доказать равенства для σi, μi и Tx (см. [74, VI.5]).

Использование собственной базы (hk) компактного эрмитова
оператора T позволяет легко решить уравнение λx− Tx = y.

Следствие 2. Пусть λ /∈ Σp(T ) и x =
∑
ξkhk, y =

∑
ηkhk.

Тогда уравнение λx − Tx = y имеет единственное решение.
Этим решением является вектор x с координатами ξk =
(λ− λk)−1ηk, λk ∈ Σp(T ).

� Умножая скалярно на hk обе части равенства λx− Tx = y
и используя равенства Tx =

∑
ξk · Thk =

∑
ξk · λkhk, получаем

λξk − ξkλk = hk · λx− hk · Tx = hk · y = ηk.

При λ �= λk отсюда следует, что ξk = (λ − λk)−1ηk. Значит,
решение x единственное.

Вектор x с такими координатами действительно является ре-
шением. В самом деле, если ξk = (λ−λk)−1ηk, то λξk−ξkλk = ηk и

λξkhk − T (ξkhk) = λξk · hk − ξkλk · hk = ηkhk,

λx− Tx = λ
∑

ξkhk − T
(∑

ξkhk

)
=
∑

(λξkhk − T (ξkhk)) =
∑

ηkhk = y.

Значит, вектор x =
∑
ξkhk есть нужное решение. �
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Следствие 3. Пусть λ ∈ Σp(T ) и x =
∑
ξkhk, y =

∑
ηkhk.

Тогда уравнение λx−Tx = y имеет решение, только если ηk = 0
при λk = λ. В этом случае решением является каждый вектор x
с координатами ξk = (λ− λk)−1ηk при λk �= λ, λk ∈ Σp(T ).

� Рассуждая, как при доказательстве следствия 2, получаем
для решения x равенство λξk − ξkλk = ηk. Если λk = λ, то ηk = 0.

Проверка того, что при этом условии вектор x с указанными
координатами является решением, тоже производится, как при
доказательстве следствия 2. Если λk = λ, то координата ξk может
быть произвольной. �

Следствия 2 и 3 уточняют соответствующие теоремы Фред-
гольма для рассматриваемого частного случая. Отметим, что
условие ηk = 0 при λk = λ равносильно условию y ⊥ H(λ, T ). Так
как λ = λ∗, T = T ∗, то это условие означает, что y ортогонален
каждому решению z∗ уравнения λz∗ − Tz∗ = 0.

Замечание. В [96, гл. 5] подробно описываются свойства
сингулярных чисел для компактных операторов в гильбертовых
пространствах и связь этих чисел со следами операторов. Вы-
деляются ядерные операторы, имеющие суммируемые семейства
собственных и сингулярных чисел. Даются оценки для этих чи-
сел. Доказываются теоремы о совпадении матричного и спек-
трального следов ядерного оператора. Описываются регуляризо-
ванные следы некоторых неограниченных операторов.

В [72] описываются ядерные операторы в нормированных
пространствах и абсолютно суммирующие операторы в локально
выпуклых пространствах, составляющие существенно более об-
щий класс. С помощью этих операторов определяются ядерные
локально выпуклые пространства, примерами которых служат
пространства бесконечно дифференцируемых, гармонических
и аналитических функций.

В [124, гл. 9] описываются спектры компактных операторов
в локально выпуклых пространствах и формулируется альтер-
натива Фредгольма для них. Указаны применения к решению
дифференциальных и интегральных уравнений. Доказана одна
общая эргодическая теорема.
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4.9. Спектральная теорема

Из теоремы Гильберта—Шмидта следует, что значения ком-
пактного эрмитова оператора представляются в виде сумм век-
торов фундаментального семейства, взятых с некоторыми число-
выми коэффициентами. Спектральная теорема обобщает этот ре-
зультат на самосопряженные операторы: их значения выражают-
ся в виде интегралов некоторых числовых функций по проек-
торным мерам.

4.9.1. Проекторные меры

Сначала описываются проекторы, потом проекторные меры,
затем интегральные суммы и интегралы по этим мерам.

1. Будем рассматривать только ортогональные проекторы
(эрмитовы идемпотенты) в комплексном гильбертовом простран-
стве H . По определению, линейный оператор P : H → H та-
кой, что P 2 = P и P ∗ = P , называется эрмитовым проектором
(на подпространство PH). Обозначим P = P(H) множество
всех проекторов P : H → H . Пусть P,Q ∈ P . Легко проверить,
что PQ, P+Q, P−Q являются проекторами ессли соответственно
PQ = QP , PQ = O, PQ = QP = O. Если PQ = O, то говорят,
что P иQ ортогональны, и пишут P ⊥ Q. (В этом случае QP = O
тоже.)

Упражнения. 1) Проверить условия для действий с проекторами
(см. [148, 4.6] и [103, 18.6, 18.7; 96, гл. 4, § 2]). 2) Проверить утвержде-
ния P2 = P , Q2 = Q, (PQ)2 = PQ ⇒ (QP)2 = QP и P2 = P , Q2 = Q,

(PQ)2 = O ⇒ (QP)2 = O для линейных операторов в H [149, гл. 7, п. 7].

Так как Pf · f = P 2f · f = P ∗Pf · f = Pf · Pf = ‖Pf‖2 ≥ 0
(f ∈ H), то проектор P является положительным оператором:
P ≥ O. Это позволяет определить частичный порядок для проек-
торов: P ≥ Q равносильно P −Q ≥ O или PQ = QP = Q.

Для последовательности проекторов Pn слабая сходимость
Pnf · g → Pf · g (f, g ∈ H) эквивалентна сильной Pnf → Pf
(f ∈ H).

Упражнение. Доказать эту эквивалентность.

Верна [148, теорема 4.32]
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Теорема. Возрастающая последовательность проекторов
сильно сходится к своей верхней грани, а убывающая —
к нижней.

Заметим, что O, I — проекторы, причем O = minP ,
I = max P . Они ограничивают снизу и сверху любую после-
довательность проекторов: O ≤ Pn ≤ I .

Следствие. Ряд из попарно ортогональных проекторов
имеет сильную сумму, равную верхней грани.

2. Рассмотрим: множество X , алгебру R некоторых ча-
стей X , гильбертово пространство H над полем C комплексных
чисел, алгебру P проекторов H → H . Множества из R усло-
вимся называть простыми. Будем предполагать, что существуют
Bn ∈ R, образующие последовательность Bn ↑ X .

Пример. Можно взять X = R и алгебру R простых множеств
A =

∑
[ai, bi[, составленных из конечного числа попарно непересекающихся

интервалов [ai, bi[ (−∞ < ai ≤ bi <∞).

Проекторной мерой называется сильно непрерывное сверху
в нуле и снизу в единице аддитивное отображение P : R → P .
Таким образом, проекторная мера определяется свойствами

P (A+B) = P (A) + P (B) (A,B, A+B ∈ R),
P (An) → O (An ↓ 0, An ∈ R), P (Xn) → I (Xn ↑ X,Xn ∈ R).

Когда X = R, проекторные меры удобно задавать с помощью
проекторных функций распределения. Проекторной функцией
распределения называется нормированная возрастающая сильно
непрерывная слева функция F : R → R. Таким образом, функция
распределения определяется свойствами

F (s) ≤ F (t) (s ≤ t), F (t) → F (u) (t ↑ u);
F (s) → O (s ↓ −∞), F (t) → I (t ↑ ∞).

Подчеркнем, что сходимость всюду сильная (в каждой точке).
Вместо непрерывности слева можно требовать непрерыв-

ность справа. Это часто делается.
Равенства

P ([s, t[) = F (t)− F (s), F (t) = lim
s↓−∞

P ([s, t[)
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(−∞ < s ≤ t < ∞) устанавливают взаимно однозначное соответ-
ствие между проекторными функциями распределения и мерами.
Это соответствие позволяет, когда X = R, вместо проекторных
мер рассматривать соответствующие функции распределения.

Упражнение. Доказать, что указанные равенства устанавливают соот-
ветствие между проекторными мерами и функциями распределения
(ср. [58, 4.4]).

Легко проверить, что проекторная мера не только аддитивна,
но и мультипликативна:

P (AB) = P (A) · P (B) (A,B ∈ R).

Из непрерывности сверху в нуле следует непрерывность и счетная
аддитивность проекторной меры.

Упражнение. Доказать эти утверждения.

3. Существует глубокая аналогия между проекторными и ве-
роятностными мерами.

С проекторной мерой P : R → P естественно связываются
семейства числовых и векторных мер, определяемых равенствами

μf (A) = P (A)f · f = mf(A) · f, mf (A) = P (A)f (A ∈ R)

для каждого f ∈ H . Известны необходимые и достаточные усло-
вия того, чтобы такое семейство положительных числовых мер
μf : R → R, f ∈ H , порождалось некоторой проекторной мерой
P : R → P . Это позволяет выводить свойства проекторных мер
из известных свойств числовых мер.

Замечание. Связь между операторными и числовыми ме-
рами подробно описана в разделе 3 книги [128]. Эта связь потом
используется, в частности, для доказательства важной теоремы
о продолжении операторных мер (там же, раздел 4, теорема 7).

Меру μf можно нормировать и рассматривать ρf = ‖f‖−2μf
при f �= 0. Если X ∈ R, то ρf(X) = 1 и мера ρf вероятностная.

Кроме положительных мер μf с проекторной мерой P свя-
зывается семейство числовых мер μfg (f, g ∈ H), определяемых
с помощью поляризационного тождества:

μfg = 4−1(μf+g − μf−g − iμf+ig + iμf−ig).

Это равенство эквивалентно равенству

μfg(A) = P (A)f · g (A ∈ R).
Упражнение. Доказать эту эквивалентность.
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Пример 1. Пусть X = R, H = l2, Pnf = ξnen для f = (ξm) ∈ H и
en = (δmn), δmn = 1 при m = n и δmn = 0 при m �= n. Оператор Pn

проектирует пространство H = l2 на координатную n-ю ось (n = 1, 2, . . . ).
Равенство

P(A) =
∑
n∈A

Pn (A ∈ R)

определяет дискретную проекторную меру.

Пример 2. X = R, H = L 2(R, dx). Для каждой функции f ∈ H и чи-
сла t ∈ R определим функцию g = ] −∞, t[ · f со значениями g(x) = f(x)
при x < t и g(x) = 0 при t ≥ x. Заметим, что g ∈ H . Равенство F (t)f = g
определяет проекторную функцию распределения F : R → P со значениями
F (t) ∈ P (t ∈ R). Это проверяется с использованием теоремы Лебега о пере-
ходе к пределу под знаком интеграла. Легко убедиться в том, что F (t)f → 0
(t ↓ −∞), F (t)f → f (t ↑ ∞).

Функция F порождает проекторную меру P со значениями

P(A)f = A · f (A ∈ R, f ∈ H).

Проектор P(A) осуществляет умножение функции f на множество A (на его
индикатор).

Упражнение. Доказать утверждения о функции F .

4. Будем, как и раньше, для упрощения записей отождеств-
лять множества с их индикаторами и обозначать одинаково.

Пусть
u =

∑
aiXi (ai ∈ C, Xi ∈ R)

— простая числовая функция на X , а P : R →P — проекторная
мера. Оператор

S(u, P ) =
∑

aiP (Xi)

называется интегральной суммой функции u по мере P . Легко
проверить, что значение интегральной суммы не зависит от спо-
соба представления простой функции в виде линейной комбина-
ции простых множеств:∑

aiP (Xi) =
∑

bjP (Yj) (
∑

aiXi =
∑

bjYj),

где ai, bj ∈ C и Xi, Yj ∈ R.
Упражнение. Проверить это.

Обозначим через S алгебру простых функций. Когда ясно,
какая мера P имеется в виду, вместо S(u, P ) будем писать S(u).
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Алгебру всех линейных операторов T : H → H обозначим L =
L (H), а ограниченных B = B(H).

Из определений следует, что интегральная сумма S со значе-
ниями S(u) есть ограниченный линейных оператор:

S(αu+ βv) = αS(u) + βS(v) (α, β ∈ C; u, v ∈ S ).

Таким образом, S : S → B. Из мультипликативности меры P
следует мультипликативность интегральной суммы S:

S(u · v) = S(u) · S(v) (u, v ∈ S ).

Оператор S(u) нормальный:

S∗(u) · S(u) = S(u) · S∗(u) (u ∈ S ).

В самом деле, из эрмитовости значений меры P следует, что

S(u∗) = S∗(u) (u ∈ S ).

Вместе с мультипликативностью суммы S это дает

S∗(u) · S(u) = S(u∗) · S(u)

= S(u∗u) = S(|u|2) = S(uu∗) = S(u) · S(u∗).

5. Легко проверить правило для скалярного произведения
значений S:

S(v)g · S(u)f =
∫
v∗u · dμgf (f, g ∈ H ; u, v ∈ S ).

Здесь числовая мера μgf имеет значения

μgf (A) = P (A)g · P (A)f = P (A)g · f = g · P (A)f (A ∈ R).

Она равна линейной комбинации положительных числовых мер
и интеграл по ней равен соответствующей линейной комбинации
интегралов по этим мерам:∫

w · dμgf =

4−1

(∫
w · dμg+f −

∫
w · dμg−f − i

∫
w · dμg+if + i

∫
w · dμg−if

)
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для каждой интегрируемой по мерам μg+f , μg−f , μg+if , μg−if
функции w.

Упражнение. Доказать это правило для скалярного произведения.

По аналогии с положительными числовыми мерами интеграл
произведения v∗u функций v, u можно считать их скалярным про-
изведением и обозначать 〈v, u〉gf. Тогда правило для скалярного
произведения запишется в виде

〈S(v)g, S(u)f〉= 〈v, u〉gf (f, g ∈ H ; u, v ∈S ).
При g = f и v = u правило для скалярного произведения дает

‖S(u)f‖2 = ‖u‖2f =
∫
|u|2dμf (u ∈ S , f ∈ H).

Здесь положительная числовая мера μf имеет значения

μf (A) = P (A)f · P (A)f = ‖P (A)f‖2 (A ∈ R; f ∈ H).
Равенство

‖S(u)f‖ = ‖u‖f
позволяет легко доказать важную лемму, на которой основы-
вается определение интеграла по проекторной мере. Обозначим
L 2
f = L 2

f (R, μf) гильбертово пространство измеримых по мере μf
числовых функций на R, квадраты которых интегрируемы по
мере μf при данном f ∈ H . Норму в L 2

f будем обозначать ‖ · ‖f .
Ясно, что S ⊂ L 2

f при каждом f ∈ H , и поэтому можно рассма-
тривать норму ‖u‖f функции u ∈ S в каждом пространстве L 2

f .

Лемма. Если последовательность функций un ∈ S схо-
дится в L 2

f , то последовательность векторов gn = S(un)f схо-
дится в H .

� В самом деле, вследствие линейности интегральной суммы
и равенства для норм

‖gm − gn‖ = ‖S(um − un)f‖ = ‖um − un‖f → 0
при m, n→∞. �

Заметим, что множество S простых функций плотно в про-
странстве L 2

f при каждом f ∈ H .
Значения S(u) суммы S для вещественных простых функций

являются эрмитовыми операторами. Если u ≥ 0, то S(u) ≥ 0.
Это следует из эрмитовости и положительности значений проек-
торной меры.

Упражнение. Дать подробные доказательства.
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4.9.2. Интегралы ограниченных функций

Рассмотрим алгебру M функций u : X → C, измеримых по
каждой мере μf (f ∈ H). Условимся говорить, что эти функции
измеримы по мере P или, коротко, измеримы. Алгебра M бо-
релевская, т. е. замкнута при поточечной сходимости последова-
тельностей функций. И, следовательно, вместе с алгеброй S про-
стых функций M содержит ее борелевское замыкание S . А вме-
сте с ним M содержит и борелевское замыкание R простых мно-
жеств.

Пример. Когда X = R и алгебра R порождена интервалами, то M

содержит все борелевские и, в частности, все непрерывные функции R → C.

Обозначим M0 алгебру, составленную из ограниченных из-
меримых по мере P функций u : X → C. Заметим, что S ⊆ M0

⊆ M . Определим интеграл по проекторной мере для ограничен-
ных измеримых функций и исследуем его свойства. Он является
непрерывным продолжением интегральной суммы S с алгебры S
на алгебру M0.

1. Предварительно рассмотрим положительную ограничен-
ную числовую меру μ : R → R, гильбертово пространство L 2 =
L 2(X, μ) и его часть L 2

0 = L 2
0 (X, μ), составленную из ограни-

ченных функций u ∈ L 2.
С каждой функцией u : X → C, измеримой по мере μ, можно

связать последовательность функций ϕn : X → R со значениями

ϕn(x) = 1 (x : |u(x)| ≤ n), ϕn(x) = 0 (x : |u(x)| > n)

и последовательность функций ūn = ϕnu со значениями

ūn(x) = u(x) (x : |u(x)| ≤ n) ūn(x) = 0 (x : |u(x)| > n).

Ясно, что

|ūn(x)| ≤ |u(x)|, |ūn(x)| ≤ n (x ∈ X).

Функции ϕn, ūn измеримы по мере μ вместе с функцией u.
Как правило, в дальнейшем предполагается, что рассмат-

риваемые числовые меры полные и локально ограниченные
(п. 3.3.2,4). Эти свойства не всегда оговариваются.

С помощью более или менее стандартных рассуждений мож-
но доказать следующие утверждения, которые используются при
определении интеграла по проекторной мере и исследовании его
свойств.
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Лемма 1. Каждая постоянная c : X → C локально инте-
грируема по локально ограниченной мере μ.

Лемма 2. Функции ūn ∈ L 2 и ūn → u в каждой точке.

Лемма 3. Пусть u, v, un ∈ L 2 и |un| ≤ |v| (n = 1, 2, . . .).
Тогда un → u(μ) влечет un → u(L 2).

Здесь un → u(μ) означает сходимость почти всюду по мере μ,
а un → u(L 2) означает ‖un − u‖ → 0. Из лемм 1 и 3 вытекает

Лемма 4. Пусть u, un ∈ L 2 и |un| ≤ c (n = 1, 2, . . .) при
некотором c > 0. Тогда un → u(μ) влечет un → u(L 2).

Из лемм 2 и 3 легко выводится

Предложение 1. Множество L 2
0 плотно в простран-

стве L 2.
С помощью этого предложения и леммы 4 доказывается, что

S плотно в L 2
0 . Отсюда

Предложение 2. Множество S плотно в простран-
стве L 2.

Из доказанных утверждений нетрудно вывести несколько
нужных следствий.

Следствие 1. Множество M0 содержится в L 2
f при

каждом f ∈ H .

Следствие 2. Для каждых u ∈ M0 и f ∈ H существует
последовательность ufn ∈ S , сходящаяся к u в L 2

f .

Следствие 3. Пусть f ∈ H , u ∈ L 2
f , ufn ∈ S и ufn → u

в L 2
f . Тогда существует g ∈ H такой, что S

(
ufn
)
f → g в H .

Следствие 4. Пусть f ∈ H , u ∈ L 2
f , ufn ∈ S , vfn ∈ S

и Sufn →u, Svfn → u в L 2
f . Тогда limS

(
ufn
)
f = limS

(
vfn
)
f в про-

странстве H .
Упражнение. Дать подробные доказательства сформулированных ут-

верждений.

Таким образом, для каждой функции u ∈ M0 и каждого
вектора f ∈ H существует последовательность простых функ-
ций ufn, приближающая u в пространстве L 2

f . Последователь-
ность векторов S

(
ufn
)
при этом имеет предел g ∈ H , один и тот
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же для всех приближающих последовательностей простых функ-
ций. Естественно с помощью этого предела определить интеграл
функции u по рассматриваемой проекторной мере P .

2. Обозначим F0 = F0(H) алгебру всех преобразований (ли-
нейных и нелинейных) пространства H . Будем называть эти
преобразования операторами, действующими в H . Интегралом
функции u ∈ M0 по мере P называется оператор E0(u) ∈ F0(H),
определяемый равенством

E0(u)f = limS
(
ufn
)
f

для каждого f ∈ H и какой-нибудь последовательности простых
функций ufn, сходящейся к u в L 2

f . Интегралом для ограничен-
ных измеримых функций по рассматриваемой проекторной мере
называется отображение E0 : M0 → F0, переводящее функцию
u ∈ M0 в оператор E0(u) ∈ F0. Ясно, что интеграл E0 продол-
жает интегральную сумму S:

E0(u) = S(u) (u ∈ S ).

Если u ∈ S , то в качестве приближающей при каждом f ∈ H
можно выбрать постоянную последовательность ufn = u
(n = 1, 2 . . .).

Пример 1. Рассмотрим множество X = N, алгебру R всех его ко-
нечных частей, гильбертово пространство H = l2, его стандартную базу
en = (δnm). Обозначим через Pn проектор на координатную ось Cen:

Pnf = f(n) · en (f = (f(m) ∈ H).

Определим проекторную меру равенством

P(A) =
∑
n∈A

Pn (A ∈ R).

Каждая ограниченная последовательность u : N → C измерима по мере P .
При каждом f ∈ H она приближается в L 2

f последовательностью простых

функций un, имеющих значения un(m) = u(m) при m ≤ n и un(m) = 0 при
m > n. В самом деле,

‖u − un‖2
f =
∑
m>n

|u(m)|2 ≤ c2
∑
m>n

|f(m)|2 → 0.
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Так как

S(un) =
∑
m≤n

|u(m)|2Pm, S(un)f =
∑
m≤n

|u(m)|2f(m) · em,

то

E0(u)f = limS(un)f =
∑

u(m)f(m)em

или
E0(u)f = uf = (u(m) · f(m))m.

Пример 2. Рассмотрим множество X, алгебру R некоторых его частей,
положительную числовую меру μ на R (необязательно ограниченную), гиль-
бертово пространство H = L 2

f = L 2
f (X,μ) и проекторную меру P на R,

определяемую равенством

P(A)f = Af (A ∈ R, f ∈ H).

Здесь, как обычно, Af(x) = f(x) при x ∈ A и Af(x) = 0 при x /∈ A. Заметим,
что

S(u)f =
∑

aiP(Xi)f =
∑

aiXif = uf (u =
∑

aiXi ∈ S , f ∈ H).

Так как

μf (A) = ‖P(A)f‖2 = ‖Af‖2 =

∫
A|f |2dμ,

то dμf/dμ = |f |2, dμf = |f |2dμ. Используя это и делая замену переменных,
получаем

‖uf − uf
nf‖2 =

∫
|uf − uf

nf |2dμ

=

∫
|uf − uf

n|2|f |2dμ =

∫
|uf − uf

n|2dμf = |u− uf
n|2f .

Значит, uf
n → u в H при uf

n → u в L 2
f . Поэтому

E0(u)f = limS(uf
n)f = lim(uf

nf) = uf.

В обоих примерах интегрирование по проекторной мере сво-
дится к умножению. Первый пример является частным случаем
второго, когда X = N и мера μ считающая.

3. Значение E0(u) интеграла E0 для каждой ограниченной
измеримой функции u ∈ M0 есть всюду определенный ограничен-
ный нормальный оператор в H . При доказательстве этого и дру-
гих утверждений о свойствах интегралов существенную роль иг-
рает
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Лемма. Для каждых f, g ∈ H существует h ∈ H такой,
что μf , μg , μh.

Здесь, как и раньше, μ, ν обозначает непрерывность меры μ
по мере ν. Доказывается лемма с помощью довольно длинных
элементарных рассуждений (ср. доказательство теоремы 7.13
в [148]). Из леммы нетрудно вывести

Следствие. Пусть u ∈ M0, |u| < c и fi ∈ H (i = 1, . . . , m).
Тогда существуют un ∈ S такие, что un → u почти всюду по
мерам μfi

, un → u в L 2
fi

(i = 1, . . . , m) и |un| < c (n = 1, 2, . . .).
Упражнение. Доказать сформулированное утверждение.
Применяя это следствие и используя соответствующие свой-

ства интегральной суммы S, легко доказать сформулированное
в начале пункта утверждение, описывающее значения интегра-
ла E0 и их класс.

Теорема 1. Значение E0(u) интеграла E0 для функции
u ∈ M0 есть всюду определенный нормальный линейный опера-
тор в H .

� Линейность E0(u) вытекает из равенств

E0(u)(af + bg) = limS(un)(af + bg)
= lim(aS(un)f + bS(un)g) = a limS(un)f + b limS(un)g

= aE0(u)f + bE0(u)g (a, b,∈C; f, g ∈ H),

верных при u ∈ S , un → u в L 2
f , L 2

g , L 2
af+bg.

Ограниченность линейного оператора E0(u) следует из соот-
ношений

‖E0(u)‖ = ‖ limS(un)f‖ = lim‖S(un)f‖ = lim ‖un‖f ≤ c‖f‖,

верных при f ∈ H , un ∈ S , un → u, в L 2
f , |un| < c (n = 1, 2, . . . ).

Нормальность E0(u) вытекает из равенств

E0(u∗) = E∗
0(u), E0(uv) = E0(u) · E0(v) (u, v ∈ M0).

В самом деле,

E0(u) · E∗
0(u) = E0(u) · E0(u∗)

= E0(uu∗) = E0(|u|2) = E0(u∗u) = E∗
0(u) · E0(u)
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для каждой u ∈ M0. �
Пусть L0 = L0(H) вместо B0 = B0(H) обозначает алгебру

ограниченных линейных операторов вH . Интеграл E0 : M0 → L0

является гомоморфизмом алгебры M0 в алгебру L0. Он сохра-
няет все операции: сложение, умножение, умножение на число
и сопряжение.

Теорема 2. Для каждых a, b,∈ C, u, v ∈ M0 верны равен-
ства

E0(au+ bv) = aE0(u) + bE0(v), (1)
E0(uv) = E0(u) ·E0(v), (2)

E∗
0(u) = E0(u∗). (3)

Все эти равенства выводятся с помощью предельных перехо-
дов из аналогичных равенств для интегральных сумм.

Следствие. Для каждой вещественной функции u ∈ M0

значение E0(u) интеграла E0 есть эрмитов оператор.
� В самом деле, благодаря равенству (3), если u∗ = u, то

E∗
0(u) = E0(u∗) = E0(u),

и E0(u) эрмитов. �
Упражнение. Доказать теорему 2.

4. Из правила скалярного произведения для интегральных
сумм с помощью предельных переходов выводится аналогичное
правило для интегралов.

Теорема 3. Для каждых u, v ∈ M0 и f, g ∈ H верно равен-
ство

〈E0(v), E0(u)〉 = 〈u, v〉fg, (4)

где 〈u, v〉fg =
∫
v∗u dμfg, μfg = 〈P (A)g, P (A)f〉 (A ∈ R).

Упражнение. Доказать теорему 3.

При f = g и u = v из равенства (4) вытекает

Следствие. Для каждых u ∈ M0 и f ∈ H верно равенство

‖E0(u)f‖ = ‖u‖f . (5)
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По предположению о локальной ограниченности проектор-
ной меры P существует последовательность простых множеств
Xn ∈ R такая, что Xn ↑ X и P (Xn) → I , где I — тождественное
преобразование пространства H .

Теорема 4. Интеграл E0 нормирован: E0(1) = I.

� Ясно, что постоянная 1 ∈ M0 и последовательность ин-
дикаторов множеств Xn ↑ X приближает ее в L 2

f при каждом
f ∈ H . Поэтому

E0(1)f = limS(Xn)f = limP (Xn)f = f.

Значит, E0(1) = I . �
Так как интеграл E0 линеен, то из доказанного предложения

непосредственно вытекает

Следствие. Для каждой постоянной c верно равенство
E0(c) = c · I.

Порядковые свойства интегральной суммы S так же, как ее
алгебраические свойства, тоже переносятся на интеграл E0.

Теорема 5. Интеграл E0 положителен и монотонен:

E0(u) ≥ O (u ≥ 0), E0(u) ≤ E0(v) (u ≤ v)

для вещественных функций u, v ∈ M0.
� По следствию теоремы 2 при u ≥ 0 операторE0(u) эрмитов.

Используя равенство (4) при v = 1, g = f и равенство E0(1) = I ,
получаем

f · E0(u)f = E0(1)f · E0(u)f =
∫
u dμf ≥ 0 (u ≥ 0).

Значит, E0(u) ≥ O при u ≥ 0. Интеграл E0 положителен.
Монотонность E0 следует из его положительности и линей-

ности:

E0(v)− E0(u) = E0(v − u) ≥ 0, E0(u) ≤ E0(v)

при u ≤ v и u, v ∈ M0. �
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5. Изометричность и линейность интеграла E0 позволяют
легко доказать для него предельную теорему, описывающую схо-
димость последовательностей его значений. Так как последова-
тельность функций un ∈ M0 может сходиться в пространстве L 2

f

при некотором f к функции u /∈ M0, то предельная теорема со-
стоит из двух утверждений: для случая u ∈ M0 и для случая
u /∈ M0. Заодно доказывается независимость интеграла от вы-
бора приближающей последовательности.

Теорема 6. Пусть un, vn ∈ M0, u ∈ L 2
f и f ∈ H , un, vn→ u

в L 2
f . Тогда существует g ∈ H такой, что

limE0(un) = limE0(vn) = g.

При этом g = E0(u)f , если u ∈ M0.
� В самом деле, благодаря равенству (5)

‖E0(vp)f − E0(un)f‖ = ‖E0(vp − un)f‖ = ‖vp − un‖f .

При (vp) = (un) отсюда вытекает сходимость последовательности
gn = E0(un)f к некоторому g ∈ H , а последовательности hp =
E0(v)f к некоторому h ∈ H . Кроме того, ‖h − g‖ = ‖u− u‖f = 0
и h = g. Если u ∈ M0, то E0(vp)f → E0(u) и

‖E0(u)f − E0(un)f‖ = ‖u− un‖f
и, значит,

g = limE0(un)f = E0(u)f

при u ∈ M0. �
Теоремы 1–6 показывают, что интегралы ограниченных из-

меримых функций по проекторным мерам обладают многими хо-
рошими свойствами.

4.9.3. Интегралы неограниченных функций

Значения интегралов неограниченных функций являются не-
ограниченными плотно определенными линейными операторами.
Поэтому определение и исследование свойств таких интегралов
сложнее, чем интегралов ограниченных функций.
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1. Возьмем измеримую функцию u ∈ M и рассмотрим мно-
жество D(u) =

{
f | u ∈ L 2

f

} ⊆ H . Таким образом, f ∈ D(u) ⇔
u ∈ L 2

f . Это обеспечивает существование последовательности
ограниченных измеримых функций ufn ∈ M0, сходящихся к функ-
ции u ∈ M в пространстве L 2

f при f ∈ D(u). В качестве таких
приближающих ограниченных функций можно выбрать простые
функции ufn ∈ S . По теореме 6 (п. 4.9.2,5) о сходимости после-
довательность векторов gn = E0(un)f имеет предел g ∈ H , один
и тот же для всех приближающих функцию u ∈ M последова-
тельностей функций из M0. Естественно с помощью этого пре-
дела определить интеграл функции u ∈ M по рассматриваемой
проекторной мере P .

Обозначим F = F (H) множество всех частичных преобра-
зований пространства H (отображений частей H в H). Будем
называть эти преобразования частичными операторами, дейст-
вующими в H , или, коротко, операторами, как обычные преобра-
зования, определенные на всем H .

Интегралом функции u ∈ M по мере P называется частич-
ный оператор E(u) ∈ F , определяемый равенством

E(u)f = limE0

(
ufn
)
f

для каждого f ∈ D(u) и какой-нибудь последовательности огра-
ниченных функций ufn ∈ M0, cходящейся к u в L 2

f .
Интегралом для измеримых функций по проекторной мере

называется отображение E : M → F , переводящее функцию
u ∈ M в частичный оператор E(u) ∈ F .

Ясно, что интеграл E продолжает интеграл E0 и интеграль-
ную сумму S, т. е.

E(u) = S(u) (u ∈ S ), E(u) = E0(u) (u ∈M0).

В каждом из этих случаев в качестве приближающей можно взять
соответствующую постоянную последовательность.

Пример 1. В примере 1 из п. 4.9.2, 2 вместо ограниченной возьмем про-
извольную последовательность u : N → C. Как нетрудно проверить,

D(u) =

{
f :
∑

|u(n) · f(n)|2 < ∞
}
, E(u)f = uf (f ∈ D(u)).
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Пример 2. В примере 2 из п. 4.9.2, 2 вместо ограниченной возьмем лю-
бую измеримую функцию u ∈ M . Как нетрудно проверить,

D(u) =

{
f :

∫
|uf |2 < ∞

}
, E(u)f = uf (f ∈ D(u)).

В обоих примерах интегрирование функции по проекторной мере снова
сводится к умножению.

Упражнение. Доказать равенства примеров 1 и 2.

2. Значение E(u) интеграла E для каждой измеримой функ-
ции u ∈ M есть плотно определенный нормальный линейный
оператор в H . Из-за частичной определенности рассматриваемых
операторов доказательства большинства утверждений о свойст-
вах интеграла E сложные. Поэтому они будут только сформу-
лированы как обобщения теорем 1–6 о свойствах интеграла E0.
Доказательства есть в п 7.2 книги [148].

Лемма. Область определения D(u) значения E(u) интегра-
ла E для функции u ∈ M есть плотное векторное подпростран-
ство в H .

Теорема 1. Значение E(u) интеграла E для функции
u ∈ M есть плотно определенный нормальный линейный опе-
ратор в H .

Теорема 2. Для каждых a, b ∈ C, u, v ∈ M верны включения

E(au+ bv) ⊇ aE(u) + bE(v), (1′)
E(uv) ⊇ E(u) · E(v) (2′)

и равенство
E∗(u) = E(u∗). (3′)

Здесь включения означают, что левые части являются про-
должением правых. Подчеркнем, что по правилам действий с ча-
стичными операторами области определения результатов равны
пересечению областей рассматриваемых операторов (например,
D(uv) = D(u) ∩D(v)).

Следствие. Для каждой вещественной функции u ∈ M
значение E(u) интеграла E есть самосопряженный оператор.
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Теорема 3. Для каждых u, v ∈ M и f ∈ D(u), g ∈ D(v)
верно равенство

〈E(v)g,E(u)f〉= 〈v, u〉gf , (4′)

где 〈v, u〉f,g = lim
∫
v̄∗nūndμgf .

(Приближающие v, u ограниченные функции v̄n, ūn были оп-
ределены в п. 4.9.2,1.)

Следствие. Для каждых u ∈ M и f ∈ D(u) верно равен-
ство

‖E(u)f‖ = ‖u‖f . (5′)
Теорема 4. Интеграл E нормирован и для каждой посто-

янной c верно равенство E(c) = c · I.
Теорема 5. Интеграл E положителен и монотонен:

E(u) ≥ O (u ≥ 0), E(u) ≤ E(v) (u ≤ v)

для вещественных функций u, v ∈ M .
Теорема 6. Пусть u, un ∈ M и f ∈ D(u) ∩ D(un)

(n = 1, 2, . . .), un → u в L 2
f . Тогда

limE(un) = E(u)f.

Теоремы 4 и 5 такие же, как и для интеграла E0. Они при-
ведены для того, чтобы сохранить нумерацию.

Интеграл E(u) функции u ∈ M по проекторной мере часто
обозначается так же, как интеграл по числовой мере:

E(u) =
∫
u dP.

Если мера P порождена функцией распределения F , то пишут
также

E(u) =
∫
u dF.

Когда это нужно, указываются переменная x и область X опре-
деления функции u.

Замечание. Интегрирование по положительной оператор-
ной мере и его связь с интегрированием по числовым мерам по-
дробно описаны в [128]. Там используется тот факт, что опера-
торная мера определяется семейством числовых, как и проектор-
ная.
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4.9.4. Спектральная теорема

Интеграл вещественной измеримой функции по проекторной
мере есть самосопряженный оператор. Возникает естественный
вопрос: является ли каждый самосопряженный оператор инте-
гралом некоторой функции по некоторой мере? Спектральная
теорема утверждает, что является. Эта теорема подробно дока-
зана в [148, п. 7.3]; см. также [74, VII, VIII.3; 111, гл. 9].

1. При доказательстве спектральной теоремы используется
формула обращения Стилтьеса, которую нетрудно проверить.

Пусть ρ : R → R — непрерывная слева функция с ограничен-
ными вариациями (разность двух возрастающих) и ρ(−∞) = 0.
Для каждого z ∈ C, Im z �= 0 рассмотрим функцию r(z, ·): R → C
со значениями

r(z, x) = (z − x)−1 (x ∈ R).

Функция r(z, ·) интегрируема по числовой мере, определяемой
функцией ρ. Если ρ = σ − τ , где σ и τ — возрастающие по-
ложительные функции распределения, то∫

r(z, ·) dρ=
∫
r(z, ·)dσ−

∫
r(z, ·) dτ.

Рассмотрим еще функцию ϕ со значениями

ϕ(z) =

∞∫
−∞

(z − x)−1 dρ(x) (Im z �= 0).

Верна формула обращения Стилтьеса

ρ(x) = lim
δ↓0

lim
ε↓0

(2πi)−1

x+δ∫
−∞

[ϕ(s− iε)− ϕ(s+ iε)] ds.

Доказательство этой формулы есть в [148, приложение В].
Как было показано, резольвента

R(z, T ) = (zI − T )−1 (z ∈ P (T ))
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замкнутого оператора T есть ограниченный всюду определенный
оператор и функция R(·, T ) аналитическая на резольвентном мно-
жестве P (T ). Кроме того (4.7.1), самосопряженный оператор
замкнут, а его спектр содержится в R.

2. Рассмотрим: комплексное гильбертово пространство H ,
плотное в H векторное подпространство A, алгебру P проек-
торов в H , вещественную прямую R, алгебру R простых мно-
жеств в R, порожденную интервалами [a, b[ (−∞ < a ≤ b < ∞),
проекторную меру P : R → P . Чтобы не усложнять запись, бу-
дем обозначать буквой x произвольную точку R и тождественную
функцию на R.

Теорема. Для каждого самосопряженного оператора T :
A→ H существует единственная проекторная мера P : R →P
такая, что

T =
∫
x dP.

Мера P определяется равенством (для всех f ∈ H и a ≤ b из R)

‖P ([a, b[)f‖2 = lim
δ↓0

lim
ε↓0

(2πi)−1

b+δ∫
a+δ

〈f, [R(x−iε, T )−R(x+iε, T )]f〉 dx.

Здесь под знаком интеграла записано скалярное произведение
вектора f на вектор g = [R(x − iε, T ) − R(x + iε, T )]f . Так как
ε > 0, то x − iε, x + iε ∈ R. Следовательно, x − iε, x + iε �∈
P (T ) и подынтегральная функция определена для каждого f ∈ H .
Мера P , определяемая в теореме, называется спектральной мерой
оператора T .

Существование спектральной меры P самосопряженного опе-
ратора T доказывается сложно [148, п. 7.3], а единственность —
просто. Докажем ее. Это поможет лучше понять теорему.

� Пусть T = E(x), D(x) = A. Тогда E(z − x) = zI − T :
A → H . Это следует из линейности и нормированности инте-
грала E. Возьмем функции u = z − x, v = r(z, x) = (z − x)−1

(Im z �= 0). Заметим, что функция v ограничена и uv = vu = 1.
Вследствие мультипликативности интеграла E отсюда вытекают
равенства

E(u) · E(v) = I, E(v) · E(u) = IA,
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где I и IA — тождественные преобразования H и A. Так как
E(u) = zI − T , отсюда следует, что

E(v) = E−1(u) = R(z, T ): H → H.

По правилу для скалярного произведения

ϕ(z) = f · E(v)f =
∫
v dμf =

∞∫
−∞

(z − x)−1 dμf .

Применяя формулу обращения, получаем

μf ([a, b[) = lim
δ↓0

lim
ε↓0

(2πi)−1

b+δ∫
a+δ

[ϕ(x− iε)− ϕ(x+ iε)] dx

для −∞ < a ≤ b <∞. Остается заметить, что

μf ([a, b[) = ‖P ([a, b[)f‖2,
[ϕ(x− iε)− ϕ(x+ iε)] = 〈f, [R(x− iε, T )−R(x+ iε, T )]f〉

для каждого f ∈ H и что семейство положительных числовых
мер μf (f ∈ H) с помощью выписанного равенства однозначно
определяет проекторную меру P .

Пусть Q : R → P — проекторная мера, для которой

f ·Q([a, b[)f = ‖Q([a, b[)f‖2 = ‖P ([a, b[)f‖2 = f · P ([a, b[)f

при f ∈ H и −∞ < a ≤ b < ∞. Тогда в силу поляризационного
тождества

g ·Q([a, b[)f = g · P ([a, b[)f (g ∈ H)

и, следовательно,

Q([a, b[)f = P ([a, b[)f (f ∈ H),
Q([a, b[) = P ([a, b[) (−∞ < a ≤ b <∞).

Значит, Q = P . Единственность спектральной меры доказана. �
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Пример 1. Рассмотрим: компактный эрмитов оператор T : H → H ,
последовательности его собственных чисел λn �= 0 и проекторов Pn на соот-
ветствующие собственные подпространства Hn = Ker(λnI−T) (n = 1, 2, . . . ),
проектор P0 на ядро KerT оператора T . Положим λ0 = 0.

Возьмем проекторную меру P : R → P со значениями

P([a, b[) =
∑

a≤λn≤b

Pn (−∞ < a ≤ b < ∞).

Здесь n = 1, 2, . . . и сумма сильная. Применяя теорему Гильберта — Шмид-
та, получаем

E(x)f =
∑

λnPnf = Tf (f ∈ H),

т. е.

T =
∑

λnPn =

∫
x dP

и P — спектральная мера оператора T .
Заметим, что λn → 0 при dimH = ∞. Это следует из теоремы Рисса —

Шаудера. (Иначе последовательность собственных чисел λn �= 0 имела бы
предельную точку λ �= 0 или какое-нибудь из соответствующих им собствен-
ных подпространств было бесконечномерным.)

Пример 2. Пусть H = L 2(R, dx), A =
{
f ∈ H :

∫
|xf |2 dx < ∞

}
и T —

оператор умножения на независимую переменную x (тождественную функ-
цию на R):

Tf = x · f (f ∈ A).

Возьмем проекторную меру P : R → P со значениями

P(X)f = X · f (X ∈ R, f ∈ A).

Как нетрудно проверить (повторяя рассуждения примера 2 из п. 4.9.2, 2),

E(x)f = x · f (f ∈ A).

Значит,

T =

∫
x dP

и P — спектральная мера оператора T .

Из спектральной теоремы следует, что каждый самосопря-
женный оператор T унитарно эквивалентен оператору M умно-
жения:

T = U−1MU,

где U — некоторый унитарный оператор. Этот оператор связы-
вает и спектральные меры T иM (см. теорему 7.18 в книге [148]).
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Замечание. Возьмем: комплексную плоскость C, алгебру R
простых множеств в C, порожденную прямоугольниками
[a, b[ × [c, d[ (−∞ < a ≤ b, c ≤ d < ∞), алгебру B ограничен-
ных линейных операторов в H , проекторную меру P : R → B.
По аналогии с интегралом по проекторной мере можно опреде-
лить интеграл по операторной мере для функций комплексной
переменной и доказать спектральную теорему для нормальных
операторов [148, теорема 7.32].

4.9.5. Функции операторов

Спектральная теорема и интегрирование измеримых функ-
ций по проекторным мерам позволяют определить функции само-
сопряженных операторов.

1. Пусть T : H → H — самосопряженный оператор, функция
P : R → P — его спектральная мера и u : R → C — измеримая
по мере P функция. Тогда, по определению,

u(T ) =
∫
u dP.

В частности, это равенство верно для любой борелевской функ-
ции u.

Пример 1. Пусть

u(x) =
∑

0≤m≤n

amx
m (am ∈ C).

Тогда, как нетрудно проверить (используя мультипликативность интеграла
по проекторной мере),

u(T) =
∑

0≤m≤n

amT
m (T0 = 1).

Пример 2. Для каждого натурального числа n ≥ 1 и положительного
самосопряженного оператора T существует единственный положительный
самосопряженный оператор T1/n такой, что (T1/n)n = T . Оператор T1/n

определяется равенством

T1/n =

∫
x1/n dP,
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где P — спектральная мера оператора T . Если T компактный, то T1/n тоже
компактный.

Заметим, что так как оператор T положителен и самосопряжен, то его
спектр Σ(T) находится в положительной полуоси R. Поэтому на множе-
ствах из отрицательной полуоси спектральная мера P оператора T равна
нулю и значения интегрируемой функции x1/n на отрицательной полуоси
несущественны, их можно выбрать как угодно.

2. Используя спектральную теорему для нормальных опе-
раторов, можно доказать, что для любого натурального числа
n ≥ 1 и нормального оператора T существует нормальный опера-
тор T 1/n такой, что (T 1/n)n = T .

Спектральную меру оператора T обозначают иногда бук-
вой E (как интеграл по ней) и пишут

T =
∫
λ dE(λ), u(T ) =

∫
u(λ) dE(λ).

В частности, дробная степень положительного самосопря-
женного оператора определяется равенством

Tm/n =
∫
λm/n dE(λ).

С помощью интегрального представления определяются дробные
степени Tα (0 < α < 1) и для операторов более широкого класса
(см. [35, гл. 5, § 3]).

3. В [28, гл. 7, § 3] подробно описывается связь операторных
функций со спектральной теорией и аналитические операторные
функции.

Рассмотрим: комплексное банахово пространство E ( �= {0},
как обычно), ограниченный линейный оператор T : E → E, от-
крытое множество U ⊇ Σ(T ) с положительно ориентированной
кусочно-спрямляемой границей Γ = ∂U , аналитическую в окрест-
ности V замыкания

–
U комплексную функцию f . Операторная

функция f определяется равенством

f(T ) = (2πi)−1

∫
Γ

f(λ)R(λ, T ) dλ.

Так как резольвента R(·, T ) является аналитической функцией, то
из интегральной формулы Коши следует, что это значение f(T )
не зависит от выбора множества U .
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Пусть a, b — комплексные числа и f , g — операторные функ-
ции, определяемые данным равенством. Тогда так же опреде-
ляются операторные функции af + bg, fg со значениями

(af + bg)(T ) = af(T ) + bg(T ), (fg)(T ) = f(T )g(T ).

Равенство
(g ◦ f)(T ) = g(f(T ))

определяет композицию функций f , g.
Используя функциональное исчисление для операторных

функций, легко доказать теорему об отображении спектров

f(Σ(T )) = Σ(f(T )).

Упражнение. Доказать эту теорему [28, гл. 7, § 3, п. 11].

Замечание. Функциональное исчисление для аналитичес-
ких функций подробно описывается также в [43, гл. 5]. Выде-
ляется экспонента, для которой даются некоторые оценки. Есть
примеры и упражнения. В [74, VII.1] описывается функциональ-
ное исчисление для непрерывных функций и эрмитовых опера-
торов. Вместо интегрального представления используется тео-
рема Вейерштрасса о приближении непрерывных функций поли-
номами.

4.10. Операторная экспонента

Среди операторных функций выделяются экспоненциальные.
Спектральная теорема позволяет определить их как интегралы
обычных экспоненциальных функций. Операторные экспоненты
эффективно используются при решении дифференциальных урав-
нений с операторными коэффициентами. Ответы на основные
вопросы, связанные с операторной экспонентой, можно найти
в [116].

4.10.1. Постановка задачи

1. Рассмотрим комплексную экспоненту f : [0,∞[ → C с по-
казательным коэффициентом a ∈ C:

f(t) = eat (t ≥ 0).



490 4.10. Операторная экспонента

Она является непрерывным гомоморфизмом аддитивной полу-
группы положительных чисел на мультипликативную полугруп-
пу некоторых комплексных чисел:

f(s+ t) = ea(s+t) = easeat = f(s) · f(t)

для любых s, t ≥ 0. В частности, при a = 2πi экспонента отобра-
жает [0,∞[ на единичную окружность плоскости C.

Каждое значение f(t) экспоненты f определяет линейное пре-
образование U(t) плоскости C, переводящее точку z ∈ C в точку

U(t)z = eatz.

Так же, как значения f(t), преобразования U(t) составляют муль-
типликативную полугруппу:

U(s+ t) = U(s) · U(t)

для любых s, t ≥ 0. Поэтому экспоненту можно связывать с по-
лугруппой линейных преобразований.

Если a = iα (α ∈ R), то

U(0) = I, U∗(t) = U(−t) = U−1(t) (t ∈ R),

преобразования U(t) унитарные и составляют группу.
2. Заметим еще, что

e−at = lim
n→∞

[(
1 +

t

n
a

)−n]
.

Коэффициент a экспоненты f равен ее производной f ′(0) в точ-
ке 0:

a = lim
t↓0

[t−1(eat − 1)].

А экспонента f является единственным решением дифферен-
циального уравнения

ḟ = a · f,
удовлетворяющим условию f(0) = 1.
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Экспонента является аналитической функцией:

eat =
∑

(n!)−1(at)n (n ≥ 0).

Суммируемость ряда абсолютная:∑
(n!)−1|at|n <∞.

3. Задача. Определить экспоненту с операторным коэф-
фициентом, обладающую свойствами, аналогичными основным
свойствам числовой экспоненты.

Для ограниченного оператора T в банаховом пространстве X
это сделать легко, используя операторные аналитические функ-
ции:

etT =
∑

(n!)−1(tT )n (n ≥ 0).

Так как
∑

(n!)−1‖tT‖n < ∞, то ряд справа определяет ограни-
ченный линейный оператор в X . Если оператор T неограничен,
то такое определение не годится и для определения операторной
экспоненты нужно использовать другие ее свойства.

4.10.2. Полугруппы операторов

1. Самым естественным представляется по аналогии с равен-
ством п. 4.10.1,2 определить операторную экспоненту как предел
специальной последовательности операторов. Нужно только до-
казать его существование для операторов из достаточно широ-
кого класса. Заметим, что отрицательные степени в выбранной
последовательности позволяют использовать ограниченность зна-
чения резольвенты для замкнутых операторов. Можно доказать
(см. [35, гл. 9, § 1]), что если T — плотно определенный замкну-
тый оператор в банаховом пространстве X , отрицательная полу-
ось содержится в резольвентном множестве P (−T ) оператора −T
и ‖(λI + T )−1‖ ≤ λ−1 при λ > 0, то существует предел

U(t) = lim
n→∞

[(
I +

t

n
T

)−n]
в сильном смысле для каждого t ≥ 0. Определенные этим равен-
ством операторы U(t) образуют полугруппу: U(s+t) = U(s) ·U(t)
для каждых s, t ≥ 0.
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Эта полугруппа сжимающая, т. е. ‖U(t)‖ ≤ 1. Функция U со
значениями U(t) сильно непрерывна. Она называется экспонен-
той с коэффициентом −T . Ее значения записываются в привыч-
ном виде:

U(t) = e−tT (t ≥ 0).

Заметим, что U(0) = I .
Для каждого x ∈ DomT верно равенство

−Tx = lim
t↓0

[t−1(e−tT − I)x].

В связи с этим равенством оператор T называют производящим
оператором для полугруппы (U(t)). Разные производящие опе-
раторы порождают разные полугруппы. Доказательства перечи-
сленных свойств операторных экспонент есть в [35, гл. 9, § 1].
Список других показательных формул есть в [116, п. 11.8].

2. Полугруппам операторов посвящена обширная литера-
тура [28, гл. 8; 35, гл. 9; 116, гл. 10–16; 74, Х.8, 9; 5, гл. 4; 43].
Главное внимание уделяется теоремам об условиях, при которых
данный оператор порождает полугруппу нужного класса, и ре-
шению абстрактной задачи Коши: найти для данного замкну-
того оператора T векторную функцию u на [0,∞[ со значениями
u(t) ∈ DomT (t ∈ [0,∞[), которая является решением уравнения
u̇ = Tu и имеет данное значение u(0).

Пусть X — банахово пространство. Семейство U ограничен-
ных линейных операторов U(t) : X → X (t ∈ [0,∞[) составляет
сильно непрерывную полугруппу, если:

(1) U(0) = I ,
(2) U(s+ t) = U(s) · U(t) для всех s, t ∈ [0,∞[,
(3) U(t)x→ U(s)x при t→ s для всех x ∈ X .

Если, кроме того, ‖U(t)‖ ≤ γ (t ≥ 0) для некоторого γ > 0, то
полугруппа U называется равномерно ограниченной. При γ < 1
она называется сильно сжимающей. Теоремы для сильно непре-
рывных полугрупп часто являются простыми обобщениями ана-
логичных теорем для сжимающих.

Упражнение. Доказать, что условие (3) в определении можно ослабить
и заменить на

(3′) U(t)x → x при t ↓ 0 для всех x ∈ X, т. е. (1), (2), (3′) ⇒ (1), (2), (3)
[5, п. 4.1].
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Пример. Пусть X = C ([0, 1],R), причем f(1) = 0 для x ∈ X. Опреде-
лим U равенствами U(t)x = y, где y(s) = x(s + t) при s + t ∈ [0, 1] и y(s) = 0
при s+ t /∈ [0, 1]. Полугруппа U сильно непрерывна.

Упражнение. Найти порождающий оператор T полугруппы U в при-
мере и спектр оператора T .

Можно доказать [32, гл. 9, п. 1], что для составляющих
сильно непрерывную полугруппу U операторов U(t) при неко-
торых α ∈ R, γ > 0 верно неравенство

‖U(t)‖ ≤ γeαt.

Поэтому, компенсируя экспоненциальный рост, U можно превра-
тить в сжимающую полугруппу V операторов V (t) = γ−1e−αt.
Резольвентное множество порождающего оператора полугруппы
содержит полуплоскость Reλ ≥ 0 [5, п. 4.2].

Замечание. Особенности сильно непрерывных полугрупп
операторов в вещественном и комплексном банаховых простран-
ствах подробно описаны в [43, п. 3.7].

3. Если сильно непрерывная полугруппа U непрерывна в то-
пологии, порожденной операторной нормой, то говорят, что U не-
прерывна в равномерной топологии.

Полугруппа U со значениями U(t) = e−tT (t ≥ 0), порожден-
ная ограниченным оператором T : X → X , непрерывна в равно-
мерной топологии.

Упражнение. Доказать это.

Верно и обратное утверждение: если U непрерывна в равно-
мерной топологии, то она порождается ограниченным операто-
ром T = lim

t↓0
t−1(U(t) − I). Таким образом, непрерывными в рав-

номерной топологии являются порождаемые ограниченными опе-
раторами полугруппы и только они [28, гл. 8, п. 1].

4. Рассмотрим плотное в банаховом пространстве X подпро-
странство A и замкнутый линейный оператор T : A → X с ре-
зольвентным множеством P (T ) и резольвентой R(·, T ). Можно
доказать [5, п. 4.1], что P (T ) содержит полуплоскость Reλ > α =
inf{t−1 log ‖U(t)‖ : t > 0}, когда T порождает сильно непрерывную
полугруппу операторов U(t). Если она равномерно ограничена,
то α = 0 [5, п. 4.2].

Порождающие плотно определенные замкнутые операторы T
характеризует
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Теорема Хилле — Иосиды. Оператор T порождает
сильно непрерывную полугруппу операторов U(t) = e−tT ессли
верно включение ]α,∞[ ⊆ P (T ) и

‖R(λ, T )n‖ ≤ γ(λ− α)−n (λ > α, n ∈ N)

для некоторых α ∈ R, γ > 0.
Доказательство есть в [28, VIII.1]. Там же выводится

Следствие. Оператор T порождает сильно непрерывную
полугруппу операторов U(t) с нормами ‖U(t)‖ ≤ eαt (t ≥ 0) при
некотором α ∈ R ессли верно включение ]α,∞[ ⊆ P (T ) и

‖R(λ, T )‖ ≤ (λ− α)−1 (λ > α).

При α = 0 получается критерий для операторов, порождаю-
щих сжимающие полугруппы:

]a,∞[ ⊆ P (T ), ‖R(λ, T )‖ ≤ λ−1 (λ > 0).

Замечание. Доказательство теоремы Хилле — Иосиды есть
также в [116, п. 12.3]. Там доказываются некоторые уточнения
и аналоги для полугрупп других классов. В [32, IX.7] описывают-
ся обобщения на локально выпуклые пространства. В [5, п. 4.4]
рассматривается специальный случай полугрупп компактных
операторов и операторов Гильберта — Шмидта. Там же (п. 4.6)
подробно описываются элементарные примеры полугрупп опера-
торов, связанных с математической физикой.

Из определений следует, что порождаемая оператором T
сильно непрерывная полугруппа U определяет корректное реше-
ние задачи Коши для уравнения u̇ = Tu. Поэтому доказательство
корректной разрешимости этой задачи сводится к проверке усло-
вий теоремы Хилле — Иосиды. Интересный пример проверки
корректной разрешимости системы уравнений Максвелла для ва-
куума есть в [75, гл. 16].

5. Из теоремы Хана — Банаха следует, что для каждого
вектора x ∈ X существует линейный функционал ϕ ∈ X ′ та-
кой, что ‖ϕ‖ = ‖x‖ и ϕ(x) = ‖x‖2. Каждый такой функционал
называется нормированным касательным функционалом для x.
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Плотно определенный оператор T : A → X называется аккре-
тивным, если Reϕ(Tx) ≥ 0 при каждом x ∈ A и некотором
нормированном касательном функционале ϕ для x. Если, кроме
того, T не имеет собственных аккретивных продолжений, то он
называется максимальным аккретивным (или m-аккретивным).
В [35, гл. 5, п. 11] доказывается, что для аккретивного оператора
существует m-аккретивный квадратный корень.

Оператор −T , противоположный аккретивному, называется
диссипативным. Диссипативные операторы подробно описы-
ваются в [43, п. 3.3]. Там же понятие диссипативности обоб-
щается на операторы в мультинормированных пространствах.

Упражнение. Доказать, что каждый аккретивный оператор продол-
жается до некоторого замкнутого аккретивного оператора [74, гл. 10, за-
дача 52] и [43, п. 3.3].

Предложение. Замкнутый оператор T : A → X порож-
дает сжимающую полугруппу ессли он аккретивен и Ran(αI+T )
= X при некотором α > 0.

Доказательство есть в [74, X.8]. Там же из этого предложе-
ния выводится

Следствие. Если замкнутый оператор T и сопряженный
с ним оператор T ′ аккретивны, то T порождает сжимающую
полугруппу.

В [74, X.8] даны примеры использования аккретивных опе-
раторов и сжимающих полугрупп при решении уравнения тепло-
проводности.

6. Важными специальными свойствами обладают полугруп-
пы операторов в упорядоченных банаховых пространствах. Эти
пространства подробно описаны в [33, гл. 10] и [43, дополнение 2].
Порядок для них согласован с операциями и с нормой (множество
всех положительных элементов замкнуто).

Пусть E — упорядоченное банахово пространство с конусом
положительных векторов P = {x ∈ E : x ≥ 0}. Благодаря со-
гласованности P + P ⊆ P и λP ⊆ P при λ ≥ 0. Кроме того,–
P = P . Назовем положительной сильно непрерывную полу-
группу U положительных операторов U(t) таких, что U(t)P ⊆ P
(t ≥ 0). Сильно непрерывная полугруппа U , порождаемая опера-
тором T , положительна ессли резольвента R(λ, T ) является по-
ложительным оператором для всех λ > β ≥ α при некотором β
и α = inf{t−1 log ‖U(t)‖ : t > 0} [43, п. 7.1].
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Число s(T ) = sup{Reλ : λ ∈ Σ(T )} называется спектральной
гранью полугруппы U (если Σ(T ) = 0, то s(T ) = −∞). При
некоторых дополнительных предположениях о множестве P для
положительной полугруппы U , порождаемой T , верны равенства
s(T ) = sup{λ ∈ R : λ ∈ Σ(T )} и

R(μ, T )x =

∞∫
0

e−μtU(t)x dt (Reμ > s(T ), x ∈ E).

Откуда следует, что s(T ) ∈ Σ(T )}, когда Σ(T ) �= O [43, п. 7.1].
Каждый полуаддитивный положительный однородный функ-

ционал p : E → R такой, что ‖x‖p = p(x) ∨ p(−x) (x ∈ E), опре-
деляет норму ‖ ‖p для E. Неравенство |p(x)| ≤ c‖x‖p для неко-
торого c > 0 и всех x ∈ E обеспечивает непрерывность p. Опе-
ратор T : A → E на подпространстве A вещественного банахова
пространства E такой, что p(x) ≤ p(x − λTX) (λ ≥ 0, x ∈ A),
называется p-диссипативным. Оператор S : E → E такой, что
p(Sx) ≤ p(x) (x ∈ E), называется p-сжатием. Сильно непре-
рывная полугруппа U , составленная из p-сжимающих операторов
U(t), называется p-сжимающей. Верно

Предложение. Сильно непрерывная полугруппа p-сжимаю-
щая ессли порождающий ее оператор p-диссипативен.

При некоторых дополнительных предположениях о конусе P
упорядоченного банахова пространства E и функционале p каж-
дое p-сжатие является положительным оператором, а порождаю-
щий p-сжимающую полугруппу оператор T плотно определен, p-
диссипативен и Ran(αI − T ) = E при некотором α > 0. Верен
также аналог теоремы Хилле — Иосиды. Точные формулировки
и доказательства есть в [43, п. 7.2].

Можно доказать, что порождающий оператор положитель-
ной полугруппы операторов в σ-полной банаховой решетке удо-
влетворяет абстрактному неравенству Като [43, п. 7.4].

4.10.3. Преобразование Лапласа

Преобразование Лапласа экспоненты с показательным коэф-
фициентом −T дает резольвенту этого оператора.

Рассмотрим борелевскую функцию f : R→ C такую, что

|f(t)| ≤ ceαt (t ≥ 0), f(t) = 0 (t < 0)
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при некоторых c > 0 и α ∈ R. Заметим, что при каждом z ∈ C
c x = Re z > α функция g : R → C со значениями

g(t) = e−txf(t) (t ∈ R)

интегрируема по лебеговой мере dt, так как x− α > 0 и

|g(t)| ≤ ce−t(x−α) (t ≥ 0), g(t) = 0 (t < 0).

Преобразованием Лапласа функции f называется функция h
со значениями

h(z) =

∞∫
0

e−tzf(t)dt (Re z > α).

Преобразование Лапласа функции f связано с преобразованием
Фурье функций со значениями exp(ty) · f(t), y = Im z < −α.
В этом можно убедиться, применяя формулу обращения (см. [45,
гл. VIII, § 6]).

Для непрерывных операторных функций стандартным спо-
собом определяются собственный и несобственный римановы ин-
тегралы. Это позволяет определить преобразование Лапласа для
операторной экспоненты U по аналогии с числовой функцией f .

При сформулированных в п. 4.10.2 условиях верно равенство

(zI + T )−1 =

∞∫
0

e−tzU(t) dt (Re z > 0).

В самом деле, дифференцирование векторных функций F , G со
значениями

F (t) = U(t)v, G(t) = e−tzU(t) (t ≥ 0, v ∈ X)

дает

Ḟ (t) = −U(t) · Tv, Ġ(t) = −e−tzU(t)v · (zI + T )v.

Интегрируя, получаем

(zI + T )−1w =

∞∫
0

e−tzU(t)w dt, w = (zI + T )v.

Отсюда следует нужное равенство для R(z,−T ). Подробное до-
казательство этого равенства есть в [28, VIII.1; 149, XIII].
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4.10.4. Теорема Стоуна

Если вместо банахова пространства X взять комплексное
гильбертово пространство H , то для определения операторной
экспоненты можно использовать интегралы по проекторным ме-
рам.

1. Пусть A — плотное в H векторное подпространство,
T : A→ H — самосопряженный оператор и P — его спектральная
мера. Тогда равенства

U(t) = eitT = E(eitx) =
∫
eitx dP (t ∈ R)

определяют экспоненту с коэффициентом iT . Операторы U(t)
образуют группу:

U(0) = I, U(s+ t) = U(s) · U(t) (s, t ∈ R).

Функция U со значениями U(t) сильно непрерывна. Наконец,
U(t)f ∈ A для всех f ∈ A и t ∈ R. Все эти свойства выводятся из
свойств интегралов.

Упражнение. Проверить указанные свойства экспоненты.

Так как мнимая экспонента ограничена, то операторы U(t)
ограничены и определены на всем H . Кроме того,

U∗(t) = E∗(eitx) = E(e−itx) = U(−t) = U−1(t).

Оператор U(t) унитарный.
Нетрудно доказать, что

iTf = lim
t→0

[t−1(eitT − 1)f ] (f ∈ A).

В связи с этим iT называют производящим оператором группы
(U(t)).

Упражнение. Доказать равенство для iTf .

2. Рассмотрим еще алгебру B = B(H) ограниченных линей-
ных операторов на H . Верна



4.10.5. Эволюционные уравнения 499

Теорема Стоуна. Пусть функция U : R→ B сильно непре-
рывна, ее значения U(t) унитарны и

U(0) = I, U(s+ t) = U(s) · U(t) (s, t ∈ R).

Тогда существует единственный плотно определенный самосо-
пряженный оператор T в H такой, что

U(t) = eitT (t ∈ R).

Доказательство теоремы Стоуна есть в [32, гл. 9, п. 13] и
[148, п. 7.6].

Всё сказанное о рассматриваемом случае гильбертова про-
странства коротко выражают предложением: унитарные опера-
торы образуют однопараматрическую группу ессли они являют-
ся значениями некоторой мнимой операторной экспоненты.

4.10.5. Эволюционные уравнения

Теорема Стоуна позволяет легко найти решение оператор-
ного дифференциального уравнения

U̇ = iT · U (1)

с производящим оператором iT , удовлетворяющее условию
U(0) = I . Единственным таким решением является экспонента
со значениями

U(t) = eitT (t ∈ R).

1. В самом деле, используя определения и правила интегри-
рования по проекторной мере, получаем

U̇(t) = lim
Δ→0

(Δ−1[U(t+ Δ)− U(t)]) = lim
Δ→0

E(Δ−1[ei(t+Δ)x − eitx])

= E(ixeitx) = E(ix) · E(eitx) = iT · U(t) (t ∈ R).

Кроме того, U(0) = I .
Пусть V — произвольное решение уравнения (1) и V (0) = I .

Тогда W = U − V — тоже решение и W (0) = O. Рассмотрим
f ∈ H и функцию ϕ : R→ R со значениями

ϕ(t) = ‖W (t)f‖2 = W (t)f ·W (t)f (t ∈ R).
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Заметим, что

Δ−1[ϕ(t+ Δ)− ϕ(t)]

= W (t+Δ)f ·Δ−1[W (t+Δ)−W (t)]f+Δ−1[W (t+Δ)−W (t)]f ·W (t)f

при Δ �= 0. Поэтому

ϕ̇ = 2 Re[i(g · Tg)], g = W (t)f (t ∈ R).

Так как оператор T самосопряженный, то произведение g · Tg
вещественное и ϕ̇ = 0 тождественно. Значит, ϕ постоянная.
По условию ϕ(0) = 0. Следовательно, ϕ(t) = 0 и U(t) − V (t) =
W (t) = O для каждого t ∈ R. Нужное решение единственное.

Заметим, что так как U(A) ⊆ A, то правая часть уравне-
ния (1) определена на A = DomT . Пусть f ∈ A и u(t) = U(t)f .
Тогда операторное уравнение (1) эквивалентно векторному урав-
нению

u̇(t) = iT · u(t), (2)

а условие U(0) = I — условию u(0) = f .
Пример 1. Пусть H = L 2(R, dx) и T — оператор умножения на неза-

висимую переменную x:

Tf = x · f (f, xf ∈ H).

Тогда, как легко проверить,

eitT f = eitxf (t ∈ R, f ∈ H).

Экспонента eitT является оператором умножения.

Пример 2. Пусть H = L 2(R, dx) и T — дифференциальный оператор:

Tf = i−1f ′ (f, f ′ ∈ H).

Тогда, как легко проверить,

eitT f(x) = f(x+ t) (t, x ∈ R, f ∈ H).

Экспонента eitT является оператором сдвига.

Упражнение. Проверить равенства в примерах 1 и 2.

2. Используя операторные экспоненты, можно решить за-
дачу Коши для широкого класса эволюционных уравнений

U̇(t) = T (t) · U(t) (3)



4.10.5. Эволюционные уравнения 501

c переменными операторными коэффициентами T (t) (см. [32,
гл. 14] и [5, п. 4.12]).

Рассмотрим банахово пространство Y , отрезок [0, 1] ⊆ R,
плотное в Y векторное подпространство A и семейство замкну-
тых линейных операторов T (t) : A → Y (t ∈ [0, 1]). Перепишем
уравнение (3) в векторной форме

u̇(t) = T (t) · u(t) (0 ≤ t ≤ 1). (4)

Здесь u(t) = U(t) · f для вектора f из общей области определения
операторов правой части уравнения (3). Иногда ищется решение
уравнения (4) только для t �= 0. Это позволяет находить решения,
удовлетворяющие условию u(0) = f при любом f ∈ Y , не обяза-
тельно из области определения рассматриваемых операторов.

Сформулируем теорему о решении задачи Коши для уравне-
ния (4).

Пусть f ∈ Y , T (0) = T и R(t) = R(T (t)), R(λ, t) = R(λ, T (t))
(λ ∈ R(T (t)). Определим сумму F итерированных ядер Kn

(n = 1, 2, . . .):

K1(t, r) = [T (t)− T (r)]e(t−r)T (r) (r ≤ t), K1(t, r) = 0 (t < r);

Kn(t, r) =

1∫
0

K1(t, s) ·Kn−1(s, r) ds (n ≥ 2);

F (t, s) =
∑

Kn(t, s) (n ≥ 1).

Сделаем некоторые дополнительные предположения.
1) Z = {0} ∪ {z : | argz| < θ} ⊆ R(t) при каждом t ∈ [0, 1]

и некотором θ > 2−1π.
2) R(z, ·) сильно непрерывна равномерно по z на каждом ком-

пакте в секторе Z и существуют α > 0, β > 0 такие, что

‖R(z, t)‖ ≤ α(|z| − β)−1 (z ∈ Z, |z| > β, t ∈ [0, 1]).

3) При некотором γ > 0 и всех r, s, t ∈ [0, 1] верно неравенство

‖T (t) · T−1(r)− T (s) · T−1(r)‖ ≤ γ|t− s|.
Заметим, что условие 0 ∈ R(t) обеспечивает существование об-
ратного оператора T−1(r) = R(0, r): Y → A. Ограниченность
оператора S(t, r) = T (t) · T−1(r): Y → Y следует из теоремы о
замкнутом графике. Условие 3 означает, что функция S(t, ·) удо-
влетворяет условию Липшица равномерно по r на [0, 1].
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Теорема. При сделанных предположениях равенство

u(t) = etT f +

t∫
0

e(t−s)T (s)F (s, 0)f ds (5)

определяет единственное решение уравнения (4) при 0 < t ≤ 1,
удовлетворяющее условию u(0) = f .

Подробное доказательство этой теоремы есть в [32, гл. 14,
п. 5]. Оно основано на методе Фредгольма и состоит в обоснова-
нии перехода от дифференциального уравнения

u̇(t) = T (t) · u(t) = T · u(t) + (T (t)− T ) · u(t)

к интегральному уравнению

u(t) = etTf +

t∫
0

e(t−s)T (T (s)− T )u(s )ds.

Это уравнение решают методом последовательных приближений
и получают равенство (5).

3. Различные постановки и способы решения абстрактной
задачи Коши описаны в [116, гл. 23, § 3] и в [149].

В [43, гл. 10] подробно разбираются стохастические эволю-
ционные дифференциальные и интегральные уравнения. Решают-
ся, в частности (п. 4.3), прямая и обратная задачи Коши для
параболических уравнений Ито в пространствах Соболева.

Вопросы корректности задачи Коши и других краевых за-
дач для операторных уравнений подробно рассматриваются в [31].
Там описываются также различные методы регуляризации и ис-
следуется слабая корректность.

В [5, п. 4.8] кроме однородного рассматривается неоднород-
ное уравнение u̇ = Tu + v. Задача Коши решается и для случая,
когда начальное условие u(0) �∈ DomT (теорема 4.8.3 и ее след-
ствие). Там же (п. 4.9) формулируется критерий управляемости
системы, описываемой данным уравнением. И подробно (п. 4.12)
рассматриваются эволюционные уравнения с переменным опера-
торным коэффициентом в гильбертовых пространствах. Выде-
ляются компактные полугруппы и полугруппы Гильберта —
Шмидта, задающие такие коэффициенты.
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В [149, гл. 4] рассматривается равномерная корректность
абстрактной задачи Коши для неявного операторного уравнения
Bu̇(t) = Au(t) в банаховом пространстве. Там же (гл. 5) подробно
доказывается теорема о решении задачи Коши для уравнения
u̇ = Tu + v и выводится интегральная формула. Доказывается
(гл. 9) теорема о единственности слабых решений задачи Коши
для уравнения ü = Tu c симметрическим плотно определенным
оператором T в гильбертовом пространстве.

В [75, гл. 16] описываются корректные постановки задач Ко-
ши, связанные с физикой. С помощью теоремы Хилле — Иоси-
ды доказывается, в частности, корректность операторной формы
уравнений Максвелла для вакуума и уравнения переноса нейтро-
нов в слое.

В [2] описываются нестандартные методы решения некото-
рых уравнений математической физики. В главе 1 подробно опи-
сывается пример с уравнением Ван-Дер-Поля (п. 1.5). Там по-
казывается, что введение бесконечно малых чисел позволяет хо-
рошо объяснить возможные формы предельного цикла. В главе 4
большое внимание уделяется стохастическим дифференциальным
уравнениям. Рассматривается, в частности, стохастическая мо-
дификация уравнения Навье — Стокса (п. 4.7). В главе 6 обсуж-
даются вопросы теории дифференциальных операторов. Много
внимания уделяется нестандартному подходу к уравнению Больц-
мана (п. 6.5). Среди прочих утверждений доказывается теорема
существования в пространственно неоднородном случае. В гла-
ве 7 изучаются стохастическая эволюция некоторых дифферен-
циальных систем на решетках и специальные полугруппы опера-
торов. Заключительный п. 7.5 посвящен описанию связи кван-
товой теории поля со стохастическими моделями для полимеров.
Вводится дискретный оператор Лапласа с неймановскими гранич-
ными условиями, определяющий некоторый марковский процесс.



5. НЕЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

В этой главе доказываются несколько теорем о неподвижных
и седловых точках. Более общие формулировки и следствия этих
теорем есть в книгах [16, 33, 36, 124]. Кроме того, рассматри-
ваются нелинейные монотонные операторы. Они подробно опи-
саны в [21]. Отдельный пункт посвящен теории степени отобра-
жения. Введение в нее есть в [111].

5.1. Неподвижные точки

Теоремы о неподвижных точках применяются при решении
операторных уравнений.

5.1.1. Теорема Брауэра

Эта теорема служит основой многих теорем о неподвижных
точках.

1. Рассмотрим преобразование f : E → E множества E.
Каждый элемент x ∈ E, для которого f(x) = x, называется не-
подвижной точкой преобразования f . Таким образом, по опре-
делению, неподвижными точками являются решения уравнения
f(x) = x. Теоремы о неподвижных точках можно формулиро-
вать как теоремы о существовании и единственности решений
таких уравнений. Классическим примером служит теорема о сжа-
тиях для метрических пространств. Условимся говорить, что
множество A в топологическом пространстве U обладает FP -
свойством, если для каждого непрерывного преобразования A
существует неподвижная точка.

Пример (теорема Брауэра для отрезка). Рассмотрим непрерывное
преобразование ϕ отрезка E = [−1, 1] и предположим, что ϕ(x) �= x для
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всех x ∈ E. Определим функцию f : E → R равенством

f(x) = (x− ϕ(x))/|x− ϕ(x)| (x ∈ E).

Функция ϕ непрерывна вместе с f и отображает отрезок E = [−1, 1] на его
границу ∂E = {−1, 1}: если ϕ(x) < x, то f(x) = −1, а если ϕ(x) > x, то
f(x) = 1. Это невозможно, так как образ связного множества при непрерыв-
ном отображении тоже должен быть связен. Следовательно, непрерывных
преобразований ϕ отрезка E = [−1, 1], не имеющих неподвижных точек, не
существует.

2. Верна классическая

Теорема Брауэра. Замкнутый единичный шар B = {x :
‖x‖ ≤ 1} в пространстве Rn обладает FP -свойством.

Доказательство проводится в несколько этапов [28, гл. 5,
п. 12].

Предварительный этап. Докажем лемму о равенстве нулю
специального определителя. В дальнейшем x0 = t, x1, . . . , xn обо-
значают вещественные переменные, а fi, fij (0 ≤ i, j ≤ n) — про-
изводные функции f : R× Bn → Rn по этим переменным (штрихи
опущены).

Рассмотрим гладкую (имеющую непрерывные вторые произ-
водные) функцию f : Rn+1 → Rn и определители

Di = |f0 . . . f̃i . . . fn|, Cij = |fijf0 . . . f̃i . . . f̃j . . . fn|
n × n-матриц, столбцами которых служат выписанные частные
производные с указанными волной исключениями производных fi
и fj . Заметим, что Cij = Cji.

Лемма.
∑

1≤i≤n
(−1)iD′

i = 0.

� Дифференцируя Di, получаем равенство D′
i =

∑
j<i

(−1)jCij

+
∑
j>i

(−1)j−1Cij . Откуда (−1)iD′
i =

∑
j

(−1)i+jσijCij , где σij =

sign(i− j) и S =
∑
i

(−1)iD′
i =
∑
i

∑
j

(−1)i+jσijCij . Так как (−1)i+j

= (−1)j+i, σij = −σji, то S = −S и S = 0. �
Этап I. Возьмем сначала гладкое преобразование ϕ : Bn

→ Bn. Допустим, что ϕ(x) �= x для всех x ∈ Bn. Рассмотрим
квадратное уравнение ‖x+ z · (x−ϕ(x))‖2 = 1 или эквивалентное

‖x‖2 + 2z〈x, x− ϕ(x)〉+ z2‖x− ϕ(x))‖2 = 1.
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Пусть z = z(x) — наибольший корень этого уравнения

z =
〈x, x− ϕ(x)〉+

√
〈x, x− ϕ(x)〉2 + (1− ‖x‖2)‖x− ϕ(x))‖2

‖x− ϕ(x))‖2 .

Так как по предположению ϕ(x) �= x для всех x ∈ Bn, то дискри-
минант d =

√〈x, ϕ(x)− x〉2 + (1− ‖x‖2)‖x− ϕ(x))‖2 > 0. В са-
мом деле, если ‖x‖ �= 1, то это очевидно: если ‖x‖ = 1, то
〈x, x−ϕ(x)〉 �= 0, так как иначе ϕ(x) = x, что противоречит пред-
положению. Действительно, пусть

∑
x2
i (xi − ϕ(xi))2 = 0, xj �= 0,

xk = 0. Тогда ϕ(xj) = xj ,
∑
ϕ2(xj) =

∑
x2
j = 1,

∑
ϕ2(xk) = 0,

так как
∑
ϕ2(xi) ≤ 1, ϕ(xk) = 0 = xk и ϕ(x) = x. Таким образом,

d �= 0.
Заметим, что z(x) > 0 и функция z от x гладкая. Кроме

того, z(x) = 0 при ‖x‖ = 1, иначе из уравнения для z следовало
бы, что 0 < 2(1−〈x, ϕ(x)〉+ z‖x−ϕ(x)‖2 = 0, так как |〈x, ϕ(x)〉| ≤
‖x‖ · ‖ϕ(x)‖ ≤ 1.

Определим функцию f : R×Bn → Rn равенством f(t, x) =
x + tz(x)(x − ϕ(x)) (t = x0 ∈ R; x ∈ Bn). Функция f гладкая
вместе с z и ϕ. Для каждого t = x0 ∈ R верно равенство f0(t, x) =
z(x)(x − ϕ(x)) = 0 (‖x‖ = 1), так как z(x) = 0 при ‖x‖ = 1.
Кроме того, f(0, x) = x, ‖f(1, x)‖ = 1 (x ∈ Bn). Рассмотрим
D0(t, x) = |f1(t, x) . . .fn(t, x)| и его интеграл I(t) =

∫
Bn

D0(t, x) dx.

Заметим, что D0(t, x) ≡ 1 и I(0) равно объему шара Bn, поэтому
I(0) �= 0. А так как ‖f(1, x)‖ ≡ 1, то D0(1, x) ≡ 0, и поэтому
I(1) = 0. Покажем, что I ′(t) ≡ 0, и поэтому функция I(t) равна
постоянной. Это будет противоречить I(0) �= I(1).

Возьмем производную I ′(t) =
∫
Bn

D′
0(t, x) dx. Из леммы сле-

дует, что

I ′(t) =
∑

1≤i≤n
(−1)i+1Fi(t), Fi(t) =

∫
Bn

D′
i(t, x) dx.

Пусть: si = (x1, . . . , x̃i, . . . , xn), Bn−1
i = {si : ‖si‖ ≤ 1}, ai =

(1 − ‖si‖2)1/2, bi = −ai. Заметим, что ‖(ai, si)‖ = ‖(bi, si)‖ =
(1 − ‖si‖2 + ‖si‖2)1/2 =1. Из общей формулы Стокса следует,
что при соответствующем выборе ориентаций для Bn и Bn−1

i
интегралы Fi(t) можно заменить разностями Hi(t) − Gi(t), где
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Gi(t) =
∫

Bn−1
i

Di(t, ai, si) dsi, Hi(t) =
∫

Bn−1
i

Di(t, bi, si) dsi. А так

как ‖(ai, si)‖ = ‖(bi, si)‖ = 1, то f0(t, ai, si) = f0(t, bi, si) = 0,
и поэтому Di(t, ai, si) = Di(t, bi, si) = 0. Следовательно, Fi(t) =
Hi(t)−Gi(t) = Hi(t) = Gi(t) = 0 (1 ≤ i ≤ n, t ∈ R) и I ′(t) ≡ 0.

Этап II. Пусть теперь ϕ : Bn → Bn — произвольное непре-
рывное отображение. По теореме об аппроксимации [63, гл. 1, § 1,
предложение 8] следует, что существует равномерно сходящаяся
к ϕ последовательность гладких функций ϕn : Bn → Bn. По до-
казанному, существует последовательность точек yn ∈ Bn таких,
что ϕn(yn) = yn. А так как Bn — компакт, то существует под-
последовательность yn(k) → y ∈ Bn. Так как lim

k→∞
ϕn(k)(x) = ϕ(x)

равномерно по Bn, то ϕ(y) = lim
k→∞

ϕn(k)(yn(k)) = lim
k→∞

yn(k) = y

и ϕ(y) = y. Теорема Брауэра доказана.
Упражнение. Проверить равенства Fi(t) = Hi(t) −Gi(t).

3. В [69, гл. 2, п. 2] теоремa Брауэра выводится из тео-
ремы о существовании нуля у непрерывного векторного поля на
n-мерном шаре. Данное там доказательство этой теоремы тоже
имеет аналитический характер. В [16, гл. 2, п. 2] дано геометри-
ческое доказательство теоремы Брауэра.

В [68, гл. 8] доказывается эквивалентность теоремы Брауэра
неравенству Фань Цзы. А в главе 9 теорема Брауэра выводится
из леммы Кнастера — Куратовского — Мазуркевича.

В 5.5.1, 5 теорема Брауэра будет легко получена из леммы
о степени отображения.

Доказательство теоремы Вейерштрасса о приближении не-
прерывных функций нескольких переменных полиномами Бер-
штейна с оценкой погрешности есть в [92]. Теореме Стоуна и дру-
гим обобщениям классических теорем Вейерштрасса посвящена
книга [46].

4. Из теоремы Брауэра вытекает много следствий. Отметим
одно из них.

Следствие. Топологическое пространство A, гомеоморф-
ное шару Bn, обладает FP -свойством.

� Пусть f : A → A непрерывна. Докажем, что существует
x0 ∈ A такая, что f(x0) = x0. Рассмотрим гомеоморфизм h : Bn

→ A и отображение g = h−1 ◦ f ◦ h. Отображение g непрерывно
и g : Bn → Bn. По теореме Брауэра существует y0 ∈ Bn такая,
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что g(y0) = y0. Так как h◦g = f ◦h, то h(g(y0)) = f(h(y0)). Пусть
h(y0) = x0. Тогда f(x0) = h(y0) = x0 ∈ A и x0 — неподвижная
точка для f . �

5.1.2. Теоремы Тихонова и Шаудера

Эти теоремы обобщают теорему Брауэра. Множества, для
которых доказывается существование неподвижной точки, пред-
полагаются непустыми.

1. Существенным обобщением теоремы Брауэра является

Теорема Тихонова. Выпуклое компактное множество в
мультинормированном пространстве обладает FP -свойством.

Эта теорема доказана в [28, гл. 5, п. 10]. Доказательство
основывается на ряде предварительно установленных свойств вы-
пуклых множеств и мультинорм.

Из теоремы Тихонова следует

Теорема Шаудера. Непрерывно преобразование выпукло-
го замкнутого множества в банаховом пространстве, обладаю-
щее относительно компактным образом, имеет неподвижную
точку.

� Пусть f : A → A — непрерывное преобразование выпу-
клого замкнутого множества A в банаховом пространстве E та-
кое, что замыкание B = f(A) образа f(A) компактно. Рассмо-
трим замкнутую выпуклую оболочку C множества B (пересече-
ние всех замкнутых выпуклых множеств, содержащих B). По
теореме Мазура [28, гл. 5, п. 2] множество C ⊆ A компактно.
Сужение f на C удовлетворяет условиям теоремы Тихонова и по-
этому имеет неподвижную точку. �

Следствие. Выпуклое компактное множество в банахо-
вом пространстве обладает FP -свойством.

� Если вместо замкнутости предположить компактность рас-
сматривающегося при доказательстве теоремы Шаудера множе-
ства A, то его образ f(A) ⊆ A будет относительно компактным
и для непрерывного преобразования f : A → A будут выполнены
условия теоремы. �

Подробные доказательства теорем Мазура, Тихонова и Шау-
дера есть в [16]. Там же описывается их применение к решению
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нелинейных дифференциальных и интегральных уравнений. Рас-
сматриваются интегралы функций на метрических компактах по
мере, а также оптимизационные задачи, связанные с введением
управления в уравнения.

Геометрическое доказательство теоремы Шаудера есть в [33,
гл. 16]. Там тоже описываются ее применения к решению диффе-
ренциальных и интегральных уравнений.

2. Сформулируем две полезные теоремы о неподвижных
точках для отображений f : Ā → E замыкания Ā ограниченного
выпуклого открытого непустого множества A в банаховом про-
странстве E.

Теорема 1. Если f компактно и f(∂A) ⊆ A, то f имеет
неподвижную точку в A.

� Благодаря гомеоморфности переносов E можно считать,
что 0 ∈ A. Пусть p(x) = 1 (x ∈ Ā), p(x) = sup{λ ≥ 0 : λx ∈ A}
(x /∈ Ā) и g(x) = p(x)x (x ∈ E). Функция g : E → E непрерывна,
g(E) = Ā и g(x) = x (x ∈ Ā). Возьмем шар B = –

B(0, r), содер-
жащий Ā ∨ f(Ā), и сужение h на него композиции f ◦ g : E → E.
Это сужение является компактным преобразованием B и по тео-
реме Шаудера имеет неподвижную точку h(b) = b ∈ B. Заметим,
что если x /∈ A, то g(x) ∈ ∂A, а по условию h(x) = f(g(x)) ∈ A
и h(x) �= x, Следовательно, b ∈ A. �

Предположим дополнительно, что 0 ∈ A.
Теорема 2. Если f непрерывно и ‖x−f(x)‖2 ≥ ‖f(x)‖2−‖x‖2

(x ∈ ∂A), то f имеет неподвижную точку в A.
Доказательство есть в [145].
3. Рассмотрим нормированное пространство E, множество

A ⊆ E и отображение f : A → E. По аналогии с линейными
операторами число λ и вектор x ∈ A, для которых верно равен-
ство f(x) = λx, называют собственным числом и собственным
вектором оператора f . Собственные векторы, соответствующие
собственному числу λ = 1, являются неподвижными точками опе-
ратора f . Непрерывный оператор, переводящий ограниченные
множества в относительно компактные, называется компактным.

Пусть B = –
B(0, r) и S = S(0, r) — замкнутый шар и сфера

радиуса r > 0 в пространстве E.
Лемма. Если у компактного оператора g : B → E нет соб-

ственных векторов x ∈ S, соответствующих собственным чи-
слам λ > 1, то g имеет неподвижную точку.
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� Определим преобразование h : B → B равенствами

h(x) = g(x) (g(x) ∈ B), h(x) = r · g(x)/‖g(x)‖ (g(x) �∈ B).

Оператор h компактен вместе с g. Действительно, h = p ◦ g, где
отображение p : E → E определяется равенствами

p(y) = y (y ∈ B), p(y) = r · y/‖y‖ (y �∈ B).

Так как p непрерывно, а g компактно, то их композиция ком-
пактна: X ⊆ B ограничено, Y = g(X) относительно компактно,–
Y и p( –

Y ) компактны, h(X) = p(Y ) ⊆ p( –
Y ) относительно ком-

пактно.
По теореме Шаудера h имеет неподвижную точку x0 ∈ B.

Докажем, что g(x0) ∈ B и, значит, g(x0) = h(x0) = x0. Предполо-
жим, что g(x0) /∈ B и h(x0) = (r/‖g(x0)‖)g(x0). Так как g(x0) /∈ B,
то ‖g(x0)‖ > r, λ = ‖g(x0)‖/r > 1 и g(x0) = λh(x0) = λx0 при
λ > 1. А так как ‖x0‖ = ‖h(x0)‖ = r · ‖g(x0)‖/‖g(x0)‖ = r и x0 ∈ S,
то это противоречит условию. �

Рассмотрим компактный оператор g : B → E. Из леммы вы-
текает

Следствие. Если для каждого вектора x ∈ S существует
функционал x∗ ∈ E∗ такой, что x∗(x) > 0 и x∗(g(x))≤ x∗(x), то
оператор g имеет неподвижную точку.

� Пусть x ∈ S и g(x) = λx. Тогда λx∗(x) = x∗(g(x)) ≤ x∗(x),
и так как x∗(x) > 0, то λ ≤ 1. Значит, g имеет неподвижную
точку. �

4. Рассмотрим компактный оператор f : E → E. Из доказан-
ной леммы вытекает

Теорема Лере — Шаудера. Если у компактного опера-
тора f множество собственных векторов, соответствующих
собственным числам λ > 1, ограничено, то f имеет неподвиж-
ную точку.

� Предположим, что ‖x‖ ≤ c для всех x ∈ E таких, что
f(x) = λx и λ > 1. Возьмем r > c и рассмотрим сужение g
преобразования f на шар B = –

B(0, r). По лемме g имеет непо-
движную точку x0 ∈ B. Следовательно, f(x0) = g(x0) = x0. �
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Следствие. Если множество решений семейства уравне-
ний αf(x) = x (0 < α < 1) с компактным оператором f ограни-
чено, то уравнение f(x) = x имеет решение.

� Равенство αf(x) = x при 0 < α < 1 эквивалентно равен-
ству f(x) = λx при λ > 1. Утверждение поэтому следует из
теоремы. �

Замечание. Ограниченность нужного множества решений
рассматриваемого семейства уравнений часто удается проверить
с помощью различных оценок. Такой метод доказательства суще-
ствования решений нелинейных операторных уравнений эффек-
тивно используется.

В [68] для операторов в гильбертовых пространствах вво-
дится тангенциальное условие, при котором доказывается ряд
теорем о решениях включений и неподвижных точках. В частно-
сти, доказывается модификация теоремы Лере — Шаудера и от-
мечаются два ее следствия (гл. 9).

5. В теореме Тихонова используются выпуклые компактные
множества. Важную характеристику этих множеств дает тео-
рема Крейна — Мильмана.

Рассмотрим непустое выпуклое множество A в отделимом
локально выпуклом пространстве E. Точка c ∈ A называется
крайней точкой A, если она не является внутренней ни для какого
отрезка с концами в A.

Пример. В евклидовом пространстве E = R3 крайними точками куба
C ⊆ E являются его вершины. А крайними точками шара B ⊆ E являются
точки ограничивающей его сферы S = ∂B. Открытое множество U ⊆ E не
имеет крайних точек. Куб C и шар B равны замыканиям выпуклых оболочек
своих крайних точек.

Теорема Крейна — Мильмана. Каждый непустой вы-
пуклый компакт в отделимом локально выпуклом пространстве
имеет крайние точки и равен замыканию их выпуклой оболочки.

Доказательство есть в [32, гл. 12, п. 1] и в [124], где теореме
Крейна — Мильмана и ее приложениям посвящена гл. 10. Там
есть и частичное обращение теоремы: если K — компакт, за-
мыкание A выпуклой оболочки которого тоже компактно, то
каждая крайняя точка A принадлежит K. Отдельные пара-
графы посвящены связям теоремы Крейна — Мильмана с теоре-
мами Бохнера и Планшереля о преобразованиях Фурье — Стил-
тьеса и Фурье — Планшереля.
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5.2. Седловые точки

Теоремы о седловых точках выводятся из теорем о неподвиж-
ных точках для мультифункций. Свойства мультифункций, свя-
занные с непрерывностью, подробно описаны в [69, гл. 3], а свой-
ства, связанные с измеримостью — в [16, гл. 1].

5.2.1. Теорема Какутани

Эта теорема выводится из теоремы Шаудера и обобщает ее.
1. Рассмотрим банахово пространство E, выпуклый компакт

B ⊆ E, класс K = K (B) всех непустых выпуклых компактных
частей B и отображение F : B → K . Будем называть F муль-
типреобразованием или мультиоператором на B: каждой точке
x ∈ B ставится в соответствие выпуклое компактное множество
Y = F (x) ⊆ B. Множество Y = F (x) назовем мультиобразом
точки x, а объединение F (A) = ∪F (x) (x ∈ A) — мультиобразом
множества A ⊆ B. Будем употреблять также термин мульти-
функция.

Пример. E = Rn, B =
–
B(0, 1), F (x) =

–
B(x/2, 1/2).

Множество V , содержащее некоторое открытое множество,
которое содержит Y , называется окрестностью множества Y . Не-
прерывность мультифункций определяется по аналогии с непре-
рывностью функций. Говорят, что мультифункция F непрерывна
в точке x, если для каждой окрестности V образа y = F (x) суще-
ствует окрестность U точки x такая, что F (U) ⊆ V . Непрерыв-
ность на множестве означает непрерывность в каждой его точке.
По аналогии с замкнутостью линейных операторов определяется
замкнутость мультиоператоров. Говорят, что мультиператор F
замкнут, если из xn → a, yn ∈ F (xn), yn → b следует b ∈ F (a)
(a, b, xn, yn ∈ B).

Замечание. В определениях не использовалась выпуклость
или компактность. Эти определения обобщаются на более широ-
кие классы множеств.

2. Следующая теорема является аналогом теоремы о замкну-
том графике для линейных операторов.
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Теорема. Мультиоператор непрерывен ессли он замкнут.
� 1) Докажем, что если мультиоператор F не замкнут, то он

разрывен. Пусть существуют a, d, xn ∈ B и yn ∈ F (xn) такие, что
xn → a, yn → b и b /∈ F (a). Так как F (a) компактно и b /∈ F (a),
то существуют непересекающиеся окрестность V множества F (a)
и шар B(b, ε) (ε > 0). А так как yn → b, то yn ∈ B(b, ε) для
всех n ≥ n(1) при некотором n(1) и, следовательно, F (xn) �⊆ V
(n ≥ n(1)). Вместе с тем, xn → a и для каждой окрестности U
точки a существует номер n(2) такой, что xn ∈ U при всех
n ≥ n(2). Поэтому F (u) �⊆ V для u = xn(0) ∈ U при n(0) =
n(1) ∨ n(2). Мультифункция F имеет разрыв в точке a.

2) Докажем теперь, что если F замкнут, то F непрерывен.
Возьмем точку a ∈ B, открытую окрестность V мультиобраза
F (a) и рассмотрим множество U = {x : F (x) ⊆ V }. Так как
F (a) ⊆ V , то a ∈ U . Убедимся в том, что множество U от-
крыто. Рассмотрим дополнение U c = {x : F (x) � V }. Заме-
тим, что F (x) � V равносильно F (x) ∩ V c �= O. Пусть xn ∈ U c,
xn → x ∈ B. Возьмем yn ∈ F (xn) ∩ V c. Так как V открыто,
то V c замкнуто и, как замкнутая часть компакта B, компактно.
Следовательно, существует подпоследовательность (yr(n)) после-
довательности (yn), сходящаяся к некоторой точке y ∈ V c. А так
как xn → x, то xr(n) → x. Если мультиоператор F замкнут, то
из xr(n) → x, yr(n) ∈ F (xr(n)) и yr(n) → y следует, что y ∈ F (x).
Поэтому y ∈ F (x)∩ V c, F (x) � V и x ∈ U c. Значит, U c замкнуто,
U открыто и является окрестностью точки a. Для каждой от-
крытой окрестности V мультиобраза F (a) (и, следовательно, для
каждой его окрестности) существует окрестность U точки a та-
кая, что F (U) ⊆ V . Мультиоператор F непрерывен. �

3. Назовем x неподвижной точкой F , если x ∈ F (x).

Теорема Какутани. Непрерывное мультипреобразование
выпуклого компакта в банаховом пространстве имеет непо-
движную точку.

� Естественно свести дело к теореме Шаудера, связав муль-
тифункцию F с однозначными функциями. Доказательство про-
водится в три этапа.

1) Для каждого n ∈ N рассмотрим конечное семейство ша-
ров Bni = B(xni, 1/n), покрывающее B. Определим положитель-
ную непрерывную функцию ϕni : B → [0, 1] равенством ϕni(x) =
0∨ (1/n−‖x−xni‖) (x ∈ B). Заметим, что ϕni(x) > 0 при x ∈ Bni
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и ϕni = 0 при x /∈ Bni. Так как B ⊆ ∪iBni, то
∑
i

ϕni(x) > 0

(x ∈ B). Равенство αni(x) =
(∑
j

ϕnj(x)
)−1

ϕni(x) (x ∈ B) опре-

деляет положительную непрерывную функцию αni : B → [0, 1].
Ясно, что

∑
i

αni(x) = 1 (x ∈ B). Функции αni составляют не-

прерывное разбиение единицы, вписанное в покрытие (Bni). Из
определений следует равенство αni(x) = 0 при x /∈ Bni.

2) Рассмотрим точку yni ∈ F (xni) и функцию fn : B → E со
значениями fn(x) =

∑
i

αni(x)yni. Так как F (xni) ⊆ B и B вы-

пукло, то fn(x) ∈ B. А так как функции αni непрерывны, то
fn является непрерывным преобразованием B. Из теоремы Шау-
дера следует, что fn(xn) = xn для некоторой точки xn ∈ B.

3) Так как B компактно, то существует подпоследователь-
ность (xr(n)) последовательности (xn), сходящаяся к некоторой
точке a ∈ B. Докажем, что a ∈ F (a). Рассмотрим ε > 0 и откры-
тую окрестность V (ε) = {z ∈ B : d(z, F (a)) < ε} образа F (a). По
определению, d(z, F (a)) = min‖z − y‖ (y ∈ F (a)). Так как F (a)
компактно, то этот минимум достигается. Множество V (ε) вы-
пукло. В самом деле, если zi ∈ V (ε), то ‖zi − yi‖ = d(zi, F (a)) < ε
для некоторой yi ∈ F (a) и∥∥∥∑λizi −

∑
λiyi

∥∥∥ ≤∑ λi‖zi − yi‖ <
∑

λiε = ε

при λi ≥ 0,
∑
λi = 1. Так как F (a) выпукло, то

∑
λiyi ∈ F (a).

Значит, d (
∑
λizi, F (a)) < ε и

∑
λizi ∈ V (ε). Заметим, что замы-

кание
–
V (ε) = {z ∈ B : d(z, F (a))≤ ε} тоже выпукло.

По условию мультифункция F непрерывна и существует
δ > 0 такое, что F (U) ⊆ V (ε) для U = B(a, δ). Так как xr(n) → a,
то xr(n) ∈ B(a, δ/2) для всех n ≥ n(1) при некотором n(1). Вместе
с тем, xn ∈ B(xni, 1/n) когда αni(x) > 0. Следовательно,

‖xni − a‖ ≤ ‖xni − xr(n)‖+ ‖xr(n) − a‖ ≤ 1/n+ δ/2 < δ

при n ≥ n(0) ≥ n(1) + 2/δ, и поэтому xni ∈ U , yni ∈ F (xni) ⊆
V (ε) ⊆ –

V (ε) при n ≥ n(0). Так как
–
V (ε) выпукло и αni(x)≥0,∑

i

αni(x) = 1, yni ∈ –
V (ε), то xn = f(xn) =

∑
i

αni(xn)yni ∈ –
V (ε)

при любом ε > 0. Значит, предельная точка a принадлежит
каждому множеству

–
V (ε) и, следовательно, a ∈ F (a). �

Упражнение. Доказать, что F (a) = ∩ –
V (ε) (ε > 0).
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Замечание. Множество, состоящее из одной единственной
точки, выпукло и компактно. Поэтому обычные однозначные
функции удовлетворяют данному определению мультифункций.
Теорема Какутани обобщает следствие теоремы Шаудера в
п. 5.1.2, 1.

В [66, гл. 9] для мультиоператоров в гильбертовых простран-
ствах доказываются модификация теоремы Какутани и обобще-
ние Фань Цзы. Они выводятся из основной теоремы о существо-
вании решений для нелинейных включений.

5.2.2. Теорема Неймана

Эта теорема формулирует достаточные условия существова-
ния седловой точки для функций двух векторных переменных.

1. Рассмотрим вещественные банаховы пространства X и Y ,
выпуклые компактные множества A ⊆ X и B ⊆ Y , непрерывную
функцию f : A×B → R. По теореме Тихонова произведение A×B
компактно вместе с A, B. Оно также выпукло.

Лемма 1. Декартово произведение выпуклых множеств
выпукло.

� Рассмотрим выпуклые множества A, B в векторных про-
странствах X , Y и точки c = (a, b), z = (x, y) ∈ A × B. По
определению, ta+ (t−1)x ∈ A, tb+ (t−1)y ∈ B (0 ≤ t ≤ 1). Тогда
tc + (t− 1)z = (ta+ (t− 1)x, tb+ (t− 1)y) ∈ A× B. �

Так какA×B компактно, то непрерывность функции f равно-
мерна. Возьмем частные функции f(x, ·): B → R и f(·, y): A→ R
(x ∈ A, y ∈ B). Они непрерывны вместе с f и определены на
компактах. Поэтому для каждого x ∈ A существует y(x) ∈ B
и для каждого y ∈ B существует x(y) ∈ A такие, что

f(x, y(x)) = min
y∈B

f(x, y), f(x(y), y) = max
x∈A

f(x, y).

Рассмотрим функции g : A→ R, h : B → R со значениями

g(x) = f(x, y(x)), h(y) = f(x(y), y).

Ясно, что g(x) ≤ f(x, y) ≤ h(y) (x ∈ A, y ∈ B).
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Лемма 2. Функции g и h непрерывны.
� Так как f равномерна непрерывна, то для каждого ε > 0

существует δ > 0 такое, что

|h(y)− h(b)| = f(x(y), y)− f(x(b), b)≤ f(x(y), y)− f(x(b), y)≤ ε,

или |h(y)−h(b)|=f(x(b), b)−f(x(y), y)≤ f(x(b), b)−f(x(b), y)≤ε при
любых y, b ∈ B таких, что ‖y−b‖ ≤ δ. Точно так же доказывается
непрерывность функции g. �

Так как функции g и h непрерывны и определены на компак-
тах A, B, то существуют точки a ∈ A, b ∈ B такие, что

α = g(a) = max
x∈A

g(x) = max
x∈A

min
y∈B

f(x, y),

β = h(b) = min
y∈B

h(y) = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y).

Числа α, β называются максимином и минимаксом функции f .
Ясно, что α ≤ β. Если α = β, то точка (a, b) называется седловой.

Если частная функция f(x, ·) выпукла (вниз), а частная функ-
ция f(·, y) вогнута (выпукла вверх), то функция f называется
выпуклo-вогнутой.

Пример. Пусть X = Y = R2, A = B = [−1, 1] и f(x,y) = y2 − x2

(−1 ≤ x, y ≤ 1). Тогда g(x) = f(x, 0) = −x2, h(y) = f(0, y) = y2 , a = b = 0

и α = β = 0. Точка (a, b) = (0, 0) седловая. Функция f выпуклo-вогнутая. Ее
график — гиперболический параболоид.

Лемма 3. Равенства α = β = f(a, b) и g(a) = h(b) = f(a, b)
эквивалентны.

� Заметим, что α = β ⇔ g(a) = h(b). А так как g(x) ≤
f(x, y) ≤ h(y), то g(a) = h(b) ⇔ g(a) = f(a, b) = h(b). Сле-
довательно, α = β ⇔ α = β = f(a, b) для некоторой точки
(a, b) ∈ A× B. �

Упражнение. Доказать, что точка (a, b) является седловой для функ-
ции f ессли f(x, b) ≤ f(x,y) ≤ f(a, y) (x ∈ A, y ∈ B).

2. Достаточные условия существования седловой точки фор-
мулирует

Теорема Неймана. Непрерывная выпукло-вогнутая функ-
ция f : A×B → R на произведении выпуклых компактов A, B
в банаховых пространствах X , Y имеет седловую точку.
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� Доказательство основывается на теореме Какутани. Рас-
смотрим для каждых x ∈ A, y ∈ B множества

B(x) = {y ∈ B : f(x, y) = g(x)}, A(y) = {x ∈ A : f(x, y) = h(y)}.

Они — непустые выпуклые компакты. Непустота следует из
определений. Эти множества компактны как замкнутые части
компактов A, B: так как частные функции f(x, ·) и f(·, y) не-
прерывны, то прообразы f−1(x, ·)(g(x)) = B(x), f−1(·, y)(h(y))
= A(y) их значений замкнуты. Остается проверить выпуклость.
Так как f(x, ·) по условию выпукла, то

f(x, tb+ (1− t)y) ≤ tf(x, b) + (1− t)f(x, y) (0 ≤ t ≤ 1)

для любых b, y ∈ B. Если b, y ∈ B(x), то f(x, b) = f(x, y) = g(x),
и поэтому f(x, tb+ (1− t)y) ≤ g(x). Но

g(x) = min
y∈B

f(x, y) ≤ f(x, tb+ (1− t)y).

Следовательно, f(x, tb + (1 − t)y) = g(x) и tb + (1 − t)y ∈ B(x).
Точно так же проверяется вогнутость множества A(y).

Так как A(y) × B(x) принадлежит классу K = K (A × B),
то можно рассмотреть мультифункцию F : A× B → K со зна-
чениями F (x, y) = A(y) × B(x) (x ∈ A, y ∈ B). Докажем, что
F непрерывна. Для этого достаточно доказать замкнутость F :
что из (xn, yn) → (x, y), (un, vn) ∈ F (xn, yn) и (un, vn) → (u, v)
следует (u, v) ∈ F (x, y). Заметим, что (un, vn) ∈ F (xn, yn) озна-
чает un ∈ A(yn), vn ∈ B(xn) и f(un, yn) = h(yn), f(xn, vn) = g(xn).
Так как функции f , g, h непрерывны, то при xn → x, yn → y,
un → u, vn → v из последних равенств следует, что f(u, y) = h(y),
f(x, v) = g(x) и (u, v) ∈ A(y)× B(x).

По теореме Какутани для непрерывной мультифункции F
существует неподвижная точка: F (a, b) = (a, b) для некоторой
(a, b) ∈ A × B. Из определений вытекает, что a ∈ A(b), b ∈ B(a)
и, значит, g(a) = f(a, b) = h(b). По лемме 3 отсюда следует, что
α = β = f(a, b). Точка (a, b) седловая. �

Замечание. Теоремы о седловых точках широко применя-
ются в теории игр и математической экономике. Им посвящена
обширная литература (см. [68]).
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3. Рассмотрим: пространства C = C (A × B), A = C (A),
B = C (B) непрерывных функций f : A×B → R, g : A → R,
h : B → R на компактах A, B, A × B; операторы S : C → A ,
T : C →B и функционалы U : A → R, V : B → R, определяемые
равенствами Sf = g, Tf = h, Ug = α, V h = β в обозначениях п. 1.
Определены композиции US : C → R, V T : C → R и разность
US − V T : C → R. Так как в определении S, T используется
максимум и минимум, а U = max, V = min, то эти операторы
и функционалы нелинейны. Из определений следует, что функ-
ции f , имеющие седловые точки, являются решениями уравнения

(US − V T )f = 0.

Если A,B — выпуклые компакты в банаховых пространствах
X , Y , то по теореме Неймана US = V T и каждая функция f ∈ C
является решением этого уравнения.

Замечание. Если вместо непрерывных рассматривать огра-
ниченные функции, а вместо максимумов и минимумов рассма-
тривать верхние и нижние грани, то можно обобщить понятие
седловой точки и уравнение, обеспечивающее ее существование.
В общем виде задачу можно сформулировать так.

Задача. Найти условия, при которых для ограниченной
функции f : A× B → R на декартовом произведении A× B мно-
жеств A, B верно равенство

sup
x∈A

inf
y∈B

f(x, y) = inf
y∈B

sup
x∈A

f(x, y).

Вместо вещественных можно рассматривать функции со зна-
чениями в упорядоченных множествах.

5.3. Монотонные операторы

Среди нелинейных операторов выделяются монотонные опе-
раторы. Они подробно описаны в [21, гл. 3].

5.3.1. Определение и свойства

Всюду дальше E обозначает вещественное банахово прост-
ранство, E ′ — его нормированное сопряженное, T : E → E ′ —
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произвольное отображение E в E ′. Используется мультиплика-
тивная запись: Tx · y = (T (x))(y) для x, y ∈ E. В гильберто-
вом случае E ′ отождествляется с E и произведение становится
скалярным. В некоторых предложениях предполагаются сепара-
бельность и рефлексивность пространства E.

1. Оператор T называется монотонным, если

(Tx− Ty)(x− y) ≥ 0 (x, y ∈ E).

Если при x �= y неравенство строгое, то T называется строго
монотонным. Это согласуется с определением для случая
E = E ′ = R.

Оператор T называется ограниченным, если он каждое огра-
ниченное множество A ⊆ E отображает в некоторое ограничен-
ное множество TA = B′ ⊆ E ′. Если же для каждой точки a ∈ E
существует окрестность V ⊆ E, которую T отображает в неко-
торое ограниченное множество TU = V ′ ⊆ E ′, то оператор T
называется локально ограниченным. (В качестве V можно взять
открытый или замкнутый шар с центром в точке a и радиусом
r > 0.)

Пусть Ti : E → E ′ — монотонные операторы, ai ∈ E, b′i ∈ E ′
(1 ≤ i ≤ n). Тогда равенство Tx = Σ(Ti(a + x) + b′i) (x ∈ E)
определяет монотонный оператор T .

Упражнение. Доказать это.

2. Возьмем произвольные x, v ∈ E и рассмотрим функцию
ϕ : [0, 1]→ R со значениями ϕ(t) = T (x+ tv) · v (0 ≤ t ≤ 1).

Предложение 1. Оператор T монотонен ессли каждая
функция ϕ возрастает.

� Пусть T монотонен и 0 ≤ s < t ≤ 1. Тогда ϕ(t) − ϕ(s) =
T (x + tv) · v − T (x+ sv) · v = (t− s)−1(T (x+ tv)− T (x + sv))(x+
tv−x+ sv) ≥ 0. Если каждая ϕ возрастает, то (Ty−Tx)(y−x) =
ϕ(1)− ϕ(0) ≥ 0 при v = y − x. �

Предложение 2. Слабо непрерывно дифференцируемый
оператор T монотонен ессли T ′(x)v · v ≥ 0 для любых x, v ∈ E.

� Пусть T монотонен и 0 ≤ s < 1. Тогда по теореме о сред-
нем значении для интегралов имеем

0 ≤ (T (x+ sv)− Tx) · sv =

s∫
0

T ′(xtv)v · sv dt = s2T ′(x+ rv)v · v
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при некотором r ∈ [0, s]. Деля на s2 и переходя к пределу
при s → 0, получаем T ′(x)v · v ≥ 0. Обратно, при этом условии

(T (x+ sv)− Tx) · sv =
s∫
0

T ′(xtv)v · sv dt ≥ 0 для любых x, v ∈ E. �

Сформулированные функциональный и дифференциальный
критерии монотонности оператора часто бывают удобны.

Упражнение. Доказать, что в случае гильбертова пространства
E = H оператор T монотонный ессли при каждом λ > 0 оператор S(λ) =

I + λT растягивающий: ‖S(λ)x − S(λ)y‖ ≥ ‖x− y‖ (x, y ∈ H).

3. Теорема. Каждый монотонный оператор локально огра-
ничен.

Доказательство есть в [21, гл. 3, § 1]. Оно основывается на
теореме Банаха — Штейнгауза.

Следствие. Каждый линейный монотонный оператор ог-
раничен.

� Пусть T : E → E ′ — линейный монотонный оператор,
xn → x в E, vn = ‖xn − x‖−1/2(xn − x) при xn �= x и vn = 0
при xn = x. Так как vn → 0, то по теореме ‖Tvn‖ ≤ c для
некоторого c > 0. Откуда

‖Txn−Tx‖ = ‖T (xn−x)‖ = ‖xn−x‖1/2‖Tvn‖ ≤ c‖xn − x‖1/2 → 0.

Линейный монотонный оператор непрерывен и, значит, ограни-
чен. �

Таким образом, монотонность оператора в общем случае вле-
чет локальную, а в линейном случае — глобальную ограничен-
ность.

4. Пример [21, гл. 2, § 2 и гл. 3, § 1]. Рассмотрим: ограниченную
область G с регулярной границей Γ в пространстве E = Rn; семейство глад-
ких функций aij (1 ≤ i, j ≤ n); оператор S = −Σ∂i(aij∂j ), определенный для
выбранного класса функций на

–
G; операторы L : x → grad x, A : y → (aij)y

t,
M : z → div z (x ∈ X, y ∈ Y , z ∈ Z). Оператор T = MAL называется энер-
гетическим продолжением дифференциального оператора S (в физических
приложениях он часто связан с энергией). Область G может быть выпуклой.
Иногда требуется, чтобы u = 0 на Γ. Пусть

(Sy)(x) = (ai(x, y(x)), ai(x, y) =
∑

j

bijyj (bij ∈ L ∞(G)).

Легко доказать, что оператор S монотонен, если для почти каждого x ∈ G

и каждого v ∈ Rn выполняется условие vB(x)v∗ ≥ c‖v‖2 при некотором
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c ≥ 0 и B(x) = (bij(x)). С монотонностью энергетического продолжения T

дело обстоит сложнее. Она доказывается при различных дополнительных
предположениях.

5.3.2. Уравнения с монотонными операторами

Формулируются некоторые предложения о решениях уравне-
ния Tx = f с монотонным оператором T : E → E ′.

1. Оператор T называется радиально непрерывным, если для
него каждая функция ϕ(t): [0, 1]→ R со значениями ϕ(t) = T (x+
tv) · v (0 ≤ t ≤ 1) непрерывна.

Предложение. Пусть монотонный оператор T радиально
непрерывен и (f − Tv)(x− v) ≥ 0 (v ∈ E). Тогда Tx = f .

� Если v = x − tu (t > 0), то по условию t(f − Tv)u =
(f − Tv)(x− v) ≥ 0. Откуда t(f − Tv)u ≥ 0 и (f − Tv)u ≥ 0 при
t→ 0 и произвольном u ∈ E. Следовательно, Tx = f . �

Замечание. В [21, гл. 3, лемма 1.3] доказано более общее
предложение, содержащее еще несколько условий разрешимости
уравнения Tx = f .

2. Оператор T называется коэрцитивным, если Tx · x ≥
γ(‖x‖)‖x‖ (x ∈ E) для некоторой функции γ : [0,∞[ → R такой,
что γ(t)→∞ при t→∞.

Теорема. Пусть монотонный оператор T радиально непре-
рывен и коэрцитивен. Тогда при любом f ∈ E ′ множество ре-
шений уравнения Tx = f непусто, слабо замкнуто и выпукло.

Доказательство есть в [21, гл. 3, теорема 2.1]. Там же дока-
зана теорема, формулирующая условия корректной разрешимо-
сти уравнения Tx = f , и приведены несколько следствий.

3. Пусть E = H — вещественное гильбертово пространство,
B = –

B(0, 1) ⊆ H , T : B → H — монотонный оператор, непрерыв-
ный на конечномерных подпространствах, S(λ) = I + λT .

Лемма. Для некоторой точки a и всех точек x из B верно
неравенство Ta · (x− a) ≥ 0.

Доказательство есть в [67, п. 5.1.4].

Теорема. Если S(λ)u �= 0 для всех λ ≥ 0 и ‖u‖ = 1, то
уравнение Tx = 0 имеет решение в B.
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� Если неравенство леммы верно для внутренней точки a
шара B, то Ta = 0. Если же ‖u‖ = 1 и Tu �= 0, то S(α)u = 0 при
некотором α ≥ 0. �

Упражнение. Дать подробное доказательство.

Следствие. Если ‖x‖−1Tx · x →∞ при ‖x‖ → ∞, то урав-
нение Tx = y имеет решение при любом y ∈ H .

Доказательство есть в [67, п. 5.1.4]. В [67, п. 5.2] доказана
общая теорема о минимаксе, из которой выводится предложение,
обобщающее лемму. Там же (п. 5.3) рассматриваются многознач-
ные монотонные операторы.

Замечание. Монотонные мультиоператоры подробно опи-
сываются в [69, гл. 6]. Там они применяются для решения ва-
риационных неравенств. Использование монотонных операторов
и вариационных неравенств при решении некорректных задач
описано в [4, гл. 3].

Положительным и монотонным операторам в частично упо-
рядоченных банаховых пространствах посвящен п. 8.3 в [111]. Из
теоремы Шаудера там выводится теорема о неподвижной точке
для компактных операторов в пространствах с нормальным кону-
сом (теорема 8.3.9). Теория применяется к решению интеграль-
ных уравнений Гаммерштейна и к решению некоторых краевых
задач для дифференциальных уравнений (8.3.20–24).

5.4. Нелинейные сжатия

По аналогии с полугруппами линейных операторов можно
исследовать и некоторые полугруппы нелинейных операторов.

5.4.1. Сжимающие полугруппы операторов

Эти полугруппы подробно описаны в [43, гл. 2].
1. Рассмотрим непустое замкнутое множество F в банаховом

пространстве E и семейство U операторов U(t): F → F (t ≥ 0).
Они составляют сжимающую полугруппу, если:

(1) U(0) = I , U(s+ t) = U(s)U(t) (s, t ≥ 0),
(2) ‖U(t)x− U(t)y‖ ≤ ‖x− y‖ (t ≥ 0; x, y ∈ F ),
(3) U(t)x→ U(s)x (t→ s, x ∈ F ).
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Другими словами, сжимающей называется сильно непрерыв-
ная полугруппа нерастягивающих операторов или (нелинейных)
сжатий.

Замечание. Как и в линейном случае, условие (3) сильной
непрерывности U на [0,∞[ можно заменить условием (3′) непре-
рывности в точке s = 0: (1)(2)(3)⇒ (1)(2)(3′).

Равенство Tx = lim
t↓0

t−1(U(t)x − x) определяет порождаю-

щий оператор T для U . Но в нелинейном случае возможно
A = DomT = O. Пример приведен М. Крэндаллом и Т. Лиг-
геттом (ссылка в [43, п. 2.1]). Если A �= O, то

‖x− y‖ ≤ ‖(x− y)− λ(Tx− Ty)‖ (λ > 0, x, y ∈ F ).

Упражнение. Доказать это неравенство [43, п. 2.1].

Поэтому при A �= O оператор S = I − λT взаимно однозна-
чен для каждого λ > 0, а обратный оператор R = S−1 является
сжатием:

‖Ru−Rv‖ ≤ ‖u− v‖ (u = Sx, v = Sy).

Условимся отождествлять соответствия с их графиками и по-
рождаемыми мультифункциями. Это позволяет называть R(λ, T )
= (I − λT )−1 оператором и тогда, когда это соответствие неод-
нозначно. Оператор T называется диссипативным (а −T назы-
вается аккретивным), если R(λ, T ) является сжатием при каждом
λ > 0. Диссипативный оператор T называется m-диссипативным
(а −T называется m-аккретивным), если DomR(λ, T ) = E при
каждом λ > 0. Эти определения даны для произвольных (воз-
можно, неоднозначных) операторов. По определению, оператор
R ⊆ E × E является сжатием, если

‖x− y‖ ≤ ‖u− v‖ (x ∈ Ru, y ∈ Rv, u ∈ DomR, v ∈ DomR).

2. Рассмотрим множество U = U (F, E) всех сжимающих
полугрупп U операторов U(t) : F → F . Сходимость последова-
тельности Un к U в U определим равенством

sup
0≤s≤t

‖Un(s)x− U(s)x‖ → 0 (t > 0, x ∈ F ).
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Обозначим D = D(F, E) множество всех m-диссипативных плот-
но определенных в F операторов T : A→ E. Cходимость Tn → T
в D определим с помощью R(λ, T ) = (I − λT )−1 равенством

‖R(λ, Tn)y − R(λ, T )y‖ → 0 (λ > 0, y ∈ E).

Пусть пространство E = H гильбертово, а множество F =
B ⊆ H непустое замкнутое выпуклое. Этот случай подробно опи-
сан в [130]. Такие ограничения позволяют сформулировать для
нелинейных операторов аналог теоремы Хилле — Иосиды. При
сделанных предположениях для каждой сжимающей полугруппы
U ∈ U существует единственный оператор T ∈ D , к которому
при t ↓ 0 сходятся операторы S(t) = t−1(U(t) − I). Отображе-
ние S : U → T взаимно однозначно отображает U на D , при-
чем Un → U в U эквивалентно Tn = S (Un) → S (U) = T в D .
Возможность сформулировать такой аналог теоремы Хилле —
Иосиды оправдывает использование многозначных операторов.

Замечание. В произвольном банаховом пространстве этого
аналога нет: операторы S(t) не обязательно сходятся к нужному
оператору T и отображение S не определено. Кроме того, раз-
личные m-диссипативные операторы могут порождать одну и ту
же полугруппу. Ссылки на литературу есть в [43, п. 2.1].

5.4.2. Аппроксимация

1. Рассмотрим m-диссипативный оператор T : A → E, опре-
деленный на множестве A банахова пространства E. Положим

Un(t) = Rn(n−1t, T ) = (I − n−1tT )−n (t ≥ 0).

Для каждого x ∈ F = Ā последовательность Un(t)x сходится
к некоторому U(t)x ∈ F и определяет сжимающую полугруппу
операторов U(t): F → F . Кроме того, для каждого x ∈ A верны
соотношения

|Tx| = sup
λ>0

(λ−1‖R(λ, T )x− x‖) <∞,

‖U(t)x− U(s)x‖ ≤ |Tx| |t− s| (s, t ≥ 0),

‖U(t)− Un(t)‖ ≤ n−1/2|Tx|t (t ≥ 0, n ≥ 1).
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Сформулированные утверждения составляют содержание
теоремы, доказанной М. Крэндаллом и Т. Лиггеттом [43, п. 2.2].

2. Рассмотрим последовательность операторов Tn : An → E
и оператор T : A→ E (An, A ⊆ E). Будем предполагать, что они
m-диссипативны и порождают сжимающие полугруппы операто-
ров Un и U соответственно. Рассмотрим еще последовательность
векторов xn ∈ Fn = Ān и вектор x ∈ F = Ā. Будем предполагать,
что xn → x в E.

Теорема. Если ‖R(α, Tn)y −R(α, T )y‖ → 0 при некотором
α > 0 и всех y ∈ E, то sup

0≤s≤t
‖Un(s)xn − U(s)x‖ → 0 (t > 0).

Доказательство есть в [43, п. 2.3]. Там же из теоремы вы-
водится следующее предложение. Рассмотрим m-диссипативный
оператор T : E → E, удовлетворяющий условию Липшица, вектор
x ∈ E и функцию u : [0,∞[ → E со значениями u(t) = U(t)x.

Следствие. Функция u непрерывно дифференцируема и вер-
ны равенства u̇(t) = Tu(t) (t ≥ 0), u(0) = x.

Доказывается также нелинейный вариант оценки Чернова
для решения задачи Коши.

5.5. Теория степени отображения

Эта теория эффективно применяется при исследовании нели-
нейных уравнений. Введению в теорию степени посвящена гла-
ва 13 книги [111].

5.5.1. Конечномерные пространства

Рассмотрим сначала случай конечномерных пространств и
используем сказанное в п. 3.4.9.

1. Пусть U — непустое ограниченное открытое множество
в Rm, f : –

U → Rm — непрерывное отображение и y /∈ f(∂U). Возь-
мем r = (1/2) dist{y, f(∂U)}. Образ f(∂U) компактен вместе с ∂U ,
и поэтому r > 0 при y /∈ f(∂U). Будем говорить, что точка z ∈ Rm
близка к точке y, и писать z ≈ y, если ‖z − y‖ < r. Точно так же
назовем отображение g : –

U → Rm близким к f и напишем g ≈ f ,
если ‖g − f‖sup < r.
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Если отображение f гладкое, то его степенью в точке y по
множеству U называется число

d(f, y, U) =
∑

x∈f−1(z)

sign det f ′(x),

где z — какая-либо близкая к y точка, не являющаяся особым или
граничным значением f . В частности, d(f, y, U) = 0 при y /∈ f( –

U).
В общем случае d(f, y, U) = d(g, y, U), где g — какое-либо

близкое к f гладкое отображение. Вместо d(f, y, U) пишут также
deg(f, y, U).

Примеры. 1). Пусть e = id: U → Rm. Тогда d(e, y, U) = 1 (y ∈ U),

d(e, y, U) = 0 (y /∈ –
U). 2) Пусть c :

–
U → Rm постоянная. Тогда d(с, y, U) = 0

при y �= c.

2. Корректность данного определения степени следует из
плотности неособых значений в f(U), плотности гладких функ-
ций в C ( –

U,Rm) и равенств d(f, z1, U) = d(f, z2, U), d(g1, y, U) =
d(g2, y, U) для близких неособых значений z1, z2 и для близких
гладких отображений g1, g2. Общее значение степеней d(g, z, U)
для всех неособых z ≈ y и гладких g ≈ f , по определению, есть
d(f, y, U).

Обозначим через C ( –
U,Rm) класс всех непрерывных отобра-

жений
–
U → Rm и выделим из него класс C 1( –

U,Rm) гладких
(непрерывно дифференцируемых) на U . Пусть f ∈ C 1( –

U,Rm)
и S = {x ∈ U : det f ′(x) = 0}. Тогда по теореме Сарда мера
Лебега образа f(S) особых точек равна нулю, и поэтому вблизи
каждого значения f есть неособые. Используя компактность –

U ,
легко доказать, что множество f−1(y) конечно при y /∈ f(S ∪∂U).

Для данного отображения f и точек z, y условимся писать
z ∼ y, если эти точки принадлежат одной и той же связной ком-
поненте множества Rm \ f(∂U). Нетрудно доказать, что z ∼ y
при ‖z − y‖ < 2r (и тем более при z ≈ y).

Упражнение. Доказать сформулированные утверждения.
Пусть f ∈ C 1( –

U,Rm) и y �∈ f(S ∪ ∂U). Тогда d(f, z, U) =
d(f, y, U) при z ∼ y.

Пусть f, g ∈ C 1( –
U,Rm) и y /∈ f(∂U). Тогда существуют

δ > 0, y /∈ g(∂U) такие, что d(f, y, U) = d(g, y, U) при всех
g ∈ C 1( –

U,Rm), для которых ‖g − f‖sup < δ.
Упражнение. Доказать, что y /∈ g(∂U).



5.5.1. Конечномерные пространства 527

Гомотопию h : [0, 1]× –
U → Rm отображения f ∈ C ( –

U,Rm)
назовем допустимой для y /∈ f(∂U), если y /∈ h([0, 1]× ∂U). Ото-
бражения f = f0 = h(0, ·) и g = f1 = h(1, ·) будем называть
допустимо гомотопными и писать f ∼ g (для данного значения
y /∈ f(∂U)). Теорема о гомотопической инвариантности утверж-
дает, что d(ht, y, U) не зависит от t. В частности, d(f, y, U) =
d(g, y, U) для допустимo гомотопных f и g.

Для степени гладкого отображения верна интегральная фор-
мула. Пусть f ∈ C 1( –

U,Rm) и y /∈ f(S ∪ ∂U). Тогда

d(f, y, U) =
∫
U

ϕε(y − f(x)) detf ′(x) dx.

Здесь ϕε : Rm → R является сглаживающим множителем и имеет
значения ϕε(x) = c(ε) · exp{−1/(ε2 − ‖x‖2)} при ‖x‖ ≥ ε. Нор-
мирующий коэффициент подбирается из условия ‖ϕε‖ = 1 для
интегральной нормы. Ясно, что ϕε ∈ C∞(Rm,R) и suppϕε ⊆–
B(0, ε) ⊆ Rm.

Доказательства сформулированных утверждений о свойствах
степени d(f, y, U) можно найти в [111, 13.2].

3. Пусть множество U ⊆ Rm ограничено и открыто, отобра-
жение f : –

U → Rm непрерывно, а точка y /∈ f(∂U). Тогда верна
описывающая свойства степени d(f, y, U)

Теорема. (1) Если d(f, y, U) �= 0, то y ∈ f(U).
(2) Если g ∼ f , то d(f, y, U) = d(g, y, U).
(3) Если z ∼ y, то d(f, z, U) = d(f, y, U).
(4) Если g∂U = f∂U , то d(f, y, U) = d(g, y, U).
(5) Если y ∈ U , то d(e, y, U) = 1.
Здесь g ∈ C ( –

U,Rm), z ∈ Rm \ f(∂U), отображения g∂U и f∂U
являются сужениями на ∂U отображений f и g, отображение
e = id: –

U → Rm.
� Приведем краткое доказательство. Утверждения (2) и (3)

обобщают сформулированные в п. 2. Утверждение (5) следует из
определений. Докажем только (1) и (4).

Докажем свойство (1). Пусть f ∈ C 1( –
U,Rm) и y /∈ f(∂U).

Тогда y /∈ f(U) означает y /∈ f( –
U) = Ran f и f−1(y) = О, по-

этому d(f, y, U) = 0 при y /∈ f(U). Следовательно, y ∈ f(U) при
d(f, y, U) �= 0. Если f ∈ C ( –

U,Rm), то существует g ∈ C 1( –
U,Rm),

g ≈ f . Образ g(∂U) содержится в r-окрестности образа f(∂U),
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и поэтому y /∈ g( –
U) при y /∈ f( –

U) и r = (1/2) dist{y, f(∂U)}. Сле-
довательно, снова d(f, y, U) = d(g, y, U) = 0 при y /∈ f(U).

Докажем теперь (4). Если f(x) = g(x) при x ∈ ∂U , то
h(t, x) = (1 − t)f(x) + tg(x) определяет допустимую гомотопию
(t ∈ [0, 1], x ∈ –

U). Вследствие гомотопической инвариантности
степени d(f, y, U) = d(g, y, U) при y /∈ f(∂U) = g(∂U). �

Упражнение. Вывести (3) из (2).

Замечание. Условие y /∈ f(∂U) позволяет применять ут-
верждение (1) для доказательства существования решения x ∈ U
уравнения f(x) = y. Подчеркнем, что d(f, y, U) �= 0 является
только достаточным условием существования такого решения.
Если d(f, y, U) = 0, то оно тоже может существовать.

4. Теорема о свойствах степени отображения позволяет легко
доказать основную теорему алгебры комплексных чисел. Из ска-
занного в п. 3.4.9,4 следует, что d(g, z, U) = n для полинома
g(z) = anz

n с коэффициентом an �= 0, круга U = B(0, r) ⊆ R2

достаточно большого радиуса r > 0 и точки z /∈ U . Поли-
ном f(z) = a0 + a1z + · · · + anz

n связан с g допустимой гомо-
топией h(t, x) = (1 − t)g(z) + tf(z) (t ∈ [0, 1], z ∈ –

U). Так как
|g(z)| ≥ 2|f(z) − g(z)| при |z| ≥ r и достаточно большом r > 0,
то |ht(z)| ≥ |g(z)| − t|f(z) − g(z)| > 0 при |z| = r и 0 /∈ ht(∂U)
при всех t ∈ [0, 1]. Следовательно, d(f, 0, U) = d(g, 0, U) = n �= 0
и f ∈ f(U). Уравнение f(z) = 0 имеет решение z ∈ U .

5. Докажем теорему Брауэра для шара
–
U = –

B(0, r) ⊆ Rm.
Неподвижные точки непрерывного преобразования f : –

U → –
U яв-

ляются решениями уравнения g(x) = 0 для g = f − e, где e = id.
Если 0 ∈ g(∂U), то f(x) = x для некоторой x ∈ ∂U , и теорема
Брауэра верна. Поэтому можно предположить, что 0 /∈ g(∂U)
и f(x) �= x при всех x ∈ S(0, r) ⊆ Rm. Отображения e и g свя-
заны допустимой гомотопией h(t, x) = (1 − t)x + tf(z) (t ∈ [0, 1],
z ∈ –

U). В самом деле, из равенства ht(x) = 0 следует x = tf(x)
и r = t‖f(x)‖ при x ∈ ∂U . Так как 0 ≤ t ≤ 1 и ‖f(x)‖ ≤ r,
то из r ≤ tr следует t = 1. Тогда x = f(x), что противо-
речит сделанному предположению f(x) �= x. Следовательно,
d(g, 0, U) = d(e, 0, U) = 1 �= 0 и 0 ∈ g(U). Уравнение g(x) = 0
имеет решение x ∈ U = B(0, r), если оно не имеет решений
x ∈ ∂U = S(0, r).

Замечание. Теорема Брауэра легко обобщается на непре-
рывные преобразования выпуклых компактов. Для этого исполь-
зуется доказанная в [144] и часто бывающая полезной
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Теорема Дугунджи. В банаховом пространстве X непре-
рывное отображение f : A → C замкнутого множества A ⊆ X
в выпуклое множество C ⊆ X имеет непрерывное продолжение
f̄ : X → C.

Рассмотрим непустой выпуклый компакт C ⊆ Rm, содер-
жащий шар

–
B = –

B(0, r) ⊆ Rm и непрерывное преобразование
f : C → C. По теореме Дугунджи существует непрерывное ото-
бражение f̄ : –

B → C, продолжающее f . Так как f̄ является непре-
рывным преобразованием шара

–
B, то по доказанному f̄(x) = x

для некоторого x ∈ –
B. А так как f̄( –

B) ⊆ C, то x ∈ C и
f(x) = f̄(x) = x.

5.5.2. Степень Лере — Шаудера

Теория степени переносится с конечномерного случая на бес-
конечномерный только при определенных ограничениях.

1. Если бы теория степени полностью переносилась с конеч-
номерных пространств на произвольные банаховы, то для банахо-
вых пространств была бы верна теорема Брауэра о неподвижной
точке. Контрпример Какутани показывает, что это не так.

Рассмотрим гильбертово пространство E = l2, шар –
B =–

B(0, 1) ⊆ E и преобразование T : –
B → –

B, переводящее x = (xi)
∈ E в y = (yi) ∈ E с координатами y1 = (1− ‖x‖2)1/2, yi+1 = xi
(i ≥ 1). Оператор T нелинейный, так как T (0) �= 0. Он непрерыв-
ный:

‖T (x)− T (a)‖2 = (1− ‖x‖2)1/2 − (1− ‖a‖2)1/2 + ‖x− a‖2,

следовательно, T (x) → T (a) при x → a ∈ E. У преобразования T
нет неподвижных точек. В самом деле, ‖T (x)‖ = 1−‖x‖2+‖x‖2=1,
и поэтому при ‖x‖ < 1 равенство T (x) = x невозможно. Если
‖x‖=1, то Tx = x влечет x = 0 и тоже невозможно. Для эффек-
тивной теории нужно выбрать более узкий класс преобразований
банаховых пространств, чем непрерывные.

2. Дадим нужные определения. Рассмотрим банахово
пространство E, (непустое) ограниченное открытое множество
U ⊆ E и тождественное вложение I : –

U → E. Оператор
K : –

U → E называется компактным, если он непрерывный и ото-
бражает ограниченные множествa на относительно компактные:
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K(B) ⊆ E компактно для каждого ограниченного B ⊆ –
U . Опе-

ратор F = I −K называется фредгольмовым, если K компактен.
Заметим, что F (x) = 0 эквивалентно K(x) = x. Исследование
неподвижных точек компактных операторов сводится к исследо-
ванию фредгольмовых уравнений F (x) = y. В линейном случае
они были подробно изучены.

Нетрудно доказать [111, 13.3.1], что r = 2−1 dist{y, F (∂U)}>0
при y /∈ F (∂U). Это позволяет, используя проекторы Шаудера
[111, 8.2.5], установить существование конечномерных приближе-
ний Q для фредгольмова оператора F . В [111, 13.3.2] доказана

Лемма. Для каждого ε ∈ ]0, r[ существует непрерывный
оператор Q : –

U → E конечного ранга такой, что

‖F (x)−Q(x)‖ ≤ ε (x ∈ –
U), ‖Q(x)− y‖ ≥ r (x ∈ ∂U).

Сужение Q на подпространство, порожденное точкой y и об-
разом Q( –

U), является непрерывным отображением конечномер-
ных пространств и для него определена степень. Различные та-
кие приближения оператора F имеют равные степени [111, 13.3.4].
Их общее значение d(F, y, U) и называется степенью Лере — Ша-
удера отображения F в точке y по множеству U [111, 13.3.5].

Замечание. Используя теорему Дугунджи, можно сначала
определить степень оператора на ∂U , а потом— его продолжения
на

–
U [111, задача 13.6].
Уточним понятие допустимой гомотопии H : [0, 1]× –

U → E,
связывающей фредгольмовы операторы F : –

U → E и G : –
U → E.

К прежним требованиям непрерывности и условию y /∈ H([0, 1]×
∂U) добавляется требование фредгольмовости операторов Ht для
всех t ∈ [0, 1]. Будем записывать допустимую гомотопность
F = H0 и G = H1 символом G ∼ F . А принадлежность точек y
и z одной и той же связной компоненте множества E \ F (∂U) —
символом z ∼ y.

3. Теорему о свойствах степени для фредгольмовых опе-
раторов можно сформулировать по аналогии с конечномерным
случаем. Ее доказательство проводится по стандартной схеме:
используется соответствующее утверждение теоремы из 5.5.1, 3
и предельный переход с учетом компактности оператора K в ра-
венстве F = I −K.

Из теоремы выводится следствие, особенно удобное для при-
ложений. Там условие, обеспечивающее существование решения
уравнения F (x) = y, формулируется непосредственно для F .
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Пусть множество U ⊆ E ограничено и открыто, отображе-
ние F : –

U → E фредгольмово, а точка y /∈ F (∂U). Тогда верна
описывающая свойства степени d(F, y, U)

Теорема. (1) Если d(F, y, U) �= 0, то y ∈ F (U).
(2) Если G ∼ F , то d(G, y, U) = d(F, y, U).
(3) Если z ∼ y, то d(F, z, U) = d(F, y, U).
(4) Если G∂U = F∂U , то d(G, y, U) = d(F, y, U).
(5) Если y ∈ U , то d(I, y, U) = 1.

Здесь G : –
U → E — фредгольмов оператор, z ∈ E \ F (∂U),

отображения F∂U и G∂U — сужения на ∂U отображений F и G,
I : –
U → E — тождественное вложение. Краткое доказательство

теоремы есть в [111, 13.3.6].
Упражнение. Вывести сформулированную теорему из теоремы в

5.5.1, 3.

Следствием является еще одна

Теорема Лере — Шаудера. Пусть y /∈ Ht(∂U) для Ht =
(1 − t)I + tF при всех t ∈ [0, 1]. Тогда фредгольмово уравнение
F (x) = y имеет решение x ∈ U .

� Из условия следует, что I ∼ F . По утверждениям (2) и (5)
теоремы о свойствах степени тогда d(F, y, U) = d(I, y, U) = 1 �= 0
при y ∈ U . Откуда по утверждению (1) вытекает y ∈ F (U). �

Упражнение. Вывести из теоремы о степени отображения теорему Ша-
удера и теорему 2 из п. 5.1.2, 2.

Замечание. В [111, 13.4] подробно описывается применение
теории степени к исследованию интегрального уравнения Чанд-
расекхара для радиационного переноса в звездных оболочках.
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В теории некорректных задач широко используются конеч-
ные и бесконечные системы линейных алгебраических уравне-
ний. Бесконечные системы линейных алгебраических уравнений
можно рассматривать как частный случай линейных оператор-
ных уравнений. По сравнению с обычно рассматриваемыми клас-
сами операторных уравнений такие уравнения обладают рядом
важных особенностей. В главе сначала подробно описываются
общие свойства матричных операторов и представляющих их ма-
триц. В качестве множества индексов выбирается произвольное
счетное множество. Это связано со стохастическими приложени-
ями, в которых трудно подобрать нумерацию, соответствующую
содержанию задачи. Примерами приложений служат марковские
матрицы и определяемые ими операторы. Уравнения с такими
операторами возникают в некоторых стохастических задачах ин-
тегральной геометрии и томографии.

6.1. Определения

Матричные операторы являются регулярными интегральны-
ми операторами. Это позволяет сформулировать задачу в терми-
нах общей теории линейных операторов и при решении использо-
вать операторные методы.

6.1.1. Основные пространства

Рассмотрим следующие пространства:
(C, dν) — пространство, составленное из счетного (конечного

или бесконечного) множества C и σ-конечной считающей меры dν
на алгебре всех его частей

L p = L p(C) = L p(C, dν) (1 ≤ p ≤ ∞);
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V = V (C) — векторное пространство всех числовых (веще-
ственных или комплексных) функций на C;

M = M (C, C) — векторное пространство всех числовых
C × C-матриц (числовых функций на C ×C);

Bp = B(L p) — нормированное пространство ограниченных
линейных операторов в L p;

C p = C (L p) — нормированное пространство компактных
линейных операторов в L p.
(Здесь и всюду далее, когда не оговорено, 1 ≤ p ≤ ∞.)

Каждое семейство V = (vγ) (γ ∈ C) порождает строку (v1γ) ∈
M({1}, C) и столбец (vγ1) ∈ M(C, {1}), отождествляемые с этим
семейством. Различать их приходится только при действиях с ма-
трицами. В тексте семейства (vγ) отождествляются со строками
и умножаются на матрицы по правилу строка на столбец. Для
того чтобы C × C-матрица M = (aγδ) (γ, δ ∈ C) представляла
линейный оператор в пространстве V , нужно, чтобы при каждых
V ∈ V и δ ∈ C семейство чисел vγaγδ (γ ∈ C) было суммируемо.
Тогда произведение VM = W ∈ V , где W = (wδ) (δ ∈ C) есть
строка с элементами wδ =

∑
γ
vγaγδ (δ ∈ C). А для того чтобы

матрица M представляла линейный оператор в L p, нужно еще,
чтобы W ∈ L p при V ∈ L p. Условимся такой оператор назы-
вать матричным, отождествлять с представляющей его матри-
цей и обозначать тоже M , а представляющую матрицу называть
операторной.

Как правило, нормы во всех рассматриваемых пространствах
будем обозначать одинаково ‖ ‖, приписывая внизу индекс p, ко-
гда это нужно.

6.1.2. Нумерация

Общий случай бесконечного счетного множества C с по-
мощью нумерации можно свести к частному случаю множества
C = N натуральных чисел считающей меры dν = dn на алге-
бре всех частей N числовых последовательностей V = Y = (yn).
В этом случае L p = L p(N, dn) = lp. Пусть еще bp = B(lp),
cp = C (lp).

Введем в рассмотрение: нумерацию s : N→ C, определяемую
ею C ×N -матрицу S = (eγm) с элементами eγm = 1 (γ = s(m)),
eγm = 0 (γ �= s(m)); обратную N × C-матрицу S−1 = (emγ); про-



534 6.1. Определения

извольную C × C-матрицу M = (aγδ); получающуюся из нее ну-
мерацией s строк и столбцов N×N-матрицу

F = S−1MS = (as(m)s(n)).

(Здесь и всюду далее, когда не оговорено, γ ∈ C, δ ∈ C, m ∈ N,
n ∈ N. А матрица M = (aγδ) — произвольная C ×C-матрица.)

Предложение. 1) Матрица S представляет изометрию L p

на lp;
2) M ∈ Bp, ‖M‖ = a⇔ F ∈ bp; ‖F‖ = a;
3) M ∈ C p ⇔ F ∈ cp.
� Пусть X = (xγ) и Y = XS = (yn), где yn = xs(n).
1) При 1 ≤ p < ∞ суммируемость семейства |xγ |p экви-

валентна суммируемости ряда |yn|p, причем их суммы равны.
Кроме того, верно равенство sup |xγ | = sup |yn|. Значит, X ∈
L p ⇔ Y ∈ lp (1 ≤ p ≤ ∞).

Ясно, что x → Y есть отображение L p на всё lp и верно
равенство ‖X‖p = ‖Y ‖p.

2) Если X ∈ L p и XM ∈ L p, то Y = XS ∈ lp и Y F =
XS(S−1MS) = (XM)S ∈ lp. Точно так же если Y ∈ lp и Y F ∈ lp,
то X = Y S−1 ∈ L p и XM = (Y F )S−1 ∈ L p. Значит, M пред-
ставляет линейный оператор в L p тогда и только тогда, когда
F представляет линейный оператор в lp.

Так как операторы S и S−1 являются ограниченными, то
оператор M ограничен тогда и только тогда, когда ограничен
оператор F . А так как ‖S‖ = ‖S−1‖ = 1, то ‖M‖ ≤ ‖S‖ · ‖F‖ ·
‖S−1‖ = ‖F‖ и ‖F‖ ≤ ‖S−1‖ · ‖M‖.

3) Произведение ограниченного оператора на компактный
есть компактный оператор. Поэтому M = SFS−1 компактен
тогда и только тогда, когда компактен F = S−1MS. �

Замечание. Доказанное предложение позволяет переходить
от L p = L p(C, dν) к lp, когда это удобно. Использование L p

в качестве основного пространства связано с приложениями к
марковским последовательностям со счетным множеством зна-
чений, которое часто не имеет естественной нумерации.

6.1.3. Литературные ссылки

В главе рассматриваются C × C-матрицы и числовые семей-
ства, а в большинстве работ — N×N-матрицы и числовые после-
довательности. Точные ссылки на такие работы часто связаны
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с оговорками и дополнительными рассуждениями. К тому же
этих работ много, и они написаны в самых разных стилях. По-
этому вместо многих конкретных ссылок даются краткие аннота-
ции работ, методы и результаты которых используются в тексте.
Их описание позволяет также получить некоторое представление
о теории матричных операторов и ее приложениях.

Все нужные определения и теоремы, связанные с суммирова-
нием числовых семейств, есть в книгах Н. Бурбаки [13] и Л. Я. Са-
вельева [80]. Суммы являются интегралами по считающим ме-
рам, и поэтому матричные операторы в L p являются интеграль-
ными.

Интегральным операторам посвящена обширная литература,
в частности книги П. Халмоша и В. Сандера [110], В. Б. Ко-
роткова [47–49]. Абстрактные интегральные операторы описыва-
ются в главе 6 книги Н. Данфорда и Дж. Шварца [28], в главе 11
книги Л. В. Канторовича и Г. П. Акилова [33], в главе 9 книги
Р. Эдвардса [124]. В книгах [33] и [124] выделяются матричные
операторы.

Бесконечные матрицы и системы линейных уравнений по-
дробно описаны в книге Р. Кука [52]. Большая обзорная статья
И. И. Волкова и П. Л. Ульянова, добавленная к книге, посвящена
методам суммирования, определяемым бесконечными матрицами.
Теория решения бесконечных систем линейных уравнений изла-
гается в главе 1 книги Л. В. Канторовича и В. И. Крылова [34].
В ней сказано также, где можно найти дополнительную литера-
туру.

Обзоры известных условий, при которых матрицы предста-
вляют ограниченные операторы, есть в статьях [131] и [147]. В
статье [147] и книге К. Зеллера, В. Бикмана [150] содержится
обширная библиография.

6.1.4. Матричные операторы в L p

Матричные операторы в L p ограничены. Этот результат
очень важен. Докажем его в нужной форме (ср. [110, лемма 3.9,
теорема 3.10]). Сначала докажем вспомогательное предложение.
(Здесь и всюду далее, когда не оговорено, U = (uγ), V = (vγ),
W = (wγ), V n =

(
vnγ
)
, Wn =

(
wnγ
)
обозначают векторы простран-

ства V ; K = K (C) обозначает класс конечных частей множе-
ства C.)
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Лемма. Для каждой сходящейся в L p последовательности
векторов V n ∈ L p существует подпоследовательность V r(n),
которая покоординатно ограничена некоторым вектором U ∈
L p.

� Выберем строго возрастающую последовательность номе-
ров r(m), для которых ‖V r(m+1) − V r(m)‖ ≤ 2−m. Рассмотрим

A = (aγ) и Δm =
(∣∣δmγ ∣∣), где aγ =

∣∣vr(1)γ

∣∣ и δmγ = v
r(m+1)
γ − v

r(m)
γ .

Так как V r(1), V r(m+1) − V r(m) ∈ L p, то A,Δm ∈ L p [80, ч. 1,
гл. 3, п. 2.2.3, теорема 3] и

∣∣δmγ ∣∣ ≤ ‖Δm‖ ≤ 2−m.
Положим Bn =

∑
m<n

Δm =
(
bnγ
)
, bnγ =

∑
m<n

∣∣δmγ ∣∣. Последо-

вательность bnγ возрастает и bnγ ≤ 1. поэтому существует bγ =
lim
n
bnγ ≤ 1.
Пусть 1 ≤ p <∞. Тогда

∑
γ

∣∣bnγ ∣∣p = ‖Bn‖p ≤
( ∑
m<n

‖Δm‖
)p
≤ 1,

∑
γ∈K

|bγ |p = lim
n

(∑
γ∈K

∣∣bnγ ∣∣p) ≤ 1 (K ∈ K ),

∑
γ

|bγ |p = lim
K

(∑
γ∈K

|bγ |p
)
≤ 1.

Значит, B = (bγ) ∈ L p и ‖B‖ ≤ 1. Теперь пусть p = ∞. Так
как |bγ| = bγ ≤ 1, то B = (bγ) ∈ L ∞ и ‖B‖ ≤ 1. Таким образом,
B ∈ L p и ‖B‖ ≤ 1 при 1 ≤ p ≤ ∞. Заметим еще, что

∣∣δmγ ∣∣ ≤ 2−m,∑
m

∣∣δmγ ∣∣ ≤ 1 и поэтому

v(γ, ·) = lim
n
vr(n)
γ = lim

n

(
vr(1)γ +

∑
m<n

δmγ

)
= vr(1)γ +

∑
m

δmγ ,

когда V n → V в L p и, следовательно, vnγ → vγ .
Из определений следует, что

∣∣vr(n)
γ

∣∣ =
∣∣∣∣vr(1)γ +

∑
m<n

δmγ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣vr(1)γ

∣∣ +
∑
m<n

∣∣δmγ ∣∣ = aγ + bnγ ≤ aγ + bγ .
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Таким образом, подпоследовательность V r(n) покоординатно ог-
раничена вектором U = A+ B ∈ L p. �

Замечание. Пусть V n → V в L p. Тогда vnγ → vγ , так как∣∣vnγ − vγ
∣∣ ≤ ‖V n − V ‖. Из сходимости по норме в L p следует

покоординатная сходимость.

Теорема. Каждый матричный оператор M в пространст-
ве L p ограничен.

� По теореме о замкнутом графике (4.5.4) достаточно пока-
зать, что M замкнут. Пусть V nM = Wn, V n → V и Wn → W
в L p. Из доказанной леммы следует, что существуют подпосле-
довательность V r(n) и строка U ∈ L p такие, что

∣∣vr(n)
γ

∣∣ ≤ uγ
(n ∈ N, γ ∈ C). Оператор M определен на всем пространстве L p

и поэтому UM ∈ L p. Следовательно, семейство (uγaγδ)γ и вме-
сте с ним семейство (|uγaγδ|)γ суммируемы для каждого δ ∈ C.

Таким образом,

vr(n)
γ aγδ → vγaγδ,

∣∣vr(n)
γ aγδ

∣∣ =
∣∣vr(n)
γ

∣∣∣∣aγδ∣∣ ≤ uγ |aγδ| = |uγaγδ|,∑
γ

|uγaγδ| <∞, w
r(n)
δ =

∑
γ

vr(n)
γ aγδ → wδ.

По теореме Лебега о мажорированной сходимости отсюда выте-
кает, что

wδ = lim
n
w
r(n)
δ = lim

n

(∑
γ

vr(n)
γ aγδ

)
=
∑
γ

lim
n

(
vr(n)
γ aγδ

)
=
∑
γ

vγaγδ.

Значит, VM = W , оператор M замкнут и, следовательно, огра-
ничен. �

Замечание. При доказательстве теоремы существенно ис-
пользовалась всюду определенность матричного оператора M .
Если не требовать, чтобы оператор был определен на всем рас-
сматриваемом пространстве, то можно с каждой матрицей свя-
зать линейный оператор, определенный на некотором подпро-
странстве. Он может быть неограничен [110, §3].
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Отметим еще, что при 1 ≤ p <∞ все ограниченные линейные
операторы в L p матричные, так как при 1 ≤ p < ∞ простран-
ство L p имеет аналитическую базу из векторов Eα = (eαβ)β , где
eαα = 1 и eαβ = 0 при β �= α (α, β ∈ C). В самом деле, для каждых
V ∈ L p и M ∈ Bp имеем

M(V ) = M

(∑
γ

vγEγ

)
=
∑
γ

vγM(Eγ)

=
∑
γ

(vγ(aγδ)δ) =
(∑

γ

vγaγδ

)
δ

,

где M(Eγ) = (aγδ)δ ∈ L p. (Суммируемость рассматриваемых
семейств и справедливость равенств следуют из непрерывности
оператора M и базовости векторов Eα.) Значит, оператор M
представляется C × C-матрицей (aγδ) (ср. [33, XI.2.1]).

6.1.5. Матричные уравнения

Рассмотрим уравнение

V (I − T ) = W, (∗)
где V и W обозначают произвольные C-строки, I — единичную
C × C-матрицу и T — произвольную C × C-матрицу. Задача за-
ключается в том, чтобы при данных T и W решить уравнение (∗)
относительно V , т. е. найти условия, при которых решения урав-
нения (∗) существуют, и описать эти решения.

Такая задача будет решена для специального класса матриц
T , равных полиномам от стохастических матриц. Это связано
с приложениями к теории серий в марковских последовательно-
стях. Сначала исследуются условия, при которых матрицы пред-
ставляют ограниченные и компактные операторы, потом для ре-
шения (∗) используются операторные методы.

Уравнение (∗) возникает, в частности, при исследовании со-
вместного распределения некоторых характеристик серий в мар-
ковских случайных последовательностях. Рассматривается бана-
хово пространство L ∞,1 со смешанной нормой [127], принадле-
жащая ему производящая функция f исследуемого распределе-
ния, ограниченный линейный оператор K : L → L и функция g.
Функция f = V является решением уравнения (∗) при T = K
и W = g при данных K и g [91].
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6.2. Ограниченные матричные
операторы

Опишем условия, при которых матрица M представляет ог-
раниченный линейный оператор в пространстве L p.

6.2.1. Вырожденные матрицы

Для каждого множества X ⊆ C рассмотрим диагональную
C × C-матрицу I(X), у которой элементы на пересечении строк
и столбцов с индексами из X равны единице, а все остальные
элементы равны нулю. Диагональ матрицы I(X) является инди-
катором множества X . Поэтому будем называть такие матрицы
индикаторными и вместо I(X) писать X . В частности, единич-
ную C ×C-матрицу I = I(C) будем обозначать также C.

Каждые конечные множества L ⊆ C, N ⊆ C и C × C-матри-
ца M определяют C ×C-матрицу

M(L,N ) = LMN.

У этой матрицы все строки с индексами γ /∈ L и столбцы с ин-
дексами δ /∈ N нулевые. Будем называть матрицы M(L,N ) вы-
рожденными.

Заметим, что матрицы L, N , M(L,N ) при 1 ≤ p ≤ ∞ пред-
ставляют операторы из Bp и ‖L‖ ≤ 1, ‖N‖ ≤ 1. Кроме того,

‖M(L1, N1)‖ ≤ ‖M(L2, N2)‖ (L1 ⊆ L2, N1 ⊆ N2).

Действительно, так как L1 = L1L2 и N1 = N2N1, то

‖M(L1, N1)‖ = ‖L1MN1‖ = ‖L1L2MN2N1‖
≤ ‖L1‖‖L2MN2‖‖N1‖ ≤ ‖L2MN2‖ = ‖M(L2, N2)‖.

В частности,

‖M(L,N )‖ ≤ ‖M(L∪N, L∪N )‖.
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Выделим матрицы

M(K) = M(K,K) = KMK,

получающиеся при K = L = N . Из определений следует, что
M(K) = (aγδ(K)), где aγδ(K) = aγδ при γ ∈ K и δ ∈ K, aγδ(K) = 0
при γ /∈ K или δ /∈ K.

Порядок ⊇ является направлением в классе K = K (C). Для
каждых γ ∈ C, δ ∈ C элементы aγδ(K) матрицы M(K) образуют
числовую направленность, а операторы M(K) — направленность
в банаховом пространстве Bp при 1 ≤ p ≤ ∞. Будем сходимость
по направлению ⊇ в классе K записывать K → C. Из опре-
делений следует, что aγδ(K) → aγδ (K → C) для каждых γ, δ.
Определяемая матрицей M направленность вырожденных опера-
торов M(K) может быть или не быть ограниченной в данном
пространстве Bp, сходиться или не сходиться в нем при K → C.

6.2.2. Критерий ограниченности

Сформулируем общее условие, при котором матрицаM пред-
ставляет ограниченный оператор в L p (ср. [33, XI.2.2]).

Теорема. Матрица M представляет ограниченный опера-
тор из пространства Bp тогда и только тогда, когда множе-
ство вырожденных операторов M(K) ограничено в Bp.

� 1. Необходимость сформулированного условия следует из
неравенств

‖M(K)‖ = ‖KMK‖ ≤ ‖K‖‖M‖‖K‖ ≤ ‖M‖,
верных для каждых M ∈ Bp и K ∈ K .

2. Докажем достаточность условия теоремы. Пусть ‖M(K)‖
≤ c <∞ (K ∈ K ). Тогда

‖M(L,N )‖ ≤ ‖M(L∪N, L∪N )‖ ≤ c, ‖V ·M(L,N )‖ ≤ c‖V ‖,
т. е. (∑

δ∈N

∣∣∣∣∑
γ∈L

vγaγδ

∣∣∣∣p)1/p

≤ c‖V ‖ (1 ≤ p <∞),

sup
δ∈N

∣∣∣∣∑
γ∈L

vγaγδ

∣∣∣∣ ≤ c‖V ‖ (p = ∞).

(∗∗)
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При N = {δ} из неравенств (∗∗) вытекает, что конечные суммы
семейства (vγaγδ)γ ограничены числом c‖V ‖. Следовательно, это
семейство суммируемо. Пусть∑

γ

vγaγδ = wγ, V M = W = (wδ).

Тогда при L→ C неравенства (∗∗) дают
(∑
δ∈N

|wδ|p
)1/p

≤ c‖V ‖ (1 ≤ p <∞),

sup
δ∈N

|wδ| ≤ c‖V ‖ (p = ∞).

Отсюда вытекает, что при 1 ≤ p < ∞ конечные суммы семей-
ства (|wδ|p)δ ограничены числом (c‖V ‖)p, а при p = ∞ семейство
(|wδ|)δ ограничено числом c‖V ‖. Следовательно, VM = W ∈ L p,
M ∈ Bp и ‖M‖ ≤ c при 1 ≤ p ≤ ∞. �

Пусть
sp(M) = sup ‖M(K)‖p.

Тогда теорема утверждает, что

M ∈ Bp ⇔ sp(M) <∞.
А из полученных при ее доказательстве неравенств ‖M(K)‖ ≤
‖M‖ и ‖M‖ ≤ c при ‖M(K)‖ ≤ c следует равенство

‖M‖p = sp(M).

(Если M /∈ Bp, то считается, что ‖M‖p = ∞.)
Замечание. Направленность норм ‖M(K)‖ возрастающая:

‖M(K)‖ ≤ ‖M(L)‖ при K ⊆ L. Это легко проверить. Следова-
тельно, lim ‖M(K)‖ = sup ‖M(K)‖ ≤ ∞ и верно равенство

‖M‖ = lim‖M(K)‖.
Значит, матрица M представляет оператор из Bp тогда и только
тогда, когда направленность норм ‖M(K)‖p вырожденных ма-
триц M(K) сходится.
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6.2.3. Частные случаи

Конкретизируем сформулированное общее условие оператор-
ности матрицы M для случаев p = 1 и p = ∞ (ср. [137, 138, 141]).

Рассмотрим обещанные нормы в пространствах L 1 и L ∞
для строк и столбцов матрицы M :

r(M) = sup
γ

(∑
δ

|aγδ|
)
, c(M) = sup

δ

(∑
γ

|aγδ|
)
.

Естественно ожидать, что эти числа связаны с нормами предста-
вляемых матрицей M операторов в пространствах B1 и B∞.

Лемма. r(M) = s1(M), c(M) = s∞(M).
� 1. Возьмем α ∈ C и строку Iα с индексом α единичной

C × C-матрицы I . Заметим, что Iα ∈L 1, ‖Iα‖ = 1 и∑
δ∈K

|aαδ| = ‖Iα ·M(K)‖ ≤ ‖Iα‖‖M(K)‖ ≤ ‖M(K)‖ ≤ s1(M),

когда α ∈ K и нормы вычисляются для p = 1. Следовательно,
r(M) ≤ s1(M).

Вместе с тем,

‖VM(K)‖ =
∑
δ∈K

∣∣∣∣ ∑
γ∈K

vγaγδ

∣∣∣∣ ≤∑
δ∈K

∑
γ∈K

|vγaγδ|

=
∑
γ∈K

|vγ |
(∑
δ∈K

|aγδ|
)
≤
(∑
γ∈K

|vγ |
)
r(M) ≤ ‖V ‖r(M)

для каждых K ∈ K и V = (vγ) ∈ L 1. Значит, ‖M(K)‖ ≤ r(M)
и s1(M) ≤ r(M). Таким образом, r(M) = s1(M).

2. Возьмем β ∈ C и строку V β =
(
vβγ
)
с элементами vβγ =

exp(−i argaγδ). Ясно, что V β ∈ L ∞ и ‖V β‖ = 1. Для каждого
K ∈ K рассмотрим V β ·M(K) = Wβ(K) =

(
wβδ (K)

)
δ
. Заметим,

что∑
γ∈K

|aγβ | =
∑
γ∈K

exp(−i argaγβ) · aγβ =
∣∣wββ (K)

∣∣ ≤ sup
δ

∣∣wβδ (K)
∣∣

= ‖Wβ(K)‖ ≤ ‖V β‖‖M(K)‖ ≤ ‖M(K)‖ ≤ s∞(M),
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когда β ∈ K и нормы вычисляются для p = ∞. Следовательно,
c(M) ≤ s∞(M).

Вместе с тем,

‖V ·M(K)‖ = sup
δ

∣∣∣∣∑
γ

vγaγδ

∣∣∣∣ ≤ sup
δ

∑
γ

|vγaγδ|

≤ ‖V ‖ · sup
δ

∑
γ

|aγδ| = ‖V ‖ · c(M)

для каждых K ∈ K и V = vγ ∈ L ∞. Значит, ‖M(K)‖ ≤ c(M)
и s∞(M) ≤ c(M).

Таким образом, c(M) = s∞(M). �
Замечание. Известно, что пространство (l1)∗ изометрично

пространству l∞ [28, IV.8.5] и [33, VI.2]. Следовательно (предло-
жение 1.2), (L 1)∗ изометрично L ∞. Поэтому матрица M пред-
ставляет ограниченный линейный оператор в L 1 тогда и только
тогда, когда эрмитово сопряженная с ней матрица M∗ пред-
ставляет ограниченный линейный оператор в L ∞ [28, VI.2.2]
и [33, IX.3]. Кроме того, r(M) = c(M∗), ‖M‖1 = ‖M∗‖∞ и, значит,
равенства леммы эквивалентны.

Из доказанных леммы и теоремы вытекает

Следствие. M ∈ B1 ⇔ r(M) <∞, M ∈ B∞ ⇔ c(M) <∞.

Если вместо M /∈ Bp писать ‖M‖p = ∞, то утверждения
следствия можно выразить равенствами

‖M‖1 = r(M), ‖M‖∞ = c(M).

6.2.4. Карлемановские матрицы

Сформулируем специальный критерий ограниченности для
случая p = 2, когда пространство L p = L 2 гильбертово.

Карлемановской называется матрица M = (aγδ), у которой∑
δ

|aγδ|2 < ∞ для каждого индекса γ (т. е. матрица, у которой

все строки принадлежат L 2).
Произведение MM∗ матрицы M на эрмитово сопряженную

с ней матрицу M∗ может и не быть определено (например, при
C = N и amn = 1, n ≤ m; amn = 0, n > m, для m, n ∈ N).
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Поэтому существование произведения MM∗ нужно специально
оговаривать, так же как и произведения (MM∗)n для n ∈ N.

Предположим, что произведение (MM∗)n определено и поло-
жим

d(M) = sup
n

sup
γ

(∣∣dnγγ(M)
∣∣1/n),

где dnγγ(M) обозначает диагональный элемент на пересечении
строки и столбца с индексами γ матрицы (MM∗)n.

Теорема. Матрица M представляет ограниченный опера-
тор из пространства B2 тогда и только тогда, когда: 1) ма-
трица M карлемановская, 2) произведение (MM∗)n определено
для каждого номера n и 3) число d(M) конечно.

� В статье [134] эта теорема была доказана для случая C= N.
Общий случай легко сводится к нему с помощью нумерации.

Рассмотрим нумерацию s : N → C, определяемую ею C × N-
матрицу S и N × N-матрицу F = S−1MS, описанные в п. 6.1.2.
Заметим, что условия 1)–3) теоремы для M эквивалентны таким
же условиям для F , причем d(M) = d(F ). Вместе с тем, M ∈
B(L 2) ⇔ F ∈ B(l2), а в [134] доказано, что F ∈ B(l2) тогда
и только тогда, когда выполнены условия 1)–3) теоремы для F .
Поэтому теорема верна и для M . �

Замечание. Ограниченные операторы в L 2, представляе-
мые карлемановскими матрицами, называются карлемановскими
матричными операторами. Из доказанной теоремы следует, что
каждый матричный оператор в L 2 карлемановский.

Обозначим σ2(M(K)) наибольшее из сингулярных чисел вы-
рожденной матрицы M(K) = KMK (или отождествляемой с ней
конечной K ×K-матрицы). Пусть

σ2(M) = supσ2(M(K)).

Сформулируем еще один критерий ограниченности.

Предложение. M ∈ B2 ⇔ σ2(M) <∞.

� Известно [56, 6.3], что ‖M(K)‖ = σ(M(K)). Значит, σ2(M)
<∞ эквивалентно s2(M) = sup ‖M(K)‖ <∞. И сформулирован-
ное предложение следует из общего критерия ограниченности,
доказанного в п. 6.2.2. �
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6.2.5. Положительные матрицы

Всюду в этом пункте будем предполагать, что aγβ ≥ 0 для
всех индексов, и писать M ≥ 0. Положим

b(M) = min{r(M), c(M)}.

Сформулируем простое достаточное условие ограниченности
представляемого положительной матрицей оператора.

Предложение. Если M ≥ 0 и b(M) < ∞, то M ∈ B2

и ‖M‖ ≤ b(M).
� Если M ≥ 0, то норма ‖M(K)‖ матрицы M(K) в про-

странстве B2 равна ее спектральному радиусу ρ(M(K)), т. е.
наибольшему по абсолютной величине собственному числу вы-
рожденной матрицы M(K) = KMK (или отождествляемой с ней
конечной K × K-матрицы; см. [56, теорема 9.3.1]). По теореме
Фробениуса ρ(M(K)) ≤ b(M(K)) [60, ч. 3, п. 1.6.2]. Ясно, что
r(M(K)) ≤ r(M), c(M(K)) ≤ c(M) и поэтому b(M(K)) ≤ b(M).
Следовательно,

‖M(K)‖ = ρ(M(K))≤ b(M(K)) ≤ b(M).

Если b(M) < ∞, то по общему критерию ограниченности и ска-
занному в п. 6.2.2 отсюда вытекает, что M ∈ B2 и ‖M‖ =
sup ‖M(K)‖ ≤ b(M). �

Условие b(M) < ∞ означает равномерную суммарную огра-
ниченность элементов матрицы M по строкам и столбцам.

Замечание. Удобное достаточное условие (критерий Шура)
того, чтобы положительная матрица представляла ограниченный
оператор в l2 и указания на его обобщения, есть в [109, пп. 37, 135].

6.3. Компактные матричные
операторы

Опишем условия, при которых матрицаM представляет ком-
пактный линейный оператор в пространстве L p.



546 6.3. Компактные матричные операторы

6.3.1. Дополнительные матрицы

Для каждого конечного множества K ⊆ C вместе с матрицей
M(K) = KMK рассмотрим матрицу

ΔM(K) = M −M(K).

Условимся такие матрицы называть дополнительными.
МатрицыM(K) и ΔM(K) составляют направленности в век-

торном пространстве M , определенные на классе K с напра-
влением ⊇. Пределы по такому направлению будем записывать
K → C. (Теория пределов для направленностей подробно изла-
гается в [39].) Они сводятся к пределам K(n) → C по последо-
вательностям множеств K(n) ∈ K , обладающих свойством: для
каждого K ∈K существует номер n(0) такой, что K(n) ⊇ K для
всех номеров n ≥ n(0).

Так как M(K) ∈ Bp, то ΔM(K) ∈ Bp при M ∈ Bp и M(K)
→ M (K → C) эквивалентно ΔM(K) → 0 (K → C) в простран-
стве Bp.

6.3.2. Критерий компактности

Этот критерий похож на общий критерий ограниченности
(п. 6.2.2). Но в критерии компактности вместо ограниченности
направленности вырожденных матриц требуется ее сходимость
(ср. [33, XI, 2.2]).

Лемма. Пусть 1 ≤ p <∞ и M ∈ C p. Тогда M · (C−K) → 0
в Bp при K → C.

� Возьмем ε > 0. Так как M ∈ C p, то образ {W = VM :
‖V ‖ ≤ 1} единичного шара {V : ‖V ‖ ≤ 1} в L p относительно
компактен и в нем есть ε-сеть Wi = ViM , ‖Vi‖ ≤ 1 (i = 1, . . . , m).
Пусть ‖V ‖ ≤ 1, W = VM и ‖W −Wi(0)‖ ≤ ε (1 ≤ i(0) ≤ m). Тогда

‖VM · (C −K)‖ = ‖W · (C −K)‖
≤ ‖(W −Wi(0)) · (C −K)‖+ ‖Wi(0) · (C −K)‖

≤ ‖W −Wi(0)‖+ ‖Wi(0) · (C −K)‖ ≤ ε + ‖Wi(0) · (C −K)‖.
А по критерию Коши суммируемости существует множество
K(0) ∈ K такое, что

‖Wi(0) · (C −K)‖p =
∑
γ /∈K

∣∣w0
γ

∣∣p ≤ εp
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при Wi(0) = w0
γ и каждом K ⊇ K(0). Следовательно,

‖VM · (C −K)‖ ≤ 2ε (‖V ‖ ≤ 1, K ⊇ K(0)),
‖M · (C −K)‖ ≤ 2ε (K ⊇ K(0)).

Значит, M · (C −K) → 0 при K → C. �
Теорема. Матрица M представляет компактный опера-

тор из пространства Bp тогда и только тогда, когда опреде-
ляемая M направленность вырожденных операторов M(K) схо-
дится в Bp.

� 1. Докажем необходимость. Рассмотрим сначала случай
1 ≤ p <∞. Пусть M ∈ C p, K ∈K . Заметим, что

M = CMC = (K + (C −K))M(K + (C −K))
= KMK + (C −K)MK + M(C −K),

ΔM(K) = M −KMK = (C −K)MK + M · (C −K).

Введем V ∈ L p, L ∈ K . Так как L · (C − K) = L − L = 0 при
K ⊇ L, то

V L ·ΔM(K) = V L · (C −K)MK + V L ·M · (C −K)
= V L ·M · (C −K) (K ⊇ L),

откуда

V ·ΔM(K) = (V · L+ V · (C − L)) ·ΔM(K)
= V · LM · (C −K) + V · (C − L) ·ΔM(K) (K ⊇ L).

Так как

‖W ·ΔM(K)‖ ≤ ‖WM‖+ ‖WKMK‖
≤ ‖W‖‖M‖+ ‖W‖‖K‖‖M‖‖K‖ ≤ 2‖W‖‖M‖

для каждого W ∈ L p, то W ·ΔM(K)→ 0 при W → 0 равномерно
относительно K ∈ K . Вместе с тем, W (L) = V · (C − L) → 0 при
L → C. Следовательно, для каждых ε > 0 и V ∈ L p существует
L(V ) ∈ K такое, что

‖V · (C − L) ·ΔM(K)‖ ≤ ε (L ⊇ L(V ))
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для всех K ∈ K . А по лемме существует K(0) ∈ K такое, что

‖M · (C −K)‖ ≤ ε (K ⊇ K(0)).

Значит, при ‖V ‖ ≤ 1 и K ⊇ K(0) верны неравенства

‖V ·ΔM(K)‖ ≤ ‖V ·L(V ) ·M · (C−K)‖+‖V · (C−L(V )) ·δM(K)‖
≤ ‖M · (C −K)‖+ ‖V · (C − L(V )) ·ΔM(K)‖ ≤ 2ε.

Поэтому
‖ΔM(K)‖ ≤ 2ε (K ⊇ K(0)),

т. е. ΔM(K) → 0 и M(K) →M при K → C. Таким образом, при
1 ≤ p <∞ условие теоремы необходимо.

Рассмотрим теперь случай p = ∞. Пусть M ∈ C∞ и M∗ —
эрмитово сопряженная с ней матрица. Как уже отмечалось
(п. 2.3), M∗ ∈ B1, когда M ∈ B∞. По общей теореме о компакт-
ности сопряженного оператора [33, IX.3, теорема 3] из M ∈ C∞

следует M∗ ∈ C 1. По только что доказанному для этого не-
обходимо, чтобы ‖ΔM∗(K)‖ → 0 (K → C). Но ΔM∗(K) =
M∗ − KM∗K = (M − KMK)∗ = ΔM(K)∗. Так как при сопря-
жении норма сохраняется [33, IX.3, теорема 1], то отсюда выте-
кает, что ‖ΔM(K)‖ = ‖ΔM(K)∗‖ = ‖ΔM∗(K)‖ и ‖ΔM(K)‖ → 0,
ΔM(K) → 0, M(K) → M (K → C). Таким образом, условие
теоремы необходимо при p = ∞.

2. Докажем его достаточность. Снова рассмотрим сначала
случай 1 ≤ p < ∞. Если направленность M(K) = KMK схо-
дится в себе, то вследствие полноты пространства Bp [33, V.3.1]
она сходится к некоторому оператору N ∈ Bp. Как было от-
мечено в п. 1.4, при 1 ≤ p < ∞ этот оператор матричный.
Пусть N = (bγδ). Для каждых α, β ∈ C рассмотрим матрицу
Eαβ =

(
eαβγδ
)
с элементами eαβαβ = 1, eαβγδ = 0 при γ �= α или δ �= β.

Из определений следует, что

bαβEαβ = EααNEββ

= Eαα · limM(K) ·Eββ = lim(Eαα ·M(K) · Eββ)
= lim(aαβ(K) · Eαβ) = limaαβ(K) · Eαβ = aαβEαβ.

Значит, bαβ = aαβ и N = M .



6.3.3. Частные случаи 549

Так как множестваK конечные, то операторыM(K) =KMK
вырожденные и, следовательно, компактные. Если направлен-
ность M(K) сходится в пространстве Bp к операторуM , то M =
limM(K(n)) для любой базовой последовательности множеств
K(n). А так как операторы M(K(n)) компактны, то и M яв-
ляется компактным [33, IX.2]. Значит, при 1 ≤ p < ∞ условие
теоремы достаточно.

Снова рассмотрим случай p = ∞. Вместе с M возьмем
эрмитово сопряженную с ней матрицу M∗. Так как M∗(K) =
KM∗K = (KMK)∗ = M(K)∗ и

‖M∗(K)−M∗(L)‖1 = ‖M(K)−M(L)‖∞,

то сходимость M(K) в B∞ влечет сходимость M∗(K) в B1.
По доказанному она обеспечивает компактность M∗. А так как
(L 1)∗ = L ∞, то M∗ ∈ C 1 эквивалентно M ∈ C∞ [33, IX.3.4].
Значит, условие теоремы достаточно и при p = ∞. �

Замечание. Таким образом, ограниченность матричного
оператораM означает сходимость направленности норм ‖M(K)‖,
а компактность M означает сходимость направленности матриц
M(K).

6.3.3. Частные случаи

Конкретизируем общее условие компактности для случаев
p = 1 и p = ∞ (ср. [133, 143]). Как было показано в п. 6.2.3,
‖M‖1 = r(M) и ‖M‖∞ = c(M) для каждой C×C-матрицы M . Ра-
венства r(M) = ∞ и c(M) = ∞ означают, чтоM /∈ B1 иM /∈ B∞.

Из доказанной теоремы вытекает

Следствие. 1) M ∈ C 1 ⇔ r(M − KMK) → 0 ⇔ r(M −
MK) → 0;

2) M ∈ C∞ ⇔ c(M −KMK) → 0 ⇔ c(M −KM) → 0.

� 1) Так как r(M −KMK) = ‖M −M(K)‖1, то первая экви-
валентность сразу вытекает из общего критерия компактности.
А так как r(M − MK) = ‖M · (C − K)‖1, то по лемме п. 3.2
M ∈ C 1 влечет r(M −MK) → 0. Остается доказать обратное.

Условие r(M − MK) → 0 неявно предполагает, что M −
MK ∈ B1 и, следовательно, M ∈ B1. Так как оператор MK
вырожденный, то MK ∈ C 1 и, значит, M = limMK ∈ C 1.
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2) Второе доказываемое утверждение получается из первого
с помощью перехода к сопряженным операторам: M ∈ C∞ ⇔
M∗ ∈ C 1, c(M −KMK) = r(M∗−KM∗K), c(M −KM) = r(M∗−
M∗K). �

Замечание. Условия следствия означают равномерную ма-
лость элементов в строках и столбцах матриц M − KMK,
M −MK и M −KM при достаточно больших множествах K.

6.3.4. Матрицы Гильберта — Шмидта

Сформулируем специальные условия компактности для слу-
чая p = 2. Положим

g2(M) =
∑
δ

∑
γ

|aγδ|2.

Если g2(M) < ∞, то M = (aγδ) называется матрицей Гиль-
берта — Шмидта.

Теорема. Матрица Гильберта — Шмидта M представ-
ляет компактный оператор из B2, причем ‖M‖ ≤ g(M).

� Пусть g2(M) <∞. Используя неравенство Коши, получаем
для V = vγ ∈ L 2, ‖V ‖ ≤ 1:

‖VM‖2 =
∑
δ

∣∣∣∣∑
γ

vγaγδ

∣∣∣∣2
≤
∑
δ

((∑
δ

|vγ |2
)(∑

γ

|aγδ|2
))

≤ g2(M).

Следовательно, M ∈ B2 и ‖M‖ ≤ g(M). Кроме того,

‖M −M(K)‖2 ≤ g2(M −M(K)) =
∑

(γ,δ)/∈K×K
|aγδ|2.

Семейство |aγδ|2 ((γ, δ) ∈ C×C) суммируемо, и по критерию Коши
g2(M −M(K)) → 0 при K → C. Следовательно, M(K)→M , и по
общему критерию компактности (п. 6.3.2) M ∈ C 2. �
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Замечание. Компактные операторы в L 2, представляемые
матрицами Гильберта — Шмидта, карлемановские.

Как уже отмечалось, ‖M(K)‖ = σ(M(K)), где σ2(M(K)) есть
наибольшее сингулярное число вырожденной матрицы M(K).
Это равенство позволяет сформулировать еще один критерий
компактности.

Предложение. M ∈ C 2 ⇔ σ(M(K)−M(L)) → 0 (K → C,
L→ C).

� Так как σ(M(K)−M(L)) = ‖M(K)−M(L)‖, то это пред-
ложение следует из общего критерия компактности (п. 3.2) и кри-
терия Коши сходимости. �

Замечание. В случае, когда C есть множество целых чи-
сел (C = Z) и считающая мера инвариантна относительно адди-
тивных переносов, для вывода условий компактности матричных
операторов можно использовать критерий Вейля [124, 4.20].

6.3.5. Положительные матрицы

ЕслиM ≥ 0 и, следовательно, M(K) ≥ 0 для каждого K ∈K ,
то ‖M(K)‖2 = ρ(M(K)), где ρ(M(K)) есть спектральный радиус
вырожденной матрицыM(K). При K ⊇ L также выполняется ра-
венство ‖M(K)−M(L)‖2 = ρ(M(K)−M(L)). Оно позволяет сфор-
мулировать критерий компактности для положительных матриц.

Предложение. Если M ≥ 0, то

M ∈ C 2 ⇔ ρ(M(K)−M(L))→ 0 (K ⊇ L, L→ C).

� Так какM(K)−M(L) ≥ 0 при K ⊇ L и ρ(M(K)−M(L)) =
‖M(K)−M(L)‖, то это предложение следует из общего критерия
компактности (п. 3.2) и критерия Коши сходимости. �

6.4. Марковские операторы

Будем называть марковскими операторы, которые предста-
вляются стохастическими матрицами.



552 6.4. Марковские операторы

6.4.1. Условия ограниченности

Рассмотрим стохастическую матрицу Q = (aγδ):

aγδ ≥ 0 (γ, δ ∈ C),
∑
δ

aγδ = 1 (γ ∈ C).

Сформулируем условия, при которых Q представляет ограничен-
ный оператор в L p при p = 1, 2,∞. Они выводятся из условий,
описанных в пп. 2.3–2.5.

Предложение. 1) Q ∈ B1, ‖Q‖1 = 1;
2) Q ∈ B2, ‖Q‖2 ≤ 1;
3) Q ∈ B∞, ‖Q‖∞ = c(Q) ⇔ c(Q) <∞.
� Так как r(Q) = 1 и b(Q) = min{r(Q), c(Q)} ≤ 1, то сфор-

мулированные утверждения вытекают из следствия 6.2.3, пред-
ложения 6.2.5 и соотношений для норм, указанных в пп. 6.2.3,
6.2.5. �

Стохастическая матрица Q = (aγδ), у которой∑
γ

aγδ = 1 (δ ∈ C),

называется дважды стохастической. Для нее r(Q) = c(Q) = 1.
Из доказанного предложения вытекает

Следствие. Если матрица Q является дважды стохасти-
ческой, то Q ∈ Bp при p = 1, 2,∞.

Замечание. Пусть |C| = ∞. Тогда: банахово пространство
L 1 = L 1(C) сепарабельно, но не рефлексивно; гильбертово про-
странство L 2 = L 2(C) сепарабельно и рефлексивно; банахово
пространство L ∞ = L ∞(C) не сепарабельно и не рефлексивно
[33, IV.3, V.7]. Нерефлексивность L 1 и несепарабельность L ∞
затрудняет использование этих пространств.

6.4.2. Условия компактности

Сформулируем условия, при которых стохастическая матри-
ца Q представляет компактный оператор в L p при p = 1, 2,∞.
Они выводятся из условий, описанных в пп. 6.3.3–6.3.5.
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Предложение. 1) Q ∈ C ⇔ r(Q−QK) → 0 (K → C);
2) Q ∈ C 2 ⇔ ρ(Q(L)−Q(K))→ 0 (L ⊇ K, K → C);
3) Q ∈ C∞ ⇔ c(Q−KQ) → 0 (K → C).
� Это предложение вытекает из следствия 6.3.3 и предложе-

ния 6.3.5. �
Подчеркнем, что дважды стохастическая матрица может не

представлять компактный оператор, если |C| = ∞. Например,
единичная матрица Q = I дважды стохастическая, но предста-
вляемый ею тождественный оператор некомпактный при |C|=∞
[33, IX.2].

Замечание. Было бы интересно найти для 1 ≤ p ≤ ∞ еще
другие условия ограниченности и условия компактности, которые
бы полностью использовали специфику стохастических матриц.

6.4.3. Марковские полиномы

Разобьем C на множества A и B. Для этих множеств и со-
ответствующих индикаторных матриц (п. 6.2.1) верны равенства
A +B = I , AB = 0. Вместе со стохастической матрицей Q инди-
каторные матрицы A и B образуют матрицы

Q1 = AQB, Q2 = BQB, Q3 = AQA, Q4 = BQA.

Так как матрицы Qi положительны, составленные из них произ-
ведения ассоциативны [41, 1.4].

Возьмем мультииндекс ν = (ν(1), ν(2), ν(3), ν(4)) с целыми
значениями ν(i) ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4), перестановку σ множества
{1, 2, 3, 4} и составим произведение

Qνσ = Q
ν(1)
σ(1)

Q
ν(2)
σ(2)

Q
ν(3)
σ(3)

Q
ν(4)
σ(4)

.

Если перестановка σ = ε тождественная, то вместо Qνε будем
писать Qν:

Qν = Q
ν(1)
1 Q

ν(2)
2 Q

ν(3)
3 Q

ν(4)
4 .

Как обычно, |ν| = ν(1) + ν(2) + ν(3) + ν(4).
Матричный полином

T = T (Q) =
∑

a(ν, σ)Qνσ
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с числовыми коэффициентами a(ν, σ) назовем марковским. Сум-
мирование ведется по всем мультииндексам ν и перестановкам σ.
Предполагается, что a(0, σ) = 0, a(ν, σ) = 0 (|ν| > m) при любой
перестановке σ и некотором целом числе m ≥ 0. Подчеркнем,
что предположение a(0, σ) = 0 о свободном члене существенно:
без него некоторые утверждения о марковских полиномах будут
неверны. Заметим, что

Q1Q1 = Q1Q3 = Q2Q1 = Q2Q3

= Q3Q2 = Q3Q4 = Q4Q2 = Q4Q4 = 0.

Поэтому Qνσ = 0 для многих мультииндексов ν и перестановок σ.

6.4.4. Марковские операторы

Операторы в L p (1 ≤ p ≤ ∞), представляемые матричными
полиномами T = T (Q), будем называть марковскими. Такие опе-
раторы рассматриваются в [90].

Предложение. 1) Если Q ∈ Bp, то T (Q) ∈ Bp.
2) Если Q ∈ C p, то T (Q) ∈ C p.

� Ясно, что A,B ∈ Bp. Поэтому Qi ∈ Bp и T (Q) ∈ Bp, если
Q ∈ Bp. Точно так же Qi ∈ C p и T (Q) ∈ C p, если Q ∈ C p. �

Заметим, что при |C| = ∞ и a(0, σ) �= 0 утверждение 2 было
бы неверно [33, IX.1.3, теорема 3].

Из доказанного предложения и предложения 6.4.1 вытекает

Следствие. T (Q) ∈ B1, T (Q) ∈ B2.

6.4.5. Абсолютные значения

Пусть Q ∈ Bp, T = T (Q) ∈ Bp (1 ≤ p ≤ ∞). Тогда равенства∣∣Qνσ∣∣ =
∥∥Qν(1)

σ(1)

∥∥ · ∥∥Qν(2)
σ(2)

∥∥ · ∥∥Qν(3)
σ(3)

∥∥ · ∥∥Qν(4)
σ(4)

∥∥,
|T | = |T |(Q) =

∑
|a(ν, σ)|∣∣Qνσ∣∣,

α(T ) =
∑

|a(ν, σ)|

определяют абсолютные значения операторов Qνσ , T . Ясно, что∥∥Qνσ∥∥ ≤ ∣∣Qνσ∣∣, ‖T‖ ≤ |T |.
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Замечание. Когда это нужно, в обозначения абсолютных
значений оператора T ∈ Bp будем добавлять индекс p и пи-
сать |T |p.

Пусть x = r, c, b, ρ̄. Тогда равенство

xνσ = xνσ(Q) = xν(1)(Qσ(1)) · xν(2)(Qσ(2)) · xν(3)(Qσ(3)) · xν(4)(Qσ(4))
определяет четыре произведения для каждых мультииндекса ν
и перестановки σ. Если перестановка σ = ε тождественная, то
вместо xνε(Q) будем писать xν(Q):

xν = xν(Q) = xν(1)(Q1) · xν(2)(Q2) · xν(3)(Q3) · xν(4)(Q4).
При таких обозначениях верно

Предложение. 1) |T |1 =
∑ |a(ν, σ)|rνσ � α(T ).

2) |T |2 =
∑ |a(ν, σ)|ρ̄νσ ≤

∑ |a(ν, σ)|bνσ ≤ α(T ).
3) |T |∞ =

∑ |a(ν, σ)|cνσ.
� Из сказанного в п. 6.2.3 вытекает, что
‖Qi‖1 = r(Qi) ≤ r(Q) = 1, ‖Qi‖∞ = c(Qi) (i = 1, . . . , 4).

Следовательно, утверждения 1 и 3 верны.
По предложению 6.2.5

‖Qi‖2 = ρ̄(Qi) ≤ b(Qi) ≤ b(Q) ≤ 1 (i = 1, . . . , 4).
Следовательно, утверждение 2 тоже верно. �

6.5. Решение линейного уравнения

Применим полученные результаты к решению матричных
уравнений, рассматривавшихся в [90]. Вместе со стохастической
C × C-матрицей Q и марковским полиномом T = T (Q) рассмо-
трим произвольные векторы V,W, Z ∈ L p = L p(C) и функцио-
налы V ∗, W ∗, Z∗ ∈ (L p)∗ (1 ≤ p ≤∞).

Составим уравнения

V (I − T ) = W, (1)
Z(I − T ) = 0; (2)

(I∗ − T ∗)V ∗ = W ∗, (1∗)
(I∗ − T ∗)Z∗ = 0∗. (2∗)

Заметим, что (L p)∗ = L q для 1/p + 1/q = 1 при 1 < p < ∞
и (L 1)∗ = L ∞. Но (L ∞)∗ �= L 1 при |C| = ∞ [33, VI.2.2].
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6.5.1. Ограниченные операторы

Если оператор Q ограничен и абсолютное значение |T | мар-
ковского оператора T достаточно мало, то уравнение (1) кор-
ректно и его решение есть сумма операторного ряда.

Теорема. Пусть Q ∈ Bp, |T | < 1. Тогда уравнение (1)
корректно и

V = W (I − T )−1 = W ·
∑

Tn (n ≥ 0). (3)

� Из условия теоремы и предложения 6.4.4 вытекает, что
T ∈ Bp и ‖T‖ < 1. Следовательно, теорема верна [33, V.4.5]. �

Замечание. Если p = 1 или p = 2, то в условии теоремы
|T | < 1 можно заменить на α(T ) < 1. Если p = 2, Q есть матрица
Гильберта — Шмидта и g(Q) < 1, то утверждение теоремы тоже
верно. Это следует из теоремы 6.3.4.

6.5.2. Компактные операторы

Если оператор T компактен, то для уравнений (1), (2) и
(1∗), (2∗) верны теоремы Фредгольма (см. п. 4.6.5, а также [33,
XIII.1.4]). Сформулируем эти теоремы в нужном виде.

Утверждение 1. Либо уравнение (1) корректно, либо урав-
нение (2) имеет ненулевое решение.

Утверждение 2. Уравнение (2) имеет решение при данном
W ∈ L p тогда и только тогда, когда WZ∗ = 0 для каждого
решения Z∗ уравнения (2∗).

Утверждение 3. Уравнения (1) и (1∗) имеют одно и то же
конечное число линейно независимых решений.

Из предложений 6.4.2 и 6.4.4, которые при данных условиях
для матрицы Q обеспечивают компактность оператора T = T (Q),
сразу следует

Теорема. Пусть p = 1, 2,∞ и для Q выполнено соответст-
вующее условие предложения 4.2. Тогда верны утверждения 1–3.

Эта теорема позволяет использовать теорию Фредгольма для
решения уравнений, возникающих при исследовании серий в мар-
ковских последовательностях.
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Замечание. Если p = 2 и Q есть матрица Гильберта —
Шмидта, то утверждения 1–3 тоже верны. Это следует из тео-
ремы 6.3.4.

6.5.3. Эрмитовы операторы

Рассмотрим эрмитову стохастическую матрицу Q. Заметим,
что она является дважды стохастической. Найдем условия, при
которых из Q∗ = Q следует T ∗ = T для T = T (Q).

Так как индикаторные матрицы эрмитовы, то для матриц Qi,
определенных в 4.3, при Q∗ = Q верны равенства

Q∗
1 = Q4, Q∗

2 = Q2, Q∗
3 = Q3, Q∗

4 = Q1.

Рассмотрим перестановки τ = (14), κ = (14)(23) и мультиин-
декс νκ со значениями νκ(i) = ν(κ(i)) (i = 1, 2, 3, 4).

Лемма. Если Q∗ = Q, то
(
Qνσ
)∗ = Qνκτσκ.

� В самом деле, используя равенства для матрицы Qi, полу-
чаем(

Qνσ
)∗ =

(
Q∗
σ(4)

)ν(4) · (Q∗
σ(3)

)ν(3) · (Q∗
σ(2)

)ν(2) · (Q∗
σ(1)

)ν(1)
= Q

ν(4)
τσ(4) ·Qν(3)τσ(3) ·Qν(2)τσ(2) ·Qν(1)τσ(1)

= Q
νκ(1)
τσκ(1) ·Qνκ(2)τσκ(2) ·Qνκ(3)τσκ(3) ·Qνκ(4)τσκ(4) = Qνκτσκ. �

Предложение. Если a∗(ν, σ) = a(νκ, τσκ) для всех ν и σ, то
из Q∗ = Q следует T ∗ = T .

� По лемме, если сформулированные условия выполнены, то

T ∗ =
∑

a∗(ν, σ)
(
Qνσ
)∗ =

∑
a(νκ, τσκ)Qνκτσκ = T. �

6.5.4. Компактные эрмитовы операторы

Пусть Q есть стохастическая эрмитова матрица, удовлетво-
ряющая условию предложения 6.3.5 или условию Гильберта —
Шмидта g2(Q) < ∞ и a∗(ν, σ) = a(νκ, τσκ) для всех ν, σ. Тогда
верно
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Предложение. В пространстве L 2 существует счетная ор-
тонормированная база (Hk), составленная из собственных векто-
ров Hk оператора T = T (Q).

� По предложениям 6.3.5, 6.5.3 и теореме 6.3.4 при сделанных
предположениях T является компактным эрмитовым оператором
в L 2. Сформулированное утверждение следует из теоремы Гиль-
берта — Шмидта п. 4.8.5. �

Пусть λk обозначает собственное число оператора T , соот-
ветствующее базовому вектору Hk, Σ(T ) обозначает спектр опе-
ратора T и

V =
∑

ξkHk, W =
∑

ηkHk (ξk, ηk ∈ C).

Тогда при сделанных в начале пункта предположениях верна

Теорема. 1) Если 1 /∈ Σ(T ), то уравнение (1) имеет един-
ственное решение. Этим решением является вектор

V =
∑

(1− λk)−1ηkHk.

2) Если 1 ∈ Σ(T ), то уравнение (1) имеет решение, только
если ηk = 0 при λk = 1. В этом случае решением (1) является
всякий вектор V ∈ L 2 с координатами

ξk = (1− λk)−1ηk (λk �= 1).

� Эта теорема вытекает из доказанного предложения и тео-
ремы Гильберта — Шмидта (п. 4.8.5., следствия). �

6.5.5. Вырожденные операторы

Если |C| < ∞, то пространство L p = L p(C) конечномерно
и для решения уравнения (1) можно применять алгебраические
методы. Примеры, связанные с теорией серий, есть в [88]. В [33]
описана редукция бесконечной системы линейных уравнений к по-
следовательности конечных систем. Применение к регулярным
системам подробно описано в [34].



6.6.1. Специальная проблема моментов 559

В [90] находится производящая функция для распределения
некоторых характеристик серий в марковской последовательно-
сти. Для этого решается линейное операторное уравнение в соот-
ветствующем пространстве функций. Коэффициенты a(ν, σ) рас-
сматриваемых там операторов T = T (Q) являются значениями
полиномов нескольких числовых переменных, а сами эти опера-
торы являются полиномами с матричными коэффициентами от
данных переменных. Ограничения на значения переменных по-
зволяют получить нужные неравенства для абсолютных значений
и норм оператора T и использовать теоремы пп. 6.5.1–6.5.4. Из
этих теорем выводятся теоремы пп. 4.1–4.3 в [90]. Операторы
T = T (Q) можно выражать матрицами с полиномиальными эле-
ментами.

6.6. Примеры

6.6.1. Специальная проблема моментов

Рассмотрим непрерывную функцию f : [0, 1]→ R, число α ≥ 0
и точку y ∈ [0, 1]. Абсолютный момент степени α относительно
точки y выражается интегралом

g(y) =

1∫
0

|y − x|αf(x) dx.

Возникает естественная задача: определить функцию f по ее мо-
менту g : [0, 1]→ R данной степени α относительно произвольной
точки y ∈ [0, 1].

Рассмотрим также функции

g1(y) =

y∫
0

(y − x)αf(x) dx, g2(y) =

1∫
y

(x− y)αf(x) dx

и операторы

Af = g, A1f = g1, A2f = g2, A = A1 + A2, g = g1 + g2.
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Задача сводится к решению операторного уравнения

Af = g

или к решению системы операторных уравнений

A1f = g1, A2f = g2.

Нетрудно описать класс функций g, для которых решение f
является полиномом или целой аналитической функцией. Вы-
числение коэффициентов сводится к решению системы линейных
уравнений, конечной или бесконечной. Далее выводятся формулы
для полиномов. Используя равномерные приближения непрерыв-
ных функций полиномами с помощью полученных формул, можно
получать приближенные решения для непрерывных функций.

Введем обозначения:

c1(α,m) = 1

/(
1
m!

m+1∏
k=1

(k + α)

)
,

c2(α, s,m) =
m!

(s−m)!

((
s−m∏
k=1

(k + α)

)/(
m+1∏
k=1

(k + α)

))
,

c(α, s,m) =
c2(α, s,m)
c1(α,m)

=
1

(s−m)!

s−m∏
k=1

(k + α).

Непосредственное интегрирование дает

A1(xn) = y1+αc1(α, n)yn, A2(xn) = (1− y)1+α
n∑

m=0

c2(α, n,m)ym.

Отсюда следует, что полином

f1(α, x) =
n∑

m=0

a1(α,m)xm

является решением уравнения

A1f1 = g1, g1(α, y) = y1+α
n∑

m=0

b1(α,m)ym,
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если

a1(α,m) =
b1(α,m)
c1(α,m)

.

А полином

f2(α, x) =
n∑

m=0

a2(α,m)xm

является решением уравнения

A2f2 = g2, g2(α, y) = (1− y)1+α
n∑

m=0

b2(α,m)ym,

если коэффициенты a2(α,m) определяются треугольной системой
уравнений

b2(α,m) =
n∑

s=m

a2(α,m)c2(α, s,m).

Отсюда при f = f1 = f2, g = g1 + g2 с помощью биномиальной
формулы выводится

Теорема. Полином

f(α, x, n) =
n∑

m=0

(
b1(α,m)
m!

m+1∏
k=1

(k + α)

)
xm

является решением уравнения Af = g при

g(α, y) = y1+α
n∑

m=0

b1(α,m)ym + (1− y)1+α
n∑

m=0

b2(α,m)ym,

b2(α,m) =
n∑

s=m

(
b1(α, s)
(s−m)!

s−m∏
k=1

(k + α)

)
.

Этот результат можно записать в матричной форме. Пусть
A — строка (a(α,m)), 0 ≤ m ≤ n;
X — столбец (xm), 0 ≤ m ≤ n;
B — строка (b1(α,m)), 0 ≤ m ≤ n;
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Y — столбец (ym), 0 ≤ m ≤ n;
C — столбец (c1(α,m)), 0 ≤ m ≤ n;
T — нижняя треугольная n×n-матрица, m-я строка которой

состоит из чисел c(α, s,m) (m ≤ s ≤ n). Заметим,что диагональ
матрицы T состоит из единиц.

Полином f = AX является решением уравнения Af = g с пра-
вой частью

g = y1+αBY + (1− y)1+αBTY,

если B = AC.
Замена переменной

y = 1/2− z, 1− y = 1/2 + z

позволяет представить функцию g в виде суммы ряда. Пусть

g(y) = p(y)y1+α + q(y)(1− y)1+α,

p(y) =
n∑
k=0

bky
k, q(y) =

n∑
k=0

cky
k.

Производя замену переменной и используя биномиальную фор-
мулу, после некоторых преобразований получаем при |z| < 1/2:

h(z) = g(1/2− z)

=
∞∑
m=0

n∑
k=0

m+k∑
s=m

(−1)s−m2s−k
(

k

s−m
)(

α + 1
m

)
((−1)mbk + ck)zs.

Коэффициенты при zs находятся из блочно-треугольной системы
уравнений. Для каждого m составляется нижняя треугольная
(n+1)×(n+1)-матрица, относящаяся к переменным {zm, zm+1, . . . ,
zm+n}.

6.6.2. Совместные распределения

Приведем уравнения, определяющие совместные распреде-
ления числа xn значений и числа yn серий выбранных типов,
максимума zn длин этих серий в марковской последовательно-
сти ξ(0), . . . , ξ(n) с конечным множеством C значений, началь-
ным распределением P̃ = (pδ) и переходной матрицей Q̃ = (qγδ)
(γ, δ ∈ C) (подробнее об этом см. [94, 95]).
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Разобьем множество C на части Aν (ν ∈ Γ) и положим Bν =
C − Aν . Рассмотрим семейства xn = (xnν), yn = (ynν), zn =
(znν) случайных переменных xnν , ynν , znν , равных соответственно
числу ν-значений, ν-серий, максимуму длин ν-серий в марковской
последовательности ξ(0), . . . , ξ(n) (n ≥ 0, ν ∈ Γ). Индикаторы
множеств R, S, T ⊂ Γ определяют семейства Rxn = (R(ν)xnν),
Syn = (S(ν)ynν), Tzn = (T (ν)znν) с нулевыми значениями для
ν /∈ R, ν /∈ S, ν /∈ T . Аналогично определяются семейства Ri =
(R(ν)iν), Sj = (S(ν)jν), Tk = (T (ν)kν) для семейств i = (iν),
j = (jν), k = (kν) целых чисел iν, jν, kν ≥ 0. Для каждого δ ∈ C
существует единственный индекс μ = μ(δ) ∈ Γ такой, что δ ∈ Aμ.
Положим

eμ = (eμ(ν)), e = (e(ν))
(eμ(μ) = 1, eμ(ν) = 0 (ν �= μ), e(ν) = 1, ν ∈ Γ).

Множества R, S, T ⊂ Γ определяют семейства Reμ, Seμ, Teμ.
Кроме множества A ⊂ C и его индикатора будем той же бук-
вой A обозначать еще диагональную C × C-матрицу с элемен-
тами A(δ) на диагонали (A(δ) = 1 при δ ∈ A и A(δ) = 0 при
δ /∈ A). В частности, I обозначает множество I = C, его тожде-
ственное преобразование и единичную C ×C-матрицу. Положим
Aμμ = AμQAμ, Bμμ = BμQAμ.

Рассмотрим вероятности fδ , составленные из них семейст-
ва F и векторную производящую функцию F̂ :

fδ(i, j, k, n) = Pr{Rxn = Ri, Syn = Sj, Tzn ≤ Tk, ξn = δ},
F (i, j, k, n) = (fδ(i, j, k, n)), δ ∈ C,
F̂ (s, t, k, u) =

∑
i,j,n

F (i, j, k, n)sRitSjun,

где

sRi =
∏
ρ∈R

si(ρ)ρ , tSj =
∏
σ∈S

tj(σ)
σ ,

s = (sν), t = (tν), ‖sν‖ ≤ 1, ‖tν‖ ≤ 1, ‖u‖ < 1.

Верна (см. [90])
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Теорема. Функция F̂ является решением уравнения F̂ (I −
Ku) = L, где

K =
∑
μ

(Aμμ +BμμΔμt
Seμ )sReμ , L =

∑
μ

P (Δμ − Bμ)tSeμsReμ ,

Δμ = I − T (μ)Amμμs
mReμum.

Матрицы Q, Aμμ, Bμμ, Δμ, K представляют ограниченные
линейные операторы в пространстве L1 = L1(C) вещественных
функций на конечном множестве C, причем для норм верны со-
отношения

‖Q‖ = 1, ‖Aμμ‖ ≤ 1, ‖Bμμ‖ ≤ 1, Δμ ≤ 1, ‖K‖ ≤ 3.

Поэтому при ‖u‖ < 1/3 рассматриваемое уравнение корректно и

F̂ = L(I −Ku)−1 = L

∞∑
n=0

Knun, ‖u‖ < 1/3.

Замечание. Аналогичные операторные равенства верны и
для бесконечного счетного множества C.

Рассмотрим теперь двоичную марковскую последователь-
ность ξ случайных переменных ξ(k), k ≥ 0, с множеством значе-
ний C = {1, 0}, начальным вектором P и переходной матрицей Q:

P = (a, 1− a), Q =
(
q11 q12
q21 q22

)
=
(

p 1− p
1− q q

)
,

где

a = Pr{ξ(0) = 1}, 1− a = Pr{ξ(0) = 0},
qαβ = Pr{ξ(k+ 1) = β | ξ(k) = α}, k ≥ 0.

Будем предполагать, что 0 < p, q < 1.
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Рассмотрим последовательность случайных векторов (x(n),
y(n), ξ(n)). Эта последовательность марковская со счетным мно-
жеством значений C = Z+ × Z+ × {0, 1}, начальным распределе-
нием P̃ = (p̃σ) и переходной матрицей Q̃ = (q̃γδ) (γ, δ ∈ C). Из
определений следует, что

p̃(0,0,0) = 1− a, p̃(1,1,1) = a,

q̃(i,j,0),(i,j,0) = q, q̃(i,j,0),(i+1,j+1,1) = 1− q,

q̃(i,j,1),(i+1,j,1) = p, q̃(i,j,1),(i,j,0) = 1− p;

все остальные начальные и переходные вероятности равны нулю.
Составим операторное уравнение для распределения

p̃(n) = (p(i, j, k, n)), (i, j, k) ∈ C
(p(i, j, k, n) = Pr{x(n) = i, y(n) = j, ξ(n) = k})

случайного вектора (x(n), y(n), ξ(n)). Из определений следует,
что

p(0, 0, 0, 0) = 1− a, p(1, 1, 1, 0) = a, p̃(n+ 1) = p̃(n)Q̃ (n ≥ 0). (4)

Рассмотрим банахово пространство L1 = L1(C) суммируе-
мых числовых функций на множестве C. Ясно, что p̃(n) ∈ L1

и норма ‖p̃(n)‖ = 1. Матрица Q̃ представляет ограниченный ли-
нейный оператор в L1(C) и имеет норму единица. Пусть

p̄(u) =
∞∑
n=0

p̃(n)un, |u| < 1.

Так как ‖p̃(n)‖ = 1, то векторный ряд
∞∑
n=0

p̃(n)un абсолютно сум-

мируем при |u| < 1 и функция p̄ определена внутри единичного
круга.

Умножая равенство (4) на un и суммируя, получаем опера-
торное уравнение для p̄:

p̄(u)− p̃(0) = p̄(u)Q̃u, p̄(u)(I − Q̃u) = p̃(0). (5)
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Здесь p̂(u) обозначает единичную C × C-матрицу, которая пред-
ставляет тождественное преобразование множества C. Так как
‖Q̃u‖ = ‖Q̃‖‖u‖ < 1, то уравнение (5) корректно и его решение
представляется рядом Неймана:

p̄(u) = p̃(0)(I − Q̃u)−1 =
∞∑
n=0

p̃(0)Q̃nun.

Это соответствует равенству p̃(n) = p̃(0)Q̃n, вытекающему из
марковского свойства (4).

Дело сводится к исследованию степеней блочно-треугольной
матрицы Q̃ или обратной матрицы (I − Q̃u)−1. Особенно про-
стой вид эти матрицы имеют при p = q (дважды стохастические
матрицы) и при p = q = 1/2.

6.6.3. Концевые серии

Использование концевых серий позволяет составить сравни-
тельно простые операторные уравнения для распределений мак-
симумов длин серий в марковских последовательностях. Подроб-
но данные характеристики описаны в [94].

Будем рассматривать двоичную марковскую последователь-
ность с вектором P начальных и матрицей Q переходных вероят-
ностей, определенных в п. 6.2. Обозначим через zn максимум
длин 1-серий и через wn = α1(n) длину концевой 1-серии на от-
резке [0, n]. Заметим, что wn ∈ {0, . . . , n+ 1}, последовательность
{wn} марковская и

Pr{wn+1 = 0 | wn = 0} = q, Pr{wn+1 = 1 | wn = 0} = 1− q,

Pr{wn+1 = 0 | wn = 1} = 1− p, Pr{wn+1 = l + 1 | wn = l} = p,

l > 0.

Из определений следует, что ξ(n) ≤ wn ≤ zn. Последова-
тельность пар (zn, wn) марковская и описывает случайное блуж-
дание по целочисленной решетке в бесконечном треугольнике T =
{(k, l) : 0 ≤ l ≤ k}. Будем пару (k, l) обозначать также kl. Пере-
ходные вероятности для (zn, wn) определяются равенствами

q̂(k0, k0) = Pr{(zn+1, wn+1) = k0 | (zn, wn) = k0} = q,

q̂(k0, k1) = Pr{(zn+1, wn+1) = k1 | (zn, wn) = k0} = 1− q,
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q̂(k0, kl) = Pr{(zn+1, wn+1)
= kl | (zn, wn) = k0} = 1− p, 0 < l ≤ k,

q̂(kl, (k, l+ 1)) = Pr{(zn+1, wn+1)
= (k, l+ 1) | (zn, wn) = kl} = p, 0 < l < k,

q̂(kk, (k+ 1, k+ 1)) = Pr{(zn+1, wn+1)
= (k + 1, k+ 1) | (zn, wn) = kk} = p.

Находясь в момент n во внутренней точке треугольника T ,
частица в момент n + 1 может с вероятностью p подняться на 1
вверх, а с вероятностью 1 − p упасть на горизонтальную ось.
С вероятностью q она может остаться на оси, а с вероятностью
1− q подняться на 1 вверх. Находясь в точке (k, k) на диагонали,
частица может с вероятностью p передвинуться по ней в точку
(k+1, k+1), а с вероятностью 1−p упасть на горизонтальную ось.
Таким образом, частица может двигаться скачками указанных
размеров вверх, вниз, вправо-вверх и не может двигаться влево.

Запишем множество значений пары (zn, wn) в лексикографи-
ческом порядке:

C = {00, 10, 11, 20, 21, 22, . . . , k0, k1, . . . , kk, . . .}.
Случайные векторы (zn, wn) образуют марковскую последова-
тельность с множеством значений C, начальными вероятностями

p(00) = Pr{(z0, w0) = 00} = 1− a, p(11) = Pr{(z0, w0) = 11} = a

и переходными вероятностями q̂(ij, kl). Составленная из них
C × C-матрица Q̂ является блочно-треугольной. Ее диагональ
состоит из элемента A(0) = q и матриц

A(k) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
q 1− q 0 0 . . . 0

1− p 0 p 0 . . . 0
1− p 0 0 p . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1− p 0 0 0 . . . p
1− p 0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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размера (k+1)×(k+1), k > 0. К матрице A(k) справа примыкает
матрица B(k) размера (k+1)× (k+2) с единственным ненулевым
элементом p в правом нижнем углу. Вместе с нулевыми матри-
цами перед A(k) и после B(k) они составляют бесконечную k-ю
полосу матрицы Q̂.

В степенях Q̂n матрицы Q̂ диагональ состоит из матриц
An(k). Вслед за ними идут произведения различных матриц A(l),
B(m) и их степеней. В частности, ненулевыми блоками в k-й
полосе матрицы Q̂2 являются A2(k), A(k)B(k) + B(k)A(k + 1),
B(k)B(k + 1). Все эти матрицы имеют простой вид.

Составим операторное уравнение для распределения

p̂(n) = (p(kl, n)), kl ∈ C, p(kl, n) = Pr{zn = k, wn = l}

случайного вектора (zn, wn).
Из определений следует, что

p̂(0) = (1− a, 0, a, 0, . . . ), p̂(n+ 1) = p̂(n)Q̂, n ≥ 0.

Далее, проводя те же рассуждения, что и в п. 6.2, получаем
уравнение для ¯̄p(u) =

∑
p̂(n)un.

Замечание. Подробное исследование этих, а также многих
других функционалов на марковских последовательностях прове-
дено в работах [90, 94, 95]. В двоичном случае выписаны рас-
пределения, первые моменты и асимптотические формулы для
рассматриваемых характеристик.



ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

В третьей части книги устанавливается связь теории опера-
торов с теорией вероятностей. Кратко описываются основные ве-
роятностные понятия, дискретные, непрерывные и общие вероят-
ностные пространства. Отдельная глава посвящена элементам
теории случайных процессов. Выделяются марковские процессы
и мартингалы, тесно связанные с теорией операторов.

Теорию вероятностей можно описательно определить как ма-
тематическую теорию случайных явлений. С влиянием случая
приходится сталкиваться при описании самых разных явлений.
Часто это влияние настолько существенно, что им нельзя прене-
бречь. Поэтому теория вероятностей применяется во всех раз-
витых областях науки. Ей посвящена обширная литература.
В главе дается представление об элементарной теории вероят-
ностей и основных понятиях общей. Вначале рассматривается
самая простая модель — дискретные вероятностные простран-
ства. Затем описывается ее непрерывный аналог. В заключе-
ние кратко рассматриваются общие вероятностные пространства.
Среди случайных процессов выделяются марковские. Элементар-
ная теория вероятностей подробно излагается в [93, 83]. Основные
понятия общей кратко описываются в [89]. Приложения дискрет-
ных вероятностных моделей описываются в [26, 76]. Прекрасным
руководством по теории вероятностей и ее приложениям являет-
ся книга [106]. С теорией случайных процессов можно позна-
комиться по книге [10]. Марковским последовательностям и их
применениям посвящена книга [129]. Достаточно полное предста-
вление о литературе по теории вероятностей и ее приложениям
дает библиография в указанных книгах.



7. ДИСКРЕТНЫЕ ВЕРОЯТНОСТ-
НЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Дискретным называется вероятностное пространство со
счетным множеством исходов. Конечные множества включаются
в класс счетных, и поэтому конечные вероятностные простран-
ства являются дискретными. Дискретные пространства выде-
ляются своей простотой и важностью для приложений. Многие
задачи из самых разных областей с помощью группировки сво-
дятся к дискретным.

7.1. Элементарная вероятность

Элементарная вероятность является основным понятием для
дискретных пространств.

7.1.1. Определения

Пусть U — счетное множество и p — положительная норми-
рованная функция на U :

p(u) ≥ 0,
∑

p(u) = 1 (u ∈ U).

Вместе они составляют дискретное вероятностное простран-
ство (U, p). Если множество U бесконечно, то сумма

∑
p(u) имеет

бесконечно много слагаемых и определяется как предел семейства
конечных сумм.

Элементы u ∈ U по-прежнему называются исходами, функ-
ция p — элементарной вероятностью, число p(u) — вероят-
ностью исхода u. Если p(u) > 0 для всех u ∈ U , то вероятность p
и пространство (U, p) называют невырожденными.
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Так как элементы каждого счетного множества можно снаб-
дить номерами, то удобно в качестве множеств исходов выбирать
конечные или бесконечные множества номеров. Особенно часто
выбирают множества N = {1, 2, . . .} или P = {0, 1, 2, . . .}.

7.1.2. Примеры

Рассмотрим несколько примеров. Во всех примерах p(u) > 0
следует из определения и проверяется только

∑
p(u) = 1.

Пример 1. Обозначим через n число элементов множества U и положим
p(u) = 1/n для каждого u ∈ U . Ясно, что функция p с такими значениями
есть элементарная вероятность на U . Вероятностное пространство (U, p)
будем называть классическим с n исходами и обозначать (L, n).

Пример 2. Обозначим B множество из элементов 0 и 1, а Bn — мно-
жество всех последовательностей из n элементов множества B:

B = {0, 1}, Bn = {u = (ui) : ui ∈ B, i = 1, . . . , n}.
Будем называть последовательности из Bn двоичными последовательно-
стями длины n.

Пусть U = Bn, u = (ui) ∈ U , s(u) =
∑

ui, a ∈ [0, 1] и

p(u) = as(u)(1 − a)n−s(u)

(s(u) равно числу единиц, а n−s(u) — числу нулей в последовательности u).
По индукции легко доказать (упражнение), что функция p с такими зна-
чениями есть элементарная вероятность на U = Bn. Вероятностное про-
странство (Bn, p) с такой элементарной вероятностью будем называть про-
странством Бернулли или последовательностью Бернулли длины n с пара-
метром a и обозначать B(n, a).

Заметим, что B(n, 1/2) = L(2n).

Пример 3. Пусть

U = B1+n = {u = (ui) : ui ∈ B, i = 0, 1, . . . , n}, a ∈ [0, 1],

и Q = (q(x, y)) — стохастическая 2 × 2-матрица:

q(x, y) ≥ 0, q(x, 0) + q(x, 1) = 1 (x, y ∈ B).

По индукции легко доказать, что функция p со значениями

p(u) = au0(1 − a)1−u0q(u0 , u1) . . . q(un−1 , un)

является элементарной вероятностью на U = B1+n. Вероятностное про-
странство (B1+n, p) с такой элементарной вероятностью будем называть дво-
ичным пространством Маркова или двоичной марковской последователь-
ностью длины n с параметром a и оператором Q. Условимся обозначать
такое пространство BM(n, a,Q). Марковские последовательности часто на-
зывают марковскими цепями.

Заметим, что BM(n, a,Q) = B(n+ 1, a) при q(1, 1) = a, q(0, 0) = 1 − a.
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Пример 4. Геометрическое распределение с параметром a ∈]0, 1[ опи-
сывается элементарной вероятностью p на множестве P, имеющей значения

p(n) = a(1− a)n.

По формуле для суммы геометрической прогрессии∑
p(n) = a

∑
(1 − a)n = a(1− (1 − a))−1 = aa−1 = 1.

Пример 5. Распределение Паскаля с параметрами a ∈]0, 1[, m ∈ N опи-
сывается элементарной вероятностью p на множестве P, имеющей значения

p(n) =

(
n+m− 1

n

)
am(1 − a)n = p(n,m, a).

Заметим, что(
n+m− 1

n

)
=

(n+m− 1)(n+m− 2) . . . m

n!

= (−1)n (−m)(−m− 1) . . . (−m− n+ 1)

n!
= (−1)n

(−m
n

)
.

По общей биномиальной формуле∑
p(n) = am

∑
n

(−m
n

)
(−(1 − a))n = am(1 − (1 − a))−m = 1.

В связи с биномиальными коэффициентами для −m распределение Па-
скаля называют также отрицательным биномиальным распределением.
В отличие от обычного (положительного) биномиального распределения от-
рицательное определено на бесконечном множестве исходов.

Распределение Паскаля можно описывать с помощью биномиальных ко-
эффициентов. Так как (

n+m− 1
n

)
=

(
n+m− 1
m− 1

)
,

то
p(n,m, a) = ab(n, n+m− 1, 1− a) = ab(m− 1, n+m− 1, a).

Заметим еще, что p(n, 1, a) = a(1 − a)n: при m = 1 распределение Па-
скаля превращается в геометрическое.

Пример 6. Логарифмическое распределение с параметром a ∈]0, 1[ опи-
сывается элементарной вероятностью p на множестве N, имеющей значения

p(n) = −(1 − a)n/(n log a).
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Используя разложение функции log (1 + x) в степенной ряд, при x = −(1 − a)
получаем ∑

p(n) = −
∑

((1 − a)n/n)/ loga = log a/ log a = 1.

Пример 7. Распределение Пуассона с параметром a > 0 описывается
элементарной вероятностью p на множестве P, имеющей значения

p(n) = (an/n!)e−a = p(n, a).

Используя разложение функции ex в степенной ряд, при x = a получаем∑
p(n) = e−a

∑
(an/n!) = e−aea = 1.

Распределение Пуассона играет выдающуюся роль в теории вероятно-
стей. Оно применяется при решении самых разных теоретических и при-
кладных задач.

Пример 8. Распределение Гольдбаха описывается элементарной ве-
роятностью p на множестве натуральных чисел

M = {m = lk : l > 1, k > 1},
имеющей значения

p(m) = 1/(m− 1).

Можно доказать, что
∑

p(m) = 1. Суммы по специальным множествам,

подобные этой, рассматриваются в теории чисел.

7.2. Вероятность и среднее

Для дискретного вероятностного пространства вероятности
и средние определяются так же, как для конечного. Существен-
ная разница между конечными и бесконечными пространствами
заключается в том, что на бесконечных пространствах не все слу-
чайные переменные имеют средние значения и дисперсии.

7.2.1. Определения

Пусть (U, p) — дискретное вероятностное пространство и
A ⊆ U — событие.

1. Так как p положительна и нормирована, то

0 ≤ P (A) =
∑
u∈A

p(u) ≤
∑
u∈U

p(u) = 1.
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Число P (A) называется вероятностью события A. Вероятность
P определена на классе P = P(U) всех частей множества U .

Для любого множества индексов M независимость событий
Aj ⊆ U , j ∈M , означает, что

P (∩Aj) =
∏

P (Aj) (j ∈ K)

для каждого конечного K ⊆M .
2. Каждая (вещественная) функция на множестве U назы-

вается случайной переменной или, коротко, просто переменной.
Событие A часто отождествляется с переменной indA. Это

отождествление позволяет использовать удобные записи для пе-
ременной f на U :

f =
∑

f(u) · u (u ∈ U), f =
∑

x · f−1(x) (x ∈ X = f(U)).

Рассмотрим семейство f = (fj) переменных fj (j ∈ M) на
пространстве (U, p), их маргинальные распределения qj на мно-
жествах Xj = fj(U) и совместные распределения qK для j ∈ K
и каждого конечного K ⊆M . Если равенство

qK(x) =
∏

qj(xj)

верно для всех x = (xj) ∈ X (j ∈ K), то qK называют произ-
ведением qj и пишут qK =

∏
qj . Если qK =

∏
qj (j ∈ K) для

всех конечных K ⊆M , то говорят, что случайные переменные fj
(стохастически) независимы, а если qK �= ∏

qj — что (стоха-
стически) зависимы.

Независимость событий Aj ⊆ U эквивалентна независимости
их индикаторов fj = indAj (j ∈M).

3. Для каждой переменной f на пространстве (U, p) и каж-
дого конечного множества K ⊆ U определена конечная сумма

E(f,K) =
∑
u∈K

f(u)p(u).

Если семейство этих конечных сумм ограничено (и только в этом
случае), существует сумма

E(f) =
∑

f(u)p(u),
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равная пределу E(f,K) при K → U . Это значит, что для каж-
дого ε > 0 существует конечное множество K(ε) ⊆ U такое, что
неравенство

|E(f,K)−E(f)| < ε

верно для всех конечных множеств K ⊆ U , содержащих K(ε).
В этом случае переменную f называют суммируемой по p.

Число E(f) называется средним значением суммируемой по p
переменной f на дискретном пространстве (U, p). Из определений
следует, что

E(indA) = P (A)

для каждого A ⊆ U .
Каждая ограниченная переменная f суммируема по p: если

|f(u)| ≤ c при всех u ∈ U , то∣∣∣∣ ∑
u∈K

f(u)p(u)
∣∣∣∣ ≤ ∑

u∈K
|f(u)|p(u)≤ cP (K) ≤ c

для каждого конечного множества K ⊆ U и семейство (f(u)p(u))
суммируемо. В частности, каждая постоянная на U суммируема
по p.

7.2.2. Примеры

Рассмотрим несколько примеров вычисления средних. Всюду
будет рассматриваться тождественная переменная f со значе-
ниями f(n) = n для n ∈ U = P или n ∈ U = N. Среднее E(f) тож-
дественной переменной f является центром для распределения
масс p(n) в точках n вещественной прямой R.

Пример 1. Возьмем произвольную случайную переменную f на клас-
сическом пространстве с множеством U из n исходов. Среднее значение f
равно среднему арифметическому:

Ef =
∑

f(u)
1

n
=

1

n

∑
f(u).

Пусть X — событие, составленное из m исходов, и f = indX. Тогда

P(X) = E(indX) = m/n.

В классическом пространстве вероятность события равна отношению числа
благоприятных для него исходов к числу всех возможных исходов. Ее вы-
числение сводится к подсчету числа элементов в рассматриваемых множе-
ствах. Поэтому классическое пространство можно назвать комбинаторным
пространством.
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Пример 2. Случайная величина sj со значениями

sj(u) = uj (u = (ui) ∈ Bn)

описывает число единиц на j-м месте (1 ≤ j ≤ n) в последовательности
Бернулли B(n, a). По индукции легко проверить, что

P(sj = 1) = P{u ∈ Bn : uj = 1}
=
∑

ui,i�=j

(au1 (1 − a)1−u1 . . . auj−1 (1 − a)1−uj−1 · aauj+1 (1 − a)1−uj+1

. . . aun (1− a)1−un) = a(a+ 1 − a)n−1 = a.

Следовательно,
P(sj = 0) = 1 − P(sj = 1) = 1 − a.

Подчеркнем, что эти вероятности не зависят от номера места j в последова-
тельности u.

Пусть s =
∑

sj . Тогда

P(s = m) =

(
n
m

)
am(1 − a)n−m = b(m,n, a)

для m = 0, 1, . . . , n. Сумма s(u) =
∑

sj(u) равна числу единиц в двоич-
ной строке u = u1 . . . un. Говорят, что переменная s имеет биномиальное
распределение.

Пример 3. Для двоичной марковской последовательности BM(n, a,Q)
аналогичные вероятности вычисляются сложнее. Они зависят от номера ме-
ста k (0 ≤ k ≤ n).

Используя индукцию, нетрудно проверить, что в марковском случае

P(sk = 1) = P{u ∈ Bn+1 : uk = 1}
=
∑

ui,i�=k

(au0 (1 − a)1−u0q(u0 , u1) . . . q(uk−1 , 1)q(1, uk+1) . . . q(un−1 , un))

= b + (a− b)dk,

где
d = q(1, 1) + q(0, 0) − 1, b = (1 − q(0, 0))/(1 − d)

(предполагается, что d �= 1). Следовательно,

P(sk = 0) = 1 − b− (a− b)dk.

В частности,
P(s0 = 1) = a, P (s0 = 0) = 1− a.

Если q(1, 1) = a, q(0, 0) = 1− a, то d = 0 и b = a. Марковская последова-
тельность превращается в бернуллевскую и

P(sk = 1) = a, P (sk = 0) = 1 − a

для каждого k = 0, 1, . . . , n.
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Пример 4. При геометрическом распределении с параметром a
(0 < a < 1)

E(f) =
∑
n≥1

na(1 − a)n = (1 − a)/a.

В самом деле, как легко проверить по индукции, для конечных сумм S(n) =
S(K(n)), K(n) = {m : 0 ≤ m < n} верны равенства

S(n) =
∑

0≤m<n

ma(1− a)m

= a(1 − a)

(
1 − (1 − a)n

(1 − (1 − a))2
− n(1 − a)n−1

1 − (1 − a)

)
=

1 − a

a
(1 − (1 − a)n − na(1 − a)n−1).

Поэтому

E(f) = lim→ ∞S(n) =
1 − a

a
.

Пример 5. При распределении Паскаля с параметрами m, a (m ∈ N,
0 < a < 1)

E(f) =
∑
n≥1

np(n, m, a) = m(1 − a)/a.

В самом деле, из определения p(n,m, a) следует, что

np(n,m, a) = m((1 − a)/a) · p(n− 1,m+ 1, a),∑
n≥1

p(n − 1, m+ 1, a) = 1.

Пример 6. При логарифмическом распределении с параметром a
(0 < a < 1)

E(f) = −
∑
n≥1

(1 − a)n/ log a = (1 − a)/(a log a).

Пример 7. При распределении Пуассона с параметром a > 0

E(f) =
∑
n≥1

np(n, a) = a
∑
n≥1

p(n − 1, a) = a,

так как

np(n, a) = n
an

n!
e−a = a

an−1

(n− 1)!
e−a = ap(n− 1, a),∑

n≥1

p(n− 1, a) =
∑
n≥0

p(n, a) = 1.
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Пример 8. При распределении Гольдбаха тождественная переменная
не имеет конечного среднего значения:∑

m∈M

m/(m− 1) = ∞,

так как m/(m−1) ≥ 1. Другими словами, распределение Гольдбаха не имеет
конечного центра.

7.2.3. Свойства среднего

Эти свойства определяются свойствами суммы семейства.
1. Рассмотрим множество F = F (U) всех переменных на

дискретном пространстве (U, p) и выделим множество L =
L (U, p) суммируемых по p. Сумма и произведение на число сум-
мируемых переменных тоже суммируемы. Произведение сумми-
руемых переменных может быть несуммируемо.

Среднее E является функционалом на L : каждой суммируе-
мой переменной ставится в соответствие число Ef . Про сум-
мируемую переменную говорят также, что она имеет среднее
значение.

В общем случае суммируемые переменные на (U, p) образуют
векторное пространство, но не образуют алгебры.

Контрпример. Возьмем s = 1 + σ, σ > 0, и рассмотрим последователь-
ность (1/ns), n ≥ 1. Она суммируема. В самом деле,

1

(n+ 1)s
+ · · · + 1

(2n)s
≤ n · 1

ns
=

1

nσ
,

1

(2k−1 + 1)s
+ · · · + 1

(2k)s
≤ n · 1

(2k−1)σ
=

1

(2σ)k−1
,

откуда следует, что конечные суммы последовательности (1/ns) ограничены
числом

c = 1 +
1

2s
+

1/2σ

1 − 1/2σ
.

Равенство

ζ(s) =
∑ 1

ns

определяет знаменитую ζ-функцию Римана, которая играет важную роль
в теории чисел. Известно, что ζ(2) = π2/6.
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Пусть U = N, p(n) = 6/(πn)2 и f(n) =
√
n. Тогда

E(f) = (6/π2)
∑ 1

n3/2
=

6

π2
ζ

(
3

2

)
,

E(f2) = (6/π)2
∑ 1

n
= ∞.

Неограниченность семейства конечных сумм гармонического ряда (1/n) не-
трудно проверить, разбивая их на двоичные отрезки и оценивая получаемые
частичные суммы числом 1/2 снизу каждую.

Рассмотрим еще переменную g = f + c, где c — постоянная. Произведе-

ние fg = f2 + cf несуммируемо вместе с f2.

2. Основные свойства среднего E можно выразить фразой:
E является нормированным положительным линейным функцио-
налом на пространствеL суммируемых переменных. Это значит,
что для каждых f, g ∈ L и c ∈ R верны равенства:

E(f + g) = E(f) +E(g), E(cf) = cE(f),
E(f) ≥ 0 (f ≥ 0), E(1) = 1.

Эти равенства легко проверяются. Из линейности и положитель-
ности среднего следует его монотонность:

E(f) ≤ E(g) (f ≤ g).

Добавим еще одно важное свойство среднего E: его счетную
аддитивность.

Рассмотрим последовательность суммируемых по p перемен-
ных fn на пространстве (U, p). Предположим, что последова-
тельность значений fn(u) для каждого u ∈ U имеет сумму f(u)
и что последовательность средних значений E(fn) тоже имеет не-
которую сумму. Счетная аддитивность среднего E означает, что
переменная f =

∑
fn суммируема по p и верно равенство

E(f) =
∑

E(fn).

Это равенство легко проверить, используя возможность изменять
порядок суммирования для суммируемых семейств. Ограничен-
ность семейства конечных сумм для (E(fn)) влечет суммируе-
мость семейств (fn(u)p(u)), (f(u)p(u)) и обеспечивает равенства

Ef =
∑
u

f(u)p(u) =
∑
u

∑
n

fn(u)p(u)

=
∑
n

∑
u

fn(u)p(u) =
∑
n

E(fn).
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Из счетной аддитивности среднего E следует счетная адди-
тивность вероятности P . Рассмотрим последовательность по-
парно непересекающихся событий An ⊆ U и их объединение A.
Индикаторы fn = indAn и f = indA удовлетворяют условиям

счетной аддитивности: Efn =P (An),
∑
n∈K

P (An) =P
( ⋃
n∈K

An

)
≤ 1

для каждого конечного K ⊆ N, f(u) =
∑
fn(u) = 1 при u ∈ A

и f(u) = 0 при u /∈ A. Следовательно,

P (A) = E(indA) =
∑

E(indAn) =
∑

P (An).

Счетная аддитивность среднего E и вероятности P для бес-
конечных пространств — свойство, существенно более сильное,
чем конечная аддитивность. При использовании счетной адди-
тивности вероятности P надо помнить об условии AjAk = ∅
(j �= k). В общем случае нужно переходить к среднему E.

3. Линейность среднего часто позволяет упростить его вы-
числение.

Рассмотрим множество U = Pm мультиномеров u = (ui), со-
ставленных из номеров ui ∈ N (i = 1, . . . , m). Назовем число
|u| = u1 + · · ·+um нормой мультиномера u. Обозначим Un множе-
ство мультиномеров с нормой n. Множества Un конечны, и по-
этому их объединение U = ∪Un счетно. Ясно, что Uk, Un при
k �= n не имеют общих элементов. Пусть 0 < a < 1. Равенство

p(u) = am(1− a)|u|

определяет элементарную вероятность p на множестве U , причем
p(Un) = b(n,m, a).

Каждая координата fi(u) = ui мультиномера u имеет геоме-
трическое распределение

qi(n) = P{u : ui = n}
=
∑
uj :j �=i

am−1(1− a)
∑

uj · a(1− a)n = a(1− a)n.

Элементарная вероятность p равна произведению qi и является
элементарным совместным распределением переменных fi.



7.3.1. Определения 581

Сумма |f | =
∑
fi имеет распределение Паскаля: так как мно-

жество un = {u : |u| = n} состоит из
(
n+ m− 1

m

)
элементов, то

P (|f | = n) = P (Un) = b(n,m, a). Зная это, можно сразу выписать
среднее значение:

E(|f |) =
∑

1≤i≤m
E(fi) = m(1− a)/a.

Замечание. Распределение Паскаля применяют для описания числа ну-
лей, появившихся до m-й по порядку единицы в бесконечной последователь-
ности Бернулли: b(n,m, a) есть вероятность того, что sj(1) = · · · = sj(m) = 1

при некоторых номерах j(1) < · · · < j(m) = n + m и sj = 0 при остальных
j < n + m. Так как число n случайно и может принимать любые целые
положительные значения, то нельзя для описания взять какое-нибудь про-
странство B(l, a) заранее. А множество бесконечных двоичных последова-
тельностей несчетно, и дискретная модель непосредственно не применима.

Переход к распределениям позволяет обойти эту трудность.

7.3. Дисперсия

Дисперсия служит мерой отклонений значений случайной пе-
ременной от ее среднего значения.

7.3.1. Определения

Выделим в алгебре L = L (U, p) суммируемых по p перемен-
ных на дискретном пространстве (U, p) подалгебру L 2 = L 2(U, p)
функций, квадратично суммируемых по p.

1. По определению переменная f на U квадратично сумми-
руема по p, если переменная f2 суммируема по p. Другими сло-
вами, f ∈ L 2 означает, что f2 имеет среднее значение. Так как
f2 ≥ 0, то это записывают неравенством E(f2) <∞.

На бесконечных дискретных пространствах существуют пе-
ременные, которые суммируемы, но не квадратично суммируемы.

Если f2 суммируема по p, то и f суммируема по p. В самом
деле, |f(u)p(u)| ≤ p(u) при f(u) ≤ 1 и |f(u)p(u)| ≤ f2(u)p(u) при
f(u) > 1. Следовательно,

|f(u)p(u)| ≤ f2(u)p(u) + p(u)
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для каждого u ∈ U . Так как
∑
p(u) = 1, то из ограниченности

конечных сумм для f2 следует их ограниченность для f .

2. Число
D(f) = E((f − Ef)2)

называется дисперсией квадратично суммируемой по p перемен-
ной f на пространстве (U, p). Для проверки суммируемости вы-
ражения (f −Ef)2 используются равенство

(f − Ef)2 = f2 − 2f · Ef + (Ef)2,

суммируемость по p постоянных и суммируемость f , обеспечивае-
мая предполагаемой суммируемостью f2.

Свойства дисперсии D определяются свойствами среднего E:

D(f) ≥ 0, D(c) = 0;

D(f + c) = D(f), D(cf) = c2D(f);
D(f + g) = D(f) +D(g)− 2C(f, g),

где
C(f, g) = E((f −Ef)(g− Eg)) = E(fg)−Ef ·Eg.

Кроме того,
D(f) = E(f2)− (Ef)2.

Число C(f, g) называется ковариацией переменных f , g.
Равенство

D(f + g) = D(f) +D(g)

эквивалентно C(f, g) = 0.
Число

S(f) =
√
D(f) ≥ 0

называется стандартным отклонением переменной f или, ко-
ротко, ее стандартом. Его используют в качестве единицы мас-
штаба для измерения отклонений значений переменной f от ее
среднего значения E(f).
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7.3.2. Примеры

Рассмотрим несколько примеров вычисления дисперсий. Бу-
дем использовать тождественную переменную f и распределе-
ния p на P или N, взятые из примеров в 7.2.2.

Пример 1. Случайные переменные sj на пространстве Бернулли
B(n, a) являются событиями и Esj = a (j = 1, . . . , n). Поэтому Dsj = a(1−a).

Ковариации C(sj, sk) при j �= k равны нулю:

E((sj − a)(sk − a)) = E(sjsk − sja− ask + a2)

= E(sjsk) − aEsj − aEsk + a2 = a2 − a2 − a2 + a2 = 0,

так как E(sjsk) = a2. Следовательно,

D(sj + sk) = Dsj +Dsk = 2a(1 − a).

По индукции нетрудно обобщить эту формулу на n слагаемых s1, . . . , sn.
Дисперсия числа единиц в последовательности Бернулли длины n с параме-
тром a выражается равенством

Ds = na(1− a).

Стандартное отклонение числа единиц от среднего значения na имеет поря-
док

√
n.

Пример 2. Во многих прикладных задачах используется элементарная
вероятность p со значениями

p(k) =

(
l
k

)(
n− l
m− k

)/(
n
m

)
= g(k, l,m, n)

на множестве U = {0, 1, . . . , l}. Здесь l, m, n — целые числа, удовлетворяю-
щие неравенствам 0 ≤ l ≤ n, 1 ≤ m ≤ n. Вероятность p называется гипергео-
метрическим распределением с параметрами l, m, n. Равенство

∑
p(k) = 1

эквивалентно ∑
k

(
l
k

)(
n− l
m− k

)
=

(
n
m

)
,

которое проверяется сравнением коэффициентов при xm в равенстве

(1 + x)l(1 + x)n−l = (1 + x)n

после применения биномиальной формулы. Вычислим среднее значение тож-
дественной переменной f на U . Как легко проверить (упражнение), выразив
биномиальные коэффициенты через факториалы,

k · g(k, l,m, n) = (lm/n) · g(k − 1, l − 1, m− 1, n− 1).
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Поэтому

E(f) =
∑
k≥0

k · g(k, l,m, n) =
lm

n

∑
k≥1

g(k − 1, l− 1,m− 1, n− 1) =
lm

n
.

Вычислим дисперсию f . Как легко проверить (упражнение),

k(k − 1) · g(k, l,m, n) =
lm

n

(l − 1)(m− 1)

n− 1
· g(k − 2, l − 2, m− 2, n− 2).

Следовательно,

D(f) =
lm

n

(l − 1)(m− 1)

n− 1
+
lm

n
−
(
lm

n

)2

=
n−m

n− 1

lm

n

(
1 − l

n

)
.

Отметим связь гипергеометрического распределения с биномиальным,
имеющим параметры m, l/n: переменные с этим распределением имеют
одно и то же среднее значение, а их дисперсии отличаются коэффициентом
(n−m)/(n− 1). Переменная f равна сумме s1 + · · · + sm двоичных перемен-
ных с одним и тем же распределением P(si = 1) = l/n, P(si = 0) = 1 − l/n.
В биномиальном случае их естественно считать независимыми, а в гипергео-
метрическом — зависимыми.

Пример 3. Для двоичной марковской последовательности BM(n, a,Q)

выражение для дисперсии числа единиц s =
∑

sj гораздо сложнее, так как

C(sj, sk) �= 0 при j �= k и Ds �=
∑

Dsj при d �= 0. Чтобы упростить фор-
мулы, введем для двоичных марковских последовательностей специальные
обозначения:

p = q(1, 1), q = q(0, 0), 1 − p = q(1, 0), 1 − q = q(0, 1);

d = p+ q − 1, b = (1 − q)/(1 − d), c = (a− b)/(1 − d);

α = (1 − b)/(1 − d), β = b/(1 − d), γ = (1 + d)/(1 − d).

Были выписаны формулы для вероятностей и средних:

pj = P(sj = 1) = b+ (a − b)dj, P(sj = 0) = 1 − b− (a− b)dj;

Esj = b+ (a− b)dj, Es = (n+ 1)b+ c(1 − dn+1).

Вычислим средние значения E(sjsk) = P(sj = sk = 1). Рассматривая
отдельно каждый из случаев j ≤ k, k = j, k ≥ j, легко доказать по индукции,
что

E(sjsk) = pj(b+ (1 − b)dk−j).

Заметим, что
C(sj, sk) = pjqjd

k−j.



7.3.2. Примеры 585

В самом деле,

C(sj, sk) = E(sjsk) − EsjEsk = pj(b+ (1 − b)dk−j) − pjpk

= pj(1 − b− (a− b)dj)dk−j = pjqjd
k−j.

Если d = 0, то C(sj, sk) = 0.

Вычислим теперь среднее значение переменной s2. Заметим, что так
как s2j = sj, то

E(s2) = E

((
n∑

j=0

sj

)2)
= E

(
n∑

j=0

s2j

)

+ 2E

(
n−1∑
j=0

n∑
k=j+1

sjsk

)
= E(s) + 2

n−1∑
j=0

n∑
k=j+1

E(sjsk).

Подставляя значения E(s) и E(sjsk), используя формулы для сумм dj и jdj ,
после несложных преобразований получаем

E(s2) = n2b2 + nb(1 + b+ 2(c+ αd)) + (b+ c+ 2((α− β)c− αbd))

− (2(a− b)α+ (c+ 2(c(α− β) − αβd))/n)ndn+1.

Отметим промежуточные формулы:

n∑
k=j+1

E(sjsk) = (n− j)b2 + (a− b)b(n− j)dj

+ αbd− αbdn−j+1 + α(a− b)dj+1 − α(a− b)dn+1,

n−1∑
j=0

(a − b)b(n− j)dj = bcn− βcd+ βcdn+1.

Как легко проверить,

(E(s))2 = n2b2 + 2b(b+ c)n+ (b+ c)2 − (2b+ (2(b+ c) − cdn+1)/n)cndn+1,

откуда получаем

V (s) = E(s2) − (E(s))2 = nb(1 − b)γ + B + C(n)ndn+1,

где

B = (1 − b− c)(b+ c) + 2((α − β)c− αβd)d,

C(n) = 2bc− 2(a− b)α− (c + 2(((α − β) − (b+ c))c− αβd) + c2dn+1)/n.
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В частности, если a = p = 1 − q и марковская последовательность пре-
вращается в последовательность Бернулли, то d = 0, b = p, c = 0, B = p(1−p),
dn+1 = 0, γ = 1 и

V (s) = nb(1 − b) + b(1 − b) = (n+ 1)p(1 − p).

В марковском случае главная часть формулы умножается на коэффициент
γ = (1 + d)/(1 − d), характеризующий зависимость между переменными s
(с индексом j).

Если |d| < 1, то при n→ ∞
V (s) ∼ nb(1 − b)γ.

Но когда |d| близко к единице, то V (s)/(nb(1 − b)γ) → 1 довольно медленно.

Пример 4. При геометрическом распределении с параметром a
(0 < a < 1)

D(f) = (1− a)/a2.

В самом деле, используя формулу суммирования по частям и равенство
E(f) = (1 − a)/a, получаем

E(f2) =
∑
n≥0

n2a(1− a)n = a lim
n→∞

( ∑
0≤m<n

m2(1 − a)m

)

= a lim
n→∞

(
−n

2(1 − a)n

a
+
∑

0≤m<n

(1 − a)m+1

a
(2m + 1)

)
= 2(1 − a)

∑
m≥0

m(1 − a)m + (1− a)
∑
m≥0

(1 − a)m

= 2(1 − a)2/a2 + (1 − a)/a,

(Ef)2 = (1 − a)2/a2, D(f) = E(f2) − (Ef)2 = (1 − a)/a2.

Пример 5. Для распределения Паскаля с параметрами m, a (m > 0
целое, 0 < a < 1) верны равенства

n(n − 1)p(n, m, a) = (m+ 1)m
(1 − a)2

a2
p(n− 2, m+ 2, a),

∑
n≥0

n(n − 1)p(n, m, a) = (m+ 1)m
(1 − a)2

a2

∑
n≥2

p(n− 2,m+ 2, a)

= (m+ 1)m((1 − a)2/a2),

откуда
E(f2) = (m+ 1)m((1 − a)2/a2) + Ef.
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А так как Ef = m(1 − a)/a, то

D(f) = E(f2) − (Ef)2 = m(1 − a)/a2.

Пример 6. При логарифмическом распределении с параметром a
(0 < a < 1)

D(f) = − 1 − a

a2 log a

(
1 +

1 − a

log a

)
.

В самом деле,

E(f2) = −
∑
n≥1

n2(1 − a)n/(n log a)

= −
∑
n≥1

n(1 − a)n/ log a = −(1 − a)/(a2 log a),

(Ef)2 = (1 − a)2/(a log a)2,

и формула D(f) = E(f2) − (Ef)2 дает нужный результат.

Пример 7. При распределении Пуассона с параметром a > 0

D(f) = a.

В самом деле,

E(f2) =
∑
n≥1

n2 a
n

n!
e−a =

∑
n≥1

n(n− 1)
an

n!
e−a +

∑
n≥1

n
an

n!
e−a

= a2e−a
∑
n≥2

an−2

(n− 2)!
+ Ef = a2 + a,

D(f) = E(f2) − (Ef)2 = a2 + a − a2 = a.

При распределении Пуассона дисперсия и среднее значение равны пара-
метру a.
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7.4. Распределения

Переход к распределению позволяет отвлечься от специфики
рассматриваемой переменной и сосредоточиться на вероятност-
ной стороне дела.

7.4.1. Определения и примеры

Переменная f на дискретном пространстве (U, p) определяет
новое пространство (X, q) с множеством исходов X = f(U) и эле-
ментарной вероятностью q = Pf−1 , имеющей значения

q(x) = P (f−1(x)) =
∑

u:f (u)=x

p(u).

1. Элементарная вероятность q = Pf−1 называется элемен-
тарным распределением переменной f , а определяемая q вероят-
ность Q = Pf−1 — ее распределением:

Q(B) = P (A) = P (f−1(B)) (A = f−1(B) ⊆ U,B ⊆ X).

Замена u ∈ U на x = f(u) ∈ X дает удобные формулы для
среднего значения и дисперсии (когда они существуют):

E(f) =
∑

xq(x), D(f) =
∑

(x− Ef)2q(x).

Они получаются группировкой исходов u, для которых f(u) = x.
Элементарная вероятность p является распределением для

тождественной переменной f , в этом случае U = X , u = f(u) =
f(x) = x, q(x) = P (f−1(x)) = P ({x}) = p(x). Если U ⊆ [0,∞)
и g = f2, то X = {x = u2 : u ∈ U}, g−1(x) =

√
x, q(x) = p(

√
x).

2. Рассмотрим два примера.
Пример 1. Пусть (U1, p1) — комбинаторное пространство с множе-

ством исходов u1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Положим также f1(2) = f1(4) = f1(6) = 1,
f1(1) = f1(3) = f1(5) = −1. Тогда X1 = {−1, 1} и q1(−1) = q1(1) = 1/2.

Пусть теперь U2 = {0, 1}, p2(0) = p2(1) = 1/2 и f2(0) = −1, f2(1) = 1.
Тогда тоже X2 = {−1, 1} и q2(−1) = q2(1) = 1/2. Случайные перемен-
ные f1 и f2 имеют одинаковые распределения, хотя как функции различны
и имеют разные области определения: Pf−1

1 = Pf−1
2 , но f1 �= f2.
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Пример 2. Рассмотрим пространство Бернулли B(n, a) и случайную
переменную f = s (п. 7.3.2). Ее множеством значений будет X = {0, 1, . . . , n}.
Она имеет биномиальное распределение

q(x) =
∑

u:s(u)=x

ax(1− a)n−x =

(
n
x

)
ax(1− a)n−x,

(
n
x

)
=

n!

x!(n− x)!
(x = 0, 1, . . . , n).

Удобно считать, что этот биномиальный коэффициент равен нулю при x < 0
и x > n.

Биномиальное распределение играет большую роль в элементарной тео-
рии вероятностей. Оно используется при решении многих задач.

3. Вероятностное пространство (U, p) можно интерпретиро-
вать как механическую систему точек u ∈ U с положительными
массами p(u), в сумме равными единице. Вероятность P (A) собы-
тия A ⊆ U равна массе тела A. Случайная переменная f : U → X
ставит в соответствие системе (U, p) новую систему (X, q) точек
x ∈ X = f(U) ⊆ R с массами q(x) = Pf−1(x) = P{u : f(u) = x}.
Сумма этих масс тоже равна единице.

Переменная f переносит массу с абстрактного множества U
на вещественную прямую R. Среднее значение Ef переменной f
служит центром масс системы (X, q) = (f(U), Pf−1), а диспер-
сия — моментом инерции относительно этого центра.

Аналогия между вероятностным пространством и механи-
ческой системой часто позволяет лучше понять основные опре-
деления. Представление о вероятности как о мере реализуемо-
сти события хорошо согласуется с интуитивным представлением
о массе тела.

7.4.2. Совместное распределение

Не умаляя общности (элементы конечного множества всегда
можно снабдить номерами), вместо произвольных индексов при
обозначении семейства f = (fj) переменных на дискретном про-
странстве (U, p) будем рассматривать номера j = 1, . . . , m и пи-
сать также f = (f1, . . . , fm).

1. Значение f(u) = (f1(u), . . . , fm(u)) для каждого u ∈ U есть
вектор в m-мерном вещественном пространстве Rm. Семейство f
определяет множество

X = f(U) = {x = f(u) : u ∈ U}
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векторов x = (xj) с координатами xj = fj(u). МножествоX ⊆ Rm

счетно вместе с U .
Равенство

q(x) = P (f−1(x)) = P{u : fj(u) = xj , 1 ≤ j ≤ m}

определяет элементарную вероятность q = P−1 на множестве X ,
которая называется элементарным совместным распределением
переменных fj . Определяемая q вероятность Q = Pf−1 для со-
бытий B ⊆ X называется совместным распределением перемен-
ных fj .

Элементарные распределения qj = Pf−1
j , а также распреде-

ления Qj = Pf−1
j для переменных fj называются маргинальными.

Они определены для множеств исходов Xj = fj(U) ⊆ R.
2. Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. В 7.1.2 описана связь между распределениями геометриче-

ским и Паскаля. Там U = X = Pm, p(u) = am(1 − a)|u| и fi(u) = ui для u =
(u1 , . . . , um), откуда следует, что f(u) = (f1(u), . . . , fm(u)) = (u1, . . . , um) =u
и f является тождественной переменной. Элементарная вероятность p яв-
ляется одновременно совместным распределением для f , т. е. q = p. Марги-
нальные распределения qi геометрические и определены на Xi = P:

qi(n) = P(u : ui = n) = a(1 − a)n

для каждого n ∈ P.

Пример 2. Рассмотрим пространство Бернулли B(2, a) и случайные пе-
ременные f1 = s1, f2 = s2 на нем. Из определений следует, что U1 = U2 =
B = {0, 1}, U = B2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} и X1 = X2 = B, X = B2 .
Маргинальные и совместные распределения для f = (s1, s2) описываются
таблицами:

x1 0 1

q1 1 − a a

x2 0 1

q2 1 − a a

x (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

q (1 − a)2 a(1− a) a(1− a) a2

Для всех x = (x1, x2) верно равенство q(x) = q1(x1)q2(x2). Имея его
в виду, вероятность q называют произведением вероятностей q1 , q2 и пишут
q = q1 × q2.

Если интерпретировать эту модель как описание подбрасывания два
раза симметричной монеты, то числа s1 и s2 появления гербов при первом
и втором подбрасывании естественно считать независимыми. Это подводит
к мысли связать независимость случайных переменных с равенством их со-
вместного распределения произведению маргинальных.

Пример 3. Рассмотрим пространство B(2, 1/2) и случайные перемен-
ные f1 = s1 + s2, f2 = s1 − s2. Очевидно, что X1 = {0, 1, 2}, X2 = {−1, 0, 1},
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X = {(0, 0), (1,−1), (1, 1), (2, 0)}. Маргинальное и совместное распределения
для f1, f2 описываются таблицами:

x1 0 1 2

q1 1/4 1/2 1/4

x2 −1 0 1

q2 1/4 1/2 1/4

x (0, 0) (1,−1) (1, 1) (2, 0)

q 1/4 1/4 1/4 1/4

Теперь q �= q1 × q2 (q(0, 0) = 1/4 �= (1/4)(1/2) = q1(0)q2(0)). Переменные
f1 и f2 зависимы. Пример подкрепляет связь между независимостью случай-
ных переменных и равенством их совместного распределения произведению
маргинальных.

7.4.3. Независимость

Рассмотрим векторную переменную f = (f1, . . . , fn), коор-
динаты которой fj (j = 1, . . . , n) являются числовыми перемен-
ными на пространстве (U, p), их маргинальные распределения qj
на множествах Xj = fj(U) ⊆ R и совместное распределение q
на множестве X = f(U) ⊆ Rn. Если q = q1 . . . qn, то говорят,
что переменные f1, . . . , fn (стохастически) независимы, а если
q �= q1 . . . qn — что (стохастически) зависимы.

1. Для независимых переменных f1, . . . , fn, имеющих сред-
ние и дисперсии, верны равенства

E(f1 . . . fn) = E(f1) . . .E(f1),
D(f1 + · · ·+ fn) = D(f1) + · · ·+D(fn).

Эти равенства доказываются по индукции. Они верны и для
попарно независимых переменных fj (j = 1, . . . , n).

Пример. Рассмотрим пространство (U, p) с множеством исходов U =Pn

и элементарной вероятностью p(u) = am(1 − a)|u|. Из определений следует,
что переменные fi(u) = ui независимы:

p(u) = am(1 − a)

∑
ui =

∏
a(1− a)ui =

∏
qi.

Поэтому, зная среднее значение и дисперсию каждого слагаемого суммы |f | =∑
fi можно сразу выписать ее среднее и дисперсию:

E(|f |) =
∑

1≤i≤m

E(fi) = m(1 − a)/a,

D(|f |) =
∑

1≤i≤m

D(fi) = m(1 − a)/a2.
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2. События Aj ⊆ U в пространстве (U, p) называются незави-
симыми, если независимы их индикаторы fj = indAj . Проверять
независимость событий удобнее, непосредственно используя их
вероятности.

Рассмотрим события A,B ⊆ U и их индикаторы f = indA,
g = indB. Такие случайные переменные f , g независимы тогда
и только тогда, когда для пересечения AB = A ∩ B верно равен-
ство

P (AB) = P (A)P (B).

В самом деле, если f и g независимы, то

P (AB) = E(fg) = EfEg = P (A)P (B).

Легко проверить и обратное утверждение.
Независимость событий Aj ⊆ U (j ∈M) в пространстве (U, p)

выражается равенством

P

( ⋂
j∈K

Aj

)
=
∏
j∈K

P (Aj)

для каждого конечного K ⊆ M . Эти равенства обычно прини-
маются в качестве определения независимости событий Aj .

7.5. Корреляционная теория

Эта теория используется при описании зависимости случай-
ных переменных. Для ее изложения удобен геометрический язык.

7.5.1. Коэффициент корреляции

Рассмотрим векторное пространство L 2 = L 2(U, p) квадра-
тично суммируемых по p переменных на невырожденном дискрет-
ном пространстве (U, p). Каждая квадратично суммируемая пе-
ременная суммируема. Поэтому L 2 является подпространством
пространства L = L (U, p) суммируемых переменных на (U, p).
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1. Если переменные f , g на U квадратично суммируемы по p,
то их произведение суммируемо по p. Это следует из неравенства

|fg| ≤ (f2 + g2)/2,

которое обеспечивает ограниченность конечных сумм семейства
f(u)g(u)p(u) (u ∈ U). Суммируемость произведенияя fg позво-
ляет определить скалярное произведение

〈f, g〉 = E(fg)

для каждых квадратично суммируемых переменных f , g и сде-
лать L 2 евклидовым пространством. Скалярное произведение
симметрично, линейно по каждой переменной, положительно на
диагонали и невырождено при невырожденной элементарной ве-
роятности p (не имеющей нулевых значений, что предпола-
гается).

Если множество U конечно, то каждая функция на U квадра-
тично суммируема по любой элементарной вероятности p на U
и пространство L 2 = L 2(U, p) совпадает с пространством F =
F (U) всех функций на U .

Квадратично суммируемые переменные с нулевым средним
значением образуют подпространство L 2

0 = L 2
0 (U, p) евклидова

пространства L 2 = L 2(U, p). Каждой переменной f ∈ L 2 со-
ответствует центрированная переменная f0 = f − Ef ∈ L 2

0 . Из
определений следует, что

D(f0) = E
(
f2
0

)
= 〈f0, f0〉 = ‖f0‖2,

S(f0) =
√
D(f0) =

√
〈f0, f0〉 = ‖f0‖

для каждой f ∈ L 2. Дисперсия центрированной переменной
равна квадрату ее евклидовой длины, а стандартное отклоне-
ние — ее длине в пространстве L 2

0 .
2. Скалярное произведение позволяет измерять зависимость

между квадратично суммируемыми переменными как величину
угла между векторами в евклидовом пространстве. Число

K(f, g) =
C(f, g)
S(f)S(g)

=
E(fg)−E(f)E(g)√

D(f)
√
D(g)
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называется коэффициентом корреляции между квадратично сум-
мируемыми переменными f �= 0, g �= 0. (Так как по предполо-
жению элементарная вероятность p невырожденная, то Df �= 0,
Dg �= 0.) Из определений следует, что

K(f, g) = 〈f0, g0〉,

где

f0 = (f −Ef)/‖f −Ef‖, g0 = (g −Eg)/‖g−Eg‖.

Для каждых векторов f , g евклидова пространства L 2 верно
неравенство Коши

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖ ‖g‖
и, следовательно,

K(f, g) ≤ ‖f0‖ ‖g0‖ = 1.

Коэффициент корреляции симметричен:

K(f, g) = K(g, f).

Если K(f, g) = 0, то переменные f , g называются некоррелиро-
ванными или ортогональными. Равенство K(f, g) = 1 означает
линейную зависимость между f и g.

3. О всяком свойстве случайной переменной условимся гово-
рить, что оно верно почти всюду, если оно верно для всех исходов
с ненулевыми вероятностями. В невырожденном пространстве,
где исходов с нулевыми вероятностями нет, почти всюду озна-
чает всюду. Говорят, что переменные f , g почти всюду линейно
зависимы, если существует число a и постоянная b такие, что
af − g = b почти всюду (т. е. af(u)− g(u) = b при p(u) > 0).

Исследуя дискриминант квадратного уравнения

E
(
f2
0

)
x2 − 2E(f0g0)x+ E(g2

0) = 0,

нетрудно доказать, что равенство

|K(f, g)|= 1
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верно тогда и только тогда, когда переменные f , g почти всюду
линейно зависимы.

Используя векторную интерпретацию, можно сказать, что
равенства K(f, g) = 1 и K(f, g) = −1 определяют соответственно
одинаковую и противоположную направленность f и g.

4. Рассмотрим несколько примеров для конечных вероят-
ностных пространств (U, p).

Пример 1. Были вычислены ковариации для переменных sj и sk, опи-
сывающих появление единицы на j-м и k-м местах в двоичной марковской
последовательности:

C(sj, sk) = pjqjd
k−j = D(sj)d

k−j.

Следовательно, при j < k верно равенство

K(sj, sk) =
√
D(sj)/D(sk) dk−j.

Для последовательности Бернулли d = 0 и K(sj, sk) = 0. Переменные
sj и sk некоррелированы.

Пример 2. Из формулы квадратов для Df следует, что

K(f, f) =
E(f2) − (Ef)2√

Df
√
Df

=
Df

Df
= 1,

K(f,−f) =
−E(f2) + (Ef)2√

Df
√
Df

= −Df
Df

= −1.

Вообще, для каждых переменных f , g и чисел a, b, c, d верны равенства

C(af + b, cg + d) = E((af + b)(cg+ d)) − E(af + b)E(cg + d)

= ac(E(fg) −EfEg),

S(af + b) = |a|Sf, S(cg + d) = |c|Sg,
K(af + b, cg + d) = sgn(ac) ·K(f,g).

В частности,

K(−f, g) = K(f,−g) = −K(f, g), K(−f,−g) = K(f, g).

Пример 3. На пространстве B(n, a) рассмотрим случайные перемен-
ные sj, s =

∑
sj, s/n (1 ≤ j ≤ n).

Верны равенства
K(s, s/n) = K(s, s) = 1.
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Они соответствуют линейной зависимости частоты появления единиц и их
числа.

Так как

E(sis) =

n∑
j=1

E(sisj) = a + (n− 1)a2,

Esi = a, Es = na, Dsj = a(1− a), Ds = na(1 − a),

то

K(si, s) =
a+ (n− 1)a2 − na2

√
n · a(1− a)

= 1/n

для каждого i = 1, . . . , n. При сделанных предположениях с увеличением
числа слагаемых сумма меньше зависит от каждого из них.

Пример 4. Рассмотрим кроме суммы s =
∑

sj еще произведение t =∏
sj переменных sj на пространстве B(n, a). Из определений следует, что

Et = P(s1 = · · · = sn = 1) = an.

Так как t2 = t, то

Dt = E(t2) − (Et)2 = Et− (Et)2 = an(1 − an).

А так как st = nt, то
E(st) = nEt = nan.

Следовательно,

K(s, t) =
nan − na · an√

na(1 − a)an(1 − an)
=

√
nan−1 · 1 − a

1 − an
.

Корреляция стремится к нулю при n→ ∞.

Пример 5. Рассмотрим пространство B(2, a) и случайные переменные
f = s1 + s2, g = s1 − s2 на нем. Так как

Ef = 2a, Eg = 0,

E(fg) = E
(
s21 − s22

)
= E(s1 − s2) = 0,

то
C(f, g) = E(fg) − EfEg = 0

и, следовательно, K(f,g) = 0. Вместе с тем переменные f и g явно зави-
симы: если g �= 0, то f = 1. Коэффициент корреляции не отражает такую
зависимость.
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Пример 6. Рассмотрим комбинаторное пространство (L, 4) с множе-
ством исходов U = {1, 2, 3, 4} и случайные переменные x, y со значениями
x(1) = −2, x(2) = −1, x(3) = 1, x(4) = 2 и y(u) = x2(u). Непосредственные
вычисления дают

Ex = 0, Ey = 10/4, E(xy) = 0.

Следовательно,
C(x,y) = E(xy) − ExEy = 0

и K(x,y) = 0. Вместе с тем между переменными x и y существует функцио-
нальная зависимость: y = x2. Коэффициент корреляции не отражает такую
нелинейную зависимость.

Замечание. Два последние примера показывают, что коэффициент кор-
реляции может равняться нулю и тогда, когда случайные переменные явно
зависимы. Поэтому нужны более адекватные меры зависимости между слу-
чайными переменными, описывающие не только линейную зависимость.

7.5.2. Коэффициенты регрессии

Реальная зависимость между случайными переменными f и g
может быть несимметричной. Это отражают коэффициенты ре-
грессии f на g и g на f :

R(f, g) =
C(f, g)
Dg

=
E(fg)−EfEg

Dg
,

R(g, f) =
C(f, g)
Df

=
E(fg)−EfEg

Df
.

(Предполагаем, как обычно в корреляционной теории, что Df > 0
и Dg > 0.)

1. Геометрически R(f, g) и R(g, f) интерпретируются как
нормированные величины проекций вектора f на направление
вектора g и наоборот:

R(f, g) = R(f0, g0) =
〈f0, g0〉
‖g0‖ ,

R(f, g) = R(g0, f0) =
〈g0, f0〉
‖f0‖ .

Здесь f0 = f0/‖f0‖, g0 = g0/‖g0‖ при ‖f0‖ > 0, ‖g0‖ > 0.
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Так как
R(f, g) · R(g, f) = (K(f, g))2,

то R(f, g) и R(g, f) имеют один и тот же знак, а коэффициент
корреляции равен их среднему геометрическому с общим знаком:

K(f, g) = ±
√
R(f, g)R(g, f).

В примерах с последовательностями Бернулли

R(sj , s) = 1, R(s, sj) = 1/n;

R(s, t) = an−1 , R(t, s) = (1− a)/(1− an).

Если сумма s = 0, то каждое слагаемое sj = 0 и произведение
t = 0. Но если sj = 0 для данного номера j или t = 0, то s может
иметь любое значение из {0, 1, . . . , n− 1}.

2. Если отождествить события A, B с их индикаторами
indA, indB и воспользоваться равенствами P (A) = E(indA),
P (B) = E(indB), то можно определить коэффициент корреляции
для событий равенством

K(A,B) =
P (AB)− P (A)P (B)√

P (A)(1− P (A))
√
P (B)(1− P (B))

.

Вместо коэффициента корреляции для измерения зависимо-
сти между событиями можно использовать коэффициент связи

Q(A,B) =
P (AB)− P (A)P (B)

P (AB)P (A′B′) + P (AB′)P (A′B)
.

(В равенствах для коэффициентов корреляции и связи предпола-
гается, что знаменатели не равны нулю.)

Равенство Q(A,B) = 0 эквивалентно P (AB) = P (A)P (B)
и означает независимость событий A, B.

Используя правила действий с вероятностями, легко прове-
рить, что

|K(A,B)| ≤ |Q(A,B)|.
Равенство Q(A,B) = 1 означает, что либо P (A) = P (AB), либо
P (B) = P (AB). Если рассматриваемое пространство невырож-
денное, то последние равенства эквивалентны включениям A⊆B
или B ⊆ A: одно из этих событий влечет другое.
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Пример. Рассмотрим последовательность Бернулли B(n, a) и события
A = {u = (ui) : uj = 1} = {sj = 1} — появление единицы на j-м месте,
B = {u = (ui) :

∏
ui = 1} = {t = 1} — появление единиц на всех местах. Из

определений следует, что

P(A) = a, P (B) = an, P(AB) = P(B) = an,

P(A′B′) = 1 − a, P (A′B) = 0, P(AB′) = a(1 − an−1).

Поэтому в соответствии с включением B ⊆ A

Q(A,B) =
an − aan

an(1 − a)
= 1.

7.6. Информация и энтропия

Чтобы избежать технических трудностей, будем рассматри-
вать невырожденное конечное вероятностное пространство. Ин-
формация случайных переменных определяется как среднее зна-
чение некоторой специальной функции этих переменных. Она
является удобной мерой зависимости между ними. Термин ин-
формация употребляется в теории вероятностей в специальном
точно определенном смысле. Энтропия определяется через ин-
формацию. С общей теорией информации и энтропии можно по-
знакомиться по книгам [119, 61, 7, 104]. В [7] описывается связь
теории информации с эргодической теорией.

7.6.1. Определения

Рассмотрим невырожденное вероятностное пространство
(U, p) и случайные переменные f , g на нем. Пусть X = f(U),
Y = g(U) и

Z = {(x, y) = (f(u), g(u)) : u ∈ U}.
(Подчеркнем, что часто X × Y �= Z, так как пары (x, y) = (f(u),
g(v)) для некоторых исходов u �= v могут не принадлежать Z.)

1. Обозначим q, r и s маргинальные и совместное распреде-
ления для f , g. По предположению p, а поэтому q, r и s строго
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положительны. Это позволяет определить случайную перемен-
ную i(f, g), которая имеет значения

i(f, g, u) = log
s(f(u), g(u))
q(f(u))r(g(u))

(u ∈ U).

Условимся называть ее элементарной информацией f , g. Осно-
вание логарифма обычно выбирается равным 2. Из определений
следует, что тождественное равенство i(f, g) = 0 эквивалентно
независимости f , g.

Число

I(f, g) = E(i(f, g))

называется информацией f , g. Из определений следует, что

I(f, g) =
∑

p(u) log
s(f(u), g(u))
q(f(u))r(g(u))

(u ∈ U),

I(f, g) =
∑

s(x, y) log
s(x, y)
q(x)r(y)

((x, y) ∈ Z).

Ясно, что если f , g независимы, то I(f, g) = E(0) = 0.

2. Часто информацию переменных f и g называют взаимной.
Пример. Пусть f = s1, g = s2 — числа единиц соответственно на пер-

вом и втором местах двоичной последовательности. Тогда имеем X = Y =
{0, 1} и Z = X × Y , s(x, y) = q(x)r(y) и I(f, g) = 0 в соответствии со стоха-
стической независимостью переменных s1, s2.

Если f = s1 + s2, g = s1 − s2, то X = {0, 1, 2}, Y = {−1, 0, 1} и

Z = {(0, 0), (1,−1), (1, 1), (2, 0)} �= X × Y.

При a = 1/2 распределения q, r и s имеют следующие значения: q = {1/4, 1/2,
1/4}, r = {1/4, 1/2, 1/4} и s(x, y) = 1/4 для всех (x, y) ∈ Z. Следовательно,

I(f, g) = 4

(
1

4
log

1/4

(1/2)(1/4)

)
= log 2 > 0

в соответствии со стохастической зависимостью случайных переменных
s1 + s2 и s1 − s2.
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7.6.2. Информационный критерий зависимости

Совсем не очевидно, что равенство I(f, g) = 0 эквивалентно
стохастической независимости переменных f , g. Этот факт мож-
но вывести из классической теоремы о мультипликативно и адди-
тивно взвешенных средних (геометрического и арифметического).

1. Рассмотрим натуральное число n > 0, семейство чисел
xj ≥ 0 и семейство чисел qj > 0 с суммой

∑
qj = 1 (j = 1, . . . , n).

Известна классическая

Теорема о средних.
∏
x
qj

j ≥ ∑
qjxj, причем равенство

верно тогда и только тогда, когда x1 = · · · = xn.
Нетрудно проверить два ее следствия.
Пусть s = (sj), t = (tj); sj > 0, tj > 0,

∑
sj =

∑
tj = 1;

a = (aj), aj = 1/n (j = 1, . . . , n);

ϕ(s, t) =
∑

sj log tj .

Следствие 1. ϕ(s, t) < ϕ(t, t) при s �= t.

Следствие 2. ϕ(t, t) > ϕ(a, a) при t �= a.
Таким образом, при каждом t функция ϕ(·, t) : s → ϕ(s, t)

имеет строгий максимум в точке s = t, а функция ψ со значениями

ψ(t) = −ϕ(t, t) = −
∑

tj log tj

имеет строгий максимум в точке t = a (при tj = 1/n для j =
1, . . . , n). Формально это вытекает из выпуклости логарифмиче-
ской функции.

2. Используя следствие 1, легко доказать следующую тео-
рему об информации.

Теорема об информации. Информация случайных пере-
менных f и g положительна. Она равна нулю, если и только
если f и g независимы.

� Рассмотрим семейство s чисел s(x, y) и семейство t чисел
t(x, y) = q(x)r(y), полученные произвольной нумерацией пар (x, y)
значений x = f(u), y = g(u) случайных переменных f , g. Из
определений вытекает, что

I(f, g) =
∑

s(x, y) logs(x, y)−
∑

s(x, y) log t(x, y).
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По следствию 1 строгое неравенство I(f, g) > 0 верно при s �= t
и I(f, g) = 0 при s = t. Это эквивалентно сформулированному
утверждению. �

Из теоремы об информации следует

Информационный критерий зависимости. Случайные
переменные f и g зависимы, если и только если их взаимная
информация строго положительна.

Равенство I(f, g) = 0 гарантирует стохастическую незави-
симость переменных f , g, а равенство K(f, g) = 0 — только их
независимость в среднем: K(f, g) = 0 эквивалентно равенству
E(f, g) = E(f)E(g).

Пример. В пространстве B(2, 1/2) для переменных f = s1 + s2, g =

s1−s2 верно равенство K(f, g) = 0, но I(f, g) = log 2 > 0. Переменные f , g не-
коррелированы, но стохастически зависимы. Точно так же легко проверить,
что для некоррелированных переменных x, y в 1.5.7 верно I(f, g) = log2 > 0,

что доказывает их стохастическую зависимость.

7.6.3. Энтропия

Число
H(f) = I(f, f)

называется энтропией случайной переменной f на невырожден-
ном вероятностном пространстве (U, p). Так как s(x, x) = r(x) =
q(x) для каждого x = f(u), то

H(f) =
∑

q(x) log(1/q(x)) = −
∑

q(x) logq(x).

Эти равенства позволяют определить энтропию H независимо от
информации J. Энтропия вместе с информацией положительна:
H(f) ≥ 0.

1. На пространстве (U, p) введем случайную переменную h(f)
со значениями

h(f) = i(f, f) = log (1/q(f(u))) = − log q(f(u)).

Из определений следует, что

H(f) = E(h(f)) = −
∑

p(u) log q(f(u)).
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Пример. В пространстве Бернулли B(2, a) энтропия переменной f = s1
выражается равенством

H(s1) = −(a log a+ (1− a) log (1 − a)).

Такая же энтропия и у s2. Кроме того,

H(s1 + s2) = H(s1 − s2) = (3/2) log 2.

Если f = c постоянная, то q(c) = 1 и

H(c) = 0.

А если случайная переменная f имеет равномерное распределение
(q(x) = 1/n для всех n значений x), то

H(f) = −n(1/n) log1/n = logn.

2. Информация I(f, g) случайных переменных f , g меньше
каждой из энтропий H(f), H(g).

Действительно, так как выполнено q(x) =
∑
y
s(x, y) ≥ s(x, y)

и r(y) =
∑
x
s(x, y) ≥ s(x, y), то

s(x, y)
q(x)r(y)

≤ 1
q(x)

для каждых пар (x, y) = (f(u), g(u)) значений x, y переменных
f , g. Поэтому

I(f, g) =
∑
(x,y)

s(x, y) log
s(x, y)
q(x)r(y)

≤
∑

q(x) log (1/q(x)) = H(f).

Точно так же I(f, g) ≤ H(g).
Пусть n — число значений случайной переменной f . Тогда

из следствия 2 теоремы о средних вытекает, что

H(f) ≤ −n(1/n) log (1/n) = logn.

Таким образом,
0 ≤ H(f) ≤ logn.
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При этом H(f) = 0 эквивалентно f = const, а H(f) = logn тогда
и только тогда, когда f имеет равномерное распределение.

Энтропия H(f) служит средней мерой неопределенности слу-
чайной переменной f . Использование логарифмов позволяет про-
изведения вероятностей превращать в суммы. Это упрощает вы-
кладки.

3. Рассмотрим примеры.
Пример 1. Исследуем с информационной точки зрения процедуру уга-

дывания. Предположим, что с помощью случайного выбора определена одна
из m = 32 букв алфавита U , которую нужно угадать последовательным де-
лением алфавита на непустые части. Будем считать, процедура описывается
комбинаторным пространством.

Если разбить алфавит U на части A и B из k и l = m − k букв, то
информация о том, что выбранная буква u ∈ A, оценивается так. Рассмотрим
какую-нибудь нумерацию f алфавита U и индикатор g множества A. Имеем

X = {1, . . . ,m}, Y = {0, 1}, Z = X × Y ;

q(x) = 1/m, r(1) = k/m, r(0) = 1 − k/m;

s(x,1) = 1/m (x ∈ f(A)), s(x,1) = 0 (x /∈ f(A)),

s(x,0) = 0 (x ∈ f(A)), s(x, 0) = 1/m (x /∈ f(A)).

Поэтому

I(f, g) =
k

m
log

1/m

(1/m)(k/m)
+
m− k

m
log

1/m

(1/m)(1 − k/m)

= −
(
k

m
log

k

m
+

(
1 − k

m

)
log (1 − k

m
)

)
= H(g).

Максимум информации достигается, когда g имеет равномерное распределе-
ние: k/m = 1/2 и k/m = m/2. Оптимально делить алфавит на две равные
части. Тогда в среднем можно угадывать выбранную букву за пять последо-
вательных разбиений. Другие способы в среднем будут хуже, хотя случайно
угадывание по одной букве может сразу привести к успеху. Но зато в про-
тивном случае неопределенность мало уменьшается.

Пример 2. Теория информации была разработана вначале для систем
связи. Простейшую систему связи можно схематически описать с помощью
следующей вероятностной модели.

Рассмотрим множество исходов U = {00, 01, 10, 11}, где величина u = xy
описывает передачу сигнала x и прием сигнала y. Событие Ax = {x0, x1}
означает передачу x, а By = {0y, 1y} — прием y (x, y ∈ {0, 1}). Пусть ax > 0,
a0 + a1 = 1 и txy > 0, tx0 + tx1 = 1. Элементарная вероятность p имеет
значения p(xy) = axtxy. В частности, p(xx) = axtxx.

Далее, заметим, что AxBy = Ax ∩ By = {xy} и P(Ax) = ax, P(AxBy) =
p(xy) = axtxy . Условная вероятность принять y, когда передан x, по опре-
делению равна отношению P(AxBy)/P(Ax):

P(By/Ax) = axtxy/ax = txy.
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Это поясняет вероятностный смысл чисел txy . Наконец,

P(By) = p(0y) + p(1y) = a0t0y + a1t1y.

Случайные переменные f , g со значениями f(xy) = x, g(xy) = y описы-
вают переданный и принятый сигналы. Если в канале связи имеются помехи,
изменяющие сигнал, то возможно, что x �= y. Информация I(f, g) оценивает
качество системы связи. Имеем

X = Y = {0, 1}, Z = X × Y,

q(x) = ax, r(y) = a0t0y + a1t1y, s(x, y) = axtxy .

Поэтому

I(f, g) =
∑
x,y

axtxy log
txy

a0t0y + a1t1y
.

Если txy = 1/2 для всех x, y, то I(f, g) = 0: переданный и принятый
сигналы независимы. Использовать такую систему связи нет смысла. Для
любой системы рассматриваемого типа I(f, g) ≤ H(f) ≤ log 2. Можно пере-
дать не больше одного бита информации за один раз.

7.6.4. Коэффициент информации

По аналогии с коэффициентом корреляции K(f, g) введем ко-
эффициент информации

IK(f, g) =
I(f, g)√

I(f, f)
√
I(g, g)

=
I(f, g)√

H(f)
√
H(g)

случайных переменных f и g, предполагая I(f, f) = H(f) > 0,
I(g, g) = H(g)> 0. Так как

0 ≤ I(f, g) ≤ I(f, f)∧ I(g, g) = H(f) ∧H(g),

то
0 ≤ IK(f, g)≤ 1.

1. Из теоремы об информации следует, что IK(f, g) = 0, если
и только если случайные переменные f и g независимы. А из со-
отношений между информацией и энтропиями — что IK(f, g) =1
тогда и только тогда, когда I(f, g) = H(f) = H(g):

IK(f, g) = 1 → I(f, g) = I(f, f) = I(g, g)→ I(f, g) = H(f) = H(g).
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В самом деле, если I(f, g) < H(f) или I(f, g) < H(g), то вслед-
ствие I(f, g) ≤ H(f) и I(f, g) ≤ H(g) верны неравенства

(I(f, g))2 < H(f)H(g), I(f, g) <
√
H(f)

√
H(g), IK(f, g) < 1.

Коэффициент информации служит удобной мерой стохастической
зависимости случайных переменных, не связанных линейно.

Условимся продолжать формально совместную элементар-
ную вероятность s с множества Z пар возможных значений пе-
ременных f , g на весь прямоугольник X × Y , приписав нулевые
вероятности невозможным парам (x, y):

s(x, y) = 0 ((x, y) ∈ X × Y \ Z).

Кроме того, положим 0 · log 0 = 0. Все это позволит в выклад-
ках вместо суммирования по сложному множеству Z проводить
суммирование по прямоугольнику X × Y и от двойных сумм пе-
реходить к простым суммам по множествам X и Y .

Удобно представлять маргинальные распределения q, r и со-
вместное s для переменных f , g общей таблицей. В первом
столбце записываются элементы множества X , а в первой стро-
ке — элементы множества Y . Во втором столбце помещаются
вероятности q(x), а во второй строке— вероятности r(y). Осталь-
ную часть таблицы занимает s: в клетке (x, y) записывается ве-
роятность s(x, y). Если элементы каждого из множеств X и Y
занумерованы, то таблицу можно упростить, не выписывая эле-
менты.

2. Связь между взаимной однозначностью и максимальным
значением коэффициента информации имеет общий характер.
Рассмотрим вероятностное пространство (U, p) и случайные пе-
ременные f , g на нем с множествами значений X , Y , распределе-
ниями q, r и совместным распределением s. Как обычно, предпо-
лагается, что маргинальные распределения q, r невырожденные:
q(x) > 0, r(y) > 0 при всех x ∈ X , y ∈ Y . Совместное распреде-
ление s может быть вырожденным: для некоторых пар значений
(x, y) возможно равенство s(x, y) = 0.

Будем называть взаимно однозначное отображение χ : A→ B
множества A на все множество B подстановкой A на B и обо-
значать композицию функций символом ◦. Условимся говорить,
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что переменная g стохастически изоморфна f , если существует
подстановка ϕ : X → Y такая, что

g = ϕ ◦ f, r = q ◦ ϕ−1,

s(x, y) = q(x) = r(y) (y = ϕ(x), x ∈ X).

Если переменная g стохастически изоморфна f , то и f стоха-
стически изоморфна g, так как тогда для обратной подстановки
ψ = ϕ−1 : Y → X верны равенства

f = ψ ◦ g, q = r ◦ ψ−1,

s(x, y) = r(y) = q(x) (x = ψ(y), y ∈ Y ).

Поэтому в любом из этих случаев можно называть случайные
переменные f и g стохастически изоморфными. Стохастически
изоморфные переменные имеют одинаковое число значений и ве-
роятности этих значений получаются друг из друга перестанов-
ками. Совместные ненулевые вероятности пар значений равны
соответствующим маргинальным вероятностям.

3. Верна

Теорема о коэффициенте информации. 1) Коэффици-
ент информации IK(f, g) случайных переменных f и g равен нулю,
если и только если f и g стохастически независимы.

2) Коэффициент информации IK(f, g) случайных переменных
f и g равен единице, если и только если f и g стохастически
изоморфны.

� 1) Как уже отмечалось, утверждение о равенстве коэффи-
циента информации нулю сразу следует из теоремы об информа-
ции.

2) Утверждение о равенстве коэффициента информации еди-
нице доказывается следующим образом. Как было показано,

IK(f, g) = 1 → I(f, g) = H(f) = H(g).

Если переменные f , g стохастически изоморфны и связаны под-
становками ϕ : X → Y , ψ = ϕ−1 : Y → X , то

s(ψ(y), y) = s(x, ϕ(x)) = q(ψ(y)) = r(y)
(y = ϕ(x) ∈ Y → x = ψ(y) ∈ X).
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Поэтому

I(f, g) =
∑
x

s(x, ϕ(x)) log
(
s(x, ϕ(x))
q(x)r(ϕ(x))

)
=
∑
x

q(x) log
(

q(x)
q(x)r(ϕ(x))

)
= −

∑
x

q(x) log(r(ϕ(x)))

= −
∑
x

r(ϕ(x)) log(r(ϕ(x))) = H(g).

Аналогично,

I(f, g) =
∑
y

s(ψ(y), y) log
(

s(ψ(y), y)
q(ψ(y), y)r(y)

)
= H(f).

Следовательно, I(f, g) = H(f) = H(g) и IK(f, g) = 1.
Предположим теперь, что эти равенства верны. Тогда, если

I(f, g) = H(f), то∑
x,y

s(x, y) log
(
s(x, y)
q(x)r(y)

)
= −

∑
x

q(x) log(q(x))

= −
∑
x,y

s(x, y) log(q(x)),

∑
x,y

s(x, y) log
(
s(x, y)
r(y)

)
=
∑
x,y

s(x, y) log
(
s(x, y)
q(x)r(y)

q(x)
)

=
∑
x,y

s(x, y) log
(
s(x, y)
q(x)r(y)

)
+
∑
x,y

s(x, y) log(q(x))

= I(f, g)−H(f) = 0,

∑
x,y

s(x, y) log
(
s(x, y)
q(x)

)
=
∑
x,y

s(x, y) log
(
s(x, y)
q(x)r(y)

r(y)
)

=
∑
x,y

s(x, y) log
(
s(x, y)
q(x)r(y)

)
+
∑
x,y

s(x, y) log(r(y))

= I(f, g)−H(g) = 0.
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Пусть x ∈ X . Так как s(x, y) ≥ 0,
∑
y
s(x, y) = q(x), то вы-

полнено 0 ≤ s(x, y) ≤ q(x), s(x, y) log(s(x, y)/q(x)) ≤ 0. Поэтому∑
x,y
s(x, y) log(s(x, y)/q(x)) = 0 → s(x, y) log(s(x, y)/q(x)) = 0 для

всех пар (x, y). А из
∑
y
s(x, y) = q(x) > 0 следует, что существует

y = ϕ(x) ∈ Y , для которого s(x, ϕ(x)) > 0, log(s(x, ϕ(x))/q(x)) = 0
и s(x, ϕ(x)) = q(x). Такое значение y = ϕ(x) единственное:
s(x, y) = 0 для всех y �= ϕ(x), в противном случае было бы∑
y
s(x, y) > q(x). Значит, y1 = ϕ(x1) �= ϕ(x2) = y2 при x1 �= x2

и в множестве Y элементов не меньше, чем в X . При этом
x = f(u), g(u) = ϕ(f(u)) для некоторого u ∈ U .

Пусть теперь y ∈ Y . Так как s(x, y) ≥ 0 и
∑
x
s(x, y) =

r(y), то 0 ≤ s(x, y) ≤ r(y), s(x, y) log(s(x, y)/r(y)) ≤ 0. Поэтому∑
x,y
s(x, y) log(s(x, y)/r(y)) = 0 → s(x, y) log(s(x, y)/r(y)) = 0 для

всех пар (x, y). Из
∑
x
s(x, y) = r(y) > 0 следует, что существует

x = ψ(y)∈X , для которого s(ψ(y), y) > 0, log(s(ψ(y), y)/r(y)) =0
и s(ψ(y), y) = r(y). Такое значение x = ψ(y) единственное: s(x, y)
= 0 для всех x �= ψ(y), в противном случае было бы

∑
x
s(x, y) >

r(y). Значит, x1 = ψ(y1) �= ψ(y2) = x2 при y1 �= y2 и в мно-
жестве X элементов не меньше, чем в Y . При этом y = g(u),
f(u) = ψ(g(u)) для некоторого u ∈ U .

Таким образом, если IK(f, g) = 1 или, что эквивалентно,
I(f, g) = H(f) = H(g), то для каждого x ∈ X существует един-
ственный элемент y = ϕ(x) ∈ Y , для которого s(x, y) > 0. При
этом s(x, ϕ(x)) = q(x). Точно так же для каждого y ∈ Y су-
ществует единственный элемент x = ψ(y) ∈ X , для которого
s(x, y) > 0. При этом s(ψ(y), y) = r(y). Множества X и Y
имеют одно и то же число элементов. Для всех y �= ϕ(x) и для
всех x �= ψ(y) верно равенство s(x, y) = 0. Поэтому (x, ϕ(x)) =
(ψ(ϕ(x)), ϕ(x)), x = ψ(ϕ(x)), s(x, ϕ(x)) = q(x) для каждого x ∈ X
и (ψ(y), y) = (ψ(y), ϕ(ψ(y))), y = ϕ(ψ(y)), s(ψ(y), y) = r(y) для
каждого y ∈ Y . Значит, ϕ : X → Y и ψ : Y → X являются вза-
имно обратными подстановками. Кроме того,

g(u) = ϕ(f(u)), f(u) = ψ(g(u)),
s(ψ(y), y) = s(x, ϕ(x)) = q(ψ(y)) = r(y) (u ∈ U, x ∈ X, y ∈ Y ).
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Переменные f и g стохастически изоморфны. �
Таким образом, равенство IK(f, g) = 1 означает крайнюю

степень зависимости между переменными f и g: эти переменные
стохастически изоморфны. Они имеют одинаковое число значе-
ний и их распределения получаются друг из друга перестанов-
ками.

4. Для бесконечного дискретного пространства (U, p) элемен-
тарную информацию i(f, g) переменных f , g можно определить
так же, как и для конечных пространств, равенством

i(f, g) = log
s(f(u), g(u))
q(f(u))r(g(u))

(u ∈ U).

Здесь q, r, s — маргинальные и совместное распределения пере-
менных f , g. Но так как среднее значение

I(f, g) = E(i(f, g)),

выражающее взаимную информацию f и g, существует в беско-
нечных дискретных пространствах не всегда, то использовать
в них информацию в качестве меры зависимости можно только
с оговорками.

Кроме того, на бесконечном счетном множестве X не су-
ществует равномерного распределения, обеспечивающего макси-
мальную энтропию, как в случае конечного X . Отметим, что вме-
сто I(f, g) можно рассматривать семейство информаций IK(fK ,
gK) для сужений fK , gK переменных f , g на конечные множества
K ⊆ U и различные характеристики этого семейства.

Упражнение. Уточнить и проверить информационный критерий неза-
висимости для дискретных пространств (1.7.3).

7.7. Условные средние и вероят-
ности

В дискретных пространствах условия могут описываться ко-
нечными или бесконечными событиями и разбиениями. Для бес-
конечных разбиений нужно всюду проверять суммируемость рас-
сматриваемых вероятностей.
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7.7.1. Определения

Рассмотрим невырожденное дискретное пространство (U, p)
и разбиение B = (Bj) множества U :∑

Bj = U, Bj �= ∅, BjBk = ∅ (j �= k).

Разбиение B может быть конечным или бесконечным.
1. Пусть G = GL(B) — подпространство векторного про-

странства L = L (U, p) суммируемых по p переменных на U ,
составленное из суммируемых по p переменных g =

∑
yjBj .

Условным средним переменной f при условии B называется
переменная

E(f | G) =
∑

E(f | Bj)Bj .

Переменная g = E(f | G) принадлежит G и имеет то же среднее
значение, что и f . В самом деле, благодаря счетной аддитивности
и линейности среднего E,

E(g) =
∑

E(E(f | Bj)Bj) =
∑

E(f | Bj)E(Bj)

=
∑

(E(fBj)/P (Bj))P (Bj)

=
∑

E(fBj) = E(f
∑

Bj) = E(f).

Каждая ограниченная переменная f на U имеет условное
среднее при любом B.

Переменная
P (A |B) = E(A |B)

называется условной вероятностью события A ⊆ U .
Если разбиение B составлено из прообразов Bz = h−1(z) зна-

чений z переменной h на U , то вместо E(f | B) пишут также
E(f | h):

E(f | h) =
∑

E(f | h = z)h−1(z),

E(f | h = z) = E(f · h−1(z))/P (h−1(z)).
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Для события f = A это равенство превращается в

P (f | h) =
∑

P (A | h = z)(h−1(z).

Из определений следует, что

E(f | h) = f

для независимых переменных f , h.
2. Условное среднее E(· | B) есть положительный линейный

оператор, проектирующий L на G L (B). Оно обладает следую-
щими легко проверяемыми свойствами:

E(f |B) = f (f ∈ G );
(E(f |B) |B) = E(f |B); E(E(f | C ) | B) = E(f | B),

если разбиение C мельче разбиения B;

E(f1 + f2 |B) = E(f1 |B) +E(f2 | B), E(hf |B) = hE(f |B)

при f, f1, f2 ∈ L и h ∈ G ;

E(f | B) ≥ 0 (f ∈ L , f ≥ 0).

3. Рассмотрим невырожденное евклидово пространство
L 2 = L 2(U, p) квадратично суммируемых переменных на U и его
подпространство G 2 = X L 2(B), составленное из квадратично
суммируемых переменных g =

∑
yjBj . Квадратичная суммируе-

мость g означает, что

E(g2) = E
(∑

y2
jBj

)
=
∑

E(y2
jBj) =

∑
y2
jP (Bj) <∞.

Переменные

bj = Bj/
√
P (Bj)

образуют ортонормированную базу подпространства G 2, которая
конечна или бесконечна вместе с разбиением B. Условное сред-
нее g = E(f | B) является ортогональной проекцией переменной
f ∈ L 2 на подпространство G 2 и определяется равенством

g =
∑
〈f, bj〉bj ,
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которое эквивалентно

g =
∑

yjBj , yj =
E(fBj)
P (Bj)

.

7.7.2. Примеры

Пример 1. Рассмотрим вероятностное пространство (U,p) с множе-
ством U =

∑
(Bn × {n}), элементами которого являются пары (u, n), соста-

вленные из двоичных строк u = u1 . . . un ∈ Bn и чисел n ∈ P, а элементарная
вероятность p имеет значения

p(u, n) = a|u|(1 − a)n−|u|p(n, λ),

где
|u| = u1 + · · · + un, p(n, λ) = e−λλn/n!.

Пусть
f(u, n) = |u|, h(u, n) = n.

Тогда
P(h = n) = p(n, λ), P(f = m | h = n) = b(m,n, a).

Найдем распределение переменной f и ее среднее. Имеем

P(f = m) =
∑
n≥0

P(f = m | h = n)P(h = n)

=
∑
n≥0

b(m,n, a)p(n, λ) =
(λa)m

m!
e−λ
∑
n≥m

(λ(1− a))n−m

(n−m)!

=
(λa)m

m!
e−λeλ(1−a) = e−λa(λa)m/m! = p(m, λa).

Переменная f имеет распределение Пуассона с параметром λa.
Так как

E(f · (h = n)) =
∑
m

mb(m,n, a)p(n, λ) = na · p(n, λ),

то

E(f | h = n) = E(f · (h = n))/P(h = n) = na · p(n, λ)/p(n, λ) = na,

E(f | h) =
∑

E(f | h = n)(h = n) =
∑

na · (h = n),
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E(f) = E(E(f | h)) = E

(∑
na · (h = n)

)
=
∑

na · P(h = n) = a
∑

np(n, λ) = λa

в соответствии с пуассоновским распределением переменной f .
Переменная f равна сумме, составленной из случайного числа двоич-

ных слагаемых, которое имеет пуассоновское распределение. Такие суммы
встречаются в самых разных задачах.

Пример 2. Геометрическое распределение обладает важным свойством:
у него нет последействия.

Пусть переменная f имеет геометрическое распределение с парамет-
ром a и m, n — целые положительные числа. Тогда

P(f ≥ m+ n | f ≥ m) = P(f ≥ n).

В самом деле, так как f ≥ m+ n→ f ≥ m, то

P(f ≥ m+ n, f ≥ m) = P(f ≥ m+ n)

=
∑

l≤m+n

a(1 − a)l = (1 − a)m+n = P(f ≥ m) · P(f ≥ n).

Поэтому

P(f ≥ m+ n | f ≥ m) = P(f ≥ m+ n)/P(f ≥ m) = P(f ≥ n).

7.8. Формулы полной вероятности
и Байеса

Формула полной вероятности и следующая из нее формула
Байеса очень содержательны и часто применяются.

7.8.1. Формула полной вероятности

Рассмотрим невырожденное дискретное пространство (U, p)
и разбиение B = (Bj) множества U .

1. По определению условной вероятности для каждого собы-
тия A ⊆ U верно равенство

P (A |B) =
∑

P (A | Bj)Bj .
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Так как

E(P (A |B)) = E(E(A |B)) = E(A) = P (A), E(Bj) = P (Bj),

то, взяв средние значения в обеих частях определяющего P (A | B)
равенства, получаем

P (A) =
∑

P (A | Bj)P (Bj).

Это и есть формула полной вероятности.
Задачи, решаемые с помощью этой формулы, схематически

можно описать так.
Известны:
(1) вероятности P (Bj) нескольких исключающих друг друга

условий Bj , одно из которых обязательно выполняется;
(2) условные вероятности P (A | Bj) события A при усло-

вии Bj.
Какова вероятность P (A) события A?
2. По формуле полная вероятность P (A) складывается из его

частичных вероятностей P (A | Bj) с весами P (Bj).
Формула полной вероятности часто используется и в теоре-

тических рассуждениях.
Пример. Возьмем множество U = {1, 2, . . . , 100} и множество A про-

стых чисел в U . Разобьем U на группы десятков B1, B2, B3, B4, в которых
содержится соответственно 1, 2, 3, 4 простых числа. Группа B1 состоит из
одного десятка {91, 92, . . . , 100}, группа B2 — из пяти десятков, B3 — из
двух, B4 — из двух. При выборе наугад числа из десятка при условии, что
в нем j = 1, 2, 3, 4 простых чисел, вероятность выбрать простое число будет
соответственно P(A | Bj) = 1/10, 2/10, 3/10, 4/10.

Рассмотрим три различные способа выбора групп Bj : (1) группа выби-
рается наугад и P(Bj ) = 1/4; (2) группа выбирается пропорционально ко-
личеству простых чисел в десятке и P(Bj ) = j/10; (3) группа выбирается
пропорционально числу десятков в ней и P(Bj ) = 1/10, 5/10, 2/10, 2/10. Со-
ответственно по формуле полной вероятности получаем

P(A) = (1/4)(0.1 + 0.2 + 0.3 + 0.4) = 1/4,

P(A) = 0.1 · 0.1 + 0.2 · 0.2 + 0.3 · 0.3 + 0.4 · 0.4 = 3/10,

P(A) = 0.1 · 0.1 + 0.2 · 0.5 + 0.3 · 0.2 + 0.4 · 0.2 = 1/4.
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7.8.2. Формула Байеса

В связи с задачей о вычислении вероятности события по из-
вестным условным вероятностям и вероятностям условий возни-
кает естественная обратная задача: вычислить вероятность вы-
полнения условия при совершившемся событии.

1. Для решения такой задачи применяется формула Байеса:

P (Bj | A) =
P (A | Bj)P (Bj)∑
P (A | Bk)P (Bk)

.

Эта формула следует из равенств

P (ABj) = P (A | Bj)P (Bj) = P (Bj | A)P (A)
и формулы полной вероятности. Простота вывода не умаляет
важности этой формулы. Ее часто называют также формулой
вероятностей гипотез.

Задачи, решаемые с помощью формулы Байеса, можно схе-
матически описать так.

Известны:
(1) вероятности P (Bj) нескольких исключающих друг друга

предположений Bj, одно из которых верно;
(2) условные вероятности P (A | Bj) события A при усло-

вии Bj.
Какова условная вероятность P (Bj | A) верности предпо-

ложения Bj, если событие A произошло?
2. Формула Байеса часто используется при решении стати-

стических задач.
Пример. Возьмем те же U , A и Bj , что и в примере 7.8.1. Пусть на-

угад выбранное из U число оказалось простым. Какова вероятность того,
что оно выбрано из десятка с j простыми числами? При выборе наугад
вероятности групп Bj пропорциональны числам десятков в них: P(Bj ) =
1/10, 5/10, 2/10, 2/10. Условные вероятности выбора простого числа равны
P(A | Bj) = 1/10, 2/10,
3/10, 4/10. По формуле Байеса получаем

P(B1 | A) = 0.1 · 0.1/0.25 = 0.04, P(B2 | A) = 0.2 · 0.5/0.25 = 0.40,

P(B3 | A) = 0.3 · 0.2/0.25 = 0.24, P(B4 | A) = 0.4 · 0.2/0.25 = 0.32.

Наиболее вероятно, что в десятке, из которого выбрано простое число,
их было два (а не четыре, как можно было ожидать). Это объясняется тем,
что таких десятков больше, чем других. Более надежно предположить, что
в десятке было четное число простых:

P(B2 +B4 | A) = P(B2 | A) + P(B4 | A) = 0.72.
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7.9. Закон больших чисел

Он следует из классического неравенства Колмогорова.

7.9.1. Неравенства Колмогорова

Рассмотрим евклидово пространство L 2
0 = L 2

0 (U, p) квадра-
тично суммируемых переменных с нулевыми средними. По опре-
делению

〈f, g〉 = E(fg), ‖f‖2 = E(f2) = D(f) (f, g ∈ L 2
0 ).

1. Пусть fj (1 ≤ j ≤ n) — попарно ортогональные (некорре-
лированные) переменные из L 2

0 и

gk =
∑

1≤j≤k
fj , hk =

∑
k<j≤n

fj (hn = 0),

g = max
1≤k≤n

|gk|, σ2 = D(gn) =
∑

1≤j≤n
D(fj).

Возьмем еще число ε > 0 и рассмотрим событие

A = (g ≥ ε) = {u : g(u) ≥ ε}.
Докажем неравенство

P (A) ≤ σ0/ε2.

Для каждого k = 1, . . . , n положим

Ak = {u : |gk(u)| ≥ ε, |gj(u)| < ε (1 ≤ j < k)}.
Ясно, что

AkAl = ∅ (k �= l), A =
∑

Ak;

gn = gk + hk, Akgn = Akgk + Akhk.
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Из попарной ортогональности fj следует ортогональность Akgk,
Akhk:

E(Akgk ·Akhk) = 0, Akgk⊥Akhk.
Используя теорему Пифагора, линейность и монотонность сред-
него E, получаем

‖Akgn‖2 = ‖Akgk‖2 + ‖Akhk‖2 ≥ ‖Akgk‖2
= E

(
Akg

2
k

) ≥ E(ε1Ak) = ε2P (Ak).

А так как fj попарно ортогональны, то благодаря этому неравен-
ству∑

j

D(fj) =
∑
j

‖fj‖2 = ‖gn‖2 = E
(
g2
n

) ≥ E
(
Ag2

n

)
= E

(∑
k

Akg
2
n

)
=
∑
k

E
(
Akg

2
n

) ≥ ε2
∑
k

P (Ak) = ε2P (A).

Отсюда сразу следует доказываемое неравенство.
Перепишем его в исходных обозначениях:

P

(
max

1≤k≤n

∣∣∣∣ ∑
1≤j≤k

fj

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ σ2/ε2. (К1)

Это и есть неравенство Колмогорова.
Можно рассматривать попарно некоррелированные перемен-

ные f0
j с произвольными средними значениями E(f0

j ) = aj . Тогда
неравенство Колмогорова нужно применять к центрированным
переменным fj = f0

j − aj , имеющим те же дисперсии:

P

(
max

1≤k≤n

∣∣∣∣ ∑
1≤j≤k

(
f0
j − aj

)∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ σ2/ε2.

2. Доказанное неравенство (К1) оценивает вероятность P (A)
сверху. Другое неравенство Колмогорова оценивает P (A) снизу.
Предположим дополнительно, что рассматриваемые переменные
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fj равномерно ограничены постоянной c > 0: |fj(u)| ≤ c для всех
j = 1, . . . , n и u ∈ U . Тогда верно неравенство

P

(
max

1≤k≤n

∣∣∣∣ ∑
1≤j≤k

fj

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≥ 1− (c+ ε)2/σ2. (К2)

В самом деле, так как A+A′ = U , AA′ = ∅, то Agn+A′gn = gn
и Agn⊥A′gn. Поэтому

‖gn‖2 = ‖Agn +A′gn‖2 = ‖Agn‖2 + ‖A′gn‖2,

‖Agn‖2 = ‖gn‖2 − ‖A′gn‖2 ≥ ‖gn‖2 − ε2P (A′)

= ‖gn‖2 − ε2 + ε2P (A).

Вместе с тем по определению множества Ak верно неравенство
|Akgk−1| < ε и поэтому

|Akgk| = |Ak(gk−1 + fk)| ≤ |Akgk−1|+ |Akfk| ≤ ε+ c.

А так как Ak определяется переменными fj с номерами j ≤ k,
а hk — переменными fj с номерами j > k, то Ak⊥hk и

‖Akhk‖2 = E
(
akh

2
k

)
= E(Ak)E

(
h2
k

)
= P (A)

∥∥h2
k

∥∥.
Кроме того, Ak⊥Al при k �= l и

A =
∑

Ak, ‖hk‖2 = ‖gn‖2 − ‖gk‖2 ≤ ‖gn‖2.

Используя все это, получаем

‖Agn‖2 =
∥∥∥∥∑

k

Akgn

∥∥∥∥2 =
∑
k

‖Akgn‖2 =
∑
k

‖Akgk +Akhk‖2

=
∑
k

‖Akgk‖2 +
∑
k

‖Akhk‖2 =
∑
k

E
(
Akg

2
k

)
+
∑
k

E
(
Akh

2
k

)
≤ (ε+ c)2

∑
k

P (Ak) + ‖gn‖2
∑
k

P (Ak) = ((ε+ c)2 + ‖gn‖2)P (A).
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Сравнивая полученные для ‖Agn‖2 неравенства, находим
‖gn‖2 − ε2 + ε2P (A) ≤ ((ε+ c)2 + ‖gn‖2)P (A),

откуда

P (A) ≥ ‖gn‖2 − ε2
‖gn‖2 − ε2 + (ε+ c)2

= 1− (ε+ c)2

‖gn‖2 − ε2 + (ε+ c)2

≥ 1− (ε+ c)2/‖gn‖2.
Неравенство (К2) доказано (‖gn‖2 = σ2).

Это неравенство успешно применяется в теоретических рас-
суждениях.

3. По определению

σ =
√
D(gn) =

√ ∑
1≤j≤n

D(fj)

есть стандарт для суммы gn =
∑

1≤j≤n
fj , измеряющий ее откло-

нение от среднего значения E(gn) = 0. Его удобно использовать
в качестве единицы масштаба для измерения этого отклонения.

Пусть t > 0 и ε = tσ. Тогда неравенство Колмогорова (К1)
имеет вид

P
(

max
1≤k≤n

|gk| ≥ tσ
) ≤ 1/t2.

Его можно переписать в эквивалентной форме:

P
(

max
1≤k≤n

|gk| < tσ
) ≥ 1− 1/t2.

В частности,
P
(

max
1≤k≤n

|gk| < 3σ
) ≥ 0, 88.

Отклонения, меньшие 3σ, можно считать удовлетворительными,
а отклонения, большие 3σ, мало вероятными.

Подчеркнем, что неравенство max
1≤k≤n

|gk| < ε означает вы-

полнение всех неравенств |g1| < ε, . . . , |gk| < ε. А неравенство
max

1≤k≤n
|gk| ≥ ε — выполнение хотя бы одного из неравенств |g1| ≥

ε, . . . , |gk| ≥ ε.
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7.9.2. Неравенства Бернулли и Чебышева

Рассмотрим последовательность Бернулли с параметрами
n, a. Пусть, как и прежде, переменная sj описывает появление
единицы на j-м месте: sj(u) = uj для u = u1 . . .un и j = 1, . . . , n.
Тогда E(sj) = a и D(sj) = a(1 − a). Введем кроме обычной ча-
стоты еще взвешенные частоты появления единиц:

ν(k, n) = (kn−1)k−1
∑

1≤j≤k
sj = n−1

∑
1≤j≤k

sj (k = 1, . . . , n).

1. Из неравенства Колмогорова следует усиленное неравен-
ство Бернулли

P
(

max
1≤k≤n

|ν(k, n)− a| ≥ ε
) ≤ a(1− a)/(nε2).

Оно оценивает вероятность того, что хотя бы одно отклонение
|ν(k, n) − a| ≥ ε взвешенной частоты ν(k, n) от вероятности a
больше ε.

Пусть α > 0 и n(ε) = [a(1 − a)/(αε2)] — целая часть числа
a(1−a)/(αε2). Из усиленного неравенства Бернулли следует, что
при всех n > n(ε) вероятность отклонения |ν(k, n) − a| ≥ ε для
хотя бы одного k меньше α.

Из усиленного неравенства Бернулли следует, что при каж-
дом ε > 0

P
(

max
1≤k≤n

|ν(k, n)− a| ≥ ε
)→ 0 (n→∞).

Это — усиленный закон больших чисел в форме Бернулли. Он
уточняет связь между частотой появления данного события в по-
следовательности независимых испытаний, произведенных в оди-
наковых условиях, и вероятностью этого события. Вероятность
события служит мерой его реализуемости.

2. При n = 1 и f1 = f − Ef из неравенства Колмогорова
получается классическое

Неравенство Чебышева.

P (u : |f(u)−Ef | ≥ ε) ≤ ε−2Df.
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Неравенство Чебышева позволяет оценить погрешность при
замене стохастического среднего арифметическим с данной на-
дежностью. Возьмем α ∈]0, 1/2[ и условимся считать каждое
событие B с вероятностью P (B) ≤ α практически невозмож-
ным, а каждое событие A с вероятностью P (A) ≥ 1− α — прак-
тически достоверным. Неравенство b2/(nε2) ≤ α эквивалентно
неравенству ε ≥ b/

√
nα. Значит, отклонение среднего арифмети-

ческого от среднего стохастического при сделанных предположе-
ниях больше, чем на ε = b/

√
nα, практически невозможно. А для

достижения данной точности ε с практической достоверностью
(или надежностью 1− α) достаточно взять n ≥ b2/(αε2).

Неравенство Чебышева выражает одну из форм закона боль-
ших чисел. В качестве верного значения измеряемой величины ча-
сто используется среднее арифметическое результатов большого
числа независимых измерений, произведенных в одинаковых усло-
виях. Это основано на законе больших чисел. Из-за случайных
отклонений такая оценка бывает иногда довольно грубой и уве-
личение числа измерений не всегда учитывает ее точность.

Пример. Рассмотрим последовательность переменных fj = sj (j =
1, . . . , n) в пространстве Бернулли B(n, a). Их среднее арифметическое f =
n−1
∑

sj описывает частоту появления единицы, а среднее стохастическое
Ef = a — вероятность появления единицы на каждом данном месте. Пере-
менные sj независимы и одинаково распределены, Esj =a, Dsj =a(1−a) = b2.

Условимся считать практически невозможными события, вероятность
которых меньше α = 0, 001. Из неравенства Чебышева следует, что практи-
чески невозможны отклонения |m/n− a| ≥ 0, 103.



8. НЕПРЕРЫВНЫЕ ВЕРОЯТ-
НОСТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

В рассматриваемых пространствах множеством исходов слу-
жит множество U = R вещественных чисел, а роль элементарной
вероятности играет положительная нормированная интегрируе-
мая по Риману функция p : U → R, называемая плотностью. Ин-
теграл Римана выбран из-за его простоты и широкой известности.
Основная цель главы — показать аналогию между дискретным
и непрерывным вероятностными пространствами. Благодаря ис-
пользованию операторных обозначений основные формулы для
дискретного и непрерывного вероятностных пространств иден-
тичны.

8.1. Плотность

Плотность является аналогом элементарной вероятности.

8.1.1. Определения

Будем называть плотностью каждую положительную инте-
грируемую функцию p : U → R такую, что∫

p(u) du = 1 (u ∈ U).

Множество U = R вещественных чисел и плотность p : U→R со-
ставляют непрерывное вероятностное пространство (U, p). Ес-
ли p(u) > 0 для всех u ∈ U , то плотность p и пространство (U, p)
называют невырожденными.
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Выделяются ступенчатые плотности, тесно связанные с эле-
ментарными вероятностями.

Рассмотрим последовательность чисел an ∈ R и последова-
тельность попарно непересекающихся ограниченных интервалов
Xn ⊆ R. Они определяют на R ступенчатую функцию

f =
∑

anXn, f(u) = an (u ∈ Xn), f(u) = 0 (u /∈
∑

Xn).

Ступенчатая функция не имеет сложных разрывов и может быть
интегрируема.

Обозначим Δ(Xn) длину интервала Xn. Если ряд (anΔ(Xn))
суммируем, то функция f интегрируема и∫

f =
∑

anΔ(Xn).

Если
an ≥ 0,

∑
anΔ(Xn) = 1,

то функция f является плотностью.
Выпуклую комбинацию αp + βq (α ≥ 0, β ≥ 0, α + β = 1)

плотности p и плотности q условимся называть их смесью.

8.1.2. Примеры

Рассмотрим примеры. Для ступенчатых плотностей они яв-
ляются модификациями примеров дискретных распределений.
Равенство единице интегралов плотностей в каждом примере не-
трудно проверить.

Пример 1. Ступенчатое геометрическое распределение с параметром
a ∈]0, 1[ описывается плотностью p, имеющей значения

p(u) = a(1− a)n (u ∈ [n, n+ 1[), p(u) = 0 (u < 0).

Пример 2. Ступенчатое распределение Паскаля с параметрами a ∈
]0, 1[, m ∈ N описывается плотностью p, имеющей значения

p (u) =
(n+m− 1

n

)
am(1 − a)n (u ∈ [n, n+ 1[), p(u) = 0 (u < 0).

Пример 3. Ступенчатое логарифмическое распределение с парамет-
ром a ∈]0, 1[ описывается плотностью p, имеющей значения

p(u) = −(1 − a)n/(n log a) (u ∈ [n, n+ 1[), p(u) = 0 (u < 1).
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Пример 4. Ступенчатое распределение Пуассона с параметром a > 0
описывается плотностью p, имеющей значения

p(u) = (an/n!)e−a (u ∈ [n, n+ 1[), p(u) = 0 (u < 0).

Пример 5. Равномерное распределение на отрезке [a, b] ⊆ R (a < b)
задается плотностью p, имеющей значения

p(u) =
1

(b− a)
(u ∈ [a, b]), p(u) = 0 (u /∈ [a, b]).

Данное распределение также ступенчатое. Описывается равномерное рас-
пределение единицы массы на отрезке [a, b].

Пример 6. Треугольное распределение на отрезке [a, b] ⊆ R (a < b)
задается плотностью p, имеющей значения

p(u) =
4

(b− a)

(
1 − 1

(b− a)

∣∣∣a+ b

2
− u

∣∣∣) (u ∈ [a, b]),

p(u) = 0 (u /∈ [a, b]).

Описывается симметричное относительно точки 0 распределение единицы
массы на отрезке [a, b], уплотняющееся к середине. Название объясняется
видом графика плотности. Треугольное распределение называется также
распределением Симпсона.

Пример 7. Экспоненциальное (показательное) распределение с пара-
метром α задается плотностью p, имеющей значения

p(u) = αe−αu (u ≥ 0), p(u) = 0 (u < 0).

Показательное распределение является непрерывным аналогом геометриче-
ского распределения.

Пример 8. Нормальное распределение с параметрами a ∈ R, σ > 0
задается плотностью p = g, имеющей значения

g(u) =
1√
2πσ

e−(u−a)2/(2σ2) (−∞ < u <∞).

Применяя известную формулу Пуассона для интеграла функции e−x2
, легко

доказать, что

g(u) > 0 (−∞ < u < ∞),

∞∫
−∞

g(u) du = 1.

Свойства функции g хорошо исследованы.
Среди нормальных распределений выделяется стандартное, с параме-

трами a = 0, σ = 1. Нормальное распределение играет исключительно важ-
ную роль в теории вероятностей. Его часто называют также распределением
Гаусса.
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Пример 9. Пусть α ≥ 0, β ≥ 0, α + β = 1 и λ > 0, μ > 0. Смесь
экспоненциальных распределений с параметрами λ, μ задается плотностью p,
имеющей значения

p(u) = αλe−λu + βμe−μu (u ≥ 0), p(u) = 0 (u < 0).

Рассматриваются и смеси нескольких экспоненциальных распределений.

Пример 10. Распределение Коши с параметрами a ∈ R и λ > 0 задается
плотностью p со значениями

p(u) =
1

π

λ

λ2 + (u− a)2
(−∞ < u < ∞).

Это распределение симметрично относительно точки a, и плотность p имеет
в ней наибольшее значение p(a) = 1/(πλ).

8.1.3. Функция распределения

Функция F : R→ R со значениями

F (x) =

x∫
−∞

p(u) du (x ∈ R)

называется функцией распределения для плотности p. С помощью
функции распределения удобно вычислять вероятности интерва-
лов:

P ([a, b[) =

b∫
a

p(u) du = F (b)− F (a) (−∞ ≤ a < b ≤ ∞).

Функция распределения F : R → R непрерывна и дифферен-
цируема в каждой точке x ∈ R, в которой непрерывна плот-
ность p. Для ступенчатых плотностей функции распределения
кусочно линейны.

Пример. Для равномерного распределения функция F имеет значения

F (x) = 0, x < a; F (x) = (x− a)/(b− a), a ≤ x ≤ b; F (x) = 1, x > b,

откуда
P([u, v[) = (v − u)/(b − a) (a ≤ u < v ≤ b).
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8.2. Вероятность и среднее

Для непрерывного вероятностного пространства вероятности
и средние определяются так же, как для дискретного. Нужно
только заменить элементарную вероятность плотностью, а сум-
мы — интегралами.

8.2.1. Определения и примеры

Рассмотрим непрерывное вероятностное пространство (U, p).
Каждое множество A ⊆ U , для индикатора которого существует
интеграл

∫
Ap, назовем случайным событием или просто собы-

тием. Пусть A ⊆ U — событие. Так как p положительна и нор-
мирована, то

0 ≤ P (A) =
∫
Ap ≤

∫
p = 1.

Число P (A) называется вероятностью события A.
1. Будем говорить, что функция f : U → R не имеет слож-

ных разрывов, если она в каждой точке имеет пределы слева
и справа. Такие функции подробно описаны в [83]. Каждую
функцию f : U → R, не имеющую сложных разрывов, будем назы-
вать случайной переменной или просто переменной. В частности,
события, по соглашению отождествляемые со своими индикато-
рами, являются случайными переменными.

2. Будем говорить, что переменная f : U → R интегрируема
по плотности p : U → R, если существует интеграл

E(f) =
∫
fp.

Каждая ограниченная переменная f интегрируема по p.
Число E(f) называется средним значением интегрируемой

переменной f на элементарном пространстве (U, p). Из опреде-
лений следует, что

E(A) = E(indA) = P (A)
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для каждого A ⊆ U , отождествленного с indA.

3. Рассмотрим несколько примеров вычисления средних.
Всюду будет рассматриваться тождественная переменная f со
значениями f(u) = u для u ∈ U = R. Среднее E(f) тождественной
переменной f является центром для распределения на прямой R
единицы массы с плотностью p.

Примеры 1–4. Средние для ступенчатых геометрического распределе-
ния, распределения Паскаля, логарифмического распределения и распределе-
ния Пуассона вычисляются с помощью результатов для дискретных распре-
делений. Нужно только добавлять 1/2, получающуюся за счет интегрирова-
ния по интервалам [n, n+ 1[:

∞∫
−∞

p(u) du =
∑

p(n)

n+1∫
n

u du =
∑

p(n)
(n + 1)2 − n2

2

=
∑(

np(n) +
1

2
p(n)

)
=
∑

np(n) + 1/2.

Это — эффект равномерного распределения массы p(n) в точке n по интер-
валу [n, n+ 1[.

Пример 5. Для равномерного распределения на отрезке [a, b] получаем

E(f) =

⎛⎝ b∫
a

u du

⎞⎠ /(b− a) = (a+ b)/2.

Пример 6. Для треугольного распределения на отрезке [a, b] имеем

E(f) =
1

3(b − a)2

(
a3 + b3 − 2

(
a+ b

2

)3
)
.

Пример 7. Для показательного распределения с параметром α инте-
грирование по частям дает

E(f) = 1/α.

Пример 8. Для нормального распределения с параметрами α, σ среднее

E(f) = α.

Среднее для смеси равно смеси средних. А для распределения
Коши среднего не существует.
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8.2.2. Свойства среднего

Так как средние значения переменных определены интегра-
лами, то их свойства определяются свойствами интегралов.

1. Рассмотрим множество F = F (U) всех переменных на
непрерывном пространстве (U, p) и выделим из них множество
L = L (U, p) интегрируемых по p. Сумма и произведение на
число интегрируемых переменных тоже интегрируемы. Произве-
дение интегрируемых переменных может быть неинтегрируемо.

Среднее E является функционалом на L : каждой интегри-
руемой переменной ставится в соответствие число Ef . Про ин-
тегрируемые переменные говорят также, что они имеют среднее
значение.

В общем случае интегрируемые переменные на (U, p) обра-
зуют векторное пространство, но не образуют алгебры.

Основные свойства среднего E можно выразить фразой:
E является нормированным положительным линейным функцио-
налом на пространстве L интегрируемых переменных. Это зна-
чит, что для каждых f, g ∈ L и c ∈ R верны равенства

E(f + g) = E(f) +E(g), E(cf) = cE(f),
E(f) ≥ 0 (f ≥ 0), E(1) = 1.

Эти равенства проверяются так же, как в дискретном случае. Из
линейности и положительности среднего следует его монотон-
ность:

E(f) ≤ E(g) (f ≤ g).

2. Добавим еще одно важное свойство среднего E: его сек-
венциальную непрерывность при равномерной сходимости. Из
теорем о перестановке пределов следует, что для каждой после-
довательности интегрируемых переменных fn ∈ L , равномерно
сходящейся к переменной f ∈ L , верно равенство

E(f) = lim
n→∞

E(fn).

Применение интеграла Лебега позволяет ослабить условия.
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8.3. Дисперсия

Дисперсия служит мерой отклонений значений случайной пе-
ременной от ее среднего значения.

8.3.1. Определения и свойства

Выделим в алгебре L = L (U, p) интегрируемых по p пере-
менных на непрерывном пространстве (U, p) подалгебру L 2 =
L 2(U, p) квадратично интегрируемых по p. По определению пе-
ременная f на U квадратично интегрируема по p, т. е. f ∈ L 2,
если f ∈ L и f2 ∈ L .

1. Число
D(f) = E((f − Ef)2)

называется дисперсией квадратично интегрируемой по p перемен-
ной f на пространстве (U, p). Для проверки интегрируемости
(f − Ef)2 используются равенство

(f − Ef)2 = f2 − 2f · Ef + (Ef)2,

интегрируемость по p постоянных и интегрируемость f и f2.
2. Свойства дисперсии D определяются свойствами сред-

него E:

D(f) � 0, D(c) = 0;

D(f + c) = D(f), D(cf) = c2D(f);
D(f + g) = D(f) +D(g)− 2C(f, g),

где
C(f, g) = E((f −Ef)(g− Eg)) = E(fg)−Ef ·Eg.

Кроме того,
D(f) = E(f2)− (Ef)2.
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Эти равенства проверяются так же, как в дискретном случае.
Число C(f, g) называется ковариацией переменных f , g. Инте-
грируемость произведения fg обеспечивается интегрируемостью
f2, g2 и равенством fg = (1/2)((f + g)2 − f2 − g2).

Равенство D(f + g) = D(f) + D(g) эквивалентно C(f, g) = 0.
Число

S(f) =
√
D(f) ≥ 0

называется стандартным отклонением переменной f или, ко-
ротко, ее стандартом. Его используют в качестве единицы мас-
штаба для измерения отклонений значений переменной f от ее
среднего значения E(f).

3. Рассмотрим несколько примеров вычисления дисперсий.
Будем использовать тождественную переменную f .

Примеры 1–4. Дисперсии для рассматривавшихся в 8.1.2 ступенчатых
распределений вычисляются с помощью результатов для дискретных распре-
делений. Нужно только сделать поправки, связанные с интегралами

n+1∫
n

(u−E(f))2p(u) du.

Пример 5. Для равномерного распределения на отрезке [a, b] имеем

D(f) =
1

12
(b− a)2.

Пример 6. Для треугольного распределения на отрезке [a, b] имеем

D(f) =
1

24
(b− a)2.

Пример 7. Для показательного распределения с параметром α имеем

D(f) = 1/α2 .

Пример 8. Для нормального распределения с параметрами α, σ, как
показано в приложении,

D(f) = σ2 .
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8.3.2. Неравенство Чебышева

Возьмем случайную переменную f ∈ L 2, ее среднее E(f) = a,
дисперсию D(f) = σ2 и число ε > 0. Предположим, что множе-
ство {x : |f(x)−a| ≥ ε}— событие и его индикатор A — случайная
переменная. В этом случае, как и в дискретном, верно

Неравенство Чебышева.

P ({x : |f(x)− a| ≥ ε}) ≤ ε−2D(f).

� Интегрируя и переходя к средним значениям, из нера-
венств

(f(u)− a)2 ≥ (f(u)− a)2A(u) ≥ ε2A(u)

получаем соотношения

D(f) = E((f − a)2) ≥ ε2E(A) = ε2P (A),

из которых следует доказываемое неравенство. �
Как и в дискретном случае, неравенство Чебышева показы-

вает, что дисперсия может служить для оценки вероятности от-
клонения случайной величины от ее среднего значения. Дополни-
тельное предположение о том, что множество {x : |f(x)− a| ≥ ε}
является событием, связано с данным определением события.

8.4. Корреляционная теория

Геометрический язык позволяет изложить эту теорию для
непрерывных пространств так же, как для дискретных, используя
квадратичную интегрируемость рассматриваемых переменных.

1. Рассмотрим векторное пространство L 2 = L 2(U, p) ква-
дратично интегрируемых по p переменных на непрерывном про-
странстве (U, p). Пространство L 2 является подпространством
пространства L = L (U, p) интегрируемых переменных на (U, p).

Если переменные f , g на U квадратично интегрируемы по p,
то их произведение интегрируемо по p. Интегрируемость произ-
ведения fg позволяет определить скалярное произведение

〈f, g〉 = E(fg)
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для каждых квадратично интегрируемых переменных f , g и сде-
лать L 2 евклидовым пространством. Свойства скалярного про-
изведения проверяются так же, как для дискретного простран-
ства. Скалярное произведение симметрично, линейно по каждой
переменной, положительно на диагонали, но может быть вырож-
денным.

2. Квадратично интегрируемые переменные с нулевым сред-
ним значением составляют подпространство L 2

0 = L 2
0 (U, p) ев-

клидова пространства L 2 = L 2(U, p). Каждой переменной f ∈
L 2 соответствует полученная центрированием переменная f0 =
f −Ef ∈ L 2

0 . Из определений следует, что

D(f0) = E
(
f2
0

)
= 〈f0, f0〉 = ‖f |0,

S(f0) =
√
D(f0) =

√
〈f0, f0〉 = ‖f0‖

для каждой f ∈ L 2. Дисперсия центрированной переменной
равна квадрату ее евклидовой нормы, а стандартное отклоне-
ние — ее норме в пространстве L 2

0 .
Норма для евклидова пространства L 2 определяет сходи-

мость последовательности случайных переменных fn ∈ L 2 к пе-
ременной f ∈L 2. По определению

fn → f ⇔ ‖fn − f‖ → 0.

В частности, можно определить среднеквадратическую сумму A
ряда попарно непересекающихся событий Ai ⊆ A:

A =
∑

Ai ⇔
∥∥∥∥∥A−

n∑
i=1

Ai

∥∥∥∥∥→ 0 (n→∞),

а вместе с этим определить счетную аддитивность вероятно-
сти P для такой суммы:

P (A) =
∑

P (Ai) (A =
∑

Ai).

Такая счетная аддитивность следует из равенств

P (A)−
n∑
i=1

P (Ai) =
∫
Ap−

n∑
i=1

∫
Aip

=
∫ (

A−
n∑
i=1

Ai

)
p =

∫ (
A −

n∑
i=1

Ai

)2

p =

∥∥∥∥∥A−
n∑
i=1

Ai

∥∥∥∥∥
2

.
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Здесь множества отождествлены со своими индикаторами и ис-
пользована их идемпотентность.

3. Скалярное произведение позволяет измерять зависимость
между квадратично интегрируемыми переменными как величину
угла между векторами в евклидовом пространстве. Число

K(f, g) =
C(f, g)
S(f)S(g)

=
E(fg)−E(f)E(g)√

D(f)
√
D(g)

называется коэффициентом корреляции между квадратично ин-
тегрируемыми переменными f , g, для которых Df > 0, Dg > 0.
Коэффициент корреляции симметричен: K(f, g) = K(g, f).

Если K(f, g) = 0, то переменные f , g называются некоррели-
рованными или ортогональными. Равенство K(f, g) = 1 означает
стохастическую линейную зависимость между f и g.

8.5. Условные средние
и вероятности

В непрерывных пространствах, как и в дискретных, условия
могут описываться бесконечными разбиениями. Нужно только
всюду проверять интегрируемость.

1. Рассмотрим непрерывное пространство (U, p) и разбиение
B = (Bj) множества U :∑

Bj = U, P (Bj) �= 0, BjBk = ∅ (j �= k).

Разбиение B может быть конечным или бесконечным. Пусть
G = GL (B) — подпространство векторного пространства L =
L (U, p) интегрируемых по p переменных на U , составленное из
интегрируемых по p переменных g =

∑
yjBj .

Условным средним переменной f при условии B называется
переменная

E(f |B) =
∑

E(f | Bj)Bj .
Переменная g = E(f | B) принадлежит G и имеет то же среднее
значение, что и f . В самом деле, благодаря счетной аддитивности
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и линейности среднего E

E(g) =
∑

E(E(f | Bj)Bj) =
∑

E(f | Bj)E(Bj)

=
∑

(E(fBj)/P (Bj))P (Bj) =
∑

E(fBj)

= E
(
f
∑

Bj

)
= E(f).

Каждая ограниченная переменная f на U имеет условное
среднее при любом B.

Переменная
P (A |B) = E(A |B)

называется условной вероятностью события A ⊆ U .
Рассмотрим переменную h со счетным множеством значе-

ний z. Если разбиение B составлено из прообразов Bz = h−1(z)
значений z переменной h на U , которые предполагаются события-
ми, то вместо E(f |B) пишут также E(f | h):

E(f | h) =
∑

E(f | h = z)h−1(z),

E(f | h = z) = E(f · h−1(z))/P (h−1(z)).

Для события f = A это равенство превращается в

P (f | h) =
∑

P (A | h = z)h−1(z).

2. Условное среднее для интегрируемых переменных на не-
прерывных пространствах имеет те же свойства, что и для пере-
менных на дискретных пространствах:

E(f |B) = f (f ∈ G ); E(E(f |B) |B) = E(f |B);
E(E(f | C ) | B) = E(f |B),

если разбиение C мельче разбиения B;

E(f1 + f2 | B) = E(f1 |B) + E(f2 | B), E(hf |B) = hE(f | B)

при f, f1, f2 ∈ L и h ∈ G ;

E(f | B) ≥ 0 (f ∈ L , f ≥ 0).
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Условное среднее E(· | B) есть положительный линейный
оператор, проектирующий L на GL (B).

3. Для непрерывных пространств верны формула полной
вероятности и формула Байеса, аналогичные описанным для дис-
кретных пространств. Доказательства тоже идентичны.

Рассмотрим непрерывное вероятностное пространство (U, p)
и разбиение B = (Bj) множества U . Для каждого события A ⊆ U
верна формула полной вероятности

P (A) =
∑

P (A | Bj)P (Bj).

Верна также формула Байеса

P (Bj | A) = P (A | Bj)P (Bj)
/∑

P (A | Bk)P (Bk).

С помощью этих формул решаются многие задачи.

8.6. Классические предельные
теоремы

В заключение доказываются несколько классических пре-
дельных теорем теории вероятностей. Формально они описывают
пределы некоторых последовательностей функций и их интегра-
лов.

8.6.1. Леммы

Пусть α ∈]0, 1[, β = 1 − α, j = 0, 1, 2, . . . , k, k = 1, 2, . . . ,
l = k − j, μ = kα, σ =

√
kαβ, u(j) = σ−1(j − μ),

b(u(j), k) =
{ (k

j

)
αjβk−j при j ≤ k,

0 при j < k;

g(u) =
1√
2π
e−u

2/2 (u ∈ R);

−∞ < t < v <∞.
Для простоты записей зависимость рассматриваемых переменных
от k не всегда указывается явно. В частности, σ = σ(k).

1. Верна
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Лемма о локальном приближении.

b(u, k) = g(u) · σ−1(1 + c(u) · σ−1)

при всех u = u(j) ∈ [t, v] и некоторых M > 0, |c(u)| ≤M .

� Заметим, что j = uσ + μ и t ≤ u ≤ v,

tσ + μ ≤ j ≤ vσ + μ⇔ k − (vσ + μ) ≤ l ≤ k − (tσ + μ).

Применяя формулу Стирлинга

n! =
√

2πnnne−neθ(n) (0 < θ(n) <
1

12n
),

получаем (|θ(j, k, l)| ≤ 1
12

(j−1 + k−1 + l−1))

b(u, k) =
k!
j!l!

αjβl =
1√
2π

√
k

jl

(
kα

j

)j (
kβ

l

)l
· eθ(j,k,l) .

Как легко проверить, равенство j l/k = σ2(1 + c(u) · σ−1) выпол-
няется при всех u = u(j) ∈ [t, v] и некоторых M1 > 0, c1(u) таких,
что |c1(u)| ≤ M1. По формуле Тейлора для 1/

√
1 + x отсюда вы-

текает, что √
k

jl
=

1
σ

(
1 + c2(u) · 1

σ

)
при всех u = u(j) ∈ [t, v] и некоторых M2 > 0, c2(u) таких, что
|c2(u)| ≤M2.

Применяя формулу Тейлора для ln(1 + x), получаем

ln

(
kα

j

(
kβ

l

)l)
= −(kα + σu)

(
βu

1
σ
− 1

2
β2u2 1

σ2
+ c3(u)

1
σ3

)
− (kβ − σu)

(
−αu 1

σ
− 1

2
α2u2 1

σ2
+ c4(u)

1
σ3

)
= −1

2
u2 + c5(u)σ

при всех u = u(j) ∈ [t, v] и некоторых Mi > 0, ci(u) таких, что
|ci(u)| ≤ Mi (i = 3, 4, 5). Используя формулу Тейлора для ex,
находим (

kα

j

)j (
kβ

l

)l
= e−u

2/2 ·
(

1 + c6(u)
1
σ

)
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при всех u = u(j) ∈ [t, v] и некоторых M6 > 0, c6(u) таких, что
c6(u)| ≤M6.

Снова применяя формулу Тейлора, получаем

eθ(j,k,l) = 1 + c7(u)
1
σ

при всех u = u(j) ∈ [t, v] и некоторых M7 > 0, c7(u) таких, что
|c7(u)| ≤M7.

Из полученных соотношений вытекает, что

b(u, k) =
1√
2π
e−u

2/2 1
σ
·
(

1 +
c2(u)
σ

)(
1 +

c6(u)
σ

)(
1 +

c7(u)
σ

)
= g(u)

(
1 + c(u)

1
σ

)
при всех u = u(j) ∈ [t, v] и некоторых M > 0, c(u) таких, что
|c(u)| ≤M . �

2. По определению x(k) ∼ y(k)⇔ x(k)/y(k)→ 1 (k →∞). Из
полученных результатов следует

Теорема Муавра (1732).

b(u, k) ∼ 1
σ(k)

g(u) (n→∞)

равномерно по u = u(j) ∈ [t, v].
� Используя лемму о локальном приближении, получаем,

что b(u, k)/(σ−1g(u)) = 1 + c(u)σ−1 при всех u = u(j) ∈ [t, v]
и некоторых M > 0, c(u) таких, что |c(u)| ≤ M . Вместе с тем
σ = σ(k) = (kαβ)−1/2 → 0 (k→∞). �

Теорему Муавра называют локальной предельной теоремой.
3. Пусть

B(v, k) =
∑
u(j)<v

b(u(j), k), G(v) =

v∫
−∞

g(u) du,

gk(u) =
{
g(u(j)) (u ∈ [u(j), u(j + 1)[),
0 (u ∈ R \ [u(0), u(k+ 1)[),
‖f‖ = sup{|f(u)| : u ∈ R}.

Докажем несколько вспомогательных утверждений.
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Лемма 1.
∞∫

√
ln k

e−u
2/2 du ≤ 1√

k
(k ≥ 3).

� Заметим, что t =
√

lnk ≥ 1 при k ≥ 3. Поэтому

e−t
2/2

t
≤ e−t

2/2 = e−(
√

ln k)2/2 = (el ln k)−1/2 =
1
k
.

Отсюда следует доказываемое неравенство. �
Лемма 2.

‖g − gk‖ ≤ 1
2πσ(k)

(k ≥ k(0) ≥ (1 +
√
β)2

α2
).

� Заметим, что

|g(u)− gk(u)| = |g(u)− g(u(j))| ≤ |g(u(j + 1))− g(u(j))|

≤ e−1/2

2πσ
≤ 1

2πσ

при u ∈ [u(j), u(j+ 1)[. Пусть k ≥ k(0) ≥ (1 +
√
β )2/α2. Тогда

u(0) =
−kα
σ

≤ −
√

ln k,
√

lnk ≤ u(k) =
(k − 1)α

σ

и, следовательно,

|g(u)− gk(u)| ≤ g(u) ≤ g(u(0)) ≤ g(−
√

lnk )

=
1√
2πk

≤ 1√
2πσ

(u ∈]−∞, u(0)[).

Вместе с тем,

|g(u)− gk(u)| ≤ g

(
u− 1

σ

)
≤ g(u(k))≤ g(

√
lnk)

=
1√
2πk

≤ 1√
2πσ

(u ∈ [u(k + 1),∞[). �

4. Пусть M — число, фигурирующее в лемме о локальном
приближении. Тогда верна
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Лемма 3.

B(v, k) =

v∫
−∞

gk(u) du+ R(v), |R(v)| ≤ (M + 1)σ−1(k).

� Определим j(v) условием v ∈]u(j(v)), u(j(v)+ 1)], и пусть
r(u) = c(u)g(u)σ−2, |c(u)| ≤M . Из леммы о локальном приближе-
нии следует, что

B(v, k) =
∑

b(u(j), k) =
∑

g(u(j))σ−1 +
∑

r(u(j))

=

u(j(v)+1)∫
−∞

gk(u) du+
∑

r(u(j)) =

v∫
−∞

gk(u) du+ R(v),

R(v) =

u(j(v)+1)∫
−∞

gk(u) du+
∑

r(u(j)) (j ≤ j(v)).

Заметим, что |gk| ≤ |g| ≤ 1/
√

2π ≤ 1, и поэтому∣∣∣∣∣∣∣
u(j(v)+1)∫
−∞

gk(u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖gk‖σ−1 ≤ σ−1,

∣∣∣∑ r(u(j))
∣∣∣≤Mσ−1

∑ u(j+1)∫
u(j)

gk(u) du

≤Mσ−1

u(j(v)+1)∫
−∞

gk(u) du ≤Mσ−1 2√
2π
≤Mσ−1.

Следовательно, |r(v)| ≤ σ−1 + Mσ−1 = (M + 1)σ−1. �
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Лемма 4. B(v, k) = G(v) +c(v) ·√ln k ·σ−1(k) при всех v ∈ R,
k ≥ k(0) ≥ (1 +

√
β)α−2 и некоторых L > 0, c(v) таких, что

|c(v)| < L.
� Из леммы 3 следует, что

B(v, k)−G(v) =

v∫
−∞

Δk(u) du,

Δk(u) = gk(u)− g(u), |(v)| ≤ (M + 1)σ−1(k).

Вместе с тем,∣∣∣∣∣∣
v∫

−∞
Δk(u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
−√

ln k∫
−∞

Δk(u) du

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
√

ln k∫
−
√

ln k

Δk(u) du

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

∞∫
√

ln k

Δk(u) du

∣∣∣∣∣∣∣ .
Используя неравенства лемм 1 и 3, при k ≥ k(0) ≥ (1 +

√
β)α−2

получаем ∣∣∣∣∣∣∣
−√

ln k∫
−∞

Δk(u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

√
ln k

g(u) du ≤ 1√
k
,

∣∣∣∣∣∣∣
−∞∫

√
ln k

Δk(u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

√
ln k

g(u− σ−1) du ≤ 1√
k
,

∣∣∣∣∣∣∣
√

ln k∫
−
√

ln k

Δk(u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖gk − g‖ · 2
√

lnk ≤
√

lnkσ−1(k).

Следовательно, при k ≥ k(0) ≥ (1 +
√
β)α−2 верно неравенство

|B(v, k)−G(v)| ≤ (
√
αβ +

√
lnk +

√
αβ + (M + 1))σ−1(k). �
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Рассмотрим приращения биномиальной и нормальной функ-
ций распределения (−∞ ≤ t < v ≤ ∞):

B(t, v, k) = B(v, k)−B(t, k), G(t, v) = G(v)−G(t).

8.6.2. Теоремы Лапласа и Пуассона

Эти классические теоремы часто применяются при решении
теоретических и прикладных задач.

1. Из полученных результатов следует

Теорема Лапласа (1801). B(t, v, k)→ G(t, v) (k→∞) рав-
номерно по t, v.

� Используя лемму 4, получаем
|B(t, v, k)−G(t, v)|= |B(v, k)−G(v)− (B(t, k)−G(t))|

= |c(v)− c(t)|
√

lnkσ−1(k) ≤ L
√

lnkσ−1(k)

= L
√

lnk/
√
kαβ → 0 (k→∞). �

Теорему Лапласа называют интегральной предельной теоре-
мой.

2. Рассмотрим распределение Бернулли с параметрами k,
α/k и распределение Пуассона с параметром α > 0:

b(α/k, j, k) =
(
k

j

)(α
k

)j (
1− α

k

)k−j
(0 ≤ j ≤ k),

p(α, j) =
αj

j!
e−j (j ≥ 0).

Верна

Теорема Пуассона (1832).
b(α/k, j, k)→ p(α, j) (k →∞).

� В самом деле,

b(α/k, j, k) =
k(k − 1) . . . (k − j + 1)

j!

(α
k

)j (
1− α

k

)k−j
=
αj

j

(
1− α

k

)k (
1− 1

k

)(
1− 2

k

)
. . .

(
1− j − 1

k

)(
1− α

k

)−j
−→
k→∞

αj

j!
e−j = p(α, j). �



9. ОБЩИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ

ПРОСТРАНСТВА

Вероятность — это нормировнная мера, случайное событие –
измеримое множество, случайная переменная — измеримая функ-
ция, среднее значение случайной переменной — ее интеграл по
данной мере. Из общей теории меры теория вероятностей вы-
деляется благодаря своим широким применениям. Кроме того,
в теории вероятностей изучаются не сами случайные перемен-
ные, а их распределения. Связь теории вероятностей и теории
меры подробно описана в книгах [58, 71].

9.1. Вероятностное пространство

Данное в 3.3 определение пространства с мерой слишком об-
щее. Оно охватывает не только числовые, но и операторные
меры. Поэтому здесь будут даны более подходящие и более упо-
требительные определения основных понятий.

9.1.1. Определения

Основными понятиями теории вероятностей являются собы-
тие и его вероятность.

1. Рассмотрим непустое множество U и класс P = P(U)
всех его частей. Множество U будем называть универсальным,
его элементы u — исходами, его части — множествами.

Назовем булеву алгебру множеств A ⊆ P σ-алгеброй, если
вместе с каждой последовательностью множеств An ей принад-
лежит их объединение A = ∪An. Множества из A называются
событиями. Выделяются элементарные события {u}. Они часто
отождествляются с образующими их исходами u ∈ U .
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2. Будем говорить, что мера P : A → R на σ-алгебре A σ-ад-
дитивна, если для каждой последовательности попарно непересе-
кающихся множеств An ∈ A и их объединения A верно равенство
P (A) =

∑
P (An). Назовем σ-аддитивную меру P : A → R на σ-

алгебре A вероятностью, если P (A) ≥ 0 (A ∈ A ) и P (U) = 1.
Число P (A) называется вероятностью события A. Выделяются
вероятности p(u) = P ({u}) элементарных событий {u}, если {u} ∈
A . Функция p : U → R называется элементарной вероятностью.
Ясно, что p(u) ≤ 1 (u ∈ U) и P (A) ≤ 1 (A ∈ A ).

3. Множество U и σ-алгебра A составляют измеримое про-
странство или пространство событий. Множество U исходов,
σ-алгебра A событий и вероятность P составляют вероятност-
ное пространство (U,A , P ). Таким образом, вероятностное про-
странство (U,A , P ) — это пространство событий (U,A ) и ве-
роятность P .

9.1.2. Примеры

Рассмотрим несколько примеров.

Пример 1. Пусть U — счетное множество и A = P —
алгебра всех его частей. Ясно, что алгебра всех частей множе-
ства является σ-алгеброй. Пара (U,A ) является пространством
событий.

Рассмотрим функцию p : U → [0, 1] со значениями p(u) ≥ 0,∑
p(u) = 1 (u ∈ U). Она определяет функцию P : A → [0, 1]

со значениями P (A) =
∑
u∈A

p(u). Как нетрудно проверить, функ-

ция P является вероятностью.
Тройка (U,A , P ) является дискретным вероятностным про-

странством, описанным в главе 7.

Пример 2. Пусть U = [0, 1[⊆ R и A = B[0, 1[ — σ-алгебра
частей U , порожденная классом I всех интервалов [a, b[⊆ U
(0 ≤ a < b ≤ 1). По определению, A равна пересечению всех
σ-алгебр частей U , содержащих класс I . Алгебра B[0, 1[ и мно-
жества из нее называются борелевскими. Равенство dx[a, b[= b−a
определяет меру Лебега dx на B[0, 1[. Это следует из теоремы
о продолжении меры, доказанной в 3.3.4(3). Из определений сле-
дует, что P = dx есть вероятность и ([0, 1[,B[0, 1[, dx) — вероят-
ностное пространство.
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Замечание. Интервалы [a, b[ выбраны потому, что они со-
ставляют полукольцо множеств, которое рассматривалось в 3.3
при определении меры и интеграла. Существует много других
способов определения меры Лебега.

Пример 3. Пусть U = R и A = B(R) — σ-алгебра частей R,
порожденная классом всех интервалов [a, b[⊆ R (−∞<a<b<∞).
Алгебра B(R) и множества из нее называются борелевскими. Рас-
смотрим возрастающую непрерывную слева функцию F : R → R
такую, что

F (−∞) = lim
x→−∞F (x) = 0, F (+∞) = lim

x→+∞F (x) = 1.

Она называется функцией распределения. Равенство

dF [a, b[= F (b)− F (a)

определяет меру Стилтьеса dF на B(R) [58, § 10]. Из определе-
ний следует, что P = dF есть вероятность и (R,B(R), dF ) —
вероятностное пространство.

3. Среди функций распределения выделяются гладкие с ин-
тегрируемыми по мере Лебега производными. Производная f та-
кой функции F называется плотностью распределения. По опре-
делению

dF = fdx.

Верны также равенства

P (A) =
∫
A

dF =
∫
A

fdx (A ∈ B(R)).

Рассмотрим положительную непрерывную интегрируемую
по мере Лебега функцию f : R → R, интеграл которой по R равен
единице:

f(x) ≥ 0,
∫
R

f(x) dx = 1.

Равенство

F (u) =

u∫
−∞

f(x)dx (u ∈ R)
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определяет гладкую функцию распределения F с непрерывной
плотностью f .

С помощью плотностей в главе 8 определялись непрерывные
вероятностные пространства. Примером непрерывной плотности
служит нормальная плотность со значениями

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 (x ∈ R)

и параметрами a ∈ R, σ > 0.

9.1.3. Случайные величины

Так называются измеримые вещественные функции на ве-
роятностном пространстве.

1. Вещественная прямая R и борелевская алгебра B = B(R)
составляют борелевское пространство (R,B(R)). Рассмотрим
пространство событий (U,A ) и функцию x : U → R. Она назы-
вается вещественной случайной переменной или случайной ве-
личиной, если прообраз x−1[a,∞[ каждого интервала [a,∞[⊆ R
является событием: x−1[a,∞[∈ A (a ∈ R). Отсюда следует, что
функция x измерима и прообраз каждого борелевского множества
в R является событием: x−1(B) ∈ A (B ∈ B) или x−1(B) ⊆ A .

Среди случайных величин выделяются индикаторы, которые
часто удобно отождествлять с определяющими их событиями,
как это делалось в главах 7 и 8. Пусть A ∈ A , его индика-
тор χA : U → {0, 1} определяется равенствами χA(u) = 1 (u ∈ A)
и χA(u) = 0 (u ∈ U \A). В выкладках удобно вместо χA писать A.
Можно также называть случайную величину χA событием. При
достаточной осторожности это не приводит к путанице.

Случайные величины образуют алгебру M = M (U,A ): сум-
ма, произведение и произведение на вещественное число случай-
ных величин являются случайными величинами. Это следует из
свойств измеримых функций (3.3.4).

Пример 1. Если A = P(U), то любое множество A ⊆ U
является событием и любая функция x : U → R является слу-
чайной величиной. В частности, это относится к дискретным
вероятностным пространствам. Если A = {O, U} — наименьшая
σ-алгебра, составленная из невозможного (пустого) события O
и достоверного U , то случайными величинами являются только
постоянные x : U → R.
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Пример 2. Пусть U = R, A = P(R). Тогда каждая функ-
ция x : R → R, не имеющая сложных разрывов, является слу-
чайной величиной. Такие случайные величины рассматривались
для непрерывных вероятностных пространств. Данное в этой
главе определение случайной величины более общее, чем данное
в главе 8.

2. Рассмотрим вероятностное пространство (U,A , P ) и слу-
чайную величину x : U → R. Вероятность P : A → [0, 1] опреде-
ляет вероятность Q = Px−1 : B → [0, 1] со значениями

Q(B) = P (x−1(B)) (B ∈B).

Вероятность Q называется распределением случайной величи-
ны x.

Если считать, что P описывает распределение массы на мно-
жестве U , то Q будет описывать распределение массы на веще-
ственной прямой R, перенесенную случайной величиной x: на бо-
релевском множестве B ∈ B распределена масса P (A) множества
A = x−1(B) ∈ A .

Говорят также, что случайная величина x имеет значение
в борелевском множестве B ⊆ R с вероятностью

Q(B) = P (x−1(B)) = P ({u : x(u) ∈ B}) (B ∈ B).

Часто вместо пространства (U,A , P ) удобнее рассматривать
(R,B(R), Q).

Примеры случайных величин и их распределений рассматри-
вались в главах 7 и 8.

3. Функция Fx : R → R со значениями

Fx(b) = Q(]−∞, b[) = P{u : x(u) < b} (b ∈ R)

называется функцией распределения случайной величины x. Это
возрастающая непрерывная слева функция с предельными значе-
ниями Fx(−∞) = 0, Fx(+∞) = 1. Она однозначно определяет
распределение Q случайной величины x.

Если функция Fx имеет интегрируемую по мере Лебега про-
изводную fx, то функция fx называется плотностью случайной
величины x. Плотность fx положительна и нормирована:

fx(u) ≥ 0,

+∞∫
−∞

fx(t) dt = 1.
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С функцией распределения Fx ее связывают равенства

fx(u) = F ′
x, Fx(b) =

b∫
−∞

fx(t) dt (b ∈ R).

Пример. Рассмотрим вероятностное пространство (U,A , P )
с U = R и A = B(R), описанное в примере 3 п. 9.1.2. Тожде-
ственная функция id(u) = u (u ∈ R) является случайной величи-
ной, имеющей распределение с указанной в примере 3 нормальной
плотностью.

В общем случае замена пространства (U,A , P ) на простран-
ство (R,B(R), Q) тоже позволяет вместо случайной величины
x : U → R рассматривать тождественную функцию id : R → R.
Это дает возможность сосредоточиться на основном объекте —
распределении случайной величины.

9.1.4. Случайные векторы

Так называются векторы, компонентами которых служат чи-
словые случайные переменные.

1. Борелевская алгебра Bm = B(Rm) частей пространст-
ва Rm определяется как алгебра, порожденная прямоугольниками

R =
∏

[ai, bi[ (−∞ < ai < bi <∞, i = 1, . . . , m).

Пространство Rm и борелевская алгебра Bm составляют боре-
левское пространство (Rm,Bm). Рассмотрим пространство со-
бытий (U,A ) и векторную функцию x : U → Rm. Она называет-
ся случайным вектором, если прообраз x−1(R) каждого прямо-
угольника R ⊆ Rm является событием: x−1(R) ∈ A . Отсюда
следует, что функция x : U → Rm является измеримым отображе-
нием и прообраз каждого борелевского множества в Rm является
событием: x−1(B) ∈ A (B ∈ Bm).

Подчеркнем, что, как и при определении случайной вели-
чины, вероятность P на алгебре событий A в данном определе-
нии не используется.

2. Представление вектора пространства Rm семейством его
координат в стандартной базе позволяет представить случайный
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вектор x : U → Rm семейством случайных величин xi : U → R
и писать x = (x1, . . . , xm) или x = (xi), 1 ≤ i ≤ m. А каждое се-
мейство случайных величин xi : U → R (i = 1, . . . , m) определяет
случайный вектор x : U → Rm, для которого xi являются компо-
нентами. Поэтому случайный вектор x : U → Rm можно опреде-
лить как семейство случайных величин xi : U → R (i = 1, . . . , m).

При определении случайного вектора как семейства случай-
ных величин конечность множества индексов не играет роли. Она
существенна для определения случайного вектора как измеримого
отображения, так как для определения измеримого отображения
x : U → RT при бесконечном множестве T нужен специальный
выбор σ-алгебры для RT .

3. Рассмотрим примеры.
Пример 1. Пусть (U,A ) — измеримое пространство с мно-

жеством U = {0, 1}m и алгеброй A = P(U). Обозначим xi число
единиц на i-м месте в строке u = (u1, . . . , um). Отображение
x = (x1, . . . , xm) со значениями x(u) = u является случайным век-
тором. Он описывает расположение нулей и единиц в строке u.

Пример 2. Рассмотрим U = Rm и A = Bm. Тождественное
отображение x : Rm → Rm является случайным вектором. Его
компонентами служат тождественные отображения веществен-
ной прямой.

Каждое непрерывное отображение x : Rm → Rm также яв-
ляется случайным вектором. Его компонентами служат непре-
рывные вещественные функции вещественной переменной.

Случайный вектор x : Rm → Rm можно составить и из функ-
ций xi : R → R, не имеющих сложных разрывов.

4. Распределение случайного вектора формально опреде-
ляется так же, как и распределение случайной величины. Но
оно обладает более сложными свойствами.

Рассмотрим вероятностное пространство (U,A , P ) и случай-
ный вектор x : U → Rm, составленный из случайных величин
xi : U → R. Вероятность P : A → [0, 1] определяет вероятность
Q = Px−1 : Bm → [0, 1] со значениями

Q(B) = P (x−1(B)) (B ∈ Bm).

Вероятность Q называется распределением случайного вектора x.
Говорят, что случайный вектор x имеет значение в борелевском
множестве B ⊆ Rm с вероятностью Q(B).
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Распределение Q = Px−1 случайного вектора x = (xi) на-
зывается совместным распределением его компонент xi. А рас-
пределения Qi = Px−1

i компонент xi называются маргинальными
распределениями случайного вектора x.

5. Каждое конечное семейство борелевских множеств Bi ⊆ R
составляет борелевский прямоугольник B =

∏
Bi = {x = (xi) :

xi ∈ Bi} ⊆ Rm. Из определений следует, что x−1(B) = ∩x−1
i (Bi).

Если для всех борелевских прямоугольников
∏
Bi верно равен-

ство
P
(
x−1

(∏
Bi

))
=
∏

P
(
x−1
i (Bi)

)
,

то случайные величины xi называются стохастически независи-
мыми или, коротко, просто независимыми. Если это равенство
не верно хотя бы для одного борелевского прямоугольника, то
случайные величины xi называют стохастически зависимыми.

6. Пусть M — произвольное множество. События Ai ∈ A ,
i ∈ M , называются независимыми, если независимы их индика-
торы χi, i ∈ K, для каждого конечного K ⊆ M . Как нетрудно
проверить, независимость индикаторов χi эквивалентна равен-
ству

P

( ⋂
i∈K

Ai

)
=
∏
i∈K

P (Ai).

Эти равенства обычно используются для определения независи-
мости событий Ai, i ∈M . Из определений следует, что независи-
мость семейства (Ai)i∈M влечет независимость семейства (Ai)i∈L
для каждого множества L ⊆ M . Для того чтобы убедиться
в этом, нужно в определяющем равенстве взять Bi = R для всех
i /∈ K. В частности, из независимости событий в совокупности
следует их попарная независимость. (Но не наоборот.)

Аналогичные утверждения верны и для случайных величин.
7. Понятие стохастической независимости имеет формаль-

ный характер и не всегда хорошо согласуется с интуицией. На-
пример, в пространстве ([0, 1],B[0, 1], dx) события A = [0, 1/2]
и B = [1/4, 3/4] стохастически независимы, а события C = [0, 2/3]
и D = [1/3, 1] стохастически зависимы, хотя в обоих случаях пе-
ресечения равны половинам рассматриваемых отрезков. Из-за
своего формального характера понятие стохастической независи-
мости эффективно используется в теории чисел [37]. Благодаря
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глубокому содержанию стохастическая независимость является
одним из центральных понятий теории вероятностей.

8. Рассмотрим примеры.
Пример 1. Возьмем пространство Бернулли B(n, a), соста-

вленное из множества U = {0, 1}n двоичных строк u = (u1, . . . , un)
длины n, алгебры A = P(U) всех частей множества U и вероят-
ности P , задаваемой элементарной вероятностью p со значениями

p(u) = as(u)(1− a)n−s(u) (s(u) =
∑

ui, a ∈ [0, 1]).

Случайные величины si(u) = ui стохастически независимы в со-
ответствии со сказанным в главе 7.

Пример 2. Для борелевского пространства (Rm,Bm) опре-
делим вероятность P с помощью семейства нормальных плотно-
стей fi, имеющих параметры ai ∈ R и σ = 1:

P (B) = (2π)−m/2
∫
B

e−
1
2‖x−a‖2

dx.

Здесь a = (ai), x = (xi), ‖x−a‖2 =
∑

(xi−ai)2 и dx = dx1 . . . dxm —
мера Лебега для Rm.

Проекции xi : Rm → R со значениями xi(x1, . . . , xm) = xi
являются независимыми случайными величинами и имеют нор-
мальные плотности с параметрами ai и σ = 1. Для того чтобы
убедиться в этом, достаточно рассмотреть борелевский прямо-
угольник B =

∏
Bi и применить теорему Фубини о кратных и по-

вторных интегралах.

9.1.5. Случайные отображения

Понятие случайного отображения является естественным об-
общением понятий случайной величины и случайного вектора.

1. Рассмотрим вероятностное пространство (U,A , P ) и изме-
римое пространство (X,B). Отображение x : U → X называется
случайным, если прообраз каждого измеримого множества в X
является событием: x−1(B) ∈ A (B ∈ B) или x−1(B) ⊆ A . Ве-
роятность P в этом определении не используется, поэтому можно
говорить просто об измеримом отображении.
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Случайные величины и векторы являются случайными ото-
бражениями, в которых образами элементарных событий служат
соответственно вещественные числа и векторы.

2. Рассмотрим вероятностное пространство (U,A , P ), изме-
римое пространство (X,B) и случайное отображение x : U → X .
Вероятность P на алгебре A определяет вероятность Q = Px−1

на алгебре B со значениями

Q(B) = P (x−1(B)), B ∈ B.

Вероятность Q называется распределением случайного отображе-
ния x. Это определение обобщает определение распределений для
случайных величин и векторов.

Если считать, что P описывает распределение массы на мно-
жестве U , то Q будет описывать распределение массы на множе-
стве X , перенесенной отображением x : U → X . Такая физиче-
ская интерпретация вероятностных распределений часто бывает
удобна.

3. Приведем примеры случайных отображений.
Пример 1. Во многих задачах рассматриваются случайные

переменные с абстрактными значениями.
Рассмотрим множество U = (B × B)n, элементами которого

являются строки u = (ui) длины n из пар ui = ui1ui2 ∈ {11, 10, 01,
00}, и алгебру A = P(U) всех частей множества U . Вероят-
ность P на A определим с помощью элементарной вероятности p
со значениями

p(11) = ab, p(10) = a(1−b), p(01) = (1−a)b, p(00) = (1−a)(1−b),
где 0 ≤ a, b ≤ 1, и правила произведения:

p(u) =
∏

p(ui) (u = (ui)).

Пусть X = Bn и B = P(X). Определим случайное отобра-
жение x = xi : U → X равенствами

xi(u) = ui1 + ui2 (u = (ui) = (ui1ui2))

(сумма булева). Из определений следует, что

q(1) = P (x−1
i ) = a(1− b) + (1− a)b, q(0)

= P (x−1
i (0)) = ab+ (1− a)(1− b).
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Вероятность Q(B) = P (x−1(B)), B ⊆ X , — распределение слу-
чайного отображения x = (xi) — определяется элементарной ве-
роятностью q со значениями

q(x) =
∏

q(xi) (x = (xi)).

В частности, если b = 1/2, то q(1) = q(0) = 1/2 и q(x) = 1/2n для
всех x ∈ X . Все последовательности значений равновероятны.

Двоичные булевы последовательности и их суммы исполь-
зуются при передаче информации по каналам связи.

Пример 2. Рассмотрим произвольное множество T и обо-
значим RT множество всех функций x : T → R. Тихоновская
топология для RT порождается открытыми прямоугольниками
G(K) =

∏
G(t), t ∈ T , и G(t) = R, t /∈ K, K ∈ K . Здесь

K = K (T ) — класс всех конечных множеств в T , а G(t) — от-
крытое множество в R (3.1.1). Борелевская алгебра B = B(RT )
для RT определяется как σ-алгебра, порожденная классом всех
открытых прямоугольников G(K), K ∈ K (T ).

Алгебра B(RT ) называется также цилиндрической, так как
порождается и классом всех цилиндров

C(K,B) = B × RT\K = {x ∈ RT : x(K) ∈ B}

с прямоугольными борелевскими основаниями B =
∏
B(t), B(t) ∈

B(R), t ∈ K. Цилиндр C(K,B) состоит из всех функций x : T → R
со значениями x(t) ∈ B(t) для t ∈ K и произвольными зна-
чениями x(t) для t /∈ K. Примером может служить цилиндр
C({1, 2}, [0, 1]× [0, 1]) = [0, 1]× [0, 1]× R ⊆ R3, основанием кото-
рого служит квадрат [0, 1]× [0, 1]. Алгебре B(RT ) принадлежат
и цилиндры C(K,B) с произвольными борелевскими основаниями
B ∈ B(RK), K ∈ K (T ). Примером может служить цилиндр

C({1, 2}, B(0, 1)) = B(0, 1)× R ⊆ R3,

основанием которого служит круг B(0, 1) =
{

(x1, x2) : x2
1 + x2

2

≤ 1
}

. Единичный куб и единичный шар тоже принадлежат ал-
гебре B(R3). Терминология, связанная с цилиндрами, принята
в теории вероятностей.
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Рассмотрим вероятностное пространство (U,A , P ) и борелев-
ское пространство (X,B), где X = RT , B = B(RT ). Случайное
отображение U в X есть отображение x : U → X , для кото-
рого прообраз каждого борелевского множества в RT является
событием: x−1(B) ∈ A , B ∈ B(RT ). Примеры таких случайных
отображений будут в следующей главе, посвященной случайным
процессам.

4. Каждое случайное отображение x : U → RT и конечное
множество K ⊆ T определяют случайный вектор xK : U → RK

с компонентами xt : U → R, t ∈ K. Распределения QK = Px−1
k

векторов xK называются конечномерными распределениями ото-
бражения x. Эти распределения согласованы:

QK(B) = QM (B ×RM\K)

для каждых K,M ∈ K , K ⊆M , B ∈ B(RK).
По теореме Колмогорова [58, § 4] существует единственная

вероятность Q на борелевской алгебре B(RT ) такая, что

Q(B ×RT\K) = QK(B)

для каждых K ∈ K (T ), B ∈ B(RK). Вероятность Q называется
распределением случайного отображения x : U → RT . Из опреде-
лений следует, что

Q(B × RT\K) = P
(
x−1
K (B)

)
.

Семейства согласованных конечномерных распределений ис-
пользуются в теории случайных процессов.

9.2. Средние

Среднее значение случайной переменной несомненно являет-
ся одним из основных понятий теории вероятностей.

9.2.1. Среднее значение

Среднее значение случайной величины определяется как ин-
теграл по вероятностной мере.
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1. Рассмотрим вероятностное пространство (U,A , P ) и алге-
бру M = M (U,A ) всех случайных величин x : U → R. Выделим
в ней нормированное пространство L = L (U,A ) интегрируемых
по мере P случайных величин x (3.3.2).

Число

Ex =
∫
U

x(u)dP (u)

называется средним значением случайной величины x ∈ L . По
традиции его называют также математическим ожиданием.

2. Замена переменных позволяет выразить среднее значение
через распределение случайной величины (3.3.6):

Ex =
∫
R

x dQ(x) (Q = Px−1).

Если мера Q имеет плотность f =
dQ

dx
по мере Лебега dx, то

верно равенство Ex =
∫
R

xf(x) dx.

3. Из определений следует, что индикатор χA : U → {0, 1}
события A ∈ A принадлежит L и

E(χA) = P (A).

Поэтому формулы для вероятностей можно получать с помощью
средних.

Среднее E : L → R является нормированным линейным
функционалом:

E(1) = 1, E(x) ≥ 0 (x ≥ 0), E(ax+ by) = aE(x) + bE(y).

Здесь a, b ∈ R; x, y ∈L , а единица обозначает число и постоянную
функцию на U с таким значением.

Примеры средних значений были в главах 7 и 8.

9.2.2. Дисперсия и ковариация

Эти понятия определяются через среднее.
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1. Рассмотрим гильбертово пространство L 2 = L 2(U,A )
квадратично интегрируемых по мере P случайных величин x :
U → R (4.1.3). Так как мера P вероятностная, то L 2 ⊆ L [58].
Для таких случайных величин определена дисперсия

D(x) = E((x−Ex)2)

и стандартное отклонение от среднего

S(x) =
√
Dx.

Вычислять дисперсию часто удобно по правилу квадратов:

D(x) = E(x2)−E2(x).

При физической интерпретации среднее E(x) играет роль
центра распределения Q массы, а дисперсия D(x) — момента
инерции относительно центра.

3. Рассмотрим случайные величины x, y ∈ L 2 и их средние
значения a = E(x), b = E(y). Скалярное произведение центриро-
ванных случайных величин x − a, y − b называется ковариацией
x, y и обозначается C(x, y):

C(x, y) = E((x− a)(y − b)) = E(xy)− E(x)E(y).

Заметим, что D(x) = C(x, x).
Если D(x) �= 0, D(y) �= 0, то нормирование дает коэффициент

корреляции K(x, y) для x, y:

K(x, y) = E

(
x− a

S(x)
· y − b
S(y)

)
=

C(x, y)
S(x)S(y)

.

Когда K(x, y) = 0, говорят, что случайные величины x, y некор-
релированы. Некоррелированность x и y эквивалентна равенству

E(xy) = E(x)E(y).

Можно сказать, что некоррелированные случайные величины не-
зависимы в среднем.

В главах 7 и 8 были описаны подпространство L 2
0 гиль-

бертова пространства L 2, составленного из случайных величин
с нулевым средним, и геометрический смысл введенных понятий.
Там же приведены примеры.
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9.2.3. Законы больших чисел

В общем случае, как и в дискретном, обычный закон боль-
ших чисел следует из неравенства Чебышева, а усиленный — из
неравенства Колмогорова. Благодаря операторному языку эти
неравенства в общем случае формулируются и доказываются так
же, как в дискретном. Описание проблемы и подробные доказа-
тельства есть в [58, § 20].

1. Рассмотрим последовательность независимых и одина-
ково распределенных случайных величин xi ∈ L 2(U,A ) с общим
средним Exi = a и дисперсией Dxi = b2. Положим

Sn =
n∑
i=1

xi.

Благодаря независимости xi верны равенства

E

(
1
n
Sn

)
= a, D

(
1
n
Sn

)
=

1
n
b2,

и из неравенства Чебышева следует
Закон больших чисел Чебышева.

P

(∣∣∣∣ 1nSn − a
∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 1
n

b2

ε2
.

здесь

∣∣∣∣ 1nSn − a
∣∣∣∣ ≥ ε обозначает множество всех исходов u, для

которых верно это неравенство:{
u :
∣∣∣∣ 1nSn(u)− a

∣∣∣∣ ≥ ε

}
⊆ U.

Всюду дальше используются аналогичные упрощенные записи.
Упражнение. Доказать закон больших чисел Чебышева для

последовательности независимых xi ∈ L 2 со средним Exi = ai
и дисперсиями Dxi = b2i , полагая

a =
1
n

n∑
i=1

ai, b2 =
1
n

n∑
i=1

b2i .
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Частным случаем закона больших чисел Чебышева является за-
кон больших чисел Бернулли (гл. 7).

2. Рассмотрим последовательность случайных величин yn и
случайную величину y на вероятностном пространстве (U,A , P ).
Говорят, что последовательность yn сходится к y по мере P , и пи-
шут yn

P→ y, если для каждого ε > 0

P (|yn − y| � ε) → 0.

Если ясно, какая вероятностная мера P имеется в виду, то гово-
рят о сходимости по вероятности.

Из неравенства Чебышева следует, что
1
n
Sn

P→ a: средние

арифметические случайных величин xi сходятся по вероятности
к их общему среднему a. При достаточно больших n среднее a

служит хорошей оценкой для
1
n
Sn.

3. Сходимость последовательности yn к y почти всюду (P )
в теории вероятностей принято называть почти наверное (P )
и записывать yn

as→ y (P ). Сходимость почти всюду по данной
мере описывалась в 3.3.2. Благодаря тому, что мера P нормиро-
вана, такая сходимость определяется эквивалентными неравен-
ствами

P (yn → y) = 1, P (yn �→ y) = 0.

Если последовательность сходится почти наверное, то она
сходится и по вероятности. Но не наоборот [45, гл. 5, § 4].

Из неравенства Колмогорова следует
Усиленный закон больших чисел Колмогорова.

1
n
Sn

as→ a (P ).

Подробное доказательство этого закона есть в [58, § 16] и в [89,
§ 10.5]. Он позволяет с большей уверенностью использовать сред-
нее a как приближение для среднего арифметического случайных
величин x1, . . . , xn. Неравенство Колмогорова дает вероятност-
ную оценку погрешности такого приближения.
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9.2.4. Центральная предельная теорема

В главе 8 элементарными методами были доказаны несколько
классических предельных теорем и среди них интегральная тео-
рема Лапласа. Применение преобразований Фурье позволяет по-
лучить простое доказательство более общей теоремы.

1. Рассмотрим последовательность случайных величин yn и
случайную величину y на вероятностном пространстве (U,A , P ).
Обозначим Qn и Q их распределения, а ϕn и ϕ — характери-
стические функции (преобразование Фурье) этих распределений
(4.4.4):

ϕn(t) =
∫
eitxdQn(x), ϕ(t) =

∫
eitxdQ(x) (t ∈ R).

Функции ϕn и ϕ называются также характеристическими функ-
циями случайных величин yn и y. Свойства характеристических
функций и их связь со свойствами распределений подробно опи-
саны в [58, гл. 4].

Из определений и свойств преобразований Фурье следует, что
характеристическая функция суммы независимых случайных ве-
личин равна произведению характеристических функций слагае-
мых. Связь сходимости распределений со сходимостью характе-
ристических функций описывает теорема непрерывности.

Будем говорить, что последовательность распределений Qn
слабо сходится к Q, и писать Qn

w→ Q, если∫
f(x) dQn(x) →

∫
f(x) dQ

для каждой ограниченной непрерывной функции f : R → R. Мож-
но доказать [71, 5.1.2], что эта сходимость эквивалентна сходимо-
сти Qn(B) → Q(B) для каждого борелевского множества B ⊆ R,
мера Лебега границы ∂B которого равна нулю. В частности,
множество B может быть отрезком. Верна

Теорема непрерывности.

Qn
w→ Q⇔ ϕn(t) → ϕ(t) (t ∈ R).

Доказательство более общего утверждения есть в [71, 53.17].
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2. Рассмотрим последовательность независимых и одина-
ково распределенных случайных величин xi ∈ L 2(U,A ) с общими
средним Exi = μ, дисперсией Dxi = σ2 (σ > 0) и характеристи-
ческой функцией ϕ. Пусть

Sn =
n∑
i=1

xi.

Тогда центрирование и нормирование дают

–
Sn =

Sn −ESn√
DSn

=
Sn − nμ√

nσ
.

В этих обозначениях верна
Центральная предельная теорема.

P (a ≤ –
Sn ≤ b) → 1√

2π

b∫
a

e−x
2/2 dx (−∞ ≤ a < b ≤ +∞).

� Для характеристической функции ϕn случайной вели-
чины

–
Sn верно равенство

ϕn(t) = ϕn
(

t√
nσ

)
.

Так как Dxi = σ2, то

ϕ(t) = 1− σ2

2
t2 + o(t2), t→ 0.

Поэтому при каждом t ∈ R

ϕn(t) =
(

1− 1
2n
t2 + o

(
1
n

))n
→ e−t

2/2.

Найденная предельная функция является характеристической для
стандартного нормального распределения. По теореме непрерыв-
ности отсюда следует доказываемое утверждение. �
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В книге [58, гл. 6] доказаны более общие предельные тео-
ремы для сумм независимых, но не обязательно одинаково рас-
пределенных случайных величин. Различным обобщениям клас-
сических предельных теорем посвящена обширная специальная
литература.

3. Центральная предельная теорема позволяет дать оценку
среднему значению μ, когда оно неизвестно. Подстановка значе-
ния

–
Sn и решение неравенств дают для a = −b, b > 0:

P

(
Sn
n
− bσ√

n
� μ � Sn

n
+

bσ√
n

)
→ 1√

2π

b∫
−b

e−x
2/2 dx.

Если b = 2 и b = 3, то правая часть приближенно равна
соответственно 0.954 и 0.997. В прикладных задачах часто при-
меняется правило трех сигм: считается практически достовер-
ным, что неизвестное среднее μ находится между Sn/n − 3σ/

√
n

и Sn/n+ 3σ/
√
n.

При некоторых дополнительных предположениях о поведе-
нии на бесконечности общей функции распределения составляю-
щих сумму Sn случайных величин найдены оценки для скорости
сходимости к нормальному распределению [122, гл. 4, § 5]. В «Ма-
тематической энциклопедии» (Москва, 1982) в статье «Ляпунова
теорема» приведены оценки расстояния до предельного нормаль-
ного распределения и ссылки на статьи с доказательствами. Это
расстояние позволяет оценивать погрешность нормального при-
ближения.

9.2.5. Условные средние

В общем случае в качестве основного понятия удобно исполь-
зовать не условную вероятность, а условное среднее значение,
определив его как некоторую случайную величину, более про-
стую, чем данная.

1. Рассмотрим вероятностное пространство (U,F , P ) и нор-
мированное пространство L = L (U,F , P ) интегрируемых по
мере P случайных величин x : U → R. Каждая σ-алгебра A ⊆ F
определяет подпространство L̄ = L (U,A , P ) пространства L ,
составленное из A — измеримых случайных величин x ∈ L .
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Здесь и дальше сужение меры P на σ-алгебру A тоже обозна-
чается P .

Каждая x ∈ L определяет вещественную меру Q : A → R со
значениями

Q(A) =
∫
A

x dP (A ∈ A ).

Мера Q непрерывна по мере P и по теореме Радона — Никодима

существует x̄ =
dQ

dP
∈ –

L такая, что для всех A ∈ A

∫
A

x̄ dP =
∫
A

x dP.

Так как производная Радона — Никодима определена с точ-
ностью до эквивалентности по мере P , то все связанные с нею
равенства выполняются почти наверное по мере P . Не будем
в дальнейшем отмечать это явно. Случайная величина x̄ назы-
вается условным средним случайной величины x. По определе-
нию: (1) x̄ ∈ L̄ ; (2) E(Ax̄) = E(Ax) (A ∈ A ). Заметим, что
вследствие (2) достаточно требовать A -измеримость x̄. В (2)
множество A отождествлено со своим индикатором indA. Согла-
шение о таком отождествлении позволяет упрощать запись вы-
кладок. Равенство (2) можно записать также E(A x̄) = E(A x).
При A = U равенство (2) дает Ex̄ = Ex: условие A сохраняет
среднее значение случайной величины.

Условные средние относительно σ-алгебр обобщают рассма-
тривавшиеся в главе 7 условные средние относительно разби-
ений: нужно рассматривать порожденные этими разбиениями
σ-алгебры.

2. Для оператора условного усреднения x → x̄ можно ис-
пользовать также обозначения

–
E, E(· | A ) и EA :

x̄ = –
Ex = E(x | A ) = EA x (x ∈ L ).

Если A = {0, U}, то EA x = Ex. Из определений следует также,
что

–
E( –
Ex) = –

Ex (x ∈ L ), –
Ex̄ = x̄ (x̄ ∈ –

L ).
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Оператор
–
E : L → –

L является проектором L на L̄ : –
E2 = –

E.
Из линейности производной Радона — Никодима следует линей-
ность оператора

–
E:

–
E(ax+ by) = a

–
Ex+ b

–
Ey (a, b ∈ R, x, y ∈ L ).

Оператор
–
E обладает более общим свойством линейности:

вместо числовых коэффициентов a, b можно взять функции
ā, b̄ ∈ –

L , если произведения āx, b̄y интегрируемы по мере P .
Можно говорить об A -линейности оператора –

E = EA .
Сужение

–
E на L 2(U,F , P ) является ортогональным проек-

тором на подпространство L 2(U,A , P ). Оно всюду плотно и по-
этому такое сужение определяет

–
E на L (U,F , P ). Иногда сна-

чала определяют условное среднее как ортогональный проектор
на L 2, а потом продолжают его на L [71, § 44].

Условное среднее
–
E является положительным оператором:

–
Ex ≥ 0 (x ≥ 0).

Из линейности и положительности оператора
–
E следует его мо-

нотонность: –
Ex ≤ –

Ey (x ≤ y).

Подчеркнем, что все рассматривавшиеся соотношения с ус-
ловными средними выполняются только с вероятностью 1. По-
дробные их доказательства есть в [122, гл. 2, § 7].

3. Часто используется цепное правило для условных средних

E(E(x | A ) |B) = E(x |B) = E(E(x |B) | A ) (B ⊆ A ⊆ F ).

Последнее равенство сразу следует из A -измеримости случайной
величины E(x |B), вытекающей из ее B-измеримости, и B ⊆ A .
А первое равенство следует из цепного правила для производных
Радона — Никодима. Это равенство имеет простой геометриче-
ский смысл: последовательное проектирование дает проекцию на
меньшее подпространство. При B = {0, U} из цепного правила
следует равенство

E(E(x | A )) = Ex.

Его можно назвать формулой полного среднего.
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4. Каждая случайная величина y на (U,F , P ) порождает
σ-алгебру σ(y) = y−1(B(R)) ⊆ F . Условное среднее случайной
величины x ∈ L (U,F , P ) относительно y определяется равен-
ством

E(x | y) = E(x | σ(y)).

Если x не зависит от y, то E(x | y) = Ex.
Пусть независимые случайные величины x, y ∈ L . Тогда

xy ∈ L и верно равенство

E(xy) = ExEy.

Равенства для независимых случайных величин доказываются
с помощью теоремы Фубини.

Так как функция x̄ = E(x | y) σ(y)-измерима, то существует
борелевская функция f такая, что

f(y(u)) = x̄(u) (u ∈ U).

Функция f обозначается E(x | y = z) и называется средним x
при условии y = z (z ∈ R). Это равенство означает событие
{u : y(u) = z}.

5. Условная вероятность события определяется как условное
среднее его индикатора:

P (A |B) = E(indA |B).

Свойства условных вероятностей определяются свойствами ус-
ловных средних. В частности, из формулы полного среднего сле-
дует формула полной вероятности

E(P (A | B)) = P (A).

Из нее следуют формулы полной вероятности для дискретных
и непрерывных распределений, полученные в главах 7 и 8.

Если случайные величины x, y имеют плотности f , g и со-
вместную плотность h по мере Лебега, то условное распределе-
ние x при условии y = z имеет плотность

fc(x, z) =
h(x, z)
g(z)
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(fc(x, z) = 0 при g(z) = 0). Для каждого борелевского множества
X ⊆ R верно равенство

P (x ∈ X | y = z) =
∫
X

fc(x, z) dx

В дискретном случае вместо плотностей рассматриваются
элементарные вероятности, и интеграл превращается в сумму.
Дискретный, непрерывный и общий случаи подробно описаны
в [122].



10. СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ

Кратко описываются основные понятия случайных процес-
сов. Выделяются марковские процессы и мартингалы, имеющие
широкое применение в самых разных областях и наиболее тесно
связанные с теорией операторов. Случайным процессам посвя-
щена обширная литература, в частности, книги [10, 19]. Марков-
ские процессы и их приложения описаны в книгах [129, 6].

10.1. Определения и примеры

Случайный процесс можно определить как случайное ото-
бражение специального типа. Чаще всего его рассматривают как
семейство случайных величин, определенных на одном и том же
вероятностном пространстве.

10.1.1. Определение случайного процесса

Случайные отображения были описаны в п. 9.1.5. Здесь опре-
деления будут модифицированы с учетом принятой в теории слу-
чайных процессов терминологии.

1. Рассмотрим семейство измеримых пространств (Xt,Bt),
индексированных элементами множества T . Декартово произве-
дение X =

∏
Xt состоит из семейств (xt), xt ∈ Xt, t ∈ T . Если

Xt = Y , t ∈ T , то эти семейства отождествляют с функциями
y : T → Y и пишут X = Y T .

Произведение B =
∏

Bt σ-алгебр Bt определяется как
σ-алгебра множеств в X =

∏
Xt, порожденная классом всех эле-

ментарных цилиндров

C(s, Bs) = {(xt) : xs ∈ Bs}, Bs ∈ Bs, s ∈ T.
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Эта σ-алгебра называется цилиндрической. Ей принадлежат, в
частности, прямоугольные цилиндры — конечные пересечения эле-
ментарных цилиндров. Будем называть измеримое пространство
(X,B) произведением измеримых пространств (Xt,Bt) и писать
(X,B) =

∏
(Xt,Bt).

Выделяются случаи, когда Xt — топологические простран-
ства, а Bt — их борелевские алгебры. В тихоновском произве-
дении X-топологических пространств Xt определена борелевская
алгебра, порожденная классом всех открытых множеств в X =∏
Xt. В некоторых важных частных случаях она совпадает с ци-

линдрической [108]. В частности, борелевская и цилиндрическая
алгебры совпадают в случае конечного множества индексов T .

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,F , P ) с множе-
ством исходов Ω, алгеброй событий F и вероятностью P и про-
изведение измеримых пространств (X,B) =

∏
(Xt,Bt), t ∈ T .

Измеримое по B =
∏

Bt отображение x : Ω → X называется слу-
чайным процессом с множеством значений X =

∏
Xt. Значения-

ми x являются семейства xt(ω) ∈ Xt, t ∈ T .
Как и всякое случайное отображение, случайный процесс

имеет распределение Q = Px−1 со значениями

Q(B) = P (x−1(B)), B ∈ B.

Такие распределения и порождающие их конечномерные распре-
деления были описаны в п. 9.1.5.

2. Будем рассматривать, главным образом, процессы, соста-
вленные из вещественных случайных величин и индексированные
вещественными числами. Сформулируем для них специальные
определения.

Чаще всего случайный процесс определяется как семейство
случайных величин.

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,F , P ) и (абст-
рактное) множество индексов T . Семейство x = (xt) случай-
ных величин xt : Ω → R, t ∈ T , называется случайной функцией
или (вещественным) случайным процессом (с множеством индек-
сов T ). Подчеркнем, что все составляющие случайный процесс
случайные величины xt определены на одном и том же вероят-
ностном пространстве.

По данному определению x : T × Ω → R, причем каждая
xt = x(t, ·) : Ω → R измерима (x−1

t (B(R)) ⊆ F ). Случайные ве-
личины xt называются значениями случайного процесса x. Его
можно рассматривать как отображение T → RΩ, t→ xt.
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Для каждого исхода ω ∈ Ω определена функция xω = x(·, ω) :
T → R со значениями xω(t) = x(t, ω). Функции xω называются
реализациями или траекториями случайного процесса x. Его
можно рассматривать как отображение Ω → RT , w → xω.

Термин случайный процесс чаще всего используется для
T ⊆ R. Обычно тогда индексы t называются моментами вре-
мени. Различают процессы с дискретным и непрерывным време-
нем. Если T = N, то говорят о случайной последовательности.
Когда T ⊆ Rm, m > 1, говорят о случайном поле. Рассматри-
ваются и процессы с абстрактными значениями [19, гл. 1; 10,
гл. 1].

Как и для случайной величины, для случайного процесса
главным является его распределение.

Рассмотрим измеримое пространство траекторий (RT ,
C (RT )), где C (RT ) — цилиндрическая алгебра для RT . Распреде-
лением процесса x, рассматриваемого как отображение Ω → RT ,
является мера Q = Px−1 со значениями

Q(X) = P (x−1(B)), B ∈ C (RT ).

Распределение Q определяется семейством согласованных ко-
нечномерных распределений — его сужением на порождающий
алгебру C (RT ) класс цилиндров. Теория случайных процессов
в первую очередь изучает их конечномерные распределения и
свойства траекторий.

В общей теории рассматриваются также векторные и аб-
страктные случайные процессы [19, 10].

10.1.2. Примеры

Приведем несколько примеров случайных процессов.
1. Последовательность Бернулли. Пусть T = N, Ω = BN,

B = {0, 1}, A = C (BN). Элементами множества Ω являются
двоичные последовательности u = (un). Алгебра F порождена
цилиндрами C(n) = {ω : ω(n) = 1}. Она содержит, в частности,
все конечные пересечения C(K) цилиндров C(n), n ∈ K ⊂ N.

Возьмем a ∈ [0, 1] и положим

P (C(K)) =
∏

aω(n)(1− a)1−ω(n), n ∈ K.
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Это равенство задает согласованное семейство вероятностей. Оно
определяет вероятность P на алгебре F и вероятностное про-
странство (Ω,F , P ).

Последовательность случайных величин xn : Ω → R со значе-
ниями xn(u) = u(n) называется последовательностью Бернулли
с параметром a. Ее конечномерные распределения определяются
вероятностями P (C(K)) на двоичных цилиндрах C(K). Они по-
дробно рассматривались в главе 7. Там отмечалось, что случай-
ные величины xn независимы.

Последовательность Бернулли является примером случайно-
го процесса с дискретным временем и независимыми значения-
ми. Его траекториями служат двоичные последовательности. Их
можно представлять точками отрезка [0, 1]. Рассматриваемый
процесс определен на множестве своих траекторий.

Если a = 1/2, то вероятность P связана с мерой Лебега для
отрезка [0, 1]. При a �= 1/2 она имеет более сложный характер.

2. Двоичная последовательность Маркова. Рассмот-
рим множество T = {0} ∪ N и то же измеримое пространство
(Ω,F ) = (BT ,C (BT )), что и для последовательности Бернулли.
Заметим, что для определения вероятности P на F достаточно
задать ее значения на цилиндрах с основаниями K(n) = {0, 1, . . . ,
n}. Значения на остальных получаются суммированием по допол-
няющим номерам.

Пусть a ∈ [0, 1] и q(x, y) — стохастическая 2× 2-матрица:

q(x, y) ≥ 0, q(x, 0) + q(x, 1) = 1 (x, y ∈ B).

Положим

p(ω) = aω(0)(1− a)1−ω(0)
n∏

m=1

q(ω(m− 1), ω(m)),

P (CK(n)) =
∑

p(ω), ω ∈ CK(n).

По индукции нетрудно доказать, что эти равенства задают согла-
сованное семейство вероятностных распределений. Это семейство
определяет вероятность P на F и вероятностное пространство
(Ω,F , P ).

Последовательность xn : Ω → R со значениями xn(u) = u(n)
называется двоичной последовательностью Маркова или двоич-
ной марковской цепью. Случайные величины xn в последователь-
ности Маркова независимы только тогда, когда матрица (q(x, y))
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имеет одинаковые строки: q(0, y) = q(1, y), y ∈ B. Из определений
следует, что

q(x, y) = P (xn+1 = y | xn = x).
Это равенство выражает цепной характер марковской зависимо-
сти.

В своей пионерской работе [59] А. А. Марков рассматривал
двоичную цепь. Идея цепной зависимости оказалась чрезвычайно
плодотворной. Ее обобщения в различных направлениях привели
к созданию современной теории марковских процессов.

3. Аддитивные процессы. Рассмотрим семейство случай-
ных величин xt : Ω → R, t ∈ T ⊆ R, на вероятностном простран-
стве (Ω,F , P ). Если для каждого набора t(0) ≤ t(1) ≤ · · · ≤ t(n),
t(i) ∈ T , случайные величины xt(1) − xt(0), . . . , xt(n) − xt(n−1) неза-
висимы, то случайный процесс x = (xt) называется аддитивным
или процессом с независимыми приращениями. Такие процессы
составляют важный класс случайных процессов. Если множество
индексов T дискретно, то говорят о процессе с дискретным вре-
менем. Если T — интервал, то говорят о непрерывном времени.

Пусть T = N и (an) — последовательность независимых слу-
чайных величин на пространстве (Ω,F , P ). Тогда последова-
тельность сумм sn = a1 + · · · + an есть аддитивный процесс:
sn − sn−1 = an. В частности, если (an) — последовательность
Бернулли, то sn описывает число единиц в (a1, . . . , an).

4. Пуассоновский процесс. Пусть T = [0,∞[, 0 = t(0) <
t(1) < · · · < t(n), Δt(i) = t(i) − t(i − 1), 0 = m(0) ≤ m(1) ≤ · · · ≤
m(n) целые, Δm(i) = m(i)−m(i− 1), α > 0. Положим

P (xt(0) = m(0), xt(1) = m(1), . . . , xt(n) = m(n))

=
n∏
i=1

(αΔt(i))Δm(i)

Δm(i)!
e−αΔt(i),

доопределив вероятность P нулевыми значениями. Она задает
семейство согласованных конечномерных распределений и опре-
деляет аддитивный процесс, который называется стандартным
пуассоновским. Число α > 0 служит его параметром.

Стандартный пуассоновский процесс можно определить так-
же следующим образом. Рассмотрим последовательность незави-
симых и одинаково распределенных случайных величин un ≥ 0,
для которых

P (un > t) = e−αt,
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и ступеньку Хевисайда h. Случайные величины

xt =
∞∑
n=1

h

(
t−

n∑
m=1

um

)

составляют стандартный процесс Пуассона с параметром α > 0.
Его траектории — возрастающие ступенчатые функции. Он опи-
сывает число редких событий, происходящих за время t. Напри-
мер, число регистрируемых счетчиком космических частиц.

5. Винеровский процесс. Пусть T , ti, Δt(i) те же и x(0)
= 0, x(i) ∈ R, 1 ≤ i ≤ n. Положим

ft(1)...t(n)(x(1), . . . , x(n)) =
n∏
i=1

1√
2πΔt(i)

exp
(
−Δx(i)2

2Δt(i)

)
.

Семейство плотностей ft(1)...t(n) задает семейство согласованных
конечномерных распределений и определяет аддитивный процесс,
который называется стандартным винеровским. Он описывает,
в частности, броуновское движение частицы. Почти все траекто-
рии винеровского процесса непрерывны и нигде не дифференци-
руемы.

Стандартные пуассоновский и винеровский процессы являют-
ся представителями одних из самых важных классов случайных
процессов: пуассоновских и гауссовских.

6. Стационарные процессы. Так называются случайные
процессы, конечномерные распределения которых не зависят от
допустимых сдвигов по времени. Рассмотрим семейство случай-
ных величин xt, t ∈ T ⊆ R, заданных на одном вероятностном
пространстве, и наборы t(i) ∈ T , t(i) + Δ ∈ T , 1 ≤ i ≤ n. Слу-
чайный процесс (xt) называется стационарным, если конечные
семейства (xt(i)) и (xt(i)+Δ) имеют одинаковые совместные рас-
пределения.

Примером стационарного процесса служит последователь-
ность независимых одинаково распределенных случайных вели-
чин. Часто вместо множества индексов T = N рассматривается
T = Z. В этом случае сдвигом Δ может быть любое целое число.

Стационарные процессы моделируют случайные изменения
в реальных процессах, протекающих в одних и тех же условиях.
Стационарным процессам посвящена книга [51].
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10.2. Марковские процессы

Среди семейств зависимых случайных переменных, индекси-
рованных вещественными числами как моментами времени, мар-
ковские процессы выделяются свойством: при известном настоя-
щем прошлое и будущее процесса стохастически независимы. На
языке механики это марковское свойство означает отсутствие
у процесса стохастической инерции: распределение значений
процесса в моменты, следующие за данным, определяется его
значением в данный момент и не зависит от значений в пред-
шествующие моменты. Говорят также об отсутствии памяти
у марковского процесса.

10.2.1. Определение марковского процесса

Так как марковский процесс составляется из зависимых слу-
чайных переменных, то естественно, что он определяется с по-
мощью условных вероятностей и средних.

1. Рассмотрим случайный процесс x = (xt), составленный из
абстрактных случайных переменных xt : Ω → Xt, определенных
на вероятностном пространстве (Ω,F , P ) и индексированных эле-
ментами упорядоченного множества T . Возьмем t ∈ T и рассмо-
трим σ-алгебры, порожденные семейством переменных xs, s ≤ t,
переменной xt и семейством переменных xu, u ≥ t:

At = σ(xs : s ≤ t) = σ

(⋃
s≤t

x−1
s (Bs)

)
, Ct = σ(xt) = x−1

t (Bt),

Bt = σ(xu : u ≥ t) = σ

( ⋃
u≥t

x−1
t (Bt)

)
.

Эти алгебры содержатся в основной алгебре F и описывают со-
ответственно прошлое, настоящее и будущее процесса в данный
момент t. Включения Ct ⊆ At, Ct ⊆ Bt сделаны для формаль-
ного удобства. Условимся также для упрощения формул иногда
опускать индекс t и писать A , C , B вместо At, Ct, Bt.
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Случайный процесс (xt) называется марковским, если для
каждого индекса t и каждых событий A ∈ A = At, B ∈ B = Bt

верно равенство

P (AB | C ) = P (A | C )P (B | C ). (1)

Подчеркнем, что, как и все равенства для условных вероятностей
и средних, равенство (1) верно с вероятностью единица. Это
относится и ко всем следующим аналогичным равенствам.

Часто удобно вместо (1) использовать равенства

P (B | A ) = P (B | C ), B ∈ B, (2)
P (A | B) = P (A | C ), A ∈ A . (3)

Равенства (1)–(3) эквивалентны. Это можно доказать, переходя
к условным средним и используя их свойства. Равенство (1) выра-
жает условную независимость событий из прошлого и будущего
при известном настоящем. Равенство (2) показывает, что доба-
вление сведений из прошлого не меняет условную вероятность
события из будущего при известном настоящем. В равенстве (3)
прошлое и будущее меняются местами. Вследствие условности
терминов прошлое и будущее в некоторых задачах формула (3)
удобнее других.

2. Данное определение марковского процесса очень общее.
Разрабатываются различные частные случаи, имеющие важное
теоретическое и прикладное значение. Прежде всего рассматри-
ваются семейства случайных переменных, не только определен-
ных на одном и том же вероятностном пространстве, но и прини-
мающем значения в одном и том же множестве. Как и среди всех
случайных процессов, среди марковских процессов по свойствам
множеств значений и множеств индексов естественно выделяются
четыре класса: множества значений и индексов дискретны; пер-
вое непрерывно, второе дискретно; первое дискретно, а второе
непрерывно; оба множества непрерывны.

Так как марковские процессы широко применяются в тео-
ретической физике, то часто используется принятая там терми-
нология. Множество значений процесса называется его фазовым
пространством, индексы называются моментами, говорят о про-
цессах с дискретным и непрерывным временем. Марковские про-
цессы с дискретным временем принято называть марковскими це-
пями. Пример марковской цепи рассматривался в п. 10.1.2.
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10.2.2. Конечные цепи Маркова

Так в теории вероятностей принято называть марковские по-
следовательности с конечным множеством значений.

1. Марковские процессы с конечным множеством значений
и дискретным временем — наиболее простой класс марковских
процессов. Из книг, посвященных конечным цепям Маркова,
можно выделить [135, 40].

Каждое счетное (в частности, конечное) множество можно
занумеровать. Поэтому, не уменьшая общности, в качестве мно-
жества значений конечной цепи Маркова можно выбрать Y =
{1, . . . , m}, а в качестве множества индексов T = {0}∪N. Рассмо-
трим множество Ω = Y T последовательностей ω = (ωt), ωt ∈ Y ,
t ∈ T , и его цилиндрическую σ-алгебру F = C (Ω).

Вероятность P определяется двумя стохастическими матри-
цами: начальной строкой a = (a(i)), 1 ≤ i ≤ m, и переходной ма-
трицей Q = (q(i, j)), 1 ≤ i, j ≤ m. Строка a и строки матрицы Q
являются распределениями вероятностей: a(i) ≥ 0,

∑
i

a(i) = 1

и q(i, j) ≥ 0,
∑
j

q(i, j) = 1, 1 ≤ i ≤ m. Вероятность P достаточно

определить для цилиндров

C(y0, y1, . . . , yn) = {y0, y1, . . . , yn} × Y N, yt ∈ Y, 0 ≤ t ≤ n.

На всех остальных цилиндрах она получается суммированием по
соответствующим значениям yt. Определим вероятность P для
цилиндра C(y0, y1, . . . , yn) равенством

P (y0, y1, . . . , yn) = P{ω : ωt = yt, 0 ≤ t ≤ n} = a(y0)
n∏
t=1

q(yt−1, yt).

2. Так как матрицы a и P стохастические, то

P (y0, y1, . . . , yn) ≥ 0,
∑

P (y0, y1, . . . , yn) = 1

для всех yt ∈ Y , 0 ≤ t ≤ n, n ≥ 0. Равенство для суммы
проверяется последовательно. При n = 0 оно верно, так как
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P (y) =

∑
a(y) = 1. Для каждого n ≥ 1 по индукции доказы-

вается, что

P (yn | y0, y1, . . . , yn−1) = P (yn | yn−1) = q(yn−1, yn).

Так как
∑
y
q(x, y) = 1 при любом x ∈ Y , то отсюда следует, что∑
y

P (y0, y1, . . . , yn−1, y) = P (y0, . . . , yn−1)

и последовательное суммирование по yn−1, . . . , y0 дает нужное
значение единица для суммы по y0, y1, . . . , yn для каждого n ≥ 1.
Значит, для каждого n функция P определяет элементарную ве-
роятность на множестве Y n и, следовательно, вероятность на ал-
гебре P(Y n) всех частей конечного множества Y n и на соответ-
ствующей алгебре Ωn цилиндров. Так как Ωn ⊆ Ωn+1 и Ω = ∪Ωn,
то P аддитивно продолжается на Ω.

Так как алгебра Ωn конечна, то аддитивность меры P на ней
является счетной аддитивностью. Для данных определений ве-
роятностей цилиндров легко проверяются условия согласованно-
сти. По теореме Колмогорова P счетно аддитивна и продолжает-
ся на σ-алгебру F = C (Ω). Таким образом, определено вероят-
ностное пространство (Ω,F , P ). Его можно назвать марковским.

3. Последовательность x = (xt) случайных переменных xt :
Ω → Y со значениями xt(ω) = ωt, t ∈ T = {0} ∪ N, называется
марковской. Она определяется множеством Y , стохастическими
матрицами a и Q, марковским свойством

P (xn = j | xn−1 = i, xn−2, . . . , x0) = P (xn = j | xn−1 = i) = q(i, j)

для всех n ≥ 1. Общее марковское свойство, выражаемое равен-
ством (1) из п. 10.2.1., выводится отсюда по индукции с помощью
свойств условных средних.

Из определений следует, что случайная переменная xn имеет
распределение p(n) = aQn, n ≥ 0. В частности, p(0) = a. По
данному определению траекториями процесса x = (xt) являются
последовательности номеров из множества Y = {1, . . . , m}. Они
же служат исходами ω = (ωt) вероятностного пространства: Ω =
Y T . Процесс x является тождественным отображением Ω → Y T .

Подборки конкретных примеров марковских последователь-
ностей с различным содержанием есть в [40] и [106, т. 1, гл. 15,
§ 2]. Там конечные цепи Маркова описываются без привлечения
теории случайных процессов.
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Замечание. В теории вероятностей рассматриваются также
неоднородные марковские цепи, определяемые последовательно-
стями переходных матриц.

4. Свойства конечной цепи Маркова определяются свой-
ствами начальной строки a и, главным образом, свойствами пе-
реходной матрицы Q.

Равенство a(y) = 1 означает, что все траектории на плоско-
сти T × Y почти наверное начинаются в точке (0, y). Равенства
a(y) = 1/m, y ∈ Y , означают случайный (равновероятный) выбор
начальной точки.

Классификация марковских последовательностей с конечным
множеством значений определяется классификацией их переход-
ных матриц Q. Свойства стохастических матриц подробно опи-
саны в [22]. Стохастическая матрица Q имеет собственный век-
тор e = (1, 1, . . . , 1) при характеристическом числе λ = 1, которое
является максимальным по абсолютной величине характеристи-
ческим числом для Q.

Стохастические матрицы делятся на разложимые и неразло-
жимые. В разложимой матрице перестановкой строк и столбцов
можно выделить квадратную нулевую матрицу. Если матрица Q
неразложима и q(k)(i, j) — элементы матрицы Qk, то для каждых
номеров 1 ≤ i, j ≤ m существует 1 ≤ k = k(i, j) ≤ m такое, что
q(k)(i, j) > 0. Это означает, что траектория со строго положи-
тельной вероятностью из точки (t, i) попадает в точку (t + k, j)
при любом t ≥ 0.

Назовем цепь Маркова и ее переходную матрицу Q регуляр-
ными, если Q неразложима, имеет простое характеристическое
число λ = 1 и не имеет других характеристических чисел, равных
единице по абсолютной величине. Для регулярной матрицы Q су-
ществует степень Qk, все элементы которой q(k)(i, j) > 0. Это
означает, что траектории регулярной цепи со строго положи-
тельной вероятностью из каждой точки (t, i) попадают в точки
(t+k, j) при любом t ≥ 0. Существование степени со строго поло-
жительными элементами можно принять в качестве определения
регулярности матрицы Q [40, гл. 4].

Классы разложимых цепей определяются блочными разложе-
ниями их переходных матриц. Эти разложения подробно описаны
в [22, гл. 13]. Детальное исследование свойств различных классов
конечных цепей Маркова проведено в [106, т. 1, гл. 15].

5. Во многих задачах решающее значение имеет поведение
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процесса в достаточно далекие моменты времени. Для регуляр-
ной цепи это поведение описывается предельными переходными
вероятностями:

q∞(i, j) = lim
k→∞

q(k)(i, j)

или в матричной записи

Q∞ = lim
k→∞

Qk.

Используя свойства регулярных матриц, можно доказать [22,
гл. 13, § 7], что

Q∞ = (I −Q)−1Δ(1)/Δ′(1),

где Δ(λ) — характеристический полином матрицы Q. При этом
все строки предельной матрицы Q∞ одинаковы и составляют пре-
дельное распределение

p = (p(j)), p(j) = lim
k→∞

q(k)(i, j), 1 ≤ j ≤ m,

регулярной цепи: p(j) > 0,
∑
p(j) = 1. Кроме того, pQ = p.

Строка p является собственным вектором матрицы Q. По индук-
ции доказывается, что pQn = p для всех номеров n.

Возьмем предельное распределение в качестве начального:
a = p. Тогда для каждого номера n верны равенства p(n) = aQn =
pQn = p = a. Все случайные переменные xn последовательности
x = (xn) имеют одно и то же распределение p. Последователь-
ность стационарна.

Так как все строки матрицы Q∞ равны p, а сумма элементов
начальной строки a равна единице, то aQ∞ = p. Поэтому

lim
n→∞

p(n) = lim
n→∞

(aQn) = aQ∞ = p

при любом начальном распределении a. Это позволяет с опре-
деленной погрешностью считать, что в последовательности x =
(xn) случайные переменные xn с достаточно большими номерами
имеют распределение p. Регулярная марковская последователь-
ность при любом начальном распределении приближается к ста-
ционарной.
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10.2.3. Счетные цепи Маркова

Счетные цепи Маркова являются естественным обобщением
конечных. Их объединяют термином дискретные цепи Маркова.

1. Будем для простоты вместо произвольного бесконечно-
го счетного множества Y сразу рассматривать множество номе-
ров N. Пусть T = {0} ∪ N, Ω = NT — множество всех после-
довательностей ω = (ωt), ωt ∈ N, t ∈ T , натуральных чисел
и F = C (Ω) — цилиндрическая алгебра для Ω. Вероятность P на
σ-алгебре F определим с помощью начальной строки a = (a(i)),
i ≥ 1, и переходной матрицы Q = (q(i, j)), i ≥ 1, j ≥ 1: a(i) ≥ 0,∑
a(i) = 1 и q(i, j)≥ 0,

∑
j

q(i, j) = 1.

Свойства бесконечных матриц подробно описаны в гл. 6. Там
было, в частности, показано, что строку a можно умножать на
матрицу Q и матрицу Q возводить в степень. Стохастическая ма-
трица Q представляет ограниченный оператор в пространстве l1

суммируемых последовательностей, имеющий норму единица.
Для Y = N марковское вероятностное пространство (Ω,F , P )

и счетная марковская последовательность x = (xt), xt ∈ Y , t ∈ T ,
определяется так же, как и для конечного Y = {1, . . . , m}. Со-
храняются равенства для марковского свойства и распределения
случайной переменной xn:

P (y0, y1, . . . , yn) = a(y0)
n∏
t=1

q(yt−1, yt),

P (xn = j | xn−1 = i, xn−2, . . . , x0) = P (xn = j | xn−1 = i) = q(i, j),

p(n) = aQn, n ≥ 1.

Примеры счетных марковских цепей с различным содержа-
нием есть в [41, гл. 4] и в [106, т. 1, гл. 15, § 2]. Вероятностное про-
странство последовательностей и счетные случайные процессы
на нем подробно описаны в [41, гл. 2].

2. Счетные цепи Маркова делятся на классы, аналогич-
ные классам конечных цепей. Отличия подробно описаны в [122,
гл. 8].

Регулярная марковская цепь определяется свойством пере-
ходной матрицы Q иметь степень Qk, все элементы которой
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q(k)(i, j) > 0. Для регулярной цепи существует предельная пе-
реходная матрица Q∞ = lim

k→∞
Qk, все строки которой равны пре-

дельному распределению p = (p(j)): p(j) = lim
k→∞

q(k)(i, j), j ≥ 1,

при любом i ≥ 1. Для предельного распределения p верно равен-
ство pQ = p. Если начальное распределение равно предельному,
то цепь становится стационарной: p(n) = a = p.

3. Назовем значения i, j цепи связанными, если q(k)(i, j)> 0,
q(l)(j, i) > 0 для некоторых k, l. Это означает, что при любом
t ≥ 0 возможны траектории цепи, проходящие через точки (t, i),
(t + k, j), и траектории, проходящие через точки (t, j), (t + l, i).
Отношение связанности симметрично. Так как

Q0 = I, Qk+l = QkQl,

то оно рефлексивно и транзитивно. Значит (п. 1.3.2), отношение
связанности разбивает множество значений цепи на множества
значений, связанных друг с другом и не связанных со значениями
других множеств. Эти множества называются замкнутыми.

Марковскую цепь можно представить ориентированным гра-
фом, вершинами которого служат значения цепи. Возможные
переходы за один шаг и их вероятности описываются стрелками
с величинами этих вероятностей (> 0). Замкнутые множества
представляются связными компонентами такого графа. Для каж-
дых двух вершин такой компоненты есть пути, ведущие из одной
в другую. И для каждой ее вершины нет путей, ведущих к вер-
шинам, не принадлежащим компоненте.

Если замкнутое множество состоит из одного единственного
значения, то это значение называется поглощающим или ловуш-
кой. Из ловушки нет стрелок к другим вершинам.

Пример.

a = (1/2, 1/2, 0),

Q =

⎛⎝ 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2
0 0 1

⎞⎠ ,

0 1 2 3
↓ ↘

1 1 2 3
↓ ↘ ↓ ↘

2 1 2 3
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Ненулевые величины вероятностей не выписаны: все они рав-
ны 1/2. Ловушкой является значение 3.

Марковским цепям с поглощающими значениями посвящена
отдельная глава в [40] и параграф в [41].

4. При большом конечном или бесконечном счетном мно-
жестве значений цепи их целесообразно группировать. Если пе-
реходные вероятности удовлетворяют определенным условиям,
то для полученной агрегированной цепи сохранится марковское
свойство. Эти условия заключаются в том, что вероятности пе-
рехода за один шаг из каждого значения данной группы в выбран-
ную группу агрегирующего разбиения должны быть одинаковы.

Рассмотрим разбиение (Y (m)) множества Y значений цепи
и два произвольных его множества Y (k), Y (l). Пусть вероятности

q(i, Y (l)) =
∑
j∈Y (l)

q(i, j)

не зависят от i ∈ Y (k). Тогда (Y (m)) служит множеством зна-
чений для агрегированной марковской цепи с переходными ве-
роятностями q(Y (k), Y (l)) = q(i, Y (l)), i ∈ Y (k). Агрегированные
марковские цепи подробно описаны в [40, гл. 6].

5. Классические примеры дискретных цепей Маркова свя-
заны с моделями случайных блужданий частицы по линейной,
плоской или пространственной решеткам. В простейшем слу-
чае переходы за один шаг возможны только в соседние состоя-
ния. Многие интересные и важные задачи описываются моделями
с различными экранами: поглощающими, отражающими и эла-
стичными.

Случайным блужданиям посвящена обширная литература
[101, 97]. Примеры некоторых простых моделей подробно опи-
саны в [106, т. 2, гл. 12] и [122, гл. 1]. Им посвящены отдель-
ные параграфы в [41, гл. 5]. Там же рассматриваются суммы
независимых целочисленных случайных величин. В [6, гл. 1] опи-
сывается связь модели случайных блужданий с важным классом
ветвящихся процессов.

Дискретные марковские цепи и их применения в различных
областях описаны в [114, гл. 9]. Там, в частности, рассматри-
вается связь марковских цепей с теорией потенциала.
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10.2.4. Однородные марковские процессы

Подробному описанию марковских процессов как случайных
процессов, обладающих марковским свойством, посвящены от-
дельные главы в [106, 10, 19]. Однородные марковские процессы
выделяются своей относительной простотой и важными примене-
ниями.

1. Будем считать, что T = {0, 1, 2, . . .} или T = [0,∞[, и го-
ворить соответственно о дискретном или непрерывном времени.
В качестве множества значений выберем измеримое простран-
ство (Y,B), предполагая измеримыми все точечные множества:
{y} ∈ B, y ∈ Y .

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,F , P ) и семей-
ство случайных переменных xt : Ω → Y , t ∈ T . Будем предпо-
лагать, что для каждого исхода ω ∈ Ω и момента v ∈ T суще-
ствует исход ω(v) ∈ Ω такой, что xt(ω(v)) = xt+v(ω) при всех
t ∈ T . Рассмотрим также σ-алгебру F0 = σ(xt, t ∈ T ), порожден-
ную прообразами x−1

t (B), t ∈ T , и σ-алгебру At = σ{xs, s ≤ t},
порожденную прообразами x−1

s (B), s ≤ t, для данного t ∈ T . Ал-
гебра F0 описывает будущее семейства (xt), а алгебра At — его
прошлое до момента t включительно. Для каждой точки y ∈ Y
выберем семейство начальных вероятностей Py на F0.

2. Основные свойства однородного марковского процесса
определяет его переходная функция Q(t, y, B), t ∈ T , y ∈ Y ,
B ∈ B, обладающая свойствами:

(1) Q(t, y, ·) — вероятность на B;
(2) Q(t, ·, B) — измеримая функция на B;
(3) Q(0, y, ·) — точечная мера на B;
(4) Q(t + v, y, B) =

∫
Q(v, ·, B) dQ(t, y, ·).

Здесь Q(v, y, B) выражает вероятность перехода из точки (t, y)
в множество (t+v, B) при любом t ∈ T . В частности, Q(0, y, B) =
δ(y, B) = 1 при y ∈ B и Q(0, y, B) = δ(y, B) = 0 при y /∈ B.
Измеримость и ограниченность функции Q(t, ·, B) позволяет ин-
тегрировать ее по мере Q(v, y, ·). Равенство (4) называется урав-
нением Чепмена — Колмогорова. Оно обеспечивает согласован-
ность конечномерных распределений и марковское свойство опре-
деляемого марковского процесса. Формулы и доказательства для
общего случая есть в [19, гл. 8]. Равенство (4) имеет простой ве-
роятностный смысл: оно означает, что вероятность траектории
из точки (0, y) попасть в множество (t+ v, B) равна вероятности
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из (0, y) попасть в какую-нибудь точку (t, z), а из нее в множество
(t + v, B).

3. Семейство начальных вероятностей Py, y ∈ Y , и переход-
ная функция Q составляют однородное марковское семейство,
если для каждых t, v ∈ T , y ∈ Y , B ∈ B:

(5) процесс (xt) марковский на (Ω,F0, Py);
(6) P (xt+v ∈ B | xt = y) = Q(v, y, B);
(7) Py(x0 = y) = 1.

Равенство (7) означает, что рассматриваемый процесс начинает-
ся в точке (0, y) или что траектория процесса выходит из этой
точки.

Теоремы о существовании однородных и неоднородных мар-
ковских семейств для пространства Y и его борелевской σ-алгеб-
ры B доказаны в [19, гл. 8].

Для дискретного пространства Y значения переходной функ-
ции Q получаются суммированием значений элементарной пере-
ходной функции

q(t, y, z) = Q(t, y, {z}), z ∈ Y.

Если мера Q(t, y, ·) имеет плотность q(t, y, ·) = Q(t, y, ·)/dz
по мере dz (п. 3.3.6), то значения получаются интегрированием:

Q(t, y, B) =
∫
B

q(t, y, z) dz.

Если мера dz считающая, то интеграл превращается в сумму.
Выделяется случай, когда Y ⊆ Rm и dz — мера Лебега.

Каждый процесс с независимыми приращениями является
марковским. В частности, марковскими являются пуассоновский
и винеровский процессы. Элементарная переходная функция
стандартного пуассоновского процесса определяется равенством

q(t, y, y+ n) = e−αt(αt)n/n!,

где α > 0, t ≥ 0, y ∈ Z, n ∈ N. Для винеровского процесса верно
равенство

q(t, y, z) = (2πt)−1/2e−(z−y)2/(2t),

где t > 0 и y, z ∈ R.
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4. С однородным марковским процессом естественно связаны
полугруппы операторов (п. 4.10) на соответствующих простран-
стве мер и пространстве функций.

Для измеримого пространства (Y,B) определены банахово
пространство F ограниченных измеримых числовых функций
на Y с sup-нормой и пространство M вещественных мер с ограни-
ченными вариациями. Эти пространства подробно описаны в [45,
гл. 5, 6] и [108, гл. 3, 4]. Равенство

〈μ, f〉 =
∫
f dμ

устанавливает связь между F и M : каждой мере μ ∈ M соот-
ветствует линейный функционал 〈μ, ·〉 на F , а каждой функции
f ∈ F — функционал 〈·, f〉. Нормы элементов и соответствую-
щих функционалов совпадают. Пространство M вкладывается
в сопряженное к F , и наоборот.

Однородной переходной функции Q ставятся в соответствие
два семейства операторов, индексированные элементами t ∈ T :

Qtf(y) =
∫
f dQ(t, y, ·), μQt(B) =

∫
Q(t, ·, B) dμ.

Эти семейства операторов на своих пространствах обладают сле-
дующими свойствами [19, гл. 8]:

(а) операторы Qt линейные, сжимающие, монотонные и нор-
мированные;

(б) Q0 = id;
(в) для всех t, v ∈ T верно равенство

Qt+v = QtQv .

Последнее равенство оправдывает экспоненциальную форму за-
писи индексов. Для дискретного времени T = {0, 1, 2, . . .} семей-
ство Qt получается возведением в степень оператора Q = Q1.

Нормированность операторов Qt означает, что Qt1 = 1 и
μQt(Y ) = μ(Y ). Сжатие означает, что ‖Qt‖ ≤ 1. Монотонность,
благодаря линейности, эквивалентна положительности: Qtf ≥ 0
при f ≥ 0. С учетом (а) равенство (в) означает, что операторы Qt
образуют сжимающую полугруппу операторов (п. 4.10.2). По ра-
венству (б) ей принадлежит единица — тождественный оператор.



684 10.2. Марковские процессы

Зависимость от t отмечают термином однопараметрическая. Та-
кие полугруппы подробно описаны в [43].

5. Для дискретного времени T = {0, 1, 2, . . .} полугруппа
Qt, t ∈ T , определяется оператором Q1 или переходной функцией
Q(1, ·, ·).

Для непрерывного времени T = [0,∞[ ее определяет инфини-
тезимальный оператор A со значениями

Af = lim
t→0+

t−1(Qtf − f)

(сходимость по норме). Примеры есть в [19, гл. 10].
Главными результатами для порождающих полугруппы опе-

раторов является теорема Хилле — Иосиды (п. 4.10.2) и тео-
рема Стоуна (п. 4.10.4). Теорема Хилле — Иосиды формулирует
условия, при которых оператор порождает сильно непрерывную
полугруппу операторов. Теорема Стоуна формулирует условия,
при которых полугруппа выражается операторной экспонентой.
Связь сжимающих полугрупп операторов с марковскими процес-
сами подробно описана в [55, гл. 7].

Фундаментальным трудом по применению полугрупп в функ-
циональном анализе является книга [116]. Там есть доказатель-
ства всех использовавшихся утверждений о полугруппах операто-
ров. В частности, приведены десять экспоненциальных формул
для операторов [116, гл. 11]. Рассматривается экспонента с не-
ограниченным операторным показателем A, определяемая равен-
ством

eAt = lim
n→∞

(
I − t

n
A

)−n
.

Она также определяет некоторую полугруппу по правилу сложе-
ния показателей [116, гл. 12].

10.2.5. Уравнения эволюции и диффузии

Однородные марковские процессы тесно связаны с эволю-
ционными и диффузионными процессами. А инфинитезимальные
операторы связаны с операторными дифференциальными уравне-
ниями, описывающими эти процессы [19, гл. 10, 11; 6 , гл. 2, 3].
Эволюционные уравнения и уравнения диффузии описываются
в заключительной части книги, посвященной некорректным за-
дачам.
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1. Будем использовать те же обозначения, что и при опре-
делении инфинитезимального оператора в 10.2.4. Выберем f ∈ F
и рассмотрим функцию u : T → F со значениями

u(t) = Qtf, t ∈ T.
Предположим, что она непрерывно дифференцируема при t > 0
и u(t) → f , когда t → 0, t > 0. При этих условиях функция u
является единственным решением операторного эволюционного
уравнения

u̇ = Au.

Доказательство в более общем случае есть в [55, гл. 7].
Операторные уравнения рассматривались в п. 4.10.5; им по-

священа глава в части «Некорректные задачи».
2. Переходная плотность

q(t, y, z) = (2πt)1/2e−(z−y)2/(2t)

винеровского процесса является фундаментальным решением
классического уравнения диффузии

∂q

∂t
=

1
2
∂2q

∂z2
. (1)

Это значит, что функция q является решением уравнения (1) при
t > 0 и что меры с плотностью q(t, y, ·) слабо сходятся к точечной
мере δ(y, ·). Уравнение (1) называется прямым уравнением Кол-
могорова. Слабая сходимость эквивалентна сходимости соответ-
ствующих функций распределения во всех точках непрерывности
предельной функции.

Рассмотрим ограниченную непрерывную функцию f на R
и функцию

v(t, y) =

∞∫
−∞

f(z)q(t, y, z) dz.

Предположим, что для каждого ε > 0 и всех y ∈ R

y+ε∫
y−ε

q(t, y, y− z) dz → 0
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и существуют пределы

1
t

y+ε∫
y−ε

(y − z)q(t, y, z) dz = a(y),
1
t

y+ε∫
y−ε

(y − z)2q(t, y, z) dz = b(y).

Предположим также, что функция v непрерывно дважды диффе-
ренцируема по y при всех t > 0. При этих условиях v является
решением уравнения

∂v

∂t
= a(y)

∂v

∂y
+
b(x)

2
∂2v

∂y2
, (2)

удовлетворяющим начальному условию

v(t, y) → f(y), t→ 0, t > 0, y ∈ R.

Уравнение (2) называется обратным уравнением Колмогорова.
Коэффициенты a, b уравнения имеют ясный физический и вероят-
ностный смысл. Подробные объяснения и доказательства есть
в [106, т. 2, гл. 10; 55, гл. 7; 6, гл. 3]. Там кратко описана история
вопроса и указана литература.

Стохастические дифференциальные уравнения и их связь с
диффузионными процессами подробно описаны в [10, гл. 8; 77, 18].

10.3. Мартингалы

Вместе с марковскими процессами мартингалы являются
важным классом случайных процессов, составленных из зависи-
мых переменных. Они широко используются в теории и прило-
жениях.

В марковских процессах настоящее процесса определяет рас-
пределение его будущего, а в мартингалах оно определяет буду-
щее только в среднем. Но этого достаточно для решения многих
теоретических и прикладных задач.

Современной теории мартингалов посвящена книга [57].
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10.3.1. Мартингальные последовательности

Рассмотрим мартингалы с дискретным временем T = {0, 1, 2,
. . .}. Равенства для условных средних выполняются почти на-
верное.

1. Существо дела хорошо поясняет следующий простой при-
мер.

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,F , P ), состав-
ленное из отрезка Ω = [0, 1], борелевской алгебры F = B[0, 1]
и лебеговой меры P = dω. Введем для него шкалу Fn, n ≥ 0,
из σ-алгебр Fn = σ{Akn = [k2−n, (k + 1)2−n] : 0 � k < 2n}, по-
рожденных отрезками Akn, полученными последовательным де-
лением пополам отрезка [0, 1]. Заметим, что Fn ⊂ Fn+1 ⊂ F ,
n ≥ 0. Пространство (Ω,F , P ) и шкала (Fn) составляют градуи-
рованное вероятностное пространство (Ω,F , P, (Fn)).

Обозначим χkn индикатор отрезка Akn и рассмотрим случай-
ные величины

xkn = (k + 1/2)2−n · χkn, xn =
2n−1∑
k=0

xkn

и тождественную x(ω) = ω, ω ∈ [0, 1]. Ясно, что xn(ω) → x(ω),
n → ∞, равномерно. Это хорошо видно на графиках. Как легко
проверить.

Exkn = (k + 1/2)2−2n, Exn = Ex = 1/2, n ≥ 0.

Из определений следует, что функция xn измерима в алге-
бре Fn, но не измерима в алгебрах Fm при m < n. А функция x
измерима в F , но не измерима в Fn.

Легко проверить, что E(x | Fn) = xn. В самом деле, xn из-
мерима в Fn. Остается доказать равенство интегралов функций
x и xn на каждом множестве A ∈ Fn. Так как Fn порождена
конечным множеством отрезков Akn, 0 ≤ k < 2n, то это следует
из равенств

1∫
0

χkn(ω)x(ω) dω = (k + 1/2)2−2n =

1∫
0

χkn(ω)xn(ω) dω.



688 10.3. Мартингалы

Кроме того, из определений следует, что для всех n ≥ 0
верны равенства

1∫
0

χkn(ω)xn+1(ω) dω =

1∫
0

χkn(ω)xn(ω) dω.

Поэтому E(xn+1 | Fn) = xn, n ≥ 0. Так как Fn ⊂ Fn+1, то
xn измерима и в Fn+1. Следовательно, верно цепное правило:

E(E(x | Fn) | Fn+1) = E(E(x | Fn+1) | Fn) = xn.

Ясно, что условные средние E(x | Fn) = xn с увеличением но-
мера n приближают x все точнее сравнительно со средним Ex =
1/2. Все равенства для условных средних выполняются почти
наверное.

По индукции для каждого m ≥ 1 доказывается равенство

E(xn+m | Fn) = xn.

Оно уточняет утверждение, что в последовательности случайных
величин (xn) настоящее в среднем определяет будущее. Имея
в виду это равенство и измеримость xn в алгебре Fn, говорят,
что последовательность (xn) есть мартингал,, согласованный со
шкалой (Fn).

2. Рассмотрим градуированное вероятностное пространство
(Ω,F , P, (Fn)), составленное из вероятностного пространства
(Ω,F , P ) и возрастающей по вложению последовательности σ-ал-
гебр Fn: Fn ⊆ Fn+1 ⊆ F , n ≥ 0. Обозначим Mn алгебру функ-
ций Ω → R, измеримых в Fn. Ясно, что Mn ⊆ Mn+1 ⊆ M , где
M — алгебра функций, измеримых в F . Последовательность
(Fn) естественно считать шкалой, а приближение функции из M
функциями из Mn — ее измерениями в этой шкале. Чем больше
номер n деления шкалы, тем точнее измерение. На примере в п. 1
это хорошо видно.

В литературе по случайным процессам вместо термина
шкала используются термины поток, фильтрация, стохастиче-
ский базис [122, гл. 7; 10, гл. 4; 57, гл. 1] Каждый из этих тер-
минов связан с определенными приложениями теории мартинга-
лов. В чисто математическом плане градуированное вероятност-
ное пространство естественно связано с понятием индуктивного
предела направленности мер [85, 65].
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Будем говорить, что последовательность (xn) случайных ве-
личин xn ∈ Mn градуирована по своей естественной шкале σ-ал-
гебр Fn = σ{xm : m ≤ n}, определяющих прошлое последова-
тельности в момент n ≥ 0.

Выделим среди рассматриваемых измеримых функций инте-
грируемые по мере P и обозначим Ln, L множества интегрируе-
мых функций из Mn, M .

3. Градуированная по шкале (Fn) последовательность слу-
чайных величин xn ∈ Ln называется мартингалом, если для каж-
дого n ≥ 0 и всех p ≥ n верно равенство

E(xp | Fn) = xn. (1)

Последовательность (xn) в п. 1 является мартингалом. Там ин-
тегрируемость рассматриваемых функций следует из их ограни-
ченности и измеримости.

Данное определение можно упростить.

Лемма. Последовательность xn ∈ Ln является мартинга-
лом, если для всех n ≥ 0 верно равенство

E(xn+1 | Fn) = xn. (2)

� Пусть p = n + m, m ≥ 1. При m = 1 равенство (1)
следует из (2). Предположим, что (1) верно для данного m, и до-
кажем, что тогда оно верно для m + 1. В самом деле, так как
Fn ⊆ Fn+m, то по цепному правилу для условных средних ра-
венству (2) и предположению индукции имеем

E(xn+m+1 | Fn) = E(E(xn+m+1 | Fn+m) | Fn) = E(xn+m | Fn)xn.

По принципу индукции отсюда следует, что равенство (1) верно
для всех p = n +m > n. Для p = n оно следует из xn ∈ Mn. �

Из равенства (2) следует, что в мартингале все случайные
величины имеют одно и то же среднее:

E(xn+1) = E(E(xn+1 | Fn)) = E(xn).

Классическим примером мартингала служат конечные суммы ря-
да интегрируемых независимых случайных величин. Рассмотрим
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последовательность интегрируемых независимых случайных ве-
личин um, m ≥ 0, на вероятностном пространстве (Ω,F , P ) и по-
следовательность сумм xn = u0 + u1 + · · · + un. Выберем есте-
ственную шкалу Fn = σ{um : m ≤ n}. Суммы xn измеримы
и интегрируемы вместе с um: xn ∈ Ln.

Так как xn ∈ Mn, то E(xn | Fn) = xn. А так как un+1

и um, m ≤ n, независимы и Fn = σ{um : m ≤ n}, то E(un+1 |
Fn) = E(un+1). Это следует из измеримости постоянной E(un+1)
в любой σ-алгебре и линейности интеграла. Поэтому

E(xn+1 | Fn) = E(xn + un+1 | Fn)
= E(xn | Fn) + E(un+1 | Fn) = xn +E(un+1).

Последовательность сумм xn является мартингалом тогда и толь-
ко тогда, когда E(un+1) = 0 для всех n ≥ 0. (При этом возможно
E(u0) �= 0.)

4. Каждая интегрируемая по мере P случайная величина x
на градуированном пространстве (Ω,F , P, (Fn)) порождает мар-
тингал xn = E(x | Fn).

В самом деле, из определения условного среднего следует,
что xn = E(x | Fn) ∈ Ln. А по цепному правилу

E(xn+1 | Fn) = E(E(x | Fn+1) | Fn)
= E(E(x | Fn) | Fn+1) = E(xn | Fn+1) = xn,

так как xn ∈Ln ⊆ Ln+1.
Мартингал xn = E(x | Fn) называется мартингалом Леви.

Такой мартингал рассматривался в п. 1. Мартингал Леви реа-
лизует идею приближения случайной величины последовательно-
стью условных средних.

5. В теории мартингалов вместе с ними рассматриваются по-
лумартингалы, определяемые заменой в равенстве для условных
средних знака = на ≥ или ≤. Мартингальные последовательно-
сти подробно описаны в [122, гл. 7].

Доказывается целый ряд неравенств для мартингалов и полу-
мартингалов, обобщающих классические неравенства для после-
довательностей независимых случайных величин. В частности,
приводится обобщение неравенства Колмогорова.

Доказываются различные предельные теоремы для мартин-
галов и полумартингалов и выводятся многочисленные следствия
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для последовательностей независимых случайных величин и их
сумм. Рассматривается вопрос об условиях абсолютной непре-
рывности и сингулярности вероятностных мер. Доказывается
альтернатива Какутани. Отдельный параграф посвящен цен-
тральной предельной теореме для сумм зависимых случайных ве-
личин.

10.3.2. Мартингальные процессы

Рассмотрим мартингалы с непрерывным временем T =
[0,∞[. Равенства для условных средних выполняются почти на-
верное.

1. Рассмотрим градуированное вероятностное пространство
(Ω,F , P, (Ft)), составленное из вероятностного пространства
(Ω,F , P ) и возрастающей по вложению направленности σ-алгебр
Ft: Ft ⊆ Fu ⊆ F , t < u; t, u ∈ T . Обозначим Mt, M алгебры
измеримых в Ft, F функций Ω → R. Назовем (Ft) шкалой. Об
этом термине можно повторить все сказанное в п. 10.3.1 для дис-
кретного времени. Для непрерывного времени иногда делаются
дополнительные предположения [57, гл. 1].

Будем говорить, что случайный процесс (xt) градуирован по
шкале (Ft), если xt ∈ Mt для каждого t ∈ T . Обозначим Lt, L
множества интегрируемых по мере P функций из Mt, M .

Градуированный по шкале (Ft) процесс называется мартин-
галом, если для каждого t ∈ T и всех u ∈ T , u ≥ t верно равенство

E(xu | Ft) = xt.

Каждая случайная величина x ∈ L на (Ω,F , P, (Ft)) по аналогии
с дискретным временем порождает мартингал Леви xt = E(x |
Ft), t ∈ T .

2. Каждый случайный процесс (xt) с независимыми прира-
щениями xu − xt, t < u и постоянными средними Ext = 0, t ∈ T ,
градуированный по своей естественной шкале Ft = σ{xs : s ≤ t},
является мартингалом. В самом деле, по определению xn − xt не
зависит от xs, s ≤ t (иногда считают x0 ≡ 0), и, следовательно,

E(xu | Ft) = E(xt + xu − xt | Ft)
= E(xt | Ft) + E(xu− xt | Ft) = xt +E(xu − xt) = xt.
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В частности, винеровский процесс является мартингалом при
естественной градуировке.

Рассмотрим квадратично интегрируемый мартингал (xt) с
естественной градуировкой (Ft): xt ∈ L 2(Ω,F , P ) и Ft = σ{xs :
s ≤ t}, t ∈ T . Докажем, что (xt) имеет некоррелированные при-
ращения xu−xt, t < u. Произведения (xt−xs)(xu−xt), s < t < u,
интегрируемы по мере P и

E((xt− xs)(xu − xt)) = E(E((xt− xs)(xu − xt) | Ft))
= E((xt− xs)E((xu− xt) | Ft)) = E((xt− xs)(xt − xt)) = 0.

Таким образом, квадратично интегрируемые мартингалы с
естественной градуировкой занимают промежуточное положение
между процессами с независимыми и с некоррелированными при-
ращениями.

3. По аналогии с последовательностями для процессов вме-
сте с мартингалами рассматриваются полумартингалы, опреде-
ляемые заменой в равенстве для условных средних знака = на ≥
или ≤. Мартингалы и полумартингалы подробно описаны в [19,
гл. 7; 10, гл. 4; 57].

Доказываются многочисленные равенства и неравенства, свя-
занные с мартингалами и полумартингалами. Часть из них верна
и для дискретного, и для непрерывного времени.

Доказываются разнообразные теоремы о сходимости. Выде-
ляются полумартингалы с положительными значениями. Пре-
дельные теоремы для них аналогичны классическим теоремам
для монотонных ограниченных функций.

Замечание. В общей теории рассматриваются обобщенные
[23] и квантовые [38, 117] случайные процессы, составленные со-
ответственно из обобщенных и операторных случайных перемен-
ных. Среди обобщенных выделяются процессы с независимыми
значениями.

Развивается также теория вероятностей на алгебраических
структурах, тесно связанная с теорией операторов и имеющая
широкие применения [25].



НЕКОРРЕКТНЫЕ ЗАДАЧИ

1. Определения и примеры

Рассмотрим основные определения и различные примеры об-
ратных и некорректных задач. Подобные задачи решались уче-
ными давно, но только к середине XX века обратные и некоррект-
ные задачи стали изучаться систематически и постепенно завое-
вывать право называться перспективной областью современной
науки. В части «Некорректные задачи» используются терминоло-
гия и система обозначений, принятые в специальной литературе.
Иногда они отличаются от общих, использующихся в предыду-
щих частях.

1.1. Об определении обратных и некорректных

задач

В отличие от обратных задач, для которых нет единого стро-
гого определения, термин «некорректная задача» означает, что
задача либо не имеет решения (в интересующем нас классе), либо,
напротив, имеет много решений (как минимум два), либо про-
цедура нахождения решения неустойчива (т. е. при малейшей
ошибке измерений полученное решение может как угодно сильно
отличаться от точного). Наибольшую сложность при решении
представляет собой именно третье свойство некорректных за-
дач — неустойчивость. Поэтому под некорректными задачами
часто подразумевают неустойчивые.

Для определения различных классов обратных задач следует
сначала договориться о том, что такое прямая задача. В самом
деле, «обратное» бывает не иначе как по отношению к чему-то
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«прямому». Рассмотрим в качестве примера задачи математиче-
ской физики.

В математической физике под прямыми задачами обычно
понимают задачи моделирования каких-либо физических полей,
процессов или явлений (электромагнитных, акустических, сей-
смических, тепловых и т. п.). В прямых задачах требуется найти
функцию, описывающую физическое поле или процесс в каждой
точке исследуемой области и в каждый момент времени (если
поле нестационарное). Для решения прямой задачи задаются:

1) область, в которой процесс изучается;
2) уравнение, описывающее данный процесс;
3) начальные условия (если процесс нестационарный);
4) условия на границе исследуемой области.

Например, для уравнения акустики можно поставить начально-
краевую прямую задачу следующим образом. В области

Ω ⊂ Rn с границей Γ = ∂Ω,
Rn — евклидово пространство,

(1)

требуется найти решение u(x, t) уравнения акустики

c−2(x)utt = Δu−∇ lnρ(x) · ∇u+ h(x, t), (2)

удовлетворяющее начальным условиям

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (3)

и граничным условиям

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= g(x, t). (4)

Здесь u(x, t) — акустическое давление; c(x) — скорость распро-
странения звука в среде; ρ(x) — плотность среды; h(x, t) — функ-
ция источников. Эта задача (как большинство прямых задач
математической физики) корректна, т. е. однозначно разрешима
и устойчива по отношению к малым вариациям данных. Дан-
ными для решения прямой задачи (1)–(4) являются область Ω,
коэффициенты c(x), ρ(x) и функция источника h(x, t) в уравне-
нии (2), начальные условия ϕ(x), ψ(x) в (3) и граничные условия
g(x, t) в (4).
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В обратной задаче помимо u(x, t) неизвестны некоторые
функции, входящие в прямую задачу. Эти неизвестные называ-
ются решением обратной задачи. Для их определения к заданным
уравнениям (1)–(4) добавляется какая-либо информация о реше-
нии прямой задачи— данные обратной задачи. (Иногда к данным
обратной задачи относят и известные коэффициенты прямой, ва-
риантов бывает очень много.) Пусть, например, дополнительной
информацией будет значение решения прямой задачи (1)–(4) на
границе

u|Γ = f(x, t). (5)

В обратной задаче требуется по данным f(x, t) определить не-
известные функции, входящие в формулировку прямой задачи.
В зависимости от того, какие из функций являются неизвест-
ными, обратные задачи математической физики можно разделить
на группы. Сделаем это на рассмотренном нами примере (1)–(5).

Классификация по искомым функциям. Обратная за-
дача (2)–(5) называется ретроспективной, если требуется вос-
становить начальные условия, т. е. функции ϕ(x) и ψ(x) из (3).
Обратная задача (2)–(5) называется граничной, если требуется
найти функцию, входящую в граничное условие (функцию g(x, t)).
Обратная задача (2)–(5) называется задачей продолжения, если
начальные условия (3) не известны, дополнительная информация
(5) и граничные условия (4) заданы только на части границы
Γ1 ⊆ Γ области Ω и требуется определить решение u(x, t) уравне-
ния (2) (продолжить решение внутрь области). Обратная задача
(2)–(5) называется задачей об источнике, если требуется опреде-
лить источник, т. е. функцию h(x, t) из уравнения (2). Обрат-
ная задача (2)–(5) называется коэффициентной, если требуется
восстановить коэффициенты (c(x) и ρ(x)), входящие в основное
уравнение.

Сразу же отметим, что данная классификация не является
полной. Бывает так, что не известны и начальные, и граничные
условия. Бывает, что неизвестной оказывается сама область Ω
(или часть ее границы).

Классификация по дополнительной информации. Воз-
можны и другие (помимо начально-краевой (2)–(4)) постановки
прямой задачи акустики (спектральная, рассеяния, кинематиче-
ская), в которых требуется найти соответствующие характери-
стики акустического процесса (собственные частоты, отраженные
волны, времена пробега волны и т. д.). Измерения этих характе-
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ристик экспериментаторами порождают новые классы обратных
задач акустики.

Наиболее доступными на практике являются измерения на
границе исследуемой области (5), но иногда измерительные при-
боры могут быть размещены внутри объекта:

u(xm, t) = fm(t), m = 1, 2, . . . , (6)

(внутренние задачи). В ретроспективных обратных задачах (по
аналогии с задачами оптимального управления) используются
так называемые финальные наблюдения

u(x, T ) = f̂ (x). (7)

При гармоническом режиме колебаний u(x, t) = eiwtū(x, ω) ста-
вятся обратные задачи рассеяния и дополнительная информация
задается, например, в виде

ū(x, ωα) = f̄(x, α), x ∈ X1, α ∈ Ω, (8)

где X1 — множество точек наблюдений; {ωα}α∈Ω — множество
частот, на которых ведутся наблюдения. В некоторых случаях
известны собственные частоты соответствующего дифференци-
ального оператора

ΔU −∇ lnρ · ∇U = λU

и различные характеристики собственных функций (спектраль-
ные обратные задачи). Иногда удается фиксировать в точках
{xk} времена прихода волн, порожденных локальными источни-
ками, сосредоточенными в точках {xm}:

τ(xm, xk) = f̃(xm, xk), xk ∈ X1, xm ∈ X2.

В этом случае задача восстановления скорости c(x) называется
обратной кинематической задачей.

Классификация по уравнениям. Итак, только для урав-
нения акустики мы получаем набор M1 различных обратных за-
дач в зависимости от количества и вида неизвестных функций,
совокупность которых будем обозначать символом q. С другой
стороны, можно получить M2 различных вариантов обратных
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задач в зависимости от количества и типа измеряемых величин
(дополнительной информации) — данных обратной задачи, сово-
купность которых будем обозначать через f . Тогда символически
обратную задачу можно записать в виде операторного уравнения

Aq = f, (9)

где A — оператор, действующий из пространства искомых эле-
ментов Q в пространство измеряемых величин F .

Заметим, что вместо уравнения акустики мы могли бы рас-
смотреть уравнения теплопроводности, переноса излучения, Ла-
пласа, Пуассона или систему уравнений Ламе, Максвелла и т. п.,
скажем, M3 различных вариантов. Но тогда только для уравне-
ний математической физики можно определить порядкаM1M2M3

различных обратных задач, многим из которых посвящены целые
монографии.

Замечание 1. Разумеется, можно еще более обобщить поня-
тие обратной задачи, поскольку иногда и сам закон (уравнение)
не известен. В этом случае требуется по результатам опытов
(наблюдений) установить закон (уравнение).

Открытию новых законов в математической форме (урав-
нений) предшествует множество экспериментов, размышлений
и дискуссий, и этот сложный (исторический) процесс вряд ли
стоит называть решением обратной задачи. Однако термин «об-
ратные задачи» все чаще проникает в самые разные разделы на-
учной литературы. Например, появляются попытки взглянуть на
математическую статистику как на обратную задачу по отноше-
нию к теории вероятностей. Очень много общего можно найти
между теорией обратных задач и теорией управления, распозна-
вания образов и многими другими областями знаний.

О структуре оператора A. Символически прямую задачу
можно записать в операторной форме

A1(Γ, c, ρ, h, ϕ, ψ, g) = u.

Это означает, что оператор A1 переводит множество прямой за-
дачи в решение прямой задачи u(x, t). Назовем A1 оператором
прямой задачи. В обратной задаче некоторые из данных прямой
задачи не известны. Обозначим совокупность этих неизвестных
через q, а сужение оператора A1 на q через Ā1. Оператор из-
мерений A2 переводит решение прямой задачи u(x, t) в дополни-
тельную информацию f , например A2u = u|Γ или A2u = u(xk, t),
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k = 1, 2, . . . . Тогда уравнение (9) принимает вид

Aq ≡ A2Ā1q = f,

где оператор A является результатом последовательного приме-
нения (суперпозицией) двух операторов Ā1 и A2, например в ре-
троспективной обратной задаче q = (ϕ, ψ), f = u(x, T ), Ā1q =
u(x, t), A2Ā1q = u(x, T ), в коэффициентной задаче q = (c, ρ),
f = u|Γ, Ā1q = u(x, t), A2Ā1q = u|Γ и т. д. Оператор пря-
мой задачи A1 обычно непрерывен (прямая задача корректна).
Оператор измерений, как правило, также непрерывен (измерять
стремятся устойчивые характеристики процесса). Суперпози-
ция A2Ā1 обычно бывает даже слишком хорошей (A = A2Ā1 в не-
корректных задачах — чаще всего вполне непрерывный опера-
тор). Тем труднее его обращать, т. е. решать обратную задачу
Aq = f . На простейшем примере (A — постоянное число) это
означает, что чем на меньшее число A мы умножим число q, тем
меньше (вообще говоря) будет ошибка (в случае приближенно
заданного q):

A(q + δq) = f̃ ,

т. е. оператор прямой задачи хороший. Но при решении обратной
задачи по приближенным данным f̃ = f + δf ошибка

δq = q̃ − q = δf/A

может быть очень велика, если число A достаточно мало.
Интерес к обратным и некорректным задачам возник в на-

чале XX века. В 1902 году Ж. Адамар сформулировал понятие
корректности постановки задач для дифференциальных уравне-
ний [56]. Корректной по Адамару называют задачу, решение
которой существует, единственно и непрерывно зависит от дан-
ных. Там же Адамар привел пример некорректной задачи (задача
Коши для уравнения Лапласа). В 1943 году А. Н. Тихонов ука-
зал на практическую важность подобных задач и возможность
устойчивого их решения. В пятидесятых и шестидесятых годах
XX века появился ряд новых подходов, которые стали основопо-
лагающими для теории некорректных задач и привлекли к ней
внимание многих математиков. С появлением мощных компью-
теров интерес к обратным и некорректным задачам стал стреми-
тельно расти. К настоящему времени обратные и некорректные
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задачи превратились в бурно развивающуюся область знаний,
проникающую практически во все сферы математики, включая
алгебру, анализ, геометрию, дифференциальные уравнения, ма-
тематическую физику, функциональный анализ, вычислительную
математику и т. д. В таблице ниже даны примеры корректных
и некорректных задач. Еще раз отметим, что так или иначе каж-
дую некорректную задачу (см. правую колонку таблицы) можно
сформулировать как обратную к некоторой корректной прямой
задаче (соответствующие задачи из левой колонки).

С другой стороны, теория обратных и некорректных задач
широко применяется для решения практических задач почти во
всех областях науки, в частности, в
• физике (квантовая механика, акустика, электродинамика
и т. д.);

• геофизике (сейсморазведка, электроразведка, гравиразведка,
магниторазведка, каротаж, магнитотеллурическое зондиро-
вание и т. д.);

• медицине (рентгеновская томография, ЯМР-томография,
УЗИ и т. д.);

• экологии (диагностика состояния воздуха, воды, космический
мониторинг и т. д.);

• экономике (теория оптимального управления, финансовая ма-
тематика и т. д.).
Не вдаваясь более в детали математических определений, от-

метим, что в большинстве случаев обратные и некорректные за-
дачи объединяет одно главное свойство — неустойчивость. В
большинстве интересных случаев обратные задачи являются не-
корректными и, наоборот, некорректную задачу, как правило,
можно свести к обратной по отношению к некоторой прямой (кор-
ректной) задаче.

Подводя итоги, можно сказать, что специалисты по обрат-
ным и некорректным задачам занимаются исследованием свойств
и методов регуляризации неустойчивых задач. Иначе говоря, со-
здаются и изучаются устойчивые методы приближения неустой-
чивых отображений. С информационной точки зрения теория
обратных и некорректных задач изучает отображения таблиц
данных с очень малой эпсилон-энтропией в таблицы с большой
эпсилон-энтропией [3].
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Корректные задачи Некорректные задачи

Арифметика

Умножение на малое число A Деление на малое число A
Aq = f q = A−1f (A, 1)

Алгебра

Умножение на матрицу Решение системы Aq = f

Aq = f в случаях, если A плохо

обусловлена, вырождена
или прямоугольна

Анализ

Интегрирование Дифференцирование

f(x) = f(0) +

x∫
0

q(ξ) dξ q(x) = f ′(x)

Дифференциальные уравнения

Задача Штурма — Лиувилля Обратная задача

u′′(x)− q(x)u(x) = λu(x), Штурма — Лиувилля

u(0)− hu′(0) = 0, {λn, ‖un‖2} → q(x).
u(1)−Hu′(1) = 0 Определение q(x)

по спектральным данным

{λn, ‖un‖}
Интегральная геометрия

Определение интеграла Определение q(x, y)∫
Γ(ξ,η)

q(x, y) ds = f(ξ, η) по семейству интегралов

вдоль кривой Γ(ξ, η)
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Продолжение таблицы

Корректные задачи Некорректные задачи

Интегральные уравнения

Уравнения Вольтерра Уравнения Вольтерра
и Фредгольма второго рода и Фредгольма первого рода

q(x) +

x∫
0

K(x, ξ)q(ξ) dξ = f(x)

x∫
0

K(x, ξ)q(ξ) dξ = f(x)

q(x) +

b∫
a

K(x, ξ)q(ξ) dξ = f(x)

b∫
a

K(x, ξ)q(ξ) dξ = f(x)

Операторные уравнения Aq = f

∃m > 0: ∀q ∈ Q A : D(A) ⊂ Q→ R(A) ⊂ F

m〈q, q〉 ≤ 〈Aq, q〉 A — компактный линейный
оператор

Гиперболические уравнения

Задача Коши Задачи Дирихле и Неймана.
utt = Δu, t > 0, Задача Коши с данными

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x). на времениподобной поверхности
Начально-краевая задача utt = Δu, x ∈ Ω,

u|Γ = g u|Γ1 = f1,
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ1

= f2

Параболические уравнения

ut = Δu, t > 0, x ∈ Ω. Задача Коши
Задача Коши с обратным временем
u|t=0 = f(x). −ut = Δu, t > 0, x ∈ Ω,

Начально-краевая задача u|t=0 = f.

u|t=0 = 0, Начально-краевая задача
u|Γ = g(x, t) с данными на части границы

ut = Δu, x ∈ Ω,

u|Γ1 = f1,
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ1

= f2, Γ1 ⊂ Γ
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Продолжение таблицы

Корректные задачи Некорректные задачи

Эллиптические уравнения

Δu = 0, x ∈ Ω, Δu = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn.

u|Γ = g или
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f Задача Коши.

или

(
αu+ β

∂u

∂n

) ∣∣∣∣
Γ

= h. Начально-краевая задача

Задачи Дирихле, Неймана,
с данными на части границы

Робина (смешанная)
Γ1 ⊂ Γ = ∂Ω

Прямые задачи Обратные коэффициентные задачи

utt = Δu− q(x)u, utt = Δu− q(x)u,
u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x); u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x),

u|Γ = f(t),
∂u

∂n

∣∣∣
Γ

= g;

ut = Δu− q(x)u, ut = Δu− q(x)u;

u|t=0 = 0; u|t=0 = 0, u|Γ = f ,
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= g;

∇(q(x)∇u) = 0, x ∈ Ω, ∇(q(x)∇u) = 0,

u|Γ = 0 или
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f2 u|Γ = g,
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f

1.2. Примеры обратных и некорректных задач

Пример 1 (алгебра, система линейных алгебраических урав-
нений). Рассмотрим систему линейных алгебраических уравне-
ний

Aq = f, (1)

где A — матрица размера m × n; q, f — векторы размерности
n и m соответственно. Пусть ранг матрицы равен min (m, n).
При m < n уравнение имеет много решений. При n < m решение
может не существовать. Если m = n, то система однозначно
разрешима для любой правой части. В этом случае обратный



1.2. Примеры обратных и некорректных задач 703

оператор A−1 (матрица) существует и, следовательно, ограничен
как линейный оператор в конечномерном пространстве. Таким
образом, выполнены все три условия корректности Адамара.

Выясним подробнее зависимость решения от возмущения
правой части f в случае невырожденной матрицы A. Вычитая
из возмущенного уравнения

A(q + δq) = f + δf (2)

исходное уравнение (1), получаем Aδq = δf , откуда δq = A−1δf ,
‖δq‖ ≤ ‖A−1‖‖δf‖. Кроме того, ‖A‖‖q‖ ≥ ‖f‖.

Из этих соотношений мы имеем неулучшаемую оценку для
относительной ошибки решения:

‖δq‖
‖q‖ ≤ ‖A‖‖A

−1‖‖δf‖‖f‖ . (3)

Таким образом, погрешность определяется константой μ(A) =
‖A‖‖A−1‖, которая называется числом обусловленности системы
(матрицы). Системы с относительно большим числом обусло-
вленности называют плохо обусловленными. Для нормированных
матриц (‖A‖ = 1) это означает, что в обратной матрице есть от-
носительно большие элементы и, следовательно, малые измене-
ния правой части могут привести к относительно большим (хотя
и конечным) изменениям в решении. Поэтому системы с плохо об-
условленными матрицами можно считать практически неустой-
чивыми, хотя формально задача корректна и выполнено условие
устойчивости ‖A−1‖ <∞. Например, матрица⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 a 0 . . . 0
0 1 a . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . a
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
при достаточно большом n и [a] > 1 плохо обусловлена, так как
обратная матрица содержит элементы вида an−1.

В случае возмущения матрицы оценка (3) принимает вид

‖δq‖
‖q‖ ≤ μ(A)

‖δA‖
‖A‖

(
1− μ(A)

‖δA‖
‖A‖

)
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(при ‖A−1‖‖δA‖ < 1).
Пусть m = n и определитель матрицы A равен нулю. Тогда

решение системы (1) может не существовать, а если существует,
то будет неединственным. Следовательно, для вырожденных ма-
триц A (detA = 0) задача Aq = f является некорректной.

Пример 2 (анализ, суммирование рядов Фурье). Задача
суммирования ряда Фурье состоит в нахождении функции q(x)
по ее коэффициентам Фурье.

Покажем, что задача суммирования рядов Фурье неустойчива
к малым в метрике l2 изменениям коэффициентов Фурье, если
уклонение суммы оценивать в метрике C(R). Положим

q(x) =
∞∑
k=1

fk cos kx

и придадим коэффициентам Фурье fk функции q(x) малые возму-
щения f̃k = fk + ε/k. Обозначим

q̃(x) =
∞∑
k=1

f̃k cos kx.

Коэффициенты рядов Фурье в метрике l2 отличаются на величину{ ∞∑
k=1

(fk − f̃k)2
}1/2

= ε

{ ∞∑
k=1

1
k2

}1/2

= ε
√
π2/6,

которая стремится к нулю при ε→ 0. Но разность самих функций

q(x)− q̃(x) = ε

∞∑
k=1

1
k

cos kx

может быть сделана сколь угодно большой, поскольку при x = 0
ряд расходится.

Таким образом, если уклонение суммы ряда брать в метрике
C(R), то суммирование ряда Фурье не является устойчивым.
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Пример 3 (геометрия). Пусть в пространстве расположено
тело, которое можно освещать с различных сторон. Если из-
вестна форма тела, задача определения очертания тени является
корректной. Обратная к ней задача восстановления формы тела
по проекциям (теням) на различных плоскостях является кор-
ректной только для выпуклых тел, поскольку, очевидно, впадину
таким образом обнаружить невозможно.

Одним из первых подобную задачу сформулировал и решил
Аристотель. Наблюдая тень Земли на поверхности Луны, он при-
шел к выводу, что Земля имеет шарообразную форму.

Пример 4 (интегральная геометрия по прямым). В компью-
терной томографии возникает задача определения функции двух
переменных q(x, y) по семейству интегралов∫

L(p,ϕ)

q(x, y) dl= f(p, ϕ),

взятых вдоль различных прямых L(p, ϕ) (p и ϕ — параметры,
определяющие прямую) в плоскости x, y. Эта задача не является
корректной, поскольку нарушено условие существования решения
для любой правой части f(ρ, ϕ).

Пример 5 (интегральная геометрия по окружностям). Рас-
смотрим задачу определения функции двух переменных q(x, y) по
интегралам от этой функции, вычисленным по семейству окруж-
ностей, центры которых лежат на фиксированной прямой.

Пусть функция q(x, y) определена и непрерывна для всех
(x, y) ∈ R2. Рассмотрим семейство окружностей с центрами,
лежащими на фиксированной прямой, в качестве которой, для
определенности, возьмем координатную ось y = 0. Окружность
(x − a)2 + y2 = r2, принадлежащую этому семейству, обозначим
через L(a, r). Задача состоит в определении функции q(x, y), удо-
влетворяющей уравнению∫

L(x,r)

q(ξ, τ) dl= f(x, r), (4)

где f(x, r) — функция, заданная для всех x ∈ (−∞,∞) и r > 0.
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В классе непрерывных функций решение этой задачи не яв-
ляется единственным, поскольку для любой непрерывной функ-
ции q̃(x, y), обладающей свойством q̃(x, y) = −q̃(x,−y), интегралы∫

L(x,r)

q̃(ξ, τ) dl

равны нулю при всех x ∈ R и r > 0. В самом деле, заменяя
переменные ξ = x+ r cosϕ, τ = r sinϕ, получаем

∫
L(x,r)

q̃(ξ, τ) dl =

2π∫
0

q̃(x+ r cosϕ, r sinϕ)r dϕ

=

π∫
0

q̃(x+ r cosϕ, r sinϕ)r dϕ+

2π∫
π

q̃(x+ r cosϕ, r sinϕ)r dϕ. (5)

Последний интеграл с помощью замены переменной –ϕ = 2π − ϕ
и условия q̃(x, y) = −q̃(x,−y) можно преобразовать следующим
образом:

2π∫
π

q̃(x+ r cosϕ, r sinϕ)r dϕ =

0∫
π

q̃(x+ r cos ϕ̄,−r sin ϕ̄)r d –ϕ

= −
π∫

0

q̃(x+ r cos ϕ̄, r sin –ϕ)r d –ϕ.

Подставив это выражение в (5), получим∫
L(x,r)

q̃(ξ, τ) dl = 0

для x ∈ R, r > 0.
Следовательно, если q(x, y) — решение задачи (4), то функ-

ция q(x, y) + q̃(x, y), где q̃(x, y) — любая непрерывная функция со
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свойством q̃(x, y) = −q̃(x,−y), также будет решением задачи (4).
Поэтому задачу можно переформулировать как задачу об опреде-
лении только четной по y части функции q(x, y).

В рассмотренной задаче нарушено также первое условие кор-
ректности: при некоторых f(x, r) решение может не существо-
вать. Однако единственность решения в классе четных по y
функций доказать можно.

Пример 6 (дифференциальное уравнение). Скорость радио-
активного распада пропорциональна количеству радиоактивного
вещества с коэффициентом пропорциональности q1, называемым
коэффициентом распада. Процесс радиоактивного распада опи-
сывается решением задачи Коши для обыкновенного дифферен-
циального уравнения

du

dt
= −q1u(t), t ≥ 0, (6)

u(0) = q0, (7)
где u(t) — количество вещества в данный момент времени, а q0 —
количество радиоактивного вещества в начальный момент вре-
мени.

Прямая задача: зная постоянные q0 и q1, определить, как
будет изменяться количество вещества u(t) с течением времени.
Очевидно, что эта задача корректна. Более того, ее решение
может быть представлено в явном виде:

u(t) = q0e
−q1t, t ≥ 0.

Предположим теперь, что коэффициент распада q1 и перво-
начальное количество q0 радиоактивного вещества не известны,
но можно измерять количество радиоактивного вещества u(t) для
некоторых t.

Обратная задача заключается в определении коэффициен-
та q1 в (6) и начального условия q0 по дополнительной информа-
ции о решении прямой задачи u(tk) = fk, k = 1, 2, . . . , N [11].

Пример 7 (система дифференциальных уравнений). Про-
цесс химической кинетики описывается решением задачи Коши
для системы линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений

dui
dt

= qi1u1(t) + qi2u2(t) + · · ·+ qinun(t), (8)

ui(0) = q̄i, i = 1, . . . , N. (9)
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Здесь ui(t) — концентрация i-го вещества в момент времени t.
Постоянные параметры qij характеризуют зависимость скорости
изменения концентрации i-го вещества от концентрации веществ,
участвующих в процессе.

Прямая задача: определить ui(t), зная параметры qij и кон-
центрации q̄i в начальный момент времени.

Для системы дифференциальных уравнений (8) может быть
сформулирована следующая обратная задача. В течение неко-
торого интервала времени t ∈ [t1, t2] измеряются концентрации
веществ ui(t), i = 1, . . . , N , и требуется определить величины
параметров qij , т. е. по решению системы дифференциальных
уравнений (8) требуется найти ее коэффициенты. Эта обратная
задача может рассматриваться в двух вариантах. В первом слу-
чае начальные условия (9) известны, т. е. q̄i заданы и измеряются
решения ui(t), соответствующие этим q̄i. Во втором варианте
q̄i не известны и их нужно определить вместе с qij [11].

Пример 8 (дифференциальное уравнение второго порядка).
Пусть по прямой движется частица единичной массы. Движение
обусловлено тем, что на частицу действует сила q(t), которая
меняется во времени. Если в начальный момент времени t = 0
частица находилась в начале координат x = 0 и имела нуле-
вую скорость, то в соответствии с законом Ньютона движение
частицы будет описываться функцией u(t), удовлетворяющей за-
даче Коши:

ü(t) = q(t), t ∈ [0, T ], (10)
u(0) = 0, u̇(0) = 0. (11)

Здесь u(t) — положение частицы в момент времени t. Предпо-
ложим теперь, что сила q(t), действующая на частицу, не из-
вестна, но в каждый момент времени (или в отдельных точках
отрезка [0, T ]) мы можем измерять положение частицы u(t) и хо-
тим по u(t) восстановить q(t). Таким образом, мы получили сле-
дующую обратную задачу: найти правую часть уравнения (10)
(функцию q(t)), если известно решение задачи (10), (11) (функ-
ция u(t)).

Покажем неустойчивость этой обратной задачи. Пусть u(t) –
решение прямой задачи для некоторого q(t). Рассмотрим следую-
щие возмущения решения прямой задачи:

un(t) = u(t) +
1
n

cos(nt).
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Этим возмущениям соответствуют правые части

qn(t) = q(t)− n cos(nt).
Очевидно, что ‖u−un‖C[0,T ] → 0 при n→∞, а ‖q− qn‖c[0,T ] →∞
при n→∞.

Таким образом, задача определения правой части линейного
дифференциального уравнения (10), (11) по его решению неустой-
чива.

Отметим, что если u(t) задана при всех t ∈ [0, T ], то обратная
задача сводится к двукратному дифференцированию.

Пример 9 (интегральное уравнение Фредгольма первого ро-
да). Рассмотрим задачу решения интегрального уравнения Фред-
гольма первого рода

b∫
a

K(x, s)q(s) ds= f(x), c ≤ x ≤ d, (12)

в которой по заданному ядру K(x, s) и функции f(x) требуется
найти решение q(s). Предположим, что K(x, s), Kx(x, s), Ks(x, s)
непрерывны в прямоугольнике c ≤ x ≤ d, a ≤ s ≤ b, f(x) ∈ C[c, d]
и q(s) ∈ C[a, b]. Задача решения уравнения (12) является некор-
ректной, поскольку решение существует не для любой функции
f(x) ∈ C[c, d]. Для доказательства достаточно взять функцию
f(x), непрерывную на [c, d], но не являющуюся дифференцируе-
мой на этом отрезке. Для такой правой части f(x) уравнение не
может иметь непрерывное решение q(s), поскольку из условий на
ядро K(x, s) следует, что для любой непрерывной функции q(s)
интеграл, стоящий в левой части (12), можно дифференцировать
по параметру x.

Для уравнения (12) не выполнено также условие непрерывной
зависимости решения от исходных данных. Рассмотрим последо-
вательность функций

qn(s) = q(s) + n sin(n2s), n = 0, 1, 2, . . . .
Подставляя вместо q(s) выражение для qn(s) в уравнение (12),
получаем

fn(x) =

b∫
a

K(x, s)qn(s) ds = f(x) +

b∫
a

K(x, s)n sin(n2s) ds,

n = 0, 1, . . . .
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Оценим ‖fn − f‖C[c,d]. Так как

|fn(x)− f(x)| ≤
∣∣∣∣∣∣
b∫
a

K(x, s)n sin(n2s) ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣− 1
n

cos(n2s)K(x, s)|ba +
1
n

b∫
a

Ks(x, s) cos(n2s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ K1/n,

где постоянная K1 не зависит от n, мы приходим к неравенству

‖fn − f‖C[c,d] ≤ K1/n, n = 0, 1, . . . .

С другой стороны, из определения последовательности qn(s) сле-
дует, что

‖qn − q‖C[a,b] →∞ при n→∞.
Таким образом, исходные данные fn(x) сколь угодно близки к
f(x) при n → ∞, а соответствующие решения qn(s) не сходятся
к q(s) при n → ∞, что и означает отсутствие непрерывной зави-
симости.

Пример 10 (интегральное уравнение Вольтерра первого
рода). Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра первого
рода

x∫
0

K(x, s)q(s) ds= f(x), 0 ≤ x ≤ 1. (13)

Предположим, что функция K(x, s) непрерывна, имеет первые
частные производные при 0 ≤ s ≤ x ≤ 1 и K(x, x) = 1 для
x ∈ [0, 1]. Предположим также, что q(s) ищется в пространстве
C[0, 1], а f(x) ∈ C0[0, 1], где C0[0, 1] — пространство непрерывных
на [0, 1] функций таких, что f(0) = 0, с равномерной метрикой.

Пример 11 (задача Коши для уравнения Лапласа). Пусть
u = u(x, y) — решение следующей задачи:

Δu = 0, x > 0, y ∈ R, (14)
u(0, y) = f(y), y ∈ R, (15)
ux(0, y) = 0, y ∈ R. (16)
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Если данные f(y) представимы в виде

f(y) = fn(y) = u(0, y) =
1
n

sin(ny),

то решением задачи (14)–(16) является функция

un(x, y) =
1
n

sin(ny)(enx + e−nx), n ∈ N. (17)

Решение un(x, y) при любом фиксированном x > 0 стремится
к бесконечности при n → ∞, в то время как fn(y) стремится
к нулю при n → ∞. Следовательно, сколь угодно малое изме-
нение данных задачи в Cl или W l

2 (при любом l < ∞) приводит
к отнюдь не малым вариациям решения, т. е. задача (14)–(16)
является некорректной.

Пример 12 (обратная задача для уравнения в частных про-
изводных первого порядка). Пусть q(x) непрерывна, а ϕ(x) не-
прерывно дифференцируема для всех x ∈ R. Тогда задача Коши

ux − uy + q(x)u = 0, (x, y) ∈ R2, (18)
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, (19)

поставлена корректно. Рассмотрим обратную задачу восстано-
вления q(x) по дополнительной информации о решении задачи
(18), (19):

u(0, y) = ψ(y), y ∈ R. (20)

Решение задачи (18), (19) находится по формуле

u(x, y) = ϕ(x+ y) exp

⎛⎝ x∫
x+y

q(ξ) dξ

⎞⎠ , (x, y) ∈ R2.

Условие (20) приводит к равенству

ψ(y) = ϕ(y) exp

⎛⎝ 0∫
y

q(ξ) dξ

⎞⎠ , y ∈ R. (21)
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Таким образом, выполнение условий
1) ϕ(y) и ψ(y) непрерывно дифференцируемы для y ∈ R, т. е.

ϕ, ψ ∈ C1(R);
ıtem2) ψ(y)/ϕ(y)> 0, y ∈ R; ψ(0) = ϕ(0)

необходимо и достаточно для существования решения обратной
задачи, которое можно вычислить по формуле

q(x) = − d

dx

[
ln
ψ(x)
ϕ(x)

]
, x ∈ R. (22)

Если же ϕ и ψ только непрерывны, т. е. ϕ, ψ ∈ C(R), то задача
будет некорректной.

Пример 13 (задача Коши для уравнения теплопроводности
с обратным временем). Задача Коши с обратным временем фор-
мулируется следующим образом: найти значения функции u(x, t),
удовлетворяющей уравнению

ut = uxx, 0 < x < π, t > 0, (23)

и граничным условиям

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0, (24)

в начальный момент времени

u(x, 0) = q(x), 0 ≤ x ≤ π, (25)

если известны ее значения в фиксированный момент времени t =
T > 0:

u(x, T ) = f(x), 0 ≤ x ≤ π. (26)

Эта задача является обратной по отношению к задаче определе-
ния функции u(x, t), удовлетворяющей (23)–(25) с заданной функ-
цией q(x). Решение прямой задачи (23)–(25) имеет вид

u(x, t) =
∞∑
n=1

e−n
2tqn sinnx, (27)

где {qn} — коэффициенты Фурье функции q(x):

qn =
2
π

π∫
0

q(x) sin (nx) dx.
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Полагая t = T в (27), получим

f(x) =
∞∑
n=1

e−n
2T qn sinnx, x ∈ [0, π], (28)

откуда
qn = fne

n2T , n = 1, 2, . . . ,

где {fn} — коэффициенты Фурье функции f(x).
Но коэффициенты Фурье {qn} однозначно определяют функ-

цию q(x) из L2(0, π). Следовательно, решение обратной задачи
единственно в L2(0, π). Заметим, что условие (25) выполняется
в предельном смысле:

lim
t→+0

π∫
0

[u(x, t)− q(x)]2 dx = 0.

Для существования решения обратной задачи (23)–(26) необхо-
димо и достаточно, чтобы выполнялось условие

∞∑
n=1

f2
ne

2n2T <∞,

которое, очевидно, не может быть выполнено для любой функции
f ∈ L2(0, π).

Пример 14 (коэффициентная обратная задача теплопровод-
ности). Решение u(x, t) краевой задачи для уравнения теплопро-
водности

cρut = (kux)x − αu+ f, 0 < x < l, 0 < t < T, (29)
u(0, t)− λ1ux(0, t) = μ1(t), 0 ≤ t ≤ T, (30)
u(l, t)− λ2ux(l, t) = μ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (31)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (32)

описывает многие физические процессы (распространение тепла
в стержне, диффузию в полой трубке и т. д.). Коэффициенты,
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входящие в уравнение и граничные условия, представляют со-
бой характеристики исследуемой среды. Если задача (29)–(32)
описывает процесс распространения тепла в стержне, коэффици-
енты c и k являются соответственно коэффициентами теплоем-
кости и теплопроводности и характеризуют материал, из кото-
рого изготовлен стержень. В этом случае прямая задача состоит
в определении температуры в стержне в точке x в момент вре-
мени t (функции u(x, t)) по известным величинам c, ρ, k, α, f , λ1,
λ2, μ1, μ2, ϕ. Предположим теперь, что все коэффициенты и функ-
ции, определяющие решение u(x, t), известны, кроме коэффициен-
та теплопроводности k = k(x), но мы можем измерить темпера-
туру стержня в некоторой внутренней точке x0: u(x0, t) = f(t),
0 ≤ t ≤ T . Возникает обратная задача: определить коэффициент
теплопроводности k(x), если задана функция f(t) и все осталь-
ные функции в (29)–(32). Аналогично могут быть поставлены
и другие обратные задачи, включая случаи C = C(u), k = k(u)
и т. д. [2].

Пример 15 (интерпретация показаний физических прибо-
ров). Действия многих приборов, регистрирующих нестационар-
ные физические поля, описываются следующей схемой: на вход
прибора поступает сигнал q(t), а на выходе прибора регистри-
руется функция f(t). В простейшем случае функции q(t), f(t)
связаны соотношением

t∫
0

g(t− τ)q(τ) dτ = f(t). (33)

Функция g(t) в этом случае называется импульсной переходной
функцией прибора. Теоретически g(t) представляет собой функ-
цию, которая регистрируется прибором в случае, когда на вход
прибора поступает обобщенная функция δ(t) — дельта-функция

Дирака:
t∫
0

g(t−τ)δ(t) dτ = g(t). На практике для получения функ-

ции g(t) на вход подают достаточно короткий и мощный импульс.
Тогда регистрируемая на выходе функция будет в определенном
смысле близка к импульсной переходной функции.

Таким образом, задача интерпретации показаний прибора,
т. е. определения формы поступившего сигнала (функции q(t)),
сводится к решению интегрального уравнения первого рода (33).
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Связь между поступающим на вход прибора сигналом q(t)
и регистрируемой на выходе функцией f(t) может быть и более
сложной. В случае «линейного» прибора эта связь имеет вид

t∫
0

K(t, τ)q(τ) dτ = f(t).

Возможна и нелинейная связь между функциями q(t), f(t):
t∫

0

K(t, τ, q) dτ = f(t).

По данной схеме работают, в частности, приборы, регистрирую-
щие переменные электромагнитные поля, режимы давлений и на-
пряжений в сплошной среде, сейсмографы, регистрирующие ко-
лебания земной поверхности и т. д.

Замечание 1. Для решения простейшего уравнения (33) мо-
гут быть использованы преобразования Фурье или Лапласа. На-
пример, продолжим нулем все функции в (33) при t < 0, и пусть
g̃(λ), q̃(λ), f̃ (λ) — преобразования Фурье функций g(t), q(t) и f(t):

g̃(λ) =

∞∫
0

e⊂λtg(t) dt, q̃(λ) =

∞∫
0

e⊂λtq(t) dt, f̃(λ) =

∞∫
0

e⊂λtf(t) dt.

Тогда по теореме о свертке

g̃(λ)q̃(λ) = f̃(λ),

откуда, обращая преобразование Фурье, получаем формулу для
решения (33):

q(t) =
1

2π

∞∫
−∞

e−⊂λtq̃(λ) dλ=
1

2π

∞∫
−∞

e−⊂λt f̃ (λ)
g̃(λ)

dλ. (34)

Вычисления по формуле (34) неустойчивы, так как функция
g̃(λ) — преобразование Фурье импульсной переходной функции
прибора — для реальных приборов стремится к нулю при λ→∞
и, таким образом, сколь угодно малые помехи в определении f̃(λ)
для достаточно больших λ могут привести к большим изменениям
в решении q(t).
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Замечание 2. В случае, если g(t) постоянна, задача реше-
ния (33) есть задача дифференцирования.

Пример 16 (продолжение стационарных полей). К некор-
ректным задачам, эквивалентным задаче Коши для уравнения
Лапласа, приводят некоторые проблемы интерпретации гравита-
ционных и магнитных полей, связанные с поисками полезных ис-
копаемых. Если бы Земля была сферически-однородным шаром,
то напряженность гравитационного поля на поверхности была бы
постоянной. Неоднородности рельефа и распределения плотности
вещества служат причиной того, что напряженность гравитаци-
онного поля на поверхности Земли отклоняется от среднего зна-
чения. Эти отклонения в процентном отношении невелики, но хо-
рошо регистрируются физическими приборами — гравиметрами.
Данные гравитационных наблюдений используются при разведке
месторождений полезных ископаемых.

Задача гравиразведки заключается в том, чтобы по данным
гравитационных измерений сделать выводы о расположении и
форме неоднородностей под поверхностью.

Если расстояние между геологическими телами больше, чем
расстояние от тел до поверхности Земли, то положения тел со-
ответствуют локальным максимумам аномалий. В случае, ко-
гда расстояние между телами меньше расстояния от тел до по-
верхности, двум телам может соответствовать один локальный
максимум. При разведке полезных ископаемых геофизические из-
мерения и их интерпретация являются предварительным этапом.
Основной этап обнаружения месторождений — это бурение раз-
ведочных скважин и анализ данных бурения. Если на основании
вида аномалии делается заключение о том, что она порождена
одним телом, то место бурения естественно выбрать в центре
аномалии. Однако если заключение было ошибочным, то сква-
жина может пройти между интересующими нас телами. Такая
ситуация неоднократно встречалась в практике геологоразведоч-
ных работ. Поэтому было высказано следующее предложение:
нужно рассчитать аномальное гравитационное поле на некото-
рой глубине под поверхностью Земли по данным гравитацион-
ных измерений на поверхности Земли (т. е. решить задачу Коши
для уравнения Лапласа). Если на глубине аномалия сохранит
один локальный максимум, то можно с большой достоверностью
считать, что аномалия порождена лишь одним телом. Если же
после пересчета появятся два локальных максимума, то следует
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сделать вывод о наличии двух тел и соответственно изменить
места бурения.

Аналогичная постановка задачи возникает и при интерпрета-
ции аномалий постоянного магнитного поля, так как потенциал
и компоненты напряженности этого поля вне магнитных масс
также удовлетворяют уравнению Лапласа.

При электроразведке постоянным током к двум точкам на
поверхности Земли подводятся электроды и включается постоян-
ный ток. На поверхности Земли измеряется разность потенциа-
лов. Требуется на основании результатов измерений сделать вы-
воды о внутреннем строении Земли. Если слой осадков — од-
нородная проводящая среда, а сопротивление фундамента много
выше, то линии тока будут обтекать рельеф фундамента. Следо-
вательно, для определения рельефа фундамента достаточно най-
ти линии тока в слое осадков. В однородной среде потенциал
постоянного тока удовлетворяет уравнению Лапласа. Нормаль-
ная производная потенциала на поверхности Земли равна нулю,
а сам потенциал измеряется. Таким образом, мы опять приходим
к задаче Коши для уравнения Лапласа.
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2. Основы теории некорректных
задач

В данной главе кратко излагаются основы теории некоррект-
ных задач. Сначала даются определения корректности, некор-
ректности и условной корректности задач. Разделы 2.2–2.4 посвя-
щены результатам, полученным основоположниками теории не-
корректных задач А. Н. Тихоновым, В. К. Ивановым и М. М. Лав-
рентьевым. Теорема о непрерывности обратного отображения
A−1 : A(M) → M в случае, если M — компакт, а оператор A не-
прерывен и взаимно однозначен, является основой теории услов-
но-корректных задач и построения множества эффективных чи-
сленных алгоритмов их решения [49]. Понятие квазирешения, вве-
денное В.К.Ивановым, во-первых, обобщает понятие решения,
во-вторых, восстанавливает все условия корректности и, в-тре-
тьих, приводит к новым алгоритмам приближенного решения
некорректных задач. Метод Лаврентьева позволяет построить
численные алгоритмы решения широкого класса алгебраических
систем уравнений линейных и нелинейных интегральных и опера-
торных уравнений первого рода. Фундаментальным для теории
некорректных задач является понятие регуляризирующего семей-
ства операторов. Коротко говоря, регуляризирующее семейство
{Rα}α>0 (или регуляризирующая последовательность {Rn}) со-
стоит из операторов Rα, для каждого из которых можно устой-
чивым образом построить приближенное решение qα = Rαf урав-
нения Aq = f , причем qα стремится к точному решению qт при
α → +0. Вторым важным свойством регуляризирующих опера-
торов является возможность построения приближенного решения
qαδ = Rαfδ по приближенным данным fδ, для которых реше-
ния уравнения Aq = fδ может и не существовать. При этом
во многих случаях удается доказать сходимость qαδ к точному
решению qт при согласованном стремлении к нулю параметра
регуляризации α и погрешности δ задания правой части f . Од-
ним из самых эффективных и широко применяемых методов регу-
ляризации является итерационная регуляризация, основанная на
минимизации целевого функционала J(q) = ‖Aq − f‖2 и методах
градиентного спуска. Основой градиентных методов является из-
вестное утверждение о том, что если в некоторой точке q ∈ Q гра-



2. Основы теории некорректных задач 719

диент J ′q функционала J(q) не равен нулю, то, двигаясь в напра-
влении антиградиента в точку q+δq, можно уменьшить значение
функционала J(q + δq) при условии, что шаг спуска достаточно
мал. В самом деле, выбирая δq = −αJ ′q, где α положителен,
и вспоминая определение градиента (полагаем, что Q — гильбер-
тово пространство), мы можем записать

J(q−αJ ′q)−J(q) = 〈J ′q,−αJ ′q〉+o(α‖J ′q‖) =−α‖J ′q‖2+o(α‖J ′q‖),
откуда видно, что правая часть становится отрицательной при
α→ +0, а это означает, что при достаточно малых α имеет место
соотношение J(q + δq) = J(q − αJ ′q) < J(q). Поэтому, выбирая
различными способами шаг спуска αn, а иногда и корректируя
направления спуска (см. метод сопряженных градиентов), можно
построить минимизирующую последовательность qn+1 = qn −
αnJ

′qn, обладающую свойством J(qn+1) < J(qn). При этом даже
в случае некорректности задачи Aq = f для многих градиент-
ных методов оказывается возможным оценить скорость убывания
функционала J(qn). Сложнее обстоит дело с сильной сходимо-
стью ‖qn − qт‖ → 0 при n → ∞, которая, разумеется, возможна
лишь в случае, если хотя бы одно точное решение qт уравнения
Aq = f существует. Сравнительно простыми средствами удает-
ся доказать монотонное стремление к нулю ‖qn − qт‖ ↘ 0 по-
следовательностей, построенных по методам простой итерации,
наискорейшего спуска, сопряженных градиентов. Однако в силу
некорректности при численном решении особенно важно знать
оценку скорости сходимости и понять, на каком номере итерации
следует остановиться. Давно замечено, что если некорректная
задача Aq = f решается градиентным методом и по прибли-
женным данным fδ (‖f − fδ‖ ≤ δ), то минимизирующая после-
довательность {qnδ} сначала приближается к точному решению,
а затем с ростом итераций величина ‖qnδ − qт‖ может начать ра-
сти. Но как же тогда выбрать номер n, на котором следует оста-
новиться? Наиболее часто применяемым на практике является
принцип невязки, в основе которого лежит естественная гипотеза
о том, что если невязка ‖Aq − fδ‖ достигла уровня погрешности
измерений δ, то вряд ли стоит продолжать процесс. Сказанное
относится и к выбору параметра регуляризации α с той лишь
разницей, что вместо последовательного осуществления итера-
ций можно, например, выбрать набор параметров регуляризации
α1, α2, . . . , αk, вычислить соответствующие qαjδ и сравнить не-
вязки ‖Aqαjδ − fδ‖, j = 1, 2, . . . , k.
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Если для задачи Aq = f удается получить оценку условной
устойчивости, то можно оценить скорость сильной сходимости
градиентных методов и сформулировать новое правило выбора
номера остановки итерационного процесса.

Метод сингулярного разложения, предложенный в разд. 2.9
для задачи Aq = f , где A : Q → F — линейный компактный опе-
ратор, Q и F — сепарабельные гильбертовы пространства, позво-
ляет исследовать более детально свойства оператора A и оценить
степень некорректности задачи Aq = f .

2.1. Корректные и некорректные задачи

Пусть оператор A отображает топологическое пространст-
во Q в топологическое пространство F (A : Q→ F ). Для тополо-
гического пространства Q символом O(q) обозначим окрестность
элемента q ∈ Q. Всюду в дальнейшем D(A) — область определе-
ния, R(A) — область значений оператора A.

Определение 1 (корректность задачи, корректность по
Адамару). Задача Aq = f корректна на паре топологических про-
странств Q и F , если выполнены следующие три условия:

1) для любого элемента f ∈ F существует решение qт ∈ Q
уравнения Aq = f , т. е. R(A) = F (условие существования реше-
ния);

2) решение qт уравнения Aq = f единственно в Q, т. е. суще-
ствует обратный оператор A−1 : F → Q (условие единственности
решения);

3) для любой окрестности O(qт) ⊂ Q решения qт уравнения
Aq = f найдется окрестность O(f) ⊂ F правой части f такая, что
при всех fδ ∈ O(f) элемент A−1fδ = qδ принадлежит окрестно-
сти O(qт), т. е. оператор A−1 непрерывен (условие устойчивости
решения).

Определение 1 можно конкретизировать, заменяя топологи-
ческие пространства Q и F на метрические, банаховы, гильбер-
товы, евклидовы. Иногда более естественно брать в качестве Q
топологическое пространство, а в качестве F — евклидово и т. д.
Неизменными в понятии корректности остаются лишь требова-
ния существования, единственности и устойчивости решения.

Определение 2. Задача Aq = f некорректна на паре про-
странств Q и F , если хотя бы одно из трех требований коррект-
ности не выполнено.
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Из всех некорректных задач М. М. Лаврентьев предложил
выделить класс условно-корректных. Пусть Q, F — топологиче-
ские пространства и M ⊂ Q — фиксированное множество. Через
A(M) обозначим образ множестваM при отображении A : Q→ F ,
т. е. A(M) = {f ∈ F : ∃q ∈M такой, что Aq = f}. Очевидно, что
A(M) ⊂ F .

Определение 3 (условная корректность, корректность по
Тихонову). Пусть M ⊂ Q и f ∈ A(M), т. е. существует реше-
ние задачи Aq = f в M . Задача Aq = f называется условно-
корректной на множестве M , если выполнены следующие усло-
вия:

1) решение qт уравнения Aq = f единственно на множе-
стве M ;

2) для любой окрестности O(qт) решения уравнения Aq = f
существует такая окрестность O(f), что при любом fδ ∈ O(f) ∩
A(M) решение уравнения Aq = fδ содержится в O(qт) (условная
устойчивость).

Важно отметить, что во втором условии допускаются только
такие вариации fδ данных f , которые не выводят из класса су-
ществования A(M).

Определение 4. Множество M из определения 3 называет-
ся множеством корректности задачи Aq = f .

Замечание 1. Для доказательства корректности задачи
Aq = f необходимо доказать теоремы существования, единствен-
ности и устойчивости решения. Для доказательства условной
корректности задачи Aq = f необходимо выбрать множество кор-
ректности M , доказать единственность решения в M и условную
устойчивость q относительно малых вариаций данных (правой
части) f , не выводящих решение за пределы множества коррект-
ности M .

Замечание 2. Важно отметить, что если для обоснования
корректности задачи необходимо доказать существование реше-
ния, то в случае условной корректности существование решения
предполагается. Разумеется, это не означает, что теорема су-
ществования решения не важна или что к доказательству этой
теоремы не стоит стремиться. Просто условия существования
решения qт условно-корректной задачи Aq = f , которым с не-
обходимостью должны удовлетворять данные f , в наиболее ин-
тересных и важных случаях оказываются слишком сложными
для проверки и непосредственного применения в численных ал-
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горитмах (см. критерий Пикара, условия разрешимости обрат-
ной задачи Штурма — Лиувилля и др.). В этом смысле показа-
тельно название статьи В. П. Маслова «Существование решения
некорректной задачи эквивалентно сходимости регуляризацион-
ного процесса» [32], которое вскрывает одну из основных проблем
исследования существенно некорректных задач. Поэтому введе-
ние понятия условной корректности переносит центр тяжести на
поиск устойчивых методов приближенного решения некоррект-
ных задач. Однако проблема детального математического изуче-
ния условий разрешимости каждой конкретной задачи не стано-
вится от этого менее интересной и важной. Отметим, что иногда
при отсутствии точного решения можно построить регуляризи-
рующие алгоритмы, сходящиеся к квазирешению [16].

В следующем разделе будет показано, что для компактных
множеств корректности M из единственности решения следует
его условная устойчивость.

2.2. Устойчивость в различных пространствах

Одним из первых методов приближенного решения условно-
корректных задач был метод подбора [49]. При его описании бу-
дем предполагать, что Q и F — метрические пространства, M —
компакт. В качестве приближенного решения выбирается такой
элемент qк из множества корректности M , на котором невязка
ρF (Aq, f) достигает минимума, т. е.

ρF (Aqк, f) = inf
q∈M

ρF (Aq, f).

Пусть {qn}— такая последовательность элементов простран-
ства Q, что lim

n→∞ ρF (Aqn, f) = 0. Обозначим через qт точное

решение задачи Aq = f . Если множество M компактно, то из
lim
n→∞ ρF (Aqn, f) = 0 имеем lim

n→∞ ρQ(qn, qт) = 0. Это вытекает из
следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть Q и F — метрические пространства,
M ⊂ Q компактно. Предположим, что отображение A взаимно
однозначно отображает M на A(M) ⊂ F . Тогда если A непре-
рывно, то и обратное отображение

A−1 : A(M) →M

тоже непрерывно.
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Отметим, что из теоремы 1 вытекает существование такой
монотонно возрастающей функции β(δ), что

1) lim
δ→+0

β(δ) = 0;

2) для любых q1, q2 ∈ M из неравенства ρF (Aq1, Aq2) ≤ δ сле-
дует ρQ(q1, q2) ≤ β(δ).

Эта функция называется оценкой условной устойчивости задачи
Aq = f на множестве корректности M .

Определение 1. Пусть Q и F — метрические пространства,
множество M ⊂ Q — компакт, а оператор A : Q → F взаимно
однозначно отображает M на A(M) ⊂ F и непрерывен. Функцию

ω(A(M), δ) = sup
f1,f2∈A(M)
ρF (f1,f2)≤δ

ρQ(A−1f1, A
−1f2)

будем называть модулем непрерывности оператора A−1 на мно-
жестве A(M).

Если известен модуль непрерывности ω(A(M), δ) или его ма-
жоранта, например оценка условной устойчивости β(δ), то можно
оценить норму уклонения точного решения от решения, соответ-
ствующего приближенным данным. В самом деле, пусть qт ∈
M — точное решение задачи Aq = f , а qδ ∈ M — решение
задачи Aq = fδ, ‖f − fδ‖ ≤ δ. Тогда если M — компакт, то
‖qт − qδ‖ ≤ ω(A(M), δ). Поэтому важнейшим этапом исследо-
вания условно-корректной задачи после доказательства теоремы
единственности является получение оценки условной устойчиво-
сти.

Замечание 1. Устойчивость зависит от топологий, выбран-
ных в Q и F . Формально можно добиться непрерывности опера-
тора A−1, например, наделив F сильнейшей топологией. Если A –
линейный взаимно однозначный оператор, а Q и F — нормиро-
ванные пространства, то можно ввести в F норму следующим
образом:

‖f‖A = ‖A−1f‖.
В этом случае

‖A−1‖ = sup
f �=0

‖A−1f‖
‖f‖A = 1

и, значит, A−1 непрерывен. Однако на практике чаще всего ис-
пользуются пространства Cm и Hk, в которых m и k не очень
велики.
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Замечание 2. Теорема 1 может быть обобщена на случай
топологических пространств Q и F , где F хаусдорфово [16].

Некорректные задачи могут быть поставлены в форме вычи-
сления значения оператора T (вообще говоря, неограниченного)
в точке f :

Tf = q, f ∈ F, q ∈ Q. (1)

Если в задаче Aq = f оператор A−1 существует, то эта за-
дача эквивалентна задаче 1. Но, во-первых, оператор A−1 мо-
жет не существовать. Во-вторых, во многих прикладных зада-
чах (дифференцирование функции, суммирование рядов и др.)
переход к виду Aq = f бывает неудобен или вообще невозмо-
жен, хотя теоретически обе задачи можно исследовать по одной
схеме [16, 33]. Переформулируем условия корректности по Ада-
мару для задачи 1:

1) оператор определен на всем F , D(T ) = F ;
2) T — однозначное отображение;
3) оператор T непрерывен.
Задача (1) называется некорректной, если хотя бы одно из

условий корректности нарушено. Наиболее важен и содержа-
телен случай нарушения третьего условия (случай неустойчиво-
сти). При этом задача (1) сводится к задаче приближения неогра-
ниченного оператора ограниченным.

2.3. Квазирешение. Теоремы Иванова

Возможны и другие подходы к некорректным задачам, свя-
занные с обобщением понятия решения.

Пусть A — вполне непрерывный оператор. Построение ус-
тойчивого к малым изменениям f приближенного решения по
формуле

q = A−1f

возможно, если q ищется на компакте M ⊂ Q и f ∈ A(M) ⊂ F .
Обратим внимание на тот факт, что принадлежность f мно-

жеству A(M) является существенным условием для того, чтобы
можно было искать приближенное решение в виде q = A−1f , по-
скольку в противном случае символ A−1f может не иметь смысла.
Однако, во-первых, задача установления принадлежности f мно-
жеству A(M) сама по себе является сложной. Во-вторых, даже
если f ∈ A(M), неточность измерений может выводить f за рамки
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A(M), т. е. fδ может не принадлежать A(M). Для того чтобы
устранить затруднения, связанные с отсутствием решения урав-
нения Aq = f , вводится понятие квазирешения уравнения Aq = f ,
обобщающее понятие решения этого уравнения [14].

Определение 1. Пусть F — метрическое пространство.
Квазирешением qк уравнения Aq = f на множестве M ⊂ Q на-
зывается элемент qк ∈ M , на котором достигается нижняя грань
невязки

ρF (Aqк, f) = inf
q∈M

ρF (Aq, f).

Если M — компакт, то квазирешение существует при всех
f ∈ F , а если, кроме того, f ∈ A(M), то квазирешение qк совпа-
дает с точным решением (qк может быть неединственным!).

Можно указать достаточные условия, при которых квазире-
шение единственно и непрерывно зависит от правой части f .

Определение 2. Пусть элемент h и множество G принад-
лежат метрическому пространству F . Элемент g ∈ G называется
проекцией элемента h на G, если

ρF (h, g) = ρF (h, G) := inf
p∈G

ρF (h, p).

Проекция g элемента h на G обозначается равенством g = PGh.

Теорема 1. Пусть уравнение Aq = f имеет на компакте M
не более одного решения и проекция каждого f ∈ F на A(M)
единственна. Тогда квазирешение уравнения Aq = f единственно
и непрерывно зависит от f .

Доказательство этой теоремы можно найти в книгах [49, 16].
Отметим, что если условия теоремы 1 выполнены, то при

переходе к квазирешению восстанавливаются все условия кор-
ректности. Следовательно, задача нахождения квазирешения на
компакте корректна.

Замечание 1. Если квазирешение уравнения Aq = f на ком-
пакте M не единственно, то квазирешения образуют некоторое
подмножество D компакта M . В этом случае на множестве
A(M) сохраняется непрерывная зависимость множества D от f ,
но в смысле непрерывности многозначных отображений [14].

Если оператор A линеен, то теорема 1 конкретизируется сле-
дующим образом.
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Теорема 2 [14]. Пусть оператор A : Q → F линеен и одно-
родное уравнение Aq = 0 имеет только нулевое решение. Предпо-
ложим также, что множество M выпукло и компактно, а всякая
сфера в F строго выпукла. Тогда квазирешение уравнения Aq = f
на M единственно и непрерывно зависит от f .

Рассмотрим теперь случай, когда Q и F являются сепара-
бельными гильбертовыми пространствами. Пусть A : Q → F —
вполне непрерывный оператор,

M = B(0, r) := {q ∈ Q : ‖q‖ ≤ r}.

Обозначим через A∗ оператор, сопряженный к оператору A.
Известно, что A∗A — самосопряженный положительный

(т. е. 〈A∗Aq, q〉 > 0 для всех q �= 0) вполне непрерывный опе-
ратор, действующий из Q в Q.

Пусть {λn} — последовательность собственных значений
оператора A∗A (упорядоченных по невозрастанию), а {ϕn} —
отвечающая им полная ортонормированная последовательность
собственных функций.

Элемент A∗f представим в виде ряда

A∗f =
∞∑
n=1

fnϕn, fn = 〈A∗f, ϕn〉. (1)

В этих условиях справедлива следующая

Теорема 3 [14]. Квазирешение уравнения Aq = f на мно-
жестве B(0, r) выражается формулами

qк =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑
n=1

fn
λn
ϕn, если

∞∑
n=1

f2
n

λ2
n

≤ r2,

∞∑
n=1

fn
λn + β

ϕn, если
∞∑
n=1

f2
n

λ2
n

> r2,

,

где β — корень уравнения

∞∑
n=1

f2
n

(λn + β)2
= r2.
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Доказательство. В случае
∞∑
n=1

f2
n

λ2
n

≤ r2 квазирешение qк,

минимизирующее на B(0, r) функционал ρ2
F (Aq, f) := J(q) = 〈Aq−

f , Aq−f〉, можно получить, решая уравнение Эйлера— Лагранжа

A∗Aq = A∗f. (2)

Решение этого уравнения будем искать в виде ряда

qк =
∞∑
n=1

qnϕn.

Подставив этот ряд в уравнение (20) и воспользовавшись раз-
ложением (1) для A∗f , получим

A∗Aqк =
∞∑
n=1

qnA
∗Aϕn =

∞∑
n=1

qnλnϕn =
∞∑
n=1

fnϕn.

Значит, qn = fn/λn. Поскольку
∞∑
n=1

f2
n

λ2
n

≤ r2, то qк =
∞∑
n=1

fn
λn
ϕn ∈

B(0, r) минимизирует на B(0, r) функционал J(q).

Если же
∞∑
n=1

f2
n

λ2
n

> r2, то, учитывая, что qк должно принад-

лежать B(0, r), надо минимизировать функционал J(q) = 〈Aq −
f, Aq − f〉 на сфере ‖q‖2 = r2.

Методом неопределенных множителей Лагранжа эта задача
сводится к нахождению безусловного экстремума функционала

Jα(q) = 〈Aq − f, Aq − f〉+ α〈q, q〉.
Для нахождения минимума функционала Jα нужно решить

соответствующее уравнение Эйлера

αq + A∗Aq = A∗f.

Подставим сюда qк =
∞∑
n=1

qnϕn и A∗f =
∞∑
n=1

fnϕn. Находим

qn = fn/(α + λn). Параметр α определяем из условия ‖q‖2 = r2,

которое эквивалентно условию w(α) :=
∞∑
n=1

f2
n

(α+ λn)2
= r2. Вы-

бирая в качестве β корень уравнения ω(α) = r2, мы завершаем
доказательство теоремы. �
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Замечание 2. Корень уравнения w(α) = r2 существует, по-
скольку w(0) > r2, а с ростом α величина w(α) монотонно убывает
и при α→∞ стремится к нулю.

2.4. Метод Лаврентьева

Если в уравнении Aq = f приближенно заданная правая
часть fδ не принадлежит A(M), можно попытаться заменить это
уравнение близким к нему уравнением

αq +Aq = fδ, α > 0,
для которого задача будет корректной. Ниже мы докажем, что во
многих случаях решение этого уравнения qαδ существует и стре-
мится к точному решению qт уравнения Aq = f при α → 0 и при
согласованном с α стремлении к нулю ошибки δ задания f [23].

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство, A =
H → H — линейный, вполне непрерывный, положительный
и самосопряженный оператор.

Предположим, что для f ∈ H существует qт ∈ H такое, что
Aqт = f . Тогда решение qα = (αE+A)−1f уравнения αq+Aq = f
(существование qα докажем ниже) будем считать приближенным
решением уравнения Aq = f .

Если данные f известны с ошибкой, т. е. вместо f нам из-
вестен элемент fδ, удовлетворяющий условию ‖f − fδ‖ ≤ δ, то
полагаем

qαδ = (αE +A)−1fδ.

Семейство операторов Rα = (αE + A)−1, α > 0, является ре-
гуляризирующим для задачи Aq = f . Рассмотрим этот вопрос
более подробно. Пусть {ϕk} — полная ортонормированная по-
следовательность собственных функций, {λk} (0 < · · · ≤ λk+1 ≤
λk ≤ · · · ≤ λ1) — соответствующая ей последовательность соб-
ственных значений оператора A. Предположим, что решение qт
уравнения

Aq = f (2)
существует. Подставляя разложения

qт =
∞∑
k=1

qkϕk, qk = 〈qт, ϕk〉,

f =
∞∑
k=1

fkϕk, fk = 〈f, ϕk〉,
(3)
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в (2), заключаем, что qk = fk/λk. Значит,

qт =
∞∑
k=1

fk
λk
ϕk,

причем
∞∑
k=1

(
fk
λk

)2

<∞. (4)

Рассмотрим вспомогательное уравнение

αq + Aq = f. (5)

По аналогии с предыдущим замечаем, что решение qα уравне-
ния (5) представимо в виде

qα =
∞∑
k=1

fk
α + λk

ϕk. (6)

Учитывая, что fk = λkqk, оценим разность

qт − qα =
∞∑
k=1

qkϕk −
∞∑
k=1

λkqk
α+ λk

ϕk

=
∞∑
k=1

(
qk − λkqk

α + λk

)
ϕk = α

∞∑
k=1

qk
α + λk

ϕk.

Следовательно,

‖qт − qα‖2 = α2
∞∑
k=1

q2k
(α+ λk)2

. (7)

Теперь уже нетрудно показать, что lim
α→+0

‖qт− qα‖ = 0. В са-

мом деле, пусть ε — произвольное положительное число. Оценим
сверху ряд (7):

α2
∞∑
k=1

q2k
(α+ λk)2

= α2
n∑
k=1

q2k
(α+ λk)2

+ α2
∞∑

k=n+1

q2k
(α+ λk)2

≤ α2

λ2
n

‖q‖2 +
∞∑

k=n+1

q2k. (8)
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Поскольку ряд
∞∑
k=1

q2k сходится, то для ε/2 можно найти та-

кой номер n, что второе слагаемое в правой части (8) будет
меньше ε/2. Затем уже можно выбрать α > 0 таким, что и первое
слагаемое будет меньше ε/2. Следовательно, lim

α→+0
‖qт − qα‖ = 0.

Рассмотрим теперь задачу с приближенными данными

Aq = fδ, (9)

в которой ‖f − fδ‖ ≤ δ, а также регуляризованную задачу (1):

αq +Aq = fδ.

Пусть fδ,k = 〈fδ, ϕk〉. Тогда решение qαδ уравнения (1) предста-
вимо в виде ряда

qαδ =
∞∑
k=1

fδ,k
α + λk

ϕk. (10)

Оценим теперь разность

‖qт − qαδ‖ ≤ ‖qт − qα‖+ ‖qα − qαδ‖.

Первое слагаемое в правой части (10) стремится к нулю при
α→+0. Оценим второе слагаемое:

‖qα − qαδ‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

(
fk

α+ λk
− fδ,k
α+ λk

)
ϕk

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
k=1

(fk − fδ,k)2

(α+ λk)2

≤ 1
α2

∞∑
k=1

(fk − fδ,k)2 =
1
α2
‖f − fδ‖2 ≤ δ2

α2
. (11)

Докажем теперь, что qαδ → qт при согласованном стремлении
к нулю α и δ. Пусть ε — произвольное положительное число.
Сначала для ε/2 находим α такое, что ‖qт − qα‖ < ε/2. Затем
находим δ > 0 такое, чтобы выполнялось неравенство δ/α < ε/2.
Тогда в силу (10) и (11) получаем

‖qт − qαδ‖ ≤ ‖qт − qα‖+ ‖qα − qαδ‖ ≤ ε/2 + ε/2 = ε.
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В дальнейшем мы применим метод Лаврентьева для регу-
ляризации интегральных уравнений Вольтерра первого рода как
в линейном, так и нелинейном случаях.

В заключение отметим, что если оператор A не является по-
ложительным самосопряженным, то уравнение Aq = f можно
свести к уравнению с положительным самосопряженным опера-
тором, применяя оператор A∗:

A∗Aq = A∗f.

В этом случае регуляризирующий оператор записывается в виде

Rα = (αE + A∗A)−1A∗.

2.5. Метод регуляризации Тихонова

Во многих некорректных задачах Aq = f класс возможных
решений M ⊂ Q не является компактом, а ошибки измерений
данных f могут выводить за пределы класса существования ре-
шения A(M). Для построения приближенных решений таких за-
дач можно использовать предложенный А. Н. Тихоновым [47, 48]
метод регуляризации.

Приведем сначала общее определение регуляризирующего
алгоритма для задачи Aq = f [8]. Предположим, что Q и F — ба-
наховы пространства, A : Q→ F — линейный ограниченный опе-
ратор, имеющий обратный. Пусть вместо оператора A и правой
части f нам известны их приближения Ah и fδ , удовлетворяющие
условиям

‖A− Ah‖ ≤ h, ‖f − fδ‖F ≤ δ.

Напомним, что норма оператора A : Q→ F определяется по фор-
муле

‖A‖ = sup
q∈Q
q �=0

‖Aq‖F
‖q‖Q .

В дальнейшем для упрощения записи мы не будем указывать про-
странство при упоминании нормы его элементов.

Обозначим B(A, h) = {Ah : Q → F такие, что ‖A − Ah‖ ≤
h}, B(f, δ) = {fδ ∈ F : ‖f − fδ‖ ≤ δ}.
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Определение 1. Семейство отображений Rδh : B(f, δ) ×
B(A, h) → Q называется регуляризирующим алгоритмом для за-
дачи Aq = f , если

sup
fδ∈B(f,δ),Ah∈B(A,h)

‖Rδh(fδ, Ah)− A−1f‖ → 0

при δ → 0, h → 0 для всех f ∈ R(A) = A(Q). Множество
{Rδh(fδ, Ah)}, δ ∈ (0, δ0], h ∈ (0, h0], называется регуляризован-
ным семейством приближенных решений задачи Aq = f .

Если о решении qт уравнения Aq = f известна априорная
информация, например условие qт ∈ M ⊂ Q, то в определении
достаточно заменить множество A−1f на A−1f ∩M . В большин-
стве случаев в дальнейшем будем предполагать, что оператор A
задан точно.

Пусть qт — точное решение некорректной задачи Aq = f для
некоторого f ∈ F .

Определение 2 (регуляризирующее семейство). Семейство
операторов {Rα}α>0 называется регуляризирующим для задачи
Aq = f , если:

1) для любого α > 0 оператор Rα : F → Q непрерывен;
2) для любого ε > 0 найдется α∗ > 0 такое, что при всех

α ∈ (0, α∗)
‖Rαf − qт‖ < ε;

другими словами,
lim
α→+0

Rαf = qт. (1)

Если правая часть уравнения Aq = f задана приближенно
и известна погрешность δ исходных данных, ‖f−fδ‖ ≤ δ, то регу-
ляризирующее семейство {Rα}α>0 позволяет не только построить
приближенное решение qαδ = Rαfδ, но и оценить уклонение при-
ближенного решения qαδ от точного qт. В самом деле, в силу
неравенства треугольника имеем

‖qαδ − qт‖ ≤ ‖qαδ − Rαf‖+ ‖Rαf − qт‖. (2)

При α → +0 второе слагаемое в правой части (2) стремится
к нулю. В силу некорректности задачи оценка первого слагае-
мого при α→ +0, δ → +0 является сложной проблемой, решаемой
в каждой конкретной задаче с учетом особенностей этой задачи,
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а также априорной и/или апостериорной информации о точном
решении.

Рассмотрим в качестве примера случай, когда Q, F — бана-
ховы пространства, A : Q→ F — линейный вполне непрерывный
оператор, Rα — линейный оператор при всех α > 0. Предполо-
жим, что для f ∈ F существует единственное решение qт и вме-
сто f задано его приближение fδ ∈ F такое, что

‖f − fδ‖ ≤ δ. (3)

Оценим норму разности между точным решением qт и регуляри-
зованным qαδ = Rαfδ:

‖qт − qαδ‖ ≤ ‖qт −Rαf‖+ ‖Rαf − Rαfδ‖. (4)

Обозначим ‖qт − Rαf‖ = γ(qт, α). В силу свойства (1) ре-
гуляризирующего семейства первое слагаемое в правой части (4)
стремится к нулю при α→ +0, т. е. lim

α→+0
γ(qт, α) = 0.

Из линейности Rα и условия (3) следует, что

‖Rαf −Rαfδ‖ ≤ ‖Rα‖δ.

В силу некорректности задачи норма ‖Rα‖ не может быть равно-
мерно ограниченной, иначе lim

α→+0
Rα = A−1 и задача Aq = f была

бы классически корректной. Однако если α и δ стремятся к нулю
согласованно, то правая часть полученной оценки

‖qт − qαδ‖ ≤ γ(qт, α) + ‖Rα‖δ

стремится к нулю. Обозначим ω(qт, δ) = inf
α>0
{γ(qт, α) + ‖Rα‖δ}

и покажем, что
lim
δ→0

ω(qт, δ) = 0.

Пусть ε > 0 — произвольное число. Поскольку lim
α→0

γ(qт, α)

= 0, то найдется такое α0(ε), что для всех α ∈ (0, α0(ε))

γ(qт, α) < ε/2.
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Обозначим μ0(ε) = inf
α∈(0,α0(ε))

‖Rα‖ и возьмем δ0(ε) = ε/(2μ0(ε)).

Тогда при всех δ ∈ (0, δ0(ε))

inf
α>0
{‖Rα‖δ} ≤ δ inf

α∈(0,α0(ε))
{‖Rα‖} ≤ ε/2.

Следовательно, для произвольного ε > 0 можно найти α0(ε)
и δ0(ε) такие, что при всех α ∈ (0, α0(ε)) и δ ∈ (0, δ0(ε))

‖qт − qαδ‖ < ε.

Для конкретных операторов A и семейств {Rα}α>0 зависи-
мость между параметром регуляризации α и уровнем погрешно-
сти данных δ можно получить в явном виде.

Одним из наиболее известных способов построения регуляри-
зирующего семейства является минимизация функционала Тихо-
нова

M(q, fδ, α) = ‖Aq − fδ‖2 + αΩ(q − q0).

Здесь q0 — пробное решение; α — параметр регуляризации; Ω —
стабилизирующий функционал, выбираемый обычно в виде нор-
мы (или полунормы), например Ω(q) = ‖q‖2. Стабилизатор Ω
учитывает априорную информацию о степени гладкости точного
решения (или о структуре решения) и определяет тип сходимо-
сти приближенных решений к точному при заданной зависимо-
сти α(δ) → 0, δ → 0. Например, при численном решении инте-
гральных уравнений первого рода, решение которых существует,
единственно и является достаточно гладким, метод Тихонова эф-
фективен при Ω(q) = ‖q‖2

W 1
2

(см. [8] и приведенную там библио-
графию).

Рассмотрим регуляризирующий функционал M(q, fδ, α) в
случае Ω(q) = ‖q‖2:

M(q, fδ, α) = ‖Aq − fδ‖2 + α‖q‖2, α > 0. (6)

Теорема 1. Пусть Q и F — гильбертовы пространства, A —
линейный вполне непрерывный оператор. Тогда для любых f ∈ F
и α > 0 функционалM(q, f, α) = ‖Aq−f‖2+α‖q‖2 достигает своей
нижней грани на единственном элементе qα.
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Используя теорему 1, можно по приближенным данным
fδ ∈F , удовлетворяющим условию ‖f − fδ‖ ≤ δ, построить при-
ближенное решение qαδ и доказать его сходимость к точному
решению qт уравнения Aq = f при согласованном стремлении
к нулю параметров α и δ [11]. В самом деле, пусть нижняя грань
функционала M(q, fδ, α) достигается в точке qαδ, которая по тео-
реме 1 существует и единственна.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Предпо-
ложим, что для некоторого f ∈ F существует единственное ре-
шение qт уравнения Aq = f . Обозначим через {fδ}δ>0 семейство
приближенных данных, каждый элемент которого удовлетворяет
условию ‖f − fδ‖ < δ. Тогда если при стремлении δ к нулю па-
раметр регуляризации α = α(δ) выбирается так, что lim

δ→0
α(δ) = 0

и lim
δ→0

δ2/α(δ) = 0, то элемент qα(δ),δ, на котором достигается

минимум регуляризирующего функционала (6), стремится к точ-
ному решению qт уравнения Aq = f , т. е. lim

δ→0
‖qα(δ),δ − qт‖ = 0.

Для более общего случая Ahq = fδ справедлива следующая

Теорема 3 [16]. Предположим, что оператор Ah и правая
часть fδ удовлетворяют условиям аппроксимации

‖Ah −A‖ ≤ h, ‖f − fδ‖ ≤ δ, (7)

h ∈ (0, h0), δ ∈ (0, δ0). Предположим также, что A и Ah — линей-
ные ограниченные операторы, действующие из Q в F , Q и F —
гильбертовы пространства. Пусть q0н — нормальное относитель-
но q0 решение задачи Aq = f (т. е. элемент, доставляющий мини-
мум функционалу ‖q− q0‖ на множестве Qf всех решений задачи
Aq = f). Тогда при любых α > 0, q0 ∈ Q, h ∈ (0, h0), δ ∈ (0, δ0)
существует единственное решение qαhδ задачи

min{‖Ahq − fδ‖2 + α‖q − q0‖2, q ∈ Q}. (8)

При этом если параметр регуляризации α удовлетворяет усло-
виям (Δ =

√
h2 + δ2)

lim
Δ→0

α(Δ) = 0, lim
Δ→0

(h+ δ)2

α(Δ)
= 0,
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то
lim
Δ→0

∥∥qαhδ − q0
∥∥ = 0.

Пример 1 (задача дифференцирования). Пусть функция
f(x) ∈ C1(0, 1) задана приближенно с ошибкой

‖f − fδ‖C(0,1) < δ.

Требуется по функции fδ(x) ∈ C(0, 1) вычислить приближенное
значение производной f ′(x).

Некорректность данной задачи следует уже из того, что
функция fδ(x) вообще может не иметь производной. Но даже если
f ′δ(x) существует, задача может оказаться неустойчивой. В самом
деле, при добавлении к f(x) ошибки вида δ sin(x/δ2) получаем,
что приближенная функция

fδ(x) = f(x) + δ sin(x/δ2)

стремится к f(x) при δ → 0. В то же время разность между
производными

f ′δ(x)− f ′(x) =
1
δ

cos(x/δ2)

бесконечно растет.
Рассмотрим простейшее регуляризирующее семейство

Rαf(x) = (f(x + α) − f(x))/α, где x ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1− x). Оце-
ним уклонение f ′(x)−Rαfδ(x) в некоторой фиксированной точке
x ∈ (0, 1). В силу дифференцируемости f(x)

f(x+ α) = f(x) + f ′(x)α+ o(α),

поэтому
f(x+ α)− f(x)

α
− f ′(x) =

o(α)
α

.

Следовательно,

|f ′(x)−Rαfδ(x)| ≤
∣∣∣∣f ′(x)− f(x+ α)− f(x)

α

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣f(x+ α)− f(x)

α
− fδ(x+ α)− fδ(x)

α

∣∣∣∣ ≤ o(α, x)
α

+
2δ
α
. (9)
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В данном случае для того чтобы правая часть неравенства (9)
стремилась к нулю, достаточно потребовать, чтобы α и δ стреми-
лись к нулю, но не произвольно, а с соблюдением условия δ/α→ 0,
т. е. δ = o(α).

Оценку (6) можно улучшить, если повысить требования на
гладкость функции f(x). Например, предположим существование
второй производной f ′′(x), ограниченной в некоторой окрестно-
сти O(x, ε) = {x′ ∈ R : |x− x′| < ε} точки x по модулю некоторой
постоянной c1:

sup
x′∈O(x,ε)

|f ′′(x′)| < c1. (10)

Возьмем α ∈ (0,min{ε, 1−x}) и воспользуемся формулой Тэй-
лора с остаточным членом в форме Лагранжа:

f(x+ α) = f(x) + f ′(x)α+
f ′′(x+ θα)α2

2
, θ ∈ (0, 1).

Отсюда ∣∣∣∣f(x+ α)− f(x)
α

− f ′(x)
∣∣∣∣ ≤ c1α

2
.

Таким образом, вместо (9) мы получим оценку

|f ′(x)− Rαfδ(x)| ≤ c1α/2 + 2δ/α. (11)

Можно уточнить зависимость α от δ, например, если выбрать
α > 0 так, чтобы минимизировать правую часть (11). Минимум
по α достигается на положительном решении уравнения

c1/2 = 2δ/α2,

т. е. при α = 2
√
δ/c1. В этом случае

|f ′(x)−Rαfδ(x)| ≤ 2
√
c1δ.

Замечание 1. Можно построить и исследовать на сходи-
мость и другие семейства регуляризирующих операторов, напри-
мер, Rαf(x) = (f(x) − f(x − α))/α, Rαf(x) = (f(x + α) − f(x −
α))/(2α).
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Замечание 2. Мы оценивали уклонение |f ′(x) − Rαfδ(x)|
в окрестности произвольной фиксированной точки x ∈ (0, 1). Яс-
но, что оценка (11) будет справедлива для всех x ∈ (0, 1), если
условие (10) заменить на ‖f ′′‖C(0,1) < const. (Более подробно
о точечной и равномерной регуляризации см. [16].)

Регуляризирующая последовательность. Иногда при
построении регуляризирующего семейства вместо вещественного
параметра α → 0 выбирают натуральное число n, стремящееся
к бесконечности. Рассмотрим несколько примеров.

Пример 2 (разложение по собственным функциям). Пусть
H — сепарабельное гильбертово пространство. Пусть A : H →
H — линейный вполне непрерывный положительный самосопря-
женный оператор, а {ϕn}, {λn} — соответствующие последова-
тельности собственных функций и собственных значений опера-
тора A (λk+1 ≤ λk, k ∈ N). Точное решение qт уравнения Aq = f
представимо в виде

qт =
∞∑
k=1

fk
λk

ϕk, fk = 〈f, ϕk〉. (12)

Поскольку решение существует и принадлежит гильбертову про-

странству, ряды (12) и
∞∑
k=1

(
fk
λk

)2

сходятся. Но если для fδ ∈ H ,

удовлетворяющего условию ‖f − fδ‖ < δ, не существует решения

уравнения Aq = fδ, то ряд
∞∑
k=1

(
fδk
λk

)2

, fδk = 〈fδ, ϕk〉, расходится
(см. критерий Пикара). Построим последовательность операто-
ров {Rn} таких, что

Rnfδ =
n∑
k=1

fδk
λk

ϕk, (13)

и покажем, что она обладает всеми свойствами регуляризирую-
щего семейства при n → ∞. Операторы Rn, очевидно, непре-
рывны, ‖Rn‖ = 1/λn и при всех q ∈ Q

lim
n→∞

RnAq = lim
n→∞

n∑
k=1

qkϕk = q, qk = 〈q, ϕk〉.
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Но тогда для точного решения (12) уравнения Aq = f и регуля-
ризованного решения qδn = Rnfδ справедлива оценка

‖qт − qδn‖ ≤ ‖qт − Rnf‖+ ‖Rnf −Rnfδ‖

≤ ‖qт−RnAqт‖+‖Rn(f−fδ)‖ ≤
∞∑

k=n+1

q2k+‖Rn‖δ =
∞∑

k=n+1

q2k+
δ

λn
.

Следовательно, для любого ε > 0 можно сначала выбрать

номер n0 такой, чтобы
∞∑

k=n0+1

q2k < ε/2, а затем выбрать δ > 0

из условия δ < λnε/2. Тогда получаем, что при всех n > n0

и δ ∈ (0, λnε/2) выполнено неравенство ‖qт − qδn‖ < ε.
Пример 3 (метод последовательных приближений). Пусть

выполнены все условия примера (2) и дополнительно λ1 < 1.
Определим последовательность {qn} по правилу

qn+1 = qn − Aqn + f, q0 = f, n = 0, 1, 2, . . . .

Покажем, что если существует точное решение qт ∈ Q урав-
нения Aq = f , то

lim
n→∞ qn = qт.

В самом деле,

qn =
n∑
k=0

(E − A)kf =
n∑
k=0

(E − A)kAqт.

Нетрудно убедиться в том, что

qт − qn = (E −A)n+1qт. (14)

Разложим (14) по базису {ϕn}:

qт − qn =
∞∑
k=1

(1− λk)n+1qkϕk, qk = 〈qт, ϕk〉.

Следовательно,

‖qт − qn‖2 =
∞∑
k=1

(1− λk)2(n+1)q2k.
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Завершить доказательство мы предоставляем читателю.
Упражнение 1. Доказать, что lim

n→∞ ‖qт − qn‖ = 0.

Упражнение 2. Доказать, что последовательность опера-

торов, определяемых равенством Rnf =
n∑
k=0

(E − A)kf , является

регуляризирующей и ‖Rn‖ = n+ 1.

2.6. Градиентные методы

Идея замены исходного уравнения (задачи)

Aq = f (1)

задачей поиска минимума целевого функционала

J(q) = ‖Aq − f‖2 → min (2)

восходит к работам А. Лежандра [57] и К. Гаусса [55], предло-
живших метод наименьших квадратов для решения систем ал-
гебраических уравнений. О. Коши [52] разработал метод наи-
скорейшего спуска для решения задачи о минимуме функции n
переменных. Л. В. Канторович [19] предложил решать линей-
ные операторные уравнения Aq = f в гильбертовых простран-
ствах, минимизируя функционал H(q) = 〈Aq, q〉 − 2〈f, q〉 мето-
дом наискорейшего спуска и исследовал его сходимость в случае
m〈q, q〉 ≤ 〈Aq, q〉 ≤ M〈q, q〉, m > 0, наметив путь исследования
и для случая m = 0. Вместо H(q) мы будем использовать более
распространенный на практике функционал J(q). Отметим, что
в случае A = A∗ градиент H ′q функционала H(q) равен 2(Aq− f)
и его убывание по q означает, что q приближается к решению
уравнения Aq = f .

В данном разделе мы кратко изложим общую структуру не-
скольких градиентных методов решения операторного уравнения
Aq = f и обсудим вопросы сходимости этих методов в случае,
когда задача Aq = f некорректна. Более детально градиентные
методы и их применение в обратных задачах изложены в [2].

Структура градиентных методов. Рассмотрим случай,
когда Q, F — гильбертовы пространства, A — дифференцируе-
мый по Фреше оператор, действующий из Q в F . Решение урав-
нения Aq = f будем искать, минимизируя целевой функционал

J(q) = 〈Aq − f, Aq − f〉 = ‖Aq − f‖2.
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Лемма 1. Если оператор A дифференцируем по Фреше, то
функционал J(q) также дифференцируем и его градиент J ′q вы-
ражается через оператор A′ по формуле

J ′q = 2(A′q)∗(Aq − f). (3)

Замечание 1. Если A — линейный оператор, то J ′q =
2A∗(Aq − f).

Простейшие из градиентных методов записываются в форме

qn+1 = qn − αnJ
′qn. (4)

Здесь способ задания положительного параметра αn определяет
тот или иной метод. Всюду ниже предполагаем, что A — линей-
ный оператор.

Теорема 1. Пусть A : Q→ F — линейный непрерывный опе-
ратор, Q и F — гильбертовы пространства, а операторы A и A∗
имеют нулевые ядра. Тогда функционал

J(q) = ‖Aq − f‖2

не может иметь более одной стационарной точки.
Рассмотрим несколько градиентных методов:

qn+1 = qn − αnJ ′qn, qn ∈ Q, αn > 0,

для которых параметр спуска αn либо фиксирован, либо выби-
рается из условия минимума некоторого функционала качества.
Как и ранее, обозначим через qт точное решение задачи Aq = f
(возможно, неединственное).

Метод простой итерации (метод итераций Ландвебера
в теории некорректных задач). Параметр αn фиксирован:

αn = α ∈ (0, 1/‖A‖2).
Метод минимальных ошибок. Параметр αn выбирается

из условия минимума по α величины

‖qn+1 − qт‖2 = ‖qn − αJ ′qn − qт‖2
= ‖qn − qт‖2 − 2α〈qn − qт, J ′qn〉+ α2‖J ′qn‖2.
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Этот минимум достигается в точке

αn =
〈qn − qт, J

′qn〉
‖J ′qn‖2 =

〈qn − qт, 2A∗(Aqn − f)〉
‖J ′qn‖2

= 2
〈Aqn − f, Aqn − f〉

‖J ′qn‖2 =
2J(qn)
‖J ′qn‖2 .

Отметим, что qт входит в выражение ‖qn+1− qт‖2, но шаг спуска
не зависит от qт.

Замечание 2. Условия J(qn) �= 0 и J ′qn �= 0 будут использо-
ваться далее при анализе градиентных методов. Первое из усло-
вий должно проверяться перед каждым очередным шагом спуска.
Если даже J(qn) �= 0, но очень мало, то дальнейшие вычисления
могут не иметь смысла. Тем более при J(qn) = 0 процесс не-
обходимо остановить, поскольку мы получили искомое решение:
qт = qn.

Второе условие J ′qn �= 0 означает, что мы не попадаем на
минимум функционала.

Метод наискорейшего спуска. Параметр αn выбирается
из условия минимума по α выражения

J(qn+1) = J(qn − αJ ′qn) = ‖Aqn − αAJ ′qn − f‖2
= ‖Aqn − f‖2 − 2〈Aqn − f, αAJ ′qn〉+ α2‖AJ ′qn‖2

= J(qn)− α‖J ′qn‖2 + α2‖AJ ′qn‖2.

Упражнение 1. Доказать, что минимум достигается в точке

αn =
‖J ′qn‖2

2‖AJ ′qn‖2 .

В случае, когда A имеет непрерывный обратный оператор,
методы простой итерации, минимальных ошибок и наискорей-
шего спуска имеют линейную скорость сходимости. Для их реа-
лизации требуется минимальный (по сравнению с другими мето-
дами, например методом сопряженных градиентов) объем вычи-
слений на каждую итерацию.
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Метод Параметр спуска α

простой итерации α = const ∈ (0, ||A||−2)

минимальных ошибок αn = 2J(qn)‖J ′qn‖−2

наискорейшего спуска αn = (1/2)‖J ′qn‖2‖AJ ′qn‖−2

Метод сопряженных градиентов. Сначала задается q0
и вычисляется p0 = J ′q0. Предположим, что qn и pn уже вычи-
слены.

На шаге n+1 сначала вычисляется вспомогательная функция

pn = J ′qn + ‖J ′qn‖2‖J ′qn−1‖−2pn−1,

далее — параметр спуска

αn =
〈J ′qn, pn〉
‖Apn‖2 ,

а затем приближенное решение

qn+1 = qn − αnpn.
Исследование вопросов сходимости градиентных ме-

тодов. Рассмотрим случай, когда A — линейный непрерыв-
ный оператор, а уравнение Aq = f имеет более одного реше-
ния. В этом случае можно ввести дополнительные условия на
искомое решение, например, потребовать, чтобы решение было
минимальным по норме или самым близким к некоторому заьу
данному элементу q0 ∈ Q. Обозначим Qf = {q ∈ Q: Aq = f}.

Определение 1. Нормальным относительно q0 ∈ Q реше-
нием уравнения Aq = f назовем то решение q0н ∈ Qf , которое
имеет наименьшее уклонение от q0, т. е.∥∥q0н − q0

∥∥ = min
q∈Qf

‖q − q0‖.

Нормальное относительно нулевого элемента решение уравнения
Aq = f называется нормальным решением и обозначается qн:

‖qн‖ = min
q∈Qf

‖q‖.
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Замечание 3. Обычно элемент q0 выбирают с учетом ап-
риорной информации об искомом решении.

Рассмотрим задачу нахождения нормального относительно
некоторого q0 ∈ Q решения уравнения Aq = f . Как и ранее,
обозначим область значений оператора A через

R(A) = A(Q) = {f ∈ F : ∃q ∈ Qьу такой, что Aq = f}. (6)

Результаты по сходимости градиентных методов и их устой-
чивости к погрешностям в правой части, полученные для кор-
ректных задач, переносятся и на случай нахождения нормаль-
ного относительно q0 решения, если область значений R(A) опе-
ратора A замкнута.

Если R(A) не замкнуто, то и в случае единственности ре-
шения уравнения Aq = f не всякая минимизирующая последо-
вательность будет сходящейся, так как A−1 не ограничен. Од-
нако можно показать, что минимизирующая последовательность,
построенная градиентными методами, сходится по функционалу
(J(qn) ↘ 0 при n → ∞) и по норме (‖qn − q0н‖ → 0 при n → ∞)
к нормальному относительного начального приближения q0 = q0
решению уравнения Aq = f .

Пусть A — линейный непрерывный оператор, не имеющий
ограниченного обратного оператора. Предположим, что уравне-
ние

Aq = f (7)

имеет решение, но, возможно, неединственное.
Рассмотрим метод простой итерации для решения уравне-

ния (7):

qn+1 = qn − αJ ′qn,

q0 ∈ Q, n ∈ N ∪ {0}, α = const ∈ (0, 1/‖A‖2). (8)

Ограничения на α потребуются при обосновании сходимости.

Лемма 2. При всех n ∈ N ∪ {0} справедливо равенство
J(qn)− J(qn+1) = α‖J ′qn‖2 − α2‖AJ ′qn‖2. (9)

Лемма 3. Пусть qт ∈ Qf — одно из решений (7). Тогда при
всех n ∈ N ∪ {0} имеет место равенство

‖qn − qт‖2 − ‖qn+1 − qт‖2 = 4αJ(qn)− α2‖J ′qn‖2. (10)
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Рассмотрим теперь метод наискорейшего спуска

qn+1 = qn − αnJ
′qn, q0 ∈ Q, n ∈ N ∪ {0}, (11)

αn = arg min
α≥0

J(qn − αJ ′qn). (12)

Лемма 4. Последовательность, определяемая формулами
(11), (12), обладает свойствами

J(qn)− J(qn+1) =
αn
2
‖J ′qn‖2, (13)

αn = ‖J ′qn‖2/(2‖AJ ′qn‖2). (14)

Лемма 5. Пусть qт ∈ Q — одно из решений задачи (7). То-
гда при всех n ∈ N ∪ {0} справедливо равенство

‖qn − qт‖2 − ‖qn+1 − qт‖2 = 2αn(J(qn) + J(qn+1)). (15)

Лемма 6. Если αn выбрано из условия (12), то при всех
n ∈ N ∪ {0} выполняется неравенство

1
2‖A‖2 ≤ αn. (16)

Теорема 2. Если решение задачи Aq = f существует и един-
ственно, то последовательность приближенных решений (11),
(12), полученная методом наискорейшего спуска, сходится к точ-
ному решению qт уравнения Aq = f .

Доказательство. Из лемм 4 и 5 следует, что

0 < J(qn+1) < J(qn), (17)
0 < ‖qn+1 − qт‖ < ‖qn − qт‖, (18)

т. е. последовательности {J(qn)}, {‖qn−qт‖} положительны и мо-
нотонно убывают, а значит, имеют предел.

Суммируем неравенство (15) по n = 0, k:

‖q0 − qт‖2 − ‖qk+1 − qт‖2 = 2
k∑
n=0

αn(J(qn) + J(qn+1)). (19)
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Поскольку последовательность {‖qn − qт‖} имеет предел, из
(19) следует, что для всех k ∈ βN ∪ {0}

2
k∑
n=0

αn(J(qn) + J(qn+1)) ≤ C,

где C — некоторая константа. С другой стороны, ввиду (16)

2
k∑
n=0

αn(J(qn) + J(qn+1))

≥ 1
‖A‖

k∑
n=0

(J(qn) + J(qn+1)) ≥ 2
‖A‖

k+1∑
n=0

J(qn).

Следовательно,
k∑
n=0

J(qn) ≤ C для любого k ∈ N ∪ {0}, т. е.

∞∑
n=0

J(qn) <∞. (20)

Значит, lim
n→∞ J(qn) = 0 и {qn} — минимизирующая последова-

тельность.
Из (18) следует ограниченность последовательности {qn}.

Поэтому существуют подпоследовательности {qnk
}, k ∈ N, и

qc ∈ Q такие, что lim
k→∞

〈q, qnk
〉 = 〈q, qc〉 для всех q ∈ Q.

Заметим, что из непрерывности A следует его слабая непре-
рывность. Действительно, A∗ϕ = w ∈ R(A∗) ⊂ Q для любого
ϕ ∈ F . Значит, 〈qnk

, w〉 = 〈Aqnk
, ϕ〉 и 〈w, qc〉 = 〈ϕ, Aqc〉. Следова-

тельно, последовательность {Aqnk
}, k ∈ N, сходится слабо к Aqc.

Но {qnk
}, k ∈ N, также является минимизирующей последова-

тельностью, т. е. {Aqnk
}k∈N сходится сильно (а значит, и слабо)

к f . Поэтому Aqc = f и в силу единственности решения задачи
Aq = f заключаем, что qc = qт.

2.7. Псевдообратный оператор и сингулярное

разложение оператора

В данном разделе мы изучим два важнейших (и взаимосвя-
занных) понятия — псевдообратный оператор и сингулярное раз-
ложение линейного оператора.
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Любой непрерывный линейный оператор A : Q → F , дейст-
вующий из гильбертова пространства Q в гильбертово простран-
ство F , порождает разложение пространств в прямые ортогональ-
ные суммы

Q = N (A)⊕N (A)⊥ = N (A)⊕R(A∗),

F = N (A∗)⊕N (A∗)⊥ = N (A∗)⊕ R(A),

где A∗ — сопряженный к A оператор, N (A) и N (A∗) — ядра
операторов A и A∗, R(A) и R(A∗) — образы операторов A и A∗
соответственно. Это разложение индуцирует пару ортогональ-
ных проекторов PN(A) и PR(A)

таких, что

PN(A) : Q→ Q, R(PN(A)) = N (A);

P
R(A)

: F → F, R(P
R(A)

) = R(A).

В свою очередь, эта пара ортогональных проекторов единствен-
ным образом определяет псевдообратный оператор A†, который
в данном случае называется также ортогональным обобщенным
обратным или обобщенным обратным оператором и определяется
соотношениями [59]

D(A†) = R(A)⊕N (A∗), (1)

AA†f = P
R(A)

f для всех f ∈ D(A†), (2)

A†Aq = (I − PN(A))q для всех q ∈ Q. (3)

Псевдообратный оператор плотно определен в F и предста-
вляется на своей области определения в виде

A† =
(
A
∣∣
R(A∗)

)−1
P
R(A)

,

где A
∣∣
R(A∗)

есть сужение оператора A на линейное многообра-

зие R(A∗). Причем A† является непрерывным на всем F тогда
и только тогда, когда R(A) = R(A).
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Псевдообратный оператор выделяется из всех других обоб-
щенных обратных тем, что он тесно связан с псевдорешениями
операторного уравнения

Aq = f. (4)

Определение 1. Элемент qп ∈ Q называется псевдореше-
нием уравнения Aq = f (или решением в смысле наименьших
квадратов), если

‖Aqп − f}2 = inf
q∈Q

‖Aq − f‖2.

Другими словами, qп = arg min
q∈Q

‖Aq − f‖2.

Следует отметить, что понятие псевдорешения аналогично
понятию квазирешения— c той лишь разницей, что квазирешение
ищется не на всем пространстве Q, а на некотором его множестве
M ⊂ Q. Однако это различие может играть существенную роль,
так как часто задача поиска квазирешения исследуется в предпо-
ложении, что множествоM обладает определенными свойствами,
например компактно.

Если при фиксированном f ∈ F через Qпf обозначить множе-
ство всех псевдорешений уравнения Aq = f , то

Qпf = {qп : ‖Aqп − f‖ = inf
q∈Q

‖Aq − f‖} = {q : Aq = P
R(A)

f},

откуда следует, что Qпf не пусто тогда и только тогда, когда
f ∈ R(A) ⊕ N (A∗). В этом случае Qпf есть выпуклое замкнутое
множество и Qпf содержит в себе элемент минимальной длины
qнп — псевдорешение минимальной нормы [59], называемое также
нормальным (относительно нулевого элемента) псевдорешением
уравнения Aq = f . Связь qнп и псевдообратного оператора дается
следующей теоремой.

Теорема 1 [59]. Уравнение Aq = f имеет псевдорешение
минимальной нормы qнп тогда и только тогда, когда f ∈ R(A)⊕
N (A∗). При этом qнп = A†f , где A† — псевдообратный оператор,
определяемый соотношениями (1)–(3).

Задачи Aq = f с компактным линейным оператором A со-
ставляют один из наиболее важных и интересных классов некор-
ректных задач. Достаточно отметить, что к таким задачам от-
носятся интегральные уравнения первого рода при достаточно
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общих предположениях относительно ядра. Наиболее естествен-
ным методом исследования (а зачастую и численного решения)
таких задач является метод сингулярного разложения.

Пусть сначала A — линейный компактный самосопряжен-
ный (A = A∗) оператор. И пусть для A существует собствен-
ная система {λn, ϕn}, которая состоит из ненулеых собственных
значений {λn} и полной ортогональной последовательности со-
ответствующих собственных векторов {ϕn} (т. е. таких, что
Aϕn = λnϕn), с помощью которых оператор A может быть «диа-
гонализирован», т. е. представлен в виде

Aq =
∑
n

λn〈q, ϕn〉ϕn

для всех q ∈ Q.
Если же оператор A : Q → F не является самосопряженным,

но является линейным и компактным, а пространства Q и F гиль-
бертовы и сепарабельны, то, используя связь между уравнениями
Aq = f и A∗Aq = A∗f , можно построить аналог собственной си-
стемы {λn, ϕn}, который будем называть сингулярной системой
{σn, un, vn} оператора A. Сначала приведем формальное опре-
деление. Пусть A : Q → F — линейный компактный оператор,
Q и F — сепарабельные (т. е. имеющие счетный базис) гильбер-
товы пространства. Совокупность {σn, un, vn}, n ∈ N, σn ≥ 0,
un ∈ F , vn ∈ Q, будем называть сингулярной системой опера-
тора A, если выполняются следующие условия:
• последовательность {σn} состоит из неотрицательных чисел
таких, что

{
σ2
n

}
— последовательность собственных значе-

ний оператора A∗A, расположенных в порядке невозрастания
с учетом кратности;

• последовательность {vn} состоит из соответствующих
{
σ2
n

}
собственных векторов оператора A∗A (и является ортого-
нальной и полной, R(A∗) = R(A∗A));

• последовательность {un} определяется через {vn} по правилу
un = Avn/‖Avn‖.
Последовательность {un} является ортонормированной пол-

ной системой собственных векторов оператора AA∗, при этом

Avn = σnun, A∗un = σnvn, n ∈ N,
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и справедливы разложения

Aq =
∑
n

σn〈q, vn〉un, A∗f =
∑
n

σn〈f, un〉vn.

Бесконечные ряды в разложениях сходятся по норме гиль-
бертовых пространств Q и F соответственно и называются син-
гулярным разложением оператора A (по аналогии c сингулярным
разложением матрицы).

Структура образа R(A) и образа сопряженного оператора A∗
описываются следующей теоремой [21, 58].

Теорема 2 (о сингулярном разложении компактного опе-
ратора). Если A : Q → F есть линейный компактный оператор
из сепарабельного гильбертова пространства Q в сепарабельное
гильбертово пространство F , то существуют ортонормированные
последовательности функций {vn} ⊂ Q (правые сингулярные век-
торы), {un} ⊂ F (левые сингулярные векторы) и невозрастающая
последовательность неотрицательных чисел {σn} (сингулярные
числа) такие, что

Avn = σnuu, A∗un = σnvn,

span{vn} = R(A∗) = N (A)⊥, span{un} = R(A) = N (A∗)⊥,

причем множество {σn} не имеет предельных точек, отличных от
нуля.

Отметим еще одно важное свойство, присущее компактным
операторам [21, 20]: отличные от нуля сингулярные числа ком-
пактного оператора имеют конечную кратность.

Следствие 1. Если A — компактный оператор, то:
1) справедлив критерий Пикара разрешимости задачи Aq= f :

задача разрешима, т. е. f ∈ R(A)⊕N (A∗), в том и только в том
случае, если ∑

σn �=0

〈f, un〉2
σ2
n

<∞;

2) для любого f ∈ R(A)⊕N (A∗) элемент

A†f =
∑
σn �=0

〈f, un〉
σn

vn

есть нормальное псевдорешение уравнения Aq = f .
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Замечание 1. Оператор A† является ограниченным на всем
пространстве F тогда и только тогда, когда его образ R(A) яв-
ляется замкнутым подпространством F . В то же время образ ком-
пактного оператора замкнут тогда и только тогда, когда он имеет
конечную сингулярную систему {σn, un, vn}. Следовательно, если
сингулярная система компактного линейного оператора A беско-
нечна, то A† неограничен.

Если f ∈ D(A†), то уравнение Aq = f имеет единствен-
ное нормальное псевдорешение qнп = A†f , при этом псевдоре-
шения qп, и только они, являются решением уравнения A∗Aq =
A∗f , которое называется нормальным по отношению к уравнению
Aq = f .

Разложение

qнп = A†f =
∑
n

〈f, un〉
σn

vn

показывает, как ошибки в задании данных f влияют на резуль-
тат qнп: ошибки в задании компонент fn = 〈f, un〉, соответствую-
щие малым сингулярным числам σn, делятся на малое число σn
и, значит, неограниченно увеличиваются с ростом n. Это позво-
ляет построить пример Адамара, показывающий неустойчивость
задачи Aq = f c линейным компактным оператором A. В самом
деле, пусть qт ∈ Q — точное решение задачи Aq = f , а возмуще-
ние в правой части f имеет вид δun, δ ∈ R+. Тогда решение qδn
задачи Aq = f + δun отличается от точного на величину

qт − qδn =
〈δun, un〉

σn
vn.

Но тогда, с одной стороны, ошибка задания правой части
‖f − fδn‖ = δ не зависит от n и может быть сколь угодно ма-
лой. С другой стороны, соответствующая ошибка в решении
‖qт − qδn‖ = δ/σn стремится к бесконечности с ростом n, и тем
быстрее, чем быстрее убывает последовательность сингулярных
чисел {σn}. Таким образом, некорректность задачи Aq = f не-
посредственно связана с характером убывания σn, что позволяет
классифицировать некорректные задачи по степени некорректно-
сти. Так, задачу Aq = f называют слабо некорректной, если
σn = O(n−γ) для некоторого γ ∈ R+, и сильно некорректной
в других случаях (например, при σn = O(e−n)).
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Сингулярное разложение оператора A позволяет построить
метод регуляризации задачи Aq = f , основанный на проектиро-
вании:

qδn =
n∑
j=1

〈fδn, uj〉
σj

vj .

Можно показать, что

‖qδn − qнп‖ = O(σn+1 + δ/σn), n→∞.

Введем в рассмотрение системы подпространств и соответ-
ствующие им ортогональные проекторы:

Qr = span{v1, . . . , vr} ⊂ Q,

PQr
: Q→ Q, PQr

(Q) = Qr,

Fr = span{u1, . . . , ur} ⊂ F,

PFr
: F → F, PFr

(F ) = Fr,

причем номера r выбираются так, чтобы λr > λr+1. Такое огра-
ничение связано с тем, что при λr = λr+1 ортогональные проек-
торы PQr

, PFr
определены некорректно в том смысле, что они

оказываются зависящими от нумерации сингулярной системы.
Определение 2. Оператор A†

r = A†PFr
: F → Q называется

r-псевдообратным оператором, а элемент

q(r) = A†
rf =

r∑
n=1

〈f, un〉
σn

vn

обобщенным нормальным r-решением (в дальнейшем просто r-ре-
шением) операторного уравнения (4).

Оператор A†
r очевидно определен и ограничен на всем про-

странстве F . Для всех f ∈ Fr ⊂ R(A) справедливо равенство
A†
rf = A†f , a для всех f ∈ R(A) ⊕ N (A∗) выполнено A†

rf =
PQr

(A†f). Далее, так как
⋃
r∈N

Qr = R(A∗), очевидно, что для всех

f ∈ D(A†) и δ > 0 существует r(δ, f) такой, что
∥∥A†f −A†

rf
∥∥ < δ.

Таким образом, семейство операторов A†
r можно рассматривать
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как аппроксимирующее для псевдообратного оператора A† на его
области определения.

При численном решении уравнения (4) ни сам оператор A, ни
правая часть f не известны точно. Вместо них заданы Ah и fδ
такие, что ‖A − Ah‖ ≤ h, ‖f − fδ‖ ≤ δ (погрешности числен-
ной аппроксимации оператора и ошибки измерений), причем пра-
вая часть fδ, вообще говоря, не принадлежит области опреде-
ления псевдообратного оператора A†

h (даже если f ∈ D(A†)).
Поэтому не имеет смысла рассматривать поведение величины∥∥A†f − A†

hfδ
∥∥ при δ, h → 0. В то же время, так как операторы

A†
r и A

†
hr определены и ограничены на всем пространстве F , раз-

ность ‖A†
rf−A†

hrf‖ характеризует точность вычисления проекции
решения уравнения (4) на первые r сингулярных векторов.

Понятие r-решения системы алгебраических уравнений
Aq = f позволяет строить численно устойчивые алгоритмы ре-
шения, если число обусловленности матрицы

μr(A) =
σ1(A)
σr(A)

,

параметр зазора в сингулярном спектре

dr(A) =
σ1(A)

σr(A)− σr+1(A)

и параметр несовместности системы

θr(A, f) =
‖Aq(r) − f‖
σr(A)‖q(r)‖

не слишком велики. Во всяком случае, ограничение на величину
допустимых возмущений h, δ выражается в терминах величин
μr(A), dr(A), θr(A, f)) [9, 18].
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3. Классические задачи

3.1. Математическое описание основных законов
и уравнений математической физики

Математическое описание физических явлений состоит в том,
что каждой точке пространства (или области пространства) в
каждый момент времени ставятся в соответствие числа или век-
торы, соответствующие свойствам материи в этой точке. Если
свойство материи описывается одним числом, то говорят, что
имеется скалярное поле, если вектором — векторное поле. При-
меры скалярных полей — плотность, температура, давление.
Примеры векторных полей — скорость частицы текущей жидко-
сти, напряженность силового поля, в частности гравитационного,
магнитного, электрического.

Из физических законов следует, что поля и их производные
связаны определенными соотношениями. Говоря иначе, поля удо-
влетворяют дифференциальным уравнениям или системам диф-
ференциальных уравнений. Множество явлений природы, кото-
рые описываются дифференциальными уравнениями, весьма об-
ширно. Дифференциальные уравнения описывают химические
реакции, биологические процессы самой различной природы

Приведем уравнения для некоторых основных физических по-
лей. При этом мы ограничиваемся теми полями, уравнения для
которых исследуются в нашей книге.

Гравитационное поле. Уравнение для гравитационного
поля следует из закона тяготения Ньютона: две материальные
частицы с массами m, M притягиваются друг к другу с силой F ,
равной

F = kmM/r2, (1)

где r — расстояние между частицами, k — гравитационная по-
стоянная.

Из (1) следует, что гравитационное поле, порожденное рас-
пределением масс в пространстве с плотностью ρ, имеет потен-
циал ϕ:

F = gradϕ
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и потенциал ϕ удовлетворяет уравнению Пуассона

Δϕ = 4πkρ. (2)

Электрические и магнитные поля. Постоянное электри-
ческое поле, как и гравитационное, имеет потенциал u:

E = gradu,

и этот потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона

Δu =
4π
ε
ρ. (3)

Здесь ρ — плотность объемных электрических зарядов, ε — ди-
электрическая постоянная.

Постоянное магнитное поле удовлетворяет системе урав-
нений

rotH =
4π
c
j, divH = 0. (4)

Здесь j — вектор плотности тока.
В части пространства, где отсутствуют токи, магнитное поле

имеет потенциал, удовлетворяющий уравнению Лапласа

H = grad v, Δv = 0.

Электромагнитное поле. Переменное электромагнитное
поле удовлетворяет системе уравнений Максвелла

rotH =
4π
c
j +

1
c

∂

∂t
D , div D = 4πρ,

rotE = −1
c

∂

∂t
B, divB = 0, j = σ(E +E ′).

(5)

Здесь B = μH — вектор магнитной индукции, D = εE — вектор
электрической индукции, μ — магнитная проницаемость, σ —
электропроводность, c — скорость света, E ′ — напряженность
электрического поля, вызванная внешними источниками.

Отметим, что уравнения (3), (4) следуют из системы (5)
в случае, если ε, μ постоянны.
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Система (5) является в общем случае весьма сложной. Рас-
смотрим случай, когда система (5) описывает электромагнитное
поле в пустоте или в воздухе. В этом случае

μ = 1, ε = 1, σ = 0.

Предположим, кроме того, что отсутствуют объемные электри-
ческие заряды, т. е. ρ = 0. В этом случае система (5) примет
вид

rotH =
1
c

∂E

∂t
, divE = 0,

rotE = −1
c

∂H

∂t
, divH = 0.

(6)

Из последнего равенства в (6) следует, что у поля H существует
векторный потенциал A:

H = rotA. (7)

Подставляя (7) в третье из равенств (6), получим

rot
(
∂A

∂t
+ cE

)
= 0. (8)

Из (8) следует
∂A

∂t
+ cE = − gradϕ. (9)

Подставляя (9) во второе из равенств (6), получим

Δϕ+
∂

∂t
divA = 0. (10)

Как известно, вектор-потенциал A определяется полем H с точ-
ностью до произвольного потенциального вектора.

Выберем A таким, чтобы выполнялось условие

divA = − 1
c2

∂

∂t
ϕ (11)

(это условие называется условием калибровки).
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Тогда мы получим, что скалярный потенциал ϕ и векторный
потенциал A удовлетворяют волновым уравнениям

1
c2
∂2ϕ

∂t2
= Δϕ,

1
c2
∂2A

∂t2
= ΔA. (12)

Газовая динамика. Рассмотрим движение газа или жидко-
сти. Пусть V — поле скоростей частиц жидкости, p — давление
и ρ — плотность жидкости.

Если жидкость идеальная (вязкость отсутствует) и движе-
ние адиабатическое (отсутствует теплообмен между отдельными
частями жидкости), векторное поле скорости и скалярные поля
давления и плотности удовлетворяют системе уравнений

∂V

∂t
+ (V,∇)V = −1

ρ
gradp, (13)

∂ρ

∂t
+ div(ρV ) = 0, (14)

p = aρn. (15)

Уравнение (13) называется уравнением Эйлера, оно следует из за-
кона изменения импульса. Уравнение (14) называется уравнением
неразрывности, оно следует из закона сохранения количества ве-
щества. Уравнение (15) называется уравнением состояния.

Из (13) получается уравнение, содержащее только поле V :

∂

∂t
rotV = rot[V × rotV ]. (16)

Приведем два случая, когда уравнения газовой динамики сво-
дятся к более простым уравнениям.

1. Пусть жидкость несжимаема, т. е.

ρ = ρ0 = const,

и поле скоростей потенциально:

V = gradϕ.

Тогда уравнение (16) выполняется автоматически, а из (14) сле-
дует

Δϕ = 0, (17)
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т. е. потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа.
2. Рассмотрим случай малых колебаний жидкости или газа.

Такие колебания называются звуковыми волнами.
Пусть

p = p0 + p1, ρ = ρ0 + ρ1,

где p0, ρ0 постоянны, p1, ρ1 достаточно малы.
Пусть, кроме того, поле скоростей также мало, так что в ура-

внениях (13)–(15) можно пренебречь величинами V , p1, ρ1 в ква-
дратах, их произведениями и произведениями их производных.
В этом случае уравнения (13)–(15) примут вид

∂V

∂t
= − 1

ρ0
gradp,

∂ρ1

∂t
+ ρ0 divV = 0, p1 = aρn−1

0 ρ1. (18)

Из (18) следует
∂p1

∂t
+ aρn0 divV = 0.

Предположим, что поле скоростей имеет потенциал

V = gradϕ.

Тогда из (18) следует, что функция ϕ удовлетворяет волновому
уравнению

∂2ϕ

∂t2
= c2Δϕ,

где c =
√
aρn−1

0 — скорость звука.
Уравнение колебаний струны. Струной в классической

механике называется твердое тело, в котором длина намного пре-
восходит поперечное сечение. Предполагается, что сопротивле-
ние этого тела при изгибании пренебрежимо мало по сравнению
с сопротивлением растяжению. Математическая модель струны,
которую мы рассмотрим, достаточно хорошо описывает струны
в музыкальных инструментах.

Обозначим отклонение струны от положения равновесия в
момент времени t через u(x, t). Пусть α(x) — угол, образованный
направлением касательной к струне с осью x, ρ(x) — линейная
плотность струны и T (x) — сила натяжения, направленная по
касательной к линии струны. Рассмотрим точки x1, x2 на струне,
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x1 < x2. Составляющие силы натяжения в этих точках будут
равны

−T (x1) sinα(x1), T (x2) sinα(x2).

Угол α(x) определяется по формуле

sinα(x) =
∂u

∂x
·
[

1 +
(
∂u

∂x

)2
]−1/2

.

Если считать отклонение струны от положения равновесия
малым и пренебречь величиной (∂u/∂x)2, то с учетом сил инерции
мы получим следующее уравнение для функции u(x, t):

∂

∂x

(
T
∂u

∂x

)
− ρ(x)

∂2u

∂t2
= 0.

Сходным образом получается и так называемое уравнение ко-
лебаний мембраны. Если u(x, y, t) есть отклонение от положения
равновесия пленки — тонкого твердого тела, натянутого равно-
мерно по всем направлениям, то функция u(x, y, t) удовлетворяет
уравнению

∂2u

∂t2
= a2Δu,

где a2 = T/ρ, T — натяжение, ρ — плотность мембраны.
Уравнение теплопроводности. Пусть u — распределе-

ние температуры в некоторой среде, c — удельная теплоемкость
среды, ρ — плотность. Изменение распределения температуры
в среде основано на законе Фурье

W = −k gradu,

где W — вектор плотности теплового потока, k — коэффициент
теплопроводности.

Из закона Фурье следует, что функция u удовлетворяет урав-
нению

∂u

∂t
=

1
cρ

div(k gradu). (19)

Такому же уравнению удовлетворяет распределение концентра-
ции вещества в процессе диффузии.
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3.2. Уравнения первого порядка

Уравнение эйконала. Рассмотрим процесс распростране-
ния некоторого возмущения в сплошной среде. Среда может быть
однородной — воздух, вода или неоднородной — земные недра.
Отклонения элементов среды от положения равновесия, как от-
мечалось выше, описываются волновыми уравнениями.

Пусть x — точка трехмерного пространства с координатами
(x1, x2, x3), v(x) — скорость распространения возмущения в точ-
ке x. Обозначим через τ(x, x0) время прихода возмущения из
точки x0 в точку x. Функция τ(x, x0) удовлетворяет следующему
дифференциальному уравнению:[(

∂τ

∂x1

)2

+
(
∂τ

∂x2

)2

+
(
∂τ

∂x3

)2
]1/2

=
1

v(x)
.

Это уравнение называется уравнением эйконала. Уравнение эйко-
нала есть уравнение с частными производными первого порядка,
задача его решения эквивалентна решению системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений.

Пусть x — n-мерный вектор x ∈ Rn с координатами
(x1, . . . , xn), u(x) — функция, определенная в некоторой области
G ⊂ Rn. Уравнением первого порядка относительно функции u(x)
называется равенство

F

(
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
, u, x1, . . . , xn

)
= 0.

Задача решения этого уравнения при определенных ограни-
чениях на функцию F сводится к задаче интегрирования некото-
рой системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Мы
ограничимся тем, что приведем два результата по решению част-
ного случая уравнения первого порядка:

n∑
k=1

ak(x)
∂u

∂xk
+ b(x, u) = 0. (1)

Эти результаты содержатся в известном учебнике И. Г. Петров-
ского (см. [35]). Уравнения такого вида названы в этом учебнике
полулинейными.



3.2. Уравнения первого порядка 761

Пусть коэффициенты ak(x) имеют в области G непрерывные
частные производные по всем аргументам, функция b(x, u) опре-
делена для всех ограниченных в области

–
G функций u и имеет по

всем аргументам xk непрерывные первые производные. Пусть,

кроме того,
n∑
k=1

a2
k > 0.

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных ура-
внений

dxk
dt

= ak(x) (k = 1, . . . , n).

Как известно из теории обыкновенных дифференциальных
уравнений, через каждую точку области G проходит одна и толь-
ко одна траектория этой системы. Эти траектории называются
характеристиками.

Теорема единственности. Если функция u(x) удовлетво-
ряет в G уравнению (1) и имеет непрерывные производные, то
все значения u(x) на любой характеристике, где |u| < M , опре-
деляются ее значением в какой-либо одной точке этой характе-
ристики x0 =

(
x0

1, . . . , x
0
n

)
.

Теорема существования. Пусть S — (n − 1)-мерная по-
верхность, содержащаяся в G, имеющая непрерывную вращаю-
щуюся касательную плоскость и не касающаяся ни одной из ха-
рактеристик уравнения.

Пусть на S задана функция f(x), обладающая следующими
свойствами:

1) |f(x)| < M ;
2) каждая точка S обладает окрестностью, в которой f(x)

можно представить функцией каких-либо (n − 1) координат из
координат (x1, . . . , xn), имеющей непрерывные производные по
этим координатам.

Пусть, далее, существует окрестность R0 поверхности S,
обладающая следующими свойствами:

1) R0 ⊂ G;
2) характеристика, проходящая через любую точку x ∈ S,

при своем продолжении в обе стороны внутри R0 не пересе-
кает S. Через каждую x ∈ R0 проходит одна характеристика;

3) для любой точки x0 ∈ S решение уравнения u(x), удовле-
творяющее условию

u(x0) = f(x0),
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можно продолжить на всю часть характеристики, содержа-
щуюся в R0, причем это решение удовлетворяет условию

|u(x)| < M.

Тогда существует функция u(x), определенная в R0, удовле-
творяющая следующим условиям:

1) u(x) имеет непрерывные первые производные по всем пе-
ременным xk;

2) u(x) удовлетворяет уравнению (1);
3) для любого x0 ∈ S справедливо u(x0) = f(x0).
Задача нахождения функции u(x), удовлетворяющей этим ус-

ловиям, называется задачей Коши для нашего уравнения.

3.3. Классификация дифференциальных уравнений

второго порядка

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение второго
порядка в n-мерном пространстве Rn:

n∑
j,k=1

ajk
∂2u

∂xj∂xk
+

n∑
j=1

bj
∂u

∂xj
+ cu = f. (1)

Вместо переменных (x1, . . . , xn) введем новые независимые
переменные (y1, . . . , yn) по формулам

yk =
n∑
j=1

bkjxj .

Матрица ‖bkj‖ предполагается невырожденной.
В новых переменных уравнение (1) примет вид

n∑
p,q=1

a′pq
∂2u

∂yp∂yq
+

n∑
p=1

b′p
∂u

∂yp
+ cu = f, (1′)

где

a′pq =
n∑

j,k=1

bjpbkqajk, b′p =
n∑
j=1

bpjbj .
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Рассмотрим теперь квадратичную форму

n∑
j,k=1

a0
jkξjξk, (2)

коэффициенты которой равны коэффициентам ajk уравнения (1)
в некоторой точке (x0

1, . . . , x
0
n). Если в квадратичной форме (2)

мы введем новые переменные

ξk =
n∑
j=1

bkjηj (k = 1, . . . , n),

то форма (2) примет вид ∑
p,q

a01
pqηpηq,

где

a01
pq =

n∑
j,k=1

bjpbkqa
0
jk.

Таким образом, коэффициенты при вторых производных в урав-
нении (1) меняются в точке

(
x0

1, . . . , x
0
n

)
при линейной замене пе-

ременных так же, как и коэффициенты квадратичной формы (2).
Как известно, квадратичная форма заменой переменных мо-

жет быть приведена к канонической форме:

a01
pq = 0, p �= q,

a01
pp = 1, p = 1, . . . , m− 1,

a01
pp = −1, p = m, . . . , n1 − 1,

a01
pp = 0, p = n1, . . . , n.

(3)

Если в (3) m = n + 1 или m = 1, n1 = n + 1, уравнение (1)
называется эллиптическим в точке

(
x0

1, . . . , x
0
n

)
.

Если m = n, n1 = n + 1 или m = 2, n1 = n + 1, уравнение (1)
называется гиперболическим в точке

(
x0

1, . . . , x
0
n

)
.



764 3. Классические задачи

Если 2 < m < n, n1 = n + 1, уравнение (1) называется ульт-
рагиперболическим.

Если n1 ≤ n, уравнение (1) называется параболическим.
Если уравнение (1) является эллиптическим (гиперболиче-

ским, параболическим) в каждой точке области, то оно на-
зывается эллиптическим (гиперболическим, параболическим)
в области.

3.4. Эллиптические уравнения

Эллиптическим уравнениям удовлетворяют, во-первых, ста-
ционарные (не изменяющиеся во времени) поля. Классические
эллиптические уравнения — уравнение Лапласа

Δu = 0 (1)

и уравнение Пуассона
Δu = f. (2)

Стационарные поля в среде с переменными свойствами удо-
влетворяют уравнениям с переменными коэффициентами. На-
пример, поле концентрации вещества в стационарном процессе
диффузии удовлетворяет уравнению

div(k gradu) = 0, (3)

где k — коэффициент диффузии.
Кроме стационарных полей эллиптическим уравнениям удо-

влетворяют поля, описывающие установившиеся колебательные
процессы. Например, если решение волнового уравнения

∂2u

∂2t
= Δu

представимо в виде
u = eiλtv(x, y, z),

то функция v удовлетворяет уравнению Гельмгольца

Δv + λ2v = 0. (4)
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Как было отмечено нами ранее, потенциал поля скоростей
идеальной несжимаемой жидкости удовлетворяет уравнению Ла-
пласа по пространственным переменным в любой фиксированный
момент времени.

Классическими задачами для эллиптических уравнений яв-
ляются краевые задачи: требуется найти решение эллиптиче-
ского уравнения внутри некоторой области, удовлетворяющее оп-
ределенному условию на границе области. Приведем несколько
примеров краевых задач.

Задача Дирихле для уравнения Лапласа. Пусть D —
ограниченная область трехмерного пространства с гладкой гра-
ницей S, f — непрерывная функция, заданная на S.

Требуется определить решение уравнения Лапласа (1) вну-
три D , удовлетворяющее условию

u|S = f.

Задача Неймана. Требуется определить решение уравне-
ния Лапласа (1) внутри D , удовлетворяющее условию

∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= f.

Здесь
∂u

∂n

∣∣∣
S

— производная функции u по направлению внешней

нормали n к поверхности S.
Общая краевая задача. Пусть l — вектор и a — функ-

ция, заданные на S. Требуется определить решение уравнения
Лапласа (1) внутри D , удовлетворяющее условию (на S)

(l,∇u) + au = f.

В задаче Дирихле предполагается, что функция u непрерывна
в замкнутой области

–
D , в задачах Неймана и общей задаче функ-

ция непрерывно дифференцируема в замкнутой области
–
D . Эти

же краевые задачи рассматриваются и для других эллиптических
уравнений.

Теория краевых задач состоит в исследовании вопросов един-
ственности решения, существования и непрерывной зависимости
решения от данных краевой задачи.
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Единственность решения задачи Дирихле для уравнения Ла-
пласа следует из фундаментального свойства решений уравнения
Лапласа — принципа максимума.

Принцип максимума. Решение уравнения Лапласа в огра-
ниченной области D, непрерывное в замыкании

–
D , достигает

своего максимального (и минимального) значения на границе об-
ласти D. Если решение уравнения Лапласа достигает своего
максимального (или минимального) значения внутри области D,
то оно постоянно.

Из принципа максимума следует, что если решение (1) равно
нулю на границе D

u|S = 0,

то оно тождественно равно нулю. В силу линейности задачи это
означает единственность решения.

Принцип максимума в несколько измененной формулировке
имеет место и для решений эллиптических уравнений общего
вида.

Рассмотрим уравнение в ограниченной области D n-мерного
пространства

n∑
j,k=1

ajk
∂2u

∂xj∂xk
+

n∑
j=1

bj
∂u

∂xj
+ cu = 0. (5)

Коэффициенты ajk, bj , c в уравнении (5) предполагаются непре-
рывными.

Пусть, кроме того, имеют место неравенства

n∑
j,k=1

ajkξjξk ≥ δ

n∑
j=1

ξ2j , δ > 0, c < 0. (6)

Первое из условий (6) означает эллиптичность уравнения (5).
Для решений уравнения (5) справедлив следующий

Принцип максимума. Решение уравнения (5) не может
достигать внутри области D положительного максимума
и отрицательного минимума.

Из этого принципа максимума следует единственность реше-
ния задачи Дирихле для уравнения (5).

Решение вопроса о единственности в задаче Неймана следует
из формул Грина.
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Формулы Грина. Пусть u, v — функции, дважды непре-
рывно дифференцируемые внутри ограниченной области D трех-
мерного пространства и непрерывно дифференцируемые в замы-
кании

–
D . Тогда имеют место равенства∫

D

(
u′xv

′
x + u′yv

′
y + u′zv

′
z

)
dxdydz

+
∫
D

v ·Δu dxdydz =
∫
S

v
∂u

∂n
dσ, (7)∫

D

(uΔv − vΔu) dxdydz =
∫
S

(
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n

)
dσ,

где S — граница D .
Пусть теперь u — решение уравнения Лапласа. Полагая

в первом из равенств (7)
v = u,

получим ∫
D

(
u′2x + u′2y + u′2z

)
dxdydz =

∫
S

u
∂u

∂n
dσ. (8)

Из (8) следует, что если

∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0,

то
gradu = 0

и, значит,
u = const .

Таким образом, справедливо следующее

Утверждение. Если u1, u2 — решения задачи Неймана для
уравнения Лапласа и

∂u1

∂n

∣∣∣∣
S

=
∂u2

∂n

∣∣∣∣
S

,

то u1 − u2 = const.
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Перейдем к вопросам существования решений краевых задач.
В задаче Дирихле для уравнения Лапласа справедлива сле-

дующая теорема существования.
Теорема. Пусть f — непрерывная функция, заданная на

гладкой поверхности∗) S — границе ограниченной области D.
Тогда существует функция u, дважды непрерывно дифференци-
руемая внутри D и непрерывная в замыкании

–
D , удовлетворяю-

щая условиям
Δu = 0, u|S = f.

Отметим, что теорема существования решения задачи Ди-
рихле имеет место и при меньших ограничениях на поверхность
S — для так называемых поверхностей Ляпунова.

Приведем теорему существования для задачи Неймана.

Теорема. Пусть f — непрерывно дифференцируемая функ-
ция, заданная на S — удовлетворяет условию∫

f dσ = 0.

Тогда существует функция u, дважды непрерывно дифферен-
цируемая внутри D и непрерывно дифференцируемая в замыка-
нии

–
D, удовлетворяющая условиям

Δu = 0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= f.

В случае некоторых простейших областей для решений за-
дач Дирихле и Неймана можно получить формулы. Для шара
и полупространства эти формулы называются формулами Пуас-
сона. В этих случаях для доказательства теорем существования
достаточно проверить, что функции, определяемые этими форму-
лами, действительно удовлетворяют уравнению Лапласа и крае-
вому условию.

Для областей общего вида известно несколько методов дока-
зательства теорем существования. Один из классических мето-
дов — сведение краевых задач к интегральным уравнениям.

∗) Под гладкой поверхностью мы понимаем поверхность, которая в окрест-
ности любой своей точки определяется дважды непрерывно дифферен-
цируемой функцией.



3.4. Эллиптические уравнения 769

Решения краевых задач ищутся в виде потенциалов. Решение
задачи Дирихле ищется в виде потенциала двойного слоя

u =
∫
S

∂

∂n

(
1
r

)
ϕ dσ,

решение задачи Неймана — в виде потенциала простого слоя

u =
∫
S

1
r
ϕ dσ.

Решение краевой задачи оказывается эквивалентным реше-
нию интегрального уравнения Фредгольма второго рода относи-
тельно плотности ϕ

ϕ+
∫
S

Gϕdσ =
1

2π
f. (9)

Наряду с уравнением (9) рассматривается так называемое
союзное однородное интегральное уравнение

ψ +
∫
S

G∗ψ dσ = 0. (10)

Возможны два случая.
1. Уравнение (10) имеет лишь тривиальное решение

ψ = 0.

Тогда решение уравнения (9) единственно и существует для лю-
бой правой части f .

2. Уравнение (10) имеет конечное число линейно независи-
мых решений

ψk +
∫
S

G∗ψk dσ = 0, k = 1, . . . , n.
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Тогда однородное уравнение (9) (при f = 0) тоже имеет n ли-
нейно независимых решений. Для существования решения урав-
нения (9) необходимо и достаточно выполнения условий∫

S

fψk dσ = 0, k = 1, . . . , n.

Сформулированные утверждения называются теоремами
Фредгольма.

При исследовании краевых задач доказывается, что союз-
ное интегральное уравнение эквивалентно некоторой краевой за-
даче, называемой сопряженной по отношению к исходной задаче.
Из единственности решения сопряженной краевой задачи сле-
дует единственность решения союзного интегрального уравнения
и, значит, в силу теорем Фредгольма — существование решения
интегрального уравнения, соответствующего исходной краевой
задаче.

Краевые задачи для уравнения Гельмгольца (4) сводятся
к интегральным уравнениям с помощью потенциалов∫

S

cos(λr)
r

ϕ dσ,

∫
S

∂

∂n

(
cos(λr)

r

)
ϕ dσ.

Краевые задачи для эллиптических уравнений общего вида
с переменными коэффициентами также могут быть сведены к ин-
тегральным уравнениям Фредгольма второго рода, но доказа-
тельство существования соответствующих потенциалов эквива-
лентно доказательству существования решения исходной краевой
задачи.

Классический метод доказательства теорем существования
решений краевых задач для эллиптических уравнений общего ви-
да — сведение этих задач к вариационным задачам, т. е. задачам
нахождения экстремума некоторых функционалов.

3.5. Гиперболические и параболические уравнения

Простейшее уравнение гиперболического типа — уравнение
колебаний струны или уравнение Даламбера:

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0. (1)
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Решение этого уравнения описывает малые колебания натянутой
струны: функция u(x, t) — отклонение струны от положения рав-
новесия.

Для уравнения (1) рассматривается задача Коши: требуется
найти решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = f0(x), u′t(x, 0) = f1(x). (2)

Теория решения задачи Коши (2) для уравнения (1) получается
сравнительно просто из общего представления решений уравне-
ния (1). Показывается, что любое решение уравнения (1) может
быть представлено в виде

u(x, t) = ϕ(x− t) + ψ(x+ t), (3)

где ϕ, ψ — некоторые дважды непрерывно дифференцируемые
функции.

Из представления (3) получается формула Даламбера, даю-
щая решение задачи Коши

u(x, t) =
1
2

[f0(x− t) + f0(x+ t)] +
1
2

x+t∫
x−t

f1(ξ) dξ (4)

и также единственность решения.
Кроме задачи Коши для уравнения (1) рассматриваются так

называемые смешанные задачи, в которых вместе с данными Ко-
ши задаются краевые условия. Приведем простейшие смешанные
задачи:

1) колебания струны с закрепленными концами

u(0, t) = u(l, t) = 0;

2) колебания струны со свободными концами

u′x(0, t) = u′x(l, t) = 0.

Решения смешанных задач могут быть получены как с по-
мощью представления (3), так и методом разделения перемен-
ных — методом Фурье.
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В случае двух независимых переменных гиперболическое
уравнение общего вида заменой переменных может быть приве-
дено к следующему виду:

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ a

∂u

∂t
+ b

∂u

∂x
+ cu = 0. (5)

Задача Коши для уравнения (5) с переменными коэффициентами
сводится к частному случаю интегральных уравнений Фредголь-
ма второго рода — уравнениям Вольтерра. Как установлено
в теории интегральных уравнений, решение уравнения Вольтерра
всегда существует, единственно и может быть получено методом
последовательных приближений.

Решения задач Коши для волновых уравнений в случаях
двух, трех и более пространственных переменных получаются
в виде формул; эти формулы называются формулами Кирхгофа.

Задачи Коши и смешанные задачи для гиперболических ура-
внений сводятся к интегральным уравнениям Вольтерра второго
рода. Вопросы единственности решаются с помощью так назы-
ваемых энергетических неравенств.

Простейшее уравнение параболического типа — одномерное
уравнение теплопроводности

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0. (6)

Для уравнения (6) рассматривается задача Коши: требуется най-
ти решение уравнения (6), удовлетворяющее условию

u(x, 0) = f(x). (7)

Для единственности решения задачи требуются определен-
ные ограничения на поведение функции u(x, t) при |x| → ∞.

В простейшем случае при условии

lim
|x|→∞

u(x, t) = 0

единственность следует из принципа максимума.
Решение задачи (7) дается формулой Пуассона

u(x, t) =
1

2
√
πt

∞∫
−∞

e−(x−ξ)2/4tf(ξ) dξ. (8)
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Для уравнения (6) рассматриваются также смешанные за-
дачи, когда кроме начального условия (7) требуется выполнение
краевых условий таких, как

u(0, t) = u(l, t) = 0

или
ux(0, t) = ux(l, t) = 0.

Теоремы единственности, существования и непрерывной за-
висимости (устойчивости) установлены для задач Коши и сме-
шанных задач в случаях параболических уравнений общего вида
с переменными коэффициентами.

3.6. Понятие корректности

Понятие корректности (правильности) постановки задач для
дифференциальных уравнений было сформулировано в начале на-
шего века Ж. Адамаром.

Задача называется поставленной корректно, если выпол-
няются следующие условия:

1) решение задачи существует,
2) решение задачи единственно,
3) решение задачи непрерывно зависит от данных.
Первое условие требует, чтобы данных в задаче не было

слишком много (чтобы задача не была переопределенной).
Второе условие требует, чтобы данных было достаточно для

определенности задачи.
Третье условие связано со следующим обстоятельством. Ес-

ли задача связана с описанием физического явления, данные в за-
даче не могут считаться известными абсолютно точно. Можно
считать лишь, что нам известно некоторое приближение к дан-
ным задачи. Таким образом, если непрерывная зависимость реше-
ния от данных не имеет места, решение задачи будет фактически
неопределенным.

Сформулированные нами условия корректности требуют
уточнения. Именно, в теории краевых задач и решение, и данные
рассматриваются как элементы некоторых функциональных про-
странств, а условия корректности формулируются следующим
образом:

1) решение задачи существует для любых данных, принад-
лежащих некоторому замкнутому подпространству в линейном
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нормированном пространстве C(K),Lp,W
(l)
p , . . . , и принадлежит

одному из этих пространств;
2) решение задачи единственно в каком-либо из указанных

пространств;
3) бесконечно малым вариациям данных в том простран-

стве, в котором рассматриваются данные, соответствуют
бесконечно малые вариации решения (в том пространстве, в
котором рассматриваются решения).

Теоремы существования, единственности и непрерывной за-
висимости решений от данных являются доказательством кор-
ректности постановки задачи.

Для эллиптических уравнений корректными являются зада-
чи, в которых краевые условия задаются на всей границе области,
где требуется определить решение.

Для гиперболических и параболических корректными явля-
ются задачи Коши и смешанные задачи, в которых данные за-
даются на части границы области. Данные Коши с точки зрения
физического процесса, которому соответствует математическая
задача, означают, что нам известно состояние поля в некоторый
начальный момент времени. Задача — определить поле в после-
дующие моменты времени.

Сформулировав понятие корректности, Ж. Адамар привел
пример некорректной задачи для дифференциальных уравнений,
которая, по его мнению, не соответствовала никакой реальной фи-
зической постановке. Это задача Коши для уравнения Лапласа.

Эту задачу, а также другие, некорректные в смысле Ада-
мара, задачи мы детально обсудим в следующей главе. Здесь мы
ограничимся замечанием, что задача Коши для уравнения Ла-
пласа, а также ряд других некорректных задач удовлетворяют
условиям классической теоремы Коши — Ковалевской. В силу
этой теоремы в множестве аналитических функций решение за-
дачи Коши для уравнения Лапласа существует и единственно.
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4. Примеры некорректных задач

4.1. Некорректные начально-краевые задачи

Некорректно поставленной задачей или просто некорректной
задачей можно назвать любую задачу, которая не удовлетворяет
по крайней мере одному из условий корректности. Однако в тео-
рии некорректных задач основное внимание уделяется третьему
условию.

Перейдем к рассмотрению примеров некорректных задач для
уравнений второго порядка.

Начально-краевая задача для уравнения Лапласа.
Простейший вариант некорректной задачи для уравнения Ла-
пласа — двумерная смешанная задача.

Требуется определить функцию двух переменных u(x, y)
в прямоугольнике {0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ y0}, удовлетворяющую
следующим условиям:

Δu = 0,
u(0, y) = u(π, y) = 0, u(x, 0) = f0(x), u′y(x, 0) = f1(x).

(1)

Решение уравнения Лапласа, удовлетворяющее однородным
условиям на боковых границах полуполосы, представимо в виде

u(x, y) =
∞∑
k=1

sinkx(akeky + bke
−ky).

Из начальных условий получим

ak =
1
π

⎛⎝ π∫
0

f0(x) sinkx dx+
1
k

π∫
0

f1(x) sinkx dx

⎞⎠ ,

bk =
1
π

⎛⎝ π∫
0

f0(x) sinkx dx− 1
k

π∫
0

f1(x) sinkx dx

⎞⎠ .
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Таким образом, решение задачи (1) единственно.
Из приведенных формул видно, что для существования ре-

шения задачи (1) недостаточно принадлежности данных f0(x),
f1(x) какому-либо функциональному пространству, в определе-
нии нормы которого участвует конечное число производных.

Приведем пример Адамара для задачи (1).
Рассмотрим следующее решение уравнения Лапласа:

un(x, y) = an sin(nx)eny.

Данные Коши для функции un будут равны

f0n(x) = an sinnx, f1n(x) = nan sinnx.

Очевидно, что при соответствующем подборе n, an данные Коши
для функции un будут сколь угодно малы по норме, а сама функ-
ция будет сколь угодно велика при любом фиксированном y.

Сформулируем начально-краевую задачу для уравнения Ла-
пласа в общем виде.

Пусть D — ограниченная область n-мерного пространства
с гладкой границей S, S1 — часть S, f0, f1 — функции, заданные
на S1.

Требуется определить функцию u, удовлетворяющую в обла-
сти D уравнению Лапласа с граничными условиями

Δu = 0, u|S1 = f0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
S1

= f1. (2)

Задача (2) обладает теми же свойствами, что и отмеченные свой-
ства задачи (1). Решение единственно, для существования реше-
ния недостаточно принадлежности данных функциональным про-
странствам указанного типа, непрерывная зависимость решения
от данных не имеет места.

Аналогичными свойствами обладают и начально-краевые за-
дачи для эллиптических уравнений общего вида с переменными
коэффициентами.

Начально-краевая задача для уравнения теплопро-
водности с обратным временем. Требуется определить функ-
цию двух переменных u(x, t) в прямоугольнике

0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ t0,
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удовлетворяющую следующим условиям:

∂u

∂t
= −∂

2u

∂x2
, u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = f(x). (3)

Решение задачи (3) имеет вид

u(x, t) =
∞∑
k=1

ak sin(kx)ek
2t,

где ak = 2
π

π∫
0

sin(kx)f(x) dx. Из этой формулы следует единствен-

ность решения задачи и пример Адамара:

un(x, t) = an sin(nx)en
2t.

Задача Коши для уравнения теплопроводности с дан-
ными на времениподобном многообразии. Требуется опре-
делить функцию двух переменных u(x, t) в прямоугольнике

0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ t0,

удовлетворяющую следующим условиям:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, u(0, t) = f0(t), u′x(0, t) = f1(t). (4)

Задача (4) удовлетворяет условиям теоремы Коши — Кова-
левской. Решение задачи единственно, доказательство единствен-
ности не является столь простым, как в задаче (3). Приведем для
этой задачи пример Адамара

un(x, t) = an sin(2n2t + nx)enx.

Начально-краевая задача для волнового уравнения с
данными на времениподобном многообразии. Требуется
определить функцию трех переменных u(x, y, t) в части простран-
ства

0 ≤ x, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ t ≤ π,
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удовлетворяющую условиям

∂2u

∂t2
= Δu,

u(x, y, 0) = u(x, y, π) = 0, u(0, y, t) = f0(y, t),
u′x(0, y, t) = f1(y, t).

(5)

Решение задачи (5) единственно. Приведем для этой задачи
пример Адамара

un(x, y, t) = n−2enx sin(
√

5 ny) sin(2nt).

4.2. Аналитическое продолжение и внутренние
задачи

Имеется несколько постановок задач аналитического продол-
жения. Приведем две постановки задач аналитического продол-
жения для функций комплексного переменного.

Первая постановка. Пусть f(z) — аналитическая функ-
ция, регулярная в некоторой ограниченной области D на ком-
плексной плоскости, непрерывная на замыкании –

D ,

|f(z)| ≤ c, z = x+ iy, z ∈ D , (1)

Γ — граница области D , Γ1, Γ2 — части Γ: Γ1 ∪ Γ2 = Γ,
Γ1 ∩ Γ2 = ∅. Пусть далее нам известны значения f(z) на Γ1

и требуется определить f(z) в некоторой внутренней части D .
Если Γ = Γ1, то решение задачи дается интегралом Коши

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)
ξ − z dξ.

Покажем, что если Γ1 �= Γ, то задача аналитического про-
должения эквивалентна задаче Коши для уравнения Лапласа.

1. Пусть на Γ1 заданы значения гармонической функции u
и ее нормальной производной un. Обозначим через f(z) следую-
щую функцию:

f(z) = u(z) + iv(z),
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где v — функция, сопряженная с u. Как известно, на кривой Γ1

v(z) =

z∫
z0

∂

∂n
u(z) ds+C1,

где z0 — один из концов Γ1. Таким образом, если на Γ1 из-
вестны u, un, то можно считать, что на Γ1 известны значения
аналитической функции f(z).

2. Пусть на Γ1 задана функция f(z) = u(z) + iv(z), u, v — со-
пряженные гармонические функции. Из условий Коши — Римана
следует

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ1

=
∂v

∂s

∣∣∣∣
Γ1

(v′s — производная функции v вдоль Γ1). Поэтому, взяв производ-
ную функции f(z) и f̄(z) вдоль Γ1, получим

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ1

=
1
2
∂

∂s
(f − f̄)

∣∣∣∣
Γ1

.

Таким образом, приходим к данным Коши для функции u(x, y).
Итак, если Γ1 �= Γ, то задача аналитического продолжения экви-
валентна задаче Коши для уравнения Лапласа и, следовательно,
в классическом смысле некорректна.

Доказательство единственности решения сформулированной
задачи аналитического продолжения приводится в учебниках по
теории функций комплексного переменного.

Вторая постановка. Пусть значения аналитической функ-
ции f(z) заданы не на Γ1, а на некотором множестве M , лежащем
внутри области D . Если множество M имеет хотя бы одну пре-
дельную точку внутри D , решение задачи аналитического про-
должения единственно. Это классическая теорема теории анали-
тических функций. Пусть множество M — последовательность,
имеющая одну (или конечное число) предельную точку внутри D .
Оказывается, что неустойчивость задачи аналитического продол-
жения в определенном смысле даже больше, чем в задаче Коши
для уравнения Лапласа.

Вторая постановка задачи аналитического продолжения яв-
ляется частным случаем класса задач для дифференциальных
уравнений, которые мы назовем внутренними задачами.
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Под внутренними задачами мы понимаем задачи следующего
типа.

Требуется определить решение некоторого уравнения (или
системы уравнений), регулярное в области D, если заданы зна-
чения решения (возможно, и его производных) на множестве M ,
лежащем внутри D.

Приведем пример внутренней задачи для двумерного уравне-
ния диффузии.

Пусть u(x, y, t) — решение уравнения

∂u

∂t
= Δu,

регулярное в цилиндре

x2 + y2 < 1, 0 < t < t0,

и пусть (xk, yk) — последовательность точек внутри единичного
круга, lim

k→∞
xk = lim

k→∞
yk = 0.

Требуется определить функцию u, если заданы функции

u(xk, yk, t) = f0k(t),
u′x(xk, yk, t) = f1k(t),
u′y(xk, yk, t) = f2k(t).

4.3. Слабо и сильно некорректные задачи.
Задачи дифференцирования

В приведенных выше примерах некорректных задач отсут-
ствует непрерывная зависимость решений от данных, если рас-
сматривать решения и данные как элементы функциональных
пространств, в определении нормы которых участвуют конечное
число производных.

Однако можно называть некорректными и задачи, в кото-
рых нет непрерывной зависимости решения от данных для одной
пары пространств, а для другой пары имеется непрерывная за-
висимость решения от данных. В теории некорректных задач
задачи, в которых нет непрерывной зависимости ни для какой
пары функциональных пространств с нормами, включающими ко-
нечное число производных, называются сильно некорректными.



4.4. Сведение задач к интегральным уравнениям 781

Задачи, в которых для одной пары пространств непрерыв-
ной зависимости нет, а для другой пары есть, называют слабо
некорректными.

Классическая слабо некорректная задача — задача диффе-
ренцирования. Задача дифференцирования корректна, если рас-
сматривать ее для пар пространств {C,C1}, {L2,W1

2

}
и т. д.,

и некорректна для пар пространств {C,C}, {L2,L2}.
Если рассматривать задачу дифференцирования функции,

полученной на основании показаний физических приборов, то ее
целесообразно рассматривать именно для двух последних пар
пространств, так как погрешности показаний приборов обычно
оцениваются в C или L2.

4.4. Сведение некорректных задач
к интегральным уравнениям

Классические корректные краевые задачи для дифференци-
альных уравнений сводятся к интегральным уравнениям Фред-
гольма второго рода. Некоторые краевые задачи сводятся к син-
гулярным интегральным уравнениям, для которых справедливы
теоремы Нетер.

Некорректные задачи, примеры которых были нами приве-
дены, сводятся к интегральным уравнениям Фредгольма первого
рода, свойства решений которых существенно отличаются как от
свойств решений уравнений Фредгольма второго рода, так и от
свойств решений классических сингулярных уравнений. Приве-
дем несколько примеров сведения некорректных задач к инте-
гральным уравнениям.

Задача Коши для уравнения теплопроводности с об-
ратным временем. Требуется определить ограниченную функ-
цию u(x, t) в полосе

−∞ < x <∞, 0 ≤ t ≤ t0,

удовлетворяющую условиям

∂u

∂t
= −∂

2u

∂x2
, u(x, 0) = f(x). (1)

Функция f(x) предполагается ограниченной и непрерывной.
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Пусть решение задачи (1) существует и непрерывно в
замкнутой полосе. Обозначим

ϕ(x) = u(x, t0).

Тогда по формуле Пуассона

u(x, t) =
1

2
√
π(t0 − t)

∞∫
−∞

e
− (x−ξ)2

4(t0−t)ϕ(ξ) dξ

и, значит, решение задачи (1) эквивалентно решению следующего
интегрального уравнения относительно функции ϕ(x):

1
2
√
πt0

∞∫
−∞

e
− (x−ξ)2

4t0 ϕ(ξ) dξ = f(x).

Внутренняя задача для уравнения Лапласа в полу-
плоскости. Требуется определить ограниченную функцию
u(x, y) в полуплоскости y ≥ 0, удовлетворяющую условиям

Δu = 0,
u(x, y0) = f(x), y0 > 0.

(2)

Пусть решение задачи существует. Обозначим

ϕ(x) = u(x, 0).

Тогда по формуле Пуассона

u(x, y) =
1
π

∞∫
−∞

y

y2 + (x− ξ)2
ϕ(ξ) dξ

и решение задачи (2) эквивалентно решению интегрального урав-
нения

1
π

∞∫
−∞

y0
y2
0 + (x− ξ)2ϕ(ξ) dξ = f(x).
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Задача Коши для уравнения Лапласа. Пусть D — об-
ласть трехмерного пространства, ограниченная гладкой поверх-
ностью S; S1, S2 — части поверхности S:

S = S1 ∪ S2, S1 ∩ S2 = ∅;

f0, f1 — непрерывные функции, заданные на S1.
Требуется определить функцию u(x), дважды непрерывно

дифференцируемую внутри D и непрерывно дифференцируемую
в замыкании

–
D , удовлетворяющую условиям

Δu = 0,

u|S1 = f0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
S1

= f1.
(3)

Пусть решение задачи (3) существует. Будем искать решение
задачи (3) в виде потенциалов простого слоя

u =
∫
S1

1
r
ϕ1 dσ +

∫
S2

1
r
ϕ2 dσ.

Из условий Коши получим, что функции ϕ1, ϕ2 удовлетво-
ряют системе интегральных уравнений∫

S1

1
r
ϕ1 dσ +

∫
S2

1
r
ϕ2 dσ = f0, x ∈ S1,

2πϕ1 +
∫
S1

∂

∂n

(
1
r

)
ϕ1 dσ +

∫
S2

∂

∂n

(
1
r

)
ϕ2 dσ = f1, x ∈ S1.

(4)

Обозначим

f1 −
∫
S2

∂

∂n

(
1
r

)
ϕ2 dσ = 2πf2.

При этом второе из равенств (4) примет вид

ϕ1 +
1

2π

∫
S1

∂

∂n

(
1
r

)
ϕ1 dσ = f2. (5)
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Рассмотрим (5) как интегральное уравнение относительно ϕ1.
Можно показать, что решение уравнения (5) существует и пред-
ставимо в виде

ϕ1 = f2 +
∫
S1

Gf2 dσ,

где G — некоторая функция пары точек поверхности S1.
Подставляя выражение для ϕ1 в первое из уравнений (4),

мы получим интегральное уравнение первого рода относительно
функции ϕ2 ∫

S2

Kϕ2 dσ = f0.

Смешанная задача для уравнения теплопроводности
с данными Коши на времениподобном многообразии.
Требуется определить функцию u(x, t) в прямоугольнике

0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ t0,

удовлетворяющую условиям

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
,

u(0, t) = f(t), ux(0, t) = 0, u(x, 0) = 0.
(6)

Будем искать решение задачи (6) в виде теплового потенциала

u(x, t) =
1
2

t∫
0

[
e−

(x−l)2

4(t−τ) + e−
(x+l)2

4(t−τ)

]
ϕ(τ) dτ.

Функция, представимая в таком виде, удовлетворяет уравнению
теплопроводности, а также второму и третьему из краевых усло-
вий (6).

Первое из краевых условий в (6) приводит к следующему
интегральному уравнению типа Вольтерра относительно
функции ϕ:

t∫
0

e−
l2

4(t−τ)ϕ(τ) dτ = f(t).
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5. Задачи физики, приводящие
к некорректным задачам

5.1. Интерпретация показаний физических
приборов

Действия многих приборов, регистрирующих нестационар-
ные физические поля, описываются следующей схемой:

На вход прибора поступает сигнал ϕ(t), на выходе прибора ре-
гистрируется функция f(t). В простейшем случае функции ϕ(t),
f(t) связаны соотношением

t∫
0

g(t− τ)ϕ(τ) dτ = f(t). (1)

Функция g(t) в этом случае называется импульсной переходной
функцией прибора. Теоретически g(t) представляет функцию, ко-
торая регистрируется прибором в случае, если на вход прибора
поступает обобщенная функция δ(t) — дельта-функция Дирака.
На практике для получения функции g(t), характеризующей ра-
боту прибора, на вход подают достаточно короткий импульс.

Таким образом, задача интерпретации показаний прибора,
т. е. определения формы поступившего сигнала, сводится к ре-
шению интегрального уравнения первого рода (1).
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Связь между поступающим на вход прибора сигналом ϕ(t)
и регистрируемой на выходе функцией f(t) может быть и более
сложной. В случае «линейного» прибора эта связь имеет вид

t∫
0

K(t, τ)ϕ(τ) dτ = f(t).

Возможна и нелинейная связь между функциями ϕ(t), f(t):
t∫

0

K(t, τ, ϕ) dτ = f(t).

По отмеченной схеме работают, в частности, приборы, регистри-
рующие переменные электромагнитные поля, режимы давлений
и напряжений в сплошной среде, сейсмографы, регистрирующие
колебания земной поверхности.

Для решения простейшего уравнения (1) могут быть исполь-
зованы преобразования Фурье и Лапласа. Пусть g̃(λ), ϕ̃(λ),
f̃ (λ) — преобразования Фурье функций g(t), ϕ(t) и f(t):

g̃(λ) =

∞∫
0

eiλtg(t) dt, ϕ̃(λ) =

∞∫
0

eiλtϕ(t) dt, f̃(λ) =

∞∫
0

eiλtf(t) dt.

Тогда по теореме о свертке

g̃(λ)ϕ̃(λ) = f̃(λ),

откуда, обращая преобразование Фурье, получаем для реше-
ния (1) формулу

ϕ(t) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iλtϕ̃(λ) dλ=
1

2π

∞∫
−∞

e−iλt
f̃(λ)
g̃(λ)

dλ. (2)

Формула (2) неустойчива, так как функция g̃(λ) — преобразова-
ние Фурье импульсной переходной функции прибора — для реаль-
ных приборов стремится к нулю при λ → ∞, и, таким образом,
сколь угодно малые помехи в определении f̃(λ) для достаточно
больших λ могут привести к большим изменениям в решении ϕ(t).

В случае, если функция g(t) постоянна, задача решения (1)
есть задача дифференцирования.
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5.2. Интерпретация гравиметрических данных

К некорректным задачам, эквивалентным задаче Коши для
уравнения Лапласа, приводят некоторые проблемы интерпрета-
ции гравитационных и магнитных полей, связанные с поисками
полезных ископаемых.

Если бы Земля была сферически однородным шаром, напря-
женность гравитационного поля на поверхности была бы постоян-
ной. Неоднородности рельефа и распределения плотности веще-
ства служат причиной того, что напряженность гравитационного
поля на поверхности Земли отклоняется от среднего значения.
Эти отклонения в процентном отношении невелики, но хорошо
регистрируются физическими приборами — гравиметрами∗) .
Данные гравитационных наблюдений используются при поисках
и разведке месторождений полезных ископаемых.

На рис. 1 и 2 изображены в разрезе типичные геологиче-
ские строения участков земной коры и данные гравитационных
измерений — вертикальные компоненты аномалий напряженно-
сти гравитационного поля. Эти аномалии порождаются тем, что
плотность фундамента и интрузий∗∗) обычно заметно выше плот-
ности осадков∗∗∗). Задача интерпретации гравитационных дан-
ных — по данным гравитационных измерений сделать выводы
о рельефе фундамента, расположении и форме интрузий. К ха-
рактерным формам фундамента и интрузиям часто приурочены
месторождения полезных ископаемых, например, в нефтеносных
районах месторождения нефти часто связаны с поднятиями релье-
фа фундамента — куполами, а с интрузиями — рудные месторож-
дения.

∗) Средняя напряженность гравитационного поля Земли 1 кг = 980 Гал.
Типичные аномалии имеют напряженность 0,5–10 мГал.

∗∗) Геологическое тело, образовавшееся после внедрения в окружающую
породу расплавленной магмы.

∗∗∗) Плотность осадков 2–4 г/см3. Плотность фундамента и интрузии
4–6 г/см3.
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Рис. 1.

Рис. 2.

Остановимся подробнее на задаче определения местоположе-
ния интрузий по данным гравитационных измерений. В случае,
если расстояние между геологическими телами — интрузиями —
больше, чем расстояние от тел до поверхности Земли, положе-
ния тел соответствуют локальным максимумам аномалий (см. ле-
вую часть рис. 2). В случае же, если расстояние между телами
меньше расстояния от тел до поверхности, двум телам соответ-
ствует один локальный максимум (см. правую часть рис. 2). При
разведке полезных ископаемых геофизические измерения и их ин-
терпретация являются предварительным этапом. Основной этап
для месторождений, скрытых осадками, — это бурение разведоч-
ных скважин и анализ данных бурения.

Если мы решим на основании вида аномалии, изображен-
ной в правой части рис. 2, что она порождена одним телом, мы
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естественно выберем место бурения в центре аномалии, при этом
скважина пройдет между интересующими нас телами. Такая си-
туация неоднократно встречалась в практике геологоразведоч-
ных работ.

Геофизиками было высказано следующее предложение: по
данным гравитационных измерений на поверхности Земли рас-
считать аномальное гравитационное поле на некоторой глубине
под поверхностью Земли. В случае, если на глубине аномалия
сохранит вид одного локального максимума, можно с большей
достоверностью сделать вывод о том, что аномалия порождена
одним телом. В случае, если после пересчета появятся два ло-
кальных максимума, можно сделать вывод, что тел — два, и со-
ответственно выбрать места бурения.

Рассмотрим теперь математическую постановку, соответст-
вующую сформулированной выше задаче пересчета гравитацион-
ного поля. Для простоты ограничимся случаем двух перемен-
ных. Отметим, что это ограничение часто соответствует реаль-
ным геофизическим ситуациям, так как геологические структуры
бывают вытянуты в определенном направлении, а геофизические
измерения производятся на трассе, перпендикулярной этому на-
правлению.

Как известно, вне масс, порождающих гравитационное поле,
потенциал поля и компоненты напряженности удовлетворяют
уравнению Лапласа. Итак, пусть линия на поверхности Земли
совпадает с осью x; u(x, y) — вертикальная компонента напря-
женности гравитационного поля, порожденного несколькими те-
лами, лежащими ниже уровня y = −H , H > 0. Тогда функция
u(x, y) есть решение уравнения Лапласа Δu = 0, регулярное в по-
луплоскости y > −H . Значения функции u(x, y) заданы на оси x,
т. е. задана функция f(x):

f(x) = u(x, 0).

Требуется определить значения функции

ϕ(x) = u(x,−h), 0 < h < H.

Решение сформулированной задачи с помощью формулы Пуас-
сона сводится к интегральному уравнению первого рода

∞∫
−∞

hϕ(ξ)
h2 + (x− ξ)2

dξ = f(x).
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Сформулированная задача эквивалентна задаче Коши для урав-
нения Лапласа. Для этой задачи пример Адамара имеет вид: если
f(x) = α sinnx, то ϕ(x) = αenh sinnx.

Целиком аналогичная постановка возникает и при интерпре-
тации аномалий постоянного магнитного поля, так как потенциал
и компоненты этого поля вне магнитных масс также удовлетво-
ряют уравнению Лапласа.

5.3. Задачи для уравнения диффузии

Рассмотрим уравнение

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ), (1)

описывающее процесс изменения температуры в однородном
стержне или процесс диффузии — изменение концентрации ве-
щества в растворе. Классической задачей для уравнения (1) яв-
ляется смешанная задача

u(x, 0) = f(x), u(0, t) = u(l, t) = 0. (2)

Физический смысл задачи (1), (2) состоит в следующем: мы знаем
в некоторый начальный момент времени распределение темпера-
туры в стержне или концентрации вещества в цилиндрическом
сосуде. Требуется определить распределение температуры или
концентрации вещества в последующие моменты времени. Крае-
вые условия означают, что в нашем процессе на концах поддер-
живается постоянная температура или концентрация.

Рассмотрим теперь для уравнения (1) некорректную задачу:

u(x, T ) = f(x), u(0, t) = u(l, t) = 0. (3)

Очевидно, что задача (3) для уравнения (1) эквивалентна за-
даче (2) для уравнения

∂u

∂t
= −∂

2u

∂x2
. (4)

Эта задача имеет вполне определенный физический смысл. Мы
знаем (на основании физических измерений) распределение тем-
пературы или концентрации в некоторый момент времени. Нас
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интересует история процесса: какое было распределение темпе-
ратуры или концентрации в предыдущие моменты времени.

Физический смысл имеет и следующая некорректная задача
для уравнения (1):

u(0, t) = f1(t), u′x(0, t) = f2(t). (5)

Допустим, что мы не имеем возможности производить изме-
рения концентрации вещества во всем цилиндре, а можем изме-
рять концентрацию и поток вещества на одном из концов. Некор-
ректность задачи (5) следует из примера:

f1(t) =
√

2/n sinnt, f2(t) = cosnt + sinnt,

u(x, t) =
√

2/n sin(nt +
√

2/nx)e
√

2/nx.

5.4. Определение физических полей по данным
измерений

В задаче интерпретации данных гравитационных измерений,
о которой говорилось в п. 5.1, геофизики на самом деле распола-
гают значениями компоненты гравитационного поля не на всей
поверхности Земли и не на отрезке, а на некотором конечном
множестве точек. Таким образом, возникает задача: требуется
определить функцию ϕ(x) из уравнения (1) в п. 5.1, если известны
значения правой части в конечном наборе точек, т. е. известны

fk = f(xk) k = 1, . . . , n.

Решение сформулированной задачи неоднозначно, однако очевид-
но, что если точки {xk} заполняют некоторый отрезок [a, b] до-
статочно густо, можно с помощью интерполяции доопределить
функцию f(x) на весь отрезок. При этом возникнет дополнитель-
ная погрешность в правой части уравнения (1) из п. 5.1.

В прикладных задачах, в частности в задаче интерпретации
гравиметрических данных, измерение значения функции в точке
требует определенных затрат. В связи с этим возникает задача
о рациональном выборе системы точек измерений. Ясно, что
нецелесообразно выбирать слишком густую сетку, при которой



792 5. Задачи физики, приводящие к некорректным задачам

погрешности простейшей интерполяции значительно меньше по-
грешностей измерительных приборов. Представляет практиче-
ский интерес решение следующего вопроса: с какой точностью
можно определить решение уравнения (1) в п. 5.1, если нам из-
вестны числа{

fεk
}
,
∣∣fεk − f(xk)

∣∣ ≤ ε, k = 1, . . . , n.

Аналогичная постановка имеет смысл и в случае, когда мно-
жество точек {xk} бесконечно. Если у множества {xk} суще-
ствует предельная точка, решение уравнения (1) в п. 5.1 одно-
значно определяется по последовательности чисел

fk = f(xk), k = 1, . . . ,∞.
Единственность решения уравнения (1) в п. 5.1 по данным

{fk} следует из известной теоремы теории аналитических функ-
ций: если аналитическая функция обращается в нуль на множе-
стве, имеющем предельную точку внутри области регулярности,
то она тождественно равна нулю.

Отметим, что аналитическими функциями пространствен-
ных переменных описываются многие физические поля.

Компоненты напряженности переменного электромагнитно-
го поля в среде с постоянными свойствами удовлетворяют урав-
нению Гельмгольца

Δu+ k2u = 0.

Решения этого уравнения с постоянным коэффициентом k яв-
ляются аналитическими функциями, и, таким образом, задача
определения структуры электромагнитного поля по данным изме-
рений на дискретном множестве сводится к задаче восстановле-
ния аналитических функций (одной или нескольких переменных)
по ее значениям на этом множестве.

5.5. Томография

Томография — интенсивно развивающееся в последние годы
научно-техническое направление. Слово имеет происхождение от
греческих слов «томос» (слой) и «графия» (изображение). В науч-
но-технической литературе это слово появилось в 20-х годах про-
шлого века в связи с созданием медицинских рентгеновских томо-
графов. Интенсивное развитие томографии началось в 70-х годах
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XX века в современном томографе имеется два основных аспекта.
Это, во-первых, техническое устройство, позволяющее получать
данные просвечивания исследуемого объекта, во-вторых, преоб-
разование этих данных в изображение слоя объекта. Второй
аспект базируется на математической теории.

Хотя термин томография до сравнительно недавнего времени
использовался в основном в связи с задачами медицины, фактиче-
ски те же принципы давно используются в геофизике при постро-
ении разрезов участков земной коры по данным геофизических
измерений на профиле.

В настоящее время томографы и томография широко исполь-
зуются в самых разнообразных научно-технических областях.

Математические задачи, возникающие при интерпретации
томографических данных — получение изображения слоя иссле-
дуемого объекта — относятся к так называемым обратным зада-
чам математической физики.

Математический аппарат, используемый в настоящее время
в медицинских рентгеновских томографах, основан на обращении
преобразования Радона. Использование преобразования Радона
в рентгеновской томографии базируется на определенной модели
взаимодействия потока рентгеновского излучения с веществом ис-
следуемого объекта. В этой модели не учитывается ряд факторов,
которые могут играть в различных томографических задачах су-
щественную роль. В модели, приводящей к преобразованию Ра-
дона, рентгеновские лучи предполагаются прямолинейными, не
учитываются, в частности, геометрическое расхождение и рас-
сеивание.

Итак, пусть имеется поток рентгеновских лучей, просвечи-
вающих некоторый объект. Обозначим через ψ поток рентгенов-
ских лучей, a — коэффициент поглощения. Предполагается, что
просвечивание производится в тонком слое, так что коэффициент
поглощения есть функция двух переменных, отличная от нуля
в ограниченной области D .

В томографах производится просвечивание слоя исследуемо-
го объекта серией плоскопараллельных потоков рентгеновских
лучей под разными углами. Таким образом, поток ψ есть функ-
ция переменных x, y и угла α:

ψ = ψ(x, y, α).
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При сделанных выше предположениях поток ψ удовлетво-
ряет простейшему уравнению переноса

(cosα)ψx + (sinα)ψy + aψ = 0. (1)

Для функции u = lnψ из (1) следует

(cosα)ux + (sinα)uy + a = 0. (2)

Пусть первоначальный до прохождения через объект поток по-
стоянен:

ψ = c.

Тогда функция u в точках после прохождения потока через
объект будет равна

u(x, y, α) =
∫

Γ(x,y,α)

a(ξ, η) ds, (3)

где Γ — прямая, проходящая через область D .
Первоначальный поток ψ нам известен, поток после прохож-

дения измеряется. Таким образом, мы сможем считать извест-
ной величину u(x, y, α) и равенство (3) можно рассматривать как
интегральное уравнение относительно распределения интенсив-
ности поглощения a(x, y).

Приведем более детальную постановку задачи решения (3).
Требуется определить функцию a(x, y), равную нулю вне ограни-
ченной области D , если известна функция∫

Γ(x,y,α)

a(ξ, η) ds= u(x, y, α). (4)

Преобразование, ставящее в соответствие функции a(x, y)
функцию u(x, y, α), называется преобразованием Радона. Задача
решения уравнения (4) есть задача обращения преобразования
Радона.

Известны несколько формул обращения преобразования Ра-
дона. Если в (4) рассматривать u, a как элементы простран-
ства C, задача решения (4) некорректна. Уравнение (4) не яв-
ляется операторным уравнением первого рода, так как оператор
Радона не является вполне непрерывным.
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Задача Радона является одной из задач интегральной гео-
метрии. Сформулируем общую задачу интегральной геометрии
на плоскости. Пусть Γ(p, q) — семейство кривых на плоскости,
зависящее от двух параметров и обладающее следующим свой-
ством: через каждую точку области D проходит пучок кривых
семейства. Пусть далее g(x, y, p, q) — заданная функция четы-
рех переменных. Требуется определить функцию u(x, y), равную
нулю вне области D , если известна функция∫

Γ(p,q)

g(x, y, p, q)u(x, y) ds= f(p, q). (5)

Приведем теперь задачу геофизики — задачу интерпретации
сейсмических данных, которая приводит к задаче интегральной
геометрии — задаче решения уравнения типа (5). Эту задачу
называют задачей сейсмической томографии.

Пусть v(x, y) — скорость распространения волнового про-
цесса в двумерной среде, τ(x1, y1, x2, y2) — время прихода волны
из точки (x1, y1) в точку (x2, y2).

Как известно,

τ =
∫

Γ(x1,y1,x2,y2)

n(x, y) ds, n = 1/v, (6)

где Γ — луч, соединяющий точки (x1, y1), (x2, y2). Функция τ
удовлетворяет уравнениям эйконала(

∂τ

∂x1

)2

+
(
∂τ

∂y1

)2

= n2(x1, y1),(
∂τ

∂x2

)2

+
(
∂τ

∂y2

)2

= n2(x2, y2).

(7)

Прямая кинематическая задача — это задача определения функ-
ции τ по заданной функции v или n. Математически это классиче-
ская задача Коши для уравнений первого порядка (7) или краевая
задача для соответствующей системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений.
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Обратную задачу можно рассматривать как задачу решения
операторного уравнения (6). Так как лучи Γ зависят от искомой
функции n, уравнение (6) нелинейное.

Предположим, что

n = n0 + n1

и функция n0 нам известна, а функция n1 достаточно мала, так
что мы в наших уравнениях можем пренебречь величинами по-
рядка (n1)2.

В геофизике подобное предположение будет в случае, когда
расстояние между парами точек невелико — тогда n0 просто
постоянно (сейсмическое просвечивание между скважинами) —
или когда n0 зависит только от одной переменной и определяет-
ся по решению одномерной обратной задачи (сейсмозондирова-
ние осадочного слоя). Данная гипотеза может быть использо-
вана и в задаче акустической стратификации океана, где скорость
звука мало отличается от среднего значения.

В соответствии с нашими предположениями уравнения (7)
примут вид

∂τ0
∂xj

∂τ1
∂xj

+
∂τ0
∂yj

∂τ1
∂yj

= n0(xj , yj)n1(xj, yj). (8)

Из (8) получим

τ1(x1, y1, x2, y2) =
∫

Γ0(x1,y1,x2,y2)

n1(x, y) ds, (9)

где Γ0 — луч, соединяющий точки (x1, y1), (x2, y2) в среде, со-
ответствующей функции n0(x, y). Так как n0 предполагается из-
вестным, то можно считать известным и семейство лучей Γ0.
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6. Операторные и интегральные
уравнения

6.1. О понятиях корректности

Здесь мы обсудим введенные и используемые рядом авторов
понятия корректности. Мы будем рассматривать эти понятия
применительно к операторным уравнениям или отображениям
векторных топологических пространств. В таком виде сравни-
тельно просто можно представить отмеченные выше задачи ма-
тематической физики, математического анализа, алгебры, линей-
ного программирования и т. д.

Вначале введем общее определение корректности, которое
охватывает различные определения этого понятия.

Пусть (X,U ), (Y,V ) — топологические векторные простран-
ства, A ⊆ X , B ⊆ Y — множества, C = C (B,X) — выбранный
класс допустимых отображений B → X и их сужений (например,
компактные или замкнутые), T : X → Y — произвольное ото-
бражение из выбранного класса (например, непрерывное или за-
мкнутое), T−1 : Y → X — обратное соответствие (не обязательно
однозначное).

Определение 1. Отображение (оператор) T называется
(A,B,C )-корректным, если:

(1) TA ⊇ B,
(2) T−1

B однозначно,
(3) T−1

B допустимо.
Заменив условие (1) на
(1′) TA ⊇ B,

получим определение (A,B,C )′-корректности в широком смысле.
Если хотя бы одно из условий (1)–(3) нарушается, то ото-

бражение T называется (A,B,C )-некорректным (соответственно
в узком или широком смысле).

Как уже отмечалось, понятие корректности постановки за-
дач для дифференциальных уравнений было сформулировано
Ж. Адамаром. Так, в работе [56] отмечается: «С уравнениями
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в частных производных связаны две фундаментальных проблемы:
Дирихле и Коши. В задачах Коши условия определяют значе-
ния функции и ее первых производных в каждой точке границы.
Нужно найти достаточно широкие классы случаев, в которых
каждая из этих задач была бы хорошо поставлена, т. е. разре-
шима и определена».

Также в [56] сказано: «Каждая граничная задача состоит
в определении неизвестной функции, которая:

(1◦) является решением (неопределенного) уравнения с част-
ными производными;

(2◦) удовлетворяет некоторым граничным условиям (или ус-
ловиям определенности).

Такая задача называется корректно поставленной, если эти
условия обеспечивают существование и единственность решения
рассматриваемого уравнения». Простейшей граничной задачей
является задача Коши.

Таким образом, первоначальное определение Адамара кор-
ректности содержит два условия: существование и единствен-
ность.

Если сформулировать задачу в виде отображения T : X → Y ,
то отображение, соответствующее корректной задаче, (A,B,C )-
корректно при A = X , B = Y , C — произвольное отображение.

Условие непрерывной зависимости решения от данных было
введено Д. Гильбертом и Р. Курантом. В п. 3.6 приведено опре-
деление корректности, данное в работе [22]. В дальнейшем это
определение сформулировано более подробно. В п. 3.6 приведено
и это более подробное понятие, так как оно было сформулировано,
например, в известных учебниках С. Л. Соболева [43], И. Г. Пе-
тровского [35].

Применительно к введенному нами понятию корректности
отображения справедливо следующее утверждение.

Отображение, соответствующее корректной задаче,
(A,B,C )-корректно при A = X , B = Y , C — произвольное ото-
бражение.

Приведем примеры, связанные с введенным понятием.
Примеры. 1) Гомеоморфизм A = X на B = Y является (A,B,C )-

корректным отображением при C = C (B,A).
2) Пусть: X — банахово пространство с метрической топологией U ;

A — плотное подпространство X (Ā = X); Y = X и V = U , B = Y ;
C = C (Y, X) — пространство непрерывных отображений Y → X; I —
тождественный оператор X → X; S : A → X — компактный оператор,
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λ ∈ C — произвольное комплексное число; T = λI − S — фредгольмов опе-
ратор A → X.

Тогда фредгольмов оператор T = λI − S при каждом λ /∈ Σ(S) (не
из спектра оператора S) всегда является (A,B,C )-корректным в широком
смысле (выполняются условия (1′), (2), (3)). А при каждом λ ∈ Σ(S) (из
спектра оператора S) — некорректным в широком смысле (и тем более в
узком).

Если оператор S замкнут, то при λ /∈ Σ(S) оператор T (A,B,C )-коррек-
тен в узком смысле (см. [30, 3.8.2]). Это тем более так, если A = X и оператор
S ограничен.

3) Компактный взаимно однозначный линейный оператор S : X → X,

преобразующий бесконечномерное банахово пространство X в себя, при
A = X, B = SA, C = C (X,X) — непрерывное отображение, является
(A,B,C )-некорректным, так как S−1 : B → A неограничен (см. [30, 3.6.2]).

В работе [30] на основании концепций, изложенных в работе
А. Н. Тихонова [46], один из авторов сформулировал понятие кор-
ректности по Тихонову или условной корректности. Рассматри-
вается уравнение

Tx = y, x ∈ X, y ∈ Y. (1)

Определение 2. Задача решения (1) называется постав-
ленной корректно по Тихонову, если выполняются следующие
условия.

1) Априори известно, что решение задачи существует и при-
надлежит заданному множеству A.

2) Решение единственно на множестве A.
3) Решение x непрерывно зависит от правой части y для

тех вариаций y, которые не выводят решение за пределы мно-
жества A.

Другая формулировка условия 3):
3′) Оператор T−1

TA непрерывен.
Как было отмечено в главе 1 части «Основные понятия»,

в случае, если множество A компактное, выполнение условия 3)
или 3′) следует из выполнения условий 1), 2). Таким образом,
справедливы следующие утверждения.

Утверждение 1. Если задача решения (1) поставлена кор-
ректно по Тихонову, то отображение T (A,B,C )-корректно,
если C — класс непрерывных отображений.

Утверждение 2. Если, кроме того, множество A ком-
пактно и отображение T непрерывно, то отображение T
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(A,B,C )-корректно, если выполняются первые два условия кор-
ректности по Тихонову.

Пусть теперь X , Y — полные метрические пространства,
T — непрерывное отображение. Приведем две теоремы, изло-
женные в работах [16, 46], в которых установлены достаточные
условия, при которых из выполнения 1), 2) следует справедли-
вость условия 3) или 3′).

Теорема 1 (А. М. Тихонов). Пусть решение уравнения (1)
единственно, множество A ⊂ X компактно. Тогда на множе-
стве TA оператор T−1

TA непрерывен.

Теорема 2 (В. К. Иванов). Пусть решение уравнения (1)
единственно и множество корректности A ⊂ X является алге-
браической суммой

A = A1 +X1,

где A1 — компактное множество, X1 — конечномерное подпро-
странство пространства X . Тогда на множестве TA оператор
T−1
TA равномерно непрерывен.

6.2. Регуляризация

В этом пункте мы следуем монографии [24]. Пусть X , Y —
полные метрические пространства, T : X → Y — непрерывное
отображение (оператор), оператор T−1 однозначный, но не яв-
ляется непрерывным.

Рассмотрим уравнение

Tx = y, x ∈ X, y ∈ Y. (1)

Предположим, что правая часть в (1) известна не точно, а при-
ближенно, т. е. задан элемент yδ такой, что

ρ(yt, yδ) ≤ δ,

где yt — точная правая часть (1), Txt = yt, xt — точное реше-
ние (1).

Требуется по элементу yδ определить приближенное решение
уравнения (1), т. е. определить такой элемент xε, что

ρ(xt, xε) ≤ ε,

где величина ε достаточно мала при достаточно малом δ.
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Определение. Оператор R(y, α) : Y → X , зависящий от па-
раметра α, называется регуляризирующим для уравнения (1) в ок-
рестности y = yt, если он обладает следующими свойствами.

1) Существует такое число δ1 > 0, что оператор R(y, α) опре-
делен для всякого α > 0 и любого x ∈ X , для которого

ρ(y, yt) ≤ δ1.

2) Существует такая функция α = α(δ), что для любого
ε > 0 найдется такое δ(ε) ≤ δ1, что если ρ(yδ, yt) ≤ δ(ε) и
xδ = R(yδ, α(δ)), то ρ(xδ, xt) ≤ ε.

Если для уравнения (1) построен регуляризирующий опера-
тор, то в качестве приближенного решения уравнения, построен-
ного по приближенным данным, можно взять элемент

xα = R(yδ, α),

где значения параметра α согласовано с погрешностью данных δ.
Числовой параметр α называется параметром регуляризации.

Таким образом, задача определения приближенного решения
по приближенным данным сводится к нахождению регуляризи-
рующего оператора и параметра регуляризации. Отметим, что
выбор параметра регуляризации должен быть согласован не толь-
ко с величиной погрешности δ, но и с определенными априори
заданными свойствами искомого решения xt. Методы такого со-
гласования будут рассмотрены далее.

Теорема. Пусть оператор R(y, α) определен для всех
y ∈ Y , α > 0, непрерывен по y и для любого y ∈ Y

lim
α→0

R(Tx, α) = x. (2)

Тогда оператор R(y, α) является регуляризирующим для
уравнения (1).

� Пусть xt ∈ X , yt ∈ Y , yδ ∈ Y , Txt = yt, ρ(yδ, yt) ≤ δ. Тогда

ρ(R(yδ, α), xt) ≤ ρ(R(yδ, α), R(yt, α)) + ρ(R(yt, α), xt).

Из непрерывности оператора R(y, α) следует, что для любого до-
статочно малого δ > 0 из неравенства

ρ(yδ, yt) ≤ δ
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следует
ρ(R(yδ, α), R(yt, α)) ≤ ω(δ),

где ω(δ) → 0 при δ → 0.
Из (2) следует, что для любого δ > 0 существует такое α1 =

α1(δ, xt), что при α ≤ α1

ρ(R(yt, α), xt) ≤ ω(δ)

и, таким образом,

ρ(R(yδ, α), xt) ≤ 2ω(δ).

Так как ω(δ) → 0 при δ → 0, то для любого ε > 0 существует
такое δ(ε), что из указанных неравенств при δ ≤ δ(ε) следует

ρ(R(yδ, α), xt) ≤ ε. �

Рассмотрим теперь так называемый вариационный принцип
регуляризации.

Пусть Ω(x) — неотрицательный функционал, определенный
на всюду плотном в X множестве X1, и пусть

1) xt ∈ X1;
2) для любого a > 0 множество элементов из X1, для которых

Ω(x) ≤ a, является компактным;
3) если последовательность {xn} ∈ X1, n = 1, 2, . . . , сходится,

lim
n→∞xn = x0 и Ω(xn+1) ≤ Ω(xn),

то x0 ∈ X1 и Ω(x0) ≤ Ω(xn).
Функционалы Ω(x), удовлетворяющие этим условиям, на-

зываются стабилизирующими функционалами, а последователь-
ности {xn} ∈ X1 — минимизирующими последовательностями
для Ω(x).

Пусть задан элемент yδ такой, что

ρ(yδ, yt) ≤ δ, yt = Txt.

Будем искать приближенное решение (1) на множестве Pδ ⊂ X :

x ∈ Pδ : ρ(Tx, yδ) ≤ δ.



6.2. Регуляризация 803

В силу того, что оператор, обратный к оператору T , не
является непрерывным, множество Pδ может для любых сколь
угодно малых δ содержать элементы, отклоняющиеся от иско-
мого элемента xt на конечную величину. Обозначим

Q1,δ = Pδ ∩X1,

x̃δ : Ω(x̃δ) = inf Ω(x), x ∈ Q1,δ

(существование элемента x̃δ будет показано ниже).
Элемент x̃δ можно рассматривать как результат применения

к элементу yδ некоторого оператора

x̃δ = R̃(yδ, δ).

Покажем, что оператор R̃(yδ, δ) является регуляризирующим
по отношению к уравнению (1). Вначале покажем, что оператор
R̃(y, δ) определен для любого yδ такого, что

ρ(yδ, yt) ≤ δ.

Так как функционал Ω(x) неотрицателен, существует точная
нижняя грань

inf Ω(x) = Ω0, x ∈ Q1,δ.

Пусть xn — минимизирующая последовательность для Ω(x):

lim
n→∞ Ω(xn) = Ω0 и Ω(xn+1) ≤ Ω(xn).

В силу свойства 2) последовательность xn принадлежит ком-
пактному множеству и, значит, из последовательности xn можно
выделить сходящуюся подпоследовательность. Не ограничивая
общности, можно считать, что эта подпоследовательность совпа-
дает с самой последовательностью, т. е.

lim
n→∞ xn = xδ и Ω(xδ) = Ω0 = inf

x∈Q1,δ

Ω(x).

В силу того, что элемент xδ минимизирует функционал Ω(x)
на множестве Q1,δ, имеет место неравенство

Ω(xδ) ≤ Ω(xt)
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и, таким образом, элемент xδ принадлежит компактному множе-
ству

Qt = {x : Ω(x) ≤ Ω(xt)}.
Пусть задана последовательность yn такая, что

ρ(yt, yn) ≤ δn, δn → 0, n→∞.
Для каждого δn определено множество Pδn

и Q1,δn
= Pδn

∩Q1.
Как установлено выше, в каждом множестве Q1,δn

сущест-
вует элемент xδn

, минимизирующий функционал Ω(x) на этом
множестве. Значит, последовательности чисел δn соответствует
последовательность элементов xδn

, принадлежащая компактному
множеству Qt. Из этой последовательности можно выделить
сходящуюся подпоследовательность. Можно считать, что это
есть сама последовательность xδn

. Пусть x̃ = lim
n→∞ xδn

. Так как
xδn

∈ Q1,δn
⊂ Pδn

, то для всякого элемента xδn
выполняется не-

равенство
ρ(Txδn

, yδn
) ≤ δn.

Переходя к пределу при n→∞, получим

ρ(T x̃, yt) = 0,

откуда, в силу единственности решения (1), x̃ = xt. Таким обра-
зом, для последовательности δn → 0 соответствующая последо-
вательность xδn

сходится к точному решению xt уравнения (1).

6.3. Линейные операторные уравнения

Рассмотрим, как и в предыдущем пункте, операторное урав-
нение первого рода

Au = f, u ∈ U, f ∈ F , (1)

где A — линейный оператор, U , F — гильбертовы пространства.
Для линейных уравнений понятия, введенные в п. 6.2, суще-

ственно упрощаются. Кроме того, удается построить регуляри-
зирующие семейства, которые выражаются в явном виде через
оператор A. Мы ограничимся изложением ряда вопросов регу-
ляризации в предположении, что регуляризирующее семейство
является семейством линейных операторов.

Пусть решение (1) единственно, и пусть V — некоторое под-
множество пространства U .
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Определение 1. Семейство линейных операторов {Rα},
0 < α < α0, действующих из F в U , называется регуляризи-
рующим (cм. [16]) для уравнения (1) на множестве V , если:

1) для любого α, 0 < α < α0, оператор Rα определен на всем
F и ограничен;

2) для любого u ∈ V
lim
α→0

RαAu = u.

Если сходимость в 2) равномерна на V , то Rα называется
равномерно регуляризирующим [16]. Так как оператор A−1 не-
ограничен, то при V = U равномерно регуляризирующего семей-
ства не существует.

Иногда удобнее использовать регуляризирующие семейства,
зависящие от целочисленного параметра n.

Определение 2. Семейство линейных операторов {Rn},
n = 1, 2, . . . , действующих из F в U , называется регуляризирую-
щим для уравнения (1) на множестве V , если:

1) для любого n оператор Rn определен на всем F и ограни-
чен;

2) для любого u ∈ V
lim
n→0

RnAu = u.

Предположим, что регуляризирующее семейство {Rα} для
уравнения (1) нам известно, и рассмотрим задачу определения
приближенного решения уравнения (1) по приближенным данным
[16, 24].

Итак, пусть нам известен элемент fε:

‖f − fε‖ ≤ ε.

Обозначим через uαε результат применения оператора Rα к при-
ближенной правой части

uαε = Rαfε

и оценим разность u− uαε:
‖u−uαε‖ ≤ ‖uαε−RαAu‖+‖u−RαAu‖ ≤ ‖Rα‖ε+‖u−RαAu‖. (2)
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Если u ∈ V , то второе слагаемое в правой части (2) стремится
к нулю при α → 0. Если Rα — равномерно регуляризирующее
семейство, то

‖u−RαAu‖ ≤ β(α),
β(α) = sup ‖RαAv − v‖, lim

α→0
β(α) = 0,

и, значит,
‖u− uαε‖ ≤ ‖Rα‖ε+ β(α).

В этом случае мы будем иметь при соответствующем выборе α
гарантированную оценку точности приближенного решения uαε.
В частности, можно положить

α = α0(ε),

где α0(ε) определяется соотношением

‖Rα0‖ε+ β(α0) = inf
α

[‖Rα‖ε+ β(α)].

Приведем теперь несколько примеров регуляризирующих се-
мейств для уравнений в гильбертовом пространстве U = F .

Сведение к уравнениям второго рода. Пусть опера-
тор A самосопряженный и положительный. Наряду с (1) рас-
смотрим семейство уравнений

αuα + Auα = (αE +A)uα = f. (3)

Обозначим через Rα оператор

Rα = (αE + A)−1.

Покажем, что семейство {Rα} является регуляризирующим для
уравнения (1) на всем пространстве U .

Из положительности и компактности оператора A следует

‖Rα‖ = 1/α.

Рассмотрим теперь разность

u−RαAu = α(αE +A)−1u.
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Обозначим через {ϕk}, {λk}, λk ≥ λk+1 > 0, полную ортонормиро-
ванную систему собственных элементов и собственных значений
оператора A. Тогда

u =
∞∑
k=1

akϕk, ak = (u, ϕk),

u− RαAu = α

∞∑
k=1

ak
α+ λk

ϕk,

(4)

‖u− RαAu‖2 = α2
∞∑
k=1

a2
k

(α+ λk)2

= α2
n∑
k=1

a2
k

(α+ λk)2
+ α2

∞∑
k=n+1

a2
k

(α+ λk)2
≤ α2

λ2
n

‖u‖2 +
∞∑

k=n+1

a2
k.

В силу сходимости ряда
∞∑
k=1

a2
k второе слагаемое в правой

части (4) будет сколь угодно мало при достаточно большом n.
Первое слагаемое сколь угодно мало при достаточно малом α
и фиксированном n, откуда следует

lim
α→0

‖u− RαAu‖ = 0.

Если оператор A не является положительным самосопряжен-
ным, уравнение (1) можно свести к уравнению с положительным
и самосопряженным оператором, применив к обеим частям опе-
ратор A∗. При этом мы получим уравнение

A1u = f1, A1 = A∗A, f1 = A∗f.

Регуляризирующее семейство для первоначального уравне-
ния (1) при этом будет иметь вид

Rα = (αE + A∗A)−1A∗.

Разложение по собственным элементам. Пусть опе-
ратор A самосопряженный, {ϕk} — собственные элементы,
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{λk} — собственные значения, |λk+1| ≤ |λk|. Обозначим через Rn
оператор

Rnf =
n∑
k=1

1
λk
fkϕk, fk = (f, ϕk).

Очевидно, что операторы Rn непрерывны и

‖Rn‖ = 1/λn,

lim
n→∞RnAu = lim

n→∞

n∑
k=1

akϕk = u, ak = (u, ϕk).

Таким образом, семейство операторов {Rn} является регуляризи-
рующим семейством, зависящим от параметра n.

Метод последовательных приближений. Пусть опера-
тор A — положительный самосопряженный, {ϕk}, {λk} — после-
довательности собственных элементов и значений A, ‖A‖ = λ1≤1.
Рассмотрим последовательность

uk+1 = uk − Auk + f, u0 = f, k = 0, 1, . . . .

Покажем, что
lim
n→∞ un = u.

Действительно,

un =
n∑
k=0

(E −Ak)Au, u− un = (E −A)n+1u.

Разлагая элементы u, un по базису {ϕk}, получим

u− un =
∞∑
k=0

(1− λk)n+1akϕk, ak = (u, ϕk),

‖u− un‖2 =
m∑
k=0

(1− λk)2(n+1)a2
k +

∞∑
k=m+1

(1− λk)2(n+1)a2
k (5)

≤ (1− λm)2(n+1)‖u‖2 +
∞∑

k=m+1

a2
k.
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Второе слагаемое в правой части неравенства (5) будет сколь
угодно мало при достаточно большомm, а первое слагаемое сколь
угодно мало при достаточно большом n и фиксированном m.

Регуляризирующее семейство, соответствующее изложенно-
му выше методу последовательных приближений, имеет вид

Rn =
n∑
k=0

(E −A)k, ‖Rn‖ = n + 1.

Отметим теперь, что регуляризирующие семейства могут да-
вать критерии существования решений уравнений.

Теорема. Пусть {Rα} — регуляризирующее семейство
для (1) на всем пространстве U , U = F и операторы Rα, A
перестановочны:

RαA = ARα.

Тогда если для некоторого f0 существует предел

lim
α→0

Rαf0 = u0,

то этот предел является решением (1) с правой частью f0:

Au0 = f0.

� В силу непрерывности оператора A

lim
α→0

ARαf0 = Au0,

откуда получим

Au0 = lim
α→0

RαAf0 = f0. �

6.4. Интегральные уравнения со слабыми
особенностями

Пусть D — ограниченная область в пространстве Rn, x =
(x1, . . . , xn), ξ = (ξ1, . . . , ξn) — элементы Rn, u(x) — функция,
определенная в D.
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Интегральными уравнениями первого и второго рода отно-
сительно функции u(x) называются уравнения вида

∫
D

K(x, ξ)u(ξ) dξ = f(x), (1)

u(x) +
∫
D

K(x, ξ)u(ξ) dξ = f(x). (2)

Здесь функция K(x, ξ) такова, что интегральный оператор
в уравнениях (1), (2) является интегральным оператором в узком
смысле, определенным в [30, ч. I, п. 3.6.1]. В уравнении первого
рода (1) функция f(x) может быть определена в некоторой обла-
сти D1, отличной отD. Соответственно ядроK будет определено
в области D1 × D. Функции u(x) и f(x) могут рассматриваться
как элементы различных функциональных пространств.

В уравнениях второго рода области определения функций
u(x), f(x) и соответствующие функциональные пространства со-
впадают.

Среди интегральных уравнений первого рода выделяется
класс уравнений, которые могут быть приведены к уравнениям
второго рода применением дифференциальных или псевдодиффе-
ренциальных операторов. В настоящем разделе мы рассмотрим
интегральные уравнения первого рода именно этого класса. Мы
ограничимся случаем, когда оператор, приводящий уравнение
первого рода к уравнению второго рода, будет степенью опера-
тора Лапласа. Решение уравнения u(x) мы будем считать эле-
ментом гильбертова пространства L2(D).

Итак, пусть в (1)

K(x, ξ) =
1

|x− ξ|n−α + K0(x, ξ), (3)

где
0 < α < n, (4)

α — целое четное число, n ≥ 3, K0(x, ξ) ∈ Cα(D ×D). Известно,
что

Δα/2|x− ξ|−n+α = cδ(x− ξ),
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где c = c(n, α) — отличная от нуля константа. Следовательно,
применяя к (1) оператор c−1Δα/2, получаем

u(x) +
∫
D

K1(x, ξ)u(ξ)dξ = f1(x),

K1(x, ξ) = c−1Δα/2K0(x, ξ), f1(x) = c−1Δα/2f(x).

(5)

Таким образом, задача решения уравнения первого рода (1)
свелась к задаче решения уравнения второго рода (5). В случае,
если решение уравнения (5) единственно, решение уравнения (1)
также единственно. Кроме того, задача решения (1) будет кор-
ректна по Фикере, если считать, что

u(x) ∈ L2(D), f(x) ∈W2.

Редукция уравнения первого рода с ядром (3) к уравнению
второго рода возможна также при одном условии (4) без пред-
положения четности числа α. Для этого нужно предварительно
определить дробные степени оператора Лапласа. В случае, ко-
гда правая часть f(x) уравнения (1) задана в области D1 = Rn,
это легко сделать с помощью преобразования Фурье. Это также
удается сделать в более общем случае, когда D1 ⊃ –

D.

6.5. Скалярные уравнения Вольтерра

Интегральными уравнениями Вольтерра первого и второго
рода относительно функции u(x) называются уравнения вида

x∫
0

K(x, ξ)u(ξ) dξ = f(x), (1)

u(x) +

x∫
0

K(x, ξ)u(ξ) dξ = f(x). (2)

Мы будем рассматривать уравнения на конечном отрезке

x ∈ [0, l].



812 6. Операторные и интегральные уравнения

Так как интегральный оператор в уравнениях Вольтерра ква-
зинильпотентный, решение уравнения второго рода всегда су-
ществует, единственно и представимо в виде сходящегося ряда
Неймана.

Для уравнений Вольтерра первого рода, вообще говоря, воз-
можно почти такое же разнообразие случаев, как и для интеграль-
ных уравнений первого рода общего вида. В настоящем разделе
мы рассмотрим уравнения Вольтерра первого рода, принадлежа-
щие к классу интегральных уравнений со слабыми особенностями
и сводящиеся к уравнениям второго рода. Искомое решение u(x)
мы будем считать элементом пространства C[0, l].

Теорема. Пусть в (1) функция K(x, ξ) представима в виде

K(x, ξ) = (x− ξ)α−1/Γ(α) +K0(x, ξ),

где α ∈ (0, 1), Γ(α) — гамма-функция, а функция

K0(x, ξ) ∈ C1(Ω), Ω = {(x, ξ) ∈ [0, l]× [0, l] : 0 < ξ < x < l}.
Тогда:

1) решение (1) единственно;
2) для любого f(x) ∈ C1 [0, l] и удовлетворяющего условию

f(0) = 0 существует решение u ∈ C[0, l].
� Определим оператор дифференцирования порядка α следу-

ющей формулой:

(Dαf)(x) =
1

Γ(1− α)

x∫
0

f ′(ξ) dξ
(x− ξ)α =

1
Γ(1− α)

d

dx

x∫
0

f(ξ) dξ
(x− ξ)α

. (3)

Так как
x∫
s

(x− ξ)−α(ξ − s)α−1 dξ = Γ(α)Γ(1− α),

то после применения к правой и левой частям уравнения (1) опе-
ратора Dα имеем

u(x) +

x∫
0

K1(x, ξ)u(ξ) dξ = f1(x), (4)
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где f1 = Dαf , а непрерывное ядро K1(x, ξ) выражается через
функцию K0(x, ξ). Нетрудно показать, что уравнения (1) и (4)
эквивалентны. �

Уравнение (1) является частным случаем общего интеграль-
ного уравнения первого рода и к этому уравнению применимы
общие методы регуляризации, приведенные в п. 6.3. Однако ин-
тегральный оператор в (1) не является самосопряженным. При-
менение к (1) сопряженного оператора понижает устойчивость
решения. В связи с этим, а также в связи с тем, что вольтер-
ровские операторы обладают рядом преимуществ с точки зре-
ния вычислений, целесообразно исследовать возможности регу-
ляризации уравнения (1) с помощью вольтерровских операторов.
Мы приведем пример вольтерровской регуляризации (1) в слу-
чае K(x, x) = 1. Дополнительно предположим, что функция u(x)
удовлетворяет условию u(0) = 0.

Обозначим через uδ(x) (δ > 0) решение уравнения

δuδ(x) +

x∫
0

K(x, ξ)uδ(ξ) dξ = f(x). (5)

Решение уравнения (5) существует, единственно и может быть
представлено в виде

uδ(x) =
1
δ
f(x) +

1
δ

x∫
0

R(x, ξ, δ)f(ξ) dξ, (6)

где R(x, ξ, δ) — непрерывная функция.
Правая часть в (6) при фиксированном δ есть результат при-

менения к функции f(x) непрерывного оператора. Покажем, что
семейство этих операторов, зависящее от параметра δ, является
регуляризирующим семейством по отношению к уравнению (1).
Для этого достаточно показать сходимость семейства функций
uδ(x) к решению (1) u(x) при δ → 0. Дифференцируя уравне-
ние (5), получим

δu′δ(x) + uδ(x) +

x∫
0

K1(x, ξ)uδ(ξ) dξ = f1(x). (7)
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Из (7) следует, что функция uδ(x) удовлетворяет интеграль-
ному уравнению

uδ(x) +

x∫
0

Kδ(x, ξ)uδ(ξ) dξ = fδ(x),

Kδ(x, ξ) =
1
δ

x∫
ξ

e−(x−y)/δK1(y, ξ) dy,

fδ(x) =
1
δ

x∫
ξ

e−(x−ξ)/δfδ(ξ) dξ.

(8)

Теперь рассмотрим разность

u(x)− uδ(x) = f1(x)− fδ(x)

−
x∫

0

[K1(x, ξ)−Kδ(x, ξ)]u(ξ) dξ−
x∫

0

K0(x, ξ)[u(ξ)− uδ(x)] dξ. (9)

Нетрудно показать, что разности f1(x)− fδ(x), K1 −Kδ удо-
влетворяют неравенствам

|f1(x)− fδ(x)| ≤ e−x/δM (x),

|K1(x, ξ)−Kδ(x, ξ)| ≤ e−(x−ξ)/δM1(x, ξ),
M (x) = max

ξ
{|f(ξ)| : ξ ∈ [0, x]},

M1(x, ξ) = max
x,y
{|K1(x, y)| : y ∈ [x, ξ]}.

(10)

Из (10) следует, что первые два слагаемых в правой части (9)
стремятся к нулю при δ → 0. Учитывая равномерную ограничен-
ность по δ функции Kδ(x, ξ), отсюда получаем

lim
δ→0

‖u(x)− uδ(x)‖C = 0.

6.6. Операторные уравнения Вольтерра

Пусть u(t) — непрерывная функция скалярного аргумента t
со значениями в гильбертовом пространстве U , и пусть A(t, τ) —
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семейство непрерывных операторов с областью определения U
и областью значений из U . Семейство операторов A(t, τ) предпо-
лагается непрерывно зависящим от переменных t, τ . Оператор-
ным уравнением Вольтерра первого рода относительно функции
u(t) называется уравнение

t∫
0

A(t, τ)u(τ) dτ = f(t). (1)

Операторным уравнением Вольтерра второго рода назовем урав-
нение

Bu(t) +

t∫
0

A(t, τ)u(τ) dτ = f(t), (2)

где B — непрерывный оператор и

N (B) = 0. (3)

Мы будем рассматривать уравнения (1), (2) на конечном от-
резке t ∈ [0, T ].

Если оператор B−1 ограничен, уравнение второго рода (2),
очевидно, эквивалентно уравнению вида

u(t) +

t∫
0

A(t, τ)u(τ) dτ = f(t).

Так как интегральный оператор в (2) является квазинильпотент-
ным в банаховом пространстве UT = C([0, T ];U) с нормой

‖u(t)‖UT
= max ‖u(t)‖U ,

то решение уравнения (2) всегда существует, единственно и не-
прерывно зависит от правой части f .

Если операторное уравнение Вольтерра первого рода (1) сво-
дится к уравнению второго рода (2) с ограниченным оператором
B−1 применением дифференцирования по переменной t, резуль-
таты, изложенные в предыдущем разделе относительно скаляр-
ных уравнений Вольтерра, без изменения переносятся на опера-
торные уравнения.

Рассмотрим теперь уравнение (2) в случае, когда оператор
B−1 не является ограниченным.
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Теорема. Пусть оператор B самосопряженный и переста-
новочный со всеми операторами A(t, τ). Тогда решение уравне-
ния (2) единственно.

� Обозначим через BT продолжение оператора B на про-
странство UT , через AT — интегральный оператор в (2) как опе-
ратор из UT в UT . Из того, что оператор B самосопряженный,
и из (3) следует (см. [30, ч. I, п. 3.9]), что для любого u(t) ⊂ UT
существует число c > 0 такое, что∥∥BnT u(t)

∥∥
UT
≥ cn‖u(t)‖UT

.

С другой стороны, из квазинильпотентности интегрального опе-
ратора в (2) получим: для любого δ > 0 существует такое n0, что
для всех n ≥ n0 ∥∥AnTu(t)

∥∥
UT
≤ δn‖u(t)‖UT

,

откуда и следует справедливость утверждения теоремы. �
Отметим, что для нормы оператора AnT нетрудно получить

следующее неравенство: ∥∥AnT∥∥ ≤ anT/n!,

где a = max ‖A(t, τ)‖.
Приведем пример операторных уравнений Вольтерра первого

рода, которые приводятся к уравнениям второго рода с неогра-
ниченным B−1. Пусть все операторы A(t, τ) самосопряженные
и перестановочные. Тогда существует семейство проекционных
операторов {Eλ} и такая скалярная функция a(t, τ, λ), что

A(t, τ) =
∫
a(t, τ, λ) dEλ.

В этом случае операторное уравнение Вольтерра (1) эквивалент-
но семейству скалярных уравнений Вольтерра, зависящих от па-
раметра λ:

t∫
0

a(t, τ, λ)u(τ, λ) dτ = f(t, λ). (4)
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Если для любого λ функция a(t, τ, λ) непрерывно дифферен-
цируема по переменной t и a(t, τ, λ)> 0, то при фиксированном λ
уравнение (4) эквивалентно уравнению Вольтерра второго рода

u(t, λ) +

t∫
0

a1(t, τ, λ)u(τ, λ) dτ = f1(t, λ),

a1(t, τ, λ) = at(t, τ, λ)/a(t, t, λ),
f1(t, λ) = ft(t, λ)/a(t, t, λ).

(5)

При фиксированном λ решение уравнения (5) единственно
и непрерывно зависит от правой части f . Из этого следует
единственность решения уравнений (4) и (1). Однако функция
a1(t, τ, λ) может стремиться к бесконечности при λ → ∞, и не-
прерывная зависимость решения уравнения (2) от правой части
может не иметь места.

Обозначим
μ(λ) = max |a1(t, τ, λ)|.

Легко видеть, что в нашем случае уравнение (1) сводится к урав-
нению (2), где B =

∫
μ(λ)−1 dEλ.
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7. Эволюционные уравнения

7.1. Задача Коши и полугруппы операторов

Пусть u(t) — функция скалярного аргумента t со значениями
в банаховом пространстве, A — линейный оператор с областью
определения D(A), всюду плотный в U и со значениями из U .
Рассмотрим уравнение

du

dt
= Au. (1)

Решением уравнения (1) называется сильно непрерывно диф-
ференцируемая функция, принадлежащая области определения
оператора A для каждого значения t ≥ 0 и удовлетворяющая
уравнению (1) [30].

Задачей Коши для уравнения (1) называется задача опреде-
ления решения (1), удовлетворяющего условию

u(0) = u0, u0 ∈ D(A).

В соответствии с данными нами ранее определениями задача
Коши для уравнения (1) называется корректной, если выпол-
няются следующие условия:

1) для любого u0 ∈ D(A) решение задачи существует;
2) решение задачи единственно;
3) решение задачи непрерывно зависит от начальных данных,

т. е. из того, что

lim
n→∞

un(0) = 0, un(0) ∈ D(A),

следует
lim
n→∞

un(t) = 0

для любого t.
Вообще говоря, мы будем рассматривать задачу Коши на ко-

нечном отрезке t ∈ [0, T ]. Однако в случае корректной задачи
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Коши из корректности задачи на отрезке [0, T ] следует коррект-
ность на любом другом отрезке [0, T1], т. е. на всей полуоси [0,∞).

Действительно, рассмотрим отрезок [0, 2T ], и пусть u(t) есть
решение на отрезке [0, T ]. Построим решение v(t) уравнение (1)
с данными v(0) = u(T ) и определим функцию W (t)

W (t) = u(t), t ∈ [0, T ],
W (t) = v(t− T ), t ∈ [T, 2T ].

Очевидно, что W (t) будет решением уравнения (1) на отрезке
[0, 2T ] с данными

W (0) = u0.

Обозначим через B(t) оператор, ставящий в соответствие
элементу u0 ∈ D(A) значение решения u(t) задачи Коши при фик-
сированном t > 0.

Если задача Коши корректна, то оператор B(t) определен на
D(A) и непрерывен.

Следовательно, оператор B(t) может быть расширен до ли-
нейного ограниченного оператора, определенного на всем прост-
ранстве U . Легко видеть, что семейство операторов B(t) является
полугруппой, т. е.

B(t1 + t2) = B(t1) · B(t2), t1, t2 > 0.

Действительно, пусть u0 ∈ D(A). Тогда функция W (t) =
u(t+τ) = B(t+τ)u0 удовлетворяет по переменной t уравнению (1)
и начальному условию W (0) = u(τ) = B(τ)u0.

Функция v(t) = B(t) ·B(τ)u0 также является решением урав-
нения (1) с начальным условием B(τ)u0. В силу единственности
решения получим v(t) = W (t).

Таким образом, операторы B(t + τ) и B(t) · B(τ) совпадают
на всюду плотном в U множестве D(A), а значит, и на всем U .
Если u0 не принадлежит D(A), то функция B(t)u0 называется
обобщенным решением уравнения (1).

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение

du

dt
= Au+ f. (2)

Здесь f(t) — заданная непрерывная функция со значениями в U .
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Если задача Коши для однородного уравнения (1) с операто-
ром A корректна, решение неоднородного уравнения (2) опреде-
ляется по формуле

u(t) = B(t)u(0) +

t∫
0

B(t− τ)f(τ) dτ, (3)

где B(t) — оператор, определяющий решение задачи Коши для
однородного уравнения.

Действительно, дифференцируя (3), получим

du

dt
= B′(t)u(0) + B(0)f(t) +

t∫
0

B′(t− τ)f(τ) dτ

= AB(t)u(0) + f(t) +A

t∫
0

B(t− τ)f(τ) dτ = Au(t) + f(t).

7.2. Уравнения в гильбертовом пространстве

Пусть u(t) — функция со значениями в вещественном гиль-
бертовом пространстве над полем вещественных чисел R, A —
самосопряженный оператор. Рассмотрим уравнение

du

dt
= Au. (1)

Теорема 1. Пусть u(t) — решение уравнения (1) на отрезке
[0, T ]. Тогда имеет место неравенство

‖u(t)‖ ≤ ‖u(T )‖t/T‖u(0)‖(T−t)/T . (2)

Следствие. Решение задачи Коши для уравнения (1) един-
ственно.

� Предположим вначале, что u(t) �= 0, t ∈ [0, T ], и что функ-
ция u(t) дважды непрерывно дифференцируема.

Рассмотрим функции

ϕ(t) = ‖u(t)‖2 = (u, u), ψ(t) = lnϕ(t).
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Дифференцируя функции ϕ(t), ψ(t), получим

ϕ′(t) = 2(u, ut) = 2(u, Au),

ϕ′′(t) = 2(Au, Au) + 2(u, A2u) = 4(Au, Au).

Отсюда, используя неравенство Коши — Буняковского, имеем

ψ′′(t) =
1

ϕ2(t)
[ϕ(t)ϕ′′(t)− ϕ′2(t)] ≥ 0. (3)

Из неравенства (3) следует

ψ(t) ≤ t

T
ψ(T ) +

T − t

T
ψ(0),

а значит, и неравенство (2).
В случае, если функция u(t) не имеет второй производной,

рассмотрим функцию

uh(t) =

t+h∫
t−h

gh(τ)u(τ) dτ,

где gh(t) — гладкая функция, удовлетворяющая условиям

gh(−h) = gh(h) = 0,

h∫
−h

gh(t) dt = 1.

Можно, например, положить

gh(t) =
1

2h

(
1 + cos

π

h
t
)
.

Функция uh(t) будет, очевидно, дважды непрерывно диффе-
ренцируемым решением уравнения (1) на отрезке [h, T − h].

Из неравенства

ψ′′
h(t) ≥ 0, ψh(t) = ln ‖uh(t)‖,
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следует, что для любых t1, t2, t,

h ≤ t1 ≤ t ≤ t2 ≤ T − h, t1 < t2,

имеет место неравенство

‖uh(t)‖ ≤ ‖uh(t2)‖(t−t1)/(t2−t1) · ‖uh(t1)‖(t2−t)/(t2−t1). (4)

Переходя к пределу при h → 0, мы получим, что неравен-
ство (4), а значит, и неравенство (2) справедливы для функ-
ции u(t).

Из неравенства (4) следует, что если u(t0) = 0 для какого-
либо t0 ∈ [0, T ], то и u(t) = 0 для любого t ∈ [0, T ].

Таким образом, неравенство (2) справедливо и в этом
случае. �

Теорема 2. Для того чтобы задача Коши для уравнения (1)
была корректна, необходимо и достаточно, чтобы оператор A
был полуограниченным сверху.

� Пусть {Eλ} — семейство проекционных операторов, поро-
жденное оператором (см. [30, ч. I, п. 3.9]):

A =

∞∫
−∞

λ dEλ.

Если оператор A полуограничен сверху, то

A =

a∫
−∞

λ dEλ.

В этом случае решение задачи Коши для уравнения (1) имеет вид

u(t) =

⎛⎝ a∫
−∞

eλ dEλ

⎞⎠u0, u(0) = u0. (5)

Действительно, функция, определяемая по формуле (5), является
решением задачи, а единственность решения задачи была уста-
новлена выше. Непрерывная зависимость решения от данных
очевидна.
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Пусть теперь оператор A не является полуограниченным
сверху. Тогда для любого a > 0 существует такое b > a, что
подпространство Uab = (Eb − Ea)U непусто.

Пусть u0 ∈ Uab. Тогда норма решения задачи Коши с на-
чальным условием u0 удовлетворяет неравенству

‖u(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥
⎛⎝ b∫
a

eλ dEλ

⎞⎠ u0

∥∥∥∥∥∥ ≥ ea‖u0‖. (6)

Из (6), очевидно, следует, что сколь угодно малым данным
Коши могут соответствовать сколь угодно большие по норме
решения, т. е. непрерывная зависимость от данных не имеет
места. �

Установленные теоремы допускают обобщения на эволюци-
онные уравнения с нормальным оператором в гильбертовом про-
странстве над полем вещественных чисел. Пусть A — нормаль-
ный оператор.

Теорема 3. Пусть u(t) — решение уравнения (1) на отрезке
[0, T ]. Тогда имеет место неравенство (2).

� Как и ранее, предположим, что u(t) �= 0, t ∈ [0, T ], функция
u(t) дважды непрерывно дифференцируема, и рассмотрим функ-
ции ϕ, ψ (см. доказательство теоремы 1).

Дифференцируя эти функции, получим

ϕ′(t) = (u, (A+ A∗)u),

A∗ — оператор, сопряженный с A,

ϕ′′(t) = (Au, (A+A∗)u) + (u, (A+A∗)u)
= ((A+A∗)u, (A+A∗)u),

ψ′′(t) =
1

ϕ2(t)
[ϕ(t)ϕ′′(t)− ϕ′2(t)] ≥ 0,

откуда, целиком аналогично изложенному выше, следует спра-
ведливость утверждения теоремы. �

Напомним, что нормальный оператор A может быть пред-
ставлен в виде

A = X + iY,

где операторы X , Y самосопряженные и перестановочные.
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Теорема 4. Для того чтобы задача Коши для уравнения (1)
была корректна, необходимо и достаточно, чтобы оператор X
был полуограничен сверху.

Доказательство этой теоремы целиком аналогично доказа-
тельству теоремы 2.

7.3. Уравнения с переменным оператором

Пусть u(t) — функция со значениями в гильбертовом про-
странстве U над полем вещественных чисел R, A(t) — семейство
операторов, зависящих от параметра t, t ∈ [0, T ].

Рассмотрим уравнение

du

dt
= Au. (1)

Предположим, что A = A0 +A1, где оператор A0 постоянный
и самосопряженный, оператор A1(t) имеет непрерывную произ-
водную A′

1(t) и операторы A1(t), A′
1(t) ограничены.

Теорема Пусть существуют такие постоянные a, b0 ≥ 0,
что для любого u имеет место неравенство(

A0u, A
∗
1u
)− (A0u, A1u) ≥ −a(u, Au)− b0(u, u). (2)

Тогда любое решение уравнения (1) удовлетворяет неравенству

‖u(t)‖ ≤ ‖u(T )‖ω(t)‖u(0)‖1−ω(t)c(t), (3)

ω(t) =
1− e−at

1− e−aT ,

c(t) = exp
{
b

a

(1− e−at)T − (e−aT − 1)t
1− e−aT

}
,

b = 2b0 + 4a2
1 + 2a2,

a1 = max ‖A1(t)‖, a2 = max
∥∥A′

1(t)
∥∥.

Следствие. Решение задачи Коши для уравнения (1) един-
ственно.
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� Рассмотрим функцию ϕ(t) = ‖u(t)‖2 = (u, u). Дифференци-
руя функцию ϕ(t), получим

ϕ′(t) = 2(u, Au) = 2(u, A0u) + 2(u, A1u);

ϕ′′(t) = 2(Au, Au) + 2(u, A2u) + 2(u, A′
1u) = 4(Au, Au)

(4)
+2(A0u, A

∗
1u)− 2(A0u, A1u) + 2(A∗

1u, A1u)− 2(A1u, A1u)
+2(u, A′

1u) ≥ 4(Au, Au)− 2a(u, Au)− b(u, u).

Из (4) следует, что если ϕ(t) �= 0, то вторая производная
функции ψ(t) = lnϕ(t) удовлетворяет неравенству

ψ′′(t) + aψ′(t) + b ≥ 0. (5)

Как известно из теории обыкновенных дифференциальных
уравнений, функция ψ(t), удовлетворяющая неравенству (5), удо-
влетворяет и неравенству

ψ(t) ≤ ψ0(t), (6)

где ψ0(t) — решение дифференциального уравнения ψ′′
0 (t)+aψ′

0(t)
+ b = 0 с краевыми условиями ψ0(0) = ψ(0), ψ0(T ) = ψ(T ). Не-
трудно убедиться, что

ψ0(t) = c1 + c2e
−at − (b/a)t,

c1 =
ψ(T )− ψ(0)e−aT + (b/a)T

1− e−aT ,

c2 =
ψ(0)− ψ(T )− (b/a)T

1− e−aT .

(7)

Доказываемое неравенство (3) следует из (6) и (7). �

7.4. Уравнения второго порядка

Пусть u(t) — функция со значениями в гильбертовом про-
странстве над полем вещественных чисел, A — самосопряженный
оператор. Рассмотрим уравнение

d2u

dt2
= Au. (1)
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Теорема 1. Для любого решения уравнения (1) имеет место
неравенство

‖u(t)‖2 ≤ c(t)(‖u(T )‖2 + |a|)t/T (‖u(0)‖2 + |a|)(T−t)/T − |a|,
c(t) = e2t(T−t),

a = 1/2[(Au(0), u(0))− (u′(0), u′(0))].

(2)

� Рассмотрим функцию ϕ(t) = (u, u). Дифференцируя функ-
цию ϕ(t), получим

ϕ′(t) = 2(u, u′), ϕ′′(t) = 2(u′, u′) + 2(u, Au).

Продифференцируем второе слагаемое в выражении для ϕ′′(t):

d

dt
(u, Au) = 2(u′, Au) = 2(u′, u′′) =

d

dt
(u′, u′).

Следовательно,
ϕ′′(t) = 4(u′, u′) + 4a.

Теперь рассмотрим функцию

ψ(t) = ln(ϕ(t) + |a|).

Дифференцируя функцию ψ(t), получим

ψ′′(t) =
ϕ′′(t)(ϕ(t) + |a|)− (ϕ′)2(t)

(ϕ(t) + |a|)2

= 4
[(u′, u′) + a] [(u, u) + |a|]− (u, u′)2

[ϕ(t) + |a|]2 ≥ −4,

ψ(t) ≤ t

T
ψ(T ) +

T − t
T

ψ(0) + 2t(T − t),
откуда очевидно следует справедливость утверждения тео-
ремы. �
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Теорема 2. Для того чтобы задача Коши для уравнения (1)
была корректна, необходимо и достаточно, чтобы оператор A
был полуограничен сверху.

� Пусть {Eλ} — семейство проекционных операторов, поро-
жденное оператором A:

A =

∞∫
−∞

λ dEλ.

Если оператор A полуограничен сверху, то

A =

a∫
−∞

λ dEλ.

Пусть для определенности a > 0. В этом случае решение задачи
Коши имеет вид

u(t) =

⎛⎝ 0∫
−∞

cos(
√−λ t) dEλ

⎞⎠u0 +

⎛⎝ a∫
0

ch(
√
λ t) dEλ

⎞⎠ u0

+

⎛⎝ 0∫
−∞

sin(
√−λ t)√−λ dEλ

⎞⎠ u1 +

⎛⎝ a∫
0

sh(
√
λ t)√
λ

dEλ

⎞⎠u1,

u0 = u(0), u1 = u′(0). �
Если оператор A не является полуограниченным сверху, то

при достаточно большом a > 0 и b > a решение Коши с данными

u0 ∈ Eb − Ea, u1 = 0

может быть сколь угодно велико по норме при сколь угодно ма-
лых данных Коши.

7.5. Корректные и некорректные задачи Коши

Пусть D — ограниченная область n-мерного пространства
Rn c гладкой границей S. Рассмотрим в D самосопряженный
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эллиптический дифференциальный оператор с краевым условием
Дирихле:

Lu =
n∑

j,k=1

∂

∂xj
ajk

∂u

∂xk
+ cu,

u|S = 0,
n∑

j,k=1

ajkξjξk ≥ δ|ξ|2, δ > 0.

Здесь ajk — непрерывно дифференцируемые функции, c — непре-
рывная функция.

Как известно, данный оператор имеет полную ортогональ-
ную нормированную систему собственных функций. Последо-
вательность собственных значений оператора ограничена сверху
и стремится к минус бесконечности.

Рассмотрим смешанные задачи для дифференциальных урав-
нений в цилиндрических областях DT = D × [0, T ]:

∂u

∂t
= Lu, u|t=0 = u0, (1)

∂u

∂t
= −Lu, u|t=0 = u0, (2)

∂2u

∂t2
= Lu, u|t=0 = u0, u

′|t=0 = u1, (3)

∂2u

∂t2
= −Lu, u|t=0 = u0, u

′|t=0 = u1, (4)

u|S = 0.

В соответствии с результатами, изложенными в пп. 7.2, 7.4,
задачи (1), (3) являются корректными, а задачи (2), (4) некор-
ректны. Решения всех данных задач единственны. Теоремы,
изложенные в пп. 7.2, 7.4, дают оценки условной устойчивости
некорректных задач (2), (4).
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7.6. Уравнения с интегродифференциальными
операторами

Пусть u(t) — непрерывная функция скалярного аргумента t
со значениями в гильбертовом пространстве U , и пусть A(t, τ) —
семейство непрерывных линейных операторов с областью опреде-
ления U и со значениями в U . Семейство A(t, τ) предполагается
непрерывно зависящим от переменных t, τ . Рассмотрим следую-
щее интегродифференциальное уравнение

d

dt
u(t) = Bu(t) +

t∫
0

A(t, τ)u(τ) dτ + f(t) (1)

с начальным условием u(0) = 0.
Пусть B — замкнутый оператор, удовлетворяющий условию

B∗B −BB∗ ≥ 0.

Оператор B не обязательно ограничен, семейство операторов
A(t, τ) ограничено.

Теорема. Решение уравнения (1) единственно.
� Рассмотрим функцию

uσ(t) = eσ(T−t)2 · u(t).

Нетрудно показать, что функция uσ(t) удовлетворяет следу-
ющему уравнению:

d

dt
uσ(t) + 2σ(T − t)uσ(t)

= Buσ(t) +

t∫
0

Aσ(t, τ)uσ(τ) dτ + fσ(t), (2)

Aσ(t, τ) = eσ(T−t)2−σ(T−τ)2A(t, τ),

fσ(t) = eσ(T−t)2f(t).
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Лемма. Пусть v(t) — дважды непрерывно дифференциру-
емая функция со значениями в гильбертовом пространстве U ,
B — замкнутый оператор. Тогда имеет место тождество[

−
(
∂

∂t
+B∗ + σt

)(
∂

∂t
− B − σt

)
+
(
∂

∂t
− B − σt

)(
∂

∂t
+B∗ + σt

)]
v(t)

= [2σ + (B∗B −BB∗)]v(t). (3)

Для доказательства справедливости (3) достаточно произве-
сти умножение операторов в левой части равенства. После этого
левая часть (3) представится в виде суммы, в которой все члены,
кроме совпадающих с членами правой части, сократятся.

Рассмотрим функционал на решении uσ(t) уравнения (2):

F (uσ(t)) =

T∫
0

∥∥∥∥[ ∂∂t − B + 2σ(T − t)
]
uσ(t)

∥∥∥∥2
U

dt.

Используя (3) и применяя интегрирование по частям по пе-
ременной t, получим

F (uσ(t)) =

t∫
0

∥∥∥∥[ ∂∂t + B∗ − 2σ(T − t)
]
uσ(t)

∥∥∥∥2
U

dt

− 〈(B +B∗)uσ(T ), uσ(T )〉+ 4σT‖uσ(T )‖2U

+

T∫
0

〈[2σ+ (B∗B −BB∗)]uσ(t), uσ(t)〉 dt

=

T∫
0

t∫
0

‖Aσ(t, τ)uσ(τ) + fσ(t)‖2U dτdt. (4)

Здесь 〈u, v〉 — скалярное произведение элементов u, v простран-
ства U .
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Из (4) следует справедливость неравенства

4σ

T∫
0

‖uσ(t)‖ dt ≤ ‖(B +B∗)u(T )‖ · ‖u(T )‖

+

T∫
0

‖Aσ(t, τ)uσ(τ) + fσ(t)‖2U dt. (5)

Если f(t) = 0, то из (5) следует

(4σ − aT )

T∫
0

e2σ(T−t)2‖u(t)‖2 dt ≤ ‖(B +B∗)u(T )‖ · ‖u(T )‖,

a = max ‖Aσ(t, τ)‖.
(6)

Очевидно, что при достаточно большом σ неравенство (6)
возможно только при

u(t) = 0, t ∈ [0, T ],

откуда и следует справедливость теоремы. �
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8. Задачи интегральной геометрии

8.1. Постановка задач интегральной геометрии

Пусть x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), y ∈ Rm, y = (y1, . . . , ym),
S(y) — семейство многообразий в Rn, зависящее от параметра y
размерности m, dimS = p. Пусть, далее, u(x) — функция, опре-
деленная в некоторой области D ⊂ Rn, ρ(x, y) — функция пере-
менных x, y, ω(y) — мера на многообразии S(y).

Рассмотрим функцию∫
S(y)

ρ(x, y)u(x) dω = f(y). (1)

Интегральная геометрия есть раздел математики, в котором
изучаются различные взаимоотношения между элементами, вхо-
дящими в (1).

Мы будем считать, что в (1) S(y), ρ(x, y), f(x) заданы и рас-
сматривать (1) как линейное операторное уравнение относитель-
но функции u(x).

8.2. Задача Радона

Рассмотрим задачу Радона для финитных функций двух пе-
ременных.

Пусть u(x, y) — непрерывная функция двух переменных, рав-
ная нулю вне единичного круга

D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}.

Требуется определить функцию u, если известны интегралы от
этой функции по всем прямым, пересекающим D.
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Укажем два представления задачи Радона в виде задач реше-
ния линейных операторных уравнений, соответствующих класси-
ческим формулам параметризации систем прямых на плоскости:

∞∫
−∞

u(x+ s cosα, y + s sinα) ds = f(x, y, α), (1)

∫∫
D

u(ξ, η)δ(x0ξ + y0η − p) dξdη = ϕ(x0, y0, p). (2)

Так как интегралы от функции u по прямым, не пересекающим D,
равны нулю, мы можем считать функции f и ϕ заданными для
всех значений переменных (x, y, α), (x0, y0, p).

В правых частях уравнений (1), (2) стоят функции трех
переменных, однако они определяются через функции двух пе-
ременных.

Функция f удовлетворяет дифференциальному уравнению

f ′x · cosα+ f ′y · sinα = 0,

откуда следует

f(x, y, α) = f0(sinα · x− cosα · y, α).

Функция ϕ в силу свойств δ-функции удовлетворяет соотношению

ϕ(x0, y0, p) =
1
r
ϕ
(x0

r
,
y0
r
,
p

r

)
=

1
r
ψ(β, τ),

где τ = p/r, x0 = r cos β, y0 = r sinβ.
Представление (1) наиболее естественно с точки зрения при-

кладных задач, представление (2) дает наиболее простую фор-
мулу обращения. Очевидно, что путем замены переменных не-
трудно перейти от представления (1) к (2) и наоборот.

В силу отмеченного свойства функции ϕ уравнение (2) эк-
вивалентно уравнению∫∫

u(ξ, η)δ(x0ξ + y0η − τ) dξdη = ψ(β, τ). (3)
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Из того, что функция u равна нулю вне круга D, следует

ψ(β, τ) = 0, |τ | > 1.

Таким образом, оператор в (3) переводит функцию u, заданную
в круге D, в функцию ψ, заданную в прямоугольнике:

|β| ≤ π, |τ | ≤ 1.

Функция ψ есть интеграл от функции u по прямой, определяемой
уравнением

ξ cosβ + η sin β − τ = 0

с дифференциалом, равным элементу длины на этой прямой.
Установим несколько свойств решения уравнения (3).
1. Задача решения (3) некорректна, если рассматривать u, ψ

как элементы из пространств L2 или C. Пусть

u(x, y) =
{

1, x2 + y2 ≤ δ2

0, x2 + y2 > δ2
(0 < δ < 1).

Тогда

ψ(β, τ) =
{

2
√
δ2 − τ2, |τ | ≤ δ,

0, |τ | > δ,

‖u‖L2 = πδ2, ‖ψ‖L2 = 8
π√
3
δ3/2,

‖u‖C = 1, ‖ψ‖C = 2δ.

Таким образом, при достаточно малом δ отношение норм
функций u и ψ будет сколь угодно велико и, значит, сколь угод-
но малым изменениям ψ могут соответствовать конечные изме-
нения u.

2. Задача решения уравнения (3) слабо некорректна.
Применяя к (2) преобразование Фурье по переменной p, полу-

чим∫
eipϕ(x0, y0, p) dp=

∫∫
ei(x0ξ+y0η)u(ξ, η) dξdη

=
1
r

∫
eipψ

(
β,
p

r

)
dp =

∫
eiτrψ(β, τ) dτ = v(β, r), (4)
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где v — преобразование Фурье от функции u в полярной системе
координат.

Равенство Парсеваля для функций u, v дает∫∫
u2(ξ, η) dξdη=

∫∫
|v(β, r)|2r drdβ.

Обозначим через H0,1/2 пространство функций ψ с нормой

‖ψ‖H =
(∫∫

|v(β, r)|2r drdβ
)1/2

,

где v — преобразование Фурье от функции ψ по переменной τ ,
определяемое равенством (4). Тогда

‖u‖L2 = ‖ψ‖H.

Приведем теперь другой метод исследования единственности
и устойчивости задачи Радона. Этот метод дает несколько бо-
лее слабые оценки устойчивости, но зато допускает обобщение на
некоторый класс задач интегральной геометрии общего вида.

Рассмотрим задачу решения уравнения (1). Обозначим через
F (x, y) функцию

F (x, y) =

π∫
−π

f(x, y, α) dα.

Легко видеть, что функции F и u связаны формулой

F (x, y) =
∫∫
D

1
r
u(ξ, η) dξdη, (5)

r =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 .

Равенство (5) можно рассматривать как интегральное уравнение
первого рода со слабой особенностью относительно искомой функ-
ции u.
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Для уравнения (5) получим формулу обращения, использую-
щую фактически дробную степень оператора Лапласа. Рассмо-
трим функцию

W (x, y, z) =
∫∫
D

1
R
u(ξ, η) dξdη,

R =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2 .

Функция W есть потенциал простого слоя с плотностью распре-
деления на круге D.

Из известных формул теории потенциала получим

W (x, y, z) =
∫∫

z

R3
F (ξ, η) dξdη,

u(x, y) =
1

2π
∂

∂z
W (x, y, z)

∣∣
z=0

.

Задача Радона с неполными данными. С точки зрения
приложений значительный интерес представляет задача обраще-
ния преобразования Радона в случае, когда интегралы от искомой
функции известны не для всех прямых, пересекающих область.

Итак, рассмотрим задачу решения операторного уравне-
ния (1) в случае, когда правая часть f задана для всех пере-
менных x, y и значений переменной α на отрезке:

|α| ≤ α0 < π.

Можно показать, что в этом случае задача решения (1) является
сильно некорректной. Характер неустойчивости в этой задаче
такой же, как в задаче Коши для уравнения Лапласа.

Если мы сведем решение задачи Радона с неполными дан-
ными к уравнению (5), то можно считать, что правая часть
F (x, y) задана не для всех значений x, y, а лишь для значений,
принадлежащих некоторой области D1:

D1 ∩D = ∅.

В пространстве (x, y, z) функция W вне круга D будет реше-
нием уравнения Лапласа. Очевидно, что

W ′
z(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D1,
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и, таким образом, задача Радона с неполными данными сводится
к задаче определения функции W (x, y, z) по следующим данным:

W (x, y, 0) = F (x, y), W ′
z(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D1,

т. е. к задаче Коши для уравнения Лапласа.

8.3. Задача определения функции по сферическим
средним

В настоящем пункте мы рассмотрим другую классическую
задачу интегральной геометрии, связанную с некорректной зада-
чей Коши для волнового уравнения.

Изложение материала пункта базируется на результатах,
приведенных в книгах [22, 29].

Рассмотрим в n-мерном пространстве (x1, . . . , xn) для n ≥ 2
задачу об отыскании функции u(x1, . . . , xn) через ее средние значе-
ния по сферам (по окружностям при n = 2) произвольного радиуса
r (0 < r <∞), центр которых пробегает множество точек фикси-
рованной плоскости. Для удобства совместим эту плоскость с ко-
ординатной плоскостью xn = 0 и обозначим произвольную точку
пространства (x1, . . . , xn) через (x, y), где x = (x1, . . . , xn−1). Та-
ким образом, u = u(x, y). Сферу радиуса r с центром в точке
(x, 0) обозначим через S(x, r). В этих обозначениях сформули-
рованная задача заключается в отыскании функции u(x, y) по ее
интегралам

1
ωn

∫
S(x,r)

u(ξ, η) dω = v(x, r). (1)

Здесь (ξ, η) – переменная точка на сфере S(x, r), ξ = (ξ1, . . . , ξn−1),
ωn — площадь единичной сферы в n-мерном пространстве: ωn =
2πn/2/Γ(n/2), dω — элемент телесного угла, связанный с элемен-
том площади поверхности dS = rn−1dω.

Очевидно, что любая функция u(x, y), нечетная по перемен-
ной y, является решением однородного уравнения (1), т. е. урав-
нения в котором v(x, r) = 0. В связи с этим разумно ставить
задачу об определении по функции v(x, r) только четной части
функции u(x, y), т. е. функции u1(x, y) = 1/2[u(x, y) + u(x,−y).
Это эквивалентно рассмотрению класса функций u(x, y), четных
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по y. Очевидно, что данной постановке эквивалентна задача
определения функции u(x, y), удовлетворяющей условию

u(x, y) = 0, y ≤ 0.

Имеет место следующая теорема единственности.

Теорема 1. Любая функция u(x, y), непрерывная в области
D(x0, r0) = {(x, y) : |x−x0 |2 +y2 < r20} и четная по y, однозначно
определяется в этой области заданием функции v(x, r) в обла-
сти Gε(x0, r0) = {(x, r) : |x−x0| < ε, 0 < r < r0−|x−x0|}, где ε —
любое фиксированное положительное число, такое, что ε ≤ r0.

� Доказательство теоремы основано на вычислении всех
моментов функции u(x, y), отвечающих переменной x на каждой
фиксированной сфере S(x, r) такой, что (x, r) ∈ Gε(x0, r0). Об-
ласть Gε(x0, r0) напоминает собой остро заточенный карандаш
(рис. 3). При ε = r0 этот «карандаш» вырождается в кусок ко-
нуса (рис. 4).

Рис. 3. Рис. 4.

Для любой точки (x, r) ∈ Gε(x0, r0), 0 < ε ≤ r0, сфера S(x, r)
целиком лежит внутри области D(x0, r0).

Рассмотрим результат применения оператора

Aiv =
∂

∂xi

r∫
0

τn−1v(x, r) dτ, i = 1, . . . , n− 1,

к уравнению (1). Проводя последовательно ряд выкладок, нахо-
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дим

Aiv =
1
ωn

∂

∂xi

r∫
0

τn−1

[ ∫
S(x,τ)

u(ξ, η) dω
]
dτ

=
1
ωn

∂

∂xi

∫
|ξ−x|2i+η2≤r2

⎡⎢⎣ xi+(r2−η2−|ξ−x|2i )1/2∫
xi−(r2−η2−|ξ−x|2i )1/2

u(ξ, η) dξi

⎤⎥⎦
× dηdξ1 . . . dξi−1dξi+1 . . . dξn

=
1
ωn

∫
S(x,r)

u(ξ, η) cos(n̂, ξi) ds =
rn−2

ωn

∫
S(x,r)

u(ξ, η)(ξi− xi) dω.

Здесь в промежуточных выкладках через |ξ − x|2i обозначено вы-
ражение [|ξ − x|2 − |ξi − xi|2]1/2, численно совпадающее с длиной
проекции отрезка прямой, соединяющей точки (ξ, 0), (x, 0), на
плоскость xi = 0, y = 0, а через n — единичный вектор внешней
нормали к S(x, r).

Обозначая теперь через Li оператор, определяемой равен-
ством

Liv =
1

rn−2
Aiv + xiv(x, r), i = 1, . . . , n− 1,

из полученной формулы находим , что результат его применения
к уравнению (1) эквивалентен вычислению сферического среднего
от функции ui(x, y) = xiu(x, y). Действительно,

Liv =
1
ωn

∫
S(x,r)

u(ξ, η)ξi dω.

Понятно, что результат применения суперпозиции операторов
LjLi к функции v(x, r) эквивалентен вычислению сферического
среднего от функции u(x, y)xixj . Вообще, если Pm(x) — полином
степени m с постоянными коэффициентами, то результат при-
менения оператора Pm(L), L = (L1, . . . , Ln−1), к уравнению (1)
приводит к равенству

Pm(L)v =
1
ωn

∫
S(x,r)

u(ξ, η)Pm(ξ) dω.
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Зафиксируем теперь (x, r). Пусть D0(x, r) = {ξ : |ξ − x| ≤ r}.
На сфере S(x, r) полученное равенство может быть представлено
в виде

Pm(L)v =
∫

D0(x,r)

ϕ(ξ, x, r)Pm(ξ) dξ, (2)

где функция ϕ(ξ, x, r) (x, r фиксированы!) связана с функцией
u(x, y) формулой

ϕ(ξ, x, r) =
2

ωnrn−2

u(ξ, [r2 − |x− ξ|2]1/2)
[r2 − |x− ξ|2]1/2

.

При этом учтена четность функции u(x, y) по переменной y.
Системой равенств (2), отвечающей различным полиномам

Pm(ξ), функция ϕ(ξ, x, r), а следовательно, и функция u(x, y) оп-
ределяются однозначно. Теорема, таким образом, доказана. �

Для конструктивного построения функции u(x, y) по функ-
ции v(x, r) можно взять в качестве Pm(ξ) систему ортогональных
внутри D0(x, r) полиномов. Тогда функция ϕ(ξ, x, r) может быть
выписана явно в виде ряда Фурье. Это потребует, правда, бо-
лее жестких условий на функцию u(x, y), чтобы гарантировать
сходимость ряда Фурье.

Следствие. Если функция u(x, y) непрерывна в области
D(x0, r0) вместе с частной производной uy(x, y), то она од-
нозначно определяется в D(x0, r0) заданием сферических сред-
них от самой функции u(x, y) и ее частной производной uy(x, y)
по всевозможным сферам S(x, r) таким, что (x, r) ∈ Gε(x0, r0),
0 < ε ≤ r0.

Действительно, в этом случае однозначно определяется чет-
ная часть по переменной y функции u(x, y) и четная часть частной
производной uy(x, y). Но любую функцию u(x, y) из рассматрива-
емого класса можно представить в виде

u(x, y) =
1
2

[u(x, y) + u(x,−y)] +
1
2

y∫
0

[uy(x, y) + uy(x,−y)] dy

и, следовательно, однозначно найти ее.
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Из доказанной теоремы видно, что задание функции v(x, r)
в области Gε(x0, r0) при сколь угодно малом положительном ε
определяет функцию u(x, y) в области D(x0, r0). Но зная функцию
u(x, y) области D(x0, r0), можно вычислить интегралы по все-
возможным сферам, целиком лежащим внутри области D(x0, r0),
и, следовательно, найти функцию v(x, r) для (x, r) ∈ Gε(x0, r0)
при ε = r0. Таким образом, задание функции v(x, r) в области
Gε(x0, r0) однозначно определяет ее в большей области Gr0(x0, r0)
⊃ Gε(x0, r0). Полученный факт говорит о том, что функция v(x, r)
не может задаваться произвольно. Более того, что любая функ-
ция v(x, r), представимая в виде (1), обладает свойством, анало-
гичным свойству аналитических функций: она однозначно опре-
деляется в Gr0(x0, r0) своими значениями в произвольно тонкой
области Gε(x0, r0). В то же время ясно, что неаналитическим
функциям u(x, y) отвечают функции v(x, r), также неаналити-
ческие. В связи с изложенным выше, конструктивное описание
класса функций v(x, r), представимых в виде (1), составляет до-
вольно трудную задачу.

Покажем сейчас, что задача решения уравнения (1) является
классически некорректной, а именно, что она сильно неустой-
чива по отношению к малым изменениям функции v(x, r). Удоб-
нее всего это сделать для трехмерного пространства, поэтому
в дальнейшем будем считать n = 3. Кроме того, предположим
здесь, что функция u(x, y) дважды непрерывно дифференцируема
во всем пространстве (x, y) и четна по переменной y. Введем
в рассмотрение функцию

w(x, y, r) =
r

ω3

∫
|ξ−x|2+(η−y)2=r2

u(ξ, η) dω, (3)

которая с точностью до множителя r представляет собой сфери-
ческое среднее по сфере радиуса r с центром в точке (x, y). Из
курса уравнений математической физики (см., например, [22]) из-
вестно, что функция w(x, y, r) удовлетворяет в полyпространстве
r > 0 волновому уравнению

∂2w

∂r2
= Δxyw. (4)

Здесь Δxy — оператор Лапласа по переменным x, y. Непосред-
ственно из формулы (3) видно, что

w(x, y, 0) = 0. (5)
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Из (1) вытекает равенство

w(x, y, r)|y=0 = rv(x, r). (6)

Наконец, условие четности функции u(x, y) по переменной y при-
водит к равенству

wy(x, y, r)|y=0 = 0. (7)

Задача отыскания функции w(x, y, r), удовлетворяющей ура-
внению (4) и условиям (5)–(7), представляет собой краевую за-
дачу, которая, очевидно, эквивалентна задаче Коши (4), (6), (7)
во всем пространстве (x, y, r), если в область r < 0 продолжить
функцию v(x, r) четным образом.

Теорема 2. Задача (4)–(7) эквивалентна задаче решения
уравнения (1) в классе четных по y функций.

� Действительно, если u(x, y) — решение уравнения (1) та-
кое, что u(x, y) = u(x,−y), то функция w(x, y, r), вычисляемая
по формуле (3), есть решение задачи (4)–(7). Это решение един-
ственное, так как однородная задача (4)–(7) имеет только нуле-
вое решение. Итак, каждой функции u(x, y) отвечает решение
задачи (4)–(7), притом только одно.

Покажем, что верно и обратное утверждение. А именно, каж-
дое решение задачи (4)–(7) порождает, и притом только одно, ре-
шение уравнения (1) такое, что u(x, y) = u(x,−y). Пусть
w(x, y, r) — решение задачи (4)–(7). Обозначим

wr(x, y, 0) = u(x, y). (8)

Тогда функция w(x, y, r) в области r ≥ 0 может быть однозначно
представлена как решение задачи Коши с данными (5), (8) в ви-
де (3). Сравнивая формулу (3) при y = 0 с формулой (6), полу-
чаем, что u(x, y) есть решение уравнения (1). Вычисляя от обеих
частей равенства (3) производную по переменной y, полагая y = 0
и учитывая (7), находим∫

S(x,r)

wr(ξ, η) dω = 0. (9)

Из этого равенства и теоремы 1 вытекает, что четная часть функ-
ции u(x, y) равна нулю:

u(x, y) + u(x,−y) = 0,
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т. е. u(x, y) = −u(x,−y).
Итак, функция u(x, y), вычисляемая по решению задачи

(4)–(7) с помощью формулы (8), обладает свойством четности по
переменной y. В силу теоремы 1 при условии u(x, y) = u(x,−y)
существует взаимно однозначное соответствие. Это и составляет
теорему эквивалентности. �

Проиллюстрируем теперь неустойчивость задачи (4)–(7).
Пусть

v(x, r) =
1
ks

sinkr
r

sin kx1 sinkx2.

При достаточно больших k и s функция v(x, r) мала вместе с лю-
бым конечным числом производных. В то же время легко убе-
диться непосредственной проверкой, что решение задачи (4)–(7)
дается в этом случае формулой

w(x, y, r) =
1
ks

sin(kr) sin(kx1) sin(kx2) ch(ky).

Но это решение при любом фиксированном y стремится к беско-
нечности при k → ∞. Тем же свойством обладает и функция
u(x, y), вычисляемая по формуле (8) и дающая решение уравне-
ния (1):

u(x, y) =
1

ks−1
sin(kx1) sin(kx2) ch(ky),

а это означает сильную неустойчивость решения задачи (4)–(7)
и эквивалентной ей задачи решения уравнения (1).

8.4. Задача общего вида на плоскости

Рассмотрим на плоскости (x, y) ограниченную открытую од-
носвязную область D с границей Γ. Пусть граница задана урав-
нением вида x = g(s), y = p(s), где s — длина, отсчитываемая
от фиксированной точки на Γ в положительном направлении, со-
гласованном с выбором ориентации на Γ, а g(s), p(s) — функции
класса C1[0, l], g(0) = g(l), p(0) = p(l), l — длина Γ. Пусть, да-
лее, в области D задано двупараметрическое семейство кривых
L(t1, t2), обладающее следующими свойствами.

1. Каждую пару точек области
–
D соединяет единственная

кривая семейства L(t1, t2); каждая кривая L(t1, t2) пересекает Γ
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в точках (x1, y1), (x2, y2), т. е.

x1 = g(s1), x2 = g(s2),
y1 = p(s1), y2 = p(s2),

другие точки кривой L(t1, t2) принадлежат D, длины кривых
L(t1, t2) ограничены в совокупности.

2. Уравнение кривой, проходящей через точку (x0, y0) в на-
правлении ν0 = (cos θ0, sinθ0), задается равенствами

x = f1(s, θ0, x0, y0) = x0 + s cos θ0 + s2f̃1(s, cosθ0, sin θ0, x0, y0),
(1)

y = f2(s, θ0, x0, y0) = y0 + s sin θ0 + s2f̃2(s, cosθ0, sin θ0, x0, y0),

в которых f̃j(s, cos θ0, sin θ0, x0, y0) — непрерывно дифференци-
руемые и ограниченные вместе с производными функции длины
дуги S, отсчитываемой от точки (x0, y0), и параметров θ0 ∈ [0, 2π]
и (x0, y0) ∈ –

D; fj(s, 0, x0, y0) = fj(s, 2π, x0, y0) и, кроме того,

1
s

D(f1, f2)
D(s, θ0)

≥ c0 > 0 (2)

во всей области изменения переменных (s, θ0, x0, y0).
Отметим, что для s, близких к нулю, выполнение неравен-

ства (2) очевидным образом следует из (1), поэтому неравенст-
во (2) существенно для s конечных. В этом случае оно эквива-
лентно положительности якобиана D(f1, f2)/D(s, θ0).

По отношению к семейству кривых L справедлива следующая

Лемма 1. Пусть семейство кривых удовлетворяет отме-
ченным выше условиям и, сверх того, функции fj(s, θ0, x0, y0)
обладают непрерывными и ограниченными производными до по-
рядка m > 1. Тогда равенство (1) определяет s, ν0 как од-
нозначные и непрерывно дифференцируемые m раз функции то-
чек (x0, y0), (x, y) для всех (x0, y0), (x, y) ∈ –

D и (x0, y0) �= (x, y),
а в окрестности множества (x0, y0) = (x, y), (x0, y0) ∈ –

D, для
них справедливы оценки

|Dαs(x0, y0, x, y)| ≤ c

[(x− x0)2 + (y − y0)2](|α|−1)/2
,

|Dαν0(x0, y0, x, y)| ≤ c

[(x− x0)2 + (y − y0)2]|α|/2
,

|α| ≤m.

(3)
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� Для доказательства заметим, что из (1) вытекают следую-
щие равенства:

s =
[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2

[(cos θ0 + sf̃1)2 + (sin θ0 + sf̃2)2
]1/2 ;

cos θ0 =
x− x0

[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2

× [(cosθ0 + sf̃1)2 + (sin θ0 + sf̃2)2]1/2

+ [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2
f̃1

[(cosθ0 + sf̃1)2 + (sin θ0 + sf̃2)2]1/2
;

sin θ0 =
y − y0

[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2

× [(cosθ0 + sf̃1)2 + (sin θ0 + sf̃2)2]1/2

+ [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2
f̃2

[(cosθ0 + sf̃1)2 + (sin θ0 + sf̃2)2]1/2
.

Отсюда применением теоремы о неявно заданных функциях на-
ходим, что в достаточно малой области (x− x0)2 + (y − y0)2 < δ2

функции s и ν имеют такую структуру:

s = [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2{1 + [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2ϕ};

cos θ =
x− x0

[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2
{1 + [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2ϕ}

+ [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2ψ;

sin θ =
y − y0

[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2
{1 + [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2ϕ}

+ [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2ψ,
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где

ϕ = ϕ

(
x0, y0, [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2,

x− x0

[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2
,

y − y0
[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2

)
;

ψ = ψ

(
x0, y0, [(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2,

x− x0

[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2
,

y − y0
[(x− x0)2 + (y − y0)2]1/2

)
— m раз непрерывно дифференцируемые функции своих аргу-
ментов. Отсюда, в частности, вытекают оценки (3). Для
(x− x0)2 + (y− y0)2 > δ2 очевидно выполнение неравенства s > δ,
а следовательно, и неравенства D(f1, f2)/D(s, θ0) ≥ c0δ > 0. Но
в этом случае постулируемая леммой гладкость функций s, ν0

следует из гладкости функций fj(s, θ0, x0, y0), а их существование
и однозначность вытекают из условия 1 на семейство кривых. �

Обозначим через L(x0, y0, x, y) отрезок кривой семейства,
проходящий через точки (x0, y0), (x, y) и заключенный между ни-
ми, и через ν = (cos θ, sin θ) — единичный вектор, касательный к
кривой L(x0, y0, x, y), построенный в точке (x, y). Вектор ν можно
также рассматривать как функцию точек (x0, y0), (x, y), обладаю-
щую такими же свойствами гладкости, что и вектор ν0. В самом
деле, если ν0 = (h1(x, y, x0, y0), h2(x, y, x0, y0)), то в силу равно-
правия точек (x0, y0), (x, y) очевидно, что ν = (−h1(x0, y0, x, y),
−h2(x0, y0, x, y)).

Лемма 2. Имеет место неравенство

∂

∂s1
θ(g(s1), p(s1), x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ D, s1 ∈ [0, l]. (4)

� Для доказательства заметим, что функция θ(x0, y0, x, y),
рассматриваемая при фиксированном (x, y) ∈ D как функция
(x0, y0), имеет своими линиями уровня отрезки кривых семей-
ства L, проходящие через точку (x, y) и заключенные между (x, y)
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и границей Γ. Следовательно, grad θ(x0, y0, x, y) направлен по
нормали к кривой L(x0, y0, x, y) в точке (x0, y0) в сторону уве-
личения θ. Так как линии L(x0, y0, x, y) при фиксированных x, y
пересекаются друг с другом только в точке (x, y), то на любой
замкнутой кривой, содержащей точку (x, y) ∈ D внутри себя и, в
частности, на Γ, положительному направлению соответствует
увеличение θ. Полагая x0 = g(s1), y0 = p(s1), получаем, что
бо́льшим s1 соответствуют бо́льшие значения θ(g(s1), p(s1), x, y).
Отсюда вытекает неравенство (4). �

Рассмотрим теперь для u(x, y) ∈ C1( –
D) и ρ(x0, y0, x, y) ∈

C1( –
D× –

D) функцию w(x0, y0, x, y), определенную формулой

w(x0, y0, x, y) =
∫

L(x0,y0,x,y)

ρ(x0, y0, x1, y1)u(x1, y1) ds, (5)

и поставим следующую задачу: найти u(x, y) при заданных функ-
циях ρ(x0, y0, x, y) и v(t1, t2)

v(t1, t2) = w(g(t1), p(t1), g(t2), p(t2)), t1, t2 ∈ [0, l]. (6)

Теорема 1. Если семейство кривых обладает свойства-
ми 1, 2, а весовая функция ρ(x0, y0, x, y) ∈ C1( –

D × –
D) и удовле-

творяет условиям

ρ(x0, y0, x, y)≥ ρ0 > 0, (x0, y0) ∈ Γ, (x, y) ∈ –
D, (7)∣∣∣∣ ∂∂t1 ln ρ0(g(t1), p(t1), x, y)

∣∣∣∣ ≤ q
∂

∂t1
θ(g(t1), p(t1), x, y),

0 ≤ q < 1,
(8)

то решение поставленной задачи единственно для u ∈ C1( –
D)

и для него имеет место оценка устойчивости

‖u‖L2(D) ≤ 1

ρ0

√
1− q2

1
2
√
π
‖ gradt1,t2 v(t1, t2)‖L2(Q),

Q = [0, l]× [0, l].
(9)

� Вначале докажем справедливость оценки (9) для того слу-
чая, когда гладкость функций u, ρ и функций f̃j , входящих в (1),
на единицу выше, чем сформулировано в условиях теоремы.
В этом случае для функции w(x0, y0, x, y) справедлива следующая
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Лемма 3. Пусть функции f̃j , ρ, u дважды непрерывно диф-
ференцируемы по своим аргументам и ограничены вместе с час-
тными производными. Тогда функция w(x0, y0, x, y) дважды не-
прерывно дифференцируема по (x0, y0, x, y) всюду, кроме точек
(x0, y0) = (x, y), в окрестности которых имеют место оценки

|Dαw(x0, y0, x, y)| ≤ c[(x− x0)2 + (y− y0)2](1−|α|)/2, |α| ≤ 2. (10)

� Справедливость леммы вытекает из представления

w(x0, y0, x, y) =

s(x0,y0,x,y)∫
0

ρ(x0, y0, f1, f2)u(f1, f2) ds,

где fj = fj(s, θ0(x0, y0, x, y), x, y), j = 1, 2, и леммы 1. �
Получим теперь для функции w(x0, y0, x, y) дифференциаль-

ное уравнение. Для этого заметим, что

w(x0, y0, , f1(s, θ0(x0, y0, x, y), x, y), f2(·))

=

s∫
0

ρ[x0, y0, f1, f2]u(f1, f2) ds.

Дифференцируя это равенство по s и используя, что

(f1(s, θ0, x0, y0), f2(·)) = (x, y), (f1s(·), f2s(·)) = ν(x0, y0, x, y),

находим

(gradx,yw(x0, y0, x, y), ν(x0, y0, x, y)) = ρ(x0, y0, x, y)u(x, y). (11)

Деля обе части этого равенства на ρ(x0, y0, x, y), полагая x0 =
g(t1), y0 = p(t1) и дифференцируя найденное равенство по t1, по-
лучаем уравнение для функции w(g(t1), p(t1), x, y) = w̃(t1, x, y)

∂

∂t1

{
1

ρ̃(t1, x, y)
(gradx,yw̃, ν̃)

}
= 0, (12)

в котором

ρ̃(t1, x, y) = ρ(g(t1), p(t1), x, y), ν̃(t1, x, y) = ν(g(t1), p(t1), x, y).
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Уравнение (12) относится к уравнениям смешанного типа,
а именно, гиперболо-параболического. Оно выполняется в ци-
линдрической области [0, l]× –

D. На границе этой области имеем
условие периодичности

w̃(0, x, y) = w̃(l, x, y), (x, y) ∈ –
D, (13)

и условие, вытекающее из формулы (6):

w̃(t1, g(t2), p(t2)) = v(t1, t2). (14)

Таким образом, функция w̃ является решением неклассиче-
ской задачи (12)–(14). Отметим, что из формул (5), (6) выте-
кает, что v(t1, t1) = 0 (t1 ∈ [0, l]). При выполнении этого усло-
вия задача (12)–(14) и поставленная выше задача интегральной
геометрии эквивалентны. Поэтому достаточно найти w̃(t1, x, y),
чтобы потом из формулы (11) определить u(x, y). Для исследо-
вания вопросов единственности и устойчивости задачи (12)–(14)
применим метод энергетических оценок.

Для x �= g(t1), y �= p(t1) и β = (− sin θ̃, cos θ̃), θ̃ = θ̃(t1, x, y) =
θ(g(t1), p(t1), x, y) имеем два очевидных тождества:

ρ̃(∇x,yw̃, β)
∂

∂t1

[
1
ρ̃

(∇x,yw̃, ν̃)
]

= (∇x,yw̃, β)(∇x,yw̃, ν̃t1)

+ (∇x,yw̃, β)(∇x,yw̃t1 , ν̃)− (∇x,yw̃, β)(∇x,yw̃, ν̃)
∂

∂t1
ln ρ̃,

ρ̃(∇x,yw̃, β)
∂

∂t1

[
1
ρ̃

(∇x,yw̃, ν̃)
]

=
∂

∂t1
[(∇x,yw̃, β)(∇x,yw̃, ν̃)]

− (∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃, βt1)− (∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃t1, β)

− (∇x,yw̃, β)(∇x,yw̃, ν̃)
∂

∂t1
ln ρ̃.

Складывая эти тождества и учитывая, что

ν̃t1 = β
∂θ̃

∂t1
, βt1 = −ν̃ ∂θ̃

∂t1
,
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(∇x,yw̃, β)(∇x,yw̃t1, ν)− (∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃t1, β)

=
∂

∂x
(w̃t1, w̃y)−

∂

∂y
(w̃t1, w̃x),

находим

2ρ̃(∇x,yw̃, β)
∂

∂t1

(
1
ρ̃
∇x,yw̃, ν̃

)
=
{

[(∇x,yw̃, ν̃)2 + (∇x,yw̃, β)2]
∂θ̃

∂t1
−2(∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃, β)

∂

∂t1
ln ρ̃
}

+
∂

∂t1
[(∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃, β)] +

∂

∂x
(w̃t1, w̃y)−

∂

∂y
(w̃t1, w̃x). (15)

На решениях уравнения (12) левая часть этого тождества
обращается в нуль. Проинтегрируем тождество (15) в предполо-
жении, что w̃(t1, x, y) — решение уравнения (12), по области Gε,
получающейся из области G = [0, l]× –

D выбрасыванием множе-
ства {(t1, x, y) : t1 ∈ [0, l], (x, y) ∈ –

D, (x−g(t1))2 +(y−p(t1))2 ≤ ε2}
для достаточно малого положительного ε. Тогда, используя фор-
мулу Гаусса — Остроградского, получаем∫
Gε

{
[(∇x,yw̃, ν̃)2 + (∇x,yw̃, β)2]

∂θ̃

∂t1

− 2(∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃, β)
∂

∂t1
ln ρ̃
}
dxdydt1

+
∫
Sε

{[(∇x,yw̃, ν̃)2 + (∇x,yw̃, β)] cos(n̂, t1) + w̃t1[w̃y cos(n̂, x)

− w̃x cos(n̂, y)]} dS = 0.

Здесь Sε — граница множества Gε, n — внешняя нормаль к Sε,
dS — элемент площади.

Перейдем в этом равенстве к пределу, устремив ε к нулю.
При этом в силу оценок леммы 3 интегралы по Gε и Sε сходятся
как несобственные к интегралам по G и S (S — граница G). Ин-
теграл по поверхности S можно разбить на две части: интеграл
по верхнему и нижнему основаниям цилиндра G и интеграл по бо-
ковой поверхности [0, l]× Γ. Но на нижнем и верхнем основаниях
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цилиндра cos(n̂, x) = cos(n̂, y) = 0, а cos(n̂, t1) в соответствую-
щих точках имеет противоположные знаки. Условие периодич-
ности (13) приводит к тому, что сумма интегралов по верхнему
и нижнему основаниям цилиндра обращается в нуль. На боковой
поверхности cos(n̂, t1) = 0 и для x = g(t2), y = p(t2)

w̃t1 = vt1(t1, t2),

w̃y cos(n̂, x)− w̃x cos(n̂, y) =
∂

∂t2
w̃(t1, g(t2), p(t2)) = vt2(t1, t2),

а dS = dt1dt2. Таким образом, окончательно получаем∫
G

{
[(∇x,yw̃, ν̃)2 + (∇x,yw̃, β)2]

∂θ̃

∂t1

− 2(∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃, β)
∂

∂t1
ln ρ̃
}
dxdydt1

= −
l∫

0

l∫
0

vt1vt2 dt1dt2. (16)

По лемме 2
∂θ̃0
∂t1

≥ 0. Во всех точках, где
∂θ̃0
∂t1

= 0, выражение

в фигурных скобках обращается в нуль в силу условия (8). Для

точек, в которых
∂θ̃0
∂t1

> 0, имеем

[(∇x,yw̃, ν̃)2 + (∇x,yw̃, β)2]
∂θ̃

∂t1
− 2(∇x,yw̃, ν̃)(∇x,yw̃, β)

∂

∂t1
ln ρ̃

= (∇x,yw̃, ν̃)2

⎡⎣ ∂θ̃
∂t1

−
(
∂

∂t1
ln ρ̃
)2
(
∂θ̃

∂t2

)−1
⎤⎦

+

⎡⎣(∇x,yw̃, ν̃)
∂

∂t1
ln ρ̃

(
∂θ̃

∂t1

)−1/2

− (∇x,yw̃, β)

(
∂θ̃

∂t1

)1/2
⎤⎦

≥ (∇x,yw̃, ν̃)2(1− q2)
∂θ̃

∂t1
≥ ρ2

0(1− q2)u2(x, y)
∂θ̃

∂t1
.
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Поэтому, усиливая неравенство (16), получаем

ρ2
0(1− q2)

∫
D

u2(x, y) dxdy ·
2π∫
0

∂θ̃

∂t1
dt1 ≤ 1

2

l∫
0

l∫
0

|∇t1,t2v|2 dt1dt2.

Отсюда и вытекает оценка (9).
Для завершения доказательства теоремы заметим, что выра-

жение в правой части равенства (9) имеет смысл для u ∈ C1( –
D),

ρ(x0, y0, x, y) ∈ C1(Γ × –
D) и семейства кривых L, удовлетворяю-

щих условиям 1, 2. Поэтому, приближая функции u, ρ, f̃ , удо-
влетворяющие условиям теоремы, функциями un, ρn, f̃n, для ко-
торых оценка (9) уже установлена, и переходя в ней к пределу
при n→∞, получаем оценку (9) в условиях теоремы. Из этой
оценки, в частности, вытекает единственность решения задачи
интегральной геометрии в пространстве C1( –

D). �

8.5. Задачи общего вида в пространстве

Рассмотрим следующую задачу. Пусть в пространстве Rn,
x = (x1, . . . , xn), заданы ограниченная область D и Ω — открытая
область, принадлежащая D. Для случая четномерного простран-
ства будем предполагать, что границы областей D и Ω равно-
мерно удалены друг от друга на некоторую положительную вели-
чину h и, таким образом, Ω лежит строго внутри D. В случае не-
четномерного пространства D и Ω могут совпадать между собой.
Пусть, далее, для любой точки x ∈ D и любого единичного век-
тора ν = (ν1, . . . , νn) существует единственная гладкая гиперпо-
верхность S(x, ν), которая проходит через точку x и имеет в этой
точке нормаль ν.

Обозначим через U класс функций u(x), носитель которых
содержится в Ω и u(x) ∈ L2(Ω). Для функций u(x) ∈ U рассмо-
трим задачу об ее отыскании из уравнения

v(x, ν) =
∫

S(x,ν)

ρ(ξ, x, ν)u(ξ) dS, x ∈ D, |ν| = 1, (1)

в котором ρ(ξ, x, ν) — заданная гладкая функция своих аргумен-
тов, dS — элемент площади поверхности.
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Поставленная задача, вообще говоря, переопределена, так
как функция u(x) зависит от n переменных, а функция v от 2n−1
переменных. Отметим, однако, важный случай, когда число су-
щественных переменных у функций u и v совпадает. Рассмотрим
поверхность S(x, ν) и произвольную точку x0 ∈ S(x, ν). Пусть
ν0 — нормаль к S(x, ν) в точке x0. Тогда S(x0, ν0) = S(x, ν). Если
же ρ(ξ, x0, ν0) = ρ(ξ, x, ν) для ξ ∈ S(x, ν), то v(x0, ν0) = v(x, ν).
Так как каждая точка гиперповерхности S(x, ν) характеризуется
n−1 параметром, то это равенство показывает, что существенных
параметров, от которых зависит в этом случае v(x, ν), всего n.
Итак, если весовая функция зависит только от точки ξ ∈ D и по-
верхности S(x, ν), то число существенных переменных у функ-
ций u и v совпадает. Это говорит о том, что существует, по-
видимому, более хорошая по форме постановка задачи интеграль-
ной геометрии при том же семействе поверхностей, связанная
с другой параметризацией этого семейства, при которой пере-
определенности задачи нет.

Задача решения уравнения (1) будет рассмотрена в этом раз-
деле в предположении, что диаметр области D достаточно мал.
В дальнейшем будем предполагать, что уравнение поверхности
S(x, ν) может быть охарактеризовано с помощью гладкой функ-
ции ϕ(ξ, x, ν):

S(x, ν) = {ξ : ϕ(ξ, x, ν) = 0}, (2)

причем в точках S(x, ν) |∇ξϕ| �= 0.
Предположения о способе параметризации приводят к сле-

дующим необходимым условиям на функцию ϕ:

ϕ(x, x, ν) = 0, ∇ξϕ|ξ=x = ν|∇ξϕ|ξ=x. (3)

Очевидно, что всегда можно считать

|∇ξϕ|ξ=x = 1, (4)

поделив в случае необходимости ϕ на |∇ξϕ|ξ=x, поэтому в даль-
нейшем будем предполагать равенство (4) выполненным. Тогда
для функции ϕ имеет место представление

ϕ(ξ, x, ν) = (ν, ξ − x) +
n∑

i,j=1

aij(ξ, x, ν)(ξi− xi)(ξj − xj), (5)
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где

aij(ξ, x, ν) =

1∫
0

ϕξiξj
(x+ t(ξ − x), x, ν)(1− t) dt.

Этим представлением мы будем пользоваться в дальнейшем.
Мы вначале сформулируем результат и докажем его для слу-

чая нечетномерного пространства, а уже затем для случая четно-
мерного пространства.

Теорема 1. Пусть n нечетно, s = (n − 1)/2 ≥ 1, функция
ϕ(ξ, x, ν) непрерывна в области G = {(ξ, x, ν) : ξ ∈ –

D,
x ∈ –

D, |ν| = 1} вместе с частными производными до порядка
n+2, а весовая функция ρ(ξ, x, ν) непрерывна в G вместе с част-
ными производными до порядка n и удовлетворяет в G условию

ρ(x, x, ν)≥ ρ0 > 0. (6)

Тогда существует такое число d∗ > 0, d∗ = d∗(ϕ, ρ), что при
условии diamD < d∗ решение уравнения (1) в классе функций U
единственно и имеет место оценка устойчивости

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖Δsv1‖L2(Ω), v1 =
∫

|ν|=1

v(x, ν)
ρ(x, x, ν)

dων . (7)

Здесь dων — элемент площади единичной сферы, Δs — s-я сте-
пень оператора Лапласа.

� Используя δ-функцию и финитность функции u(x), запи-
шем уравнение (1) в виде∫

Ω

ρ(ξ, x, ν)u(ξ)|∇ξϕ(ξ, x, ν)|δ(ϕ(ξ, x, ν)) dξ = v(x, ν) (8)

и, поделив его на ρ(x, x, ν), усредним равенство (8) при фиксиро-
ванном x ∈ D по всем ν. С учетом обозначения (7) равенство (8)
примет вид ∫

Ω

K(x, ξ)u(ξ) dξ = v1(x). (9)
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Здесь

K(x, ξ) =
∫

|ν|=1

ρ̃(ξ, x, ν)δ(ϕ(ξ, x, ν)) dων,

ρ̃(ξ, x, ν) =
ρ(ξ, x, ν)
ρ(x, x, ν)

|∇ξϕ(ξ, x, ν)|.
(10)

Ядро уравнения (10) достаточно просто исследуется для то-
чек ξ, x, близких друг к другу. Но этого и достаточно, так как
при доказательстве теоремы можно считать диаметр области D
малым. Воспользуемся инвариантностью меры dων относительно
ортогональных преобразований пространства ν1, . . . , νn и совер-
шим преобразование с ортогональной матрицей Q. При этом
формула для подсчета ядра примет вид

K(x, ξ) =
∫

|ν|=1

ρ̃(ξ, x, Qν)δ(ϕ(ξ, x,Qν)) dων. (11)

Введем в рассмотрение единичный вектор ν0 = (ξ − x)/|ξ − x|,
ν0 =

(
ν0
1 , . . . , ν

0
n

)
. При вычислении интеграла (11) в зависимо-

сти от расположения вектора ν0 на единичной сфере используем
два различных ортогональных преобразования. А именно, пусть
e1 = (1, 0, . . . , 0). Тогда для (ν0, e1) ≥ 0 возьмем преобразование,
определяемое равенством

Qν = ν + 2(ν0, e1)ν0 − (ν, ν0) + (ν0, e1)
1 + (ν0, e1)

(ν0 + e1). (12)

Легко проверить непосредственно, что для любого единичного
вектора ν справедливо равенство (Qν,Qν) = 1. Кроме того,

Qe1 = ν0. (13)

Для (ν0, e1) < 0 при вычислении интеграла используем пре-
образование (12), в котором e1 заменено на −e1 и, следовательно,
Qe1 = −ν0.

Очевидно, достаточно исследовать случай такого расположе-
ния точек x, ξ, при котором (ν0, e1) ≥ 0. В дальнейшем именно
этим случаем мы и ограничимся. Уравнение ϕ(ξ, x, Qν) = 0 при
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фиксированных x, ξ определяет на поверхности сферы поверх-
ность размерности n−2. Действительно, в силу (5) это равенство
можно записать, поделив на |x− ξ|, в виде

(ν0, Qν) + |x− ξ|
n∑

i,j=1

aij(x+ |x− ξ|ν0, x, Qν)ν0
i ν

0
j = 0. (14)

Представим вектор ν таким образом:

ν = qe1 +
√

1− q2ν̄, (15)

где ν̄ — единичный вектор, ортогональный вектору e1. Тогда
в силу (13)

(ν0, Qν) = (Q∗ν0, ν) = (e1, ν) = q,

и равенство (14) принимает вид

q + |x− ξ|
n∑

i,j=1

aij(x+ |x− ξ|ν0, x, qν0 +
√

1− q2Qν̄)ν0
i ν

0
j = 0. (16)

Из принципа сжатых отображений вытекает следующая

Лемма 1. Если функция ϕ удовлетворяет условиям тео-
ремы, то для любого q0 ∈ (0, 1) существует такое d0 = d0(ϕ, q0),
что для областей Ω с diam Ω < d0 уравнение ϕ(ξ, x, Qν) = 0
для x, ξ ∈ Ω определяет q как однозначную, непрерывную и огра-
ниченную функцию аргументов x, |x − ξ|, ν0, ν̄, имеющую по
этим аргументам непрерывные и ограниченные производные до
порядка n и удовлетворяющую неравенству

|q(x, |x− ξ|, ν0, ν̄)| ≤ q0 < 1. (17)

� Действительно, так как ϕ удовлетворяет условиям тео-
ремы, то aij(ξ, x, ν) равномерно ограничены для x, ξ ∈ Ω, |ν| = 1
некоторой константой c0. Поэтому, записав равенство (16) в виде
q = A(q), убеждаемся, что при условии c0d0 ≤ q0 оператор A
переводит множество непрерывных функций, удовлетворяющих
неравенству (17), в себя. Условие равномерной ограниченности
производных от aij по ν1, . . . , νn приводит к тому, что при условии
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малости |x − ξ| оператор A является на этом множестве сжима-
ющим. Таким образом, уравнение (16) определяет q как непре-
рывную функцию аргументов x, |x− ξ|, ν0, ν̄, удовлетворяющую
неравенству (17). Существование и ограниченность производных
у функций q по аргументам до порядка n легко вытекает из са-
мого равенства (16), так как функции aij и матрица Q = Q(ν0),
определяемая формулой (12), имеют соответствующие производ-
ные. �

Из равенства (16) вытекает также, что q > 0 при |x− ξ| → 0.
Выберем теперь фиксированное q0 ∈ (0, 1) и будем в дальней-

шем считать, что diam Ω < d0(ϕ, q0). Формула (15), в которой
q — решение уравнения (16) при произвольном единичном век-
торе ν̄, (ν̄, e1) = 0, определяет (при фиксированных x, ξ) ν как
гладкую однозначную функцию ν̄ и задает, таким образом, на
сфере |ν| = 1 поверхность размерности n− 2. Обозначим ее через
Σ(x, ξ). Если x→ ξ так, что (ξ − x)/|ξ − x| → ν0, то поверхность
Σ(x, ξ) в пределе совпадает с сечением сферы |ν| = 1 плоскостью,
проходящей через центр сферы и ортогональной вектору e1.

Пусть n — единичный вектор нормали к Σ(x, ξ), лежащий
в плоскости, касательной в точке ν к сфере |ν| = 1. Учитывая
сказанное выше, формулу (11) для ядра K(x, ξ) уравнения (9)
можно записать в виде

K(x, ξ) =
∫

Σ(x,ξ)

ρ̃(ξ, x, Qν)
∣∣∣∣∂ϕ∂n

∣∣∣∣−1

dσ, (18)

где dσ — элемент площади поверхности Σ(x, ξ). Так как на
Σ(x, ξ) вектор n параллелен вектору

∇νϕ(ξ, x, Qν)− ν(ν,∇νϕ(ξ, x, Qν)),

то ∣∣∣∣∂ϕ∂n
∣∣∣∣ = [|∇νϕ(ξ, x, Qν)|2− |ν,∇νϕ(ξ, x, Qν)|2]1/2. (19)

Из формулы (5) находим

1
|x− ξ|∇νϕ(ξ, x, Qν) = e1 + |x− ξ|

n∑
i,j=1

∇νaij(ξ, x, Qν)ν0
i ν

0
j .
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Используя формулу (19) и то обстоятельство, что на Σ(x, ξ)

ν = ν(x, |x−ξ|, ν0, ν̄), для
∣∣∣∣∂ϕ∂n

∣∣∣∣ на Σ(x, ξ) получаем представление

∣∣∣∣∂ϕ∂n
∣∣∣∣−1

=
1

|x− ξ| + b(x, |x− ξ|, ν0, ν̄), (20)

в котором b — непрерывная и ограниченная функция своих ар-
гументов вместе с частными производными до порядка n − 1.
Аналогично на Σ(x, ξ) для функции ρ̃ справедливо представление

ρ̃(ξ, x, Qν) = 1 + |x− ξ|c(x, |x− ξ|, ν0, ν̄), (21)

где функция c обладает теми же свойствами, что и функция b.
Вектор ν̄ ортогонален вектору e1 и имеет единичную длину,

поэтому он полностью характеризуется угловыми сферическими
координатами ψ1, . . . , ψn−2 в координатной плоскости, ортогона-
льной к вектору e1. Элемент поверхности dσ подсчитывается по
формуле

dσ =
[
Γ
(
∂ν

∂ψ1
, . . . ,

∂ν

∂ψn−2

)]1/2
dψ, (22)

в которой dψ = dψ1 . . . dψn−2, a через Γ обозначен определитель

Грама, построенный для векторов
∂ν

∂ψ1
, . . . ,

∂ν

∂ψn−2
:

Γ
(
∂ν

∂ψ1
, . . . ,

∂ν

∂ψn−2

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
∂ν

∂ψ1
,
∂ν

∂ψ1

)
. . .

(
∂ν

∂ψ1
,

∂ν

∂ψn−2

)
...

...
...(

∂ν

∂ψn−2
,
∂ν

∂ψ1

)
. . .

(
∂ν

∂ψn−2
,

∂ν

∂ψn−2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Из формул (18)–(22) вытекает, что ядро K(x, ξ) можно предста-
вить в виде

K(x, ξ) =
ωn−1

|x− ξ| +K0(x, |x− ξ|, ν0), (23)

где K0 — непрерывная и ограниченная функция своих аргументов
вместе с производными до (n−1)-го порядка. Но тогда, применяя
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к уравнению (9) по переменной x оператор Δs, s = (n − 1)/2,
и используя

Δs

(
1

|x− ξ|
)

= (−1)s(4π)s(s− 1)!δ(x− ξ), ωn−1 = 2πs/Γ(s),

для u(x) получаем уравнение

u(x) +
∫
Ω

K̃(x, ξ)u(ξ) dξ =
(−1)s

2nπ2s
Δsv1(x). (24)

Здесь

K̃(x, ξ) =
(−1)s

2nπ2s
Δs
xK0(x, |x− ξ|, ν0).

Ядро K̃(x, ξ) уравнения (24) имеет интегрируемую особен-
ность. Действительно, вычисление оператораΔs приводит к диф-
ференцированию K0 до порядка 2s по переменным x, |x − ξ|, ν0

и к дифференцированию до порядка 2s аргументов |x−ξ|, ν0 по x.
Но 2s = n−1 и, следовательно, производные по аргументам функ-
ции K0 непрерывны и ограничены. В то же время, очевидно, для
производных от |x− ξ|, ν0 по x справедливы оценки∣∣∣∣ ∂k∂xki (|x− ξ|)

∣∣∣∣ ≤ c1
|x− ξ|k−1

,

∣∣∣∣ ∂k∂xki (ν0)
∣∣∣∣ ≤ c1

|x− ξ|k , 1 ≤ k ≤ 2s.

Из этих рассуждений вытекает, что ядро K̃(x, ξ) непрерывно всю-
ду, кроме множества точек x, ξ, на котором x = ξ. В окрестности
же этого множества для K̃(x, ξ) справедлива оценка

|K̃(x, ξ)| ≤ c2/|x− ξ|n−1.

Известно, что уравнение (24) с ядром такого типа имеет
единственное решение из L2(Ω), если диаметр области Ω доста-
точно мал. Оценка (17) для решения уравнения (24) при этом
очевидна. �

Рассмотрим теперь случай четномерного пространства. Как
было сказано выше, в этом случае мы будем предполагать, что Ω
лежит строго внутри D, так что расстояние между Ω и границей
области D больше некоторого h > 0. Дополнительно предполо-
жим, что h > diam Ω. Обозначим через Ωh открытое множество,
получающееся в результате объединения всех открытых шаров
радиуса h с центром в точках x ∈ Ω.
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Теорема 2. Пусть n = 2s, s ≥ 1, а функции ϕ, ρ удовле-
творяют всем условиям теоремы 1 с заменой n на n + 1. То-
гда существует число d∗ > 0, d∗ = d∗(ϕ, ρ, h), такое, что при
условии diam Ω < d∗ решение уравнения (1) в классе функций U
единственно и имеет место оценка устойчивости

‖u‖L2(Ω) ≤ с0‖Δsv2‖L2(Ω), (25)

в которой

v2(x) =
∫

|x−y|≤h

v1(y)
|x− y|n−1

dy, (26)

а v1(x) вычисляется через v(x, ν) по формуле (7).
� Доказательство этой теоремы проводится по следующей

схеме. Вначале так же, как и в случае n нечетного, получим
уравнение (9). Для ядра K(x, ξ) этого уравнения справедливо
представление (23), причем гладкость функции K0 в силу пред-
положений теоремы на единицу выше, а именно, K0 имеет по
аргументам x, |x − ξ|, ν0 = (ξ − x)|x − ξ|−1 непрерывные огра-
ниченные производные до порядка n. Применим теперь к обеим
частям равенства оператор усреднения по шару радиуса h, опре-
деленный формулой (26). Тогда получим уравнение∫

Ω

T (x, ξ)u(ξ) dξ = v2(x), x ∈ Ω, (27)

в котором

T (x, ξ) =
∫

|x−y|≤h

K(y, ξ)
|x− y|n−1

dy. (28)

Далее покажем, что для T (x, ξ), x, ξ ∈ Ω, имеется представление

T (x, ξ) = −ωn−1ωn ln |x− ξ|+ T0(ξ, |ξ− x|, ν0), (29)

в котором T0(ξ, |ξ− x|, ν0) — непрерывная и ограниченная вместе
с производными до порядка n функция всюду, кроме множества
ρ = 0, в окрестности которого T0(ξ, |ξ − x|, ν0) удовлетворяет не-
равенствам (|α|+ k ≤ n)∣∣∣∣ ∂k∂ρkDα

ξ,ν0T0(ξ, ρ, , ν0)
∣∣∣∣ ≤ c0

{
ln ρ, k = 1,
ρ1−k, k ≥ 2.

(30)
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Применяя к уравнению (27) оператор Δs и используя

Δs
x ln |x− ξ| = (−1)s−12n−1πs(s− 1)!δ(x− ξ),

получаем уравнение типа Фредгольма, аналогичное уравнению
(24), с особенностью вида |x− ξ|n−1 ln |x − ξ|, откуда и вытекает
справедливость теоремы.

Нам осталось, таким образом, убедиться в том, что ядро T
действительно обладает отмеченными свойствами. Вычислим
для этого интеграл (28) отдельно для каждого из слагаемых (23)
функции K(x, ξ). Вычисление интеграла от первого слагаемого
эквивалентно вычислению интеграла

f1(ρ) =
∫

|x−y|≤h

1
|x− y|n−1

1
|y − ξ| dy

=
∫

|ν|=1

dων

h∫
0

dr

[r2 + ρ2 + 2rρ(ν0, ν)]1/2

=
∫

|ν|=1

[ln |h+ ρ(ν0, ν) + [r2 + ρ2 + 2rρ(ν0, ν)]1/2|

− ln |1 + (ν, ν0)|] dων − ωn ln ρ.

Здесь введена сферическая система координат y = x + rν, а че-
рез (ρ,−ν) обозначены сферические координаты точки ξ в этой
системе, т. е. ρ = |ξ − x|, ν0 = (x − ξ)/|ξ − x|. Как видно из
полученной формулы, вычисление интеграла (28) от первого из
слагаемых функции K(x, ξ) приводит к появлению главной части
ядра T (x, ξ), а именно, ln ρ и некоторой гладкой функции (даже
аналитической при ρ < h), зависящей только от ρ. Здесь су-
щественно использовано также, что ρ ≤ diam Ω < h при x ∈ Ω,
ξ ∈ Ω. Покажем теперь, что вычисление интеграла (28) от вто-
рого из слагаемых функции K(x, ξ) приводит к функции, обла-
дающей свойствами функции T0. При этом удобно для вычисле-
ния интеграла ввести сферическую систему с центром в точке ξ,
y = ξ + rν, ν = (ν1, . . . , νn), x = ξ + ρν0:
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f2(ξ, ρ, ν0) =
∫

|x−y|≤h

K0(y, |y− ξ|, ν0)
|x− y|n−1

dy

=
∫

|ν|=1

dων

r(ρ,(ν0,ν))∫
0

rn−1K0(ξ + rν, r,−ν)
[r2 + ρ2 − 2rρ(ν0, ν)](n−1)/2

dr,

r(ρ, (ν0, ν)) = ρ(ν0, ν) + [h2 − ρ2[1− (ν, ν0)2]]1/2.

Введем, как мы уже однажды делали, ортогональное пре-
образование системы координат с матрицей Q так, чтобы выпол-
нялось Q∗ν0 = e1 = (1, 0, . . . , 0) (при условии (ν0, e1) ≥ 0). Тогда,
обозначая K0(ξ + rQν, r,−Qν)=K̃(ξ, r, ν, ν0), найдем

f2(ξ, ρ, ν0) =
∫

|ν|=1

dων

r(ρ,ν1)∫
0

rn−1K̃(ξ, r, ν, ν0)
(r2 + ρ2 − 2rρν1)(n−1)/2

dr.

Отсюда непосредственно видно, что производные Dα
ξ,ν0f2, |α| ≤ n,

непрерывны и ограничены для ξ, x ∈ Ω. Действительно,

Dα
ξ,ν0f2 =

∫
|ν|=1

dων

r(ρ,ν1)∫
0

rn−1Dα
ξ,ν0K̃(·)

(r2 + ρ2 − 2rρν1)(n−1)/2
dr. (31)

Нам осталось разобраться с производными, содержащими диф-
ференцирование по переменной ρ. Замена переменной r = ρr1
во внутреннем интеграле сразу показывает, что при ρ > 0 инте-
грал f2 непрерывно зависит от ξ, ρ, ν0 вместе с производными до
порядка n. Однако при ρ → 0 производные, которые содержат
дифференцирование по переменной ρ, не ограничены. Действи-
тельно, при достаточно малых ρ мы всегда можем выбрать δ > 0
так, чтобы

ρ(1 + δ) < r(ρ, ν1), ν1 ∈ [−1, 1].
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Тогда, разбивая внутренний интеграл на два: один по отрезку
[0, ρ(1 + δ)], а второй по отрезку [ρ(1 + δ), r(ρ, ν1)] — и выполняя
в первом из них замену переменной r = ρr1, получаем

f2(ξ, ρ, ν0) = ρ

∫
|ν|=1

dων

1+δ∫
0

rn−1
1 K̃(ξ, ρr1, ν, ν0)

(r21 + 1− 2r1ν1)(n−1)/2
dr1

+
∫

|ν|=1

dων

r(ρ,ν1)∫
ρ(1+δ)

rn−1K̃(ξ, r, ν, ν0)
(r2 + ρ2 − 2rρν1)(n−1)/2

dr. (32)

Первый из интегралов по этой формуле представляет собой не-
прерывную и ограниченную функцию вместе с производными до
порядка n. Все особенности в производных порождаются вторым
интегралом. Заметим теперь, что во втором интеграле множи-
тель, стоящий перед K̃, можно представить в виде

rn−1

(r2 + ρ2 − 2rρν1)(n−1)/2
= Φ

(ρ
r
, ν1

)
,

причем функция Φ(z, ν1) как функция аргументов z, ν1 ограничена
вместе с любым конечным числом производных в области |z| ≤
(1 + δ)−1, ν1 ∈ [−1, 1]. Следовательно, для ее производных по
переменной ρ имеют оценки∣∣∣∣ ∂k∂ρkΦ

(ρ
r
, ν1

)∣∣∣∣ ≤ c0
rk
, r ≥ ρ(1 + δ). (33)

При вычислении производных
∂k

∂ρk
Dα
ξ,ν0 от второго слага-

емого формулы (32) мы можем внести символ Dα
ξ,ν0 под знак

внутреннего интеграла. Вычисление производной
∂k

∂ρk
от вну-

треннего интеграла приводит к появлению ряда слагаемых за
счет вычисления производных по верхнему и нижнему пределам
и интеграла за счет дифференцирования подынтегральной функ-
ции. Первые из слагаемых, очевидно, ограничены, так как функ-
ция Φ(ρ/r, ν1) на нижнем пределе ограничена и от ρ не зави-
сит, а на верхнем пределе совпадает с аналитической функцией
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h1−n[r(ρ, ν1)]n−1. Интеграл, возникающий при дифференцирова-
нии подынтегрального выражения, имеет вид

r(ρ,ν1)∫
ρ(1+δ)

∂k

∂ρk
Φ
(ρ
r
, ν1

)
Dα
ξ,ν0K̃(ξ, r, ν, ν0) dr

и в силу неравенства (33) оценивается интегралом

c1

r(ρ,ν1)∫
ρ(1+δ)

dr

rk
= c1

{
ln ν1+[(h/ρ)2−(1−ν2

1 )]1/2

1+δ
, k = 1,

1
1−k{[r(ρ, ν1)]1−k − [ρ(1 + δ)]1−k}, k > 1.

Отсюда и вытекает оценка (30). Тем самым доказательство тео-
ремы 2 завершено. �

Замечание 1. Обозначим через D(x, ν) множество точек об-
ласти D, для которых ϕ(ξ, x, ν) ≥ 0. Более общей, чем задача
решения уравнения (1), является задача об отыскании u(x) из
уравнения∫

S(x,ν)

ρ(ξ, x, ν)u(ξ) dξ+
∫

D(x,ν)

ρ1(ξ, x, ν)u(ξ) dξ = v(x, ν),

x ∈ D, |ν| = 1.

При условии, что гладкость функции ρ1(ξ, x, ν) не более чем на
единицу хуже гладкости функции ρ(ξ, x, ν), для этой задачи име-
ют место теоремы 1 и 2.

Замечание 2. Если в формуле (1) заменить весовую функ-
цию ρ(ξ, x, ν) на матричную весовую функцию R(ξ, x, ν) произ-
вольной конечной размерности m×m, а функцию u(ξ) — на век-
торную функцию u(ξ) с компонентами u1, . . . , um, то мы получим
векторную задачу интегральной геометрии. Для нее справедливы
теоремы 1 и 2 с естественной заменой условия (6) на условие

| detR(ξ, x, ν)| ≥ ρ0 > 0

и функции ρ−1 в оценке (7) на матричную функцию R−1(x, x, ν).
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Замечание 3. Из теорем 1 и 2 вытекает в качестве след-
ствия оценка

‖u‖L2(Ω) ≤ c0 sup
|ν|=1

‖v(x, ν)‖W l
2(

–
D), l = 2

[n
2

]
, (34)

пригодная для любого n ≥ 2.
В настоящем разделе мы рассматривали постановку задачи

интегральной геометрии для случая, когда для каждой точки x
и любого направления ν существует гладкая гиперповерхность
S(x, ν) с нормалью ν, проходящей через точку x. Возможна бо-
лее общая постановка этой задачи, когда через точку x проходят
поверхности S(x, ν) только для ν, принадлежащих некоторому
множеству ω(x) точек единичной сферы. При этом множество
ω(x), вообще говоря, не совпадает с единичной сферой. Оказы-
вается, что со структурой множества ω(x) тесно связан вопрос
о характере устойчивости задачи интегральной геометрии [5, 29].

Рассмотрим для простоты случай, когда ω(x) не зависит от x:
ω(x) = ω0. Пусть ωδα = {ν : |ν| = 1, |(ν, α)| ≤ δ} — сферический
пояс. Тогда если для какого-либо единичного вектора α и δ > 0
выполнено условие ωδα ∩ ω0 �= ∅, то оценок типа (34) (с заменой
под знаком sup множества |ν| = 1 на множество ω0) ни при каком l
для задачи интегральной геометрии существовать не может. От-
сюда вытекает, в частности, что ни при каких конечных k, l и
постоянной c0 > 0 не может существовать и оценок вида

‖u‖Wk
2 (Ω) ≤ c0 sup

ν∈ω0

‖v(x, ν)‖W l
2(

–
D). (35)

Покажем это для частного случая n = 2, положив ϕ(ξ, x, ν) =
ν(ξ − x), ρ = 1. Принцип доказательства на этом примере про-
является в полной мере. Пусть ωδα∩ω0 = ∅ при δ > 0 и α = (0, 1).
Возьмем функцию uλ ∈ C∞

0 (Ω) следующего вида:

uλ = sin(λx1)ψ(x),

где ψ(x) — бесконечно дифференцируемая финитная функция
с носителем в Ω, отличная от тождественного нуля, а λ — до-
статочно большой числовой параметр. Тогда

‖u‖2
L2(Ω) =

1
2
‖ψ‖2

L2(Ω) −
1
2

∫
Ω

cos(2λx1)ψ2 dx.
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Проводя в этой формуле достаточное число раз интегрирование
по частям, получаем∣∣∣∣ ∫

Ω

cos(2λx1)ψ2(x) dx
∣∣∣∣ ≤ ck/|λ|k.

С другой стороны, для x ∈ D, ν ∈ ω0 имеем

vλ(x, ν) =
1
|ν2|

∞∫
−∞

uλ

(
ξ1, x2 − ν1

ν2
(ξ1 − x1)

)
dξ1

=
1
|ν2|

∞∫
−∞

sin(λξ1)ψ
(
ξ1, x2 − ν1

ν2
(ξ1 − x1)

)
dξ1.

Так как для ν ∈ ω0 выполнено неравенство |(ν, α)| = |ν2| ≥ δ, то
|ν2|−1 ≤ δ−1 и, следовательно,∣∣Dα

x,νvλ(x, ν)
∣∣ ≤ cαk

|λ|k , x ∈ D, ν ∈ ω0.

Устремляя λ к бесконечности, получаем, что ‖vλ‖W l
2(D) → 0

равномерно по всем ν ∈ ω0 и любом конечном l, а ‖vλ‖L2(Ω) →
(1/
√

2)‖ψ‖L2(Ω) �= 0. Отсюда и вытекает высказанное ранее ут-
верждение.

8.6. Задачи вольтерровского типа
с многообразиями, инвариантными относительно

группы движения

Здесь мы подробно рассмотрим задачи интегральной геоме-
трии на плоскости. Отметим, что результаты настоящего раз-
дела переносятся на задачи интегральной геометрии этого типа
в пространстве любой размерности.

Итак, пусть u(x, y) — функция двух переменных. Мы будем
рассматривать функцию u(x, y) в полуплоскости y ≥ 0 и будем
предполагать, что функция u(x, y) непрерывна и финитна по пе-
ременной x:

u(x, y) = 0, |x| ≥ l > 0.
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Далее, пусть заданы функции ϕ(y, η), g(y, η), y ≥ η, удовле-
творяющие следующим условиям:

1) ϕ(y, η) =
√
y − η ϕ0(y, η),

2) g(y, η) = (1/
√
y − η)g0(y, η),

где ϕ0(y, η), g0(y, η) — непрерывно дифференцируемые функции,

ϕ0(y, η)≥ ϕ0 > 0, g0(y, η)≥ g0 > 0.

Рассмотрим уравнение относительно функции u(x, y):

y∫
0

g(y, η)[u(x− ϕ, η) + u(x+ ϕ, η)] dη = f(x, y). (1)

Задача решения уравнения (1) есть проблема интегральной гео-
метрии, т. е. определение функции, если заданы интегралы от
этой функции по заданному семейству кривых. В нашем случае
и семейство кривых, определяемое функцией ϕ(y, η), и весовая
функция g(y, η) инвариантны относительно группы движений, па-
раллельных оси x.

Для исследования уравнения (1) можно применить два по
существу эквивалентных способа.

Первый способ. Применим к (1) преобразование Фурье по
переменной x. После преобразования Фурье уравнение (1) примет
вид

y∫
0

g(y, η) cos(λϕ)v(λ, η) dη = f̃(λ, y),

v(λ, η) =

∞∫
−∞

eiλxu(x, η) dx, f̃(λ, y) =

∞∫
−∞

eiλxf(x, y) dx.

(2)

Таким образом, уравнение (1) перешло в семейство вольтерров-
ских интегральных уравнений первого рода. Из свойств функций
ϕ(y, η), g(y, η) следует, что уравнения (2) удовлетворяют усло-
виям, сформулированным в разделе 4.5 данной части. Следова-
тельно, решение уравнения (2), а значит, и (1) единственно.
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После применения к (2) оператора дробного дифференциро-
вания мы получим следующее уравнение второго рода:

v(λ, η) +

y∫
0

G(λ, y, η)v(λ, η) dη = f̃1(λ, y), (3)

G(·) =
1

πg0(y, y)
∂

∂y

y∫
η

[g0y cos(λϕ)− λg0ϕy sin(λϕ)]
√
y − η

ξ − η
dξ,

f̃1(λ, y) =
1

πg0(y, y)
∂

∂y

y∫
0

1√
y − η

f̃ (λ, η) dη.

Решение уравнения (3) может быть представлено в виде

v(λ, y) = f̃1(λ, y) +

y∫
0

R(λ, y, η)f̃1(λ, η) dη. (4)

Норма интегрального оператора в уравнении (3), вообще говоря,
неограниченно возрастает с увеличением параметра λ, так что за-
дача решения семейства уравнений (3), а значит, и уравнения (1)
некорректна.

Приведем полное исследование характера неустойчивости ре-
шения уравнений (1) и (3) в одном простейшем случае.

Пусть в (1)
ϕ0(y, η) = g0(y, η) = 1.

Уравнение (1) при этом примет вид

y∫
0

[u(x−√y − η , η) + u(x+
√
y − η , η)]

dη√
y − η

= f(x, y). (5)

После преобразования Фурье уравнение (5) примет вид

y∫
0

cos(λ
√
y − η)v(λ, η)

dη√
y − η

= f̃(x, y). (6)
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Покажем, что решение уравнения (6) дается формулой

v(λ, y) =
1
π

∂

∂y

y∫
0

ch(λ
√
y − η)f̃(λ, η)

dη√
y − η . (7)

Действительно, применяя к (6) вольтерровский оператор с ядром
ch(λ

√
z − y)/

√
z − y, получим

z∫
0

ch(λ
√
z − y)f̃(λ, y)

dy√
z − y

=

z∫
0

z∫
η

cos(λ
√
y − η) ch(λ

√
z − y)

dy√
(y − η)(z − y)

v(λ, η) dη,

откуда в силу известной формулы

1∫
0

cos(p
√
t) ch(p

√
1− t)

dt√
t(1− t) = π

следует справедливость (7).
Из формулы (7) следует, что характер неустойчивости ре-

шения уравнения (5) такой же, как в задаче Коши для урав-
нения Лапласа. Для общего уравнения (1) и соответствующего
ему уравнения (2) можно получить аналогичные оценки условной
устойчивости.

Именно, можно показать, что в (4) функция удовлетворяет
неравенству

|R(λ, y, η)| ≤ aeb
√
y−ηλ 1√

y − η
,

где a, b — некоторые постоянные.
Второй способ. Будем в уравнении (1) рассматривать фун-

кцию u(x, y) при фиксированном y как элемент гильбертова про-
странства W :

u(x, y) = w(y) ∈W.
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Тогда уравнение (1) можно считать вольтерровским оператор-
ным уравнением, определенным в разделе 4.6 данной части.

y∫
0

A(y, η)w(η) dη = ψ(y). (8)

В (8) семейство операторов A(y, η) определяется следующим
образом:

A(y, η)w(η) = g(y, η)[u(x− ϕ, η) + u(x+ ϕ, η)].

Нетрудно показать, что определенное таким образом вольтерров-
ское операторное уравнение (8) сводится к уравнению, удовле-
творяющему условиям теоремы 1 раздела 4.6 данной части. В
качестве оператора B теоремы можно взять, например, следую-
щий интегральный оператор:

Bw(y) =

l∫
−l

p(x, ξ)u(ξ, y) dξ,

p(x, ξ) =
1
2l

(l+ ξ)(l− x)ξ ≤ x,
1
2l

(l − ξ)(l+ x)x ≤ ξ.

Такие же результаты можно получить для задач интеграль-
ной геометрии в пространстве большей размерности.

8.7. Задачи интегральной геометрии

с возмущением на плоскости

Рассмотрим операторное уравнение

y∫
0

[u(x+ h, η) + u(x− h, η)]
dη√
y − η

+

y∫
0

x+h∫
x−h

K(x, y, ξ, η)u(ξ, η) dξdη= f(x, y), h =
√
y − η, (1)
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относительно функции u(ξ, η). Функция u предполагается дваж-
ды непрерывно дифференцируемой и финитной с носителем
в прямоугольнике −l0 ≤ ξ ≤ l0, 0 ≤ η ≤ b. Функция K имеет не-
прерывные производные до второго порядка включительно и удо-
влетворяет условию K(x, y, ξ, η) = 0 при |ξ + x| ≤ h. Функция
f(x, y) предполагается заданной в полосе 0 ≤ y ≤ b.

Уравнение (1) соответствует задаче интегральной геометрии
с возмущением.

Первое слагаемое в левой части (1)
y∫

0

[u(x+ h, η) + u(x− h, η)]
dη√
y − η = f0(x, y)

есть совокупность интегралов от искомой функции u по семейству
парабол с вершинами в точках (x, y). Второе слагаемое

f1(x, y) = f(x, y)− f0(x, y)

— интегралы с весом K по частям полуплоскости, ограниченным
параболами.

Теорема. Решение уравнения (1) единственно.
� Итак, пусть правая часть в (1) тождественно равна нулю:

f(x, y) ≡ 0.

Рассмотрим функцию

v(x, y, t) =
∂

∂t

y∫
0

[u(x+ gh, η) + u(x− gh, η)]
dη√
y − η ,

g(t) =
√

1− t, t ∈ [0, 1].

Она удовлетворяет следующему интегродифференциальному ура-
внению:

∂

∂y
v(x, y, t) = −1

4

t∫
0

∂2

∂x2
v(x, y, τ) dτ + ϕ(x, y),

ϕ(x, y) = −1
4
∂2

∂x2
f0(x, y) =

1
4
∂2

∂x2
f1(x, y).

(2)
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Положим vσ(x, y, t) = eσ(b−y)2v(x, y, t). Из (2) получим, что
vσ удовлетворяет уравнению

∂

∂y
vσ(x, y, t)

= −1
4

t∫
0

∂2

∂x2
vσ(x, y, τ) dτ − 2σ(b− y)vσ(x, y, t) + ϕσ(x, y), (3)

ϕσ(x, y) = eσ(b−y)2ϕ(x, y).

Лемма 1. Существует постоянная M такая, что

b∫
0

l∫
−l

ϕ2
σ(x, y) dxdy ≤M

b∫
0

l∫
−l

1∫
0

v2
σ(x, y, t) dxdydt, (4)

где l = l0 +
√
b.

Из определения функций v, f и свойств K следует, что

2

y∫
0

u(x, η)
dη√
y − η + f1(x, y) =

1∫
0

v(x, y, t) dt;

u(x, y) +

y∫
0

x+h∫
x−h

K1(x, y, ξ, η)u(ξ, η) dξdη

=
1

2π

y∫
0

1∫
0

v′η(x, η, t) dt
dη√
y − η

; (5)

K1(x, y, ξ, η) =
1

2π

y∫
η+(x−ξ)2

K ′
y1

(x, y1, ξ, η)
dy1√
y − y1 .

Левая часть в (5) является результатом применения к функции u
вольтерровского оператора второго рода. Обращая указанный
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оператор, получим

u(x, y) =
1

2π

y∫
0

1∫
0

v′η(x, η, t) dt
dη√
y − η

+

y∫
0

x+h∫
x−h

K2(x, y, ξ, η)v′η(ξ, η, t) dtdξdη, (6)

где K2 — непрерывная функция.
Из (6) с помощью переноса оператора дифференцирования

функции v по переменной y на функции K, K2 имеем равенство

ϕ(x, y) =

y∫
0

x+h∫
x−h

1∫
0

K3(x, y, ξ, η)v(ξ, η, t) dtdξdη, (7)

где K3 — непрерывная функция, зависящая от функции K и ее
производных.

Из (7) вытекает, что

ϕσ(x, y) =

y∫
0

x+h∫
x−h

1∫
0

K3σ(x, y, ξ, η)v(ξ, η, t) dtdξdη,

K3σ(x, y, ξ, η) = eσ(b−y)2K3(x, y, ξ, η).

(8)

Неравенство (4) очевидно следует из (8).
Применим теперь к уравнениям (2) и (3) преобразование

Фурье по переменной x. Уравнения примут вид

∂

∂y
ω(λ, y, t) =

λ2

4

t∫
0

ω(λ, y, τ) dτ + ψ(λ, y),

ω(λ, y, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

eiλxv(x, y, t) dx,

ψ(λ, y) =
1√
2π

∞∫
−∞

eiλxϕ(x, y) dx,

(9)
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∂

∂y
ωσ(λ, y, t) =

λ2

4

t∫
0

ωσ(λ, y, τ) dτ

− 2σ(b− y)ωσ(λ, y, t) + ψσ(λ, y). (10)

Обозначим

ω1(λ, t) =
{
ω(λ, b, t), t ≤ 1,
0, t > 1.

Рассмотрим для уравнения (9) задачу Коши

ω(λ, b, t) = ω1(λ, t) (11)

в полуполосе 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ t < ∞ и доопределим функцию
ω(λ, y, t) при t > 1 как решение этой задачи Коши.

Очевидно, что при t ≤ 1 решение задачи Коши (11) для урав-
нения (9) будет совпадать с определенной ранее функцией ω. Не-
трудно убедиться, что решение задачи (11) для уравнения (9)
дается формулой

ω(λ, y, t) =

t∫
0

cos λ
√

(t− τ)(b− y)√
t− τ ω2(λ, τ) dτ

+
1
λ
√
t

b∫
y

sinλ
√
t(η − y)ψ1(λ, η) dη, (12)

ω2(λ, t) =
1
π

∂

∂t

t∫
0

ω1(λ, τ)
dτ√
t− τ

,

ψ1(λ, y) =
1

2π
∂

∂y

b∫
y

ψ(λ, η)
dη√
η − y

.

Действительно, как известно из свойств решения эволюционных
уравнений, решение задачи (11) для уравнения (9) единственно,
а то, что функция ω из (12) является решением этой задачи, легко
проверяется.
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Обозначим через J вольтерровский интегральный оператор

Jω =

t∫
0

ω(λ, y, τ) dτ

и рассмотрим функционал

F (ωσ) =

b∫
0

∞∫
0

e−σt
[(

∂

∂y
− λ2

4
J + 2σ(b− y)

)
ωσ(·)

]2
dtdy

= −
b∫

0

∞∫
0

e−σt
[(

∂

∂y
+
λ2

4
J∗ − 2σ(b− y)

)

×
(
∂

∂y
− λ2

4
J + 2σ(b− y)

)
ωσ(·)ωσ(·)

]
dtdy

+

∞∫
0

e−σt
[
∂

∂y
ω2
σ(λ, b, t)− λ2

4
Jωσ(λ, b, t) + 2σbω2

σ(λ, b, t)
]
dt,

где J∗ — оператор, сопряженный к оператору J в гильбертовом
пространстве функций, определенных на полуоси 0 ≤ t < ∞ со
скалярным произведением

(g, h) =

∞∫
0

e−σtg(t)h(t) dt.

Из (10) и леммы п. 7.6 получим, что

F (ωσ) = −
b∫

0

∞∫
0

e−σt
[(

∂

∂y
+
λ2

4
J∗ − 2σ(b− y)

)

×
(
∂

∂y
− λ2

4
J + 2σ(b− y)

)
ωσ(·)ωσ(·)

]
dtdy
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+

∞∫
0

e−σt
[
∂

∂y
ω2
σ(λ, b, t)− λ

2

4
Jωσ(λ, b, t)ωσ(λ, b, t) + 2σbω2

σ(λ, b, t)
]
dt

+

b∫
0

∞∫
0

e−σt
{[

2σ +
λ4

16
(J∗J − JJ∗)

]
ωσ(·)

}
ωσ(·) dtdy

=

b∫
0

∞∫
0

e−σt
[(

∂

∂y
− λ2

4
J∗ + 2σ(b− y)

)
ωσ(·)

]2
dtdy

−
∞∫
0

e−σt
[
λ2

4
(J + J∗)ωσ(·)ωσ(·)

]
dt

+

b∫
0

∞∫
0

e−σt
{[

∂

∂y
+
λ2

16
(J∗J − JJ∗)

]
ωσ(·)

}
ωσ(·) dtdy

=
1
σ

b∫
0

ψ2
σ(λ, y) dy. (13)

Лемма 2. Пусть g(t) — функция, непрерывная и ограничен-
ная на полупрямой 0 ≤ t < ∞, |g(t)| ≤ g0. Тогда имеет место
равенство

(J∗J − JJ∗)g =
1
σ

∞∫
0

e−σ(t+τ)g(τ) dτ, (14)

где J∗ определяется равенством

J∗g = eσt
∞∫
t

e−στ g(τ) dτ.

В силу определения J∗

J∗Jg =

∞∫
0

G(t, τ)g(τ) dτ, G(t, τ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
σ
e−σt, τ ≤ t,

1
σ
e−στ , τ ≥ t,



8.7. Задачи интегральной геометрии с возмущением 877

JJ∗g =

∞∫
0

R(t, τ)g(τ) dτ,

R(t, τ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
σ

(1− e−στ )e−σt, τ ≤ t,

1
σ

(1− e−σt)e−στ , τ ≥ t,

G(t, τ)− R(t, τ) =
1
σ
e−σ(t+τ),

(J∗J − JJ∗)g =
1
σ

∞∫
0

e−σ(t+τ)g(τ) dτ.

Из (13) и (14) следует справедливость неравенства

2σ

b∫
0

∞∫
0

ω2
σ(λ, y, t) dtdy

≤
∞∫
0

e−σt
[
λ2

4
(J + J∗)ωσ(·)− 4σbωσ(·)

]
ωσ(·) dt

+
1
σ

b∫
0

ψ2
σ(λ, y) dy. (15)

Переходя в (15) от образов Фурье функций ωσ, ψσ к их прообра-
зам, получим

2σ

b∫
0

∞∫
0

∞∫
−∞

e−σtv2
σ(x, y, t) dxdydt

≤
∞∫
0

∞∫
−∞

e−σt
[

1
4

(J + J∗)
∂2

∂x2
vσ(x, b, t)

− 4σbvσ(x, b, t)
]
vσ(x, b, t) dxdt+

1
σ

∞∫
0

∞∫
−∞

ϕσ(x, y) dxdy. (16)
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Рассмотрим первое слагаемое в правой части (16). Оно является
интегралом по плоскости y = b в пространстве (x, y, t) от квадра-
тичной формы, содержащей функции vσ и (J + J∗)v′′σxx.

Из условий, наложенных на функцию u, и из определения
функции vσ следует, что существуют постоянные M0, M1 такие,
что

∞∫
0

∞∫
−∞

e−σt
[

1
4

(J + J∗)
∂2

∂x2
vσ(x, b, t)

− 4σbvσ(x, b, t)
]
vσ(x, b, t) dxdt≤ (M0 +M1σ)e−2σb2 . (17)

Из неравенств (4), (16), (17) вытекает, что

(2σ −M2)

b∫
0

∞∫
0

∞∫
−∞

v2
σ(x, y, t) dxdydt≤ (M0 +M1σ)e−2σb2 , (18)

где M2 — некоторая постоянная. Легко видеть, что если функ-
ция u, а значит, и функция vσ не равны тождественно нулю, то
существует число q, 0 < q < 1, такое, что

b∫
0

∞∫
0

∞∫
−∞

v2
σ(x, y, t) dxdydt≥M3e

−2σb2q. (19)

Из (18) и (19) получаем неравенство

M3(2σ −M2)e−2σb2q ≤ (M0 +M1σ)e−2σb2 . (20)

Очевидно, что оно не имеет места при достаточно больших значе-
ниях постоянной σ, что и доказывает справедливость утвержде-
ния теоремы. �
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9. Обратные задачи

9.1. О постановке обратных задач

Термин «обратная задача» для дифференциальных уравне-
ний или уравнений математической физики употребляется для
весьма различных постановок.

Общая концепция употребления этого термина состоит в сле-
дующем. Вначале определяется прямая задача. В прямой задаче
имеются данные и искомое решение. Обратной по отношению
к прямой задаче можно назвать задачу, в которой часть данных
прямой задачи предполагается не заданной, подлежащей опреде-
лению, но зато предполагается заданной некоторая дополнитель-
ная информация (семейство функционалов) от решения прямой
задачи.

Иногда под обратной задачей понимают задачу определения
обратного оператора. Классический пример — дифференцирова-
ние и интегрирование.

Приведем несколько примеров задач, которые ряд авторов
называют обратными.

1. Обратная задача для уравнения теплопроводности.
Это задача Коши для уравнения теплопроводности с обратным
направлением времени, которая была сформулирована в п. 4.1.

2. Одномерная обратная кинематическая задача сей-
смики. Требуется определить скорость распространения возму-
щения среды (сейсмические волны) внутри шара (в геофизике —
Земного шара), если известны времена распространения возмуще-
ния между двумя любыми точками на поверхности шара.
Предполагается, что эта скорость зависит только от одной пе-
ременной — расстояния от точки до центра шара. Задача была
исследована в начале прошлого столетия геофизиками Г. Гер-
глотцем и Е. Вихертом. На основании решения этой задачи и об-
работки данных о временах прихода сейсмических волн от земле-
трясений была построена модель внутреннего строения Земли,
которая приводится в школьных учебниках.
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3. Обратная задача для уравнения Штурма — Ли-
увилля. Рассматривается дифференциальный оператор с крае-
вым условием

Lq = − d2

dx2
+ q(x), x ∈ [a, b],

y′(a)− h1y(a) = 0, y′(b)− h2y(b) = 0.

Требуется по спектральной функции задачи ρ(λ) определить
коэффициенты дифференциального оператора q(x). Это простей-
ший вариант задач подобного типа.

Первые результаты по теории задачи были получены из-
вестным астрофизиком В. А. Амбарцумяном в 1929 г. и Г. Бор-
ном в 1945 г. В дальнейшем в различных вариантах эти за-
дачи рассматривались в работах В. А. Марченко, М. Г. Крейна,
И. М. Гельфанда, Б. М. Левитана и ряда других авторов. Оказа-
лось, что эта задача связана с многими прикладными: обратными
задачами квантовой теории рассеяния, задачами интерпретации
данных геофизических наблюдений и рядом других.

4. Обратная задача теории потенциала. Требуется
определить форму тела по ньютоновскому потенциалу, порожден-
ному этим телом. Предполагается, что тело однородно, т. е. его
плотность постоянна и известна, а потенциал известен в некото-
рой области вне тела. Если искомое тело звездно относительно
начала координат, то задача эквивалентна задаче решения сле-
дующего нелинейного интегрального уравнения типа Урысона:

π/2∫
−π/2

π∫
−π

ϕ(α,β)∫
0

ρ2 sinβ
r(x, y)

dρdαdβ = u(x).

Здесь x, y — точки трехмерного пространства, (ρ, α, β) — поляр-
ные координаты точки, r(x, y) — растояние между точками x, y.
Функция u(x) предполагается заданной в некоторой области вне
области, по которой производится интегрирование, ϕ(α, β) — ис-
комая функция.

Обратная задача теории потенциала связана с задачами ин-
терпретации данных гравиметрических наблюдений, о которой
говорилось в п. 5.2 главы 5.
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Теорема единственности решения обратной задачи в классе
звездных тел была доказана С. П. Новиковым в 1938 г. Впо-
следствии обратные задачи теории потенциала в сходных поста-
новках привлекали внимание ряда исследователей, в частности
В. К. Иванова, А. И. Прилепко, одного из авторов настоящей
книги.

Наибольшее количество исследований по обратным задачам
относится к задачам определения коэффициентов дифференциаль-
ного уравнения. К этим задачам относятся, в частности, задачи
типа обратных для уравнения Штурма — Лиувилля. Можно ска-
зать, что теория обратных задач образует направление в совре-
менной математике.

Вначале исследовались одномерные обратные задачи — ис-
комый коэффициент предполагается функцией одной переменной.

По-видимому, первой работой, в которой исследовалась мно-
гомерная обратная задача — коэффициент предполагался функ-
цией нескольких переменных — принадлежит Ю. М. Березан-
скому [4]. Широкое исследование различных типов многомерных
обратных задач началось в 1965 г. в Новосибирске [25, 27, 28]. Мы
ограничимся рассмотрением четырех типов многомерных обрат-
ных задач. В трех последующих разделах мы будем следовать
монографии [40].

9.2. Обратная динамическая задача. Метод

линеаризации

Пусть L — равномерно эллиптический оператор с коэффи-
циентами, зависящими от переменной x = (x1, x2, x3):

Lu =
3∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

3∑
i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u,

μ

3∑
i=1

α2
i ≤

3∑
i,j=1

aij(x)αiαj ≤ 1
μ

3∑
i=1

α2
i , 0 < μ <∞.

Рассмотрим задачу

utt − Lu = f(x, t), x ∈ R3, t ∈ R, (1)
u|t<0 ≡ 0. (2)
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Если для нахождения коэффициентов уравнения (1) задается ин-
формация о решениях u(x, t) на многообразиях временного типа
(например, на некотором множестве прямых, параллельных
оси t), то задача отыскания коэффициентов носит название обрат-
ной динамической задачи. Это название подчеркивает, что ин-
формация, рассматриваемая в задаче, представляет собой режим
колебаний по времени некоторого множества точек пространст-
ва R3. Информация такого типа может быть с успехом использо-
вана для определения коэффициентов как при старших, так и при
младших производных оператора L.

Общая постановка обратной динамической задачи об опреде-
лении одного из коэффициентов оператора L, неизвестного вну-
три некоторой области D, ограниченной поверхностью S, может
быть сформулирована в следующем виде. Решение задачи (1), (2)
известно в точках S как функция времени:

u(x, t) = g(x, t), x ∈ S, t ≥ 0, (3)

требуется найти неизвестный коэффициент внутри D.
Аналогичным образом может быть сформулирована задача

об определении всех коэффициентов оператора L. Естественно,
что для определения более одного коэффициента оператора L
нужна бо́льшая информация, чем (3). Эта информация может
быть получена, например, за счет того, что рассматривается не-
сколько задач типа (1), (2), отвечающих различным функциям
f(x, t), и относительно каждой из задач задается информация ви-
да (3). Возможно также введение в функцию f некоторого па-
раметра λ ∈ Λ. Тогда f = f(x, t, λ) и решение задачи (1), (2)
также зависит от λ. В этом случае информация (3) зависит от
параметра λ. Таким параметром λ может быть, например, точка
приложения сосредоточенного источника.

Обратная динамическая задача об определении коэффициен-
тов оператора L является задачей нелинейной. В самом деле,
решение задачи (1), (2) есть результат применения оператора

u = A(q, f), q = (aij, bi, c),

линейного по отношению к функции f и нелинейного по отно-
шению к коэффициентам оператора L, т. е. к компонентам век-
тора q, составленного из коэффициентов оператора L. Используя
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информацию (3), приходим к нелинейному операторному уравне-
нию

A(q, f) = g. (4)

При исследовании нелинейных уравнений очень важную роль
играет линейное уравнение, которое получается в результате ли-
неаризации. Это уравнение, как правило, отражает основные
характерные особенности нелинейного уравнения и способствует
пониманию существа проблемы. Исходя из этого принципа, из-
ложим здесь схему линеаризации обратной задачи и рассмотрим
отдельные вопросы исследования возникающей линейной задачи.

Рассмотрим задачу об определении коэффициента c(x) опе-
ратора L в постановке (1)–(3). Предположим, что коэффициент
c(x) можно представить в виде

c(x) = c0(x) + c1(x), (5)

где коэффициент c0(x) известен, а c1(x) мал по абсолютной вели-
чине. (Заметим, что для обоснования линеаризации, когда дело
касается коэффициентов при производных оператора L, необхо-
димо требование малости добавочного коэффициента понимать
как малость по норме, содержащей производные коэффициента
до некоторого порядка.) Обратная задача, таким образом, при-
водится к задаче определения малого добавка к функции c0(x).

Суть метода линеаризации заключается в следующем. Фор-
мально вводится параметр λ и c(x, λ):

c(x, λ) = c0(x) + λc1(x). (6)

Решение задачи (1), (2) при c = c(x, λ) представляется бесконеч-
ным рядом по степени λ:

u(x, t, λ) =
∞∑
n=0

λnun(x, t), (7)

который подставляется в равенства (1), (2). Уравнения для
un(x, t) получаются в результате приравнивания выражений, со-
держащих λn. При этом u0 является решением задачи(

∂2

∂t2
− L0

)
u0 = f(x, t), u0|t<0 ≡ 0, (8)
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в которой через L0 обозначен оператор L при c = c0; функции un
при n ≥ 1 удовлетворяют условиям(

∂2

∂t2
− L0

)
un = c1un−1, un|t<0 ≡ 0, n ≥ 1. (9)

Как видно из этих равенств, u0 от c1 не зависит, u1 зависит линей-
ным образом от коэффициента c1, все же остальные un, начиная
с n = 2, зависят от c1 нелинейным образом. Поэтому линеа-
ризации задачи соответствует обрывание ряда (7) и замена его
первыми двумя слагаемыми. Так как равенство (5) получается
из равенства (6) при λ = 1, то это соответствует представлению
решения задачи (1), (2) в виде

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t). (10)

В рамках этого приближения данные обратной задачи можно
записать как данные для функции u1(x, t):

u1(x, t) = g1(x, t) ≡ g(x, t)− u0(x, t) x ∈ S, t ≥ 0. (11)

Функцию g1(x, t) можно считать известной, так как функция
u0(x, t) известна как решение (8).

Таким образом, обратная задача в линейном приближении
приводится к задаче определения функции c1(x), входящей в со-
отношение (

∂2

∂t2
− L0

)
u1 = c1u0, u1|t<0 ≡ 0, (12)

при известной функции u0(x, t) и информации (11). Как отсюда
видно, эта задача определения правой части специального вида
дифференциального уравнения.

Подобные задачи возникают, если роль коэффициента играет
один из коэффициентов aij или bi. Например, для коэффициента bi
в предположении

bi = (bi)0 + (bi)1,

аналогичном (5), для u1 возникает уравнение(
∂2

∂t2
− L0

)
u1 = (bi)1

∂

∂xi
u0, u1|t<0 ≡ 0, (13)
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и обратная задача об определении (bi)1 из соотношений (13), (11).
Если неизвестны все коэффициенты оператора L, то есте-

ственно рассматривать, как мы уже говорили, несколько задач
типа (1), (2) с различными функциями f . Фактически это озна-
чает, что следует функцию f(x, t) считать векторной функцией.
Ее размерность должна совпадать с числом неизвестных коэф-
фициентов оператора L. При этом функции u, g также стано-
вятся векторными. Представляя каждый из коэффициентов опе-
ратора L в виде, аналогичном (5):

aij = (aij)0 + (aij)1, bi = (bi)0 + (bi)1, c = c0 + c1

и обозначая через Lk оператор L, отвечающий коэффициентам
(aij)k, (bi)k, ck, k = 0, 1, получим обратную задачу об отыскании
(aij)1, (bi)1, c1 из соотношений(

∂2

∂t2
− L0

)
u1 = L1u0, u1|t<0 ≡ 0, (14)

при условии (11). В результате имеем векторный вариант обрат-
ной задачи об определении правой части специального вида.

Вернемся теперь к задаче (12), (11) как более удобному объек-
ту для демонстрации метода. Задачу об определении c1(x) мож-
но интерпретировать как некоторую задачу интегральной геоме-
трии. Чтобы показать это, воспользуемся для решения задачи
Коши (12) формулой, дающей представление решения через фун-
даментальное решение

u1(x, t) =
∫
R4

c1(ξ)u0(ξ, τ)H0(x, t− τ, ξ) dξdτ.

Здесь H0 отвечает оператору L0. Используя структуру фунда-
ментального решения, можно записать эту формулу в виде

u1(x, t) =
1

4π

∫
τ(x,ξ)≤t

c1(ξ)u0(ξ, t− τ(x, ξ))
dξ

τ(x, ξ)

+
∫

τ(x,ξ)≤t

c1(ξ)

t−τ(x,ξ)∫
0

u0(ξ, τ)v−1(x, t− τ, ξ) dτdξ, t ≥ 0, (15)
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где v−1 — регулярная часть функции H0. Из условия (11) находим
интегральное уравнение для определения коэффициента c1(x):∫

τ(x,ξ)≤t

c1(ξ)ρ(x, ξ, t) dξ = g1(x, t), x ∈ S, t ≥ 0, (16)

в котором весовая функция ρ(x, ξ, t) определяется равенством

ρ(x, ξ, t) = u0(ξ, t− τ(x, ξ))/4πτ(x, ξ))

+

t−τ(x,ξ)∫
0

u0(ξ, τ)v−1(x, t− τ, ξ) dτ.

Задача решения уравнения (16) относительно функции c1(x),
x ∈ D, есть задача интегральной геометрии. Ее свойства опреде-
ляются во многом весовой функцией ρ, которая, в свою очередь,
зависит от функции f и коэффициентов оператора L0.

Рассмотрим простейший вариант (16). Пусть

L0 = Δ, f(x, t) = δ(x− x0, t).

В этом случае

τ(x, ξ) = |x− ξ|, u0(x, t) =
1

4π|x− x0|δ(t− |x− x
0|), v−1 ≡ 0,

и уравнение (16) приводится к виду

1
(4π)2

∫
R3

c1(ξ)
δ(t− |x− ξ| − |ξ − x0|)

|x− ξ| · |ξ − x0| dξ = g1(x, t),

x ∈ S, t ≥ 0.

(16′)

Так как носитель подынтегральной функции сосредоточен на эл-
липсоиде

S(x, x0, t) = {ξ : |x− ξ|+ |ξ − x0| = t},
то интеграл в левой части равенства (16′) можно привести к ин-
тегралу по поверхности S(x, x0, t). Наиболее удобно это сделать,
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перейдя к сферической системе координат r, θ, ϕ, у которой полюс
находится в точке x0, а полярная ось проходит через точки x, x0.
Уравнение эллипсоида S(x, x0, t) в этой системе координат имеет
вид

r =
(
t2 − r20

)
/2(t− r0 cos θ), r0 = |x− x0|, r = |ξ − x0|.

При этом

|x− ξ| =
(
r2 + r20 − 2rr0 cos θ

)1/2
.

Уравнение (16′) приводится после замены координат к сле-
дующему виду:

1
(4π)2

∫
R3

c1(ξ)(
r2 + r20 − 2rr0 cos θ

)1/2
×δ(t−r−(r2+r20−2rr0 cos θ

)1/2
)r drdω = g1(x, t), x ∈ S, t ≥ 0.

Здесь
dω = sin θdθdϕ.

Воспользуемся для вычисления интеграла по переменной r
следующими свойствами δ-функции. Пусть r = r∗ — простой
нуль дифференцируемой функции ψ(r) и в ε-окрестности точки r∗
других нулей у функции ψ(r) нет. Тогда

r∗+ε∫
r∗−ε

f(r)δ(ψ(r)) dr =
f(r∗)
|ψ′(r∗)| .

В данном случае

ψ(r) = t−r−(r2 +r20−2rr0 cos θ
)1/2

, r∗ =
(
t2−r20

)
/2(t−r0 cos θ).

Так как

|ψ′(r∗)| =

[
1 +

r − r0 cos θ(
r2 + r20 − 2rr0 cos θ

)1/2
]
r=r∗

=
t− r0 cos θ
|x− ξ| =

t2 − r20
2r∗|x− ξ| , r∗ = |ξ − x0|,



888 9. Обратные задачи

то уравнение (16′) принимает вид∫∫
S(x,x0,t)

|x0 − ξ|2c1(ξ) dω = 8π2(t2 − |x− x0|2)g1(x, t),

x ∈ S, t ≥ 0.

(17)

Пусть
S = {x : x3 = 0}

и x0 — фиксированная точка S. В работе [38] установлена сле-
дующая

Теорема. Если функция c1(x) четна относительно плоско-
сти S и непрерывна в R3, то она однозначно определяется из
уравнения (17).

Так как любую функцию можно представить в виде ее четной
и нечетной частей

c1(x) = [c1(x1, x2, x3) + c1(x1, x2,−x3)]/2
+ [c1(x1, x2, x3)− c1(x1, x2,−x3)]/2,

то из этой теоремы в качестве следствия вытекает: если функция
c1(x) известна в области x3 < 0, то в области x3 ≥ 0 она одно-
значно определяется заданием g1(x, t). Приведем доказательство
теоремы. Введем сферические координаты x ∈ S и ξ ∈ S(x, x0, t):

x = x0 + r0ν
0, r0 = |x− x0|, ν0 = (cosϕ0, sinϕ0, 0),

ξ = x0 + rQ(ϕ0)ν, ν = (sin θ cosϕ, sinθ sinϕ, cos θ),

Q(ϕ0) =

∥∥∥∥∥∥
0 sinϕ0 cosϕ0

0 − cosϕ0 sinϕ0

1 0 0

∥∥∥∥∥∥ ,
(18)

а также эксцентриситет эллипсоида ε и полярный параметр p:

ε = r0/t, p = t(1− ε2)/2.

Тогда для ξ ∈ S(x, x0, t)

r = p(1− ε cos θ)−1. (19)
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Запишем уравнение (17) в виде∫
|ν|=1

r2c1(x0 + rQν) dω = g2(p, ε, ϕ0),

0 ≤ p <∞, 0 ≤ ε < 1, 0 ≤ ϕ0 ≤ 2π.

(20)

В этом уравнении r определяется равенством (19), а функция g2
выражением

g2(p, ε, ϕ0) =
32p2

1− ε2 g1
(
x0 +

2εp
1− ε2 ν0,

2p
1− ε2

)
.

Применим к обеим частям равенства (20) оператор M :

Mg2 ≡ p
∂

∂ε

p∫
0

g2(z, ε, ϕ0)
dz

z
.

Возможность его использования и результат применения следуют
из цепочки равенств

Mg2 = p
∂

∂ε

p∫
0

dz

z

∫
|ν|=1

r2c1(x0 + rQν)
∣∣∣∣
r=z(1+ε cos θ)−1

dω

= p
∂

∂ε

∫
|ν|=1

p∫
0

r2c1(x0 + rQν)
∣∣∣∣
r=z(1+ε cos θ)−1

dz

z
dω

= p
∂

∂ε

∫
|ν|=1

p(1+ε cos θ)−1∫
0

rc1(x0 + rQν) drdω

=
∫

|ν|=1

r3 cos θc1(x0 + rQν) dω.

Таким образом, применение оператора M к равенству (20)
приводит к появлению под знаком интеграла множителя r cos θ.
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Поэтому повторное использование k раз оператора M приведет
к появлению множителя (r cos θ)k:

Mkg2 =
∫

|ν|=1

rk+2 cosk θc1(x0 + rQν) dω, k = 0, 1, 2, . . . . (21)

Положим в этих равенствах ε = 0. Тогда r = p = t/2 и инте-
гралы по эллипсоидам S(x, x0, t) переходят в интегралы по сфе-
рам |ξ − x0| = t/2. Так как при этом

r cos θ =
(
ξ1 − x0

1

)
cosϕ0 +

(
ξ2 − x0

2

)
sinϕ0,

то равенства (21) при ε = 0 можно записать в виде∫
|ξ−x0|=t/2

c1(ξ)
[(
ξ1 − x0

1

)
cosϕ0 +

(
ξ2 − x0

2

)
sinϕ0

]k
dSξ

= Mkg2|ε=0, k = 0, 1, 2 . . . , t ≥ 0, 0 ≤ ϕ0 ≤ 2π. (22)

В силу произвольности величины ϕ0 отсюда находятся величины∫
|ξ−x0|=t/2

c1(ξ)
(
ξ1 − x0

1

)n(
ξ2 − x0

2

)m
dSξ = gnm,

n,m = 0, 1, 2 . . . ,

(23)

которые при фиксированной сфере |ξ−x0| = t/2 образуют полную
систему моментов четной по x3 функции c1(x). Отсюда и выте-
кает справедливость сформулированной выше теоремы.

Из моментов gnm, заданных формулой (23), можно сконст-
руировать на сфере |ξ − x0| = t/2 систему коэффициентов Фурье
по сферическим функциям и построить c1(ξ) в виде ряда Фурье.

Возможна другая модификация постановки задачи об опреде-
лении функции c1(x), использующая уравнение (17). Пусть S —
плоскость x3 = 0, а x0 — переменная точка этой плоскости. Рас-
смотрим случай, когда x = x0. Тогда поверхности S(x0, x0, t)
представляют сферы |ξ − x0| = t/2 и уравнение (17) принимает
вид

1
4π

∫∫
|ξ−x0|=t/2

c1(ξ) dω = 8πg1(x, t), x ∈ S, t ≥ 0. (24)



9.3. Общая схема исследования обратных задач 891

Возникает задача об определении функции c1(x) по ее сфериче-
ским средним, когда центр сфер пробегает множество точек фик-
сированной плоскости, а радиус сфер произволен.

9.3. Общая схема исследования обратных задач

для уравнений гиперболического типа

Рассмотрим вопросы, связанные с единственностью и устой-
чивостью решений обратной динамической задачи. Эти два во-
проса оказываются тесно связанными с линейными задачами оп-
ределения правой части дифференциального уравнения.

Изучим задачу (1)–(3) из п. 9.2 в несколько уточненной по-
становке. Пусть все коэффициенты оператора L известны вне
некоторой замкнутой области Ω ⊂ D и неизвестны в Ω. Их тре-
буется найти по дополнительной информации (3) п. 9.2. Будем
предполагать, что f — вектор-функция и ее размерность совпа-
дает с числом неизвестных коэффициентов оператора L (в данном
случае их 10, учитывая симметрию коэффициентов при старших
производных: aij = aji). В соответствии с этим функции u, g
также являются векторными. Обозначим упорядоченный набор
коэффициентов оператора L через

q = (a11, a12, a13, a22, a23, a33, b1, b2, b3, c)

и через Q некоторое множество, состоящее из функций q(x). Бу-
дем предполагать, что q(x), f(x, t) имеют производные доста-
точно высокого порядка.

При изучении вопроса об устойчивости по данным обратной
задачи нужно рассмотреть некоторое множество G, состоящее
из функций g(x, t), и оценить для любых двух его элементов не-
которую норму разности решений обратных задач, отвечающих
этим элементам, через норму разности элементов из G. В со-
ответствии с этим обозначим через g(1), g(2) два произвольных
элемента из G. Пусть (u(1), q(1)), (u(2), q(2)) — отвечающие им
решения задачи (1)–(3) в п. 9.2, а

u(1) − u(2) = ũ, q(1) − q(2) = q̃, g(1) − g(2) = g̃.

Кроме того, обозначим через L(i) оператор, отвечающий q = q(i),
i = 1, 2, через L̃ — оператор, соответствующий q = q̃. Для функ-
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ций ũ, q̃, g̃ получаем задачу

ũtt − L(1)ũ = q̃(x)Φ(x, t), (1)
ũ|t<0 ≡ 0, (2)

ũ(x, t) = g̃(x, t), x ∈ S, t ≥ 0. (3)

Здесь Φ(x, t) — матрица, определяемая равенством

q̃(x)Φ(x, t) = L̃u(2), Φ(x, t) = (Φij , i, j = 1, . . . , 10). (4)

Если задача (1)–(3) об определении q̃(x) допускает оценку
устойчивости, равномерную по отношению к множеству Q, то
эта же оценка устойчивости справедлива и для обратной задачи
(1)–(3) в п. 9.2. Равномерность оценки задачи (1)–(3) относи-
тельно множества Q необходима, так как от q(1) ∈ Q зависит
оператор L(1), а от q(2) ∈ Q — матрица Φ. Заметим, что оценка
устойчивости при этом носит условный характер, так как предпо-
лагает принадлежность решения обратной задачи к множеству Q.
Таким образом, необходимость получения оценки устойчивости
задачи (1)–(3) в 9. 7.2 приводит к задаче определения правой ча-
сти специального вида, схожей с задачей в п. 9.2, возникшей при
линеаризации постановки обратной задачи. Это лишний раз под-
тверждает тезис о том, что линейная часть оператора обратной
задачи сохраняет основные черты исходной задачи. Отметим
также, что вопрос о единственности решения обратной задачи
сводится к вопросу об однозначности решения задачи (1)–(3).
В самом деле, если функция g̃ ≡ 0 отвечает q̃ ≡ 0, то это означает,
что g(1) = g(2) соответствует q(1) = q(2).

Для случая, когда f(x, t) является обобщенной функцией, за-
дача (1)–(3) из п. 9.2 и соответствующая ей задача (1)–(3) настоя-
щего пункта (напомним, что Φ выражается только через функ-
цию u(2)(x, t), которая сама зависит от f(x, t)) исследованы лишь
в специальных классах функций.

В случае гладких функций f(x, t), удовлетворяющих неко-
торым дополнительным предположениям, исследование может
быть проведено до конца. Приведем результаты, полученные
в работе [39].

Лемма 1. Пусть det Φtt(x, 0) �= 0, x ∈ Ω. Тогда исследо-
вание вопросов единственности и устойчивости по данным (3)
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обратной задачи (1)–(3) в п. 9.2 на множестве Q сводится к ис-
следованию аналогичных вопросов для задачи определения век-
торной функции ϕ(x), suppϕ(x) ⊂ Ω, из соотношений

vtt − Lv = ϕ(x)R(x, t), (5)
v|t=0 = 0, vt|t=0 = ϕ(x), (6)

v(x, t) = h(x, t), x ∈ S, t ≥ 0, (7)

в которых L — заданный оператор, q ∈ Q, R(x, t), h(x, t) —
заданные функции, R — квадратная матрица.

� Заметим, что

u(2)|t=0 = 0, u
(2)
t

∣∣
t=0

= 0, u
(2)
tt

∣∣
t=0

= f(x, 0). (8)

Поэтому условие det Φtt(x, 0) �= 0, x ∈ Ω, есть легко проверяемое
условие на функцию f(x, 0).

Продифференцировав равенства (1), (3) три раза по перемен-
ной t, обозначим

ũttt = v, ϕ(x) = q̃Φtt(x, 0),

R(x, t) = Φ−1
tt (x, 0)Φttt(x, t), h(x, t) = g̃ttt(x, t)

и переобозначим L(1) через L. Тогда, учитывая (8), получим
равенства (5)–(7) и лемма доказана. �

Возьмем в качестве Q множество бесконечно дифференцируе-
мых функций q(x) с ограниченными заданной постояннойM част-
ными производными, для которых константа μ равномерной по-
ложительности оператора L фиксирована. Будем предполагать,
что для q ∈ Q семейство характеристических коноидов регулярно
в том смысле, что бихарактеристики, выходящие из одной точки,
нигде более между собой не пересекаются. При этих предпо-
ложениях и достаточно гладкой функции f(x, t) любое решение
задачи (1)–(3) в п. 9.2 для q ∈ Q равномерно ограничено вместе
с производными в цилиндре GT = {(x, t) : x ∈ D, 0 ≤ t ≤ T},
причем соответствующая константа зависит только от M , T , μ
и функции f(x, t). В связи с этим функции R, v можно считать
равномерно ограниченными в GT относительно множества Q.
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Обозначим

‖ϕ‖2 =
∫
Ω

|ϕ(x)|2 dx, ‖h‖2T = max
0≤t≤T

∫
S

|h(x, t)|2 dS,

‖R‖2T = max
(x,t)∈Ω×[0,T ]

∑
i,j

|Rij(x, t)|2.

Здесь dS — элемент площади поверхности S, Rij(x, t) — компо-
ненты матрицы R(x, t).

Имеют место следующие две теоремы устойчивости зада-
чи (5)–(7).

Теорема 1. Пусть выполнено условие

T >
1
μ

diamD. (9)

Тогда существует такое δ > 0, что при выполнении условий

diam Ω < δ, ‖R‖T < δ (10)

решение задачи (5)–(7) удовлетворяет оценке

‖ϕ‖ ≤ C‖h‖1/2T (11)

равномерно по отношению к множеству Q.

Теорема 2. Пусть выполнено условие (9). Тогда сущест-
вует такое δ > 0, что при условии

diamD < δ (12)

для функции ϕ(x) справедлива оценка (11), равномерная по от-
ношению к множеству Q.

Эти теоремы имеют характер теорем «в малом», так как
в них есть ограничения на малость носителя искомой функции.
Доказательство их проводится по той же схеме и основано на
энергетических оценках для уравнения (5).
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Умножим левую и правую части равенства (5) скалярно на
2vt(x, t). Левая часть получившегося равенства может быть за-
писана в виде

(2vt, [vtt − Lv]) ≡ ∂

∂t

⎡⎣(vt, vt) +
3∑

i,j=1

aij(vxi
, vxj

)− c(v, v)

⎤⎦
− 2

3∑
i,j=1

∂

∂xi
(vt, aijvxj

)− 2
3∑
i=1

⎛⎝bi − 3∑
j=1

(aij)xj

⎞⎠ (vt, vxi
).

Обозначим через

I(t) =
∫

t=const

⎡⎣(vt, vt) +
3∑

i,j=1

aij(vxi
, vxj

)− c(v, v)

⎤⎦dv (13)

интеграл по сечению области GT = D × [0, T ] плоскостью
t = const. Заметим, что квадратичная форма, стоящая в (13)
под знаком интеграла, положительна, если −c > 0. Будем счи-
тать, что последнее условие выполнено. Заметим, что на са-
мом деле оно не ограничивает общности, так как выполнения его
всегда можно добиться с помощью замены функции v на новую
функцию ṽ = veλt при соответствующем выборе числового па-
раметра λ. При этом, правда, появляется в операторе L член,
содержащий первую производную по переменной t. Однако его
наличие несущественно для метода энергетических оценок. Про-
интегрируем обе части равенства (5), умноженного скалярно на
2vt, по части цилиндра GT , заключенной между сечениями t = t1,
t = t2, t2 > t1. Используя формулу Гаусса — Остроградского,
находим

I(t2)− I(t1) = 2

t2∫
t1

dτ

∫
S

⎛⎝vτ , 3∑
i,j=1

aijvxi
cos(n̂, xj)

⎞⎠ dS

+ 2

t2∫
t1

dτ

∫
D

⎡⎣(vτ , ϕR) +

⎛⎝vτ , 3∑
i=1

⎛⎝bi − 3∑
j=1

(aij)xj

⎞⎠ vxi

⎞⎠⎤⎦ dx.
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Здесь n — направление внешней нормали к S. Так как vt|S = ht,
а vxi

на S ограничены равномерно относительно Q, то, используя
неравенство Коши — Буняковского, находим∣∣∣∣∣∣2

∫
S

⎛⎝vτ , 3∑
i,j=1

aijvxi
cos(n̂, xj)

⎞⎠ dS

∣∣∣∣∣∣ ≤ C1‖ht‖T .

Кроме того,

2|(vτ , ϕR)| ≤ (vτ , vτ) + (ϕR, ϕR) ≤ |vτ |2 + ‖R‖2T |ϕ|2.

Поэтому

2
∣∣∣∣ ∫
D

(vτ , ϕR) dx
∣∣∣∣ ≤ I(τ) + ‖R‖2T |ϕ|2.

Аналогично

2

∣∣∣∣∣∣
∫
D

⎛⎝vt, n∑
i=1

⎛⎝bi − 3∑
j=1

(aij)xj

⎞⎠ vxi

⎞⎠ dx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
D

⎡⎢⎣|vt|2 +

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

⎛⎝bi − 3∑
j=1

(aij)xj

⎞⎠ vxi

∣∣∣∣∣∣
2
⎤⎥⎦ dx ≤ C2I(t)

с некоторой достаточно большой константой C2. Ее величина
зависит только от оценки bi, (aij)xj

в области D и константы μ.
Из полученных оценок легко вытекает оценка производной

от I по параметру t:∣∣∣∣ ddtI(t)
∣∣∣∣ ≤ C1‖ht‖T + ‖R‖2T‖ϕ‖2 +C3I(t), 0 ≤ t ≤ T. (14)

Отсюда

d

dt
(I(t)e−C3t) ≤ (C1‖ht‖T + ‖R‖2T‖ϕ‖2

)
e−C3t,

I(t) ≤ [I(0) +
(
C1‖ht‖T + ‖R‖2T‖ϕ‖2

)
t
]
eC3t, t ∈ [0, T ]. (15)
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Оценка (15) является обычной энергетической оценкой решения,
используемой при исследовании граничных задач. Для наших це-
лей она особенного интереса не представляет. Более интересной
является оценка снизу для I(t), вытекающая из оценки производ-
ной I ′(t) снизу:

d

dt
(I(t)eC3t) ≥ −(C1‖ht‖T + ‖R‖2T‖ϕ‖2

)
eC3t.

Отсюда

I(t)eC3t ≥ I(0)− (C1‖ht‖T + ‖R‖2T‖ϕ‖2
)
teC3t, 0 ≤ t ≤ T.

Полагая здесь t = T , находим

I(0) ≤ [I(T ) + T
(
C1‖ht‖T + ‖R‖2T‖ϕ‖2

)]
eC3T . (16)

Но в силу данных (6) I(0) = ‖ϕ‖2. Поэтому неравенство (16)
можно записать в виде

‖ϕ‖2(1− ‖R‖2TTeC3T
) ≤ [I(T ) + TC1‖ht‖T ]eC3T .

Отсюда при условии
‖R‖2TTeC3T < 1 (17)

можно получить неравенство для ‖ϕ‖ вида

‖ϕ‖2 ≤ C4(I(T ) + TC1‖ht‖T ). (18)

Условие (17) заведомо выполняется, если выполено условие (10)
на функцию R с достаточно малым δ либо в теореме 2 величина T
мала и согласована с малостью δ так, что верно (9). Условия
теорем позволяют перейти к неравенству (18) с универсальной
постоянной C4, равномерной по отношению к множеству Q.

Оценим теперь I(T ). Для этого представим решения уравне-
ния (5) с данными Коши (6) в виде v = v1 + v2, где v1 — решение
неоднородного уравнения (5) с нулевыми данными Коши, а v2 —
решение однородного уравнения, отвечающего (5) с данными (6).
Обозначим через I1(T ), I2(T ) интегралы (13) при t = T , соответ-
ствующие функциям v1 и v2. Очевидно, что

I(T ) ≤ 2[I1(T ) + I2(T )].
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Интеграл I1(T ) можно оценить так же, используя метод энер-
гетических оценок решения задачи Коши. Для этого нужно по-
строить куполообразную область, ограниченную сверху прост-
ранственно подобной поверхностью, содержащей в себе верхнее
основание цилиндра GT , а снизу плоскостью t = 0 (см. рис. 5).

Рис. 5

Энергетические оценки для сечений этой области плоскостя-
ми t = const имеют вид оценки (15), в которой нужно опустить
член, содержащий ht. При этом, вообще говоря, изменится кон-
станта C3, так как сечения куполообразной области плоскостями
t = const содержат в себе соответствующие сечения области GT
как часть. Оценка для I1(T ) имеет вид

I1(T ) ≤ ‖R‖2T‖ϕ‖2eC
′
3T . (19)

Здесь учтено, что в силу нулевых данных Коши I1(0) = 0. Для
оценки I2(T ) используем представление решения v2 через фунда-
ментальное решение H(x, t− τ, ξ):

v2(x, t) =
∫
Ω

H(x, t, ξ) dξ. (20)

Для x ∈ D, ξ ∈ Ω и значений t, близких к T , функция H(x, t, ξ)
представляет собой обычную регулярную функцию, ибо коноид
t = T − τ(x, ξ), на котором сосредоточена сингулярная часть
функции, в случае (9) пересекает плоскость t = 0 вне области D:
поверхность τ(x, ξ) = T содержит в себе область D для любых
ξ ∈ Ω. Поэтому функция H(x, t, ξ) в указанной области изме-
нения переменных ограничена вместе с частными производными
первого порядка равномерно по отношению к Q. Используя фор-
мулу (20) для оценки функции v2 и ее производных, входящих
в интеграл I2(T ), находим

I2(T ) ≤ C6‖ϕ‖2,
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где

C6 =
∫
D

{∫
Ω

(
H2
t − cH2

)
dξ

+
3∑

i,j=1

aij(x)
(∫

Ω

H2
xi
dξ

)1/2(∫
Ω

H2
xj
dξ

)1/2}
t=T

dx

≤ C7(d(D)d(Ω))3,

здесь d(D), d(Ω) — диаметры областей D, Ω. Из полученных
оценок для I1(T ), I2(T ) следует, что

I(T ) ≥ C8‖ϕ‖2,

где C8 → 0, если ‖R‖T → 0, d(Ω) → 0 или если T → 0, d(D) → 0.
Из неравенства (18) вытекает тогда оценка (9).

Из оценки (9) следует и теорема единственности: если h = 0,
то ϕ = 0, x ∈ Ω.

9.4. Связь между обратными задачами

для уравнений гиперболического, эллиптического
и параболического типов

Между решениями задач математической физики, описываю-
щих различные физические процессы, можно установить взаимно
однозначное соответствие. Этот факт замечен давно. Особенно
просто это соответствие выводится для уравнений с постоянными
коэффициентами при использовании преобразований Фурье, Ла-
пласа. В работе К. Г. Резницкой [37] впервые было указано на
полезность связи между решениями различных типов при рас-
смотрении обратных задач. Оказывается возможным при иссле-
довании обратных задач для уравнений параболического или эл-
липтического типов переходить к исследованию некоторых экви-
валентных им задач гиперболического типа. Иногда, впрочем,
оказывается полезным и обратный переход. Изложим суть этого
метода на конкретных примерах постановок обратных задач.

Пусть в области D ⊂ Rn, ограниченной поверхностью S, рас-
сматривается смешанная задача для уравнения параболического
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типа

ut = Lu+ f(x, t), u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= ψ(x, t). (1)

Здесь L — равномерно эллиптический оператор с непрерывными
коэффициентами, зависящий только от переменной x; n — ко-
нормаль к S. Поставим в соответствие задаче (1) задачу для
уравнения гиперболического типа

ũtt = Lũ + f̃(x, t), ũ|t=0 = ϕ(x), ũt|t=0 = 0,
∂ũ

∂n

∣∣∣∣
S

= ψ̃(x, t). (2)

Пусть функции f̃ , ψ̃ — гладкие функции своих аргументов,
растущие при t→∞ не быстрее, чем Ceαt, связаны с функциями
f , ψ соотношениями

f(x, t) =

∞∫
0

f̃(x, t)G(t, τ) dτ, ψ(x, t) =

∞∫
0

ψ̃(x, t)G(t, τ) dτ, (3)

в которых

G(t, τ) =
1√
πt
e−τ/4t

— решение уравнения теплопроводности

Gt = Gττ .

Тогда
u(x, t) =

∞∫
0

ũ(x, τ)G(t, τ) dτ. (4)

В самом деле,

ut =

∞∫
0

ũ(x, τ)Gt(t, τ) dτ =

∞∫
0

ũ(x, τ)Gττ(t, τ) dτ

= (ũGτ − ũτG)|τ=∞
τ=0 +

∞∫
0

ũττ(x, τ)G(t, τ) dτ

=

∞∫
0

ũττ (x, τ)G(t, τ) dτ,
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Lu =

∞∫
0

G(t, τ)Lũ(x, τ) dτ.

Поэтому при t > 0

ut − Lu− f =

∞∫
0

(ũττ − Lũ− f̃)G(t, τ) dτ = 0.

С другой стороны,

u|t=0 = lim
t→0

∞∫
0

ũ(x, τ)G(t, τ) dτ

= lim
t→0

2√
π

∞∫
0

ũ(x, 2
√
t τ)e−τ

2
dτ = ũ(x, 0) = ϕ(x),

∂u

∂n

∣∣∣∣
S

=

∞∫
0

∂ũ

∂n

∣∣∣∣
S

G(t, τ) dτ =

∞∫
0

ψ̃(x, τ)G(t, τ) dτ = ψ(x, t).

Таким образом, формула (4) дает решение задачи (1) че-
рез решение задачи (2), если данные этих задач связаны фор-
мулами (3). Известно, что решение задачи (1) единственно при
довольно общих предположениях об операторе L и поверхности S
и дается формулой (4). Заметим, что равенство (4) обратимо
при каждом фиксированном x, так как его можно представить
в форме преобразования Лапласа с параметром преобразования
p = 1/4t:

u(x, 1/4p) =
√
p

π

∞∫
0

e−zpũ(x,
√
z)
dz√
z
. (5)

Поэтому формула (4) устанавливает между решениями задач
(1), (2) взаимно однозначное соответствие.

Предположим теперь, что для уравнения (1) рассматривает-
ся обратная задача, заключающаяся в определении f(x, t) или
некоторого коэффициента q, входящего в оператор L, по решению
задачи (1), заданному в точках S:

u|S = g(x, t), t ≥ 0. (6)
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Поставим функции g(x, t) в соответствие функцию g̃(x, t),
x ∈ S, как решение уравнения

g(x, t) =

∞∫
0

g̃(x, τ)G(t, τ) dτ, x ∈ S, t ≥ 0. (7)

Функция g̃(x, t) для x ∈ S отсюда находится однозначно. По-
ложим

ũ|s = g̃(x, t), t ≥ 0. (8)

Тогда обратная задача (1), (6) эквивалентна соответствующей
обратной задаче (2), (8).

Отметим еще следующее обстоятельство. Из курса мате-
матической физики известно, что для решения задачи (2) при
довольно общих предположениях о коэффициентах оператора L
имеет место оценка

|ũ(x, t)| ≤ Ceαt.

Формула (4) или эквивалентная ей формула (5) показывает, что
функция u(x, t) является в области t > 0 аналитической функцией
аргумента t. Поэтому функцию g(x, t) в формуле (6) достаточно
задать в сколь угодно малой окрестности значения t = 0, напри-
мер в интервале 0 ≤ t ≤ δ, δ > 0.

Благодаря установленной связи между обратными задачами
можно перенести целый ряд результатов, полученных для гипер-
болических уравнений, на уравнения параболические. Это воз-
можно во всех случаях, когда множество, на котором задаются
данные обратной задачи, представляет собой цилиндр с образую-
щими, параллельными оси t.

В частности, простейшая обратная задача для уравнения па-
раболического типа об определении коэффициента q(x), входя-
щего в уравнение

ut = uxx − q(x)u, (9)

по информации о решениях задачи Коши

u|t=0 = δ(x), (10)

заданной при x = 0

u|x=0 = f1(t), ux|x=0 = f2(t), (11)
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приводится к следующей обратной задаче:

ũtt = ũxx − q(x)ũ,

ũ|t=0 = δ(x), ũt|t=0 = 0, ũ|x=0 = f̃1(t), ux|x=0 = f̃2(t).
(12)

Здесь функции f̃k связаны с fk формулами

fk(t) =

∞∫
0

G(t, τ)f̃k(τ) dτ, k = 1, 2.

В обратной задаче (9)–(11) коэффициент q(x) ∈ C(−∞,∞) одно-
значно определяется заданием функций f1, f2 на отрезке [0, δ], где
δ — произвольное положительное число.

Перейдем теперь к уравнениям эллиптического типа. Пусть
область D0 пространства переменных x, y (x ∈ Rn) имеет вид по-
лубесконечного цилиндра с образующими, параллельными оси y:

D0 = D ×R+, x ∈ D, R+ = {y : y ≥ 0}.
Рассмотрим в области D0 уравнение

uyy + Lu+ f(x, y) = 0, (13)

в котором L — равномерно эллиптический оператор по перемен-
ным x1, . . . , xn c коэффициентами, не зависящими от y. Обозна-
чим границу области D через S. Поставим для уравнения (13)
задачу, заключающуюся в отыскании решения уравнения (13),
удовлетворяющего на границе D условиям

u|y=0 = ϕ(x),
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= ψ(x, y), Γ = S × R+, (14)

и условию убывания решения при y →∞.
Наряду с задачей (13), (14) рассмотрим задачу (12), в которой

f̃ , ψ̃ связаны с f , ψ формулами

f(x, y) =

∞∫
0

f̃(x, t)H(y, t) dt, ψ(x, y) =

∞∫
0

ψ̃(x, t)H(y, t) dt. (15)
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Здесь

H(y, t) =
2
π

y

y2 + t2

— решение уравнения Лапласа

Htt +Hyy = 0.

Для существования интегралов (15) предположим, что f̃ , ψ̃
ограничены. Аналогичное предположение сделаем о решении за-
дачи (2). Тогда единственное решение задачи (13), (14) дается
формулой

u(x, t) =

∞∫
0

ũ(x, t)H(y, t) dt. (16)

Покажем справедливость этой формулы в предположении,
что все операции, проводимые ниже, имеют смысл.

Имеем

uyy =

∞∫
0

Hyy(y, t)ũ(x, t) dt = −
∞∫
0

Htt(y, t)ũ(x, t) dt

= (−Htũ+ Hũt)|t=∞
t=0 −

∞∫
0

H(y, t)ũtt(x, t) dt = −
∞∫
0

H(y, t)ũtt(x, t) dt,

Lu =

∞∫
0

H(y, t)Lũ(x, t) dt.

Поэтому

uyy + Lu+ f =

∞∫
0

(−ũtt + Lũ+ f̃)H(y, t) dt = 0.

В то же время

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

=

∞∫
0

∂ũ

∂n

∣∣∣∣
Γ

H(y, t) dy =

∞∫
0

ψ̃(x, t)H(y, t) dt= ψ(x, y),
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u|y=0 = lim
y→0

∞∫
0

ũ(x, t)H(y, t) dt

= lim
y→0

2
π

∞∫
0

ũ(x, yτ)
dτ

1 + τ2
= ũ(x, 0) = ϕ(x).

Таким образом, функция u(x, y), определяемая формулой (16),
действительно является решением задачи (13), (14).

При каждом фиксированном x равенство (16) однозначно об-
ратимо как интегральное преобразование с ядром Коши. Поэтому
если для эллиптического уравнения рассмотреть задачу об опре-
делении коэффициента, входящего в оператор L, по информации
о решении задачи (13), (14) вида

u|Γ = g(x, y), (17)

то обратную задачу (13)–(17) можно свести к эквивалентной ей
обратной задаче (2), (8). При этом функции g и g̃ связаны обра-
тимым соответствием:

g(x, y) =

∞∫
0

g̃(x, y)H(y, t) dt, x ∈ S, y ∈ R+.

Из изложенного выше следует также, что переход от элли-
птического уравнения к гиперболическому возможен только при
соблюдении следующих двух условий: 1) область, в которой рас-
сматривается уравнение, должна быть цилиндрической с обра-
зующими, параллельными оси y; 2) коэффициенты уравнения не
должны зависеть от y. Это довольно серьезные ограничения, так
как в прикладных задачах чаще всего переменные x, y равно-
правны.

Укажем еще на один класс обратных задач для уравнений
эллиптического типа, который можно исследовать на основе све-
дения к обратным задачам гиперболических уравнений. Ограни-
чимся здесь конкретным примером. Пусть для уравнения

Δu+ ω2c(x)u = f(x), x ∈ Rn, (18)
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рассматривается задача об определении функции f(x) или коэф-
фициента c(x) ≥ c0 > 0 по следующей информации. Для серии
частот ωk (k = 1, 2, . . .) известно решение уравнения (18), удовле-
творяющего условиям излучения, в точках некоторой поверхно-
сти S:

u(x, ωk) = g(x, ωk), x ∈ S, k = 1, 2, . . . . (19)

Уравнение (18) возникает, если рассматривать установившиеся
гармонические колебания, описываемые волновым уравнением

c(x)vtt = Δv + f(x)eiωt.

Представляя функцию v в виде

v = u(x)eiωt,

придем к уравнению (18). В случае c = 1 уравнение (18) предста-
вляет собой уравнение Гельмгольца. Обратные задачи об опреде-
лении f(x) для уравнения Гельмгольца рассматривались в рабо-
тах [12, 13]. Рассмотрим следующую задачу Коши:

c(x)wtt = Δw + f(x)δ(t), w|t<0 ≡ 0. (20)

При условии ограниченности c(x), f(x) решение этой задачи
допускает оценку |w| ≤ Ceαt. Поэтому существует преобразова-
ние Лапласа w̃(x, p) функции w(x, t) при Re p > α, представляю-
щее собой аналитическую функцию переменной p. При опреде-
ленных условиях (например, c = 1, f(x) — финитная функция)
функция w̃(x, p) допускает аналитическое продолжение на мни-
мую ось p = iω. Следовательно,

w̃(x, iωk) = g(x, ωk), x ∈ S, k = 1, 2, . . . .

Если ωk → ω0, где ω0 — внутрення точка области аналитичности
функции w̃(x, iω), то значения w̃(x, iωk) позволяют найти w̃(x, p)
во всей области аналитичности, а следовательно, вычислить

w|S = g̃(x, t). (21)

В результате приходим к обратной задаче (20), (21), эквивалент-
ной задаче (18), (19).
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9.5. Задачи определения римановой метрики

Пусть в двумерном пространстве x, y задана ограниченная
односвязная область D с кусочно-гладкой границей Γ, удовлетво-
ряющей уравнениям

x = ξ(z), y = η(z), z ∈ [0, Z], ξ(0) = ξ(Z), η(0) = η(Z), (1)

где z — евклидова длина кривой Γ.
Пусть, далее, элемент длины в области D определяется по

формуле
dτ = n(x, y)(dx2 + dy2)1/2. (2)

Функция n(x, y) из (2) принадлежат классу C4( –
D) и n(x, y) > 0.

Определяемые функцией n(x, y) геодезические (по метрике (2))
задаются уравнениями

x = ϕ(x0, y0, θ; τ), y = ψ(x0, y0, θ; τ), (3)

где (x0, y0) — фиксированная точка, из которой выходит геодези-
ческая под углом θ, параметр кривой τ имеет смысл, характери-
зуемый формулой (2), и измеряется по формуле

τ =
∫

K(x0,y0,x,y)

n(x, y) ds,

где K(x0, y0, x, y) — геодезическая, соединяющая точки (x0, y0)
и (x, y). Функция n(x, y) должна быть такой, чтобы определяемые
ей геодезические удовлетворяли условиям:

а) через любые две различные точки из –
D проходит един-

ственная геодезическая, концы каждой геодезической K(γ, z) ле-
жат на Γ и являются точками (ξ(Γ), η(Γ)) и (ξ(z), η(z)), другие
точки K(γ, z) не лежат на Γ; длины всех геодезических равно-
мерно ограничены;

б)
1
τ

D[ϕ(x0, y0, θ; τ), ψ(x0, y0, θ; τ)]
D(θ, τ)

≥ c > 0, где c — постоян-

ная и (x0, y0) ∈ –
D.

Существование требуемых в условии б) производных, как бу-
дет показано ниже, следует из условий n(x, y) ∈ C4( –

D), n(x, y)>0.
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Рассматриваемая нами задача формулируется следующим
образом: требуется определить функцию n(x, y), если заданы рас-
стояния в метрике (2) между любой парой точек на границе обла-
сти D. Эта задача сводится к решению уравнения

τ(γ, z) =
∫

K(γ,z)

n(x, y) ds, ds = (dx2 + dy2)1/2 (4)

относительно n(x, y) по известной функции τ(γ, z) ∈ C1([0, Z] ×
[0, Z]). Геодезическая K(γ, z), соединяющая граничные точки об-
ласти D, является также неизвестной. Отсюда видно, что за-
дача (4) в отличие от задачи интегральной геометрии являет-
ся нелинейной, так как здесь неизвестными будут также кри-
вые K(γ, z), в определении которых входит неизвестная функция
n(x, y). Сформулируем теперь теорему.

Теорема 1. Если ограниченная односвязная область D
имеет кусочно-гладкую границу (1), искомая функция n(x, y) ∈
C4( –

D), n(x, y) > 0 и, кроме того, n(x, y) такова, что геодези-
ческие, определяемые метрикой (2), куда входит n(x, y), удовле-
творяет условиям а), б), то задача (4) может иметь не более
одного решения и справедлива оценка устойчивости

‖ñ‖L2(
–
D) ≤ (2π)−1/2‖τ̃(γ, z)‖L2([0,Z]×[0,Z]), (5)

где ñ(x, y) = n1(x, y)− n2(x, y), τ̃ = τ1(γ, z)− τ2(γ, z), ni(x, y) —
решение задачи (4) с данными τi(γ, z), i = 1, 2.

Леммы о геодезических. Введем функцию

τ(x, y; x0, y0) =
∫

K(x0,y0,x,y)

n(x, y) ds, (6)

где (x, y) ∈ –
D, (x0, y0) ∈ –

D и K(x0, y0, x, y) геодезическая, соеди-
няющая точки (x, y), (x0, y0).

Лемма 1. Если n(x, y) ∈ C4( –
D), n(x, y) > C1 > 0, то уравне-

ние геодезических в параметрической форме представимо в виде

x = ϕ(x0, y0, τp, τq), y = ψ(x0, y0, τp, τq), (7)
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где (x, y) ∈ –
D, p и q определяются формулами

p = 2n(x0, y0) cos θ, q = 2n(x0, y0) sin θ,
θ — угол выхода геодезической из точки (x0, y0), параметр τ
геодезической есть расстояние между точками (x, y) и (x0, y0)
в метрике (2). Функции ϕ, ψ имеют непрерывные ограниченные
производные по всем своим аргументам x0, y0, τp, τq до второго
порядка включительно, причем
∂ϕ

∂(τp)

∣∣∣∣
τ=0

=
∂ψ

∂(τq)

∣∣∣∣
τ=0

=
1

2n2(x0, y0)
,

∂ϕ

∂(τq)

∣∣∣∣
τ=0

=
∂ψ

∂(τp)

∣∣∣∣
τ=0

= 0.

Ввиду громоздкости доказательство леммы приводиться не
будет. Аналогичное утверждение имеется, например, в [42].

Лемма 2. Для того чтобы 1
τ
D(x,y)
D(τ,θ)

≥ c1 > 0, необходимо

и достаточно, чтобы D(x,y)
D(τp,τq)

≥ c2 > 0, где c1 и c2 — некоторые
постоянные.

� Из леммы 1 нетрудно получить
1
τ

D(x, y)
D(τ, θ)

=
D(x, y)
D(τp, τq)

· 4n2(x0, y0).

Отсюда утверждение леммы очевидно. �
Отметим, что из леммы 1 следует

D(x, y)
D(τp, τq)

∣∣∣∣
τ=0

=
1

4n2(x0, y0)
.

В дальнейшем понадобится методика доказательства теоремы
единственности задачи интегральной геометрии, в которой се-
мейством кривых K(γ, z) являются геодезические (7). Если при
доказательстве этой теоремы за семейство кривых K(γ, z) возь-
мем наше семейство геодезических, а вместо параметра s кривых
возьмем τ , то, как нетрудно проверить, можно получить все со-
вершенно аналогичные утверждения. Заметим только, что при
доказательстве леммы 1 в п. 8.4 в силу представления функций ϕ
и ψ в форме (7) достаточно, чтобы эти функции были дифферен-
цируемы только до второго порядка включительно.

Итак, для задачи

v(γ, z) =
∫

K(γ,z)

u ds (8)

получаем следующую теорему.
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Теорема 2. Пусть ограниченная односвязная область D
имеет кусочно-гладкую границу (1). Семейство кривых K(γ, z)
является геодезическими, которые определяются данной функ-
цией n(x, y) ∈ C4( –

D) и n(x, y) > 0 с помощью метрики (2),
и n(x, y) такова, что выполняются условия а), б) для геоде-
зических. Тогда в классе функций u(x, y) ∈ C2( –

D) задача инте-
гральной геометрии (8) может иметь не более одного решения
и справедлива оценка устойчивости

‖ũ‖L2(
–
D) ≤ (2π)−1/2‖ṽz(γ, z)‖L2([0,Z]×[0,Z]) .

Если линеаризовать задачу (4), то получим задачу (8). Таким
образом, теорему 2 можно считать теоремой единственности для
задачи (4) в линеаризованной постановке.

Доказательство теоремы 1. Будем считать пока, что гра-
ница Γ области D является гладкой. Введем функцию

τ(x, y, z) =
∫

K(x,y,z)

n ds, (9)

где K(x, y, z) — часть геодезической, соединяющей точки (x, y)
и (ξ(z), η(z)), (x, y, z) ∈ Ω = –

D × [0, Z], n(x, y) — некоторое реше-
ние задачи (4). Функция τ(x, y, z) обладает аналогичными диф-
ференциальными свойствами, как и функция w(x, y, z) в задаче
интегральной геометрии п. 8.4. Нетрудно видеть, что τ(x, y, z)
удовлетворяет уравнению эйконала

τ2
x + τ2

y = n2(x, y). (10)

Дифференцируя (10) по z, получим следующее нелинейное
дифференциальное уравнение для τ(x, y, z):

∂

∂z

(
τ2
x + τ2

y

)
= 0. (11)

Из данных задачи (4) следует, что функция τ(x, y, z) должна
удовлетворять условию

τ(ξ(γ), η(γ), z) = τ(γ, z), τ(ξ(z), η(z), z) = 0. (12)
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Если выполнены условия теоремы относительно n(x, y), то
задача (4) эквивалентна задаче (11), (12) при выполнении диффе-
ренциальных свойств для τ(x, y, z), аналогичных 1), 2) из п. 8.4.

Уравнение (11) является нелинейным гиперболо-параболиче-
ским уравнением с двумя семействами бихарактеристик. Одно
семейство образуют геодезические K(γ, z), другое семейство —
прямые

x = x0, y = y0, (13)

где (x0, y0) ∈ –
D. Данные задачи (12) заданы на всей поверхности

тора Ω. Эта поверхность, как нетрудно заметить, является ха-
рактеристической поверхностью, состоящей из бихарактеристик
семейства (13).

Для уравнения (11) можно поставить другую задачу. Для
этого зададим следующие данные:

τ(x, y, z)|z=0 = f(x, y), τ(ξ(z), η(z), z) = 0. (12′)

Задача (11), (12′) решается известным образом. Эту задачу
обычно называют прямой, в то время как задачу (4) или эквива-
лентную ей задачу (11), (12) называют обратной.

Пусть имеем решения τi(x, y, z) уравнения (11), удовлетво-
ряющие на границе Ω соответственным условиям

τi(ξ(γ), η(γ), z) = τi(γ, z), τi(ξ(z), η(z), z) = 0. i = 1, 2.

Подставляя τi(x, y, z) в (11) и вычитая соответственные выраже-
ния одно из другого, получим

Lw ≡ ∂

∂z

[
∂w

∂x
· ∂τ1
∂x

+
∂w

∂y
· ∂τ1
∂y

]
+

∂

∂z

[
∂w

∂x
· ∂τ2
∂x

+
∂w

∂y
· ∂τ2
∂y

]
= 0, (14)

где w(x, y, z) = τ1(x, y, z)− τ2(x, y, z). Аналогично, из (12) имеем

w(γ, z) = w(ξ(γ), η(γ), z) = τ1(γ, z)− τ2(γ, z). (15)

Используя известные формулы вариационного исчисления

(τi)x = ni cos θi, (τi)y = ni sin θi, i = 1, 2, (16)
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где (cos θi, sinθi) есть касательный вектор в точке (x, y) к геоде-
зической, соединяющей (x, y) и (ξ(z), η(z)), перепишем (14) в виде

1
n1
Lw ≡ ∂

∂z

(
∂w

∂x
cos θ1 +

∂w

∂y
sin θ1

)
+
n2

n1

∂

∂z

(
∂w

∂x
cos θ2 +

∂w

∂y
sin θ2

)
= 0. (17)

Далее, из (17) имеем

2
n1

(
−∂w
∂x

sin θ1 +
∂w

∂y
cos θ1

)
Lw ≡ ∂θ1

∂z

[(
∂w

∂x

)2

+
(
∂w

∂y

)2
]

+
[(

∂w

∂x
cos θ1 +

∂w

∂y
sin θ1

)(
∂w

∂y
cos θ1 − ∂w

∂x
sin θ1

)]
z

−
(
∂w

∂x

∂w

∂z

)
y

+
(
∂z

∂x

∂w

∂y

)
x

+
1
2
[
n2

2 sin 2(θ1 − θ2)
]
z

− [n2
2(θ1 − θ2)

]
z

= 0. (18)

Последние два слагаемых в (18) получаются следующим образом:

2
(
−∂w
∂x

sin θ1 +
∂w

∂y
cos θ1

)
n2

n1

∂

∂z

(
∂w

∂x
cos θ2 +

∂w

∂y
sin θ2

)
= 2[−(n1 cos θ1 − n2 cos θ2) sin θ1 + (n1 sin θ1 − n2 sin θ2) cosθ1]

× n2

n1

∂

∂z
[(n1 cos θ1 − n2 cos θ2) cos θ2 + (n1 sin θ1 − n2 sin θ2) sinθ2]

= 2n2
2 sin(θ1 − θ2)

∂

∂z
cos(θ1 − θ2) = −2n2

2 sin2(θ1 − θ2) · (θ1 − θ2)z

− n2
2[1− cos 2(θ1 − θ2)](θ1 − θ2)z

=
1
2
[
n2

2 sin 2(θ1 − θ2)
]
z
− [n2

2(θ1 − θ2)
]
z
.

Остальные члены в (18) получаются аналогично, как и в за-
даче интегральной геометрии п. 8.4.

Функции wxz, wyz, wxy и [θ(x, y, z)]z имеют особенности типа
[(ξ(z) − x)2 + (η(z)− y)2]−1/2. Далее совершаем аналогично, как
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и в задаче интегральной геометрии п. 8.4, преобразования с фор-
мулой (18), т. е. отделяем от множества Ω ε-окрестность особой
кривой x = ξ(z), y = η(z), z ∈ [0, Z], интегрируем по оставшемуся
множеству равенство (18), применяя при этом формулу Остро-
градского, и переходим к пределу при ε→ 0. В результате полу-
чим∫ ∫

Ω

∫
∂θ1
∂z

[(
∂w

∂x

)2

+
(
∂w

∂y

)2
]
dΩ = −

L∫
0

L∫
0

∂w

∂z

∂w

∂γ
dzdγ. (19)

Используя(
∂w

∂x

)2

+
(
∂w

∂y

)2

= (n1 − n2)2 + 4n1n2 sin2 θ1 − θ2
2

, (20)

(θ1)z ≥ 0 и неравенство Коши, из (19) получаем оценку (5).
В случае, если граница Γ кусочно-гладкая, доказательство

проводится аналогично, как и в задаче интегральной геометрии
п. 8.4. Доказательство теоремы завершено.

Любопытно отметить, что оценка (5) совпадает с оценкой
устойчивости задачи интегральной геометрии п. 8.4.

Формулы для среднеквадратического значения
n(x, y) по области D. Используя (16), перепишем (11) в виде

Lτ ≡ ∂

∂z

(
∂τ

∂x
cos θ +

∂τ

∂y
sin θ

)
= 0. (21)

Для 2
(
−∂τ
∂x

sin θ +
∂τ

∂y
cos θ

)
Lτ имеем аналогичное (18) выраже-

ние, только без двух последних слагаемых. Совершая теперь ана-
логичные предыдущему преобразования и используя равенство
(10) вместо (20), получим

2π
∫∫
D

n2 dxdy = −
L∫

0

L∫
0

τ(γ, z)
γ

∂τ(γ, z)
∂z

dγdz. (22)

Из (22) нетрудно получить среднеквадратичное значение
n(x, y) по области D. Правую часть в (22) можно представить
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в другой форме, а именно, выразить через значения n(x, y) на гра-
нице области D и через угол между геодезической на границе Γ
и касательной в той же точке к границе области D.

Пусть β(z) — угол, определяющий направление касательной
к границе Γ области D в точке (ξ(z), η(z)) в сторону возраста-
ния z, а α(z, γ) — угол, определяющий направление касатель-
ной к геодезической, соединяющей точки (ξ(z), η(z)) и (ξ(γ), η(γ)),
в точке (ξ(z), η(z)). Тогда нетрудно получить

∂τ(γ, z)
∂z

= n(ξ(z), η(z)) cos[α(z, γ)− β(z)], (23)

∂τ(γ, z)
∂γ

= n(ξ(γ), η(γ)) cos[α(z, γ)− β(γ)] (24)

и вместо (22) получаем

2π
∫∫
D

n2 dxdy = −
L∫

0

L∫
0

n(ξ(z), η(z))n(ξ(z), η(z))

× cos[α(z, γ)− β(z)] cos[α(z, γ)− β(γ)] dzdγ. (25)

В заключение приведем формулы перехода от данной функ-
ции τ(γ, z) к величинам, использованным в (25):

n(ξ(z), η(z)) = lim
γ→z

τ(γ, z)
|z − γ| ,

α(z, γ) находится из (23).
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10. Несколько направлений
в теории некорректных задач,
обратных задач и приложений

В настоящее время теории некорректных задач, обратных
задач и приложениям этих теорий посвящена весьма обширная
литература. Для изложения с достаточной полнотой всех дости-
жений по данным направлениям потребовалась бы монография,
по объему в несколько раз превышающая настоящую. В данном
дополнении мы охарактеризуем результаты по нескольким напра-
влениям, связанным по содержанию с нашей частью работы.

1. Приложения. Как было отмечено в [24, 46, 49], первые
прикладные задачи, приводящие к некорректным задачам, были
связаны с интерпретацией данных геофизических наблюдений.

Мы отметили две области прикладных задач, возникших
в связи с интерпретацией данных измерений. Первая — интер-
претация данных астрофизики. Работы в этой области изложены
в монографии [10]. Одна из задач, изложенных в [10] — это задача
интерпретации для ряда звезд кривых блеска. Как известно, для
некоторых звезд светимость периодически изменяется. Это явле-
ние связывают с прохождением спутника звезды между звездой
и земным наблюдателем. Для определения параметров спутника
получается определенное интегральное уравнение первого рода,
для которого с помощью регуляризации строится алгоритм чи-
сленного решения.

Вторая область — интерпретация томографических данных
в газодинамике и физике плазмы — изложена в работе [36]. В [34]
изложены принципы использования томографических данных
в сейсморазведке и сейсмологии. В работе [26] классическая за-
дача, связанная с интерпретацией томографических данных —
задача обращения преобразования Радона — рассмотрена с точки
зрения теории некорректных задач. В этой же монографии рас-
смотрены новые постановки задач сейсморазведки — задачи опре-
деления строения геологических тел.

2. Общая теория некорректных задач. Отметим напра-
вления в общей теории некорректных задач, которые не нашли
или почти не нашли отражения в нашей монографии.

Первое — вариационные методы. Об этих методах кратко
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говорится в [49] и главе 6. В [31] дано подробное изложение ряда
вопросов, связанных с применением вариационных методов.

Второе — итерационные методы. Мы ограничились изложе-
нием одного итерационного метода для линейных операторных
уравнений. В монографиях [8, 44] изложен широкий круг вопро-
сов, связанных с применением итерационных методов к решению
нелинейных некорректных задач. В этих же монографиях рас-
смотрены вопросы дискретизации некорректных задач.

3. Задачи аналитического продолжения. Эти задачи
занимают заметное место в теории некорректных задач. В моно-
графии [29] изложены результаты по вопросам задач аналитиче-
ского продолжения, рассматриваемых как некорректные задачи.
В частности, приведены оценки условной устойчивости и фор-
мулы типа Карлемана, являющиеся регуляризующими для этих
задач. Это направление в дальнейшем получило значительное
развитие — результаты были получены для аналитических функ-
ций нескольких переменных и в задачах Коши для решений эл-
липтических уравнений в пространствах различной размерности
[1, 17, 45, 50, 51].

4. Уравнения Вольтерра и эволюционные уравнения.
В главах 6, 7 части «Некорректные задачи» изложены резуль-
таты по интегральным операторным уравнениям Вольтерра и по
эволюционным уравнениям. Значительная серия результатов по
этим направлениям содержится в монографиях [6, 15].

5. Интегральная геометрия. Оригинальное направление
в интегральной геометрии изложено в монографии [60].

6. Обратные задачи. В главе 9 при изложении вопросов
теории обратных задач мы следовали в основном монографии [40].
Существенные достижения в области обратных коэффициентных
задач были достигнуты при исследовании задач определения ко-
эффициентов в системе уравнений Максвелла [41]. Ряд важных
результатов теории обратных задач изложен в монографии [54].

Классическое направление в теории обратных задач— обрат-
ные задачи теории ньютоновского потенциала — получило раз-
витие в работах ряда авторов и изложено в монографии [53].

Многие обратные задачи сводятся к вольтерровским опера-
торным уравнениям, линейным и нелинейным. Из соответст-
вующих результатов общей теории вольтерровских уравнений
в банаховых пространствах получаются теоремы единственности
и априорные оценки для обратных задач. Результаты по этому
направлению изложены в монографии [7].
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Труды Моск. мат. о-ва. 1958. Т. 7. С. 3–51.

5. Бухгейм А. Л. Необходимые условия устойчивости од-
ного класса интегродифференциальных уравнений // Вычи-
слительные методы и программирование. Новосибирск: изд.
ВЦ СО АН СССР, 1975. С. 78–85.

6. Бухгейм А. Л. Операторные уравнения Вольтерра. Ново-
сибирск: Наука, 1983.

7. Бухгейм А. Л. Введение в теорию обратных задач. Ново-
сибирск: Наука, 1988.

8. Васин А. В., Агеев. А. Л. Некорректные задачи с априо-
рной информацией. Екатеринбург: Наука, 1993.

9. Годунов С. К., Антонов А. Г., Кириллюк О. П., Ко-
стин В. И. Гарантированная точность решения систем
линейных уравнений в евклидовых пространствах. Новоси-
бирск: Наука, 1992.

10. Гончарский А. В., Черепащук А. М., Ягола А. Г. Не-
корректные задачи астрофизики. М.: Наука, 1986.

11. Денисов А. М. Введение в теорию обратных задач. М.:
Изд-во МГУ, 1994.

12. Запреев А. С. Теорема единственности решения одной
плоской обратной задачи для уравнения Гельмгольца // Не-
корректные математические задачи и проблемы геофизики.
Новосибирск: изд. ВЦ СО АН СССР, 1976. С. 46–63.



926 Литература к части «Некорректные задачи»

13. Запреев А.С., Цецохо В.А. Обратная задача для урав-
нений Гельмгольца. Новосибирск, 1976. 18 с. (Препринт /
АН СССР. Сиб. отд-ние. ВЦ; №22).

14. Иванов В. К. О некорректно поставленных задачах //
Мат. сборник. 1963. T. 61, № 2. С. 211-223.

15. Иванов В. В., Мельникова И. В., Филипов А. И. Диф-
ференциально-операторные уравнения и некорректные зада-
чи. Екатеринбург: Наука, 1993.

16. Иванов В. В., Васин В. В., Танана В. П. Теория ли-
нейных некорректных задач и ее приложения. М.: Наука,
1978.

17. Ишанкулов Т. О двух задачах аналитического продолже-
ния для функций многих переменных // Сиб. мат. журн.
1984. Т. 25, № 3. С. 89–94.

18. Кабанихин С. И. Обратные и некорректные задачи. Но-
восибирск: Сиб. науч. изд-во, 2009.

19. Канторович Л. В. Функциональный анализ и прикладная
математика // Успехи мат. наук. 1948. Т. 3, № 6. С. 89–185.

20. Канторович Л. В., Акилов Г. П. Функциональный ана-
лиз. М.: Наука, 1977.

21. Като Т. Теория возмущений линейных операторов. М.:
Мир, 1972.

22. Курант Р. Уравнения с частными производными. М.:
Мир, 1964.

23. Лаврентьев М. М. Об интегральных уравнениях первого
рода // Докл. АН СССР. 1959. Т. 127, № 1. С.31–33.

24. Лаврентьев М. М. О некоторых некорректных задачах
математической физики. Новосибирск: Изд-во СО АН СССР,
1962.

25. Лаврентьев М. М. Об обратной задаче для волнового
уравнения // Докл. АН СССР. 1964. Т. 157, № 3.
С. 520–521.

26. Лаврентьев М. М., Зеркаль С. М., Трофимов О. Е.
Численное моделирование в томографии и некорректные за-
дачи. Новосибирск: Изд-во НГУ, 1999.

27. Лаврентьев М. М., Романов В. Г. О трех линеаризо-
ванных обратных задачах для гиперболических уравнений //
Докл. АН СССР. 1966. Т. 171, №6. С. 1279–1281.

28. Лаврентьев М.М., Романов В.Г, Васильев В.Г. Мно-
гомерные обратные задачи для дифференциальных уравне-
ний. Новосибирск: Наука, 1969.



Литература к части «Некорректные задачи» 927

29. Лаврентьев М. М, Романов В. Г., Шишатский C. П.
Некорректные задачи математической физики и анализа. М.:
Наука, 1980.

30. Лаврентьев М. М., Савельев Л. Я. Линейные опера-
торы и некорректные задачи. М.: Наука, 1991.

31. Лисковец О. А. Вариационные методы решения неустой-
чивых задач. Минск: Наука и техника, 1981.

32. Маслов В. П. Существование решения некорректной за-
дачи эквивалентно сходимости регуляризационного процес-
са // Успехи мат. наук. 1968. Т. 23, №3. С. 183–184.

33. Морозов В. А. Регулярные методы решения некорректно
поставленных задач. М.: Наука, 1987.

34. Николаев А. В. Сейсмология: научно-техническая рево-
люция и задачи XXI столетия // Математическое моделиро-
вание в геофизике. Новосибирск: Наука, 1988.

35. Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. М.: Изд-во МГУ, 1984.

36. Пикалов В. В., Преображенский Н. Г. Реконструктив-
ная томография в газодинамике и физике плазмы. Новоси-
бирск: Наука, 1987.

37. Резницкая К. Г. Связь между решениями задачи Коши
для уравнений различных типов и обратные задачи // Мате-
матические проблемы геофизики. Новосибирск: изд. ВЦ СО
АН СССР, 1974. Вып. 5, ч. 1. С. 55–62.

38. Романов В. Г. О восстановлении функции через инте-
гралы по эллипсоидам вращения, у которых один фокус не-
подвижен // Докл. АН СССР. 1967. Т. 173, № 4. С. 766–769.

39. Романов В. Г. Обратные задачи для гиперболических
уравнений и энергетические неравенства // Докл. АН СССР.
1978. Т. 242, № 3. С. 541–544.

40. Романов В. Г. Обратные задачи математической физики.
М.: Наука, 1984.

41. Романов В. Г., Кабанихин С. И. Обратные задачи гео-
электрики. М.: Наука, 1991.

42. Смирнов В. И. Курс высшей математики. Т. 5. М.:
Гостехиздат, 1953.

43. Соболев С. Л. Уравнения математической физики. М.:
Наука, 1966.

44. Танана В. П. Методы решения операторных уравнений.
М.: Наука, 1981.



928 Литература к части «Некорректные задачи»

45. Тарханов Н. Н. Ряд Лорана для решения эллиптических
систем. Новосибирск: Наука, 1990.

46. Тихонов А. Н. Об устойчивости обратных задач // Докл.
АН СССР. 1943. Т. 39, № 5. С. 195–198.

47. Тихонов А. Н. О регуляризации некорректно поставлен-
ных задач // Докл. АН СССР. 1963. Т. 153, № 1. С. 49–52.

48. Тихонов А. Н. Об устойчивых методах суммирования ря-
дов Фурье // Докл. АН СССР. 1964. Т. 156, № 2. С. 268–271.

49. Тихонов А. Н., Арсенин В. Я. Методы решения некор-
ректных задач. М.: Наука, 1986.

50. Цих А. К. Многомерные вычеты и их применения. Ново-
сибирск: Наука, 1988.

51. Ярмухамедов Ш. Об аналитическом продолжении голо-
морфного вектора по его граничным значениям на куске гра-
ницы // Изв. АН УзССР. Сер. физ-мат. 1980. № 6. С. 34–40.
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56. Hadamard J. Sur les problèmes aux derivees partielles et leur
signification physique // Bull. Univ. Princeton. 1902. V. 13.
P. 49–52.

57. Legendre A. M. Nouvelles Methodes pour la Determination
des Orbits des Cometes. Paris: Courcier, 1806.

58. Nashed M. Z. Aspects of generalized inverses in analysis and
regularization // Generalized Inverses and Applications. New
York; San Francisco; London: Acad. Press, 1976. P. 193–244.

59. Nashed M. Z., Votruba G. F. A unified theory of generalized
inverses // Generalized Inverses and Applications. New York;
San Francisco; London: Acad. Press, 1976. P. 1–110.

60. Sharafutdinov V. A. Integral Geometry of Tensor Fields.
Utrecht: VSP, 1994.



Предметный указатель 929

Предметный указатель

Абсолютная величина оператора,

445

Абсолютное значение оператора,

554

Автоморфизм, 24, 51

Аддитивность счетная, 294

Аксиома выбора, 21

Алгебра булева, 81

— векторная, 100

— внешняя, 163

— симметрическая, 162

— цилиндрическая, 653

Алгоритм Ньютона, 85

— Шмидта, 384

Альтернатива Фредгольма,

115, 438

Альтернирование, 162

Антиизоморфизм, 125

Атлас, 342

— полный, 343

— эквивалентный, 343

База векторная, 95

— локальная, 167

— обобщенная, 125

— ортонормальная, 130

— сопряженная, 125

— топологии, 167

— фильтра, 173

— Хамеля, 99

Вектор, 91

— ортогональный, 147

Вероятность, 644

— события, 574, 627

— условная, 604, 611, 635

— элементарная, 570

Вложение, 24, 51

— естественное, 118

— упорядоченных множеств, 36

Гиперплоскость, 139, 376, 418

— опорная, 419

Гомеоморфизм, 208

— локальный, 341

Гомоморфизм, 50

Гомотетия, 104

Гомотопия, 369

Градиент, 274

Грамиан, 359

Группа, 53

— знакопеременная, 70

— с операторами, 91

— симметрическая, 68

Группоид, 47

Данные обратной задачи, 668

Декартово разложение оператора,

446

Декремент, 69

Дельта-функция, 105

Дефект оператора, 108

Дивергенция, 237

Дисперсия, 582, 630

— случайной величины, 656

Диффеоморфизм, 252

Дифференциал внешний, 350

— сильный (Фреше), 229
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— слабый (Гато), 229

Дифференцируемость

непрерывная, 232

Дополнение, 67, 80, 110, 130

Задача Коши абстрактная, 492

— — для уравнения Лапласа, 683

— — для уравнения

теплопроводности, 685

Закон больших чисел, 621,

622, 658

Замыкание, 132, 168

Идеал, 48

— главный, 74

— максимальный, 49

Идемпотент, 49

Изометрия, 389

Индекс, 26

— оператора, 114

Индикатор, 25

Интеграл двойной, 319

— Лебега несобственный, 330

— неопределенный, 336

— по мере, 305, 480

— по проекторной мере, 474

— повторный, 319

— простой, 320

— регулярный, 290

Интегральная сумма, 288

Интегральное уравнение

Вольтерра, 683

— — Фредгольма, 682

Интегрируемость локальная, 336

Информационный критерий

зависимости, 602

Информация, 600

Исход, 570

Карта, 342

Касательная к поверхности, 273

Квазирешение, 698

Ковариация, 582, 631, 656

Кодефект, 112

Кольцо, 71, 72, 73

Комбинация линейная, 94

Композиция соответствий, 23

Компонента, 103, 182, 183

Кообраз, 112

Коразмерность, 112

Корректности, 448, 693, 694,

Коэффициент информации, 605

— корреляции, 594, 634

— линейного функционала, 377

— регрессии, 597

— связи, 598

— Фурье, 151, 385

Коядро, 112

Край многообразия, 342

Кривая гладкая, 276

Критерий измеримости, 317

— интегрируемости, 311

— Коши, 197

— Пикара, 723

— Рисса компактности, 400

Кронекера символ, 96

Лемма Рисса, 380

— о локальном приближении, 636

— Соболева, 411

Линия, 42

Ломаная, 102

Мажоранта, 34

Маргинальное распределение, 650

Матрица карлемановская, 543

— оператора, 121

— плохо обусловленная, 676

Мера, 282

— бэровская, 405

— внешняя, 297
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— Дирака, 293

— интегрируемого множества,

317

— локально ограниченная, 296

— медленно растущая, 406

— непрерывная, 294

— полная, 296

— проекторная, 467

— регулярная, 358

— сигма-конечная, 315

Метод минимальных ошибок, 714

— наискорейшего спуска, 715

— последовательных

приближений, 712

— простой итерации, 714

— сопряженных градиентов, 716

Метрика, 137, 168

— невырожденная, 169

— обобщенная, 172

Минимум локальный, 266

Миноранта, 34

Многообразие, 342

— гладкое, 343

— касательное, 362

— линейное, 114

— ориентируемое, 344

Множество бесконечное, 32

— выпуклое, 101

— дискретное, 40

— интегрируемое, 316

— компактное, 175

— конечное, 32

— линейно мажорированное, 42

— линейно связное, 102

— направленное, 34, 186

— несчетное, 45

— относительно компактное, 175

— предельное, 196

— предкомпактное, 204

— резольвентное, 447

— счетное, 45

— топологически связное, 181

— упорядоченное, 34

— μ-нулевое, 296

Модуль, 92

— непрерывности, 696

— унитарный, 92

Мощность, 32

Мультивектор, 155, 159

Мультииндекс, 159

Мультиметрика, 171

Мультинаправление, 191

Мультинорма, 170

Мультиоператор замкнутый, 512

Мультипликатор, 92

Мультистепень, 159

Мультифункция, 512

Наложение, 24, 51

Направление, 34, 186

Направленность, 188

— секвенцируемая, 189

— элементарная, 190

Независимость линейная, 94

Некорректность задачи, 693

— — сильная, 724

— — слабая, 724

Непрерывность, 207

— меры по мере, 336

— равномерная, 209

— равностепенная, 392

Неравенство Бернулли усиленное,

621

— Бесселя, 386

— Колмогорова, 618

— треугольника, 86, 89

— Чебышева, 621, 632

Норма, 136

— вектора, 136
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— графика, 424

— евклидова, 146

— неархимедова, 89

— невырожденная, 137

— оператора, 215

Нормаль, 275

Нормальный делитель, 55

Носитель функции, 96

Область звездная, 351

Оболочка аддитивная, 286

— выпуклая, 102

— линейная, 97

Обратная задача внутренняя, 669

— — граничная, 668

— — интегральной геометрии,

678

— — кинематическая, 669

— — коэффициентная, 668

— — об источнике, 668

— — продолжения, 668

— — рассеяния, 669

— — ретроспективная, 668

— — спектральная, 669

— — теплопроводности, 686

Ограниченность интегральная,

297

— сравнительная, 214

Окрестность координатная, 342

Оператор аккретивный, 495, 523

— Вольтерра, 430

— вполне непрерывный, 697

— вырожденный, 429

— Гамильтона, 276

— Гильберта — Шмидта, 430

— диагональный, 429

— диссипативный, 495, 523

— замкнутый, 424

— измерений, 670

— изометрический, 443

— интегральный, 429

— компактный, 428

— — нелинейный, 509

— конечного ранга, 108

— коэрцитивный, 521

— Лапласа, 395

— линейный, 104

— — дифференциальный, 394

— — ограниченный, 214

— локально ограниченный, 519

— марковский, 551, 554

— матричный, 533

— монотонный, 519

— нормальный, 443

— положительный, 444

— порождающий, 523

— производящий, 492, 498

— прямой задачи, 670

— псевдообратный, 720

— радиально непрерывный, 521

— разностный, 63

— с замкнутым образом, 134

— самосопряженный, 135, 443

— сдвига, 41, 51

— симметрический, 135

— симметричный, 442

— скалярный, 107

— сопряженный, 120

— сопряженный банахов, 432, 440

— — гильбертов, 433, 441

— — эрмитов, 433

— суммирования, 65

— унитарный, 444

— Фредгольма, 114, 131, 434, 448

— частично изометрический, 445

— эрмитов, 443

— r-псевдообратный, 725

Определитель матрицы, 163

Орт, 151
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Ортоаддитивность, 283

Ортобаза, 151

Ортогональность, 129

Орторешетка, 80

Отношение, 29, 30

Отображение, 24

— антимонотонное, 35

— билинейное, 128

— естественное, 157

— линейное, 104

— монотонное, 35

— открытое, 425

— собственное, 369

Отрезок, 101

Пара риманова, 187

— упорядоченная, 21

Параметр зазора в сингулярном

спектре, 726

— несовместности системы, 726

Параметризация, 342

— компактная, 364

Перестановка, 24

Плоскость, 272

Плотность, 623, 645

Поверхность гладкая, 272

— параметризованная, 357

— регулярная, 362

Подалгебра векторной алгебры,

100

Подгруппа, 53

Подмногообразие, 343

Подмодуль, 93

Поднаправленность, 188

Подполугруппа, 48

Подпространство векторного

пространства, 96

— замкнутое, 132, 152

— собственное, 448

Подстановка, 24

Покрытие, 27

— локально конечное, 363

Поле, 75

— архимедово, 78

— вещественных чисел, 84

— комплексных чисел, 85

— нормированное, 136

— упорядоченное, 135

— p-адических чисел, 89

Полилинейное отображение, 161

Полином, 79

Полуаддитивность счетная, 294

Полугруппа, 46. 47

— операторов положительная, 495

— равномерно ограниченная, 492

— сжимающая, 492. 522

— сильно непрерывная, 492

Полукольцо, 70

Полунорма, 137

Полярное разложение оператора,

445

Порядок, 33

— координатный, 36

— лексикографический, 36

— линейный, 33

— решетчатый, 186

Плотность случайной величины,

647

Правило двойственности, 82

— трех сигм, 661

Предел верхний, 308

— двойной, 200

— нижний, 308

— по направлению, 192

— повторный, 200

— частичный, 196

Преобразование Лапласа, 497

— Радона, 417

— Фурье, 314, 412
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— — обратное, 412

— Фурье — Планшереля, 415

— Фурье — Стилтьеса, 416

Принцип индукции, 39

— Хаусдорфа, 42

Продолжение меры, 317

Проектор ортогональный, 152

Произведение, 128

— внешнее, 163

— внутреннее, 130

— декартово, 21, 27, 36

— звездное, 82

— матриц, 122

— невырожденное, 128

— операторов, 106

— прямое полугрупп, 65

— скалярное, 128

— тензорное, 156

— — операторов, 160

— тихоновское, 178

Производная матричная, 221

— меры по мере, 336

— обобщенная, 410

— по направлению, 274

Пространство банахово, 215

— Бернулли, 571

— векторное, 93

— вероятностное, 570, 623, 644

— гильбертово, 373

— дискретное, 166

— евклидово, 146

— касательное, 362

— комбинаторное, 575

— компактное, 175

— координатное, 109

— Лапласа, 571

— локально выпуклое, 170

— — компактное, 184

— Маркова, 571

— метрическое, 168

— мультинормированное, 170

— нормированное, 137

— отделимое, 166

— полное, 197

— равномерное, 172

— регулярное, 166

— рефлексивное, 119, 426

— с мерой, 282

— связное, 181

— секвенциально полное, 197

— сепарабельное, 167

— топологическое, 166

— Фреше, 395

Псевдорешение, 721

— нормальное, 721

Равенство Парсеваля, 387

Разбиение, 27

— единицы, 363

Разложение декартово, 86

— ортогональное, 155

— полярное, 86

Размерность векторного

пространства, 98

— линейного многообразия, 114

— обобщенная, 125

Разность симметрическая, 72, 82

Ранг оператора, 107

— отображения, 345

— тензора, 160

Распределение, 404, 588

— биномиальное, 572, 576, 589

— Гаусса, 625

— геометрическое, 572, 624

— гипергеометрическое, 583

— Гольдбаха, 573

— конечномерное, 654

— Коши, 626

— логарифмическое, 572, 624
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— маргинальное, 590

— медленно растущее, 406

— нормальное, 625

— Паскаля, 572, 624

— показательное, 625

— Пуассона, 573 , 625

— равномерное, 603, 625

— Симпсона, 625

— случайного отображения,

652, 654

— случайного вектора, 649

— случайной величины, 647

— совместное, 590

— треугольное, 625

— финитное, 408

— экспоненциальное, 625

— элементарное, 588

Расслоение касательное, 362

Расстояние, 137

Растяжение, 242

Регуляризация Тихонова, 704

Регуляризирующий алгоритм, 705

Регуляризованное семейство

приближенных решений, 705

Регулярная обобщенная функция,

404

Решение в смысле наименьших

квадратов, 721

— нормальное относительно q0,

716

— общее, 114

— частное, 114

r-решение обобщенное

нормальное, 725

Решетка, 80

— булева, 81

— дистрибутивная, 81

— ортомодулярная, 81

— относительно полная, 80

Ряд Неймана, 244

— Фурье, 385

Свертка, 101, 413

Семейство, 26

— линейно свободное, 94

— операторов регуляризирующее,

705

— ортогональное, 150

— ортонормированное, 150

— пустое, 27

— сильно центрированное, 173

— центрированное, 176

Сеть, 186

Сечение направленного

множества, 189

— функции, 319

Сжатие, 242

Симметризация, 161

Сингулярная система оператора,

722

Сингулярное разложение

оператора, 723

Сингулярное число, 461

Сингулярные векторы оператора,

723

— числа оператора, 723

Система координат, 119

— образующих, 97

Скалярное произведение

невырожденное, 146

Случайная величина, 646

— переменная, 574, 627

— — суммируемая, 575

— — тождественная, 575, 628

— — квадратично интегрируемая,

630

— — квадратично суммируемая,

581

Случайное отображение, 654
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Случайные переменные

зависимые, 574, 591

— — независимые, 574, 591

— — некоррелированные, 594, 634

— — ортогональные, 594, 634

— — стохастически изоморфные,

607

Случайный вектор, 648

Событие, 573, 627

Совместное распределение, 650

Согласованные распределения,

654

Соответствие резольвентное, 447

Спектр непрерывный, 449

— оператора, 448

— остаточный, 449

— предельный, 458

— точечный, 448

Спектральный радиус оператора,

454

Среднее значение, 575, 627

— — случайной величины, 655

— — условное, 611, 634

Стандартное отклонение, 582,

631, 656

Степень Лере — Шаудера, 530

— отображения, 369, 526

Стохастически зависимое

семейство, 650

— независимое семейство, 650

Сумма порядковая, 38

— прямая полугрупп, 66

— семейства, 193

Сходимость в себе, 197

— в среднем, 380, 398

— локально равномерная, 230

— по вероятности, 658

— почти всюду, 594

— — наверное, 658

— равномерная, 201

— частичная, 202

Тело выпуклое, 419

Тензор, 156

— разложимый, 156

— типа (p, q), 160

Теорема Алаоглу, 427

— Асколи, 392

— Банаха об обратном операторе,

422

— Берштейна, 32

— Биркгофа, 202

— Больцано, 209

— Брауэра, 505

— Бэра, 199

— Вейерштрасса компактности,

208

— Гильберта — Шмидта, 462

— Иванова, 697

— Какутани, 513

— Крейна — Мильмана, 511

— Лагранжа о приращениях, 225

— Лапласа, 642

— Лебега, 180

— Лебега о почленной

интегрируемости, 313

— Леви, 307

— Лере — Шаудера, 510, 531

— Лузина, 317

— Мазура, 426

— Макки, 426

— Муавра, 638

— Неймана, 516

— Пифагора, 148

— Пуассона, 642

— Радона — Никодима, 337

— Рисса о представлении, 378

— Рисса об интегральном

представлении, 393
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— Рисса об обратном операторе,

436

— Рисса — Фишера, 388

— Рисса — Шаудера, 455

— Сарда, 347

— Стоуна, 499

— Тихонова, 178, 508

— Тонелли, 324

— Фату, 310

— Ферма, 270

— Фубини, 321

— Фубини — Тонелли, 326

— Хана — Банаха, 141, 418

— Хилле — Иосиды, 494

— Цорна, 42

— Шаудера, 508

— непрерывности, 659

— о средних, 601

— о гладкой неявной функции,

245

— о гладкой обратной функции,

252

— о гомеоморфизме, 208

— о гомоморфизмах, 60

— о гомотопической

инвариантности, 370

— о двойном пределе, 200

— о дифференцировании сложной

функции, 223

— о замене базы векторного

пространства, 99

— о замене для интегралов, 337

— о коэффициенте информации,

607

— о непрерывной неявной

функции, 255

— о непрерывной обратной

функции, 255

— о непрерывном продолжении,

211

— о перестановке интегралов, 332

— о перестановке предела

и интеграла, 327

— о перестановке производной

и интеграла, 328

— о полном дифференциале, 236

— о полноте L 2, 381

— о пополнении, 389

— о почленной дифференцируемо-

сти, 231

— о равномерно непрерывном

продолжении, 212

— о равномерной непрерывности,

210

— о разбиении единицы, 363

— о размерности векторного

пространства, 97

— о ранге, 346

— о резольвенте, 452

— о решении эволюционного

уравнения, 502

— о ряде Фурье, 386

— о симметричности 2-го

дифференциала, 262

— о слабом и сильном

дифференциалах, 229

— о спектре ограниченного

оператора, 454

— о спектре самосопряженного

оператора, 456

— о спектре эрмитова оператора,

460

— об информации, 601

— об операторной прогрессии, 243

— об ортогональной проекции,

374

— об открытом отображении, 425
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— предельная интегральная, 642

— предельная локальная, 638

— спектральная, 484

— частичной сходимости, 202

Теоремы об изоморфизме, 60, 61

— Фредгольма, 132, 438

Топология, 165

— равномерная, 171

— слабая, 170

— тихоновская, 178

Точка ближайшая, 152

— крайняя, 511

— неподвижная, 242

— неподвижная мультифункции,

513

— прикосновения, 168

— седловая, 516

Транспозиция, 69

Ультрафильтр, 174

Уравнение касательной, 273

— нормальное по отношению

к Aq = f , 722

— резольвентное, 453

— Фредгольма, 448

— Эйлера, 279

Условие единственности

решения, 693

— Липшица, 228

— существования решения, 693

— устойчивости решения, 693

Условная устойчивость, 694

Условное среднее, 662

Фактор-алгебра, 100

Фактор-группа, 58

Фактор-класс, 31

Фактор-кольцо, 75

Фактор-множество, 31

Фактор-модуль, 93

Фильтр, 173

— простой, 174

— сечений, 189

— Фреше, 189

Форма гладкая, 349

— дифференциальная, 348

— замкнутая, 351

— точная, 351

— эрмитова, 145

Формула Байеса, 616, 636

— Маклорена, 261

— обращения, 412

— полного среднего, 663

— полной вероятности, 615,

636, 664

— Стокса, 366

— Тейлора, 261

Функционал ограниченный, 138

Функция быстро убывающая, 401

— гладкая, 232

— измеримая, 302

— импульсная переходная, 687

— интегрируемая, 302

— Лагранжа, 271

— локально интегрируемая, 404

— локально постоянная, 207

— медленно растущая, 406

— многозначная, 53

— неявная, 241

— обобщенная, 404

— полилинейная, 156

— положительно определенная,

416

— распределения, 626

— распределения проекторная,

467

— распределения случайной

величины, 647

— финитная, 396
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— характеристическая, 416

— частная, 156, 218

Целевой функционал, 691, 713

Центр масс, 589

Центральная предельная теорема,

659, 660

Цепное правило, 663

Цепь марковская двоичная, 571

Цикл, 69

— гладкий, 356

Цилиндр, 653

Чебышева закон больших

чисел, 657

Число кардинальное, 32

— Лебега, 206

— обусловленности, 676, 726

— сопряженное, 86

Эквивалентность, 30

Экспонента операторная, 492

Экстремаль, 279

Элемент максимальный, 35

— минимальный, 35

— нейтральный, 47

Энтропия, 602

Ядро гомоморфизма, 56

— оператора, 105

Якобиан, 355
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