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Статистическая модель движения тела, 
учитывающая наличие ошибок в канале связи

Построение траектории движения объекта

Основными сведениями, определяющими траекторию движения объекта, являются про-
странственные координаты отметок объекта, изменение которых соответствует закону дви-
жения объекта в пространстве.

В общем случае движение объекта может быть описано координатами ее центра масс, явля-
ющимися случайными функциями времени. Точное определение вида этих функций требует 
анализа тактики использования соответствующих средств и их маневренных возможностей.

Траектория движения объекта зависит от многих факторов и условий, таких, как тип объ-
екта, скорость, маневренные возможности и т. д. Кроме того, на траекторию объекта ока-
зывает влияние целый ряд случайных факторов (помех), под которыми подразумеваются 
все причины, искажающие траекторию или затрудняющие обнаружение и воспроизведение. 
Сюда относятся ошибки системы управления объектом; инструментальные ошибки измере-
ния координат радиолокационных систем (РЛС) [Коростелев, 1969; Романов, Фролов, 1971].

В ошибках измерения координат учитывают только случайную составляющую. Случай-
ные ошибки подчинены нормальному закону распределения.

Ложные отметки возникают случайно и независимо в пределах всей зоны обзора. Предпо-
лагается, что ложные отметки распределены по времени равномерно, со средней плотностью, 
следовательно, можно подсчитать плотность ложных отметок на единицу площади. 

Таким образом, статистически ложные отметки можно охарактеризовать либо средней 
плотностью во времени р, либо плотностью v на единицу площади зоны обзора.

Отраженные от целей импульсы в некоторых случаях из-за флуктуации пропадают, что 
может быть описано законом Пауссона. Перечисленные и некоторые другие факторы вынуж-
дают отнести движение целей к категории процессов со случайно изменяющимися во вре-
мени параметрами. Очевидно, для статистического описания таких процессов необходимо 
знать законы распределения вероятности параметров, определяющих эти процессы. Однако 
практически таких законов получить не удается, поэтому приходится задаваться некоторыми 
гипотезами о статистических характеристиках обрабатываемых сигналов, т. е. исходить из 
более или менее правдоподобной статистической модели движения цели.

Выбор конкретной модели движения цели зависит от того, с какими целями конкретно 
придется иметь дело устройству вторичной обработки. Так, например, если устройство пред-
назначено для обработки траекторий баллистических ракет и спутников Земли, то модели их 
движения могут быть представлены уравнениями кривых второго порядка (эллипс, парабола, 
окружность). Если устройство предназначено для обработки траекторий других средств, 
модели движения которых представляют собой совокупность участков с прямолинейным 
и равномерным движением и участков маневра, за основу может быть взята полиномиальная 
модель движения. Она базируется на представлении процесса изменения координат цели на 
ограниченном участке наблюдения в виде полинома в степени п относительно времени:
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где kH  – коэффициент, определяющий параметры траектории, на которые накладываются 
те или иные ограничения, исходя из характера движения объекта (случайное чередование 
участков прямолинейного равномерного движения и маневра).

Основные требования к системе:
• на участках прямолинейного движения гипотезы о характере изменения координат 

во времени должны быть различными;
• на участке прямолинейного движения изменение координат во времени проще описы-

вать полиномами первой степени, т. е. принимать гипотезу о прямолинейном равномерном 
движении объекта:
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Таким образом, траектория движения объекта представляется в виде последовательности 
полиномиальных участков с различными коэффициентами и степенями полиномов.

Предположения о движении объекта

В любой момент времени ti мы можем вычислить координаты и вектор скорости подвиж-
ного объекта и построить траекторию его движения. При передаче информации через канал 
связи появляются случайные ошибки, они будут фигурировать и в окончательных резуль-
татах. Поэтому предлагается, каким-либо образом, зная о природе ошибок в канале связи, 
учитывать это знание в вычислениях и получать сглаженные (с учетом ошибок) результаты 
[Омарова, 1998. С. 122–126].

Предположения о движении объекта.
Траектория подвижного объекта лежит в горизонтальной плоскости.
Входные данные (результаты) наблюдения поступают в прямоугольной системе координат.
Подвижный объект слабо маневренный, т. е. существует промежуток времени, в течение 

которого он движется прямолинейно и равномерно.
Определение 1. Тактом или базовым промежутком времени t0 назовем время, в течение 

которого вероятность того, что подвижный объект маневрирует, очень мала.
Например, пусть такт t0 = 0,01, а подвижный объект – автомобиль. Скорость автомобиля 

ограничена 55 м/с, тогда за один такт автомобиль будет проезжать менее 0,6 метра, что, оче-
видно, согласуется с нашими предположениями о перемещениях объекта. Согласно формуле 
(2) без координаты h получаем следующую модель движения объекта:
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Координаты x0, y0 вычисляются заново через такт t0. Результаты вычислений показывают, 
что траектория объекта – ломаная.

Таким образом, задача ставится в следующем виде. По дискретным отметкам – координа-
там и скорости, полученным с ошибками, необходимо построить сглаженную ломаную – тра-
екторию движения объекта.

В общем случае по формуле (1) траекторию представляют в виде суммы некоторых функ-
ций времени с параметрами, которые содержат случайные величины или сами являются ими, 
в частности в виде временного полинома, это значит, что в этом случае координаты траекто-
рии представляются в следующем виде:
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где kH  – параметры, содержащие случайные величины (ошибки).
Для конкретной задачи необходимо задаться степенью полинома s (у нас s = 1), что экви-

валентно выбору рабочей гипотезы о характере изменения во времени координат объекта, 
подлежащих обработке. Предполагается, что суммарный сигнал на входе устройства вторич-
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ной обработки информации можно представить в виде аддитивной смеси полезного сигнала 
(истинной информации о характере изменения координат) и помехи, т. е.
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В дальнейшем вывод формул будем делать для какой-либо одной независимой координаты, 
для другой все выкладки аналогичны; помеху для этой координаты будем обозначать N(t).

Чаще всего помеха в канале связи N(t) рассматривается как нормально распределенный 
случайный процесс с известной корреляционной функцией и равным нулю средним значе-
нием, т. е. ( ) ( , )N t 0! U v . Тогда при принятых предположениях поставленная задача сглажи-
вания сводится к оценке математического ожидания полиномиальной функции ( , )Y tH  со слу-
чайными коэффициентами по результатам наблюдения одной ее реализации в дискретном 
ряде точек t1, …, tn.

Таким образом, нужно оценить ( , , )n1 f=H H H  по результатам наблюдения Y = (y(t1), …, y(tn)).

Оценка с помощью функции максимального правдоподобия

Из свойств многомерного нормального распределения имеем, что все одномерные плот-
ности вероятности – это плотности вероятности одномерной нормальной случайной вели-
чины с параметрами, определяемыми координатами вектора Y и главной диагональю ковари-
ационной матрицы B (y1, y2, …, yn также распределены нормально). Если все коэффициенты 
корреляционной или ковариационной матрицы B (все ее недиагональные элементы) равны 
нулю, это означает, что компоненты случайной величины являются независимыми.

Пусть [ ]y M yi i i= -p , отсюда следует, что y ti i k i
k

k

s
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Для оценки качества будем руководствоваться методом максимального правдоподобия, 
на основании которого из всех возможных решений уравнений выбирают такое, которое 
обращает в максимум плотность вероятности совместного появления именно данной сис-
темы измерений y1, y2, …, yn . Так как измерения независимы, то по теореме умножения зако-
нов распределения плотность вероятности L их совместного появления равна произведению 
плотности вероятности отдельных результатов измерений: ( ) ( ) ( )L f y f y f yn1 2$ $ $f= , где f – 
плотность нормального распределения.

Метод максимального правдоподобия не всегда приводит к приемлемым результатам, 
однако в достаточно широком круге практически важных случаев он является в известном 
смысле наилучшим. Так, например, можно утверждать, что если для параметра H сущест-
вует несмещенная эффективная оценка �H  по выборке объема n, то уравнение правдоподобия 
имеет единственное решение.

1. Найдем функцию правдоподобия n-мерной выборки случайной функции ( , )Y tH .
Так как ( ) ( , )N t 0! U v , то получаем, что функция правдоподобия n-мерной выборки слу-

чайной функции ( , )Y tH  соответствует функции правдоподобия n-мерной системы коррели-
рованных нормально распределенных случайных величин.
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где ( )det Bnn  – определитель корреляционной матрицы помехи; Rij = Rji; Rii i
2= v ; Kj – алгебра-

ическое дополнение элемента Rij в определителе ( )det Bnn .
2. Возьмем логарифм от функции правдоподобия:
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Дифференцируя по rH , получим
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3. Подставляя в полученное выражение ip  и приравнивая результат к нулю при �
r r=H H , 

получим систему уравнений максимального правдоподобия:
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4. Таким образом, найдя �
rH , мы получаем, что ( )y t t� �
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ного значения y в момент последнего наблюдения tn.

В частном случае, когда помеха на интервале между двумя соседними выборками некор-
релирована
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Учитывая, что выполняются следующие условия:
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систему уравнений (3) можно записать в развернутом виде:
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(s + 1) уравнений и (s + 1) неизвестных.
При наших предположениях о движении объекта координата y описывается полиномом 

1-й степени, это значит, что значение математическое ожидания в i-й точке наблюдения будет 
( )y t y v t� � �

i y i0= + , следовательно, система уравнений упростится к следующими виду:
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раскроем скобки и получим выражение

,

.

ny v t y

y t v t yt

� �

� �

y i i
i

n

i

n

i y i i i
i

n

i

n

i

n

0
11

0
2

111

+ =

+ =

==

===

Z

[

\

]
]

]]

!!

!!!
Решаем обычную систему относительно двух переменных:
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выражаем v�
y  из 2-го уравнения и подставляем в 1-е.
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Если результаты наблюдений поступают через равные промежутки времени, т. е.
( ) ( )t i T nT t1i 0 0 0= - = ,

тогда:
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Таким образом, мы можем спокойно вычислять математическое ожидание в i -й точке 
наблюдения.

Пример. Пусть n = 2, тогда имеем следующую систему:
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.

y y

v T
y y

�

�
y

0 1

2 1

=

=
-*

Используя написанные выше формулы, можно вычислять значения сглаженной на момент  
i-го (i n# ) наблюдения координаты, а также прогнозировать (экстраполировать) ее на p обзо-
ров обычной подстановкой в формулы вместо ( )n n p- + .

Далее вычислим возможные ошибки параметров и координат при сглаживании и экстра-
поляции.

Для дисперсии ошибки оценки приращения координаты по определению имеем:
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Математическое ожидание произведения двух центрированных случайных величин явля-
ется корреляционным моментом этих величин. Для рассматриваемой статистики зная, что:
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Среднеквадратичная ошибка сглаженной координаты определяется выражением
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v v < F.

Среднеквадратичная ошибка экстраполированной на один обзор координаты равна
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Используя полученные результаты, можно сделать вывод о том, что, зная распределение 
ошибок в канале связи, можно на каждом шаге сглаживать данные вышеприведенным спо-
собом.
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